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 مولوي و هزار     اندازه گيري ارتفاع هاي بلند      اثبات برخي نامساوي ها به كمك اتحادهاي جبري  
 بررسي هندسي شكل ستارة منتظم      رسم پاره خطي با طول تقریبي پي    زیر ذره بين! 

پارك بلچلي

از رياضيات براي شعبده بازي و تردستي مي توان استفاده كرد!
بازي هـا و تردسـتي هاي بسـياري وجـود دارنـد كه بعضـي از آن ها 
سـابقة چنـد صدسـاله دارند و زيبايـي و جذابيت رياضيـات را به خوبي 
نشـان مي دهنـد و منطـق آن هـا مبتنـي بـر رياضيـات اسـت. يكـي از 

مشـهورترين آن هـا شـعبده بازي بـا سـاعت ديـواري عقربه اي اسـت.
در جمعـي از افـراد سـاعت ديـواري را برمي داريـد و رو بـه آن هـا 
مي گيريـد و از يكـي از آن هـا مي خواهيد، يكي از عددهـاي روي آن )از 
1 تـا 12( را در ذهنـش تصـور كنـد. آن گاه از او مي خواهيـد، هم زمان با 
ضرباتـي كـه شـما با انگشـت روي صفحـة سـاعت مي زنيـد، يكي يكي 
بـه عـدد موردنظـرش اضافه كنـد )مثلًا اگر عـدد مورد نظرش 5 اسـت، 
بـا ضربـة اول شـما، آن را بـه 6، با ضربة بعـدي به 7 و... تغييـر دهد( تا 
وقتـي كـه به عـدد 20 برسـد. در آنجا با علامت دسـت ضربه زدن شـما 
را متوقـف مي كنـد و بـا تعجـب مي بينـد كـه انگشـت  شـما روي همان 

عـددي اسـت كـه او در ابتـدا در ذهنش تصور كرده اسـت!

ساعت جادويي!

روش كار
ايـن شـعبده بازي بسـيار سـاده اسـت. هفت ضربـة اولتـان را كاملًا 
تصادفـي روي صفحـه بزنيد، ولي ضربة هشـتم را روي عـدد 12، ضربة 
نهـم را روي 11 و به هميـن ترتيـب در جهـت خـلاف حركـت عقربه ها 
روي عددهـا ضربـه بزنيـد. وقتـي شـركت كننده شـما را بـه توقـف 
ضربـات دعـوت مي كند، انگشـت شـما روي همان عددي اسـت كه او 

ابتدا در نظر داشـته اسـت!

منطق رياضي شعبده بازي
فـرض كنيـم شـركت كننده عـدد x را در ذهـن داشـته باشـد. در 
ايـن صـورت از x+1 تـا 20 در ذهـن مي شـمارد. بنابرايـن x-20 عـدد 
را مي شـمارد و شـما x-20 ضربـه روي صفحـة سـاعت مي زنيـد. هفت 
 x- 13=7 -x- 20 ،ضربـة نخسـت تصادفي هسـتند. پس بقيـة ضربـات
ضربه اسـت. اوليـن اين ضربات روي 12، دومين روي 11، سـومي روي 
10 و... و n امُيـن ضربـه روي n-13 اسـت. پـس )x- 13( امُيـن ضربه 

روي عـدد x- 13(- 13=x( اسـت!
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آلبوم ریاضیات
احسان يارمحمدي

لئونارد اويلر

1. تمبر منتشر شده در سال 1957 در اتحاد جماهیر شوروي به مناسبت 250 امُین 
سال تولد لئونارد اويلر

2. تمبر منتشر شده در جمهوري دموكراتیک آلمان )آلمان شرقي سابق( به مناسبت 
200 امُین سال مرگ لئونارد اويلر

1

3. تمبر منتشر شده توسط آكادمي علوم جمهوري دموكراتیک آلمان در سال 1950
4. اسكناس 10 فرانكي سوئیس، مزين به تصوير لئونارد اويلر

5. تمبر منتشر شده در سال 1957 در سوئیس
6. تمبر منتشر شده در سال 1957 در جمهوري دموكراتیک آلمان )آلمان شرقي سابق(

رياضي »رشد  رياضیات« ســتوني در مجلة  »آلبوم 
برهان دورة متوســطة دوم« اســت كه به معرفي و ارائة 
تنديس ها،  و مدال هــا،  اســكناس ها  يادبود،  تمبرهاي 
به افتخار رياضي دانان  بناهاي يادبود و... كه  سرديس ها، 
ايران و جهان منتشر و ساخته شده اند، مي پردازد. هدف 
آن آگاه ساختن رياضي آموزان و رياضي ورزان از جايگاه 
پراهمیت رياضیات و رياضي دانان به روش غیررياضیاتي 
و كاربــردي در زندگي روزانة انسان هاســت. البته در 
هر شماره، به منظور آشــنايي خوانندگان با رياضي دان 
موردنظر به ارائة سطرهايي دربارة وي مي پردازيم. سپس 
موضوع اصلــي مقاله، يعني آلبــوم رياضیات را در پي 

مي آوريم.

اويلر  لئونارد  آلبوم رياضیات،  از  اين قسمت  موضوع 
)1783-1707(، رياضي دان نام دار سوئیســي است كه با 
حل كردن مسئلة پل هاي شهر »كونیگسبرگ« پايه گذار 
دانشي جديد در رياضیات به نام »نظرية گراف« شد. نقل 
شده اســت كه اويلر بدون هیچ گونه كوشش آشكار به 
انجام محاسبات رياضي مي پرداخت؛ همان گونه كه عقاب 
در آســمان پرواز مي كند و انسان نفس مي كشد. لئونارد 
اويلر، فرزند پلُ اويلر، به احتمال فراوان برجســته ترين 
دانشمندي است كه كشور سوئیس تاكنون به خود ديده 
اســت. پدر لئونارد اويلر رياضي دان شايســته اي بود و 
مدت ها نزد ژاك برنولي شاگردي كرده بود. او قصد داشت 
كه فرزندش نیز ادامه دهندة راه پدر باشد كه اين چنین 

نیز شد.
از دستاوردهاي اويلر مي توان موارد زير را بیان كرد:
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حرف اول

م.  واقعاً سر كلاس ايشان ما فقط رياضي ياد نمي گرفتيم 
سال سوم دبيرستان دبير رياضي فوق العاده اي داشتي

ل نبود. بلكه درس زندگي مي گرفتيم و اين اتحادها و 
و صرفاً بحث بر سر حل معادله، رسم منحني، مشتق و انتگرا

كه به درد زندگي و آينده مان بخورد.
فرمول ها راهي بود براي اينكه اطلاعاتي را كسب كنيم 

سيد: »بچه ها اين 
 و از بچه ها پر

يادم مي آيد يك روز در كلاس، ايشان روي تختة سياه شكل  را كشيد

چهارضلعي چه نام دارد؟«

گفتند: »آقا لوزي!«
اكثر بچه ها 

بعد آقا گفت: »اگر اين جور مي كشيدمش چي؟« 

همه گفتند: »اين مربع است آقا!«

ت؟ يا هر مربعي لوزي است؟«
آقا گفت: »يعني هر لوزي مربع اس

چه ها گفتند لوزي است.
ده بود و بار اول كه آن را رسم كرد بيشتر ب

در واقع آقا مربع را 45 درجه دوران دا

هد كه لزوماً عكس هر قضيه اي يك قضية درست نيست 
 روز دبير ما مي خواست به ما نشان د

خلاصه آن

داد كه در زندگي بعضي چيزها براي 
 او به ما ياد 

ور ما، يا ظاهرش، درست نباشد.
و ممكن است برخلاف تص

بعضي موضوعات ديگر شرط لازم اند و براي بعضي چيزهاي ديگر شرط كافي. )اگر چهارضلعي مربع باشد آن گاه 

لوزي است، لذا مربع بودن براي لوزي بودن كافي است و لوزي بودن براي مربع بودن شرط لازم است.(

سيد: »بچه ها كدام گزاره براي كدام گزاره شرط لازم و كدام شرط كافي است؟
بعد سر كلاس از ما مي پر

I ( خوب درس خواندن براي قبول شدن 

II ( صادق بودن براي نجات يافتن

III ( مسلمان بودن براي نماز خواندن 

IV ( قانع بودن براي بي نيازي«

حميدرضا اميري 

 سردبير

در كلاس درس رياضي
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آموزشی

اندازه گيري ارتفاع هاي بلند
اشاره

محاسبة طول ها و فاصله هايي كه در دسترس نيستند و يا فاصله هايي كه امكان دسترسي براي 
اندازه گيري آن ها دشوار است، مانند محاسبة بلندي يك درخت يا ارتفاع يك برج، از جمله كاربردهاي 
قضية تالس و تشابه شكل هاي هندسي است كه در كتاب هندسة دهم به آن پرداخته شده است. در 
تمرينات فصل دوم از كتاب درســي هندسه، مجموعاً سه روش براي محاسبة ارتفاع يك درخت بلند 
معرفي شده است. در اين مقاله در قالب يك كار عملي، بلندي يك نورافكن و يك درخت را علاوه بر اين 

سه روش با روش چهارمي نيز كه به تالس منتسب است، اندازه مي گيريم.

 كلیدواژه ها:    اندازه گيري، ارتفاع درخت، آموزش هندسه، تشابه شكل ها                                                                                                                                                
عباس قلعه  پور اقدم

دبير رياضي اروميه

 کار عملي: دو روش اول بــراي اندازه گیري ارتفاع 
درخت و دو روش بعدي براي محاســبة ارتفاع یک 

نورافکن به کار گرفته مي شوند.

 روش اول
اســاس کار در روش اول بر قضیة تالس استوار 

اســت. چیزهایي که نیاز داریم، عبارت اند از: یک 
روز آفتابي، یک متر ترجیحاً طویل و یک قطعه 

چوب کوتاه.
در امتداد خط راستي که سایة درخت روي 

زمین تشکیل داده اســت، قطعه چوب را که به 
آن شاخص مي گویند، طوري به صورت عمودي جابه جا 
مي کنیم که سایة آن روي امتداد سایة درخت قرار گیرد 

و نوك سایة شــاخص نیز بر نوك سایة درخت منطبق 
شود. حال طول سایة درخت و شاخص را هم زمان اندازه 
مي گیریم. طول شاخص را نیز داریم. با توجه به شکل 1 

و قضیة تالس خواهیم داشت:

ص
اخ
ش

طول سایة شاخص طول شاخص
طول سایة درخت =ارتفاع درخت

     شکل      1.                                                                                    
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نتایج کار عملي به شرح زیر بود:
زمان: روز یکشنبه 96/5/1، ساعت 11 صبح

طول سایة شاخص = 75 سانتي متر
طول سایة درخت = 630 سانتي متر

طول شاخص = 105 سانتي متر 

h
h

75 1 5 882
63

⇒ = ⇒ =




)ارتفاع درخت( سانتي متر   

 روش دوم
اســاس کار روش دوم بر تشــابه مثلث ها و خواص 
انعکاس نور و تشــکیل تصویر در آینه هاي تخت استوار 
است. لوازم مورد نیاز عبارت اند از: آینة کوچک تخت و 

متر ترجیحاً طویل.
در فاصلة دلخواهي از پاي درخت مي ایستیم. آینة 
تخــت کوچکي را که در مقیاس بــزرگ مي توان آن را 
نقطه در نظر گرفت )نقطة O در شکل 2(، در مسیر خط 
راستي که از پاي درخت تا پاي خودمان کشیده ایم، در 
نقطه اي روي زمین قرار مي دهیم. سپس روي این خط 
آنقــدر به جلو و عقب حرکت مي کنیم تا بتوانیم تصویر 
نوك درخت را در آینه ببینیم. در این لحظه و به عبارت 
بهتر در این فاصلــه، طبق خواص تصویر در آینة تخت 
که زوایاي تابش و بازتابش با هم برابرند، اگر یک چشم 
فرضي در نوك درخت فرض کنیم، آن چشم هم تصویر 
چشــم ما را در آینه خواهد دید. با توجه به شــکل 2 و 

تشابه مثلث ها خواهیم داشت:

A

BO

1 2

ش
ة تاب

زاوی

ت
رخ
د

ش
زاویة تاب

B

A

     شکل      2.                                                                                            

ˆ ˆ ˆ ˆO O AOB A OB
ˆ ˆB B

1 2 ′ ′= ⇒ = 


′= 
⇒

Á متشابه اند.  OB´و AOB مثلث هاي AB OB
A B OB

⇒ =
′ ′ ′

ارتفاع درخت فاصلة درخت تا آینه
قد شخص مورد نظر ⇒=فاصلة شخص تا آینه

با یادآوري این نکته که به عنوان قد شخص، در اینجا 
فاصلة چشمان وي تا زمین محاسبه مي شود، نتایج کار 

عملي را که تصویر 2 مربوط به آن مي شود، مي آوریم:
cm 170 = قد شخص 
cm 130 = فاصلة شخص تا آینه
cm 670 = فاصلة درخت تا آینه

h h cm67 876
17 13

= ⇒ =
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روش سوم
اساس کار در روش ســوم بر تشابه مثلث ها استوار 
است و لوازم مورد نیاز عبارت اند از: یک روز آفتابي، یک 

متر ترجیحاً طویل و یک شاخص.
شــاخص را به صورت عمــودي در نقطه اي از زمین 
نزدیک نورافکن محکم مي کنیم. طول شــاخص )فاصلة 
نوك تا کف زمین( و طول ســایة شاخص و نورافکن را 
هم زمان اندازه مي گیریم. حال با توجه به شکل 3 و تشابه 

دو مثلث مي توان نوشت:

ارتفاع نور افکن طول سایة  نور افکن
طول شاخص =طول سایة شاخص

اشعة آفتاب

     شکل      3.                                                                                            

نتایج کار عملي:
طول سایة نورافکن: 1570 سانتي متر

طول سایة شاخص: 67 سانتي متر
طول شاخص: 105 سانتي متر

زمان: ساعت 11:20 یکشنبه 96/5/1
 x x1 5 246
67 157

= ⇒ =






متر 24/6 = سانتي متر 

روش چهارم

روش چهارم
این همان روشي اســت که تالس براي اندازه گیري 
ارتفاع اهرام مصر از آن استفاده کرد. این روش ساده ترین 
و کم خطاترین طریق اســت و به محاسبات ریاضي نیاز 
نــدارد. البته ایــن محدودیت را دارد کــه فضاي اطراف 
ســازه اي که مي خواهیم ارتفاعش را بسنجیم، باید خالي 
و آزاد باشد. همچنین علاوه بر یک روز آفتابي، یک متر و 
یک شاخص، مقداري صبر و شکیبایي هم مورد نیاز است.

در هر موقعیت جغرافیایي در طول یک روز آفتابي 
دوبار اتفاق مي افتد که طول ســایة جسم با طول خود 
جسم برابر مي شود. این دو لحظه، یکي پیش و دیگري 
بعدازظهر روي مي دهد که باید آن ها را از دســت نداد و 
منتظر فرارسیدن یکي از آن ها شد. )این دو زمان مربوط 

به زاویة تابش 45 درجه اي خورشید هستند.(
 کار عملي: شــاخص را نزدیک نورافکن در نقطه اي از 
زمین به صورت عمودي محکم مي کنیم. سپس به مرکز 
شاخص و شــعاعي برابر طول آن دایره اي روي زمین 
مي کشیم و منتظر مي مانیم تا سایة شاخص به محیط 
دایره برسد. )طول شاخص با طول سایه اش برابر شود.( 
در این لحظه طول سایة نورافکن را اندازه مي گیریم. این 

همان طول یا به عبارت دیگر، ارتفاع نورافکن است.
 نتایج کار عملي: در ســاعت 16:46 روز یکشــنبه 
96/5/1 در موقعیت جغرافیایي پارك ساحلي ارومیه، 
طول جسم و طول سایة جسم برابر شدند و طول سایة 
نورافکن 24/65 متر به دست آمد که با عدد به دست 
آمده از روش سوم، فقط 5 سانتي متر اختلاف داشت. 
تالس از عصاي خود به عنوان شاخص استفاده کرده و 

ارتفاع اهرام مصر را با دقت بالایي محاسبه کرده بود.
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رياضيات در سينماي جهان

احسان یارمحمدي

اشاره
غیاث الدین ابوالفتح عُمَر بن ابراهیم خَیّام نیشابوری زادة 28 اردیبهشت 427 در نیشابور 
و درگذشتة 12 آذر 51۰ در نیشابور، ریاضی دان،  ستاره شناس،  فیلسوف  و رباعی سرای 
نام دار ایرانی است که به واسطة ترجمة رباعیاتش به زبان انگلیسی توسط ادوارد فیتز جرالد 
و نیز تلاش هایش برای حل معادلات درجة3 به روش هندســی، شهرتي جهاني یافت. در 
این مقاله، با معرفی »مستند عُمَر خیام نیشابوری« از مجموعة مستند »سرزمین ستاره ها«، 
قصد داریم ریاضی آموزان و علاقه مندان به تاریخ ریاضی و دانش در ایران را با این شخصیت 
بی بدیل در عرصة دانش و فرهنگ ایران زمین آشنا سازیم. به همین دلیل نخست به ارائة 
ســطرهایی از کتاب »نگاهی به تاریخ ریاضیات در ایران« به قلم زنده یاد پرویز شهریاری 
 1305( که چاپ نخســت آن در ســال 1385 در »انتشارات علمی و فرهنگی« به  )1391 ـ
زیور طبع آراسته شده است، می پردازیم و در ادامه مطالبی از مستند مزبور ارائه مي دهیم.

 کارگردان: علي محمد قاسمي و اعظم نجفیان
 تهیه کننده: هومن مرادي کرماني  

 تصویربردار: علي محمد قاسمي  
 تدوین اولیه: طاهره حسیني  
 تدوین نهایي: علي محمد قاسمي 

 پژوهشگر: محبوبه کلانتري 
 طراحي و ترکیب صدا و موسیقي: بهروز شهامت

 انتخاب تصاویر آرشیوي: اعظم نجفیان
 تصویربرداران بخش مصاحبه: مختار نامدار، 
کاظم فرامرزي، میثم جمال لو و اعظم نجفیان

 گوینده و راوي: محمود نظرعلیان 
 تهیه شده در شبکه مستند سیماي جمهوري 

اسلامي ایران

سرزمين ستاره ها:

عُمَر خيام نيشابوري

»اصیل ترین خلاقیت های این عصر )یعنی پایان سدة یازدهم میلادی( در زمینة ریاضیات 
صورت گرفت و از اصیل تریــن چهره هایی که این خلاقیت را به او مدیونیم، عمر خیام ایرانی 
اســت. از این رو شایسته است، این عصر را، »عصر عمر خیام« بنامیم. او به طبقه بندی بسیار 
شایسته ای از معادله ها دست زد. از جمله، 13 صورت متفاوت از معادله های درجة سوم تشکیل 
داد. خیام کوشید همة آن ها را حل کند و برای برخی از آن ها راه حل هندسی ارائه داد. در سال 
1072 میلادی، یا اندکی پس از آن، به خواهش سلطان جلال الدین سلجوقی، گاه شمار تازه ای 

استخراج کرد که دقت بی اندازه ای داشت، شاید بسی بیشتر از گاه شماری ما...« 
)جرج سارتون1، مورخ دانش(

دربارة خیام بسیار نوشته اند، با وجود این 
دربارة او ابهام های زیادی باقی مانده اســت. 
به ویژه دربارة دوبیتی های او که به »رباعی« 
مشــهورند، دیدگاه هایی مطرح شــده اند که 
هم خوانی ندارند. هنوز هم هســتند کسانی 
کــه از دو خیام نام می برند و خیام شــاعر را 
از خیــام دانشــمند جدا می کنند. کســاني 
هم خیــام شــاعر را با خیــام ریاضی دان و 
اخترشناس یکی می دانند. خیام 18 سال در 
اصفهان زیست. همان جا بود که کتاب »شرح 
ما اشــکل من مصادرات اقلیدس« را نوشت. 
او دوباره به نیشــابور برگشت و در سال 526 
قمري )1131 میلادی(، در سن 83 سالگی 
درگذشت. کارهای خیام در زمینة ریاضیات 
بکر و شــگفت انگیزاند. او برای نخســتین بار 
در تاریــخ ریاضیات اعلام کــرد، معادله های 
درجة ســوم را نمی توان در هندسه به یاری 
پرگار و خط کش حل کــرد. خیام می گوید: 
»برهان های این شــش صنــف، جز به یاری 
ویژگی هــای مقطع هــای مخروطی، ممکن 

نیست«. 
خیام با تقســیم بندی معادله های درجة 
ســوم، اغلب آن هــا را به یــاری مقطع های 
مخروطــی حل کرد و امکان وجود دو جواب 
را برای معادلة درجة ســوم بررسی کرد. ولی 

دربارة حل معادلة زیر دچار اشتباه شد:
x3=cx+bx2+a

ریاضی دان، 
ستاره شناس، فیلسوف 

و رباعی سرای 
نام دار ایرانی
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خیام به جواب های منفی معادله ها توجه 
نکــرد و در ضمن، به ســادگی از کنار وجود 
ســه جواب برای معادلة درجة سوم رد شد. 
او بــا موفقیت تعریف عــدد را به عنوان عدد 
پیوسته به دســت داد و در مقاله های دوم و 
سوم »شــرح ما اشکل«، ضمن جست و جوی 
مقیاس مشــترك برای مقدارهای گنگ، در 
واقع برای نخستین بار، عدد حقیقی را تعریف 
کرد. از این بابت باید کار خیام را ســرآغازی 
برای پیدایش و تکامل آنالیز ریاضی دانست. 
او ســرانجام بــه این حکم رســید که هیچ 
مقــداری مرکب از اجزای غیرقابل تقســیم 
نیست و از نظر ریاضی، می توان هر مقداری 

را به بی نهایت بخش تقسیم کرد. 
خیام در مقالة اول شــرح ما اشکل، ضمن 
جســت وجوی راهی برای اصل پنجم اقلیدس 
دربارة دو خط راســت مــوازی، مبتکر مفهوم 
عمیقی در هندسه شد. او پاره خط راستی را در 
نظر گرفت و از دو انتهای آن، دو پاره خط راست 
برابر، عمود بر پاره خط راست اول رسم کرد. اگر 
دو انتهــای پاره خط های عمــود را به هم وصل 
کنیم، یک چهارضلعی به دست می آید با دو زاویة 
قائمة مجاور هــم و دو ضلع روبه روی برابر )که 
پیوسته به زاویة قائمه اند(. خیام این چهارضلعی 
را »چهارضلعــی دو قائمة متساوی الســاقین« 
نامیــد. اگر بتوان ثابت کــرد، دو زاویه ای که در 
بالا پیدا می شــوند قائمه اند، مانند این است که 
اصل اقلیدس، یعنی اصل توازی را ثابت کرده ایم. 
خیام با اســتفاده از برهان خلف، برابری 
این دو زاویه را ثابت کرد. در این مسئله سه 
حالت وجود دارد: این دو زاویه یا حاده اند، یا 
منفرجه و یا قائمه. او در واقع با اســتفاده از 
اصل هم ارز اصل تــوازی، ثابت کرد که این 
دو زاویه نمی توانند حاده یا منفرجه باشند و 
در نتیجه قائمه اند. البته اهمیت کار خیام در 
جایی دیگر است. در واقع سه حالتی که برای 
چهار ضلعی دو قائمة متساوی الساقین در نظر 
گرفته است، متناظر با سه هندسة متفاوت اند: 
حالت زاویــة قائمــه متناظر با »هندســة 
اقلیدســی«، حالــت زاویة حــاده متناظر با 

»هندسة لوباچفسکی« و حالت زاویة منفرجه 
متناظر با »هندسة ریمانی« است.

کار خیام به واسطة نوشتة خواجه نصیر 
طوسی به نــام »تحریر اقلیدس«، به لاتینی 
و برخــی زبان هــای اروپایی ترجمه شــد و 
جووانی جیرولامو  ایتالیایــی،  ریاضــی دان 
ســاکری2 )1733ـ1667( بــا طرح همین 
چهارضلعی کوشید تا حالت های زاویة حاده 
و منفرجه را به تناقض بکشاند که البته موفق 
نشد. کار ســاکری آغازی شد برای کارهای 
بعدی کســانی مانند گاوس، یانوش بایای و 
لوباچفسکی که نتیجة آن پیدایش »هندسة 
نااقلیدســی« بود. امروز در بیشتر کتاب های 
تاریــخ ریاضیات، از ایــن چهارضلعی به نام 
»چهارضلعی ساکری« نام می برند، در حالی که 
به حق نام »چهارضلعی خیــام« برازندة آن 
است. از این بابت، باید کار خیام را سرآغازی 
برای کشــف هندسه های نااقلیدسی دانست.

نویسندگانی هســتند که »مثلث حسابی 
پاسکال« را »مثلــث حسابی خیام« یا »مثلث 
حسابی خیام- پاسکال« می نامند. برخی پا را از 
این فراتر گذاشته اند و معتقدند، »بسط دوجمله ای 
 نیوتن« را باید »بسط دوجمله ای خیام« نامید. 

در این باره اندکي بیشتر توضیح می دهیم.
همة کســانی کــه با جبر دبیرســتانی 
آشــنایی دارند، »دســتور نیوتن« را دربارة 
بســط دو جملــه ای n(a+b) می شناســند. 
پاسکال که اندکی پیش از نیوتن می زیست، 
مثلثی عددی ساخت که هر سطر آن معرف 
ضریب های بسط این دو جمله ای برای مقدار 

درست و مثبت n است:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

در این مثلث عددی، از سطر سوم به بعد، 
هر عدد برابر اســت با مجموع دو عددی که در 
سطر پیش، در بالا و سمت چپ آن واقع است. 
بنابراین، سطرهای این مثلث را می توان تا هرجا 
که لازم باشد، ادامه داد، سطر اول نمایندة ضریب 
در بسط 0(a+b)، سطر دوم معرف ضریب ها در 
بسط 1(a+b)، ســطر سوم معرف ضریب ها در 
بسط 2(a+b)، ...، سطر هفتم نمایندة ضریب ها 
در بسط 6(a+b) و سطر n ام نمایندة ضریب های 
بسط n-1(a+b) است. ولی حقیقت این است که 
ضریب های بســط دوجمله ای )برای توان های 
درســت و مثبت(، حتی در سدة دوم پیش از 
میلاد، البته به صورتی کم وبیش ناروشن، برای 
دانشــمندان هندی معلوم بوده است. با وجود 
این، حق این است که قانون بسط دوجمله ای با 
نام نیوتن همراه باشد؛ زیرا نیوتن حالت کلی این 
بسط را، وقتی توان بتواند کسری یا منفی باشد، 
بررســی کرد؛ حالتی که برای بسط، رشته ای 

بی پایان به دست می آید. 
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اما دربارة مثلث حسابی و ضریب های بسط 
دوجمله ای، در حالتی که توان مثبت و درست 
باشــد، اندکی تاریخ را بررسی می کنیم. برای 
نمونه، دستور بسط دوجمله ای را می توان پیش 
از نیوتن و پاسکال، در کتاب »حساب مخفی« 
نوشتة میخائیل اشتیفل3، جبردان  آلمانی، 
پیدا کرد. اشتیفل کتاب خود را در سال 1544 
میلادی چاپ کرد. ضریب های بسط دوجمله ای 
را، برای حالت درســت و مثبت بودن توان، در 
کتــاب »مفتاح الحســابِ« جمشید کاشانی 
هم می توان دید که در ســال 1427 میلادی 
نوشته شــده است. بعدها، همین دستور بسط 
دوجمله ای در رساله ای از خواجه نصیر طوسی 
نیز که دربارة محاسبه بحث می کند، کشف شد. 
طوســی در ســدة ســیزدهم میــلادی 
می زیست. چه جمشید کاشانی و چه طوسی، 
این قاعده را ضمن بررســی قانون های مربوط 
به ریشــه گرفتن از عددها آورده اند. همچنین 
براساس آگاهی هایی که داریم، حکیم عمر خیام 
رساله ای نوشته )خود رساله تاکنون پیدا نشده  
ولی از نام آن و درســتی روش های هندســی 
در جــذر و کعب آگاهیم( که در آن، به تعمیم 
قانون های هندی دربارة جذر و کعب و برای هر 
ریشگی دلخواه پرداخته است. بر همین اساس 
می توان اطمینان داشت که خیام هم در نیمة 
دوم ســدة یازدهم میلادی از »دستور نیوتن« 
و ضریب های بسط دوجمله ای )برای توان های 

مثبت و درست( آگاه بوده است. 
در سال 1972، دو مورخ عرب، صلاح احمد 
از ابونصر سموأل  رشدی راشد، رســاله ای  و 
فرزند یحیی مغربی، ریاضی دان و اخترشناس 

حکیم ابوالفتح عمر بن ابراهیم خیامی 
به »خیام«، فیلسوف،  نیشــابوری، معروف 
ریاضی دان، منجم، نویسنده و شاعر بزرگ ایران 
در اواخر قرن پنجم و اوایل قرن ششم هجری 
برابر با اواخر قرن یازدهم و اوایل قرن دوازدهم 
میلادی است. خیامی لقب دیگر خیام، شاعر و 
فلکی ایران است. علمای عصر وی، او را گاه امام، 
گاه حکیم، حجت الحق و فیلسوف می نامیده اند. 
ولی شهرت فوق العاده ای که در شرق و در این 
اواخر در اروپا و آمریکا به دست آورده، بیشتر، و 
یا فقط، به واسطة رباعیات حکمت آمیزی است 
که در اوقات فراغت و تفریح خاطر می ســرود 
و ســایر فضائل و اوصاف او تحت الشــعاع شعر 
مخفــی مانده اســت. خیام زندگــی اش را با 
عنوان ریاضی دان و فیلســوفی شــهیر سپری 
کرد، در حالی کــه معاصرانش از ریاعیاتی که 
امروزه مایة شهرت و افتخار او هستند، بی خبر 
بودند. معاصــران خیام نظیر نظامی عروضی 
یا ابوالحســن بیهقی، از شــاعری خیام یاد 
نکرده اند. علت شهرت اولیه خیام درست معلوم 
نیســت. احتمالاً پدرش خیمه دوز بوده است. 
شرح زندگی او نیز با روایات افسانه آمیز مخلوط 
شده است. او به شهرهای گوناگون سفر کرد. به 
بلخ، اصفهان و بغداد رفت و احتمالاً سفری نیز 
به حج داشــته است. به موجب این روایات، در 
کودکی با خواجه نظام الملک و حسن صباح 

هم شاگرد بوده است. 
خیــام با همه فرزانگی، مردی تندخو بوده 
و در حقیقت احوال وجود تردید داشــته است. 
به همین سبب مورد کینة مردم ظاهربین قرار 
می گرفت. او پرگویی را دوست نمی داشت و نه 

ســدة دوازدهم میلادی را به نــام »الباهر فی 
الجبر« در دمشق چاپ کردند. مغربی مطالبی از 
رسالة کرجی )ابوبکر محمد فرزند حسن حاسب 
کرجی(، ریاضی دان ایرانی پایان سدة دهم و آغاز 
سدة یازدهم میلادی، و به ویژه آن بخش را که 
به دستور بسط دوجمله ای مربوط می شود، نقل 
کرده است. این رسالة کرجی تاکنون پیدا نشده 
و مغربی هم نام آن را نیاورده است، ولی به ظاهر 
باید همان کتاب »فی الحساب الهند« باشد که 
خود کرجی در کتاب »البدیع فی الحساب« خود 

از آن نام برده است.
به این ترتیب، قانــون تعیین ضریب های 
بســط دوجمله ای )و طرح »مثلث حســابی 
پاســکال«( با بررســی هایی که تاکنون انجام 
شــده اند، تا ســدة دهم میلادی )سدة چهارم 
هجری( عقب می رود و به کرجی ختم می شود. 
بنابراین حتی »مثلث حسابی پاسکال« را هم، 
از نظر تقدم تاریخی نمی توان »مثلث حسابی 

خیام« نامید.
٭٭٭

»گرفتار روزگاری هستم که از اهل 
قلم فقط شمار اندکی مانده که به هزاران 
ستم و ســختی دچارند و پیوسته در 
اندیشه هســتند که اگر فرصتی فراهم 
آید، به پژوهش در علم و استوار کردن 
آن بپردازند و بیشتر عالم نمایان زمان ما 
حق را جامة باطل می پوشند و گامی از 
مرز خودنمایی و تظاهر به دانایی فراتر 

نمی نهند.«
»رسالة فی براهین مسایل الجبر و المقابله« 
خیام
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به تألیف کتاب های دشوار علاقه داشت و نه به 
رباعیات. احتمال دارد که به ســبب اشتغال به 
علم و حکمت تا حدی شــاعری را دون شأن 
خویش می دانســت و در قدیم نیز شهرت او به 
شاعری نبوده است. شــهرت فوق العادة خیام 
در دوران اخیر، چــه در ایران و چه در جهان، 
تا حد زیادی مدیون ترجمة معروف انگلیســی 
ادوارد فیتز جرالد4 اســت که خیام را در اروپا 
به عنوان یکی از گویندگان بزرگ عالم مشهور 
کرد. ترجمة رباعیات او به زبان های گوناگون، از 
 جمله فرانسوی، ایتالیایی، روسی و عربی مکرر 
چاپ شده است. این در حالی است که بسیاری 
از پژوهشگران، شماری از شعرهای ترجمه شده 
به وسیلة فیتزجرالد را سرودة خیام نمی دانند و 
این خود ســبب تفاوت هایی در شناخت خیام 
در نگاه ایرانی ها و غربی ها شده است. تأثیرات 
خیام بر ادبیات غرب از مارک تواین5، نویسندة 
آمریکایی تا تی اس الیوت6، شــاعر انگلیسی ـ 
آمریکایی، او را به نماد فلســفة شــرق و شاعر 
محبوب روشن فکران جهان تبدیل کرده است. 

از میان آنچه از نوشته های خیام باقی است 
یا آنچه مورخان آثار او دانسته اند، می توان به این 

عنوان ها اشاره کرد:
 »رســاله ای در جبر« که وُپکه، پژوهشگر 
تاریــخ علم آلمانی, متن عربــی آن را به 
انضمام ترجمة فرانســوی در سال 1851 

در پاریس به چاپ رساند. 
 »رســاله ای بر کتــاب اقلیدس« که در 

»کتابخانة لیدن« در هلند محفوظ است.
 »زیج ملکشاهی« که خیام یکی از مؤلفان 

آن بوده است.

 رساله های متعدد دیگری که در موزه های 
انگلیس و کتابخانة گوته آلمان نگهداری 

می شود.
 و نیــز رباعیات او که امروز در دســترس 

همگان است.
خیام در پیشــبرد علــوم، به خصوص در 
علوم نجوم ســرآمد زمان خود بود و در احکام 
نجوم نظر او را مســلم می داشتند. در کارهای 
بــزرگ علمی، از قبیل ترتیــب رصد و اصلاح 
تقویم و نظایــر این امور، به او رجوع می کردند 
و او خــود پزشــک و منجم دربار ملکشــاهی 
بوده اســت. از جمله کارهای او تنظیم رصدی 
با همکاری ابوالعباس لوکری و ابوالفتح خازنی 
به امر ملکشاه سلجوقی بود. در زمان سلجوقی، 
احتمالاً به اشــارة خواجه نظام الملک، تصمیم 
گرفته اند که به نابسامانی تقویم پایان دهند و 
از این رو حکیم عمر خیام نیشابوری مأمور شد 
به همراه گروهی از منجمان برجسته محاسبات 
جدیدی را ترتیب دهند. همچنین عبدالرحمن 
]ابوالفتح[ خازنی، یعنی خدمتکار خزانه دار مرو 
که به شکل غیرحرفه ای و بنابر علائق شخصی 
به پژوهش دربارة تقویم ســرگرم بود، در شهر 
مرو محاســبات جداگانه ای را به انجام رساند و 
یافته های علمی خود را، از جمله شیوة سنجش 
نوروز را برای گروه خیام فرســتاد. بخشــی از 
محاسبات خازنی از ســوی گروه پذیرفته و به 

رسمیت شناخته شد. 
تنظیم گاه شــمار جلالی و زیج پیوسته به 
آن که »زیج ملکشاهی« خوانده شد، به احتمال 
زیاد در شــهر اصفهان، پایتخت سلجوقیان، و 
بنابر گفته ای دیگر، در ری یا نیشابور آغاز شد. 

تقویم دقیقی هم که حاصل کار این گروه بود، به 
نام شاه زمانه، ملکشاه سلجوقی »تقویم جلالی« 
خوانده شد، نه تقویم خیامی. امروزه در تقویم 
ایرانی یا همان جلالی، بهار و تابستان هر کدام 
93 روز است. فصل پاییز 90 روز دارد و زمستان 
89 روز حساب می شود. این تفاوت ها براي آن 
است که اول هر فصل عرضی، دقیقاً برابر با آغاز 

فصل حقیقی باشد.
تاریخ تأسیس تقویم جلالی روز جمعه نهم 
رمضان ســال 471 هجری قمری بود. تقویمی 
که هزار ســال پس از او هنوز به کار می آید و 
ارزش و اعتبارش کاســتی نگرفته است. وقتی 
که خیام آمد، گاه شماری ایران با همة پیشینة 
درخشانی که داشت، پریشان بود و وقتی رفت 
ایرانیــان مفتخر به داشــتن دقیق ترین تقویم 

جهان بودند.
نه فقــط در آن زمان که تا به امروز، وفات 
عمر خیام را اغلب نویسندگان اروپایي در سال 
475 هجری شمسی دانسته اند. قدر مسلم این 
است که عمر طویلی، در حدود 90 سال کرده 
است. عمر خیام در نیشابور و در جوار امام زاده 
محمد محروق دفن شــد. هنگامــی که برای 
نخستین بار پای بشر به کرة ماه رسید، دو حفره 
از کرة ماه را یکی به نام عمر خیام و دیگری را 

به نام ابوریحان بیرونی نام گذاری کردند. 

   پی نوشت ها ..................................................
1. George Sarton
2. Giovanni Girolamo Saccheri
3. Michael Stifel
4. Edward FitzGerald 
5. Mark Twain
6. T. S. Eliot
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آموزشی

عليرضا حقّي
دانش آموز دورة 
پيش دانشگاهي 
دبيرستان فرهنگ دهخدا

مقدمه
انسان از دیرباز، با ساخت بناها و اشیاي گوناگون، علاقة وافر 
خود را به زیبایي محیط پیرامونش نشان داده است. هندسه 
علمي اســت که بیشــترین کمک را به وي، براي تحقق این 
هدف کرده اســت. دو مفهوم اساسي در هندسه، یعني محیط 
و مساحت، بیشــترین کاربرد را در ساخت اشیا، به خصوص بناها 
در زندگي آدمي ایفا کرده اند. با تعریف شکل هاي جدید، هندسه 
نیز تقویت شد و لازم بود محیط  مساحت آن ها نیز محاسبه شود. 
شکل هاي هندســي گوناگوني وجود دارند که در این بین، برخي 
در دســته هاي معیني جاي مي گیرند. یکي از این دسته ها، دستة 
»ستارگان منتظم« است که قوانین و نظام جالبي دارد. در این مقاله، 
نویسنده کوشــیده است فرمول هایي جامع و ساده براي محاسبة 

محیط و مساحت ستاره هاي منتظم ارائه دهد.

بررسي هندسي
 شكل ستارة 

منتظم

تعریف و توضیح
در این بخش، ابتدا به تعریف شکل ستاره 
مي پردازیم و ســپس به نــکات و توضیحات 

اشاره خواهیم کرد.
  تعریف: به شکل حاصل از امتداد اضلاع یک 
 »n ضلعي محدب منتظم«، »ستارة منتظم
n پرَ« مي گویند. به عبارت دیگر، ســطح 
 ایجاد شده از برخورد امتدادهاي اضلاع یک

 n ضلعي محدب و منتظم، ســتارة منتظم
n پر نام دارد.

n ضلعي محدبي که ســتاره از امتداد 
اضلاع آن به دســت مي آید n ضلعي مولد 
آن ســتاره نام دارد. لازم به ذکر اســت 
که ســتاره، برخلاف n ضلعي مولدش که 
محدب است، شکلي مقعر دارد. به هر یک 
از مثلث هایي که از برخــورد امتدادهاي 

اضلاع n ضلعــي به وجود مي آیند، یک پر 
ستاره مي گوییم.

نکتــة دیگر اینکه تعــداد پرهاي هر 
ستارة منتظم، با تعداد اضلاع چندضلعي 
مولدش برابر اســت. البته باید توجه کرد 
که تعداد اضلاع هر ســتارة n پر، برابر با 
2n اســت؛ یعني تعداد اضلاع ســتارگان 
منتظم، دو برابر تعداد پرهایشــان است. 
مطابق تعریف بالا، براي اینکه ســتاره اي 
منتظم باشــد، مي باید n ضلعي مولدش 
نیز منتظم باشــد. بنابراین، ستارة منتظم 
5 پر نمي توانــد حاصل امتداد اضلاع یک 

پنج ضلعي نامنتظم باشد.
با توجه بــه توضیحات فوق، مي توان 
دریافــت کــه از امتداد اضــلاع مثلث و 
مربع، هیچ سطح منتظمي پدید نمي آید. 
بنابرایــن در ایــن مقاله کــه بحث حول 
ســتاره هاي منتظــم اســت، n باید عدد 

صحیح بزرگ تر از چهار باشد.
پس مي توان گفت ســاده ترین ستارة 

منتظم، »ستارة منتظم 5 پر« است.

     شکل      1.                                                                            

 قضیة یک: طول همة اضلاع در هر ستارة 
منتظم با یکدیگر برابر است.

 اثبات: بــا توجه به اینکه در هر n ضلعي 
محدب منتظم، علاوه بر اضلاع، اندازة تمام 
زاویه هاي داخلي نیز با یکدیگر برابر است، 
مي توان نتیجه گرفت که اندازة زاویه هاي 
مکمل آن ها )زاویه هاي خارجي n ضلعي( 

نیز با یکدیگر برابر است:
°

°

α +β =
⇒ β = γ

α + γ =

18
18




از برابــر بــودن دو زاویة هــر رأس 
نتیجه مي گیریم که هر پر ســتاره، مثلثي 
ساق هاي  بنابراین  است،  متساوي الساقین 
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مثلث که اضلاع ستاره را تشکیل مي دهند، 
داراي طول هاي یکسان هستند.

β
βα

α

     شکل      2.                                                                            

زاویه هاي داخلي ستارة منتظم
در هر ستارة منتظم دو نوع زاویة داخلي 
وجــود دارد که در این مقالــه نام نوع اول را 
»زاویة داخلي اصلي« و نام نوع دیگر را »زاویة 

داخلي فرعي« مي گذاریم.
زاویه هاي مشخص شــده در این ستارة 
5 پــر منتظــم، زاویه هــاي داخلــي اصلي 
هستند. بنابراین زاویه هاي حاصل از برخورد 
امتدادهاي اضلاع چندضلعي مولد ســتاره را 

زاویه هاي داخلي اصلي مي نامیم. )شکل 3(

     شکل      3.                                                                          

زاویه هاي مشخص شده در ستارة شکل 
4 داخلي فرعي هستند. 

از ایــن تحلیل مي توان نتیجه گرفت که 
هر ستارة n پر منتظم، n زاویة داخلي اصلي 
 2n زاویة داخلي فرعي دارد و در مجموع n و

زاویة داخلي دارد.

     شکل      4.                                                                          

نکتــة مهــم دیگــر این اســت که در 
ســتاره هاي منتظم، اندازة تمــام زاویه هاي 
داخلي اصلي با هم، و تمام زاویه هاي داخلي 
فرعــي با هم برابرند. اثبــات آن را در ادامه 

مشاهده مي کنید.
از آنجا که در ســتاره هاي منتظم طول 
تمام اضلاع با هم برابر اســت )طبق قضیة 
یک( و نیــز n ضلعي هاي مولد آن ها منتظم 
هستند و طول تمام ضلع هایشان با یکدیگر 
برابرند، پرهاي ستاره )مثلث هاي کناري( به 
حالت تساوي سه ضلع، با یکدیگر هم نهشت 
مي شــوند. بنابرایــن زوایــاي متناظر این 
مثلث ها، یعني زوایاي داخلي اصلي ســتاره 

نیز با یکدیگر برابر مي شوند.

a a

abb
a

     شکل      5.                                                                           

مي دانیــم در n ضلعي هــاي منتظــم 
محدب، عــلاوه بر طــول ضلع هــا، اندازة 
زاویه هاي داخلي نیز با یکدیگر برابر اســت. 
مطابق شــکل 6، اندازة تمــام زوایاي پهن 
 α+2β بــا یکدیگر برابر و هر کــدام برابر با 

است.

β

βα

     شکل      6.                                                                          

در ادامــه، اندازة زاویه هــاي مذکور را 
برحســب تعداد پرهاي ســتاره به دســت 
مي آوریــم: از آنجا که فرمول کلي زاویه هاي 
 داخلــي هــر n ضلعــي محــدب چنیــن 

است: 

β
βα

α

γ

     شکل      7.                                                                          
(n )

n

°−
α =

2 18  داریم:                   
   به کمک رابطة بالا

(n ) n
n n

n n

° °

°
°

α +β = ⇒ β = −α→

− −
β = − = −

= − + =

18 18
2 18 18 3618 18

36 3618 18

 

  

 

 

 

و طبق فرمول مجموع زاویه هاي داخلي مثلث: 

n
β+β+ γ = ⇒ γ = − β⇒ γ = −

7218 18 2 18 

  

که زاویــة γ در واقع همان زاویة داخلي 
اصلي در ستارة منتظم است. حال به محاسبة 

اندازة زاویة داخلي فرعي مي پردازیم:
همان طور که در توضیــح زاویة داخلي 
فرعي در بالا ذکر شد، اندازة هر زاویة داخلي 

فرعي برابر است با: α+2β و داریم:
(n ) ( )

n n n n
(n )

n n

−
θ = α + β = + = − +

+
= + =

2 18 36 36 722 2 18

36 2 1818

   



 



و نیز همان طور که در بالا ذکر شد، هر ستارة 
منتظــم از n زاویة داخلي اصلــي و n زاویة 
داخلي فرعي تشــکیل شده اســت. بنابراین 
مجموع تمــام زاویه هاي داخلي هر ســتارة 

منتظم برابر است با: 
(n )n n n( ) n( )

n n
n n

+
γ + θ = − +

= − + +

72 2 1818

18 72 8 36

 



   

n مجموع زوایاي داخلي ⇒ n (n ) °= γ + θ = −1 36 

یافتن محیط و مساحت
در بخش قبل دیدیم که اندازة زاویه هاي 
داخلــي تنگ با یکدیگر و انــدازة زاویه هاي 
داخلي پهــن نیز با یکدیگر برابر اســت. در 
 ایــن بخش، براي یافتن مســاحت ســتارة 
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 n پر منتظم، مســاحت هاي n ضلعي مولد و
n مثلــث کناري ســتاره )پر( را به دســت 
مي آوریم و با یکدیگــر جمع مي کنیم. پس 
ابتــدا اندازة هر کدام از زاویه هاي تنگ را که 
براي محاسبة مســاحت n ضلعي مولد لازم 

است، محاسبه مي کنیم.
مي دانیم که انــدازة هر کدام از زاویه هاي 
داخلــي یــک n ضلعــي منتظــم، از رابطة

n به دست مي آید. بنابراین مطابق 
) n -2( 180

 n
) n -2( 180 برابر با α شــکل 9، اندازة زاویة

خواهد بود. از آنجا که زاویه هاي α و β مکمل 
 180-α برابــر با β یکدیگرنــد، انــدازة زاویة
n خواهد شــد. 

و به طــور دقیق تر برابر با 360 
اما زاویــه اي که براي ما اهمیــت دارد، زاویة 
γ اســت. چون مجموع زوایاي داخلي در هر 
مثلث مساوي °180 اســت، اندازة γ از رابطة 

 به دست مي آید.
n

 720180 -

β
βα

γ

     شکل      8.                                                                          

همچنین مســاحت هر n ضلعي محدب 

4tan به دســت مي آید 
n

 180
nb4

منتظم از رابطة 

کــه در آن، b طول ضلع n ضلعي و n تعداد 
اضلاع آن است. این رابطه مساحت n ضلعي 
را برحســب طول ضلع n ضلعي به دســت 
مي دهــد، ولي مــا مي خواهیم مســاحت 
ســتاره را برحسب طول ضلع ستاره حساب 
کنیم. بنابرایــن مي باید طول ضلع n ضلعي 
را برحســب طول ضلع ســتارة n پر منتظم 

به دست بیاوریم.
 b و a بــراي به دســت آوردن رابطــة
مي توانیم از قانون کسینوس ها استفاده کنیم: 
b a a a a cos2 2 2 2= + − × × × γ

در این صورت، مساحت n ضلعي از رابطة 
زیر به دست مي آید: 

Aضلعي منتظم محدب 
na ( cos )

tan
n

− γ
=

2 1
182 

مســاحت هاي هر کــدام از مثلث هاي 
 کنــاري را نیــز مي تــوان بــه روش زیــر 

محاسبه کرد: 

Aیک مثلث a a sin a sin21 1
2 2

= × × γ = γ

a a

b

     شکل      9.                                                                          

مطابق آنچه که در بخش هاي قبل ذکر 
شد، هر ســتارة n پر منتظم داراي n مثلث 
کناري مســاوي و هم مســاحت است. پس 

مساحت کل مثلث ها برابر است با: 

 Aهمة مثلث ها 
n a sin2

2
= γ

طبق آنچه که گفته شد، مساحت ستاره 
از مجموع دو مساحت به دست آمده محاسبه 

مي شود:
 = مساحت ستاره 
مجموع مساحت هاي مثلث هاي کناري + n ضلعي مولد

A ستارة منتظم پنج پر
 

na ( cos ) n a sin
tan

n

− γ
= + γ

2
21

18 22 

a و b دو عدد حقیـقي و مثبت هستند 1
a b
b a
+ a حاصل  b

(a b)

4 4

4

1
2

+ =
+

و داریم 
کدام است؟

هاي

  3 1+  الف(

  ( )2 3 1+  ب( 
3 1−  ج( 

  ( )2 3 1−  د( 
 هـ( 1
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ايستگاه انديشه و ادب رياضي

ايستگاه                                    
اول
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جدول عددي 
     افقي:                                                                                                                                                            سال نو ميلادي!

1. عدد سال کبیسه ـ دومین عدد اول، با این رقم صدگان ـ عدد اول دو رقمي ـ محیط مربعي که مساحت 
آن 34596 واحد سطح است.

2. تفاضل هر عدد از خودش! ـ مربع کامل سه رقمي و مضرب صد ـ عدد اول دو رقمي ـ مربع کامل یک 
رقمي ـ عددي طبیعي که هر توان آن با خودش برابر است.

3. کوچک ترین عدد نامنفي ـ حاصل ضرب چهار عدد اول ـ سه برابر دومین عدد اول دورقمي ـ سرسلسلة 
اعداد! ـ مساحت مربعي با محیط دوازده.

4. عدد سه رقمي با رقم هاي متوالي صعودي از چپ ـ عدد سه رقمي فرد که مجموع ارقام آن یازده است 
ـ مربع یک عدد اول ـ تعداد سوره هاي قرآن کریم.

3 ـ اندازة زاویة بین نیم سازهاي  2
x ـ مساحت مربعي با قطر  x x42+ = 5. ریشــة مثبت معادلة 

دو زاویة داخلي مثلثي که زاویة سوم آن °80 است ـ تعداد عددهاي طبیعي زوج و اول ـ عضو ابتداي 
مجموعة عددهاي فرد و اول.

6. تعداد ضلع هاي چندضلعي محدبي که تعداد قطرها و تعداد ضلع هاي آن با هم برابرند ـ ده برابر عدد 
اول دو رقمي ـ مبناي عددي مورد استفادة بابلي هاي باستان ـ اندازة محیط مثلث متساوي الاضلاع با 

3 ـ عدد نه مثبت و نه منفي. 
4

مساحت 
7. تلفن اورژانس شهر تهران ـ دو برابر بزرگ ترین عدد اول کوچک تر از 400.

    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
   :
دي

مو
     ع

1 2 3

1

2

3

4

5

6

7

4 5 6 7 8 9 10 11

1. نمایش آن در مبناي 2، بزرگ ترین عدد دو رقمي است 
ـ عــدد چهاررقمي که از کنار هم قرار گرفتن دو عدد 

دورقمي یکسان ساخته شده و مضرب هفده است. 
2. حاصل ضرب سه عدد طبیعي که مجموع و حاصل ضرب 
آن ها یکسان اســت ـ مجموع دو عدد طبیعي زوج ـ 

عدد زوج و اول.
3. نخســتین عدد اول با این عدد هــزارگان ـ عدد اول 

یک رقمي.
4. تنهــا، دو عدد زوج شــش رقمي، بزرگ تر از این عدد 

زوج وجود دارد.
5. عدد شــش رقمي کــه از تکرار نخســتین عدد اول 

سه رقمي ایجاد شده است.
6. عدد مربع کامل، در مبناي 2.

7. عدد شش رقمي با رقم هاي متوالي صعودي.
8. مساحت مثلث قائم الزاویه اي که وتر آن 10001 و یک 

ضلع آن 200 واحد طول است.
9. عدد هفت رقمي که شش رقم نخست آن نمایش چهار 
عدد فرد متوالي است و رقم هاي آخر و اول آن یکسان 

هستند.
10. مربــع عدد زوج نخســت ـ حاصل تقســیم هر عدد 

غیرصفر بر خودش ـ آخرین عدد یک رقمي.
11. دو به توان بیست ودو!

هوشنگ شرقي



 رشد برهان دورۀ متوسطه2 | دورۀ بیست و  هفتم |  شمارۀ 106 |  دی 14141396

آموزشی

عنایت اله راستي زاده 
دبیر ریاضي دبیرستان هاي شیراز

اشاره
ردپاي اتحاديه هاي مهم جبري كه در رياضيات پايه آموزش داده مي شوند، در جاي جاي مباحث 
ديگر رياضيات دبيرســتاني ديده مي شود. در اينجا كوشش شده اســت، در اثبات درستي برخي 
نامساوي ها از كاربردهاي گوناگون اتحادهاي اساسي جبري استفاده شود. بدون شك موضوع نامساوي ها 

و اثبات آن ها همواره مورد تأكيد و توجه بوده و مهارت هاي حل اين مسائل ضروري انكارناپذير است.

 كلیدواژه ها:     اتحاد جبري، اثبات نامساوي، واسطة حسابي، واسطة هندسي، اتحاد مربع                                        

نمونة 1.
الف( براي هر x و y حقیقي نشان دهید:

x y xy x y2 2 1+ + ≥ + +

ب( براي هر y ، x و z دلخواه نشان دهید:
x y z xy xz yz2 2 2+ + ≥ + +

 اثبات الف: فرض کنیم رابطة فوق برقرار باشد. در این صورت:
x y xy x y2 22 2 2 2 2 2+ + ≥ + +

(x xy y ) (y y ) (x x )2 2 2 22 2 1 2 1− + + − + + − + ≥ 

با استفاده از اتحاد مربع دو جمله اي مي توان نوشت:
(x y) (y ) (x )2 2 21 1− + − + − ≥ 

نامساوي اخیر به وضوح برقرار است و روابط همگي برگشت پذیرند. 
بنابراین حکم مسئله برقرار است.

 اثبات ب: به طریق مشــابه الف صــورت مي گیرد. ابتدا دو طرف 
نامساوي را در 2 ضرب کنید.

نمونة 2. نشان دهید براي هر a و b حقیقي داریم:
a b (a ba)2 22 1 2+ + ≥ −

 اثبات: فرض کنیم رابطة بالا درست باشد، بنابراین:

( ) a b a ab

( ) ( a b ab) (a a )

( ) (a b) (a )

+ + − + ≥

+ + + − + ≥

+ + − ≥

2 2

2 2 2

2 2

1 2 1 2 2
2 2 2 1
3 1







رابطة )3( به وضوح برقرار اســت و روابط همگي برگشت پذیرند. 
پس نامساوي صورت مسئله برقرار است.

نمونة 3. براي هر b ، a و c حقیقي نشان دهید:
a b c (a b c)2 2 2 3 2+ + + ≥ + +

    اثبات 
برخي نامساوي ها 

به كمك اتحادهاي جبري
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 اثبات: شــباهت خاصي ایــن نمونه با دو نمونــة قبلي دارد. در 
اینجا مي توانیم با تکیه بر اتحــاد مربع مجموع دو جمله و به صورت 

غیربازگشتي به اثبات نامساوي بپردازیم. 
a) اســتفاده  ) (b ) (c )2 2 21 1 1− + − + − ≥  از نابرابري بدیهي 

کرده و حکم را ثابت کنید.
نمونة x .4 و y دو عدد حقیقي و مثبت اند. نشان دهید:

x y x y xy4 4 3 3+ ≥ +

 اثبات: به یاري روش بازگشــتي به سراغ درستي اثبات مي رویم. 
فرض کنیم نامساوي درست باشد، در این صورت:

x x y y xy

x (x y) y (x y)

(x y )(x y)

4 3 4 3

3 3

3 3

− + − ≥

⇒ − − − ≥

⇒ − − ≥







حال به کمک اتحاد جبري تفاضل مکعب دو جمله داریم:
x y (x y)(x xy y )3 3 2 2− = − + +

پس:
(x y)(x xy y )(x y)

(x y) (x xy y )

2 2

2 2 2

− + + − ≥

⇒ − + + ≥





x نیز مثبت و لذا نامســاوي  xy y2 2+ + چون x و y مثبت اند،
اخیر درست اســت. همچنین همة روابط بالا برگشــت پذیرند. این 

موضوع درستي نامساوي صورت مسئله را نتیجه مي دهد.
نمونة 5. ثابت کنید که:

a b ab
2
+

≥ (a>0,b>0)  )الف
ب( اگر a≥b>0، آن گاه:  

(a b) a b (a b)ab
a b
− + −

≤ − ≤
2 2

8 2 8

 اثبات الف: این نامســاوي به نامساوي بین واسطه هاي حسابي و 
هندسي معروف است و از جمله نامســاوي هاي کاربردي به حساب 

مي آید. داریم:

a b ab (a b ab) ( a b)21 12
2 2 2
+

− = + − = − ≥ 

a b ab
2
+

≥ پس: 

 اثبات ب: ابتدا نشان مي دهیم: 
(a b) a b ab

a
− +

≤ −
2

8 2

کافي است ثابت کنیم که:
(a b) ( a b)

a
− −

≤
2 2

8 2

در نتیجه لازم است که نامساوي زیر را ثابت کنیم:

( a b) ( a b) ( a b)
a

2 2 2

8 2
− + −

≤

پس باید نشان دهیم:
( a b)

a

2 1
8 2
+

≤

داریم:
( a b) a b ab( )

a a
b b b( ) ( )
a a a

+ + +
=

= + + = +

2

2

1 2
8 8

1 11 2 1
8 8

، زیرا: b( )
a

21 11
8 2

+ ≤ اما: 

b ba b
a a

b( )
a

2

1 1 2

1 4 11
8 8 2

≥ > ⇒ ≤ ⇒ + ≤

⇒ + ≤ =



همچنین به طریق مشابه ثابت مي شود که هرگاه a≥b>0، آن گاه: 
a b (a b)ab

b

2

2 8
+ −

− ≤

در اثبات درســتي نامســاوي اخیر نقش پررنگ اتحادهاي مربع 
مجموع و تفاضل دو جمله و اتحاد مزدوج دیده مي شود.

دو نتیجة دیگر از نامساوي بین واسطه هاي حسابي و هندسي
در ســؤال قبل دیدیم که هرگاه a و b مثبت باشــند، میانگین 
حسابي آن ها بزرگتر یا مســاوي میانگین هندسي آن هاست؛ یعني: 
. از این نامســاوي به شــیوه هاي گوناگون در اثبات  a b ab

2
+

≥

درستي دیگر نامساوي ها اثبات مي شــود. در نمونه هاي بعدي به دو 
نتیجة دیگر از این نامساوي خواهیم پرداخت.

نمونة 6. ثابت کنید هرگاه b ، a و c نامنفي باشند، آن گاه:
(a b)(b c)(c a) abc8+ + + ≥

نامساوي بین واســطه هاي حسابي و هندسي را یک بار براي a و 
b و بار دیگر براي b و c و همچنین یک بار براي a و c مي نویسیم:

a b b c c aab , bc, ac
2 2 2
+ + +

≥ ≥ ≥

a b ab2+ ≥ b و  c bc2+ ≥  ، c a ca2+ ≥ پس: 
در نتیجه:

(a b)(b c)(c a) ( ab)( bc)( ac) abc2 2 2 8+ + + ≥ =

و حکم ثابت شد.
نمونة 7. اگر y ، x و z اعداد حقیقي مثبت باشند، ثابت کنید:

(x z y)(z y x)(y x z) xyz+ − + − + − ≤
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 اثبات: با توجه به نمونة قبلي و )بدون آنکه به کلیت مسئله خللي 
وارد شود(، با انتخاب

x z y a, z y x b, y x z c+ − = + − = + − =

خواهیم داشت:
a c b c a bx , y , z
2 2 2
+ + +

= = =

(a c)(b c)(a b) abc8+ + + ≥ در نمونة قبلي دیدیم که:        

a c b c a b( )( )( ) abc
2 2 2
+ + +

≥
پس:                                 

( )( )( )xyz x z y z y x y x z⇒ ≥ + − + − + −

و حکم ثابت شد.

کاربردي از اتحاد مربع مجموع 3 جمله در اثبات نامساوي ها
حالا نوبت آن رســیده اســت که ردپاي اتحاد مربع مجموع سه 
(a b c) a b c (ab ac bc)2 2 2 2 2+ + = + + + + + جمله را که به صورت

مي شناســیم، در اثبات درستي یک نامساوي جبري دنبال کنیم. به 
نمونة زیر توجه کنیم:

نمونة 8. اگر b ، a و c طول اضلاع یک مثلث باشند، ثابت کنید:
(ab bc ac) (a b c) (ab bc ac)23 4+ + ≤ + + < + +

(ab bc ac) (a b c)23 + + ≤ + +  اثبات: ابتدا نشان مي دهیم:    

a b c ab ac bc2 2 2+ + ≥ + +
دیدیم که )نمونة 1- ب(:           

پس:
a b c ab ac bc
ab ac bc ab ac bc

2 2 2 2 2 2
2 2 2

+ + + + + ≥
+ + + + +

اما طرف نخســت نامســاوي فوق همان اتحاد مربع مجموع سه 
جمله است. پس:

(a b c) (ab ac bc)2 3+ + ≥ + +

در نتیجه نابرابري ســمت چپ اثبات شد. حال به اثبات نابرابري 
سمت راست مي پردازیم.

چون b ، a و c طول اضلاع مثلث هستند، پس اندازة هر ضلع از 
مجموع دو ضلع دیگر کمتر است. از این واقعیت استفاده مي کنیم و 

اثبات را به صورت زیر ادامه مي دهیم:
a b c a a(b c) a ab ac ( )2 2 1< + → < + → < +

( )b a c b b a c b ab bc ( )2 2 2< + → < + → < +

c a b c c(a b) c ac bc ( )2 2 3< + → < + → < +

از جمع طرفین نامساوي هاي )1(، )2( و )3( خواهیم داشت:
a b c ab ac bc2 2 2 2 2 2+ + < + +

a b c ab ac bc ab ac bc2 2 2 2 2 2 4 4 4+ + + + + < + + در نتیجه:  
و استفاده از اتحاد مربع مجموع سه جمله نتیجه مي دهد که:

(a b c) (ab ac bc)2 4+ + < + +

مسائل مسابقه ها و المپیادها
در ادامه به نمونه مســائلي از مســابقات و المپیادها مي پردازیم. 
بدون شک کمتر مســابقه یا المپیادي را مي توان مثال زد که در آن 

سؤالي از موضوع نامساوي ها مطرح نباشد.
نمونة 9. بزرگ ترین عدد حقیقي k را بیابید که براي هر عدد مثبت 

a داشته باشیم:
a
1 1− ≥ a با شرط 

a k(a )
aa

3
3
1 1

− ≥ −

)المپیاد ریاضي ایران، مرحلة نخست، بهمن 1388(

پاسخ: به کمک اتحاد تفاضل مکعب دو جمله مي توان نوشت:
(a )(a ) k(a )

a aa
2

2
1 1 11− + + ≥ −

*k a k (a )
aa

2 2
2
1 11 3⇒ ≤ + + → ≤ − +

٭ توجه کنیم که:
a (a )

aa
2 2

2
1 1 2+ = − +

، پس: a
a
1 1− ≥ اما با توجه به شرط مسئله، چون: 

(a )
a

21 3 1 3 4− + ≥ + =

پس بیشترین مقدار ممکن براي k برابر 4 است.

نمونة 10. براي هر b ، a و c متعلق به اعداد حقیقي مثبت، ثابت کنید:
(a b ) (a b)3 3 34 + ≥ + الف(  

(a b c ) (a b c)3 3 3 39 + + ≥ + + ب( 
)سي و دومین المپیاد ریاضي، انگلستان 1996(

)منبع: راهنماي المپیاد ریاضي ترجمه هوشنگ شرقي، انتشارات مدرسه، 1384(

 اثبات الف: فرض کنیم نامساوي برقرار باشد. پس:
a b a b a b ab3 3 3 3 2 24 4 3 3+ ≥ + + +

a b ab(a b)3 33 3 3+ ≥ +

a b ab(a b)3 3+ ≥ +

a a b b ab3 2 3 2− + − ≥ 

a (a b) b (a b)2 2− − − ≥ 

(a b)(a b ) (a b) (a b)2 2 2− − ≥ → − + ≥ 

چون a و b مثبت اند، پس نامساوي اخیر برقرار است و همة روابط 
برگشت پذیرند. بنابراین براساس اثبات به روش بازگشتي حکم برقرار است.
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 اثبات ب: با توجه به نابرابري الف داریم:
(a b ) (a b) ( )3 3 34 1+ ≥ +

(a c ) (a c) ( )3 3 34 2+ ≥ +

(b c ) (b c) ( )3 3 34 3+ ≥ +

از )1(، )2( و )3( نتیجه مي شود:
( a b c ) (a b) (b c) (a c)3 3 3 3 3 34 2 2 2+ + ≥ + + + + +  

(a b c ) (a b c )

(a b ab a c ac b c bc )

3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 2

8 2
3

→ + + ≥ + +

+ + + + + +

a اضافه مي کنیم: b c3 3 3+ + به دو طرف نابرابر اخیر 

(a b c ) (a b c a b ab

b c bc a c ac )

3 3 3 3 3 3 2 2

2 2 2 2

9 3+ + ≥ + + + +

+ + + +

حال کافي است نشان دهیم:
(a b c a b ab b c bc a c ac )

(a b c) (*)

3 3 3 2 2 2 2 2 2

3

3 + + + + + + + +

≥ + +
اما:

(a b c) ((a b) c)

(a b) (a b) c (a b)c c

a b a b ab a c b c abc

ac bc c

3 3

3 2 2 3

3 3 2 2 2 2

2 2 3

3 3
3 3 3 3 6

3 3

+ + = + +

= + + + + + +

= + + + + + + +

+ +

با جاي گذاري برابري اخیر در )٭( و ســاده کردن، کافي اســت 
نشان دهیم:

a b c abc3 3 3 3+ + ≥

اما طبق اتحاد اولر داریم:

a b c abc

(a b c)(a b c ab ac bc)

3 3 3

2 2 2

3+ + −

= + + + + − − −

a b c+ + >  از آنجا که b ، a و c اعداد حقیقي مثبت اند، پس: 
، پس:  a b c ab ac bc2 2 2+ + ≥ + + همچنیــن دیدیم کــه: 

. (a b c)(a b c ab ac bc)2 2 2+ + + + − − − ≥ 

a و اثبات به پایان  b c abc3 3 3 3+ + ≥ این نتیجه مي دهد که: 
مي رسد.

در اثبات دو نامســاوي اخیر نیز نقــش پررنگ اتحادهاي جبري 
دیده شد.

نمونة 11. اگر b ، a و c مثبت باشند، نشان دهید:
(a b c)

a b b c c a abc

21 1 1
6
+ +

+ + ≤
+ + +

)طرح شده توسط یاکوب علي اف، دانشگاه باکو آذربایجان(

 اثبات: داریم:
(a b) ab (a b)2 24+ − = − ≥ 

bc و:  (b c)24 ≤ + . به طور مشــابه:  ab (a b)24 ≤ + و بنابراین: 
. بنابراین: ac (a c)24 ≤ +

( )

abc( )
a b b c c a

ab bc ca( )c ( )a ( )b
a b b c c a

(a b)c (b c)a (c a)b
(ab bc ca)

1 1 14

4 4 4

2 1

+ +
+ + +

= + +
+ + +

≤ + + + + +

= + +

از سوي دیگر، با توجه به نامساوي شناخته شدة 
ab bc ca a b c2 2 2+ + ≤ + +

مي توان نتیجه گرفت:
( ) ( )
( )

ab bc ca a b c ab ac bc

a b c

2 2 2

2

3 2+ + ≤ + + + + +

= + +

(ab bc ca) (a b c) ( )222 2
3

⇒ + + ≤ + +

از مقایسه )1( و )2( داریم:

abc( ) (a b c)
a b b c c a

21 1 1 24
3

+ + ≤ + +
+ + +

از تقســیم دو طرف نابرابري اخیر بر 4abc، اثبات مسئله کامل 
مي شود.

٭٭٭
دامنة کاربرد اتحادها در اثبات نابرابري ها به مســائل بالا محدود 
نمي شــود، اما نمونه هاي فوق احتمالاً توانســته اند بار دیگر ضرورت 
آمــوزش کاربــردي اتحادها را و فراگیر بودن آن هــا را در حوزه هاي 

گوناگون ریاضي یادآوري کنند.

           تمرین                                                                                                           

.
a b a b
1 1 4
+ ≥

+
a .1 و b عددهایي مثبت اند. ثابت کنید: 

a .2 و b عددهاي حقیقي اند. ثابت کنید:
(a b ) ab(a b)2 2 2 24− ≥ − الف(

(a b )(a b ) (a b )2 2 4 4 3 3 2− − ≤ − ب( 

. x x
x x

3 2
3 2
1 1

+ ≥ + x .3 عددي مثبت است. نشان دهید: 

. a b a b( )
3 3

3

2 2
+ +

≥ a  .4 و b عددهاي مثبت اند. ثابت کنید: 
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فرض کنید A و B مجموعه هاي متناهي دلخواه باشند. در این صورت، 
n(A∪B)=n(A)+n(B)-n(A∩B)

بــه عبارت دیگر، براي یافتن تعداد اعضاي اجتماع دو مجموعة A و B، یعني n(A) ، n(A∪B) و n(B) را با هم جمع 
مي کنیم و سپس n(A∩B) را از آن کم مي کنیم که شامل n(A) و n(B) و عدم شمولِ n(A∩B) مي شود.

این نتیجه از این حقیقت حاصل مي شود که ما وقتي n(A) و n(B) را جمع مي کنیم، اعضاي (A∩B) را دوبار شمارش 
مي کنیم. این اصل براي هر تعداد مجموعه صادق است. ما این اصل را براي سه مجموعه بیان مي کنیم.

قضیه: براي هر سه مجموعة متناهي B ، A و C داریم:
n(A B C) n(A) n(B) n(C) n(A B)

n(A C) (B C) n(A B C)
∪ ∪ = + + − ∩

− ∩ − ∩ + ∩ ∩

یعني n(B) ، n(A) و n(C) را شــامل، n(A∩C)، n(A∩B)  و n(B∩C) را مســتثنا، و n(A∩B∩C) را شــامل 
مي کنیم.

 لغت ها و اصطلاحات مهم                                                                                                                    
1. Inclusion  ........................................................................................................................ شامل شدن، شمول، قبول کردن

2 . Exclusion   ............................................................................................................................................. طرد کردن، عدم شمول

3. Finite   متناهي ............................................................................................................................................................................ 

4. Union   ............................................................................................................................................................................ اجتماع

5. Elements  .............................................................................................................................................................................. اعضا

6. Principle   اصل ........................................................................................................................................................................... 

7. Subtract  ......................................................................................................................................................... تفاضل، کم کردن

8. Exclude ........................................................................................................................................ مستثنا کردن، محروم کردن

9. include  ............................................................................................................................................... دربرداشتن، شامل شدن

اصول شمول و عدم شمول
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  THE INCLUSION - EXCLUSION PRINCIPLE                                                                                                                                   
Let A and B be any finite sets. Then 

 n(A∪B)=n(A)+n(B)-n(A∩B)
In other words, to find the number n(A∩B) of elements in the union A∪B, we add n(A) and n(B) and then 

we subtract n(A∩B); the is, we "include" n(A) and n(B), and we "exclude" n(A∩B). This follows from the 
fact that, when we add n(A) and n(B), we have counted the elements of A∩B twice. This principle holds for 
any number of sets. We first state it for three sets.

Theorem: For and finite sets A, B, C we have
n(A∪B∪C)=n(A)+n(B)+n(C)-n(A∩B)-

n(A∩C)-(B∩C)+n(A∩B∩C)
That is, we "include" n(A), n(B), n(C), we "exclude" n(A∩B), n(A∩C), n(B∩C), and we include 

n(A∩B∩C).

 ترجمه براي دانش آموزان                                                                                                                       
EXAMPLE 6.11
Find the number of mathematics students at a college taking at least one of the languages French, 

German, and Russian given the following data:
65 study French     20 study French and German
45 study German    25 study French and Russin
42 study Russian   15 study German and Russin
                                 8 study all three langauges

We want to find n(F∪G∪R) where F, G, and R denote the sets of students studying French, Greman, 
and Russian, respectively.

By the inclusion-exclusion principle,
n(F∪G∪R)=n(F)+n(G)+n(R)-n(F∩G)-

n(F∩R)+n(G∩R)+n(F∩G∩R)
=65+45+42-20-25-15+8=100

Thun 100 students study at least one of the langauges.
Now, suppose we have any finite numaber of finite sets, say, A1 , A2 , ..., Am. Let sk be the sum of the 

cardinalities
n(Ai1

 ∩ Ai2 
... ∩Aik

)
of all possible k-tuple intersections of the given m sets. Then we have the following general 

inclusion-exclusion principle.
Theorem 6.7:
 n(A1∪A2∪...∪Am)=s1-s2+s3-...+(-1)m-1sm.
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گزارش

اشاره
اميد نقشينه ارجمند در سال 1354 در خانواده اي فرهنگي در 
شهر اصفهان به دنيا آمد و پدرش استاد رياضي دانشگاه اصفهان 
بود. دوران راهنمايي و دبيرســتان را در »دبيرستان استعدادهاي 
درخشان شهيد اژه اي« آن شهر گذراند و در سال 1372 به عضويت 
تيم المپياد رياضي ايران درآمد. او جزو شش دانش آموزي بود كه به 
المپياد بين المللي رياضي 1994 هنگ كنگ اعزام شدند. سرامد آن شش 
تن، زنده ياد مريم ميرزاخاني بود كه با كســب 41 امتياز )از 42 امتياز( 
مدال طلا گرفت و اميد نقشينه در  آن المپياد موفق به كسب مدال برنز 

شد.
وي ســپس با انتخاب رشتة رياضي وارد دانشگاه صنعتي شريف شد 
و دوره هاي كارشناســي، كارشناسي ارشد و دكتراي رياضي را در همان 
دانشــگاه گذراند. بعد از آن هم به عنوان عضو هيئت علمي »دانشگاه 
صنعتي اميركبير« تا به امروز مشــغول تدريس و تحقيق بوده اســت. 
همچنين، از ســال 1388 تاكنون به عنوان رئيس كميتة علمي المپياد 
رياضي ايران انجام وظيفه كرده و سرپرستي و هدايت تيم هاي اعزامي 
ايران به المپيادهاي بين المللي رياضي را عهده دار بوده اســت. شايان 
ذكر است كه دكتر نقشينه ارجمند امسال عضو تيم تأليف كتاب  درسي 

آمار و احتمال سال سوم رشتة رياضي بوده است.
اواخر مردادماه امسال فرصتي مغتنم فراهم آمد تا در روزهاي فراغت 
نسبي ايشان گفت وگويي صميمانه داشته باشيم. خلاصة اين گفت وگو را 

در ادامه مي خوانيد.

گفت وگو با دكتر اميد نقشينه ارجمند
استاد رياضيات و رئيس كميتة علمي المپياد رياضي ايران

تأثير
 المپيادي ها 
در زندگي من 

 شرقي: در خدمت اســتاد عزیز، آقاي امید نقشینه 
ارجمند هســتیم. اجــازه بدهید به عنــوان مقدمة 
نخستین ســؤال، با هم به سال 1373 برویم که شما 
در تیم المپیاد ریاضي کشورمان به کشور هنگ کنگ 
اعزام شدید. خب آن زمان حدود شش سال از اعزام 
نخســتین تیم المپیاد ریاضي ایــران به رقابت هاي 

جهاني مي گذشت.
من یادم هســت که در این شــش سال المپیاد 
اولین  از  ایران چه جهش چشمگیري داشت؛  ریاضي 
مدال المپیاد )مدال برنز المپیاد جهاني کوبا که توسط 
آقاي علي اصغر خانبان گرفته شد( تا اولین مدال هاي 
طلا )که آقایان بهرنگ نوحي و پیمان کسایي گرفتند(. 
بعد رتبه هاي کشورمان که سال به سال رشد و ترقي 
داشت. همة این ها طي چند سال متوالي شور و هیجان 
خاصي به جامعة علمي کشورمان بخشید. حتي عموم 
مردم را هم تحت تأثیر قرار داد و استقبال چشمگیري 
که از مدال آوران کشورمان در فرودگاه مي شد، قابل 
مقایسه با قهرمانان ورزشي کشورمان بود. این فضاي 
شــور و هیجان چقدر در ایجاد انگیزه براي شــما و 

المپیادي شدن شما اثرگذار بود؟
  دو سه سال قبل از آن مقطع زماني که اشاره کردید، 
من کلاس اول یا دوم دبیرســتاني بودم که از طرف 
مسئولان مدرسه هاي استعدادهاي درخشان یک برنامة 
سه روزة ریاضیات )که به اصطلاح رایج در مدرسه هاي 
»ســمپاد« به آن »کارســوق ریاضي« مي گفتند( در 
 مدرســه هاي وابســته به آن اجرا شد و در مدرسة ما 
)شــهید اژه اي اصفهان( هم این برنامه گذاشته شد. 
مدرســان دوره هم دانشجویان ســال هاي دوم سوم 
رشــتة ریاضي و اکثراً هــم المپیــادي بودند؛ مثل 
همین ها که اســم بردید، یعني آقایان بهرنگ نوحي، 

پیمان کسایي، علي رجایي و...
این ســه روز به معناي واقعي تأثیر عجیبي در 
زندگي من گذاشــت. سه شــبانه روز همة زندگي 
مــا با ریاضیات عجین شــد و آن هم ریاضیاتي که 
به مراتب جذاب تر از ریاضي دبیرســتان بود. همة 
اســتادان و دانش آموزان،  از  اعم  شرکت کنندگان، 
انگیــزة بســیار بالایــي داشــتند و در نتیجة این 
برنامه من براي نخســتین بار بــه ادامة تحصیل در 
رشــتة ریاضي فکر کردم. خُــب مي دانید که اغلب 
دانش آموزانــي که وارد رشــتة ریاضــي ـ فیزیک 
بروند  به رشته هاي مهندسي  مي شوند، مي خواهند 
)چــه آن زمان و چه حالا(. امــا من تحت تأثیر آن 
برنامه به طور اســتثنایي به ادامة تحصیل در رشتة 

ریاضي علاقه مند شدم.

هوشنگ شرقي
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پس خود المپیــاد نه، ولي حضور المپیادي ها در 
مدرسة ما در زندگي من تأثیر گذاشت. به بیان دیگر، 
فــارغ از بحث المپیاد )که آن زمان چندان به آن فکر 
نمي کــردم(، انگیزة ادامة تحصیل در رشــتة ریاضي 
معلول آن فضا بود. پس این تأثیر، غیرمســتقیم بود 
و المپیادي ها در یک برنامة »غیرالمپیادي« توانستند 
این تأثیر )علاقه مندي به ادامة تحصیل در ریاضیات( 
را بــر من بگذارند. ولي خب به قول شــما، آن فضا و 
شور و هیجان مي گفت اگر مي خواهي وارد این مسیر 

بشوي، المپیاد هم چیز خوبي است!
 فکر مي کنم یکــي از اهداف اصلــي المپیاد ریاضي، 
همگاني کردن این رقابت هاســت. در ایــن زمینه در 
باشگاه دانش پژوهان جوان چه کاري انجام شده است؟ 
آیا برنامه اي براي گســترش رقابت هاي علمي در میان 
دانش آموزان و شروع آن از پایه هاي پایین تر وجود دارد؟

  بر ســر اینکه ما این گســترش را فقط در بعد رقابت 
ببینیم،  اختلاف نظرهایي هست. خب رقابت دو جنبه 
دارد: یک طرف آن برندگان رقابت هستند، ولي طرف 
دیگر آن هم بازندگان این رقابت اند که اگر دیده نشوند 
و حواشي رقابت کنترل نشود، مي تواند مشکلاتي ایجاد 
کند که کمتر دیده مي شوند. شکست خوردگان رقابت 
هم که دچار سرخوردگي مي شوند، بخشي از رقابت اند.

جنبة دیگري که به نظر مــن نقطة ضعف جدي 
المپیادهاست، برنامه ریزي و مدیریت به شدت متمرکز 
رقابت هاســت. یعني ما جمع محدودي هســتیم که 
رقابت هــا را برنامه ریزي، ســؤالات را طرح و نتایج را 
اعــلام مي کنیم. این نوع برنامه ریــزي گروه زیادي از 
دانشــجویان، استادان و معلمان رشــته ریاضي را از 
گردونة رقابت ها به کلي حذف مي کند. معلمان ریاضي 
خودشان را با المپیاد بي ارتباط مي دانند و واقع بینانه 
آن اســت که بسیاري شــان حتي از المپیاد بدشان 

مي آید! و من مي فهمم چرا چنین است.
بســیاري از متخصصان و بنیان گــذاران المپیاد 
معتقدند، رقابت هاي المپیاد باید به صورت مرحله اي و 
منطقه اي برگزار شوند. اجراي مراحل نخستین المپیاد 
را مي تــوان به مناطق آموزش وپرورش واگذار کرد و ما 
)در کمیتة علمي المپیاد ریاضي و تا جایي که مي دانم 
کمیتة المپیاد فیزیک( با این موضوع موافق هستیم. به 
نظر من معلمان، استادان دانشگاه و دانشجویان ریاضي 
هر منطقه مســابقة ریاضي بهتري را مي توانند در آن 
منطقه تدارك ببینند. به علاوه، تا معلمان متناســب با 
دانش آمــوزان درگیر موضوع المپیاد نشــوند، المپیاد 
ریاضي آن طور که باید در سطح جامعه مطرح نمي شود. 
در کوتاه مدت ممکن است مطرح شدن نام دانش آموزان 

موفق المپیادي و آشنایي شــان با سطحي از ریاضیات 
)بالاتر از ســطح متعارف( هیجان انگیز باشد، ولي اگر 
ارتباط این دانش آموزان با معلمانشــان قطع شود، در 
بلندمدت این موضوع چندان جالب نخواهد بود. مثالي 
بزنم: فرض کنید در همان دوره هاي نخست که ما در 
المپیاد بین المللي ریاضي شرکت کردیم، گردانندگان 
المپیــاد بین المللي ریاضــي به ما مي گفتند شــما 
صلاحیت طرح ســؤال هاي استاندارد المپیاد را ندارید 
و اجازه بدهید ما برایتان ســؤال طرح کنیم. مســلماً 
ســؤالاتي که آن ها طرح مي کردند، سؤال هاي بهتري 
بودند، ولي در آن صورت ما هرگز به سطحي که امروز 
به آن رســیده ایم، نمي رســیدیم. امروز ما در جایگاه 
برجسته و قابل قبولي در سطح دنیا از این نظر هستیم 
و با اطمینان مي توانم بگویم مي توانیم به بهترین شکلي 
المپیاد بین المللي ریاضي را برگزار کنیم و این توانایي ها 

حاصل تجربة این سال هاي ماست.
در داخل کشــور هم به همین صورت است. اگر 
ما اجرا و طرح مســائل مراحل مقدماتي را به مناطق 
واگذار کنیم، ممکن اســت در ســال هاي نخستین 
ضعف ها و ایراداتي وجود داشــته باشــد و حتي حق 
بعضي دانش آموزان تضییع شود، ولي به مرور و حتماً 
این اشکالات برطرف مي شوند. نتیجه این خواهد بود 
که معلمان و اســتادان منطقه هم با موضوع المپیاد 
ارتباط برقــرار مي کنند و نتیجه اي که شــما به آن 
اشــاره کردید، به دست مي آید. اما موضوعي که شما 
به آن اشاره کردید، یعني شروع رقابت ها از پایه هاي 
پایین تر. تا جایي که من مي دانم، سیاست مسئولان 

حضور المپيادي ها در 
مدرسة ما، در زندگي 
من تأثير گذاشت و 

فارغ از بحث المپياد، 
انگيزه ادامه تحصيل 

در رشته رياضي 
معلول آن فضا بود
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آموزش وپرورش این اســت که المپیاد اصلًا در دورة 
متوسطة اول مطرح نشود.

 خب حالا اســمش المپیاد نباشد. رقابت هایي برگزار 
شــوند، تیم ها با هم رقابت کنند و برگزیدگان نهایي 
مورد تشویق قرار بگیرند و مثلًا بتوانند بدون آزمون 

وارد مرحلة دوم المپیاد ریاضي شوند.
  با این قسمتش من مشــکل دارم! همین که بگویند 
امتیازاتي براي این مســابقه وجــود دارد، بلافاصله 
فعالیت هایي حاشــیه اي براي این مســابقه ها شکل 
مي گیرد. مثــل اتفاقي که براي خود المپیادها افتاده 
اســت. این فکر به ذهن بعضي ها که علاقه اي هم به 
ریاضي یا فیزیک ندارند خطور کرد که من با شرکت 
در کدام یــک از ایــن المپیادها مي توانــم زودتر به 
 . دانشــگاه برسم و از مزایاي نخبگي استفاده کنم و...
خب این آسیبي جدي اســت. اگر بشود رقابت هایي 
را ســازمان دهي کرد که این گونه حواشي را نداشته 

باشند، خب قابل تأمل است.
 خُــب از المپیاد زیــاد گفتیم. برگردیــم به دوران 
تحصیلتان. از کي فهمیدید به ریاضیات علاقه دارید؟

  مــن از همان دوران دبیرســتان بــه ریاضیات علاقه 
داشتم. در مقطعي کارنامه هاي دوران دبستانم را نگاه 
مي کردم، دیدم اتفاقــاً نمرات ریاضي من از نمرة بقیة 
درس هایم کمتر بوده است! ولي من به ریاضیات علاقه 
زیادي داشتم و این را مدیون نوع برخورد پدر و مادرم و 
به خصوص پدرم مي دانم. پدر من استاد رشتة ریاضي در 
دانشگاه بود، ولي هیچ وقت پیگیر نمره هاي درس ریاضي 
من نبود و هرگز در مورد نمره هایم به من تذکري نداد.

من همین جا به همین مناسبت تذکري به اولیاي 
دانش آموزان مي خواهم بدهم. امروزه اولیا بسیار درگیر 
همین نمرات و بالا و پایین شــدن آن ها هستند و از 
جنبه هاي بیروني آموزش کاملًا غافل شده اند. در سنین 
ابتدایــي، دانش آموز باید از کارهایي که خودش انجام 
مي دهد، تجربه ها و دست ورزي ها و مهارت هایش لذت 

ببرد. از اینکه مسئله اي را با توانایي خودش حل کند، یا 
اینکه گیاهي را بکارد و پرورش بدهد، لذت ببرد.

وقتي بزرگ تر شــدم و رفتار پــدر و مادرم را با 
برادر کوچک ترم دیدم، متوجه درســتي روش آن ها 
شــدم. یادم هســت که برادر کوچکم با شور و شوق 
به دبیرســتان نمي رفت. روزي اجــازه گرفت که در 
زمین روبه روي مدرسه گوجه و سبزي بکارد. روز بعد 
دیدم به اتفاق پدرم بســته هاي کود را پشت ماشین 
گذاشته اند تا با هم به زمین کشاورزي برادرم بروند و 
مزرعه را کود بدهند! هیچ جایزه اي هم بابت این کار 
به او نمي دادند ولي از آن به بعد هر روز نیم ســاعت 
زودتر به مدرسه مي رفت. این گونه فعالیت ها که نتیجة 
مستقیم تلاش خود دانش آموز را به او نشان مي دهند، 

مي توانند باعث ایجاد انگیزة دروني بالایي شوند.
در مــورد خــودم فکــر مي کنم، علاقــة من به 
ریاضیات مي توانســت خراب شــود، اگر پدر و مادرم 
نظارت نمره اي بر من مي داشــتند. نوع نگاه پدرم در 
پیشــرفت ریاضي من نقش ویژه اي داشــت. ایشان 
هیچ وقت در آموزش ریاضي من دخالتي نداشت؛ ولي 
روي من اثر مي گذاشت. نوع اثرگذاري ایشان را با یک 
مثال مي توانم بیان کنــم. در دوران انقلاب فرهنگي 
که پدرم اوقات فراغت بیشــتري داشت، یک روز یک 
کتاب بازي هاي مختلف فکري و منطقي برایم خرید 
و به من داد و از من خواســت با بازي هاي آن سرگرم 
شوم. من اولین تجربه هاي استدلالي خودم را طي این 
بازي ها به دست آوردم. بعدها در دوران دبیرستان در 
مورد منطق نهفته در بعضي از این بازي ها با دوستانم 
بحث هایي داشتیم و حتي در مورد الگوریتم هاي آن ها 
کارهایي انجام دادیم. وقتي به دبیرســتان رسیدیم با 
چند نفر از هم کلاســانم که آن ها هــم به ریاضیات 
علاقه مند بودند، یک گروه ریاضي پنج نفره تشــکیل 
دادیــم که وجه مشــترك همه مــان علاقه مندي به 

ریاضیات بود.

چند سال 
قبل از اعزام تيم، 
مسابقات رياضي كشور 
شروع شد 
و چند سال بعد 
تيم المپياد رياضي 
اعزام شد.
 هدف از آن ها 
تشويق دانش آموزان 
به انتخاب 
از راست به چپ: مازيار امين  راد، اميد نقشينه ارجمند، علي نورمحمدي، زنده ياد رضا صادقي، رويا بهشتي زواره، زنده ياد مريم ميرزاخانيرشتة رياضي بود
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 خب به همین صورت آمدید جلــو تا به عضویت تیم 
المپیاد ریاضي درآمدید. گروهي که دو نفر از اعضاي آن 
متأسفانه امروز در جمع ما حضور ندارند. زنده یاد رضا 
صادقي که در ســانحة اتوبوس سال 1376 جان باخت 
و زنده یاد مریم میرزاخاني که اخیراً از دنیا رفت. از آن 

دوران مشترک بگویید.
  پس از آنکه وارد دورة المپیاد شدم، اولین برخوردم با 
خانــم میرزخاني جالب بود. ما وقتي در اصفهان براي 
المپیاد آماده مي شــدیم، کتــاب المپیادهاي ریاضي 
شــوروي )ترجمة زنده یاد پرویز شهریاري( یکي از 
منابع حل مسئله مان بود و حدود 15 مسئلة آن را حل 
کرده بودیم. در دورة المپیاد دیدم خانم میرزاخاني و 
خانم بهشتي که با ما هم دوره بودند، داشتند آن کتاب 
را دوره مي کردند. یعني قبلًا همة مسائل آن را با هم 
حل کرده بودند! من واقعاً جا خوردم! آن ها واقعاً از حل 
مسئله لذت مي بردند و بعدها در دوران دانشجویي هم 
همین را دیدم. در دوران دانشجویي ما، در آن سال ها 
جو بسیار خوبي از فعالیت مشترك براساس علاقه به 
ریاضیات وجود داشــت که فکر مي کنم در پیشرفت 

بعدي خانم میرزاخاني هم اثرگذار بود.
 شما بعداً در دورة کارشناسي ارشد و دکتراي ریاضي هم 
در همان دانشگاه صنعتي شریف ادامة تحصیل دادید. 

چرا براي ادامة تحصیل به خارج از کشور نرفتید؟
  من ســال دوم کارشناسي بودم که تصمیم گرفتم براي 
ادامة تحصیل به خارج نروم که البته کاملاً غیرعادي بود. 
آن زمان )و حالا هم( اغلب دانشجویان المپیادي زمینة 
پذیرش براي بیشتر دانشگاه هاي معتبر دنیا را داشتند. اما 
من معتقد بودم و هستم که در سطح دانشگاه هاي ما ایجاد 
یک جریان قوي و مستمر علمي منوط به وجود ارتباطات 
شبکه اي بین دانش آموختگان و استادان هر رشته است. 
رفتن به خارج باعث مي شود که دانش پژوهان نخبة هر 
رشته در مسیرهاي متمایز و متفاوت ادامة تحصیل بدهند 
و علاقه هاي مشــترك کم شود. این از ایجاد شبکه هاي 
علمي مرتبط جلوگیري مي کند. ارتباط علمي افراد باید در 
بستر تحصیلي مشترك و یکسان شکل گیرد و علاقه هاي 
مشــترك به وجود آید. این کار با مهاجرت و تحصیل در 
خارج سازگار نیست. من تلاش کردم که این فرهنگ را 

ترویج کنم و به نظر خودم در این کار موفق هم بودم.
 کمي هم از وضع خانوادگي تان بگویید.

  پدر )همان طور که قبلًا گفتم( استاد بازنشستة ریاضي 
دانشگاه اصفهان و مادرم خانه دار هستند. ما سه برادر 
هستیم که برادر بزرگ ترم مهندس برق الکترونیک و 
برادر کوچکم مهندس صنایع اســت. خودم در سال 
1386 ازدواج کردم و الان یک دختر چهار ساله دارم.

 دوست دارید دخترتان ریاضي دان شود؟
  دوســت دارم در درجة اول دانشمند شود. اما از آنجا 
که در رابطه با پدرم این را تجربه کرده ام که علاقه و 
کار روي ریاضیات براي ما اشــتراکاتي به وجود آورده 
که این اشتراکات زمینه ساز صحبت بین ما مي شود، 
وقتي به آینده فکر مي کنــم، تصور اینکه دخترم در 

آینده ریاضي دان شود، برایم لذت بخش است!
 شخصیت شما، شخصیت مذهبي است؟

  بله، کاملًا.
 چرا؟

  فکــر مي کنم فضاي آزاداندیشــي کــه در خانواده 
و مدرســه برایم وجود داشــت، در ایجاد این روحیه 
اثرگذار بود. تصورم این اســت که اگر انســان تفکر 
منطقي و عقلاني داشــته باشــد، استدلالي منطقي 

انسان را به سمت تفکر مذهبي هدایت مي کند.
 یعني تفکر ریاضي شــما روي شخصیت شما اثرگذار 

بوده است؟
  بله و تأثیر متقابل مثبت داشته است. البته سخت گیري 
و دقتي که در اســتدلال ریاضي وجود دارد، نباید در 
هر محیطي اعمال شــود و باید تفاوت فضاها را درك 
کرد. نباید تصور کرد که در روابط انساني هم همیشه 
مي توان توقع همان دقت استدلالي را داشت و در غیر 

این صورت مشکلات جدي به وجود مي آید.
 دربارة تأثیر و نقش مجلات ریاضي نظرتان چیست و 

به طور مشخص مجلة برهان را چگونه مي بینید؟
  من فکر مي کنم چیزي که امروزه گم شده، ترغیب و 
جوشش جوانان به سمت کارهایي است که خودشان 
آن هــا را مفید بدانند و با انگیزة دروني آن ها را انجام 
دهند؛ بدون آنکه پاداش و جایزة بیروني داشته باشد. 
مجله خواندن هم یکي از آن  کارهاست. دانش آموزي 
که کارش به آنجا کشــیده که پشتیبانش باید به او 
زنگ بزند و برایش مشــخص کند که کي درسش را 
بخواند و کي به رختخواب برود )!( طبیعتاً نمي تواند 
مجله بخواند. من فکر مي کنــم مجله را باید طوري 
ترویج کرد که بچه ها بدون نیاز به تشویق و جایزه به 

سمت آن بروند تا ابعاد وجودي شان رشد کند.
امــا در مورد مجلــة برهان بایــد بگویم که در 
دورة دبیرســتان برهان به دستمان مي رسید و آن را 
مي خواندیم. البته جزئیاتش را بــه یاد ندارم و فقط 
مي توانم بگویم خاطــره و حس خوبي از آن دارم. به 
خوانندگان برهــان توصیه مي کنم مقالات را با دقت 
بخواننــد، براي هم توضیح دهند و با هم بحث کنند. 

اسم این کار پژوهش است.
 سپاس فراوان از وقتي که به ما و خوانندگان مجله دادید.

رقابت دو جنبه دارد: 
يك طرف آن 

برندگان رقابت هستند، 
ولي طرف ديگر آن 
بازندگان اين رقابت، 
كه اگر ديده نشوند و 

حواشي رقابت 
كنترل نشود، مي تواند 

مشكلاتي ايجاد كند
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درمانگاه رياضی

افشين خاصه خان
 دبير رياضي شهرستان اروميه

دانش آموزان عزیز در این قسمت می خواهم دردی 
را معرفی کنم که معمولاً دوســتان ســخت کوش ما با آن 

دست و پنجه نرم می کنند. روی سخنم با آن هایی است که بیشتر 
به حل ســؤالات پیچیده  علاقه مندند. لذا پیچیده فکر کردن برای این 
عزیزان عادت شده و ساده فکر کردن را از یاد برده اند. در مدرسه هاي 
خاص که معمولاً علاوه بر کتاب درســی، یــک کتاب کمکی معرفی 
می شــود و سؤالات آن به مراتب سخت تر اســت، دانش آموزان به آن 
کتاب بیشتر از کتاب درسی اهمیت می دهند. چون معتقدند سؤالاتش 
دشــوارتر است و تمرین بیشتری می طلبد و اگر با آن کتاب کار کنند 
مفاهیم ریاضی را بیشــتر می فهمند. همین توجه بیشــتر به سؤالات 

دشوار باعث می شود آن ها به پیچیده فکر کردن عادت کنند. 
حال اگر از چنین دانش آموزی سؤال ساده ای پرسش شود )مثلًا 
یک سؤال معمولی از کتاب درسی(، او یا به سرعت به آن پاسخ صحیح 
می دهد، یا ممکن است برای آن راه حل پیچیده ای ارائه کند و یا حتی 
نتواند آن را حل کند. می دانم که این موضوع برای شما تعجب برانگیز 
اســت یا حتی باورنکردنی، ولی آمار آزمون های نهایی سال های قبل 
)سال سوم( و مقایسة نتیجه هاي این آزمون ها در مدرسه هاي معمولی 
و خاص نشــان می دهد که این اتفاق افتاده است. یعنی دانش آموزان 
مدارس خاص، سؤالات نهایی را کمی بهتر از دانش آموزان مدرسه هاي 
معمولی جواب داده اند، در صورتی که این ســؤالات از کتاب درسی و 
با کمترین تغییرات مطرح می شوند و از نظر دانش آموزانِ مدرسه هاي 

خاص پیش پا افتاده اند.
موضــوع را با یک آزمایش جالب بررســی می کنیم: این آزمایش 

چهار مرحله دارد و شما باید سؤال هر 
مرحلــه را به ترتیب جواب دهید و ســپس به 
مرحلة بعدی بروید. تأکید می کنم که مرحله ها نباید پس 

و پیش شوند! )طراح دکتر باهاراتی1( 
در شکل زیر پنج مربع به ضلع های یکسان و با طرح های متفاوت 
وجود دارند که به صورت زیر قرار گرفته اند. مرکز مربع مشــکی، رأس 
مشــترك چهار مربع دیگر است و ضلع هاي آن، نظیربه نظیر با اضلاع 

چهار مربع دیگر موازی اند. 
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 مسئلة مرحلة اول: مربع داراي طرح خانه خانه را به دو قسمت 
مساوی تقســیم کنید. اطمینان دارم که این مسئله را به راحتي 

حل مي کنید.
 مســئلة مرحلة دوم: مربع داراي طرح نقطه چین را به ســه 
قسمت مساوی تقسیم کنید. این مسئله هم زیاد سخت نیست و 

به راحتی می توانید از پس آن برآیید.   
 مسئلة مرحلة ســوم: مربع داراي طرح خط چین را به چهار 
قسمت مساوی تقسیم کنید. این مرحله کمی چالش برانگیزاست 
و اگر قبلًا با آن مواجه نشــده باشید، لازم است که براي آن وقت 
بگذارید و آزمون خطا کنید. به شـــما وقت می دهم تا به آن فکر 

کنید. اما قبل از آن خاطره اي تعریف می کنم:
در یک کلاس دهم در مدرســة تیزهوشان، قرار بود از درس 
ریاضی امتحان بگیرم. همان طور که در بالا اشاره کردم، آنجا غیر 
از کتاب درسی کتاب دیگري هم معرفی شده بود و من هم با آنکه 
زیاد به آن اعتقاد نداشــتم، ولی براي هماهنگی با سایر مدرسان، 
حل مســائلش را از دانش آموزان می خواستم و اشکالاتشان را هم 
رفع می کردم. قرار بر این بود که 10 نمره از مســئله هاي امتحان 
از کتاب درسی طرح شود و 10 نمرة بقیه از آن کتاب کمکی )به 

اصطلاح سؤالات سخت(. 
نتیجه جالب بود: دانش آموزانی داشتیم که مسئله هاي سخت 
کتاب کمکی را حل کرده بودند، ولی بعضی از مسئله هاي کتاب 
درســی را نه! و وقتی علت آن را جویا شدم، جوابشان قابل تأمل 
بود. آن ها گفتند ما فکر کردیم، وقتی می توانیم مسئله هاي سخت 
کتاب کمکی را حل کنیم، قطعاً قادریم مسئله هاي کتاب درسی 
را هم جواب بدهیم و تمرین برای آن ها لازم نیست. ظاهراً جواب 
آن هــا منطقی به نظر می رســید، ولی چرا نتیجــه ای که انتظار 

داشتند اتفاق نیفتاده بود؟! 
بررسی این موضوع را به بعد موکول مي کنم. امیدوارم سؤال 
مرحله ســوم را جواب داده باشید. اگر نه، یک راهنمایی می کنم، 
از کل شکل، مربع سفید رنگ را حذف کنید و با دقت به آن نگاه 
کنیــد، در این صورت می توانید به جواب نزدیک شــوید. دوباره 
تأکید می کنم، تا زمانی که سؤال این مرحله را جواب نداده اید به 

مرحله چهارم نروید.
 ســؤال مرحله چهارم: مربع ســفید رنگ را به هفت قسمت 
مساوی تقسیم کنید. تا شما به سؤال این مرحله فکر می کنید من 
هم ســعی می کنم علت جواب ندادن دانش آموزانم را به سؤالات 
کتاب درســی توضیح دهم. طبق گفته های خودشان، آن ها اکثر 
مســائل کتاب کمکی را حل کرده بودند ولی بعضی از ســؤالات 
کتاب درســی را نه. استدلالشان هم منطقی به نظر می رسید، اما 
مــن فکر می کنم بــه یکی از این دو دلیل آن ها نتوانســته اند به 

سؤالات کتاب درسی جواب دهند. دلیل اول اینکه احتمالاً آن ها 
الگوریتم جواب های کتاب کمکی را حفظ کرده بودند یعنی جواب 
آماده را از دوستانشان گرفته و الگوریتم جواب ها را چندبار تکرار 
کرده بودند، و چون مسئله هاي کتاب درسی شبیه آن ها نبودند، 
نتوانسته اند به آن سؤالات جواب دهند، به زبان دانش آموزی آن ها 
مســئله ای را که قبلًا ندیده اند، نمی تواننــد حل کنند و لذا زیاد 

فرقی نمی کند که این مسئله ساده باشد یا سخت. 
دلیل دوم این است که احتمالاً این دانش آموزان عادت دارند، 
پیچیده فکر کنند و به همین خاطر سؤالات معمولی را هم برای 
خودشان سخت می کنند تا حدی که گاه حتی نمي توانند آن ها 

را حل کنند. 
ممکن است دلیل دوم به نظر عجیب برسد، ولی چیزی است 
که همین الان توسط خود شما در حال اتفاق افتادن است. اکنون 
شما برای مسئلة بسیار سادة مرحله چهارم جواب  هایی می سازید 
که اولاً پیچیده اند و ثانیاً به نتیجه نمی رسند. مسئلة مرحلة سوم 
ذهن شما را به هم ریخته است و شما در همین زمان کوتاه عادت 
کرده اید که ساده فکر نکنید و نتوانید به یک مسئلة بسیار آسان 
جواب درســت بدهید. در واقع اگر مسئلة مرحلة چهارم را همان 
ابتدا با شــما درمیان مي گذاشتم، بلافاصله و بدون فکر کردن به 
آن را حل مي کردید. اما اکنون می توانید حســاب کنید که برای 

همان مسئلة ساده، چقدر وقت صرف کرده اید!!         
اما درمانی که من برای این مشکل پیشنهاد می کنم این است که: 
اول فکر کــردن برای پیدا کردن الگوریتم حل یک مســئله 
بسیار بهتر از حفظ کردن یک الگوریتم آماده است. با اینکه زمان بر 
است، اما حتماً با ارزش است، این کار باعث می شود دانش آموز ایدة 
ساختن و حل مسئله را یاد بگیرد؛ حتی اگر تعدادش خیلی اندك 
باشــد )هفته ای چند مسئله(. پس دانش آموز ما می تواند علاوه بر 
فعالیت های قبلی خود، هفته ای چند مسئله را )تعداد مسئله ها به 

توانایي اش بستگی دارد( از صفر تا صد، خودش حل کند. 
دوم، به کتاب درسی اش حتماً اهمیت دهد و آن را دست کم 
نگیرد. یعنی حتماً ابتدا کتاب درسی را بخواند و سپس کتاب کمک 
درسی را. به جرئت می توانم بگویم که کتاب درسی بسیار بهتر از 
هر کتاب کمکی، ریاضی را آموزش می دهد و ساده فکر کردن را به 

دانش آموز مي آموزد؛ مخصوصاً کتاب های درسی جدید.
در پایان خالی از لطف نیســت که این جمله ارزشمند از آلبرت 
اینشتین را یادآوری کنم: »ذهن را باید برای اندیشیدن به کار برد، نه 

انباشتن اطلاعات.«

  پی نوشت  .............................................................................................
1. دکتر مادهاوان باهاراتی، دکترای تکنولوژی آموزشی از انگلستان.
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آموزشی

اشاره
»پي« عدد گنگي اســت كه در بيشــتر محاســبات رياضي به نحوي حضور دارد. در هندسة 
اقليدســي ثابت شده كه نســبت محيط هر دايره به قطر آن عدد ثابتي است. در آن زمان مسئله 
به رســم پاره خطي انجاميد كه درازايي برابر با اين مقدار ثابت داشــته باشد. ليكن از آنجا كه رسم 
چنين خطي ناشدني است، چاره را در آن ديدند كه مقدار تقريبي مناسبي براي آن به دست آورند. در 
اين مقاله، به برخي از اين تقريب ها و روش رســم پاره خطي به درازاي آن ها با خط كش، پرگار و گونيا 

خواهيم پرداخت.

 كلیدواژه ها:    عدد پي، رسم پاره خط، مقدار تقريبي                                                                                                                                                
عباس قلعه  پور اقدم
دبير رياضي اروميه

1. ســاده ترین تقریب عدد 3 است که به کمک خط کش به سادگي 
.(π≈3) قابل رسم است

π) که تا یک  ≈ 1 اســت (3/1622 2. تقریب دیگر براي π عدد 
رقم اعشــار صحیح اســت. این تقریب را هندیان باستان )حدود 
800 ســال پیش از میلاد( براي π در نظر مي گرفتند. براي رسم 
1 بــه این طریق عمــل مي کنیم: مثلث  پاره خطــي به طول 
 AB=1( قائم الزاویه اي به اضلاع قائمة 1 و 3 واحد رسم مي کنیم
1 اســت. به مرکز O و شعاع  و OA=3(. طول وتر OB برابر 
OB دایره اي مي زنیم تــا امتداد OA را در E قطع کند.  1= 

OE پاره خطي با طول تقریبي π است.

A E

B
O

π  

     شکل      1.                                                                                                                                

π) که تا  ≈ 3+ اســت (3/14622 2  ،π 3. تقریبي دیگر براي
دو رقم اعشــار صحیح اســت. مانند بند قبل عمل مي کنیم. به  
ایــن صورت که ابتدا مثلث قائم الزاویــه اي به اضلاع قائمة 1 و 1 

رسم پاره خطي با طول تقريبي پي
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است.  2  OB طول وتر .)OA=1 و AB=1( واحد رسم مي کنیم
 OB با گونیا )یا خط کــش و پرگار( عمودي بر B حــال در نقطة
رســم و روي آن BC را به طول 1 واحد جدا مي کنیم. در مثلث 
 OC و شــعاع O 3 اســت. حال به مرکز  OC طول وتر OBC

دایره اي مي زنیم تا امتداد OA را در E قطع کند. ســپس همانند 
 GH=1 و EG=1 به اضلاع قائمة EGH شکل2، مثلث قائم الزاویة
 EH و شعاع E 2 اســت. به مرکز  EH را بنا مي کنیم. طول وتر
دایــره اي مي زنیم تا امتداد OA را در P قطع کند. OP پاره خطي 

با طول تقریبي π است.

A E G P

H

C

B

O

     شکل      2.                                                                                                                    

 ( / )22 3 14285
7

π = = 22 است 
7

4. یکي دیگر از تقریب هاي π، کسر 
که تا دو رقم اعشار صحیح است. براي ترسیم آن ابتدا با خط کش 
پاره خط AB را به درازاي 22 واحد و سپس از ابتداي این پاره خط 
 AC .را به طول 7 واحد و با زاویه اي دلخواه رســم مي کنیم AC

 C را با خط کش به 7 قسمت مســاوي تقسیم مي کنیم. از نقطة
به نقطة B وصل و ســپس از نقطة I (AI=1) به موازات پاره خط 
CB، پاره خط IJ را مي کشیم. AJ همان پاره خط موردنظر با طول 

تقریبي π است. بررسي درستي این مطلب به کمک قضیة تالس 
و شکل 3 در زیر آورده شده است: 

AI AJ AJIJ || BC AJ
AC AB

1 22
7 22 7

⇒ = ⇒ = ⇒ =

A
I

J B

C

     شکل      3.                                                                                                                   

5. در این قسمت ابتدا لمي را بیان و اثبات مي کنیم.
لم: محیط هر دایره به طور تقریبــي با قطر دایره به اضافة یک پنجم 

طول ضلع مربع محاطي آن برابر است.

برهان: فرض کنیم R شعاع دایرة محیطي و a طول ضلع مربع محاط 

و چون: 
 
(csc )

sin
α =

α
1  aR csc

2 4
π

= در آن باشــد. مي دانیم: 

، در ادامه داریم: a R 2= aR و  2
2

= csc و چون:  2
4
π
=

2πr = محیط دایره 

/ R
R( / )

R( )

/ /

R( . )

( R) (R )

( R) a

2 3 14
2 3 14

22 3
1

22 1 4 14
1

1 22 3
5 2
13 2 2
5
13 2
5

≈ × ×
= +

≈ +

≈ ⇒ ≈

= +

= +

= +









 π حال از این لم براي رســیدن به مقــدار تقریبي دیگري براي
استفاده مي کنیم:

R ( R) ( R)12 3 2 2
5

23
1

π ≈ +

⇒ π ≈ +


23 ابتدا مانند 
1

+


حال براي داشــتن پاره خطي بــه درازاي 
2 رســم مي کنیم. ســپس مانند بند 4  بند3، پاره خطي به طول 
یک دهــم آن را جدا مي کنیم. در پایان نیــز با خط کش 3 واحد به 

آن مي افزاییم.

6. در این روش ابتدا دایره اي به مرکز A و شعاع واحد و قطر دلخواه 
BC از آن رسم مي کنیم. سپس در نقطة C با گونیا پاره خط CE به 
طول 3 واحد را بر دایره مماس مي کنیم. حال یک زاویة 30 درجه 
طوري رســم مي کنیم3 که رأس آن A و AB یک ضلع آن باشد. 
نقطــة تلاقي ضلع دیگر زاویة 30 درجه و مماس بر دایره در نقطة 

B را D مي نامیم.
پاره خط DE به درازاي تقریبي π اســت، زیرا همان گونه که در 

شکل4 مشهود است، داریم: 
BDtan A BD AB.tan A
AB

BD tan 31 3
3

°

∠ = ⇒ = ∠

⇒ = × =
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DE BC (CE BD) ( )

( ) /

DE /

2 2 2 2 232 3
3

1 4 6 34 9 2 3 9 8692317
3 3

3 14153333

= + − = + −

−
= + − + = ≈

⇒ ≈



که این تقریب براي π تا چهار رقم اعشار صحیح است.

A

B

E

D

C

30

     شکل      4.                                                                                                                       

23 باشد.
1

+


      تمرین: پاره خطي را رسم کنید که درازاي آن 

  تحقیق 
ردپاي عدد )پي( در هرم بزرگ مصر

اهرام ثلاثة مصر از عجایب هفتگانة دنیاي قدیم هســتند. از این 
ســه هرم، قدمت هرم بزرگ به 2500 ســال پیش از میلاد مي رسد. 
طول ضلع مربعي که هرم بزرگ روي آن بنا شده )قاعدة هرم( 230/4 
/ را محاسبه و 

/
23 4
146 5
 متر و ارتفاع هرم 146/5 متر اســت. نســبت 

مقدار به دســت آمده را با π مقایســه کنید. وجوه جانبي هرم بزرگ 
با ســطح افقي زمین زاویة 51/58 درجه مي سازند. تانژانت این زاویه 
را که در واقع شــیب وجوه جانبي هرم اســت، حساب کنید و مقدار 

4 مقایسه کنید.
π

به دست آمده را با 

   پی نوشت ها .........................................................................................
bn بود كه براي  a b a

a
2

2 1
= + ≈ +

+
1. تقريب متداول براي جذر در قرون وسطا به صورت 

1 در مي آيد. تقريب بهتر براي جذر از تعريف  3= + n به صورت  21 3 1= = +

1 با اختيار 

مشتق به صورت زير به دست مي آيد:

x

f (x x) f (x)f (x) lim
x

f (x x) f (x) f (x) x
∆ →

+ ∆ −′ =
∆

′⇒ + ∆ ≈ + ∆


x خواهيم داشت: b∆ = x و  a2=  ، f (x) x= حال با اختيار 

f (x)
x

1
2

′ =

ba b f (a b) a b a b a
aa

⇒ + = + ≈ + ⇒ + ≈ +2 2 2 2
2

1
22

 aR csc
n
π

=
2

2. اگر a طول ضلع هاي nضلعي منتظم محاطي و R شعاع دايرة محيطي باشد، رابطة 
به سادگي قابل اثبات است.

3. براي رسم زاوية 30 درجه با خط كش و پرگار ابتدا پاره خط دلخواهي رسم مي كنيم. سپس دهانة 
پرگار را به اندازة آن پاره خط باز مي كنيم و به مركز دو سر پاره خط دو دايرة هم اندازه مي زنيم. يكي 
از نقاط تلاقي دايره ها را به دو سر پاره خط وصل مي كنيم. مثلث حاصل متساوي الاضلاع و هر سه 
زاوية آن 60 درجه است. با خط كش و پرگار نيم ساز يكي از آن ها را رسم مي كنيم تا دوتا زاوية 30 

درجه داشته باشيم.

   منابع .................................................................................................
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3. meisner, Gary (2012). phi, pi and the Great Pyramid of Egypt at Giza.

2 ،AD=4 ،AB=6 ، در چهارضلعي
AO=3 و O( OC=5 محــل تلاقــي

ˆ ˆBAC CAD= قطرهاست(. در ضمن: 
طول ضلع BC کدام است؟

     2 1  الف( 
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 ج( 7       
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ايستگاه انديشه و ادب رياضي
يك داستان 

يك معما!

دوم

هانس کریستین آندرسن در دوران 
کودکي و نوجواني ما نامي بســیار آشــنا و 
محبوب بود. این نویســندة دوست داشتني 
قصه هاي کــودکان، بیش از یکصد ســال 
پیش در کشور دانمارك مي زیست )1875-
1805(. او به کودکان و دنیاي آن ها بســیار 
علاقه مند بود و در نتیجه بیشتر داستان هاي 
خــود را براي کــودکان نوشــت. بعضي از 
قصه هاي او شــهرت جهاني دارنــد و ما از 
همان جا با او آشــنا شــدیم، داستان هایي 
همچــون جوجــه اردك زشــت، فندك 
جادویي، دخترك کبریت  فروش و شاهزادة 

خوش بخت.
در یکي از داســتان هاي این نویسندة 

نام دار، به نام »کلاوس کوچک و کلاوس بزرگ«، کلاوس کوچک و کلاوس بزرگ دو همسایه اند که 
اولي یعني کلاوس کوچک شش  روز در هفته براي کلاس بزرگ کار مي کند و در این شش روز اسب 
او هم در اختیار کلاوس بزرگ است. اما در مقابل، کلاوس بزرگ فقط یک روز یعني روزهاي یکشنبه 
براي کلاوس کوچک کار مي کند و در این یک روز چهار اسب او نیز در اختیار کلاوس کوچک است. 
بدیهي است که تقسیم کار ناعادلانه اي است! و به همین دلیل هم، مانند اغلب این گونه قصه ها، دست 
آخر این کلاوس کوچک اســت که طي ماجراهایي خوش بخت مي شــود و کلاوس بزرگ به سزاي 
بدجنسي هایش مي رسد. اما البته ممکن است ارزش کاري دو نفر یا دو اسب با هم برابر نباشد و در 

این صورت شاید تقسیم کاري فوق عادلانه باشد!
حال اگر فرض کنیم، ارزش یک روز کار کلاوس کوچک دو برابر ارزش یک روز کار اســب او و 
معادل نصف ارزش کاري یک روز کلاوس بزرگ باشد، ارزش یک روز کار هر یک از اسب هاي کلاوس 
بزرگ چند برابر ارزش یک روز کار اسب کلاوس کوچک باید باشد تا تقسیم کاري فوق عادلانه باشد؟!
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آيـــــــــــا 
اتحاد اويلر 
تعميم هم دارد؟

آموزشی

زيرذره بين

1

با »اتحاد اویلر« آشــنا هســتید یا قرار است آشنا 
بشوید. اتحاد اویلر اتحادي جبري است که در آن، این 
رابطه بین هر ســه متغیر حقیقي دلخواه، مانند b ، a و 

c برقرار است:
(a b c)(a b c ab ac bc)

a b c abc

2 2 2

3 3 3 3
+ + + + − − −

= + + −

        )1(

این اتحاد عموماً از دشوارترین اتحادهایي است که 
گاهي در دبیرســتان با آن روبه رو مي شویم. ما در این 
مقاله، با اســتفاده از ذره بین، سعي داریم نشان دهیم 

که این اتحاد، به غیر از دشوار بودن، زیبا هم هست.
ابتدا دو نتیجة مهم از این اتحاد را بیان مي کنیم:

 c و b ، a نتیجة 1. اگر براي ســه عدد حقیقــي
، خواهیــم داشــت:  a b c 0+ + = داشــته باشــیم: 

a b c abc3 3 3 3+ + =

 a b c 0+ + =  اثبات: در اتحاد اویلر قرار مي دهیم: 
خواهیم داشت:

(a b c ab ac bc) a b c abc2 2 2 3 3 30 3× + + − − − = + + −

a b c abc

a b c abc

3 3 3

3 3 3

0 3
3

⇒ = + + −

⇒ + + =

نتیجة 2. براي هر ســه عدد حقیقي مثبت، مانند 
y، x و z، واســطة حسابي آن ها از واسطة هندسي شان 

بزرگ تر است؛ یعني داریم: 
x y z xyz3

3
+ +

≥

 اثبــات: اعداد حقیقــي b ، a و c وجــود دارند، 
به طــوري که داریــم: y=b3 ،x=a3 و z=c3. )چرا؟( با 
جایگزین کــردن b ، a و c در نامســاوي مان خواهیم 

داشت: 
a b c abc
3 3 3

3
+ +

≥                                    )2(

پس کافي اســت نامســاوي )2( را ثابت کنیم. با 
جایگزین کردن b ، a و c در اتحاد اویلر خواهیم داشت: 
(a b c)(a b c ab ac bc)

a b c abc

2 2 2

3 3 3 3
+ + + + − − −

= + + −

 . a b c abc3 3 3 3+ + ≥ دهیم:  نشان  مي خواهیم 

اشاره
مقالاتي  عنوان سلســله  ذره بین«  »زیر 
اســت که در آن ها به  مفاهیــم، قضایا و 
مســائل ریاضي با دقت بیشتري نگریسته 
که  ببینیم  را  مي شود. مي کوشیم چیزهایي 

با چشم غیرمسلح دیدنشان مشکل است.
در هر شــماره موضوعي عنوان مي شود 
و مورد بررســي قرار مي گیرد. گذشــته از 
این، شــما هم مي توانید مسئله یا موضوعي 
که مورد علاقه تان اســت و مي خواهید زیر 
الکترونیکي  بــه آدرس  قرار گیرد،  ذره بین 
پایان مقاله بفرستید تا در شماره هاي بعدي 

به آن بپردازیم.

فربد فرازنده مهر
کارشناس رياضی محض
دانشگاه شهيد بهشتی

زيرذره بين
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کافي است نشان دهیم: 
(a b c)(a b c ab ac bc)2 2 2 0+ + + + − − − ≥

a )چــرا؟( نهایتاً این باقي مي ماند که  b c 0+ + ≥

نشان دهیم:
a b c ab ac bc2 2 2 0+ + − − − ≥

یا:
a b c ab ac bc2 2 2+ + ≥ + +                          )3(

نامساوي )3( نامساوي زیبا و معروفي است که یک 
راه اثبات آن به این صورت است: 

a b c ab ac bc2 2 2+ + ≥ + +

a b c ab ac bc

a ab b a ac c b bc c

(a b) (a c) (b c)

⇔ + + ≥ + +

⇔ − + + − + + − + ≥

⇔ − + − + − ≥

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 



)4(

که درستي نامساوي )4( که با نامساوي )3( معادل 
اســت، واضح اســت )چرا؟( و در نتیجــه اثبات کامل 

مي شود.
حال به موضوع اصلي مي پردازیم: آیا مي توان اتحاد 
اویلر را تعمیم داد؟ ابتدا بیایید به تعداد متغیرها توجه 
کنیم. اتحاد اویلر براي ســه متغیر است. اگر براي یک 

متغیر بود به چه صورت درمي آمد؟ 
فرض کنیم: b=c=0. بــا جایگزین کردن در )1( 

داریم:

(a )(a ... ) a

a(a ) a

+ + + + + = + + +

⇔ =

2 3

2 3

      

پس صورت یک متغیره صرفاً تعریف توان سوم را به 
ما مي دهد. حال فرض کنیم: c=0. داریم:

(a b )(a b ab ) a b

(a b)(a ab b ) a b

+ + + + − − − = + + +

⇔ + − + = +

2 2 3 3

2 2 3 3

     

و این همان اتحاد موســوم به چاق و لاغر است. پس 
صورت دو متغیرة اتحاد اویلر را هم به دست آوردیم. حال با 
نگاه دقیقي به صورت ســه متغیره، پا را فراتر مي گذاریم و 

صورت چهارمتغیرة را تخیل مي کنیم.
ابتدا بگذارید سمت چپ تساوي را ببینیم. پرانتز اول 
در هر سه صورت اتحاد، برابر است با »مجموع متغیرها«. 

یعني اگر اتحاد خیالي مان را بــراي چهار عدد c ، b ، a و 
d در نظــر بگیریم، به نظر مي آیــد پرانتز اول باید به این 

صورت باشد:
a b c d+ + +

پرانتز دوم از دو قســمت تشکیل شده است. قسمت 
اول نیز این ایده را به ما مي دهد که باید به صورت »مجموع 
مجذورات متغیرها« باشد؛ زیرا این اتفاق در هر سه صورت 

اتحاد افتاده است. پس قسمت اول برابر است با: 
a b c d2 2 2 2+ + +

قســمت دوم پرانتــز دوم دقت و تعمق بیشــتري 
مي طلبد. در صورت یک متغیره، براي قسمت دوم چیزي 
نداریم. در صورت دو متغیره ab-، و در صورت سه متغیره 
ab-ac-bc- را داریم. شــاید قاعدة مخفي این باشد که 
مجموع قرینة همة ترکیب هاي دوتایي متغیرها در قسمت 

دوم مي آیند؛ یعني: 
ab ac ad bc bd cd− − − − − −

تخیلمان را ادامه مي دهیم و به ســراغ قسمت اول 
سمت راســت تساوي مي رویم. بررســي هر سه صورت 
اتحاد، ســاده ترین چیزي که پیشنهاد مي کند این است: 

»مجموع مکعبات متغیرها«؛ یعني:
a b c d3 3 3 3+ + +

و با یک بررسي مشابه آنچه که در قسمت دوم پرانتز 

اين اتحاد عموماً 
از دشوارترين 

اتحادهايي است كه 
در دبيرستان با آن 
روبه رو مي شويم. 
ما در اين مقاله، با 

استفاده از ذره بين، 
سعي داريم نشان 

دهيم كه اين اتحاد، 
به غير از دشوار 

بودن، زيبا هم هست
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شــش نفر را به چند طـــریق مي توان3هاي
دور دو میز گرد نشــاند؟ )میزها با هم 
تفاوتي ندارند و صندلي هاي مشــابهي
براي افراد به طور جداگانه وجود دارند. 
دور هــر میز حداقــل یک نفــر باید 

بنشیند.(

 الف( 314   ب( 234 

 ج( 274  د( 204

 هـ( 244

دوم ســمت چپ انجام دادیــم، ماجراجویي  مان را کامل 
مي کنیم و مدعي مي شویم که قسمت دوم سمت راست 
برابر است با مجموع سه برابر قرینة همة ترکیبات سه تایي 

متغیرها؛ یعني:
a b c d abc abc acd bcd3 3 3 3 3 3 3 3= + + + − − − −

پس صورت چهار متغیــرة تخیلي مان به این صورت 
است:

(a b c d)(a b c d ab ac ad bc bd cd)2 2 2 2+ + + + + + − − − − − −

a b c d abc abc acd bcd3 3 3 3 3 3 3 3= + + + − − − −

حال وقت آن است که بررسي کنیم: آیا این »شاید«، 
»به نظــر مي رســد«، »تخیل مي کنیــم« و... مي تواند به 

»یقیناً« تبدیل شود یا خیر:
(a b c d)(a b c d ab ac ad bc bd cd)

a ab ac ad (a )d (a )c (a )d abc abd

acd (a )b b bc bd ab abc abd (b )c

(b )d bcd (a )c (b )c c cd abc ac acd

bc bcd (c )d (a )d (b )d (c )d d abd

2 2 2 2

3 2 2 2 2 2 2

2 3 2 2 2 2

2 2 2 3 2 2

2 2 2 2 2 3

+ + + + + + − − − − − −

= + + + − − − − −

− + + + + − − − −

− − + + + + − − −

− − − + + + + − acd

ad bcd bd cd

a b c d abc abc acd bcd

2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3

−

− − − −

= + + + − − − −

پس تخیلمان به حقیقتي منجر شد.
حال که صورت چهار متغیرة اتحاد اویلر را به دســت 
آورده ایم، از پیچیدگي و زیبایي فراتر مي رویم و به کاربرد 

مي رسیم و دو مسئله مطرح مي کنیم: 

، آن گاه: a b c d+ + + =  مسئلة 1. ثابت کنید اگر: 
a b c d (abc abc acd bcd)3 3 3 3 3+ + + = + + +

 مسئلة 2. اگر دستگاه معـــادلات زیـر براي z ، y ، x و
tي نامنفي جواب داشته باشد:

x y z t a

x y z t b

x y z t c
xy xz xt yz yt zt d

2 2 2 2

3 3 3 3

+ + + =


+ + + =


+ + + =
 + + + + + =

)براي c ، b ، a و dي حقیقي و نامنفي(، حداقل مقدار 
c را )برحسب b ، a و d( بیابید.

راهنمایــي: اگر از اتحادي که به دســت آوردیم 
استفاده کنید، مسئله دشوار نیست.

در پایان به این نکته اشــاره مي کنیم که اتحاد اویلر 
را به صــورت n- متغیره هــم مي توانیم تعمیم دهیم. آیا 
مي توانید صورت پنج متغیرة آن را )که طبیعتاً طولاني تر 

است( بنویسید؟
اتحاد n- متغیرة اویلر به صورت خلاصة زیر قابل بیان 

است:

( a)( a ab) a abc2 3− = −∑ ∑ ∑ ∑ ∑
                دوري        دوري           دوري         دوري      دوري
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سوم

دو حكايت از 
رياضي دان!

33

 حکایت اول:  روزي از یک ریاضي دان پرسیدند: »مفهوم تعریف ناپذیرها یا همان مفاهیم 
اولیه، همچون نقطه، خط و مجموعه چیســت؟ آخر اگر چیزي را نتوان تعریف کرد، چگونه 

مي توان از آن برداشت یا تصوري ذهني داشت؟«
ریاضــي دان گفت: »آیا مي توانید معني کلمة انگلیســي The را از روي یک فرهنگ لغت 

 انگلیسي براي من بخوانید؟!« انگلیسي ـ
.»The definite article« :برایش چنین خواندند

ریاضي دان لبخندي زد و گفت: »بسیار خب! اگر کسي مفهوم The را نداند، از این تعریف 
چه مي فهمد؟!«

 حکایــت دوم:  روزي بیکاره اي 
از یک ریاضي دان پرســید: »اینکه 
مي گوینــد از هر فرض نادرســتي 
مي تــوان نتیجــة دلخواهي گرفت 
)اســتنتاج به انتفاي مقدم(، یعني 
چه؟« ریاضــي دان گفت: »مثلًا من 
مي گویم: اگر 4=5 باشــد، آن گاه تو 

پینوکیو هستي!«
آن شخص گفت: »چگونه؟!«

ریاضي دان گفت: »فرض کنیم 
4=5 باشد. از دو طرف این تساوي 3 
واحد کم مي کنیم. نتیجه مي شود: 
2=1. تــو و پینوکیو دو نفرید، پس 

یک نفرید!«
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آموزشی

مقدمه
پرواضح است که بزرگ ترین عدد در دنیاي 
ریاضي وجود ندارد. اما در دنیاي واقعي در هر 
دورة تاریخي، بزرگ ترین عدد براي انسان هاي 
آن دوره وجــود دارد و معنــي مي دهد. عدد 
هزار بین فارســي زبان ها نمادي از عدد بزرگ 
است که شاعران و متفکران هم به آن بسیار 
پرداخته انــد. مثلًا حافــظ در بیت معروف 
صد هِزاران گل شکفت و بانگ مرغي برنخواست
عندلیبان را چه پیش آمد هَزاران را چه شد

توجه ویژه اي به کلمة »هزار« داشته است.
اما بیــن متفکــران ایران زمین، مولانا 
جلال الدیــن محمد بلخي، معــروف به 
ارزشمند »مثنوي  »مولوي«، صاحب کتاب 
معنــوي«، ظاهــراً علاقة بســیار زیادي به 
ریاضي به ویژه عدد هزار دارد. در این مختصر 
مثنوي را با این هدف بررســي مي کنیم که 
دریابیــم، بزرگ ترین عددي که مولانا با آن 
آشنا بوده و از آن استفاده کرده، چه عددي 

بوده است.

هــزار، صدهزار و صدهــزاران عددهایي 
هستند که مولانا به آن ها علاقة زیادي داشته 
است. در کتاب مثنوي معنوي، مولوي براي 
اولین بار در »حکایت بقال و طوطي« از کلمة 
صدهزاران، و البته در مصرع دوم هم از عدد 

70 استفاده کرده است:
صدهزاران این چنین اشباه بین

فرقشان هفتاد ساله راه بین
در ادامة همین داســتان باز هم از کلمة 

هزاران استفاده کرده است:
در هزاران لقمه یک خاشاک خرد
چون درآمد حس زنده پي ببرد

امــا »داســتان آن پادشــاه جهود کي 
نصرانیان را مي کشت از بهر تعصب« داستاني 
طولاني است و مولانا در جاهاي متفاوت آن 
از عددهاي بزرگ ریاضي استفاده کرده است، 
به طوري که مي توان داســتان را با بیت هایي 
که داراي عدد و رقم هستند، خلاصه کرد. اما 

خلاصة داستان به قرار زیر است:
در این داستان که در زمان ابتداي دین 
مســیحیت پس از حضرت عیسي)ع( اتفاق 
مي افتد، پادشاهي جهود )یهودي( که تعصب 
زیادي به دین یهود داشته است، بسیاري از 

مؤمنان را به دلیل این تعصب مي کشد:
صدهزاران مؤمن مظلوم کشت
که پناهم دین موسي را و پشت

اما پادشــاه وزیري حیله گر داشت که به 
پادشــاه مي گوید این کار فایده ندارد و آن ها 

)مسیحیان( دین خود را پنهان مي کنند:

قاسم حسين قنبري 
دبير رياضي سمنان

سر پنهان است درصد غلاف
ظاهرش با توست و باطن برخلاف

پس تو مرا از خود به جرم مسیحي بودن 
بران و من در بین آن ها نفوذ مي کنم و خودم 
را مسیحي جا مي زنم. پس از نفوذ بین آن ها 

بیان مي کند که من حاضرم:
بهر عیسي  جان سپارم سر دهم
صدهزاران منتش بر خود نهم

در نهایت حیلة وزیر کارگر مي شود و:
صدهزاران مرد ترسا سوي او

اندک اندک جمع شد در کوي او
و بعد از این مولانا گله مي کند و هشدار 

مي دهد که مواظب باشید:
صدهزاران دام و دانه ست اي خدا

ما چو مرغان حریص بي نوا
ولي در آخر باز شکر مي کند و امید مي دهد که:

گر هزاران دام باشد در قدم
چون تو با مایي نباشد هیچ غم

وزیر بعد از این، رهبــري اقوام مختلف 
مسیحیان را به دست مي گیرد:

قوم عیسي را بد اندر دار و گیر
حاکمانشان ده امیر و دو امیر

این ده و این دو امیر و قومشان
گشته بند آن امیر بد نشان

سپس به فکر تفرقه افکني مي افتد و تصمیم 
به خودکشي مي گیرد. اما قبل از خودکشي به 
هر یک از بزرگان قوم دست نوشته هاي مختلفي 
به عنوان جانشین مي دهد تا ضربة نهایي را به 

مسیحیان وارد کند:

مولوي و هزار1000
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در یکي گفته بکش با کي  مدار
تا عوض بیني نظر را صدهزار

در یکي گفته که صد یک چون بود
این کي اندیشد مگر مجنون بود

اما در ادامه مولانا بیان مي کند که موسي 
و عیســي فرقي ندارد و اینکــه اختلاف بین 
پیامبران در صورت روش است، ني در حقیقت:

جامة صد رنگ از آن خم صفا
ساده و یک رنگ گشتي چون صبا

گرچه در خشکي هزاران رنگ هاست
ماهیان را با یبوست جنگ هاست
صدهزاران بحر و ماهي در وجود
سجده آرند پیش آن اکرام و جود

مولانا نتیجه مي گیــرد که در این مکر، 
وزیر دچار خسارت شده است؛ چرا که با این 

کار با خداوند در افتاده است:
با چنان قادر خدایي کز عدم

صد چون عالم هست گرداند به دم 
صد چو عالم در نظر پیدا کند

چون که چشمت را به خود بینا کند
و در ادامه در سه بیت متوالي بیان مي کند:

صدهزاران نیزه فرعون را 
در شکست از موسیي با یک عصا

صدهزاران طب جالینوس بود
پیش عیسي و دمش افسوس بود

صدهزاران دفتر اشعار بود
پیش حرف امیي اش عار بود

و اینکه:
وزر او و صد وزیر و صدهزار

نیست گرداند خدا از یک شرار
اما در آخر بین مؤمنان جنگ درمي گیرد 

و نتیجة آن:
صدهزاران مرد ترسا کشته شد

تا ز سرهاي بریده پشته شد
اما به احتمال زیاد بزرگ ترین عددي که 
مولانا با آن آشنا بوده و از آن استفاده کرده، 
در حکایت »سؤال رسول رم از خلیفة دوم از 
ســبب ابتلاي ارواح با این آب و گل جسم« 

آمده است که مي فرماید:
صدهزاران فایده ست و هر یکي 
صدهزاران پیش آن یک اندکي 

به عبــارت دیگــر، این عدد دســت کم 
ده  کــه  صدهزاران تاســت  صدهــزاران، 
میلیــارد مي شــود. نکتة جالب اســتفاده از 
پیمانة صدهزارتایي اســت کــه هر واحد آن 

صدهزارتاست.
هــر چند ســخن گفتن و نوشــتن در 
مورد آثــار و شــخصیت بزرگــي همچون 
مولانا کار ســختي است و از عهدة بزرگان و 
مولوي شناسان برمي آید، اما با توجه به اینکه 

تا به حال در این مورد کاري مشــاهده نشده 
بود، بر آن شــدم تا این برداشــت خود را به 
دیگر دوســتان عرضه کنم و دیگر اینکه به 

قول مولانا:
آب جیحون را اگر نتوان کشید
هم ز قدر تشنگي نتوان برید

چند زوج مرتب از اعداد صحیح و مثبت4
(x,y) یافــت مي شــوند، به طوري که

باشد؟
 x y
1 1 1

1+ =




 x y
1 1 1

1+ =



 x y
1 1 1

1
+ =

  
x y
1 1 1

1
+ =


 

x y

1 1 1
1

+ =




 

 الف( 10     
 ب( 15

 ج( 20        
  د( 25
 هـ( 5

هاي
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اشاره
»پاي تخته« عنوان بخش ثابتي در »ماه نامة برهان« است كه از دو بخش داخلي »مسئله ها« و »راه حل ها« تشكيل شده است. در هر شماره 
از ماه نامه، 10 مسئلة جديد مطرح مي شود كه همة خوانندگان را به چالش مي طلبد. توصيه مي كنيم كه به طور فعال به حل آن ها بپردازيد 
و راه حل هاي خود را براي انعكاس در ماه نامه برايمان بفرستيد تا با نام خودتان در شماره هاي بعد چاپ شود. از طراحان مسائل رياضي نيز 
مي خواهيم، مسائل جديد خود را براي طرح در بخش مسئله ها برايمان بفرستند. توجه داشته باشيد كه مسائل جديد بايد همراه با حل )يا 

راه حل هاي( آن ها و در صورت امكان با ذكر مأخذ باشد.
مسائل و راه حل هاي خود را مي توانيد يا از طريق پستي )به آدرس ماه نامه( و يا از طريق پست الكترونيكي، برايمان بفرستيد كه طريقة دوم 
سريع تر و بهتر خواهد بود. در صورتي كه خواستيد از طريق پست الكترونيكي اقدام كنيد، صفحات نوشته هاي خود را اسكن )با وضوح حداقل 
150dpi( و يا تايپ كنيد و بفرستيد. در پايان هر سال اسامي نفرات برتر در ماه نامه درج خواهد شد و به بهترين ها جوايز نفيسي اهدا مي شود. 

تختهپاي

دکتر  محرم نژاد  ایردموسي، عضو هیئت علمي دانشگاه شهید بهشتي 

آموزشی

بخش اول: 
مسئله ها

321. در شــکل 1 در مثلث متســاوي الاضلاع با ضلع 
برابر مفروض اند. در مثلث اول ناحیة خارج دایرة 
محاطي رنگ شــده اســت و در شکل دوم ناحیة 
خارج از چهار دایرة یکســان که مطابق شــکل 
برهم مماس هســتند. کدام یک از دو ناحیة رنگي 

بزرگ تر است؟

     شکل      1.                                                                            

322. در شــکل 2 به جاي مربع ها مي توانیم علامت + 
یا - بگذاریم، اما حداکثر از سه علامت - مي توانیم 

استفاده کنیم.
1234567910=35

چند راه براي پرکردن خانه ها وجود دارد؟

323. چند مثلث در شکل 2 وجود دارد؟

     شکل      2.                                                                            



37  رشد برهان دورۀ متوسطه2 | دورۀ بیست و  هفتم |  شمارۀ 106 |  دی 1396

324. عددهاي 1 تا 9 را درون دایره ها )شکل 3(. طوري 
نوشته ایم که مجموع اعداد هر ضلع برابر 17 شود. 
مجموع اعداد روي رأس هــا را بیابید. چند روش 

براي نوشتن 9 عدد وجود دارد؟

     شکل      3.                                                                            

325. در شکل 4 چه کسري از هشت ضلعي منتظم رنگ 
شده است؟

A

H

G

F

B

C

D

E

     شکل      4.                                                                            

326. یک ظرف شیشه اي پر از عسل 750 گرم وزن دارد. 
اگر یک سوم عسل را خالي کنیم، وزن ظرف به 550 

گرم مي رسد. وزن ظرف خالي چقدر است؟

327. دو عدد طبیعي هستیم که حاصل  ضربمان برابر 
1000 است، اما هیچ کدام سمت راست خود رقم 

صفر نداریم. ما چه عددهایي هستیم؟

328. در شکل BC=6 ،5. اندازة AD را به دست آورید.
A

B
C

D

3

5

     شکل      5.                                                                            

329. آیا مي توان شکل 6 را با یک حرکت خودکار رسم 
کرد؟ در واقع مجاز نیســتیم خــودکار را از روي 

کاغذ برداریم تا زماني که شکل کامل شود.

     شکل      6.                                                                            

330. اگر x عددي حقیقي باشد، کمترین مقدار عبارت 
زیر را به دست آورید:

y x 1 1 1 1= − + − +   

بخش دوم: 
راه حل ها

 f(x)f(y)=f(x-y) در تساوي IR به IR از f 291. تابع
به ازاي هر x و y صدق مي کند. f(2017) را 

به دست آورید.
با جاي گذاري x=y=0 نتیجه خواهد شــد: 
1 یــا f(0)=0. اگر به جــاي x ، y را جاي گذاري 
 ،f(0)=0 اگر .f(x)2=f(0) :کنیم، خواهیم داشت
آن گاه براي هر x∈R داریم: f(x)=0 و در نتیجه: 
 x=0 با جاي گذاري ،f(0)=1 :اگر .f(2017)=0

f. همچنین: (y)=f(-y) :خواهیم داشت
f (x)f (y) f (x y) f (x)f ( y) f (x y)= − = − = +

در نتیجه: f(x-y)=f(x+y). بنابراین: 
x x x xf ( ) f ( ) f ( ) f (x)
2 2 2 2

= − = + =

.f(2017)=1 :پس

292. پانزده رقم 1 در یک ردیف نوشته شده اند. 
با نوشــتن چنــد علامت  مي خواهیــم 
»+« بیــن آن ها، حاصل جمعي بســازیم 
که مضــرب 30 باشــد. به چنــد طریق 
ایــن کار امکان پذیر اســت؟ )براي مثال 
S=111+1+11+11+1+1+1+1+1+11 یکــي از 

پاسخ هاست.(
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چــون 15 رقم یک داریــم، بنابراین حاصل 
جمع همیشــه مضرب 3 خواهد بود. پس کافي 
اســت حاصل جمع مضرب 10 باشــد. چون هر 
جمعوند رقم یکاني برابــر 1 دارد، پس باید 10 
جمعوند داشته باشــیم و براي این کار باید از 9 
علامت + استفاده کنیم. چون 14 جاي خالي بین 

رقم هاي 1 وجود دارد، پس تعداد کل انتخاب ها 

14 خواهد بود.
9

 
 
 

برابر 

293. فرض کنید E، D، C، B، A و F، شــش نقطه 
روي یک دایره باشــند )با همین ترتیب(. 
 AD نقطة تقاطع X ،همچنین فرض کنیــد
و Y، BE نقطــة تقاطع AD و CF، و Z نقطة 
تقاطع CF و BE باشند. اگر X روي پاره خط 
BZ و AY و Y روي پاره خــط CZ باشــند 

 ،CY=4 ،BX=2 ،AX=3 :و داشته باشــیم
EZ=16 ،DY=10 و FZ=12، مطلوب اســت 

.XYZ محیط مثلث
بــا فــرض: YZ=x ، XY=z و ZX=y و به 

کمک قوت یک نقطه داریم:
(z ) (y ), (x ) (z ),
(x ) (y )

3 1 2 16 4 12 1 3
12 4 16 2

+ = + + = +
+ = +
 

بــا حـــل معــادلــه هـــا بـــه جــواب 

,x) مي رســیم. در نتیجه  y, z) ( , , )14 9 11
3 2 3

=

. 77
6

محیط برابر است با: 

294. تعداد دســته جواب هــاي طبیعي معادلة 
6x+10y+15z=3000 را به دست آورید.

با توجه به معادلــه x باید مضرب y ،5 باید 
 y=3Y ، باید مضرب 2 باشد. با فرض z مضرب 3 و
 .X+Y+Z=100 :خواهیم داشت z=2Z و x=5X

در نتیجه تعداد دسته جواب هاي طبیعي معادله 

. N
99
2

 
=  
 

برابر است با: 

و  ABCD یک چهارضلعي محدب اســت   .295
 N، P، فرض کنید .BD=17 و AC=7 داریم
 DA و CD، BC، AB نقاط میانــي Q و M

باشند. حاصل MN2+PQ2 را بیابید.

مي توان ثابت کرد MPNQ یک متوازي الاضلاع 
اســت بــا طــول اضــلاع 3/5 و 8/5. در نتیجه: 
مقــدار  و   MN PQ ( / / )2 2 2 22 3 5 7 5+ = +

خواســته شده برابر اســت با: 169. در محاسبة 
فــوق از این قضیه اســتفاده کرده ایم که در هر 
متوازي الاضــلاع مجمــوع مربع هــاي اضلاع با 

مجموع مربع هاي قطرها برابر است.

از زیـرمجمـوعــه هـــاي   )A و   B(  296. زوج 
X={1, 2, ..., 1396} را ویژه مي نامیم، هرگاه 

نه A زیرمجموعة B باشد و نه B زیرمجموعة 
A. تعداد زوج هاي ویژه را به دست آورید.

فــرض کنیــد: X={1,2,...,n}. تعداد کل 
زوج هاي (A,B) از زیرمجموعه هاي X برابر است 
بــا: 4n )براي A و B هر کدام 2n انتخاب داریم(. 
تعداد زوج هاي (A,B) با شرط A⊆B برابر است 
با: 3n )چون براي هر عضو x∈X، 3 انتخاب وجود 
دارد: فقط در B، عضــو هر دو، عضو هیچ کدام(. 
 B⊆A با شرط (A,B) همچنین تعداد زوج هاي
برابر اســت با: 3n. در نتیجه تعداد زوج هاي ویژه 
برابر است با: N=4n- 3n- 3n+2n )جملة آخر تعداد 

زوج هاي (A,B) با شرط A=B است(.

297. روي تختة ســیاه عددهاي 1 تا 100 نوشــته 
شــده اند. در هر دقیقه، دو عدد a و b را پاک 
 را  +1

a
1
b

-1((  و a + b
2 مي کنیم و دو عدد 

به جاي آن ها مي نویسیم. بعد از چند مرحله به 
وضعیتي رسیده ایم که همة عددها به جز یک 

عدد، برابر 1 هستند. آن عدد چیست؟

 x y . ( ) xy
x y

11 12
2

−+
+ = با توجه به تساوي 

مي تــوان نتیجه گرفت کــه حاصل ضرب عددها 
روي تختة ســیاه همیشه ثابت باقي مي ماند. در 
نتیجه در مرحلة آخر عددي که مخالف 1 اســت 

.N=100! :برابر است با

 298. چند تابع از مجموعة }n ,... ,2 ,1{ به مجموعة 
}m ,... ,2 ,1{ مي توان نوشت، به طوري که 

براي هر k≤n، f(k)≥k-2≥1؟
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اگر براي هر y≤1 ≥0 و x≤1≥0 تعریفهاي
کنیم:

   x y x y y x
2

21 1
∗ = − + −

x y x y y x
2 21 1∗ = − + −

x y x y y x2 21 1∗ = − + −x y x y y x2 21 1∗ = − + −x y x y y x2 21 1∗ = − + −
x y x y y x2

2

1
1

∗ = − + −
x y x y y x2

2

1 1
∗ = − + −

x y x y y x2 2
1 1

∗ = − + − 
x y x y y x2 21 1∗ = − + −

) کدام است؟ )1 3 5

2 5 13∗ ∗ 
( )1 3 5

2 5 13∗ ∗( )1 3 5

2 5 13∗ ∗( )1 3 5
2 5 13∗ ∗  ( )
1 3 5
2 5 13
∗ ∗  حاصل

 33 38 2
65
+ 33  ب( 38 2

13
+



 الف(

33 56 2
13
+



33   د(  56 2
65
+  ج(

33 16 2
65

−  هـ( 

5

براي f(1) بایــد: f(1)≥- 1. پس m انتخاب 
براي مقــدار f(1) وجود دارد. بــراي f(2) باید: 
f(2)≥0 و به طــور مشــابه m انتخــاب وجــود 
 ،f(4) انتخــاب و بــراي m-1 ،f(3) دارد. بــراي
m-2 انتخاب وجــود دارد. اگر n≤m+2، آن گاه 
تعــداد کل انتخاب هــا براي f برابــر خواهد بود 
یــا:  و   N m.m.(m )...(m n )1 2= − − + بــا: 
. اگــر n≥m+3، آن گاه باید:  m.m!N

(m n )!1
=

− +

که غیرممکن است. پس  f (n) n m1 1≥ − ≥ +

هیچ تابعي با شرایط خواسته شده وجود ندارد.

299. لاســتیک هاي عقب اتومبیل بعد از 25000 
کیلومتر و لاســتیک هاي جلو بعد از 15000 
کیلومتر ساییده مي شــوند. چه موقع باید 
جاي لاستیک هاي جلو و عقب را عوض کنیم 

تا با هم و در یک زمان ساییده شوند؟

اگر لاستیک عقب اتومبیل بسته شود سرعت 
1 و اگر جلوي اتومبیل بسته 

25   
فرسایش آن 

1 است. فرض 
15   

شود سرعت فرســایش آن 

کنید بعــد از x کیلومتر لاســتیک ها را جابه جا 

کرده ایم. مقدار باقي مانده از لاستیک ها و سرعت 

فرســایش آن ها در ادامه، ما را به تســاوي زیر 
مي رســاند چون مي خواهیم هر دو در یک زمان 

فرسایش یابند:
x x( ) ( ) x km1 11 1 75

15 25 25 15
− = − ⇒ =  

           

 300. اگــر براي هر n∈N، ریشــة مثبــت معادلة
xn+xn-1+...+x=n+2 را an بنامیم، ثابت کنید دنبالة 

{an} هم گراست و حد آن را به دست آورید.

 f(n) ، n
nf (x) x x ... x2= + + + با فرض 

روي (∞+,0) اکیداً صعودي است. از طرف دیگر، 
fn(1)=n<n+2. بنابراین: an>1. ثابت مي کنیم: 

.an+1<an

n
n n

n
n n n

f (a ) n a

(n ) ( a ) n f (a )

1
1

1
1

1 3

2 1 2

+
+

+
+

+ = + −

= + + − < + =

پس چــون fn اکیداً صعودي اســت )روي 
.an+1<an :مقادیر مثبت(، داریم

در نتیجه دنبالــة {an} نزولي و کران دار، و 
 ،L>1 :حــد و

 
n

n
a L
→∞

= نیز هم گراســت. اگر: 

آن گاه مي توان n با عددي به قدر کافي بزرگ در 

 xn از L در این صورت .Ln>n+2 نظر گرفت که
.L=1 :بزرگ تر خواهد شد که تناقض است. پس
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ترجمة غلامرضا یاسي پور

آموزشی
پال گلِندینینگ

رياضيات 
در چند دقيقه

 (symmetric) »یک شيء یا تصویر را »متقارن 
گویند، اگر شکلش زماني که حرکت کند یا تبدیل 

شود، اساساً یکسان باقي بماند.
در هندسه، تبدیلات به کار رفته در تعریف تقارن، 
تبدیلاتي هســتند که طولپا )نگهدارندة اندازه ها( 
باشــند.تبدیلات مزبــور عبارت انــد از: انعکاس ها؛ 
تقارن هاي آینه اي نسبت به خط در هندسة دوبعدي 
یا نسبت به صفحه در هندسة سه بعدي؛ دوران ها که 

در آن ها شــيء حول یک صفحه حرکت داده 
مي شود یا حول یک محور دوران مي کند؛ 

و انتقال هایي که در آن ها شــيء در 
جهتي مفــروض حرکت داده 

مي شود.

معرفي تقارن

ایــن اعمــال را مي تــوان ترکیــب کــرد. 
در صورتي که آشــکار نشــود کــه کاربرد یک 
تبدیــل مفــروض در یــک شــيء آن را تغییر 
 مي دهد، شــيء را تحــت آن تبدیــل »ناوردا« 

(invariant) مي گویند.
تقــارن در زمینه هاي دیگر ریاضیات، که در 
آن ها هر عملي که بر یک شــيء ریاضیات وارد 
شــود و بعضي از ویژگي هــاي آن را حفظ کند، 

سودمند است.
مفهــوم  بحــث  مــورد   تقــارن 
مهمــي اســت کــه در تعریف 
گروه هــاي عمل هــا به کار 

رفته است.
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انتقال،  دوران و انعکاس

در هندسه سه نوع تقارن اساسي وجود دارند که توسط آن ها مي توانیم یک شيء را در حالي که شکل اصلي 
آن را حفظ کرده ایم، تبدیل کنیم.

»انتقال ها« (translations) شــکل را در جهتي مفروض حرکت مي دهند، اما طول ها یا زاویه هایي را که آن 
شيء را مشخص مي کنند، تغییر نمي دهند.

»دوران ها« (rotations) شکل را دور نقطه اي در صفحه مي چرخانند و در این مورد هم این کار را بدون تغییر 
دادن طول ها و زاویه هاي آن انجام مي دهند.

»انعکاس ها« (refelctions) در حالت دوبعدي تصویر آینه اي شــکل را نسبت به خطي مفروض، مشهور به 
»محور تقارن« (axis of symmetry)، به دست مي دهند. اما در حالي که انتقال هاي دیگر را مي توان با لغزاندن 
شــکل در صفحه اش به دست آورد، انعکاس ها را تنها با برداشتن شيء از صفحه و برگرداندن آن مي توان حاصل 
کرد. باز هم در این مورد طول ها یا زاویه ها تغییر نمي کنند. در پاره  اي از حالت ها مشــمول کردن انعکاس ها در 
تعریف تقارن ممکن اســت نامناســب باشد. براي مثال، دو طرف یک سکّه هم ارز نیستند، زیرا یک طرف شامل 

تصویر و طرف دیگر خالي است.

خط انعکاس

زاویة دوران

چهار مثال از تبدیلات تقارني.
بالا: انتقال و دوران.

زیر: انعکاس، و تقارن لغزشي شامل 
یک انعکاس، در اینجا در خط افقي، 

و یک انتقال.
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آموزشی
هوشنگ شرقي، محمدتقي طاهري تنجاني 
محمود داورزني، آناهيتا كميجاني

مسائل
حلبراي

ریاضي دهم 

1. دو برابر مقدار مثبتي از معکوس آن، 9 واحد کم تر است. این مقدار 
را پیدا کنید.

 y=ax2+bx+c 2. نمودار ســهمي
به صورت مقابل داده شده است. 

b ، a و c را به دست آورید.

1

2

-1

3. اگر مجموعه جواب هاي نامعادلة x2≥2x+8 برابر با x-a|≥b| باشد، 
a و b را به دست آورید.

4. به ازاي کدام مقدار m، نمودار سهمي مجموعه جواب هاي نامعادلة
y بالاي محور xها و مماس بر آن است. (m )x x m= − − + +22 3 2

حسابان 

 y=f(x) 1. اگــر نمــودار تابــع
به صورت زیر باشد، نمودار تابع 
y را رسم کنید. f (| x |)= +1

 f ( x) f ( x) x− + + =2 4 2 2 2. با فرض آنکه به ازاي هر x داشته باشیم: 
. سپس محل تلاقي نمودارهاي  f (x) (x )= −

2 2
3

ابتدا ثابت کنید: 

f(x) و f- 1(x) را به دست آورید.

 را رسم کنید و با توجه به آن دامنه 
x

xf (x) −
=

−

23 1
3 1

3. نمودار تابع 

و برد f را به دست آورید.
4. دمــاي یک لیوان چاي 70 درجة ســانتي گراد اســت. دماي این 
لیــوان چاي پس از t ســاعت قرار گرفتن در یــک محیط از تابع 

tf به دست مي آید: (t) −= + ×30 40 2
الف( دماي چاي پس از نیم  ساعت چقدر مي شود؟

ب( چند دقیقه طول مي کشد تا دماي چاي به °35 برسد.

آمار و احتمال 

1. در پرتاب دو تاس، اعداد رو شده متفاوت هستند. احتمال اینکه این 
اعداد متوالي باشند، کدام است؟

2. اگر A و B دو پیشامد از فضاي نمونه اي S باشند که داشته باشیم: 
، آن گاه P(A|B´) را به دســت  P(B) = 2

5
P(A) و  = 2

3
 ،B⊆A

آورید.
3. در اتوبوســي 5 مرد و 3 زن مسافرند. در یک ایستگاه 3 نفر پیاده 

مي شوند. با کدام احتمال اولین نفر مرد و سومین نفر زن است؟ 1

1
1

2

2-3
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4. از ظرف I که شامل 5 مهرة سفید و 8 مهرة سیاه است، مهره اي به 
ظرف II که در آن 4 مهرة سفید و 6 مهرة سیاه وجود دارد منتقل 
مي کنیم و سپس از ظرف II یک مهره خارج مي کنیم. احتمال آنکه 

این مهره سفید باشد، چقدر است؟
5. دو تــاس را با هم پرتاب مي کنیم تــا براي اولین بار هر دو عدد رو 
شده 6 باشند. با کدام احتمال حداکثر در دوبار پرتاب، نتیجه حاصل 

مي شود؟

ریاضي 2 )رشتة تجربي(

 ،100cm و شعاع O واقع بر دایره اي به مرکز M 1. متحرکي از نقطة
π روي دایره، به نقطة N مي رسد. اندازة 

2
3
  پس از طي مســافت 

زاویة MON را برحسب رادیان بیابید.
N

M
O

100 cm  




2. حاصل عبارت هاي زیر را بیابید.

)الف A sin sin sin sin cosπ π π π π
= + + + +

3 5 7 7 112
4 4 4 6 6

)ب B sin cos tan° ° °= + +39 33 3 111  

C )پ cos cos° °= − −2 21 2 7 

] رسم کنید. , ]−π π 3. نمودار توابع زیر را در بازة 
y )الف cos( x)= π− +2 1
y )ب sin( x)= π+ +5 2

4. کدام جفت عبارت هاي زیر با هم برابرند؟

)sin )الف )π
+ α2

2
 1( cotα  

)sin )ب )π
−α

2
  2( -cosα  

)sin )پ )π
+α

3
2

 3( cosα  

)cos )ت )π
−α

3
2

 4( -tanα  

)tan )ث )π
− −α

3
2

 5( cos2α  

)cot )ج )π
− +α

3
2

 6( -sinα  

هندسة 1 

1. در چهارضلعــي ABCD، قطر 
AC نیم ســاز زاویة A اســت و 
 AC=8 ،AB=6 ،AD=4 :داریم
 AC نقطه اي روي قطر .BC=5 و
که از A به فاصلة 3 واحد است، 

از D به چه فاصله اي است؟

2. در ذوزنقــة ABCD، اندازة زاویة D دو برابر اندازة زاویة C اســت. 
، AB را در M و امتداد ســاق BC را در N قطع کرده  D̂ نیم ســاز 

است. ثابت کنید:
MA.MB=MD.BN

 

 BC وسط وتر M از نقطة ˆ(A )°= 90  ABC 3. در مثلث قائم الزاویة
عمود MN را بر BC رسم کرده ایم.

، MN و AC را در نقاط D و E قطع کرده است.  B̂ نیم ســاز 
ثابت کنید: 

BC.BE=2AB.BD

هندسة 2 
u در صفحه مفروض اند و هیچ یک 



1. پاره خط AB، خــط d و بردار 
از آن ها با هم موازي نیســتند. اگر بازتاب AB را نسبت به d به دست 
Á حاصل  B u انتقال دهیم، پاره خط́ 



آوریم و نتیجه را تحت بردار 
u به دست آوریم و بازتاب 



مي شود، و اگر انتقال یافتة AB را تحت 
نتیجه را نسبت به d به دست آوریم، پاره خط ́´Á´B حاصل مي شود. 

́´Á´B است. نشان دهید ´Á B موازي و مساوي 

2. پاره خــط AB و نقطــة O در خارج آن مفروض انــد. دوران یافتة 
، ´A´B اســت و  ˆ( AOB)α <  α تحــت زاویــة O حــول AB 
ÁB با هم  ´ÁB و AB یکدیگر را قطع کرده اند. ثابت کنید AB و́ 

زاویه اي مساوي α مي سازند.

3. مثلــث قائم الزاویــة ABC را حول A، در خــلاف جهت حرکت 
B̂ دوران مي دهیم. هرگاه دوران یافتة  عقربه هاي ســاعت به اندازة 

.AC⊥B´C´ :باشد، ثابت کنید B´C´ ، BC

A

D

B

C

4
6

5

8

CD

A M
N

B

B C

A

M

N

D

E



 رشد برهان دورۀ متوسطه2 | دورۀ بیست و  هفتم |  شمارۀ 106 |  دی 44441396

پاسخ ها

ریاضي دهم

. با ضرب دو طرف تساوي  a
a

= −
12 1. اگر این مقدار مثبت a باشد، باید: 9

a و داریم: a= −22 1 9 در a داریم: 

a a a − ±
+ − = ⇒ ∆ = + = ⇒ =2 9 892 9 1 81 8 89

4


− قابل قبول است. +9 89
4

و چون a مثبت است، تنها مقدار 

y به صورت ax bx c= + +2 2. مي دانیم که مختصات رأس سهمي 

b اســت. پس با توجه بــه نمودار داده شــده، داریم: ac b( , )
a a
− − 24
2 4

      

. همچنین سهمي از نقطة (1,0 -) عبور کرده  ac b
a
−

=
24 2

4
b و 

a
−

=1
2

   

    اســت، پس با جاي گــذاري x=- 1 و y=0 در معادلة ســهمي داریم:

  c = 3
2

b و  =1 ، a = − 1
2

    a-b+c=0. از سه معادلة به دست آمده مقادیر 
به دست مي آید.

x x x x (x )(x )≥ + ⇒ − − ≥ ⇒ − + ≥2 22 8 2 8 4 2                     .3
P و تعیین  (x )(x )= − +4 2 با رســم جدول تعیین علامت براي 
x) به دست  ) (x )≤ − ∪ ≥2 4 ناحیه هایي که P≥0، مجموعه جواب هاي 

مي آید که به صورت زیر رسم مي شود:

1 4-1 0

عدد میاني 2- و 4، برابر با 1 اســت و فاصلة این دو عدد تا 1 برابر 
با 3 است.

پس بازه هاي x≥4 و x≤- 2 شــامل تمام مقادیري مانند x اســت 
x به دست  − ≥1 3 که فاصلة آن ها از 1 حداقل برابر 3 است. بنابراین 

مي آید.

4. نمودار سهمي به صورت  اســت. بنابراین اگر 
y باشد، پس: a>0 و به خاطر  ax bx c= + +2 معادلة سهمي به صورت 

وجود تنها یک نقطة برخورد با محور xها، Δ=0 است.
a m m

(m )(m ) (m )

m m m

> ⇒ − > ⇒ >

∆ = ⇒ − − + = ⇒ − − =

⇒ − = ⇒ = ⇒ = ±

2

2 2

2 2
9 4 2 2 9 4 4

9 25 54
4 4 2

 

  

m است. =
5
2

و اشتراك مقادیر بالا، 

حسابان

 1( g(x+1) را رســم مي کنیم و سپس نمودار g(x)=f(|x|) 1. ابتدا نمودار
واحد انتقال به چپ( را رسم مي کنیم:

-1-2 1

1
1

2

2

   

f (x) x
g(x) f (| x |)

f ( x) x
≥

= =  − <





-3 -2 1

11

2

y f (| x |)= +1

f ( x) f ( x) x
(x x) f (x) f ( x) x ( )
(x x ) f ( x) f (x) x ( )

− + + =

→ − ⇒ + − = −
→ − ⇒ − + = −

2 4 2 2
2 4 4 2 1

2 4 4 2 4 2

                       .2

از حل دستگاه معادلات اخیر داریم:

f (x) x f (x) x

f (x) (x )

− = − + ⇒ = −

⇒ = −

1 215 1 2
15 15

2 2
3

 

 

براي یافتن ضابطة f -1 داریم:

yy x y x x

f (x) x−

+
= − ⇒ = − ⇒ =

⇒ = +1

2 4 3 43 2 4
3 3 2

3 2
2

براي یافتن نقطة تلاقي نمودارهاي f و f-1 داریم:

y x
x x x

y x

x , y

 = − ⇒ − = + ⇒ = −
 = +


⇒ = − = −

2 4
2 4 2 5 13 3 2

3 3 3 3 6 32
2

4 4



نقطة تلاقي A(- 4,- 4) است.
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 )x≠0 یعني ، x − ≠3 1  3. )با فرض 
x x

x
x

( )( )f (x)
( )
− +

= = +
−

3 1 3 1 3 1
3 1

تابع در نقطة x=0 تعریف نمي شود.

f

f

D R { }
R ( , ) { }

= −
= +∞ − 2





2

f/ )الف ( / )

/

−= + × = + ×

= +

5 15 3 4 2 3 4
2

3 2 2 58 2



    

  

                            .4

                                      درجة سانتي گراد 

t )ب t

t

f (t)

t

− −

− −

= ⇒ + × = ⇒ =

⇒ = ⇒ =3

135 3 4 2 35 2
8

2 2 3

 

پس از 3 ساعت به دماي موردنظر مي رسد.

آمار و احتمال

 .1{ }A ( , ),..., ( , )
B {( , ), ( , ), ( , ), ( , ),..., ( , ), ( , )}

P(A B) P(B)P(B | A)
P(A) P(A)

′ =

=

∩
⇒ = = = = =

−

11 6 6
1 2 2 1 2 3 3 2 5 6 6 5

1
1 136

6 3 31
36







P(A B ) P(A B) P(A) P(A B)P(A | B )
P(B ) P(B ) P(B )

P(A) P(B)
P(B)

′∩ − − ∩′ = = =
′ ′ ′

−−
= = =

−

2 2
43 5

31 9
5

                   .2

3. اگر Mi و Wi پیشــامد پیاده شــدن مرد و زن در iامُین نفر باشد، در 
این صورت نفر دوم پیاده شده، مرد یا زن است و احتمال خواسته شده 

عبارت است از: 
P(M W W ) P(M M W )

P(M )P(W | M )P(W | M W )
P(M )P(M | M )P(W | M M )

∩ ∩ + ∩ ∩

= ∩

+ ∩

= × × + × × =

1 2 3 1 2 3

1 2 1 3 1 2

1 2 1 3 1 2

5 3 2 5 4 3 15
8 7 6 8 7 6 56

4. از قضیة احتمال کل استفاده مي کنیم:
P(A) P(A | B ).P(B ) P(A | B )P(B )= +

= × + × =

1 1 2 2

5 5 8 4 157
13 11 13 11 143

ة اول
ن مهر

د بود
 سفی

تمال
: اح

5
13

: احتمال سیاه بودن مهرة اول 5
13

احتمال سفید بودن مهرة دوم 5
11

احتمال سفید بودن مهرة دوم 4
11

5. باید در پرتاب اول یا پرتاب دوم، هر دو تاس 6 بیایند. احتمال آنکه در 
× و احتمال  =

1 1 1
6 6 36

پرتاب اول هر دو تاس 6 بیایند، برابر اســت با: 
آنکه در پرتاب اول هر دو شــش نیایند، و در پرتاب دوم هر دو شــش 

. پس احتمال موردنظر برابر است با: ×
35 1
36 36

بیایند، برابر است با: 

P(A) ( )= + × = + =
1 1 35 1 35 711
36 36 36 36 36 1296

ریاضي 2 تجربي
l
r

rad

α =

π
π

α = =

2
23

1 3

 

 

                                                          .1

A )الف sin( ) sin( ) sin( )

sin( ) cos( )

sin sin sin sin cos

π π π
= π− + π+ + π−

π π
+ π+ + π−

π π π π π
= − − − +

+
= − − + × = −

2
4 4 4

2 2
6 6

2
4 4 4 6 6
2 1 3 1 22 3
2 2 2 2

                      .2

B )ب sin( ) cos( )

tan( )

sin cos tan

° ° ° °

° °

° ° °

= + + −

+ × +

= + +

× +
= + + =

36 3 36 3
3 3 36 3
3 3 3 3

1 3 3 3 1 3 3
2 2 3 2

   

 

  

)پ
sin

C cos cos sin cos
°

= − − = − =
2

2 2 2 2

2

1 2 7 2 7


    



. sin cos° °=2 7  زیرا °20 و °70 زوایاي متمم اند و: 

3. الف(
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)ب

1 و ث  4 و ج  6 و ت  2 و پ  3 و ب  5 و الف4. 

هندسة 1

1. اگر E نقطه اي باشــد که از A به 
فاصلة 3 )و از C به فاصلة 5( واحد 

است، در این صورت داریم: 

AD AE ˆ ˆ, A A ,
AC AB
AD AE DE ADADE ~ ABC
AC AB BC AC

BCDE /

= = = = ⇒ =

= ⇒ ∆ ∆ ⇒ = =

⇒ = =

1 2
4 1 3 1
8 2 6 2

1
2

2 5
2

 .2

( )

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆD C D D C B,M M
BN MBAMD ~ MNB
AD MD

BN.MD AD.MB ( )
ˆ ˆ ˆ ˆAM || DC M D M D

AM AD AM.MB MD.BN

= ⇒ = = = =

⇒ ∆ ∆ ⇒ =

⇒ =

⇒ = ⇒ =

⇒ = ⇒ =

1 2 1 2

1 1 1 2
1

2

1

 .) ˆ ˆA M °= = 90 ˆ و  ˆB B= 3. مثلث هــاي BNM و ABC متشــابه اند )
بنابراین نسبت طول هاي نیم سازهاي آن ها برابر نسبت تشابه آن هاست:
BD MB BC BC.BE AB.BD
BE AB AB

= = ⇒ = 2
2

هندسة 2

 Á´B´́=AB :1. چون انتقال و دوران هر دو تبدیل هاي طول پا هستند، پس
.Á B´=Á´B´́ و ÁB´=AB و لذا: 

B

B

A

A

B B2

A2

A1

B1

A
d

اما چــون انتقال شــیب را حفــظ مي کند، پــس: AB||A2B2 و 
و  برابرنــد   ABB1 و   A2B2B´́ زاویه هــاي  بنابرایــن   .B2B´́ ||BB1
́´A2Á´B ذوزنقة متساوي الســاقین  B2 و AA1B1B چهارضلعي هــاي

هستند. )چرا؟( پس:

 

 

 

 

A B B A B B

ABB A B B A B B A B B

A B B ABB

′′ ′′ ′′=
 ′′ ′′= ⇒ =


′′ = 

2 2 2

1 1 1 2 1 1

2 2 1

 ،(AA1||BB1) و چون یــک ضلع از این دو زاویه با هــم موازي اند
́´A1B1||Á´B و نیز:  پس ضلــع دیگر آن ها با هــم موازي اند؛ یعنــي: 

.A´B´||Á´B´́ A´B´||A1B1. پس: 

2. چون دوران طول پاست، پس داریم:
A B AB,OA OA,OB OB

ˆ ˆ ˆ ˆOA B OAB A A, N N

′ ′ ′ ′= = =

′ ′ ′⇒ ∆ ≅ ∆ ⇒ = =1 2

و   MNA´ در مثلث هــاي
ONA دو زاویــه برابرند، پس 
برابرند:  زاویة ســوم آن ها هم 
AB و A´B´ یعنــي . M̂ = α

 α با هــم زاویــه اي مســاوي
مي سازند.

 . ˆ ˆBAB B′ = = α AB=AB و   3. بــه دلیل طــول پایي دوران داریــم:́ 
ABB داریم: در نتیجه در مثلث متساوي الساقین́ 

ABB AB B ,

AMC

−α α′ ′= = = −

= α +α = α

18 9
2 2

2





اما مي دانیم که دوران یافتة پاره خط و خود آن با هم زاویه اي مساوي 
′MNBˆ و لذا داریم: = α زاویه دوران مي ســازند )مســئلة 2(. پــس: 

ˆBMB MB N MNB MB N MNB
MB N MAB B C || AB B C AC
′ ′ ′ ′ ′= + ⇒ = = α
′ ′ ′ ′ ′⇒ = = α⇒ ⇒ ⊥

A

D

B

C

4
6

5

8

E

1 2

CD

A M
N

B

2
1

1
1

2

B

M

N

A

α

α O

A
B

2

1

B Cα
α

α

α

2α

α

A

M
N

C

B

α
290 -
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شد آ
 با مجله های ر
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مجله های دان

شود:
شر می 

صیلی منت
سال تح

شماره در 
ت ماه نامه و نه 

صور
به 
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پاسخ

پاسخ پرسش هاي پیکارجو

CB

A

E

D

21

1. از فرض مسئله داریم:

b

(a b ) (a b)

a b a a b a b ab b

a a b ab b a b

a a b a b ab b a b

(a b) a b (a b) ab

a ab b ab a ( )ab b

a a( ) ( )( )
b b

2

4 4 4

4 4 4 3 2 2 3 4

4 3 3 4 2 2

4 3 2 2 3 4 2 2

4 2 2 2

2 2 2 2

2

2
2 2 4 6 4

4 4 6
4 6 4 12

12 2 3
2 2 3 2 3 1

2 3 1 1
÷

+ = +

⇒ + = + + + +

⇒ − − + =

⇒ − + − + =

⇒ − = ⇒ − =

⇒ − + = ⇒ − + + =

⇒ − + + =





. z ( )z2 2 3 1 1− + + =  مي شــود:  نتیجــه   a z
b
= فــرض   بــا 

a و 
b

حاصل ضرب ریشــه هاي این معادله مساوي 1 است، پس ریشه هاي آن 
a مجموع ریشه هاي معادله است:  b

b a
+ b هستند. لذا 

a
a )گزینة ب( b ( )

b a
2 3 1+ = +

2. مي دانیم هرگاه نیم ساز داخلي رأس A از 
 E دایرة محیطي آن را در نقطة ABC مثلث

قطع کند، داریم:
AD.AE=AB.AC

اما عکس این قضیه هم درســت اســت. 
 BC ، A نیم ســاز ،ABC یعني اگر در مثلث
را در D قطع کند و AD را تا نقطة E امتداد 

دهیم و: AD.AE=AB.AC، آن گاه E روي دایرة محیطي مثلث ABC است. 
)اثبات با برهان خلف به عهدة خودتان است.(

حال با توجه به اندازة پاره خط ها در چهارضلعي شکل داریم:

AB.AD ,AO.AC
AB.AD AO.AC

6 4 24 3 8 24= × = = × =
⇒ =

بنابراین C روي دایرة محیطي مثلث ABD اســت، یعني ADCB یک 

چهارضلعي محاطي است. بنابراین مي توان نوشت: 
AO.OC BO.OD BO.OD 3 5 15= ⇒ = × =

. بنابراین: AB BO
AD OD

6 3
4 2

= = = و طبق قضیة نیم سازها داریم: 

OB x,OD x ( x)( x)

x

x BO ,DO

BD

2

3 2 2 3 15
15 5
6 2

5 1 3 1 1
2 22

5 1
2

= = ⇒ =

⇒ = =

= = ⇒ = =

⇒ =

 





حال به کمک قضیة بطلمیوس در چهارضلعي محاطي ADBC مي توان 
نوشت: 

AC.BD AB.CD AD.BC

( ) CD BC,BC CD

BC BC

5 18 6 4
2

1 2 1 2 1

= +

⇒ = + =

= ⇒ =



   

                        )چرا؟(

)گزینة الف(

3. به ســه صورت کلي مي توانیم شش نفر را بین دو میز تقسیم کنیم: 1 نفر 
میز اول و 5 نفر میز دوم؛ 2 نفر میز اول و 4 نفر میز دوم؛ 3 نفر روي هر میز.

!

6 3
3 3
2

  
  
  

4 راه و در حالت سوم  6
4 2
  
  
  

6 راه، در حالت دوم  5
1 5
  
  
  

در حالت اول 

راه براي انتخاب افراد وجود دارد. همچنین مي دانیم براي نشستن k نفر دور 
یک میزگرد، !(k- 1) طریق وجود دارد. پس تعداد راه هاي نشــاندن 6 نفر دور 

دو میز برابر است با:

! ! ! ! ! !
!

  
          × × + × × + × ×     

     
= + + =

6 3
6 5 4 6 3 3

4 3 1 2 2
1 5 4 2 2
144 9 4 274



  )گزینة ج(
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ايستگاه انديشه

 و ادب رياضي
پاسخ

ايستگاه انديشه

 و ادب رياضي

ایستگاه اول

ایستگاه دوم

اگــر ارزش یک روز کاري اســب کلاوس کوچک را x فرض 
 4x 2 و ارزش یک روز کار کلاوس بزرگx کنیم، ارزش کار خود او
است. حال اگر ارزش یک روز کار اسب کلاوس بزرگ y و تقسیم 

کاري فوق عادلانه باشد، باید داشته باشیم:
(x x) x y y x y / x6 2 4 4 4 14 3 5+ = + ⇒ = ⇒ =

یعني ارزش کار یک روز هر یک از اســب هاي کلاوس بزرگ 
3/5 برابر ارزش یک روز کار اسب کلاوس کوچک است.

1 2 3
1 3 6 6

2 0

3 0

4 5 6 7

5 1

6 5

7 1 2 3

4 5 6
9 1 1

9 0 0

9 1 0

9 1 1

9 0 0

4 1 0

7 8
1 9

2 9

3 9

4 9

5 0

6 0

9 10 11
7 4 4

9 1

1 9

1 1 4

1 3

3 0

7 9 4

4. از فرض مسئله داریم:
xy xy x y

x y
yx(y ) y x

y
(y )

y y

1 1 1

11 1
1

1 1 1 11
1 1

= ⇒ = +
+

⇒ − = ⇒ =
−

− +
= = +

− −

     

 

   

 

           

 

   

y و به ازاي  1 1−       حــال بــراي آنکه x,y∈N، لازم اســت کــه: 
هــر مقســوم علیه مثبــت 10000 یک جــواب بــراي (x,y) و از آنجا یک 
جواب براي y-100 به دســت مي آیــد. بنابراین جواب برابر اســت با تعداد 
مقسوم علیه هاي مثبت 10000 و مي دانیم تعداد مقسوم علیه هاي مثبت عدد 

k برابر است با:
kn p .p ...p1 2

1 2
αα α=

)k و 54×24=10000. )( )...( )1 21 1 1α + α + α +

 لذا تعداد مقسوم علیه هاي 10000 برابر است با: 25=)1+4()1+4( پس 
25 زوج مرتب (x,y) پیدا مي شود )گزینة د(.

, و  ,
2
π α β∈   

 5. با توجه به فرض مي توان نوشــت: y=sinβ ، x=sinα و 
در این صورت داریم:

x y sin cos sin cos sin( )∗ = α β+ β α = α +β

و اگر z=sinγ باشد:

(x y) z sin( ) sin cos cos
sin cos cos sin cos cos sin sin sin

( )1 3 5 1 4 12 3 2 12
2 5 13 2 5 13 5 2 3

5 2 4 1 3 5 24 18 2 1 2 15
13 2 5 2 5 13 65 65 65 3
33 56 2

13

∗ ∗ = α +β+ γ = α β γ
+ β α γ + γ α β− α β γ

⇒ ∗ ∗ = × × + × ×

+ × × − × × = + + −

+
=







)گزینة د(



آلبوم ریاضیات
احسان يارمحمدي

لئونارد اويلر

1. تمبر منتشر شده در سال 1957 در اتحاد جماهیر شوروي به مناسبت 250 امُین 
سال تولد لئونارد اويلر

2. تمبر منتشر شده در جمهوري دموكراتیک آلمان )آلمان شرقي سابق( به مناسبت 
200 امُین سال مرگ لئونارد اويلر

1

3. تمبر منتشر شده توسط آكادمي علوم جمهوري دموكراتیک آلمان در سال 1950
4. اسكناس 10 فرانكي سوئیس، مزين به تصوير لئونارد اويلر

5. تمبر منتشر شده در سال 1957 در سوئیس
6. تمبر منتشر شده در سال 1957 در جمهوري دموكراتیک آلمان )آلمان شرقي سابق(

رياضي »رشد  رياضیات« ســتوني در مجلة  »آلبوم 
برهان دورة متوســطة دوم« اســت كه به معرفي و ارائة 
تنديس ها،  و مدال هــا،  اســكناس ها  يادبود،  تمبرهاي 
به افتخار رياضي دانان  بناهاي يادبود و... كه  سرديس ها، 
ايران و جهان منتشر و ساخته شده اند، مي پردازد. هدف 
آن آگاه ساختن رياضي آموزان و رياضي ورزان از جايگاه 
پراهمیت رياضیات و رياضي دانان به روش غیررياضیاتي 
و كاربــردي در زندگي روزانة انسان هاســت. البته در 
هر شماره، به منظور آشــنايي خوانندگان با رياضي دان 
موردنظر به ارائة سطرهايي دربارة وي مي پردازيم. سپس 
موضوع اصلــي مقاله، يعني آلبــوم رياضیات را در پي 

مي آوريم.

اويلر  لئونارد  آلبوم رياضیات،  از  اين قسمت  موضوع 
)1783-1707(، رياضي دان نام دار سوئیســي است كه با 
حل كردن مسئلة پل هاي شهر »كونیگسبرگ« پايه گذار 
دانشي جديد در رياضیات به نام »نظرية گراف« شد. نقل 
شده اســت كه اويلر بدون هیچ گونه كوشش آشكار به 
انجام محاسبات رياضي مي پرداخت؛ همان گونه كه عقاب 
در آســمان پرواز مي كند و انسان نفس مي كشد. لئونارد 
اويلر، فرزند پلُ اويلر، به احتمال فراوان برجســته ترين 
دانشمندي است كه كشور سوئیس تاكنون به خود ديده 
اســت. پدر لئونارد اويلر رياضي دان شايســته اي بود و 
مدت ها نزد ژاك برنولي شاگردي كرده بود. او قصد داشت 
كه فرزندش نیز ادامه دهندة راه پدر باشد كه اين چنین 

نیز شد.
از دستاوردهاي اويلر مي توان موارد زير را بیان كرد:

 )الف
n n

x

xn

x x x xe lim ( ... )
n! ! ! ! n!

2

0

1
0 1 2

∞

→∞=
= = + + + +∑

 )ب
xn
lim ( ... )

n n

2

2 2 2 2 2
1

1 1 1 1 1
61 2 3

∞

→∞=

π
= + + + + =∑ )مسئلة بازل(

           
ixe )پ cos x isin x= + )فرمول اويلر، i عدد مختلط( 
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 مولوي و هزار     اندازه گيري ارتفاع هاي بلند      اثبات برخي نامساوي ها به كمك اتحادهاي جبري  
 بررسي هندسي شكل ستارة منتظم      رسم پاره خطي با طول تقریبي پي    زیر ذره بين! 

پارك بلچلي

از رياضيات براي شعبده بازي و تردستي مي توان استفاده كرد!
بازي هـا و تردسـتي هاي بسـياري وجـود دارنـد كه بعضـي از آن ها 
سـابقة چنـد صدسـاله دارند و زيبايـي و جذابيت رياضيـات را به خوبي 
نشـان مي دهنـد و منطـق آن هـا مبتنـي بـر رياضيـات اسـت. يكـي از 

مشـهورترين آن هـا شـعبده بازي بـا سـاعت ديـواري عقربه اي اسـت.
در جمعـي از افـراد سـاعت ديـواري را برمي داريـد و رو بـه آن هـا 
مي گيريـد و از يكـي از آن هـا مي خواهيد، يكي از عددهـاي روي آن )از 
1 تـا 12( را در ذهنـش تصـور كنـد. آن گاه از او مي خواهيـد، هم زمان با 
ضرباتـي كـه شـما با انگشـت روي صفحـة سـاعت مي زنيـد، يكي يكي 
بـه عـدد موردنظـرش اضافه كنـد )مثلًا اگر عـدد مورد نظرش 5 اسـت، 
بـا ضربـة اول شـما، آن را بـه 6، با ضربة بعـدي به 7 و... تغييـر دهد( تا 
وقتـي كـه به عـدد 20 برسـد. در آنجا با علامت دسـت ضربه زدن شـما 
را متوقـف مي كنـد و بـا تعجـب مي بينـد كـه انگشـت  شـما روي همان 

عـددي اسـت كـه او در ابتـدا در ذهنش تصور كرده اسـت!

ساعت جادويي!

روش كار
ايـن شـعبده بازي بسـيار سـاده اسـت. هفت ضربـة اولتـان را كاملًا 
تصادفـي روي صفحـه بزنيد، ولي ضربة هشـتم را روي عـدد 12، ضربة 
نهـم را روي 11 و به هميـن ترتيـب در جهـت خـلاف حركـت عقربه ها 
روي عددهـا ضربـه بزنيـد. وقتـي شـركت كننده شـما را بـه توقـف 
ضربـات دعـوت مي كند، انگشـت شـما روي همان عددي اسـت كه او 

ابتدا در نظر داشـته اسـت!

منطق رياضي شعبده بازي
فـرض كنيـم شـركت كننده عـدد x را در ذهـن داشـته باشـد. در 
ايـن صـورت از x+1 تـا 20 در ذهـن مي شـمارد. بنابرايـن x-20 عـدد 
را مي شـمارد و شـما x-20 ضربـه روي صفحـة سـاعت مي زنيـد. هفت 
 x- 13=7 -x- 20 ،ضربـة نخسـت تصادفي هسـتند. پس بقيـة ضربـات
ضربه اسـت. اوليـن اين ضربات روي 12، دومين روي 11، سـومي روي 
10 و... و n امُيـن ضربـه روي n-13 اسـت. پـس )x- 13( امُيـن ضربه 

روي عـدد x- 13(- 13=x( اسـت!
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