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  فصل اول
هاي همان  هاي هر دو نقطه دلخواه روي آن به تفاضل طول يك خط برابر است با نسبت تفاضل عرض شيب :شيب خط -1

B: نقطه 2 A

B A

y ym
x x

−
=

−
  شيب خط : 

axاگر معادله خط به صورت  by c+ + = xm: گاه  باشد، آن0
y

= −  

) نقطه   2 اگر مختصات    :معادله خط  نوشتن   -2 , )A x y1 ) و   1 , )B x y2 تـوانيم معادلـه آن را     مـي .  از خط را داشته باشيم     2
) نقطـه را در فرمـول   2صورت كه ابتدا شـيب خـط را نوشـته و سـپس يكـي از        بنويسيم بدين  )y y m x x− = −0  را 0

) .كنيم گذاري مي جاي )
y y

m y y m x x
x x
−

= ⇒ − = −
−

2 1
1 1

2 1

  

  . را در نظر بگيريدm2 و m1هاي   را با شيبL2 و L1 خط 2 : خط2 وضعيت -3
(I اگر m m=1   .اند  خط موازي2گاه   باشد، آن2

(II اگر m m× = −1 2   . خط بر هم عمودند2گاه   باشد، آن1
  : نقطه2 فاصله - 4

( , )
( ) ( )

( , )
A x y

AB x x y y
B x y
=⎧

⇒ = − + −⎨ =⎩

1 1 2 2
2 1 2 1

2 2
  

 برابـر  ABخـط   ، وسط پاره M دو نقطه در صفحه باشند، مختصات نقطه         B و   A اگر   :خط   مختصات نقطه وسط پاره    -5

A: است با B
M

y yy +
=

2
A و  B

M
x xx +

=
2

  

)فاصله نقطه  :نقطه از خط فاصله -6 , )A x y0 ax از خط 0 by c+ + = |:  برابر است با0 |ax by cAH
a b
+ +

=
+

0 0
2 2

  

ax هر معادله به شكل      :2معادله درجه    bx c+ + =2 هـاي ايـن    ، ريـشه x2 و x1اگـر  . باشد   يك معادله درجه دوم مي     0

bx: معادله باشند
a

− − Δ
=2 2

bb و  ac x
a

− + Δ
Δ = − ⇒ =2

14
2

  

a براي حل معادلات به شكل :غيرروش تغيير مت b c+ + =
2

t، بايد از تغيير متغير 0  استفاده كنيم تا معادله =
  : تبديل شود2به يك معادله به فرم درجه 

xاگر معادله : مثال x− +4 210 t باشد، با تغيير متغير 9 x= t، به معادله درجه دوم 2 t− + =2 10 9   .رسيم  مي0
  :گاه هاي معادله درجه دوم باشند، آن  ريشهx2 و x1 اگر :ها روابط بين ريشه

  | |
| |

x x
a
Δ

− =1 2) 3  cx x P
a

× = =1 2) 2  bx x S
a
−

+ = =1 2) 1  

x Sx P− + =2 0  
y سهمي به معادله :سهمي ax bx c= +   : همواره به يكي از دو صورت مقابل است2+

).  رأس سهمي هستندSرو نقطه  هاي روبه  در شكل-1 , ) ( , )bS x y S
a a
− −Δ

=
2 4

  

a اگر   -2 > aترين نقطه يا مينيمم و اگر          باشد، سهمي داراي پايين    0 <  باشد، سهمي داراي بالاترين نقطه يا مـاكزيمم        0
  .است

هاي  ناميم كه در واقع ريشه ا صفرهاي تابع ميها رx با محور fنقاط برخورد نمودار يك تابع مانند  :2صفرهاي تابع درجه 
)معادله  )f x =   . هستند0

  ضريب
 ضريب

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 

 

 جتبي لشينيممهندس : تهيه و تنظيم   يازدهم : موضوع 
فح

ص
ه  

ـ
۲  

@
riazi_sh 

Δدر يك معادله درجه دوم اگر  > Δ ريشه حقيقي متمايز دارد و اگر 2 باشد، معادله 0 =  باشد، معادله داراي يك ريشه 0
Δو اگر  <   . باشد، معادله ريشه ندارد0

axاگر در معادله درجه دوم  bx c+ + =2 0 ،Δ >   : باشد0
−P. اند علامت  ريشه هم2 > →2 −P. العلامت دارد  ريشه مختلف2 و معادله 0 < ⇒1 0  

x
P bx

a

=⎧
⎪− = ⇒⎨

= −⎪⎩

1

2

0
3 0  

)كه نمودار تابع با ضابطه   براي آنmحدود : مثال )f x mx mx m= + + +2 2 ها قرار گيرد را x، همواره بالاي محور 1
  .مشخص كنيد

≤كه سهمي بالاي محورها باشد، بايد،  براي آن: حل  Δ و x2 ضريب 0 <   . شوند0
)I m ≥ 0  
) ( )( )II b ac m m m m m m mΔ < ⇒ − = − + = − − < ⇒ >2 2 2 20 4 4 4 1 4 4 4 0 0  

mاگر  = )گاه   هم باشد، آن0 )f x yآيد كه خط   درمي1= mپس به ازاي . هاستx  بالاي محور1= ≥  f نمودار تابع 0
  .گيرد ها قرار ميxهمواره بالاي محور 

  :معادلات گويا

xي  هرگاه رابطه:  كسري2 معادلات  h
y z
)كنيم  اشد، براي حل معادله، طرفين، وسطين مي برقرار ب= )xz yh= معادله ،

  . كسر را صفر نكند، قابل قبول است2كه مخرج هيچ  كنيم و جواب با شرط آن را حل مي
  :طيل در نظر بگيريم را عرض مستy را طول مستطيل و x  اگر:مستطيل طلايي

x y x
x y
+

= ⇒ =  
  

Aي   هرگاه رابطه:معادلات راديكالي B=ي  رسانيم و معادله  مي2براي حل معادله، طرفين را به توان .  برقرار باشد
A B=   . قابل قبول است را صفر نكند،B و عبارت كه عبارت زير راديكال كنيم و جواب با شرط آن  را حل مي2

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  مجموع طول و عرض
 طول

  طول
 عرض
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  فصل دوم
)  را باr و شعاع o دايره به مركز : دايره-1 , )C o rدانيم هر نقطه كه روي دايره قرار دارد به فاصله  مي. دهيم  نشان مي
r از نقطه oاي كه فاصله آن از نقطه  چنين هر نقطه  قرار دارد و همo برابر r باشد، روي دايره ( , )C o rگيرد  قرار مي.  
  .رسم مثلثي كه طول سه ضلع آن معلوم باشد -2

  . باشد6 و 4،5 اضلاع آن مثلثي رسم كنيد كه طول
گاه براي پيدا كردن نقطه  ، آن باشدC  از5 و به فاصله B از 4 به فاصله Aاگر نقطه . كنيم  رسم مي6 را به طول BCخط  ابتدا پاره:حل 
A به مركز ،B چنين به مركز   و هم4 و شعاعC در دو نقطه ديگر را  اين دو دايره هم. كنيم اي رسم مي  دايره5 و شعاعAكنيم  قطع مي.  

:  اضلاع مثلث باشند، اين است كهc و a ،bكه اعداد  شرط آن -3
+ >⎧

⎪ + >⎨
⎪ + >⎩

a b c
a c b
b c a

 

  .گذرد و بر آن عمود است  ميAB وسط M، خطي است كه از نقطه ABخط   عمود منصف پاره: عمود منصف- 4
  :ABخط   ترسيم عمود منصف پاره-5

، B و يك بار هم به مركز نقطه Aنيم و يك بار به مركز نقطه ك  باز ميABخط  دهانه پرگار را بيش از نصف طول پاره
M و Mديگر را در نقاط  اين دو دايره يك. كنيم اي رسم مي دايره M و Mخط گذرنده از دو نقطه . كنند  قطع مي′ ′ 

  . استABعمود منصف 
  .كند  نيمساز خطي است كه زاويه را به دو قسمت مساوي تقسيم مي: نيمساز-6

  . هر نقطه روي نيمساز يك زاويه، از دو ضلع آن زاويه به يك فاصله است:نكته

aي  گاه رابطه هر:نسبت و تناسب c
b d
  : برقرار باشد، داريم=

  a c b d
b d a c
= ⇒ =) 2  a c ad bc

b d
= ⇒ =) 1  

  a c a c
b d a b c d
= ⇒ =

+ +
) 4  a c a b c d

b d b d
+ +

= ⇒ =) 3  

  گيري كلي بر مبناي مجموعه محدودي از مشاهدات  روش نتيجه:استدلال استقرايي
ايم،  ها را پذيرفته هايي كه درستي آن گيري منطقي بر پايه واقعيت  استدلالي است كه براساس نتيجه:استدلال استنتاجي

  .بيان شود
  :م باشد، داريBC موازي ضلع EFخط  ، پارهABC اگر در مثلث :قضيه تالس

  

  

  AE AF
BE FC

=  AE AF EF
AB AC BC

= =  

  جزء به كل  جزء به جزء  
  )كتاب درسي( كدام است؟ AC و FCخط   است، طول پارهBC موازي ABC ،EFدر مثلث : مثال

AE  :حل  AF x FC
EB FC x

= ⇒ = ⇒ = =
9 12 8
6

  

  AC AF FC= + = + =12 8 20  
  

عكس يك قضيه . شود، عكس قضيه است چه كه حاصل مي  اگر فرض و حكم يك قضيه را جا به جا كنيم، آن:عكس قضيه
  .تواند درست يا نادرست باشد مي

H  

 
H ′   

MH MH ′=   
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  .گاه ميانه وارد بر وتر، نصف وتر است ه باشد، آنالزاوي اگر مثلثي قائم: قضيه: مثال
  .الزاويه است گاه آن مثلث قائم  اگر در مثلثي ميانه وارد بر يك ضلع، نصف آن ضلع باشد، آن:عكس قضيه
گاه  كنيم كه حكم قضيه درست نباشد، آن در اين روش، ابتدا فرض مي.  نوعي استدلال در مسائل رياضي است:برهان خلف

  .شود رسيم و به اين ترتيب درستي حكم ثابت مي ه از استدلال استنتاجي به يك تناقض ميبا استفاد
  :مراحل اثبات به روش برهان خلف

B) حكم (A⇒) مسئله) : فرض  
  

  )1 (Aدرست نيست .  Aدرست      
⇒  ⇒.  درست استBگيريم، حكم  پس نتيجه مي   ⇒ ⇒… …  

    نادرستB  تناقض منطقي) 2(  
  

ADرو، اگر   در شكل روبه:عكس قضيه تالس AE
DB EC

DE :گاه ، آن= BC�  

  
  :قضيه دوشرطي

اي را قضيه  چنين قضيه. گاهي عكس يك قضيه درست است، در اين صورت عكس قضيه، خود نيز يك قضيه است
  .كنيم  بيان مي⇔هاي دوشرطي را با نماد  گوييم، قضيه دوشرطي مي

ازي يكي از اضلاع مثلث، دو ضلع ديگر را قطع كند، در اين صورت مثلث كوچكي  اگر خطي مو:ها قضيه اساسي تشابه مثلث
  .شود كه با مثلث اوليه متشابه است ايجاد مي

  .اند  زاويه از مثلثي با دو زاويه از مثلث ديگر برابر باشد، دو مثلث متشابه2 هرگاه :قضيه
ها برابر باشد،  هاي دو ضلع از مثلث ديگر متناسب باشد و زاويه بين آن هاي دو ضلع از مثلثي با اندازه  هرگاه اندازه:قضيه

  .دو مثلث متشابه است
  .اند هاي سه ضلع از مثلث ديگر متناسب باشد، دو مثلث متشابه هاي سه ضلع از مثلثي با اندازه  هرگاه اندازه:قضيه
  :الزاويه ارتفاع وارد بر وتر رسم شود، داريم  قائم هرگاه در مثلث:قضيه

  
AH BH CH
AB BH BC
AC CH BC

⎧ = ×
⎪ = ×⎨
⎪ = ×⎩

2

2

2

  

  
  
  

  
  

  
  
  

  
  
  

⎫⎪
⎬
⎪⎭
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  فصل سوم
)دقيقاً يك ) روي دامنه (xشود كه به ازاي هر  اي تابع گفته مي  به رابطه:تابع )f xكنيم دريافت .  

) هر تابعي به شكل :توابع گويا )( )
( )
P xf x
Q x

)ناميم، كه در آن   را يك تابع گويا مي= )P x و ( )Q xاي هستند  ، چندجمله

)اي  و چندجمله )Q xمثل .  صفر نيست( ) xf x
x

=
+

2
4

  

تواند صفر باشد، پس اعدادي كه مخرج را صفر  دانيم كه مخرج هيچ كسري نمي هاي گذشته مي  از سال:دامنه توابع گويا
Df}هاي مخرج ريشه{: كنند، عضو دامنه نيستند مي R= −  

)دامنه تابع : مثال )f x
x x

= +
−

1 1
1

  . آوريد را به دست

)  : حل  ) ( ) { , }
( )

xx xf x x x Df R
xx x x x
=⎧− +

= + = ⇒ − = ⇒ ⇒ = −⎨ =− − ⎩

01 1 1 1 0 0 1
11 1

  
  

  .دامنه توابع قبل از ساده كردن با هم برابر باشند) الف  
  : را برابر ناميم، هرگاهg و f دو تابع :تساوي دو تابع

  . تابع بعد از ساده كردن با هم برابر باشند2ضابطه ) ب  

) تابع 2: ثالم ) xf x
x

=
) و 3 )g x = } برابر است با f با هم برابر نيستند زيرا دامنه تابع 3 }R −  g ولي دامنه تابع 0

  .Rبرابر است با 
) هر تابعي به شكل :توابع راديكالي ) ( )f x P x=گوييم كه در   را يك تابع راديكالي مي

)آن،  )P xمنفي نيست .  
y نمودار تابع :رسم توابع راديكالي x=باشد  به صورت مقابل مي.  

) a با عددي مثل x اگر -1 )a > ) a از عدد مثل x به سمت چپ و اگر a جمع شود، نمودار به اندازه 0 )a >  كم 0
  .شود  به سمت راست منتقل ميaندازه شود، نمودار به ا

) b با عدد مثل y اگر -2 )b > ) b از عدد مثل y به سمت بالا و اگر b جمع شود، نمودار به اندازه 0 )b >  كم شود، 0
   .شود  به سمت پايين منتقل ميbنمودار به اندازه 

yنمودار تابع : مثال x= + +1    كدام است؟2

  
دهد و هر عدد غيرصحيح را به سمت  ح به خود همان عدد را نسبت مي تابع جزء صحيح به هر عدد صحي:توابع جزء صحيح

]. كند پايين رند مي ]x a a x a= ⇔ ≤ < + 1  
  :مثال

  [ / ]− =1 5 2) 3  [ / ] =4 5 4) 2  [ ] =5 5) 1  
] :نكته ] [ ]x n x n± = ±  
]ب معادله مجموعه جوا: مثال ] [ ]x x+ + =1 2    كدام است؟7
]  :حل  ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]x x x x x x x+ + = ⇒ + + = ⇒ = ⇒ = ⇒ ≤ <1 2 7 1 2 7 3 6 2 2 3  

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

=y x
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ها را عوض كنيم، مجموعه جديدي  اي از زوج مرتب است، جاي مؤلفه  كه به صورت مجموعهf اگر در تابع :وارون يك تابع
fگوييم و آن را با   ميfع تابع آيد كه به آن وارون تاب از روج مرتب به دست مي   .دهيم  نشان مي1−

)}وارون تابع : مثال , ),( , )}f = 1 2 3 )} برابر است با 4 , ),( , )}f − =1 2 1 4 3  
f و f نمودار تابع :نكته y نسبت به خط 1− x=ديگرند  قرينه يك.  

  :به دست آوردن ضابطه وارون يك تابع
) از x و به جاي x از نماد y حساب كنيم و در نهايت به جاي y را برحسب xكافي است كه ابتدا  )f x−1 استفاده 

  .كنيم
)ضابطه وارون تابع : مثال )f x x= −2    كدام است؟1

)  :حل  )y xy x x y x f x−+ +
= − ⇒ = + ⇒ = ⇒ =11 12 1 2 1

2 2
  

  .گويند اري نداشته باشد، تابع يك به يك ميهاي دوم تكر  به تابعي كه در زوج مرتب متفاوت خود، مؤلفه:تابع يك به يك
)}اگر تابع : مثال , ),( , ),( , ),( , )}f m m a= − −2 2 3 1 3   . را به دست آوريدa يك به يك باشد، 2

)  :حل  , )
{( , ), ( , ), ( , )}

( , )
f

m f a a
m f
− ∈⎧

⇒ = − ⇒ = − − − ⇒ =⎨ ∈⎩

1 3
1 2 2 1 3 2 2

3
  

  :گيريم  را در نظر ميgD و fDهاي   با دامنهg و f دو تابع :اعمال روي توابع
  f g f gD D D+ = )  و  ∩ )( ) ( ) ( )f g x f x g x+ = +) 1  
  f g f gD D D− = )  و  ∩ )( ) ( ) ( )f g x f x g x− = −) 2  
  .f g f gD D D= )  و  ∩ . )( ) ( ) ( )f g x f x g x= ×) 3  

  { | ( ) }f f g
g

D D D g x= ≠ )  و  ∩0 )( )( )
( )

f f xx
g g x

=) 4  

)رسم نمودار  )kf x از روي ( )f x:  
)براي رسم نمودار تابع با ضابطه  )kf xع  كافي است، عرض هر نقطه از نمودار تاب( )f x ،را k برابر كنيم .  

)براساس نمودار تابع : مثال )f xنمودار تابع ،( )f x −2   . را رسم كنيد1

  
)رسم نمودار  )f x⇐ ) كافي است نمودار تابع − )f x را نسبت به محور x ها قرينه كنيم تا نمودار( )f x− به دست 

  .آيد
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   چهارمفصل
  :گيري واحدهاي اندازه

روي آن با شعاع آن دايره مساوي  اي كه طول كمان روبه ي زاويه مركزي دايره  اندازه راديان برابر است با1 : راديان-1
  .است

L:  زاويه برحسب راديان باشد، داريمα شعاع دايره و rرو زاويه،   طول كمان روبهLاگر 
r

α =  

D: ديگر  تبديل درجه و راديان به يك-2 R
π

=
180

  

πشود، با فرض   متر ايجاد مي7، كماني به طول α، توسط زاويه 3اي به شعاع  در دايره: مثال = جه  برحسب درα، اندازه 3
  كدام است؟

=  :حل  = ⇒ = ⇒ = × =
L D D
r

α
π

7
7 73 180 140
3 180 9

  

  :هاي مثلثاتي روابط تكميلي بين نسبت
  

  
  
  
  
  
  
  

  

7علامت : مثال
9

cos( )πرا مشخص كنيد .  

πچون : حل  π π< <
7

2 9
  .، پس كسينوس منفي است)ناحيه دوم( قرار دارد 

  :روابط مهم
  tan .cotα α = 1) 2  sin cosα α+ =2 2 1) 1  

  tan
cos

α
α
= + 2

2
1 1) 4  cot

sin
α

α
= + 2

2
1 1) 3  

  :هاي مثلثاتي قرينه نسبت
  cos( ) cosα α− = +) 2  sin( ) sinα α− = −) 1  
  cot( ) cotα α− = −) 4  tan( ) tanα α− = −  

  :هاي مثلثاتي مكمل و متمم بتنس
  cos( ) cosπ α α− = −) 2  sin( ) sinπ α α− =) 1  
  cot( ) cotπ α α− = −) 4  tan( ) tanπ α α− = −) 3  
  cos( ) cosπ α α+ = −) 6  sin( ) sinπ α α+ = −) 5  

  cot( ) cotπ α α+ =) 8  tan( ) tanπ α α+ =) 7  

 

  اول  دوم  سوم  چهارم
  ربع

               نسبت مثلثاتي
-  -  +  +  sinα  
+  -  -  +  cosα  
-  +  -  +  tanα  
-  +  -  +  cotα  
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  cos( ) sinπ
α α− =

2
) 10  sin( ) cosπ

α α− =
2

) 9  

  cot( ) tanπ
α α− =

2
) 12  tan( ) cotπ

α α− =
2

) 11  

  cos( ) sinπ
α α+ = −

2
) 14  sin( ) cosπ

α α+ =
2

) 13  

  cot( ) tanπ
α α+ = −

2
) 16  tan( ) cotπ

α α+ = −
2

) 15  

  : راديانkπ2هاي مثلثاتي زوايا با مجموع يا تفاضل  نسبت
kπهرگاه زاويه به صورت  α±2توان از   بود، ميkπ2نظر كرد  صرف.  

)sin: مثال k2 ) sin( )π α α+ =  
  :يتوابع مثلثات

siny  :رسم تابع سينوس x= ⇒  
  

  
  

cosy  :رسم تابع كسينوس x= ⇒  
  

  
  

)sinنمودار تابع : مثال )y x π
= −

2
  . را رسم كنيد

π منهاي xچون : حل 
2

π شده، پس به اندازه 
2

  .رويم  به سمت راست مي

)sinبع توا )y a bx c= )cos و + )y a bx c= +  

دوره تناوب اين توابع 
| |

T
b
π

=
|ترين مقدار تابع برابر  بيش.  است2 |aترين مقدار تابع برابر   و كم| |a−باشد  مي.  
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  فصل پنجم
  : دو عدد حقيقي باشند، داريمy و x و 1 دو عدد حقيقي مثبت و مخالف b و a اگر :هاي حقيقي  توان-1

  .x y x ya a a +=) 3  x
xa
a

− =
1) 2  a =0 1) 1  

  .( )x y x ya a=) 6  ( ) .x x xab a b=) 5  
x

x y
y

a a
a

−=) 4  

) هر تابع با ضابطه :تابع نمايي ) xf x a= كه در آن a يك عدد 
  .حقيقي مثبت و مخالف يك باشد، تابع نمايي نام دارد

a اگر :نكته > >a باشد، تابع صعودي و اگر 1 <0  باشد، تابع نزولي 1
  .است
)ها را در نقطه y نمودار تابع، محور :نكته , )0   .ها برخوردي نداردxكند و با محور   قطع مي1

xyهاي   نمودار توابع با ضابطه-2 a= و ) xa y a−> a) و 0= ≠   .اند ها قرينهy نسبت به محور 1
, هر معادله به صورت :ت نماييمعادلا ) ua b a b≠ = ) و 71 ,a b > اگر بتوان پايه دو طرف را .  يك معادله نمايي است0

  .گيرند ها برابر هم قرار مي گاه توان يكسان كرد، آن
x  معادله:مثال x+ − +=3 1 2 19   . را حل كنيد27

  :حل 
( )

( )

x x x
x x

x x x
x x x

+ + +
+ − +

− + − + − +

⎧ = =⎪ ⇒ = ⇒ + = − + ⇒ =⎨
= =⎪⎩

3 1 2 3 1 6 2
6 2 6 3

2 1 3 2 1 6 3
9 3 3 13 3 6 2 6 3

1227 3 3
  

) وارون تابع نمايي با ضابطه :تابع لگاريتمي ) xf x a= را به صورت 
( ) x

af x Log−  a در مبناي xدهيم و آن را لگاريتم   نشان مي1=
  .ناميم مي
)ها را در نقطه x نمودار تابع، محور :نكته , )1 كند و با محور   قطع مي0
yها برخوردي ندارد.  

) دامنه تابع :دامنه توابع لگاريتمي )
( )( ) g x
h xf x Log=آيد رو به دست مي  از حل نامعادلات روبه :

) ( )
) ( )
) ( )

g x
h x
h x

>⎧
⎪ >⎨
⎪ ≠⎩

1 0
2 0
3 1

  

)دامنه تابع : مثال )
( )( ) x
xf x Log −
+= 2

  . را به دست آوريد1

  :حل 
)
) ( , )
)

f

x x
x x x D
x x

− > ⇒ >⎧
⎪ + > ⇒ > − ⇒ > ⇒ = +∞⎨
⎪ + ≠ ⇒ ≠⎩

1 2 0 2
2 1 0 1 2 2
3 1 1 0

  

  :هاي لگاريتمي ويژگي
  x b

aLog b a x= ⇒ =) 3  a
aLog = 1) 2  aLog =1 0) 1  

  .x y x y
a a aLog Log Log+ =) 6  n

x x
aa

Log Log
n

=
1) 5  

mx x
a aLog m Log=) 4  

      
x

x y y
a a aLog Log Log− =) 7  

Log/اگر : مثال =2 0 Log/ و 3 =3 0 Log0/، مقدار تقريبي 48    كدام است؟75

//  :حل  / / /Log Log Log Log Log Log= ⇒ = = − = − = − × = −
2

3
0 75 3 4 3 2430 75 0 48 2 0 3 0 12

4
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xتساوي  اگر :معادلات لگاريتمي y
a aLog Log=توان نتيجه گرفت كه   برقرار باشد، ميx y=  

  .معادله زير را حل كنيد: مثال
( ) ( )x xLog Log+ ++ =1 4
2 2 2  

)  :حل  )( ) ( )( ) ( )x x x
Log x x x x x x x x

x
+ + =⎧

⇒ = ⇒ + + = ⇒ + + = ⇒ + = ⇒ + = ⇒⎨ = −⎩
1 4 2 2 2

2
0

2 1 4 2 5 4 4 5 0 5 0
5

  
  

xمقدار  =   .كند اريتم را منفي مي قابل قبول نيست زيرا عبارت جلوي لگ5−
)نمودار تابع : مثال )xy Log −= +   . را رسم كنيد12
  .رويم  منهاي يك شدند، پس ما يك واحد به سمت راست ميx مقادير -1 :نكته

  .رويم  واحد به سمت بالا مي2 جمع شده است، پس 2 تابع لگاريتمي با عدد -2

  
گيري بزرگي زمين لرزه است كه ميزان انرژي آزادشده زلزله را   مقياسي براي اندازه مقياس ريشتر،:ابع لگاريتميكاربرد ت

) در واحد E و انرژي آزادشده برابر Mاي برابر  اگر بزرگي زلزله. دهد نشان مي )Ergاشد داريم ب:  
/ /ELog M= +11 8 1 5  

  

  
  
  

  

  

  

  

  

�  

2
1

( )log x −+ 12
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  فصل ششم
  :مفهوم حد راست و چپ

)اي مانند   در بازهfفرض كنيم تابع  :حد راست -1 , )x b0 تعريف شده باشد، حد راست f در x0برابر  L است، هرگاه 
 x0 از سمت راست به قدر كافي به xكه   نزديك كرد، به شرط آنL را به هر اندازه دلخواه بتوان به fمقادير تابع 
lim: نويسيم ، در اين صورت مينزديك شود ( )

x x
f x L

+→
=

0

  

)اي مانند   در بازهf فرض كنيم تابع : حد چپ-2 , )a x0 چپ تعريف شده باشد، حد f در x0 برابر L است، هرگاه 
 نزديك x0به قدر كافي به چپ  از سمت xكه   نزديك كرد، به شرط آنL را به هر اندازه دلخواه بتوان به fمقادير تابع 

lim: منويسي شود، در اين صورت مي ( )
x x

f x L
−→

=
0

  

)اي مانند   در بازهf فرض كنيم تابع : حد تابع-3 , )a b شامل x0)  به جز احتمالاً خودx0 (هر تابع . تعريف شده باشد
f در x0 برابر عدد  L است، هرگاه مقدار تابع f را به هر اندازه دلخواه بتوان به Lكه  به شرط آن.  نزديك كردx از 

lim.  نزديك شودx0 كافي به دو طرف به قدر ( )
x x

f x L
→

=
0

  

  
lim ( )
x x

f x L
→

=
0

lim اگر و تنها اگر  ( )
x x

f x L
+→

=
0

lim و  ( )
x x

f x L
−→

=
0

  

  
xطه حد در نق. رو است  به صورت روبهfنمودار تابع : مثال   . را بررسي كنيد1=
 به fشويم، مقدار تابع  با توجه به نمودار وقتي از سمت راست به نقطه يك نزديك مي:  حد راست- 1: حل 

  .شود يك نزديك مي
lim ( )
x

f x
+→

=
1

1  

  .شود  نزديك مي1− به fشويم، مقدار تابع   نقطه يك نزديك ميبا توجه به نمودار وقتي از سمت چپ به: چپ حد -2
lim ( )
x

f x
−→

= −
1

1  

x در خود نقطه مقدار -3   . است1− برابر 1=
xت در نقطه كه مقدار حد چپ و راس به دليل اين x در نقطه f برابر نيست، پس تابع 1=   .، حد ندارد1=

|اگر : مثال |( ) xf x
x

lim باشد، آيا = ( )
x

f x
→0

   موجود است؟

  :حل 
lim ( )

| |( ) ( )
lim ( )
x

x

x f xx
x xf x f x

x f xx x
x

+

−

→

→

⎧ = +⎧= ≥⎪ ⎪⎪= ⇒ = ⇒⎨ ⎨− = −⎪ ⎪= − < ⎩⎪⎩

0

0

11 0

11 0
  

)چپ و راست با هم برابر نيستند، پس تابع حد  )f x در x =   . حد ندارد0
  :محاسبه حد تابع

) اگر : حد تابع ثابت-1 )f x k= باشد، در هر نقطه دلخواه a حد تابع ،( )f x برابر kاست .  
)اگر : مثال )f x = lim: گاه  باشد، آن3 ( ) lim ( )

x x
f x f x

→ →−
= =

1 2
3  

) اگر : حد تابع هماني-2 )f x x= باشد، در هر نقطه دلخواه a حد تابع برابر ،aاست .  
lim: مثال

x
x

→
=

5
lim و 5

x
x

→
=

2
2  

limاگر  ( )
x a

f x L
→

lim و = ( )
x a
g x m

→
  :گاه ، آن=
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lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x L m
→ → →

⇒ + = + =   1( حد مجموع +

lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x L m
→ → →

− = − =   2( حد تفاضل −

  lim( ( ) ( )) lim ( ) lim ( ) .
x a x a x a

f x g x f x g x L m
→ → →

⇒ × = ×   3(ضرب   حد حاصل=

). مخرج بايد مخالف صفر باشد )( )
( )
f x LLim m
g x m

⇒ = ⇒ ≠   4( حد تقسيم 0⇒

limاگر  ( )
x a

f x L
→

  :گاه ، آن=

lim( ( )) lim ( )
x a x a

Cf x C f x C L
→ →

= × = ×) 1  

lim( ( )) (lim ( ))n n n

x a x a
f x f x L

→ →
= =) 2  

) اگر حاصل :نكته )lim
( )x a

f x
g x→

0 برابر با 
0

) شود، ابتدا بايد  )f x و ( )g x را بر x a− ساده كنيم و سپس با استفاده از 

  .قانون تقسيم، حدها را بررسي كنيم
  .حاصل حد زير را به دست آوريد: مثال

( ) ( )lim
( ) ( )x

x x
x x→−

+ + − + − +
= =

+ + − + − +

2 2

2 21

3 2 1 3 1 2 0
5 4 1 5 1 4 0

  

)  :حل  )( )lim lim lim
( )( )x x x

x x x x x
x x x x x→− →− →−

+ + + + + − +
⇒ = = = =

+ + + + + − +

2

21 1 1

3 2 1 2 2 1 2 1
5 4 1 4 4 1 4 3

  

  :حد توابع جزء صحيح
دهيم، سپس با  در محاسبه حد توابع شامل جزء صحيح ابتدا با توجه به تعريف جزء صحيح، به جاي آن، عدد ثابتي قرار مي

  .دهيم توجه به قضاياي حد، حدگيري را انجام مي
  .حاصل حد زير را به دست آوريد: مثال

lim([ ] ) lim[ ] lim( ) ( )
x x x

x x x x
− − −

−

→ → →
+ = + = + = =

1 1 1
3 1 3 0 3 3 1 3  

  
  

  :پيوستگي
xتابع در ) 1   C=حد داشته باشد .  

C را در نقطه fتابع  R∈گوييم، هرگاه  پيوسته مي  
xحد تابع در ) 2   c= با مقدار تابع در Cبر باشد برا.  

  

lim هرگاه :پيوستگي راست ( ) ( )
x C

f x f C
+→

x، در fگوييم تابع  ، در اين صورت مي= C=پيوستگي راست دارد .  

lim هرگاه :پيوستگي چپ ( ) ( )
x C

f x f C
−→

x، در fگوييم تابع  ، در اين صورت مي= C=پيوستگي چپ دارد .  

  :پيوستگي روي بازه
) روي بازه fتابع ) 1 , )a bپيوسته است، هرگاه در هر نقطه اين بازه پيوسته باشد .  
] روي بازه fتابع ) 2 , ]a b پيوسته است، هرگاه f در بازه ( , )a b پيوسته باشد و در نقطه a پيوستگي راست و در ،

  . پيوستگي چپ داشته باشدbنقطه 
  
  

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭
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  فصل هفتم
  :احتمال شرطي

) كه آن را با B به شرط A احتمال منظور از | )P A Bدهيم، احتمال وقوع پيشامد   نمايش ميAكه   است، به شرط آن
  . رخ داده استBبدانيم پيشامد 

( )P B ≠ )  و  0 )( | )
( )

P A BP A B
P B

=
∩  

  .ديگرند  مستقل از يكB و Aگاه پيشامدهاي   تأثير نگذارد، آنA بر احتمال وقوع B هرگاه وقوع :پيشامد مستقل
)كه   معادل است با اينB از Aستقل بودن م ) ( ). ( )P A B P A P B=∩  

اگر احتمال قبولي علي در درس .  است8/0 و 7/0كه علي در درس رياضي و فيزيك قبول شود، به ترتيب  احتمال اين: مثال
كه علي حداقل در يكي از اين دو درس قبول   باشد، احتمال آن75/0قبول شود برابر كه در درس فيزيك  رياضي به شرط آن

  .شود را به دست آوريد
)  :حل  ) /A P A= ⇒ = 0    درس رياضي7

( ) ( )( | ) /
( ) /

P A B P A BP A B
P B

⇒ = = = 0 75
0 8

∩ ∩  
  ( ) /B P B= ⇒ = 0    درس فيزيك8

( ) / / /P A B⇒ = × =0 8 0 75 0 6∩  
( ) ( ) ( ) ( ) / / / /P A B P A P B P A B= + − = + − =0 7 0 8 0 6 0 9∪ ∩  

  :آمار توصيفي

nx. شود ها كه بر تعداد كل تقسيم مي  برابر است با مجموع همه داده:ميانگين x x
X

N
+ + +

= 1 2 …  

 Q2ناميم و آن را با  هاي قبل و بعد آن با هم برابر است را ميانه مي ها، مقداري كه تعداد داده  پس از مرتب كردن داده:ميانه
  .دهيم نمايش مي

  .شوند  جمع ميa جمع كنيم، ميانگين و ميانه هم با عدد aها را با عدد ثابت   اگر همه داده:نكته
  .شوند  ضرب ميaر عدد  ضرب كنيم، ميانگين و ميانه هم دaها را در عدد ثابت   اگر همه داده:نكته
  .ها باشد  لزومي ندارد ميانه عضوي از داده:نكته
  .ي وسط برابر ميانه است ها زوج باشد، ميانگين دو داده  اگر تعداد داده:نكته

   ضريب تغييرات-4 انحراف معيار؛ -3 واريانس؛ -2 دامنه تغييرات؛ -1 :هاي پراكندگي شاخص

  .دهند  نمايش ميRترين داده و آن را با  ترين داده از بزرگ  عبارت است از اختلاف كوچك: تغييرات دامنه-1

): ها  انحرافات از ميانگين دادهمجذور ميانگين : واريانس-2 ) ( )nx x x x
N

σ
− + + −

=
2 2

2 1 …  

  .دهند  نمايش ميσآن را با نامند و   واريانس را انحراف معيار مي جذر: انحراف معيار-3

CV. دهند  نشان ميCV برابر است با نسبت انحراف معيار به ميانگين و آن را با : ضريب تغييرات- 4
X
σ

=  

  :ها چارك
كنند،  شده را به چهار قسمت مساوي تقسيم مي ي مرتبها مقاديري هستند كه داده) چارك اول و دوم و سوم(ها  چارك

  .دهند  نشان ميQ3 و چارك سوم را با Q1چارك اول را با . چارك دوم همان ميانه است
  .هاي زير، ميانه، ميانگين، واريانس و ضريب تغييرات را محاسبه كنيد براي داده: مثال

, , , , ,2 4 4 4 4 6  

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩
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Q  :حل  +
⇒ = =2

4 4 4
2

Q. گيرد  وسط قرار ميكهاي است   داده ⇒2) 1  

  X + + + + +
= = =

2 4 4 4 4 6 24 4
6 6

) 2  

  ( ) ( ) ( )
σ

− + × − + − +
= = = =

2 2 2
2 2 4 4 4 4 6 4 4 4 8 4

6 6 6 3
) 3  

  σ = =
4 2
3 3

) 4  

  CV
X
σ

= = = =

2
1 33

4 62 3
) 5  
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