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مقدمه

متوسطه اول (سال دهم سال دانش آموزان برای تجربی و ریاضی رشته دهم ریاضی عنوان تحت حاضر مجموعه
نویسی فرمول نحوه و صفحه آرایش نوع از و کرده ام استفاده LATEX از بار اولین برای است. شده نگاشته دوم)
کتاب متن از موارد از بسیاری در شد. خواهید LATEX برتری متوجه درسی کتاب حتی و کتابها سایر با درقیاس
کتاب مطالب که بود کتابی نوشتن هدف چراکه است شده استفاده کتاب های مثال حتی و کتاب شکل های یا
تعداد باشد. درسی کتاب های سرفصل پوشش برای بیشتری مطالب شامل حال عین در و دهد پوشش را درسی
ریاضی بر نسبی تسلط شرط که کنم تاکید باید و درسی) کتاب به است(نسبت زیاد چشمگیری بطور تمرینات
کاملا هم گاهی و هستند متن در های مثال از تکراری و سرراست محاسبه یک گاه تمرین ها است. تمرین حل
هدف عنوان به ذهن در که را آنچه بتوانم تا داشته ام ها تمرین و ها مثال انتخاب برای زیادی وسواس متفاوت.
می که آنجا تا باید و هستند درس ادامه ها تمرین که نکنید فراموش کنم.پس اجرا کمال و تمام به دارم درس آن
مسئله درس کلاس در دوستان با توانید می کردید برخورد مشکلی به چنانچه کنید. اقدام آنها حل جهت در توانید
پاسخگوی همواره بنده نشد حل هم هم فکری با و بود مشکل خیلی مسئله ای اگر نهایتا و کنید حل هم فکری با را
سوالات فصل هر پایان در . نرسد) هم دست یک انگشتان تعداد به مسائلی چنین تعداد کنم فکر هستم.( شما
بنده باور به دهید،اگرچه افزایش را خود مهارت نیز زدن تست در تا داده ام قرار آن کلید با را سراسری آزمون
برای پرورانده ام ذهن در که آنچنان حاضر کتاب تدریس امیدوارم داد. انجام تست بدون باید را صحیح آموزش

باشد. مفید عزیزان شما

صمدی فرهاد

٩۵ تابستان
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١ فصل

ها دنباله و ها مجموعه

ها مجموعه ١ . ١

اعداد های مجموعه ١ . ١ . ١

سپس و کرده بررسی را آنها پیدایش نحوه و شناخته اید تابحال که را اعدادی مجموعه ی ابتدا بخش این در
تعریف آنها بر را تفاضل و اشتراک , اجتماع چون عملیات هایی و میکنیم بررسی کلی حالت در را مجموعه ها
از مانده بجای آثار از . نیست دسترس در اعداد تکامل و شکل گیری نحوه از دقیقی تاریخچه ی کرد. خواهیم
خطوط کرده اند. می استفاده خود روزمره ی کارهای در شمارش از چگونه که زد حدس می توان تنها گذشتگان
٨٠٠٠ حدود به متعلق است شده یافت آفریقا قاره ی در کنگو در که گاو یک ران استخوان بر کوچک موازی
قبیله افراد یا گوسفندان یا فرزندان شمارش مثلا ) شمارش واحد هر ازای به شمارش برای آنها است. پیش سال
کرده اند. استفاده شمارش برای سنگریزه از نیز گاهی کرده اند. می حک چوب یا استخوان بر خط یک (.... و
یک کردن خم و انگشتان بودن دسترس در باشد. دست انگشتان از استفاده شمارش راه ترین ابتدایی شاید
است. علت همین به ١٠ و ۵ مبناهای از بشر استفاده دلیل و ساده ایست کار چیز یک شمارش ازای به انگشت
پابرهنه بشر که است دورانی یادآور و داشته رواج جنوبی آمریکای در مایاها قوم میان در هم ٢٠ مبنای حتی
بشر استفاده مورد مجموعه ابتدایی ترین (چرا؟) . است بوده ٢٠ عدد معادل مرد هر دستگاه این در است. بوده

است: زیر بصورت طبیعی اعداد مجموعه است. بوده طبیعی اعداد مجموعه می دانید که همانطور

N =
{

١, ٢, ٣, . . .
}

باهم را طبیعی اعداد از دلخواه عدد دو چنانچه کنیم. معرفی N مجموعه مورد در را جالب خاصیتی است لازم
عدد دو b, a اگر کلی حالت در ١+ ٣ = ۴ ∈ N : مثال بعنوان است طبیعی عدد هم باز حاصل کنیم جمع
نسبت N بودن بسته اصطلاحا را خاصیت این است. طبیعی عددی نیز a + b که است واضح باشند طبیعی

نامیم. می + عمل به
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عمل به نسبت چطور؟ تفریق عمل به نسبت است؟ بسته ضرب عمل به نسبت N مجموعه آیا .١ . ١ مثال
چطور؟ تقسیم

بسته ضرب به نسبت مجموعه این دهید نشان بگیرید. نظر در را A = { ٢n |n ∈ N} مجموعه .١ . ١ تمرین
چطور؟ تقسیم به نسبت چطور؟ جمع به نسبت است

است؟ بسته جمع به نسبت مجموعه این آیا بگیرید. نظر در را B = {−١, ٠, ١} مجموعه .١ . ٢ تمرین
چطور؟ ضرب به نسبت

و جمع اعمال به نسبت مجموعه این دانیم می بطوریکه داریم A چون ای مجموعه کنید فرض .١ . ٣ تمرین
است. صحیح اعداد مجموعه همان A مجموعه این که کنید ثابت هست. نیز یک عدد شامل و است بسته تفریق

بسته تفریق به نسبت N شد. طبیعی اعداد مجموعه ضعف متوجه توان می بودن بسته تعریف به توجه با حال
نمی را بودن مقروض که شد متوجه خود معاملات برای بشر که زمانی است. N ضعف بزرگترین این نیست.

بگیرد. بکار را صحیح اعداد شد مجبور و کرد حس را صحیح اعداد خلاء داد نمایش طبیعی اعداد با توان

: از عبارتست دهیم می نشان Z نماد با که را صحیح اعداد مجموعه .١ . ١ تعریف

Z =
{
· · · ,−١−,٢, ٠, ١, ٢, · · ·

}
است. آلمانی لغتی که باشد می Zahlen کلمه خاطر به دهند می نمایش Z حرف با را صحیح اعداد اینکه
کنید دقت مثال عنوان به بود تقسیم عمل به نسبت نبودن بسته ضعف دارای خود ی نوبه به نیز صحیح اعداد

: که
٢
۴
=

١
٢
= ٠٫۵ /∈ Z

کمک به توان می که ممکن کسرهای تمام شامل که بود نیاز مورد ای مجموعه Z ضعف این کردن برطرف برای
کنیم: می تعریف زیر بصورت و نامیم می گویا اعداد را مجموعه این باشد. ساخت صحیح اعداد

معنای به Quotient کلمه اول حرف Q ) دهیم می نشان Q نماد با که را گویا اعداد مجموعه .١ . ٢ تعریف
کنیم: می تعریف زیر بصورت قست) خارج

Q =
{a
b
| a, b ∈ Z, b ̸= ٠

}
است. بسته +,−,×,÷ اصلی عمل چهار هر به نسبت که است ای مجموعه کوچکترین گویا اعداد مجموعه
معروف فیثاغورثیان به که فیثاغورس مکتب پیروان واقع در نیست. نقص بی هم مجموعه همین حال این با
نوشت. کسر بصورت توان نمی را ١ ضلع به مربعی قطر که بردند پی کننده نگران حقیقت این به بار اولین بودند
شدند نگران کشف این از پنداشتند می نقص و عیب بی آنرا و داشتند گویا اعداد به کامل ایمان که فیثاغورثیان
یک در مکتب این پیروان از تن دو که اند کرده نقل داستانی حتی و بودند داشته نگاه پنهان را آن سالها تا و
در دیگران با را آن سفر از پس گفت و کرد گاه آ مهم راز این از را دیگری آنها از یکی و بودند سفر عازم کشتی

کند. پرتاب دریا به را او دوستش تا شد باعث امر همین گذاشت. خواهم میان
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.
√

٢ جز نیست عددی عدد این . است اصم یا گویا غیر عددی یک ضلع به مربعی قطر که دانیم می اکنون
دلخواه صحیح عدد دو هر ازای به بهتر بعبارت نوشت کسر یک بصورت توان نمی را

√
٢ که کرد ثابت توان می

a

b
̸=
√

٢ : داریم همواره b, a

آن اثبات برای تلاش اما ندارید اختیار در را
√

٢ بودن گنگ اثبات برای لازم ابزار هنوز اگرچه .۴ . ١ تمرین
تصور منظور بدین نیست. گویا

√
٢ کنید ثابت است گنگ

√
٢ کنید ثابت اینکه برای نیست. لطف از خالی

تحویل حاصل کسر که کنید فرض و
√

٢ =
a

b
باشیم: داشته باید پس باشد گویا بخواهد

√
٢ اگر که کنید

خاصیت از استفاده و طرفین رساندن ٢ توان به با نشود). ساده دیگر آن مخرج و صورت که کسری ) است ناپذیر
نام خلف برهان همان یا غیرمستقیم اثبات روش این ) نیست. سازگار فرض با که برسید عبارتی به بودن زوج

.( دارد

π عدد دارد زیادی قدمت ،که گنگی اعداد از دیگر یکی دهیم. می نشان Q′ نماد با را گنگ اعداد مجموعه
ارتباط در دایره تربیع مسأله با پی عدد پیدایش داستان است. π عدد آن قطر به دایره محیط نسبت است.
محاسبه کنید. جستجو گوگل در را « دایره «تربیع همین توانید می دایره تربیع با آشنایی برای است. تنگاتنگ
نوشته ریاضیات تاریخ کتاب به توانید می هستید علاقمند چنانچه دارد. جالبی داستان نیز پی عدد تقریبی مقدار
رایگان و موجود کتابناک سایت در جلدی دو کتاب این pdf نسخه کنید.( مراجعه ١١۵ صفحه ایوز هاوارد
ریاضی و منجم کاشانی جمشید الدین غیاث توسط که کنیم اشاره پی عدد از تقریبی به نیست بد اینجا در است).
این کند. تقریب بدرستی اعشار رقم شانزده تا را پی عدد توانست وی است. آمده بدست بیگ الغ دربار دان
ریاضی کولن وان لودولف توسط میلادی ١۶١٠ سال در سرانجام تا بود پابرجا سال دویست حدود تا رکورد
پسر و گورکانی تیمور نوه گورکانی بیگ الغ کرد. تقریب رقم ٣۵ تا را پی عدد وی شد. شکسته آلمان اهل دان
ای ویژه اهتمام دانش و هنر به ، بود عیار تمام خونریز یک که پدربزرگش خلاف بر وی بود. گورکانی شاهرخ

گرفت. فرا کاشانی جمشید نزد ریاضی اطلاعات هم کمی و داشت تبحر نجوم در حتی وی داشت.
است. زیر بصورت اول مجموعه سه بین رابطه اید. شده آشنا Q′ ,Q , Z, N های مجموعه با تاکنون

N ⊆ Z ⊆ Q

کرد. تعریف هم را حقیقی اعداد مجموعه توان می حال دارد؟ جایگاهی چه Q′ مجموعه رابطه این در

علامت ) . R = Q
∪

Q′ : با است برابر دهیم می نشان R نماد با که را حقیقی اعداد مجموعه .١ . ٣ تعریف
اید). شده آشنا آن با حدودی تا نهم کلاس در که است اجتماع معنای به

∪
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اعداد مجموعه بین ی رابطه :١ . ١ شکل

نقصان دارای اصلی) اعمال به نسبت بودن بسته نه ) دیگر شکلی به نیز حقیقی اعداد مجموعه ریاضی: مجله
معادله آن جوابهای که دارند وجود دومی درجه معادلات اینحال با اید نخوانده هنوز را دوم درجه معادلات است.
این جواب واقع در است. عجیبی عدد آن جواب که x٢ + ١ = ٠ معادله مثل نیست. حقیقی عددی دیگر
و دارند نام مختلط اعداد عجیب اعداد این بله .i٢ = −١ که عجیب ویژگی این با i بنام است عددی معادله

کنید. ملاحضه را فارسی پدیای ویکی بیشتر مطالعه برای شوند. می داده نشان C نماد با
اعداد از برخی موقعیت زیر اشکال در دارد. وجود حقیقی اعداد محور روی ای نقطه حقیقی عدد هر به متناظر

است. شده داده نشان محور روی

اعداد محور روی گنگ و گویا اعداد نمایش :١ . ٢ شکل

معرفی شما به را زیبایی بسیار حل راه شکل این که شد خواهید متوجه کنید نگاه ٢.١بدقت شکل به اگر
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N از بزرگتر که را اعداد از مجموعه آخرین سرانجام است. ساده شکل یک از بیش آن ارزش و است کرده
از عبارتست دهیم می نشان W نماد با که حسابی اعداد مجموعه کنیم. می معرفی را است Z از کوچکتر و

. W = {٠, ١, ٢, ٣, · · · }

کنید. کامل مناسب مجموعه با را خالی جاهای .۵ . ١ تمرین

a)R−Q = b)Z−W =

c)N−W = d)Q′ −Q =

حقیقی اعداد های بازه ١ . ١ . ٢

بگیرید: نظر در را زیر نامعادله دو ها بازه با آشنایی و مطلب به ورود برای

−١ ≤ ٢x+ ١
٣

< ٣ (١) , ٣x+ ١ < ٧ (٢)

مجموعه و {x ∈ R | −٢ ≤ x < ۴} از عبارتست ١ شماره معادله جواب مجموعه نامعادله دو این حل با
تر ساده نمادی با را جواب مجموعه توان می آیا .{ x ∈ R | x < ٢} از عبارتست ٢ شماره معادله جواب
مجموعه هستند. نویسی ساده این برای ما جوابگوی ها بازه است. مثبت جواب نوشت؟ فوق های مجموعه از
است. (−∞, ٢) کران بی ی بازه ٢ شماره نامعادله جواب مجموعه و است [−٢, ۴) ی بازه ١ نامعادله جواب

رویم. می ها بازه تعریف سراغ به حال

شود: می تعریف زیر های بصورت که است حقیقی اعداد از ای مجموعه زیر ، بازه یک .۴ . ١ تعریف

(a, b) = {x ∈ R | a < x < b} باز ی بازه

[a, b) = {x ∈ R | a ≤ x < b} باز نیم ی بازه

[a, b] = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b} بسته ی بازه

(a,+∞) = {x ∈ R | x > a} کران بی باز ی بازه

[a,+∞) = {x ∈ R | x > a} کران بی باز نیم ی بازه

(−∞, a) = {x ∈ R | x < a} کران بی باز ی بازه

(−∞, a] = {x ∈ R | x < a} کران بی باز نیم ی بازه

) شود می خوانده نهایت بی ∞که نماد میشود. استفاده هم بسته نیم اصطلاح از باز نیم اصطلاح بجای اغلب
بی بازه دهیم نشان اینکه برای است نمادی فقط نیست حقیقی عدد یک نهایت) بی منفی یا نهایت بی مثبت
باشد. داشته وجود تواند می ها بازه این در کوچک بسیار خواه یا بزرگ بسیار خواه عددی هر یعنی . است کران
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ایم. داده نمایش حقیقی اعداد محور روی مثال بعنوان را بازه چند زیر اشکال در

کنید. پر مناسب عبارت با را خالی جاهای و کنید بررسی را نادرست و درست .١ . ٢ مثال

(a) : ٣ ∈ [−١,
√

١٠ )

(b) :
١√
٢
∈ (٠, ١]

(c) : {٠, ١} ⊆ [٠, ١]

(d) : −١٣٩۵ ∈ (−∞,−١٣٩۶)

(e) :
١√

٣−
√

٢
∈ [٣, ۴]

(f) : ∅ ⊆ (−π, π)

(g) : (−∞, ٣) ∩ (−٢, ٠) ∩ (−١,+∞) =

(h) :
∞∪
n=١

(− ١
n
,

١
n
) =

(m) :
∞∩
n=١

(١− ١
n
, ١ +

١
n
) =

(n) :
∞∪
n=١

(−n, n) =
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( n ∈ N ) کنید. پر مناسب عبارات با را خالی جاهای و کنید مشخص را نادرست و درست .۶ . ١ تمرین

(a) : [٠, ١) ⊂ Q (b) : [−
√

٢,
√

٢ ] ⊂ Q′ (c) :
√
n٢ + ١ ∈ Q′

(e) : R−Q = Q′ (f) : Z− N = W (g) :
١− π

٢
∈ (−١,+∞)

(h) :
√
−١ ∈ R (m) : ٢٧−√٣ ∈ Q (n) : (−∞,

√
٣) ∩ (٠,

π

٢
) =

(d) :
√

٨۴١ ∈ Q

نامتناهی و متناهی های مجموعه ١ . ١ . ٣

کنیم. صحبت مجموعه یک اعضای تعداد مورد در خواهیم می بخش این در

با بتوان را آن اعضای تعداد هرگاه گوییم (باپایان) متناهی مجموعه یک را A چون ای مجموعه .۵ . ١ تعریف
یک بودن متناهی دهیم نمایش |A| نماد با را مجموعه یک اعضای تعداد اگر داد. نمایش حسابی عدد یک
اینصورت غیر در .|A| = k داریم k مثل حسابی عدد یک ازای به که است آن معنای به A چون مجموعه

گوییم. پایان) (بی نامتناهی را مجموعه

کنید. معین را آنها بودن نامتناهی یا متناهی و کنید بررسی را زیر های مجموعه .١ . ٣ مثال
کشور. در ریاضی رشته دهم سال آموزان دانش مجموعه - ١

۵٠٠ از بزرگتر و رقمی ٣ اعداد تعداد - ٢
. اول اعداد تعداد - ٣

. فرد طبیعی اعداد مجموعه - ۴
بالغ. انسان یک مغز عصبی های سلول مجموعه -۵

است. مختصات مبدا مرکزشان که هایی دایره مجموعه - ۶
رقمی. ده طبیعی اعداد مجموعه - ٧
آمازون. جنگل درختان مجموعه - ٨

است. ١ صورتشان و هستند مثبت که هایی کسر مجموعه - ٩
.(٠, ٢) بازه - ١٠

آب. از مشخص مول یک در موجود های مولکول مجموعه - ١١
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به (B ⊆ A ) باشد B چون ای زیرمجموعه دارای A چون ای مجموعه اگر که کند می بیان بالا فعالیت نتیجه
بازه در واقع گویای اعداد چون نتیجه در است. نامتناهی نیز A خود بناچار آنگاه باشد نامتناهی B که طوری
(Q ⊆ R ) . است نامتناهی هم R ترتیب همین به و است نامتناهی هم Q پس هستند نامتناهی (٠, ١) ی

گفت؟ توان می چه B مورد در باشد متناهی A اگر بالا شرایط به توجه با پرسش:
یکی نیز معاصر دوره در باشد. می ریاضیات در مباحث ترین قدیمی از یکی اول اعداد تاریخی: یادداشت
پردازد. می آن خواص و صحیح اعداد بررسی به که است اعداد نظریه ریاضیات رشته های شاخه جذابترین از
ثابت بهتر بعبارت دارد. وجود اول عدد نهایت بی که کرد ثابت اقلیدس مسیح میلاد از قبل سال ٣۵٠ حدود
شود می انجام خلف برهان روش به اثبات این که بدانید است جالب است. نامتناهی اول اعداد مجموعه کرد

بیایند. اقلیدس اثبات از تر ساده اثباتی اند نتوانسته سال سالیان طی در هنوز و

کنید. بررسی را زیر های مجموعه بودن نامتناهی یا متناهی .١ . ٧ تمرین
دهم. ریاضی کتاب در رفته بکار کلمات مجموعه - ١

. ۵ عدد مثبت مضارب مجموعه - ٢
آفریقا. قاره در زنده های پلنگ مجموعه - ٣

.N های مجموعه زیر تمام مجموعه - ۴
دارند. ١ باقیمانده ۵ بر تقسیم در که اعدادی تمام مجموعه - ۵
. ٧ عدد بر طبیعی اعداد تقسیم در ها مانده باقی مجموعه - ۶
گذشته. سال ٢٠ در شده تولید های موبایل تمام مجموعه - ٧
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دو آن باشند برابر اعضای تعداد دارای مجموعه دو چنانچه دانید می نهم کلاس از که همانطور بدانیم: بیشتر
مجموعه دو مثلا نیستند. برابر لزوما مجموعه

A = {١, ٢, ٣} B = {a, b, c}

دیگری اصطلاح شود می باعث اعضا تعداد بودن برابر اما نیستند. برابر اما باشند می عضو سه دارای دو هر
این در کرد برقرار یک به یک تناظر یک مجموعه دو اعضای بین بتوان اگر رود. بکار مجموعه دو این مورد در
مجموعه عضو هر به که این است یک به یک تناظر از منظور هستند. عدد هم یا ارز هم مجموعه دو گویند صورت

: که است صورت بدین تناظر بالا مثال مورد در بعکس. و کرد نظیر B مجموعه از عضو یک فقط و یک A

١←→ a ٢←→ b ٣←→ c

هر انگشتشان. اثر و ها انسان بین تناظر مثل باشد. یک به یک اصطلاحا باید تناظر این که باشید داشته توجه
تر جالب زمانی موضوع حال است. انسان یک به متعلق فقط انگشتی اثر هر و دارد انگشت اثر یک انسانی
اگر که کنیم می عمل صورت این به تناظر ایجاد برای هستند. عدد هم یا ارز هم هم Z و N بدانید که شود می

اگر و کنیم می نظیر
n

٢
به را آن بود زوج اگر فرد. یا است زوج یا دهد می رخ حالت دو باشد طبیعی عددی n

این ابتدای مورد چند است. یک به یک تناظر این که کرد ثابت توان می کنیم. می نظیر
١− n

٢
به آنرا بود فرد

بینید. می زیر در را تناظر

١←→ ١− ١
٢

= ٠

٢←→ ٢
٢
= ١

٣←→ ١− ٣
٢

= −١

۴←→ ۴
٢
= ٢

۵←→ ١− ۵
٢

= −٢

کرد. بیان را تناظر ضابطه توان می تر راحت داد خواهیم درس را تابع مفهوم که بعدی فصول در
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مجموعه یک متمم ١ . ٢

مرجع مجموعه ١ . ٢ . ١

A = {x|−٢ ≤ x ≤ ٣} مجموعه مرجع مجموعه بعنوان مجموعه یک گرفتن نظر در لزوم شدن روشن جهت
جوابهای نوشت؟ خواهید را اعدادی چه بنویسید را مجموعه اعضای که بخواهند شما از اگر بگیرید. نظر در را

است: زیر بصورت شما احتمالی

A = {١, ٢, ٣} ←− باشید گرفته نظر در را طبیعی اعداد خود ذهن در اگر (١)

A = {٠, ١, ٢, ٣} ←− باشید گرفته نظر در را حسابی اعداد خود ذهن در اگر (٢)

A = {−١−,٢, ٠, ١, ٢, ٣} ←− باشید گرفته نظر در را صحیح اعداد خود ذهن در اگر (٣)

A = [−٢, ٣]←− باشید گرفته نظر در را حقیقی اعداد خود ذهن در اگر (۴)

یکتایی جواب و گرفت نظر در را مختلف های حالت توان می مجموعه برای کنید می مشاهده که همانطور پس
: بصورت را مجموعه چنانچه نیست. خوشایند چندان A مجموعه تعریف در ابهام این و آید نمی بدست

A = {x ∈ Z | −٢ ≤ x ≤ ٣}

بروز باعث مرجع مجموعه یک نبود اینجا در چیست. جواب دانیم می و است روشن تکلیف دیگر کنیم تعریف
۴،٣،٢،١بدست های مجموعه بترتیب R,Z,W,N های مجموعه گرفتن نظر در با اما شد. مشکلی چنین
را هایی مجموعه چنین کنند. می تغییر نیز مجموعه اعضای ∈ علامت از بعد مجموعه تغییر با پس آیند. می

گویند. مرجع مجموعه

مجموعه را باشند آن مجموعه زیر بحث مورد های مجموعه همه که ای مجموعه مبحث هر در .۶ . ١ تعریف
دلخواه ای مجموعه A ⊆ U اگر حالت این در دهند. می نشان U حرف با و نامند می جهانی مجموعه یا مرجع
از اعضایی شامل A′ بهتر عبارت به نامیم. می A متمم را آن و دهیم می نشان A′ نماد با را U −A ، باشد

نیستند. A در که است U

شود. می دیده A,A′, U های مجموعه بین رابطه زیر شکل در
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نکردیم معرفی را مرجع مجموعه بحثی در چنانچه کنند. می معرفی را مرجع مجموعه بحثی هر در معمول بطور
اعداد از صحبت وقتی بگیرید. نظر در مرجع مجموعه عنوان به را موجود مجموعه بزرگترین توانید می شما
استاندارد صورت به مجموعه یک نوشتن برای کلی حالت در است. R همان ممکن مجموعه بزرگترین باشد
p(x) و است مرجع مجموعه U جا این در A = {x ∈ U | است p(x) خاصیت دارای x } نویسیم می

است. آن دارای x که است خاصیتی
شامل که طوری به U چون ای مجموعه یعنی دارد؟ وجود مطلق معنای به مرجع مجموعه آیا تاریخی: یادداشت
برتراند بود. مسلم فرضی ای مجموعه چنین وجود بیستم قرن ابتدای تا باشد. کنید تصور شما که ای مجموعه هر
ندارد. وجود ای مجموعه چنین کرد ثابت بیستم قرن ابتدای در انگلیسی نامدار فیلسوف و دان ریاضی راسل
را راسل پارادوکس عبارت گوگل در توانید می بیشتر مطالعه برای و است ارتباط همین در راسل پارادوکس

کنید. جستجو

بنویسید. را زیر های مجموعه از یک هر متمم .۴ . ١ مثال

A = {١, ٣, ۵, · · · } U = N

B = N U = Z

C = N U = W

D = Q U = R

E = [−∞,−٢) U = R

F = [−∞,−٢) U = (−∞, ٠)

G = {١
١
,

١
٢
,

١
٣
· · · ١

n
· · · } U = [٠, ١]

H = Z U = R

بنویسید. را زیر های تساوی دوم طرف باشند A ⊆ U و باشد دلخواهی مرجع Uمجموعه اگر .۵ . ١ مثال

a)A ∪ A′ = b)A ∩ A′ = c)∅′ = d)U ′ =
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A = {a, e, g, h,m, n, l} و U = {a, b, c, d, e, f, g, h, k, l,m, n, p, q} کنید فرض .۶ . ١ مثال
کنید. کامل را زیر جدول باشند. B = {a, b, c, d, f, g, l} و

(A′)′ { }

A′ ∩B′ { }

A′ ∪B′ { }

(A ∩B)′ { }

(A ∪B)′ { }

A ∩B′ { }

A−B { }

مجموعه دو اجتماع اعضای تعداد ١ . ٢ . ٢

بر را A ∪B مجموعه اعضای تعداد خواهیم می . باشد معلوم B,A های مجموعه اعضای تعداد کنید فرض
می نشان n(A) نماد با هم و |A| نماد با هم را مجموعه یک اعضای (تعداد بیابیم. n(B) و n(A) حسب
نادرست این اما n(A) + n(B) عدد با است برابر و است واضح جواب که کنید تصور است ممکن دهند)

: آنگاه U = N, A = {١, ٢, ٣}, B = {٢, ٣, ۴} اگر که چرا است.

۴ = n(A ∪B) ̸= n(A) + n(B) = ٣ + ٣ = ۶

شده شمارش دوبار مشترک اعضای واقع در n(A) + n(B) نویسیم می که هنگامی است. ساده ها آن دلیل
است شده حساب B اعضای شمارش در بار یک و A اعضای شمارش هنگام در یکبار n(A∩B) یعنی اند.
درست جواب پس کنیم. کم n(A) + n(B) از را n(A ∩ B) یکبار باید درست تعداد یافتن برای لذا .

است. زیر بصورت

n(A ∪B) = n(A) + n(B)− n(A ∩B)

کرد. تحقیق زیر ون نمودار روی از را فوق رابطه درستی توان می کنید. دقت زیر شکل به
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می بدست A ∩ B و A− B های مجموعه اعضای بین دیگری جالب روابط فوق شکل روی از مهم: تذکر
کنید. تحقیق را آنها صحت توانید می براحتی خودتان که هستند زیر بصورت روابط این آید.

n(A−B) + n(A ∩B) + n(B − A) = n(A ∪B)

n(A−B) = n(A)− n(A ∩B)

میگیریم. پی مثال چند ذکر با را درس

هم نفر ١٨ و کنند می بازی فوتبال آنها از نفر ٢٢ دارد. وجود آموز دانش ٣٠ مدرسه کلاس یک در .١ . ٧ مثال
والیبال؟ هم و کنند می بازی فوتبال هم نفر چند کنند. می بازی والیبال

چند قهوه. هم و دارند دوست چای هم نفر ١۵ و دارند علاقه چای به نفر ٢٠ نفره ۴٠ جمع یک در .١ . ٨ مثال
ندارند. علاقه چای به ولی دارند علاقه قهوه به نفر

بخش ۵ بر عدد چند باشد؟ پذیر بخش ٧ یا ۵ بر که دارد وجود عدد چند ٢٠٠ تا ١ اعداد بین از .١ . ٩ مثال
٧؟ بر نه است پذیر بخش ۵ بر نه عدد چند نیست؟ پذیر بخش ٧ بر اما است پذیر

دو هـر به نفر ١٠ و فرانسه زبان به نفر ١٧ انگليسي، زبان به نفر ٢١ نفري، ٣٠ کلاس يک در .١ . ٨ تمرین
کنند؟ نمي صـحبت زبـان دو ايـن از يک هيچ به که هستند نفر چند کلاس اين در کنند. صحبت توانند مي زبان

دو هر در نیز نفر ۴ هستند. عضو والیبال تیم در نفر ١٢ و فوتبال تیم در نفر ٢٣ مدرسه، یک در .١ . ٩ تمرین
هستند؟ مدرسه ورزشی تیم ٢ از یکی کم دست در مدرسه، دانش آموزان از نفر چند هستند. عضو تیم

یک در آنها نفر ٧٠ که شد مشخص ای زنجیره فروشگاه یک مشتری ١١٠ از نظرسنجی یک در .١ . ١٠ تمرین
از نفر ٣٢ همچنین اند. کرده خرید B شرکت محصولات از نفرشان ۵٧ و A شرکت محصولات از گذشته ماه
ماه یک در نفر ١١٠ این از تعداد چه اند. داشته خرید شرکت دو هر از مدت این در که کردند اعلام نیز آنان

: گذشته
اند. داشته خرید شرکت دو این از یکی از کم دست الف)

اند. داشته خرید A شرکت از فقط ب)
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اند. داشته خرید شرکت دو این از یکی از دقیقاً پ)
اند. نکرده خرید شرکت دو این از یک هیچ از ت)

دنباله و الگو ١ . ٣

الگو ١ . ٣ . ١

مختلف فصول تغییر و روز شبانه پیدایش نمونه، عنوان به است. مختلفی الگوهای از سرشار ما اطراف دنیای
به الگو یک در موجود های قانونمندی و نظم دیگر سوی از است. طبیعت بر حاکم الگوی از ای جلوه سال
هندسی های شکل آفتابگردان، گل یک روی های طرح است ممکن بسا چه است. جذاب ما برای خود خودی
به باشند. کرده جلب خود به را شما توجه آناناس میوه روی های مارپیچ یا و شده کاری کاشی سطح یک روی
باشد می اعداد یا و وقایع نمادها، صداها، تصاویر، اشکال، از منظم ساختار یک الگو گفت توان می کلی طور
یکی علوم، ملکه عنوان به ریاضیات باشد. دو این از ترکیبی یا و کننده رشد یا شونده تکرار است ممکن که
داند. می آنها در نهفته الگوهای به بردن پی و طبیعی های پدیده کردن سازی مدل را خود مهم های رسالت از
الگوها. مطالعه علم از عبارتست ریاضی که معتقدند ریاضیدانان از برخی که است قدری به موضوع این اهمیت

گیرند. می قرار بررسی مورد آنها با متناظر عددی الگوهای نیز و هندسی الگوهای برخی بخش این در

جمله چند هرمورد در است؟ جملات بین ارتباطی چه c, b, a مورد هر در کنید دقت زیر شکل به .١ . ١٠ مثال
که اینست بر رسم ) آورد؟ بدست آن ام n جمله برای دستوری توان می کلی حالت در آیا بنویسید. را بعدی
شکل به که جمله های شماره دهند. نشان an با را ام n جمله و a٢ نماد با را دوم جمله a١ نماد با را اول جمله

گویند) اندیس را اند شده نوشته انگلیسی حرف پایین و کوچک

الگوی را ها الگو نوع است.این ثابتی مقدار قبلی جمله از جمله هر اختلاف شد دیده بالا مثال در که همانطور
در است. الگو ام n جمله tn اینجا در است. tn = an+ b اول درجه معادله شکل به که چرا نامیم می خطی
خطی الگوی لذا و است واحد ٢ قبلی جمله از جمله هر اختلاف a قسمت در که ایم کرده مشخص زیر نمودار
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دارد.
٢

+٢
66 ۴

+٢
66 ۶

+٢
66 ٨

+٢
44 ...

است؟ −۴٧ برابر آن چندم جمله است. −١ هشتم جمله و ١ چهارم جمله خطی اگوی یک در .١ . ١١ مثال

خطی الگوی یک نمودار :١ . ٣ شکل

A,B,C, · · · نقاط عرض واقع در ٢, ۴, ۶, · · · ی دنباله اعضای کنید می مشاهده ٣ ·١ شکل در که همانطور
حسب بر که آن معادله به خوب اگر گویند. خطی الگوها این به هم علت همین به هستند. y = ٢x خط روی
عبارت یعنی افتاد خواهید نهم کلاس ار خط معادله یاد به بلافاصله کنید دقت است شده نوشته n متغبر

کنید. دقت زیر مثال به نیستند. خطی لزوما الگوها ی همه اما .y = ax+ b

می چگونه است؟ خطی الگو این آیا بنویسید. مرحله هر در را ها مربع تعداد زیر شکل به توجه با .١ . ١٢ مثال
آورد؟ بدست آن ام n جمله برای دستوری توان
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سعی زیر شکل دو کمک به باشد؟ می خطی الگو آیا بگیرید. نظر در را ۵, ١٢, ٢١, · · · الگوی .١ . ١٣ مثال
بیابید. را آن ام n جمله کنید

مشابه آوردیم. بدست را ١ + ٢ + ٣ + · · ·+ n = n(n+١)
٢ پرکاربرد و جالب نتیجه بالا مثال در : تذکر

اثبات برای شما تلاش آورد. بدست هم را طبیعی اعداد مکعبات و مربعات مجموع توان می فوق مجموع به
نیست! اجر از خالی زیر مهم بسیار روابط

١٢ + ٢٢ + ٣٢ + · · ·+ n٣ =
n(n+ ٢)(١n+ ١)

۶

١٣ + ٢٣ + ٣٣ + · · ·+ n٣ =

(
n(n+ ١)

٢

)٢

ها دنباله ١ . ٣ . ٢

هم دنبال به و کرده استخراج را اعدادی توان می هندسی الگوهای روی از دیدیم قبل بخش در که همانطور
نکته این واقع در . کنیم می حفظ هم را آنها ترتیب و نویسیم می راست به چپ از را آمده بدست اعداد نوشت.

هستند. ترتیب و نظم دارای بلکه اند نگرفته قرار هم کنار نامنظم اعداد که است مهمی بسیار

دنباله در که عدد هر گوییم. دنباله یک باشیم نوشته هم سر پشت را آنها که اعداد از تعداد هر به .١ . ٧ تعریف
نماد دهیم. می نمایش an نماد با را دنباله عمومی جمله یا ام n جمله و گوییم دنباله عضو یک را دارد قرار

عبارت معادلا یا an =
n٢ + ١

۵n
نویسم می مثلا است. { } نماد دنباله یک عمومی جمله نوشتن برای رایج

.
{
n٢ + ١

۵n

}
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بنویسید. را زیر های دنباله اول جمله پنج .١ . ١١ تمرین

an = (−١)n ٢n bn = (n+ ٢)−n cn = nn

dn = −n٢ + ٨n en = (١ + ١
n)

n fn = n
n+٢

gn = (١
٣)

n kn = (−١)n

n pn = n
√
n

بعدی جمله سه مورد هر در شوند. می محسوب دنباله برای هایی مثال همگی زیر عددی الگوهای .١۴ . ١ مثال
بزنید. حدس را دنباله عمومی جمله کنید سعی بنویسید.همچنین را

a) − ٣−,٢−,١,−۴, · · ·

b) ۵, ١٨, ٣١, ۴۴, · · ·

c) ١,
√

٣,
√

۵,
√

٧, · · ·

d) − ٢, ١−,١
٢
,

١
۴
, · · ·

e) ١, ۴, ٩, ١۶, · · ·

f) ١, ٢, ۴, ٧, · · ·

h) ٣, ١, ۴, ١, ۵, ١, · · ·

k) − ١, ٢٧−,٨, ۶۴, · · ·

l) ١, ١, ٢, ٣, ۵, ٨, ١٣, · · ·

m)
١
٣
,

١
١۵
,

١
٣۵
,

١
۶٣
, · · ·

n)
√

٢,
√

٢ +
√

٢,

√
٢ +

√
٢ +
√

٢, · · ·

p) ٢, ٨, ٢۴, ۶۴, ١۶٠, · · ·

قرن در اروپا بزرگ ریاضیدان نخستین (١٢۵٠ ١١٧٠–حدود (حدود فیبوناتچی لئوناردو تاریخی: یادداشت
کنید. جستجو را فیبوناتچی گوگل در بیشتر مطالعه برای است. سیزدهم

در ای دنباله هر اول جمله چند روی از عمومی جمله یافتن اینکه اول است. ضرروری نکته چند ذکر اینجا در
یک اول جمله چند روی از اینکه دوم نیست. عمومی جمله دارای اول اعداد دنباله مثلا نیست. ممکن کلی حالت
عمومی جمله که را بالا مثال e قسمت دنباله مثلا یافت. را عمومی جمله بفرد منحصر بصورت توان نمی دنباله
an = (n− ١)(n− ٢)(n− ٣)(n− ۴) + n٢ بصورت توانست می آمده بدست an = n٢ بصورت آن
این بعد به جهارم جمله از که است مشخص اما کند می تولید را ١, ۴, ٩, ١۶ اعداد همین دقیقا که چرا باشد نیز

هستند. متفاوت کاملا دنباله دو
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دنباله جمله کوچکترین است. an = n٢ − ١٠n + ١٨ بصورت ای دنباله عمومی جمله : الف .١۵ . ١ مثال
شده بیان ٣n− ١ حسب بر شود بیان n حسب بر اینکه بجای دنباله یک عمومی جمله ب: است. چندم جمله
عمومی جمله توان می آیا است؟ عددی چه دنباله بیستم جمله a٣n−١ =

۶n−٢
٣n+٣ : داریم بهتر عبارت به است.

آورد؟ بدست را دنباله

یکنوا: های دنباله اول است. برخوردار ای ویژه اهمیت از که دارد وجود دنباله خاص نوع دو بدانیم: بیشتر
ای دنباله چنانچه مقابل در گوییم. صعودی دنباله را یابند افزایش جمله اولین از مرتبا آن جملات که ای دنباله
صعودی نه است ممکن دنباله یک که کنید توجه گوییم. نزولی را دنباله ، کند کاهش به شروع جمله اولین از
کراندار: های دنباله دوم نزولی. یا باشد صعودی یا که است ای دنباله یکنوا دنباله از منظور نزولی. نه و باشد

گیرند. قرار حقیقی عدد دو بین آن جملات همواره که گوییم کراندار را ای دنباله

an =
n٢

n٢ + ١
→
{

١
٢
,

۴
۵
,

٩
١٠
,

١۶
١٧
· · ·
}
−→ است کراندار و صعودی دنباله

bn =
(−١)n

n
→
{
−١,

١
٢
,−١

٣
,

١
۴
· · ·
}
−→ است دار کران اما نزولی نه و است صعودی نه دنباله

cn =
١
n
→
{

١,
١
٢
,

١
٣
,

١
۴
, · · ·

}
−→ است دار کران و نزولی دنباله

dn = (−١)n n٢ → {−١, ۴,−٩, ١۶,−٢۵, ٣۶, · · · } −→ دار کران نه و نزولی نه و صعودی نه

حسابی دنباله ١ . ٣ . ٣

خودش از قبل جمله به ثابت عددی شدن اضافه با اول) جمله جز (به جمله هر آن در که ای دنباله .١ . ٨ تعریف
گویند. می دنباله نسبت قدر ثابت، عدد آن به و شود می نامیده حسابی دنباله یک آید، می دست به

است: زیر بصورت دنباله ابتدایی جملات صورت این در باشد d عدد نسبت قدر و a دنباله اول جمله کنید فرض

a︸︷︷︸
a١

a+ d︸ ︷︷ ︸
a٢

a+ ٢d︸ ︷︷ ︸
a٣

a+ ٣d︸ ︷︷ ︸
a۴

· · · a+ (n− ١)d︸ ︷︷ ︸
an

شود: می حاصل زیر بصورت حسابی دنباله عمومی جمله ترتیب این به

an = a+ (n− ١)d

a١ = اول جمله , d = نسبت ,قدر n = جملات تعداد
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−٢۴ با برابر که دارد وجود ای جمله آیا بیابید. را ام ١٨ جمله ٢,
۴
٣
,

٢
٣
· · · حسابی دنباله در .١۶ . ١ مثال

شود؟

.a٢٠ محاسبه مطلوبست a۵ = ٢۴ , a١١ = ۴٨ داریم حسابی دنباله یک در .١ . ١٧ مثال

است؟ صفر جمله کدام ٢٠٨, ٢٠۴, ٢٠٠, · · · , حسابی دنباله در .١ . ١٨ مثال

باید صورت این در باشند. داده حسابی دنباله تشکیل c , b , a عدد سه کنید فرض مهم: نکته

گوییم. c و a بین حسابی واسطه را b حالت این در .b =
a+ c

٢
باید نتیجه در b− a = c− b

و اول جمله زیراست. بصورت اول جمله چند (d ̸= ٠ (یعنی ثابت غیر حسابی دنباله یک در .١ . ١٩ مثال
بیابید. را قدرنسبت

a+ ٢ , a٢ + ٢a+ ٢ , a٣ + ٢ · · ·

تشکیل
١

١ +
√
b
,

١
١− b

,
١

١−
√
b

عدد سه که دهید نشان . باشد b ̸= ١ کنید فرض .١ . ٢٠ مثال

دهند. می حسابی دنباله

دهند. حسابی دنباله تشکیل آن اضلاع که بیابید قائم الزاویه ای مثلث .١ . ٢١ مثال

نسبت قدر است. ٢٩٣ آنها مربعات مجموع و ٢٧ اول جمله سه مجموع حسابی دنباله یک در .١ . ٢٢ مثال
بیابید. را دنباله این

چنان ٣عدد عدد دو این بین بهتر عبارت به کنید درج حسابی واسطه سه ٣۶ و ۴ عدد دو بین .١ . ٢٣ مثال
دهند. حسابی دنباله تشکیل حاصل عدد ۵ که دهید قرار

سه مجموع و ۶
√

٢ برابر اول جمله سه ،مجموع است جمله n دارای که حسابی دنباله یک در .٢۴ . ١ مثال

دارد؟ جمله چند دنباله a١۵.این =
٣
٢
a١٠ دانیم می است.همچنین ۶٠

√
٢ آخر جمله

m+n = r+s بطوریکه باشند حسابی دنباله یک از جمله چهار as , ar , an , am کنید فرض .٢۵ . ١ مثال
آنگاه باشد زوج m+n اگر بویژه .am+ an = ar + as باشیم داشته باید حالت این در دهید .نشان باشد

an−k + an+k = ٢an خاص حالت در .am + an = ٢am+n
٢

a۵ + a۶ + a٧ + a٨ + a٩ = ١٢٠ , a١٣ + a١٨ = ١٣٠ داریم حسابی دنباله یک در .٢۶ . ١ مثال
آورید. بدست را دنباله ام ٣٠ است.جمله

است.مجموعه ۴ قدرنسبت و ٣ اول جمله با حسابی دنباله یک اول جمله صد شامل A مجموعه .١ . ٢٧ مثال
محاسبه مطلوبست است. ۶ قدرنسبت و ۵ اول جمله با حسابی دنباله یک اول جمله صد شامل نیز B

.n(A ∩B)

عدد سه که دهید نشان باشند. حسابی دنباله یک متولی جمله سه r٢ , q٢, p٢ که کنید فرض .١ . ١٢ تمرین
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اند. حسابی دنباله یک متوالی جمله سه نیز
١

p+ q
,

١
r + p

,
١

q + r

بیابید. را نسبت قدر دهند. می حسابی دنباله تشکیل ۶−٧
√
x, ٣+٢

√
x, ٢+١

√
x اعداد .١ . ١٣ تمرین

را پنجم است.جمله ٢۴۶ مربعات مجموع و ٢ اول جمله چهار مجموع حسابی دنباله یک در .١۴ . ١ تمرین
بیابید.

عبارت حاصل صورت این در است. a٣ +a۶ +a٩ + · · ·+a٣n = ٠ حسابی دنباله یک در .١۵ . ١ تمرین
چیست؟ زیر

a٢ + a۵ + a٨ + · · ·+ a٣n−١

a۴ + a٧ + a١٠ + · · ·+ a٣n+١

است؟ منفی جمله چند −١−,١٧٠۶١−,١۵٢, · · · حسابی دنباله در .١۶ . ١ تمرین

را مجموع این اگر بیابیم. کلی حالت در را حسابی دنباله یک اول جمله n مجموع خواهیم می بدانیم: بیشتر
عبارت یافتن هدف دهیم نمایش Sn با

Sn = a١ + a٢ + a٣ + · · ·+ an

میگیریم. بگار را داد انجام دبستان دوره در معروف گاوس فردریش کارل که را روشی همان منظور بدین است.

Sn = a١ + a٢ + a٣ + · · ·+ an

Sn = an + an−١ + an−٢ + · · ·+ a١

٢Sn = (a١ + an) + (a٢ + an−١) + · · ·+ (a١ + an)

داشت: خواهیم کنیم جایگذاری عمومی جمله روی از را جملات مقدار اگر حال

٢Sn = [٢a+ (n− ١)d] + [٢a+ (n− ١)d] + · · ·+ [٢a+ (n− ١)d]︸ ︷︷ ︸
جمله n

رسیم: می زیر جالب دستور به این بنابر

Sn =
n

٢
[٢a+ (n− ١)d]

کنید. تحقیق را زیر روابط درستی الف)

a) ١ + ٢ + ٣ + · · ·+ n =
n(n+ ١)

٢
b) ١ + ٣ + ۵ + · · ·+ ٢n− ١ = n٢

c) ٢ + ۴ + ۶ + · · ·+ ٢n = n(n+ ١)

d) ٣ + ٧ + ١١ + · · ·+ ٧٩ = ٨٢٠ =⇒ n =?
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محاسبه مطلوبست شود. می حاصل Sn = ٢n٢+n دستور از اول جمله n مجموع حسابی دنباله یک در ب)
.an , d

است؟ ٧۴ برابر ٢۶, ٢١, ١۶, · · · دنباله از جمله چند ج)مجموع

هندسی دنباله ۴ . ١ . ٣

شطرنج بازی که پادشاه کرد. تقدیم هند پادشاه به و نمود اختراع را شطرنج بار اولین برای هندی یک گویند می
و ذوق خوش مخترع کرد. خواهد قبول کند درخواست ای جایزه هر داد قول مخترع به بود پسندیده بسیار را
دهند دستور نموده لطف پادشاه فقط ندارم زیادی توقع و تقاضا من گفت او نمود. عجیب ،درخواستی ریاضیدان
ترتیب بدین و گندم دانه چهار سوم خانه گندم، دانه دو دوم خانه گندم، دانه یک شطرنج صفحه اول خانه ازای به
دیده به را مخترع درخواست اطرافیان و پادشاه نمایند. اهدا من به گندم قبل خانه برابر دو خانه هر ازای به
خزانه بعد ساعاتی سازد. برآورده را مخترع خواسته الفور فی شد مامور دار خزانه و نگریستند تمسخر و حقارت
از را کشور خزائن کلیه اگر باد سلامت به پادشاه گفت: همگان ناباوری کمال در و رسید پادشاه حضور به دار
خواسته برآوردن از و مانند می باقی شطرنج های خانه از زیادی تعداد هم باز دهیم مخترع به نموده تهی گندم

عاجزیم! مخترع
است برابر شده خواسته گندم مجموع کنیم. بررسی را گندم تهیه امکان بیاید فوق داستان سقم و صحت از جدای

: با
٢٠ + ٢١ + ٢٢ + ٢٣ + · · ·+ ٢۶۴ = ١٨۴۴۶٧۴۴٠٧٣٧٠٩۵۵١۶١۵

با است برابر حاصل صورت این در بگیرید گرم ٠٫۴ را گندم دانه هر وزن

٠٫۴× ١٨۴۴۶٧۴۴٠٧٣٧٠٩۵۵١۶١۵ = ٧٣٧٨۶٩٧۶٢٩۴٨٣٨٢٠۶۴۶ gr = ٧٣٧٨۶٩٧۶٢٩۴٨ ton

های دنباله معرفی داستان این بیان از هدف واقع در کشد! می طول سال هزار تقریبا گندم مقدار این تولید
آنهاست. زوال یا رشد انگیز شگفت سرعت و هندسی

خودش از قبل جمله ضرب از اول) جمله جز (به جمله هر آن در که است دنبالهای هندسی، دنباله .١ . ٩ تعریف
a ̸= ٠ هندسی دنباله اول جمله مینامیم. دنباله قدرنسبت را ثابت عدد این میآید. دست به ثابت عددی در
خاصی های دنباله باشد q = qویا١ = ٠ اگر خاص های حالت دهیم.در می نشان q با را نسبت قدر است.
a, a, a, · · · ثابت دنباله qباشد = ١ اگر و a, ٠, ٠, · · · بصورت دنباله باشد q = ٠ اگر . آیند می پدید

شوند. می حاصل

صورت این در باشد q قدرنسبت و a آن اول جمله کنیم می فرض هندسی دنباله یک عمومی جمله یافتن برای
است: زیر بصورت جملات ترتیب

a︸︷︷︸
a١

aq︸︷︷︸
a٢

aq٢︸︷︷︸
a٣

· · · aqn−١︸ ︷︷ ︸
an

· · ·

شود: می حاصل زیر بصورت هندسی دنباله عمومی جمله یا ام n جمله بنابراین
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an = aqn−١

a = اول جمله , q = نسبت قدر , n = جملات تعداد

جمله و نسبت قدر و کرده مشخص هستند هندسی که را آنهایی کنید. بررسی را زیر های دنباله .١ . ٢٨ مثال
بیابید. را آنها عمومی

a)٧, ٢٨, ١١٢, ۴۴٨,

b)
√

٣, ٢
√

٣, ٣
√

٣ · · ·

c)١−,١
٢
,

١
۴
,−١

٨
, · · ·

d)۵, ۵, ۵, · · ·

e)٢, ۶, ١٨, ۵۴, · · ·

f)۶,−۶٠, ۶٠٠,−۶٠٠٠, · · ·

g)۴, ٢, ١,
١
٢
, · · ·

h)
١
٢
,

١
٣
,

٢
٩
, · · ·

k)٣,
√

٣, ١. · · ·

است؟
١

١٢٨
برابر چندم جمله

√
٢

٢
,

١
٢
,

√
٢

۴
,

١
۴
, · · · دنباله در .١ . ٢٩ مثال

آورید. بدست را سوم جمله است. a۵ = ١۶٢ , a٨ = ۴٣٧۴ هندسی دنباله یک در .١ . ٣٠ مثال

حالت این b٢.(در = ac کنید: ثابت اند. هندسی دنباله یک متوالی جمله cسه , b , a عدد سه .١ . ٣١ مثال
گویند.) c aو بین هندسی واسطه را b

بیابید. را نسبت قدر اند. داده هندسی دنباله تشکیل ١٠a− ۴, ۴a+ ٢, a+ ۵ عدد سه .١ . ٣٢ مثال

کنید. درج ۶۴ و ١ عدد دو بین هندسی واسطه پنج .١ . ٣٣ مثال

بیابید. را b اند. داده هندسی دنباله تشکیل ٣b , ٣b
٢
, ٨١

١۵
۴ عدد سه .٣۴ . ١ مثال
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بیابید. را سیزدهم جمله
√

٣
١ +
√

٣
,

√
٣

٣ +
√

٣
,

√
٣

٣ + ٣
√

٣
, · · · دنباله در .٣۵ . ١ مثال

است: برقرار زیر های رابطه هندسی دنباله یک در .٣۶ . ١ مثال
a٢ + a٣ + a۴ + a۵ =

١٣٠
٣

a٣ + a۴ + a۵ + a۶ =
٢۶٠
٩

آورید. بدست را قدرنسبت و اول جمله

است: برقرار زیر های رابطه هندسی دنباله یک در .١ . ٣٧ مثال
a١ × a٢ × a٣ × a۴ = ١٠٨

a۴ × a۶ = ١۶٢

آورید. بدست را قدرنسبت و اول جمله

و است افزایشی دنباله باشد q > ١ چنانچه است مثبت آن اول جمله که هندسی دنباله یک در مهم: تذکر
دنباله باشد q < ٠ اگر و است متناوب دنباله qباشد = −١ است.اگر کاهشی دنباله باشد ٠ < q < ١ اگر

است. نوسانی

هندسی دنباله یک متوالی جمله سه ترتیب به یازدهم و پنجم و اول جملات حسابی دنباله یک در .١ . ٣٨ مثال
بیابید. را هندسی دنباله نسبت اند.قدر افزایشی غیرثابت

مجموع و ٢٠ برابر کوچکتر عدد دو اند.مجموع هندسی دنباله یک متوالی جملات مثبت عدد چهار .١ . ٣٩ مثال
کدامست؟ اعداد این است.بزرگترین ۴۵ برابر بزرگتر عدد دو

است.قدر ٣
√

٢ وسطی جمله و ۴
√

۶ + ٣
√

٢ هندسی دنباله یک متوالی جمله سه مجموع .١ . ١٧ تمرین
بیابید. را نسبت

−۵ برابر سوم و اول جملات حاصلجمع و −٨ اول جمله سه حاصلضرب هندسی دنباله یک در .١ . ١٨ تمرین
بیابید. را نسبت قدر است.

بیابید. را پنجم جمله است. a١٠ − a٩ = ١ , a٢٠ − a١٩ = ١٠٢۴ هندسی دنباله یک در .١ . ١٩ تمرین

حاصلضرب است. a٢ + a۴ + a۶ = ۵۴۶, a٣ + a۵ + a٧ = ١۶٣٨ هندسی دنباله یک در .١ . ٢٠ تمرین
شود؟ می ١١۶۶۴ برابر دنباله جمله چند

و دهند هندسی دنباله تشکیل حاصل عدد سه که کنید تقسیم چنان قسمت سه به را ٣٢۵ عدد .١ . ٢١ تمرین
باشد. ١۵٠ برابر بزرگتر عدد دو اختلاف
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جمله تا باشد صحیحی عدد چه دنباله دوم جمله است. ١ −
√

٢ هندسی دنباله یک اول جمله .١ . ٢٢ تمرین
شود؟ ١٧ + ١٢

√
٢ برابر ششم

دنباله از متوالی جمله سه توانند می نهم و هفتم ، سوم جملات غیرثابت، و حسابی دنباله یک در .١ . ٢٣ تمرین
است؟ صفر حسابی دنباله جمله چندمین باشند. هندسی

جمله اگر آوریم. بدست را هندسی دنباله یک اول جمله n مجموع خواهیم می قسمت این در بدانیم: بیشتر
. است Sn = a١ + a٢ + · · · + an عبارت محاسبه هدف دهیم نشان q با را نسبت قدر و a با را اول

داریم: منظور بدین

Sn = a+ aq + aq٢ + · · ·+ aqn−١

qSn = aq + aq٢ + aq٣ + · · ·+ aqn

بالا رابطه ٢ طرفین کردن کم
−−−−−−−−−−−−−−−→ qSn − Sn = aqn − a

Sn =
a(qn − ١)
q − ١

داشت: خواهیم بنابراین

Sn =
a(qn − ١)
q − ١

a = اول جمله q = نسبت قدر n = جملات تعداد

آنگاه باشد بزرگ کافی قدر به n چنانچه که کنیم می مشاهده است |q| < ١ که خاص حالت یک در بویژه
آید: می بدست زیر بصورت رابطه لذا و است qn ≈ ٠

S∞ =
a

١− q

.S١٠ محاسبه مطلوبست است S۶ = −۶٣ , S٣ = ٩ هندسی دنباله یک در - ١
بیابید. را ١ +

١
٢
+

١
۴
+

١
٨
+ · · · مجموع - ٢

آورید. بدست را (١ + q + q٢ + q٣ + · · · )(١− q + q٢ − q٣ + · · · ) حاصل باشد |q| < ١ اگر - ٣
.q محاسبه مطلوبست .S٢n = ١٧Sn داریم هندسی دنباله یک در - ۴

بیابید. را Sn = ٩ + ٩٩ + ٩٩٩ + · · ·+ ٩٩ · · · ٩︸ ︷︷ ︸
n

عبارت حاصل - ۵

بالا قبلی ارتفاع نصف اندازه به زمین به برخورد بار هر از پس و شود می پرتاب متری ۵ ارتفاع از توپی - ۶
کنید. محاسبه را کند می طی توپ که مسافتی کل شود. ساکن تا رود می
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هندسی و حسابی های الگو،دنباله تمرین

شود؟ می دیده رنگ سیاه دایره چند پانزدهم شکل در آن الگوی و زیر شکل به توجه با .٢۴ . ١ تمرین

بیابید. را زیر های دنباله ی جمله کوچکترین .٢۵ . ١ تمرین

a)an = n٢ − ٢٠n

b)an = n+
١۶
n

بیابید. را زیر های دنباله جمله بزرگترین .٢۶ . ١ تمرین

a)an = −٢n٢ + ٢٠n− ١۵

b)an =
١

n٢ + ١٠n+ ۵

دارد؟ صحیح جمله چند an = n+ ٣ +
٨

n+ ١
دنباله .١ . ٢٧ تمرین

اند؟ حسابی یا هندسی کدام کنید. بررسی را زیر های دنباله .١ . ٢٨ تمرین

a)
√

٢, ٢
√

٢, ٣
√

٢, ۴
√

٢, · · ·

b)٢, ۵, ٩, ١۴, · · ·

c)
١
٢
,

٣
۴
,

٧
۴
,

١۵
١۶
, · · ·

d)
√

٢− ١, ٢−
√

٢, ٢
√

٢− ٢, ۴− ٢
√

٢, · · ·

بنویسید. را آن عمومی جمله است. مفروض ١,
١
۴
,

١
٣
,

١
١۶
,

١
۵
,

١
۶۴
, · · · دنباله .١ . ٢٩ تمرین
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١
b+ c

و
١
٢b

و
١

a+ b
کنید ثابت باشند. هندسی دنباله یک متوالی جمله سه c, b, a کنید فرض .١ . ٣٠ تمرین

اند. حسابی دنباله یک متوالی جمله سه

. ایم کرده بندی دسته (١), (٣, ۵), (٧, ٩, ١١), (١٣, ١۵, ١٧, ١٩), · · · بصورت را فرد اعداد .١ . ٣١ تمرین
بیابید. را آخر و اول جمله دو مجموع ام سی دسته در

مجموع برابر سه دنباله جملات مجموع اگر است. زوج عددی هندسی دنباله یک جملات تعداد .١ . ٣٢ تمرین
بیابید. را نسبت قدر باشد دنباله فرد ردیف جملات

هندسی دنباله یک متوالی جمله سه بترتیب نهم و چهل و نهم ، اول جملات حسابی دنباله یک در .١ . ٣٣ تمرین
بیابید. را قدرنسبت اند.

قدرنسبت دهند. می هندسی دنباله تشکیل a, c, b اعداد و حسابی دنباله تشکیل a, b, c اعداد .٣۴ . ١ تمرین
آورید. بدست را هندسی دنباله

بیابید.
۵
٣
,

٨
۶
,

١١
١١
,

١۴
١٨
· · · دنباله عمومی جمله برای دستوری .٣۵ . ١ تمرین

دارد؟ وجود ١٩٠ از کمتر مشترک جمله چند زیر دنباله در .٣۶ . ١ تمرین
٣, ٧, ١١, ١۵, · · ·

٢, ٧, ١٢, ١٧, · · ·

برابر واسطه آخرین و اولین مجموع ایم.اگر کرده درج هندسی واسطه سه a+ ٨, a عدد دو بین .١ . ٣٧ تمرین
آورید. بدست را a ، باشد ٨

√
٢

داریم؟ ١٠٠٠٠ از کمتر جمله چند است ۵ آن نسبت قدر و ١٠ آن اول جمله که هندسی دنباله در .١ . ٣٨ تمرین

دنباله همان جملات مربعات مجموع و ٨ برابر (|q| < ١) هندسی دنباله یک جملات مجموع .١ . ٣٩ تمرین

بیابید. را اول جمله است.
۶۴
٣

برابر

x =
√

٢ ازای به (١+ x+ x٢ + · · ·+ x١)(٨− x+ x٢− · · ·+ x٨) عبارت حاصل .۴١ . ٠ تمرین
بیابید. را
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اول فصل تست های ۴ . ١
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اول فصل تست های کلید ۵ . ١
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٢ فصل

مثلثات

با نحوی به خود پیدایش آغاز در کم دست ریاضیات از شاخه این که زد حدس توان می مثلثات نامگذاری از
نتیجه باید را مثلثات پیشرفت و پیدایش واقع در . است داشته ارتباط مثلث به مربوط های مساله و ”مثلث”
در و هندسه در که دانست هایی محاسبه به مربوط های دشواری رفع جهت در دانان ریاضی های تلاش از ای
بوده هایی مساله از ناشی خود ، هندسی های دشواری ضمن در . است بوده دانشمندان روی به رو اخترشناسی
پس . اند داشته محاسباتی ی جنبه بیشتر و اند شده می رو به رو آن با اخترشناسی در دانشمندان که است
باره همین در نیز آن اولیه های کاربرد و شده ایجاد (اخترشناسی) شناسی ستاره از استفاده برای مثلثات احتمالا
دستورهای و مثلثات به ها آن حل برای که کنیم می برخورد هایی مساله به اغلب اخترشناسی .در است بوده
دایره شعاع که وقتی ، است درجه) (برحسب دایره کمان یک کردن پیدا مسائل، این ترین .ساده نیازمندیم آن
آن کمان اندازه و دایره شعاع طول که وتری طول کردن پیدا ، برعکس یا باشد معلوم کمان این وتر طول و
ریاضی و اخترشناسان به ،متعلق است مانده جای به قدیمی دانشمندان از که جداولی ترین کهن . باشد معلوم
همه ی ولی دانست مثلثات پیدایش در گام نخستین را جداول این بتوان شاید و میلادی است دوم ی سده دانان
های مفهوم به هرگز و گرفت انجام هندسه درون اند،در بوده یونانی که اخترشناسان و ریاضی دانان این کارهای

. اند نرسیده مثلثات اصلی
واقع در که شد برداشته میلادی پنجم سده ی هندی ریاضی دان آریابهاتا وسیله ی به اصلی های گام نخستین
در (چه گیری مثلثات شکل به مربوط کارهای همه تقریب به بعد به این از داد. کمان  یک وتر نیم برای تعریفی

. گرفت انجام ایرانی دانشمندان ی وسیله به ( کره روی در چه و صفحه روی
جهت در هایی گام ایرانی دانان ریاضی ی همه او از پس و کرد تنظیم را سینوسی های جدول نخستین خوارزمی
ها سینوس جدول حاسب حبش عبداله .احمدابن برداشتند مثلثاتی های مفهوم گسترش و ها جدول تکمیل
اخترشناسی های نیاز دلیل به بار نخستین برای و گسترش برای و کرد تنظیم درجه ٣٠ به درجه ٣٠ تقریباً را
انجام بوزجانی ابوالوفای و بیرونی ابوریحان ی بوسیله ها تلاش ترین جدی کرد. تعریف را ” تانژانت ” مفهوم
به جالبی روش با ابوالوفا . کنند حل هم را کروی مثلث که ببرند پیش جایی تا را مثلثات توانستند که گرفت
با طوسی نصیرالدین خواجه سرانجام و کنند پیدا را دقیقه ٣٠ کمان سینوس مقدار توانست ها نابرابری یاری
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طوسی از بعد .١ نوشت را مثلثات مستقل کتاب نخستین ، خود از پیش ایرانی دانشمندان کارهای بندی جمع
کرده پیدا سوم درجه ی معادله حل برای که زیبایی روش با تیموریان زمان ایرانی دان ریاضی کاشانی جمشید

کند. پیدا دلخواه دقت هر با درجه یک کمان ی محاسبه برای راهی ،توانست بود
مواردی از نمونه .یک گرفت انجام غربی اروپای در و میلادی پانزدهم ی سده از مثلثات دانش بعدی پیشرفت
«جیب واژه ی از سینوس برای ایرانی دانان :ریاضی است قرار این از میدهد نشان را دانش این بودن ایرانی که
خوارزمی ویژه به دانان ریاضی های نوشته وقتی کردند. می استفاده تمام» «جیب واژه ی از کسینوس برای و «
. سینوس گذاشتند آن جای به خود زبان در را جیب ی واژه معنای شد، ترجمه اروپایی زبان و لاتین زبان به

. دارد عربی در را جیب معنای همان لاتین در کلمه این

مثلثاتی نسبت های ٢ . ١

در متشابه اند. مثلث دو باشند برابر دیگر مثلث از زاویه دو با مثلثی از زاویه دو چنانچه دانید می نهم کلاس از
متشابه اند. ABC , A′B′C ′ مثلث دو زیر شکل

برای دومی مثلث از حاده زاویه یک با اولی مثلث از حاده زاویه یک تنها برابری قائم الزاویه مثلث دو در حال
می کند.(چرا؟) کفایت مثلث دو تشابه

متشابه مشترکند B راس در که قائم الزاویه ای مثلث های ولذا A = E = G = Q = ٩٠٠ داریم بالا شکل در

می باشد. القطاع اسرارشکل فی القناع کشف کتاب این ١نام
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داشت: خواهیم بنویسیم مثلث ها این در را تشابه نسبت اگر حال هستند.

DE

BE
=

FG

BG
=

PQ

BQ
=

CA

BA

این می کنیم. انتخاب نامی ثابت نسبت این برای . است ثابت مقداری نسبت ها این همه B زاویه برای پس
داریم: پس است. B زاویه تانژانت نام

tanB =
AC

AB
=

مقابل ضلع
مجاور ضلع

داریم: پس می نامیم. کتانژانت را تانژانت نسبت عکس

cotB =
AB

AC
=

مجاور ضلع
مقابل ضلع

کرد. انتخاب آنها برای نامی باید و ثابت اند نیز زیر نسبت های متشابه مثلث های این در ترتیب همین به

DE

BD
=

FG

BF
=

PQ

PB
=

AC

AB

و
BE

BD
=

BG

BF
=

BQ

BP
=

AB

BC

داریم: پس می نامند. کسینوس را دومی و سینوس را اولی

sinB =
AC

BC
=

مقابل
وتر

cosB =
AB

BC
=

مجاور
وتر

مثلثاتی نسبت های را سینوس، کسینوس ، تانژانت ، کتانژانت ، نسبت های قائم الزاویه مثلث یک در .٢ . ١ تعریف
می نامیم.

حاده زوایای مثلثاتی نسبت های تمام واحد ۵ و ١٢ قائمه زاویه اضلاع به الزاویه قائم مثلث دریک .٢ . ١ مثال
کنید. مقایسه و کرده محاسبه را

مطلوبست sinB =
١
٣
, AC = ٢ داریم: ABC , (∠A = ٩٠٠) قائم الزاویه مثلث در .٢ . ٢ مثال

.cosB , tanB محاسبه
٣
۴

برابر حاده زوایای از یکی تانژانت و است واحد ١٠ برابر وتر طول قائم الزاویه مثلث یک در .٢ . ٣ مثال

آورید. بدست را زاویه این مثلثاتی نسبت های سایر است.
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درجه ١١٫۵ زاویه ی افق با که سیری خطی با آسمان در C نقطه در هواپیمایی زیر شکل مطابق .۴ . ٢ مثال
متر ٢٢۵٠ خود سیر خط مایل امتداد در هواپیما اگر است. ارتفاع کاهش حال در فرودگاه سمت به می سازد
داشته قرار C نقطه در ارتفاعی چه در هواپیما کنید معین ، بنشیند زمین به باند ابتدای در B نقطه تادر کند طی

( tan ١١٫۵٠ ≈ ٠٫٢ ) است.

مثلثاتی نسبت های آن ارتفاع یک رسم و واحد ٢ ضلع به متساوی الاضلاع مثلث یک کمک به .۵ . ٢ مثال
کنید. محاسبه را درجه ۶٠ و ٣٠ زوایای

محاسبه را درجه ۴۵ زاویه مثلثاتی نسبت های آن قطر رسم با و کرده رسم یک ضلع به مربع یک .۶ . ٢ مثال
کنید.

کنید. محاسبه را BH مقدار زیر شکل به توجه با .٢ . ٧ مثال

محاسبه: مطلوبست ∠A = ٩٠ , AC = ٣ , BC = ۵ داریم: ABC قائم الزاویه مثلث در .٢ . ١ تمرین
sinB − cosB
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آورید بدست را زیر عبارات عددی مقدار .٢ . ٢ تمرین

sin٢ ۴۵٠ + cos٢ ۴۵٠ =? .١

.
tan ۴۵٠ − tan ۶٠٠

١ + tan ۴۵× tan ۶٠٠ =? .٢

١ + sin ٣٠٠ + cos٢ ۴۵٠ + ۴ sin ٣٠٠ cos ۶٠٠ =? .٣

(cos ٣۶٠ ≈ بیابید.(٠٫٨ را نردبان طول روبرو شکل در .٢ . ٣ تمرین

درجه ۶٠ زاویه تحت موشک دارد. قرار زمین سطح متری ٢٠ ارتفاع در موشکی پرتاب سکوی .۴ . ٢ تمرین
متر ١٠٠٠ زمین سطح روی موشک سایه اگر دهد. می ادامه زاویه همین تحت خود حرکت به و می شود پرتاب

است؟ کرده طی خود سیر خط امتداد در مسافتی چه و است ارتفاعی چه در موشک خود باشد کرده طی

مثلثاتی نسبت های حسب بر مثلث مساحت

ارتفاع. آن به نظیر قاعده ی در ارتفاع حاصل ضرب نصف با است برابر مثلث یک مساحت دانیم می گذشته از
می نویسیم: منظور این برای کنیم. محاسبه را ABC مثلث مساحت می خواهیم زیر شکل در حال

SABC =
AH ×BC

٢
=

AB × sinα×BC

٢
=

١
٢
AB ×BC sinα
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آورید. بدست را زیر متوازی الاضلاع مساحت .٢ . ٨ مثال

بیابید. را دوم طناب طول است. شده بسته زمین به طناب دو توسط تبلیغاتی بالنی زیر شکل در .٢ . ٩ مثال

می گیریم. پی متنوع و کاربردی مثال چند ارائه با را مثلثاتی نسبت های بحث

مثلثاتی نسبت های سایر محاسبه مطلوبست sinA =
٢
٣

که است چنان مثلثی در A حاده زاویه .٢ . ١٠ مثال
زاویه. این

آورید. بدست را ٧۵٠ زاویه مثلثاتی نسبت های زیر شکل به توجه با .٢ . ١١ مثال

sinB = cosC داریم: همواره B , C حاده زاویه دو با قائم الزاویه مثلث یک در کنید ثابت .٢ . ١٢ مثال
.tanB = cotC همین طور و

سایر محاسبه مطلوبست . tanA = ٣ داریم: A حاده زاویه با قائم الزاویه مثلث یک در .٢ . ١٣ مثال
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.A زاویه مثلثاتی نسبت های

و است قائمه C راس در ABC مثلث .٢ شعاع به است دایره ای قطر CB زیر شکل در .١۴ . ٢ مثال
کنید.ثالثا محاسبه را AC , AD پاره خط دو طول آورید.ثانیا بدست را sinA مقدار .اولا CD =

√
٣

بیابید. مثلثاتی و معمول طریق به را ABC مساحت

چشمی دید زاویه می کند. نگاه پرچم نقطه بالاترین به و است ایستاده پرچم یک روبروی شخصی .۵ . ٢ تمرین
ارتفاع است) پرچم میله نقطه بالاترین و افق سطح به نسبت که دید زاویه ی است.( درجه ٣٢ برابر شخص این
پرچم میله طول متر. ۴۵ پرچم میله تا شخص این فاصله و است ١٫٨متر برابر زمین سطح از شخص این چشم

بیابید. را

زاویه می کند. نگاه کوه از نقطه بلندترین به و است ایستاده کوهی متری ۴٠٠ فاصله در شخص .۶ . ٢ تمرین
هم باز و برمی گردد عقب به متر ۵٠٠ اندازه به سپس وی است. درجه ٢۵ برابر افق به نسبت شخص این دید
بیابید. شکل به توجه با را کوه ارتفاع است. درجه ٢٠ برابر دید زاویه این بار و می کند نگاه قله نقطه بالاترین به
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کنید. ثابت را شده خواسته موارد زیر شکل به توجه با .٢ . ٧ تمرین

اندازه ثانیا بیابید. را مکعب قطر طول اولا است. مفروض a ضلع به مکعبی زیر شکل مطابق .٢ . ٨ تمرین
کنید. محاسبه را θ زاویه

AC,AB,AD,DC,CE,DF های طول و کنید فرض معلوم را θ , a مقادیر زیر شکل در .٢ . ٩ تمرین
بیابید. θ , a یعنی معلوم مقدار دو این حسب بر را

بدست را رودخانه عرض شده داده اطلاعات به توجه با موازی اند. رودخانه ساحل دو زیر درشکل .٢ . ١٠ تمرین
آورید.
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مثلثاتی دایره ٢ . ٢

می شود؟ تعریف غیرحاده زوایای مورد در مثلثاتی نسبت های که است این می رسد ذهن به طبیعی بطور که پرسشی
قائم الزاویه مثلث اما است. مثبت جواب چگونه؟ و کرد تعریف سینوس می توان درجه ١۵٠ زاویه برای مثلا
و یک شعاع به می کنیم.دایره ای معرفی منظور این برای را مثلثاتی دایره نیست. تعریف این جوابگوی دیگر
کنیم حرکت به سروع ساعت عقربه های حرکت جهت خلاف در و A(١, ٠) نقطه از اگر مختصات. مبداء مرکز
می شود. حاصل منفی زاویه ی ساعت عقربه های جهت در چرخش صورت در شد. خواهد تولید مثبت زاویه ای

می شود. دیده مثلثاتی دایره در منفی و مثبت زاویه چند زیر شکل در
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قائم الزاویه  ی مثلث در می کنیم. رسم طول ها محور بر عمودی p نقطه از بگیرید. نظر در را p(x, y) نقطه حال
می کنیم. محاسبه را θ زاویه مثلثاتی نسبت های حاصل

sin θ =
PQ

OP
= y cos θ =

OQ

OP
= x

tan θ =
PQ

OQ
=

y

x
cot θ =

OQ

PQ
=

x

y

,٢٧٠هستند. ١٨٠, ٩٠, ٠ زوایای به متناظر به ترتیب D,C,B,A نقاط زیر مثلثاتی دایره در .١۵ . ٢ مثال
آورید. بدست را زوایا این مثلثاتی نسبت های

بیابید. را درجه ٢٢۵ زاویه مثلثاتی نسبت های .١۶ . ٢ مثال

زاویه این مثلثاتی نسبت های سایر است. sin θ =
۵
٧

و است مثلثاتی دایره دوم ناحیه در θ زاویه .٢ . ١٧ مثال

آورید. بدست را

۴٩ www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



samadit.farhad@gmail.com تجربی ریاضی و رشته دوم متوسطه ی دوره ریاضی(١)

مهم: تذکر چند
است. شده گردآوری زیر جدول در ناحیه هر به توجه با مثلثاتی نسبت های علامت .١

و −١ ≤ sin θ ≤ ١ همواره که می شویم متوجه مثلثاتی های نسبت تعریف و مثلثاتی دایره به توجه با . ٢
واقع در نیست. این گونه tan θ , cot θ یعنی دیگر نسبت دو مورد در اما .−١ ≤ cos θ ≤ ١ همین طور

ریاضی: زبان به منفی. چه و مثبت چه باشند، می توانند مقداری هر نسبت دو این

sin θ ∈ [−١, ١] , cos θ ∈ [−١, ١] , tan θ, cot θ ∈ (−∞,+∞)

زیر بصورت مثلثاتی های نسبت نام به محور چهار آن در که است مرسوم نیز مثلثاتی دایره از دیگری شکلی . ٣
دارد. وجود

کند. اختیار را مقداری هر تواند می tan θ مثلا چرا که شد خواهید متوجه بهتر فوق شکل روی از
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B(x٢, y٢), A(x١, y١) نقاط از که خط یک برای اید. خوانده را شیب مفهوم و خط معادله نهم کلاس در . ۴
می شود: تعریف چنین شیب می گذرد

خط شیب = m =
y٢ − y١

x٢ − x١
=

عرض ها تفاضل
طول ها تفاضل

شیب برابر می سازد طول ها محور مثبت جهت با خط که زاویه ای تانژانت می بینید بالا شکل در که همان طور
کرد. استفاده خط معادله نوشتن در می توان نکته این است.از خط

می گیریم. پی متنوع های مثال حل با را درس

بنویسید. را ℓ خط معادله شکل به توجه با .٢ . ١٨ مثال
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را α مثلثاتی نسبت های سایر باشد tanα = −۵
٣

و باشد چهارم ناحیه در α کمان انتهای اگر .٢ . ١٩ مثال
بیابید.

بیابید. را زاویه این مثلثاتی نسبت های سایر است. cosα =
١
٣

که است گونه ای به α زاویه .٢ . ٢٠ مثال

بیابید. mرا تغییرات حدود باشد cosα =
m− ١

٢
و ٠ ≤ α ≤ ۶٠٠ کنید فرض .٢ . ٢١ مثال

آورید. بدست را
١٠

۴ + ٣ sinx
عبارت مقدار بیشترین و کمترین .٢ . ٢٢ مثال

مثلثاتی نسبت های بین روابط ٢ . ٣

این دارند. نزدیکی ارتباط هم با متفاوت نام های علیرغم مثلثاتی نسبت چهار که باشید شده متوجه الان تا شاید
کرد. خواهیم ذکر را ها آن درستی دلیل آن دنبال به و کرده ایم فهرست زیر در را روابط

١) tan x =
sinx

cosx

٢) cot x =
cosx

sinx

٣) sin٢ x+ cos٢ x = ١ −→

 sin٢ x = ١− cos٢ x

cos٢ x = ١− sin٢ x

۴)١ + tan٢ x =
١

cos٢ x

۵)١ + cot٢ x =
١

sin٢ x

مثلثاتی نسبت های سایر باشد. سوم ناحیه در x کمان انتهای و باشد cosx = −١
٣

کنید فرض .٢ . ٢٣ مثال

آورید. بدست را زاویه این

است. برقرار (١− sinx)(١ + sinx)(١ + tan٢ x) = ١ رابطه همواره کنید ثابت .٢۴ . ٢ مثال

را
cos۴ x− sin۴ x

sinx− cosx
عبارت مقدار صورت دراین باشد sinx + cosx =

√
٢ کنید فرض .٢۵ . ٢ مثال

بیابید.

کنید. بررسی را
sin٢ α− tan٢ α

cos٢ α− cot٢ α
= tan۶ α رابطه درستی .٢۶ . ٢ مثال
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است. برقرار همواره زیر رابطه کنید ثابت .٢ . ٢٧ مثال

cos٢ x(١ + ٢ tan٢ x) + (cos x− ١)(cosx+ ١) = ١

(٢٠٠٢ آمریکا دبیرستانی ریاضی کنید.(مسابقات ثابت را زیر رابطه درستی .٢ . ٢٨ √مثال
sin۴ x+ ۴ cos٢ x−

√
cos۴ x+ ۴ sin٢ x = cos٢ x− sin٢ x

ناحیه کدام در θ کمان انتهای کنید معین باشد tan θ × cos θ > ٠ و ١ − cos θ =
۵
٣

اگر .٢ . ٢٩ مثال
است؟

است. درست همواره زیر رابطه ی کنید ثابت .٢ . ١١ تمرین

٣(sin۴ x+ cos۴ x)− ٢(sin۶ x+ cos۶ x) = ١

کنید. ثابت را زیر رابطه ی درستی .٢ . ١٢ تمرین
١

١− sinα
+

١
١ + sinα

− ٢ tan٢ α = ٢

کنید. ثابت را زیر رابطه درستی .٢ . ١٣ تمرین
١ + cosx

sin٣ x
=

١
sinx(١− cosx)

کنید. ثابت را زیر رابطه ی درستی .١۴ . ٢ تمرین
١

sin۴ x
− ١

sin٢ x
− cot۴ x = cot٢ x

کنید. تحقیق را زیر رابطه ی درستی .١۵ . ٢ تمرین

tanα + cotα =
١

sinα cosα

بیابید. را
۴

sinx
− ٣

cosx
حاصل باشد cotx =

٣
۴

اگر .١۶ . ٢ تمرین

بیابید. را sinx ،مقدار cosx < ٠ و باشد sinx = −١
٢

اگر .٢ . ١٧ تمرین

است؟ درست نامساوی کدام .٢ . ١٨ تمرین

sin ۵٠ < sin ۴٠ .١

cos ۵٠ < cos ۴٠ .٢

tan ۵٠ < tan ۴٠ .٣

cot ۴٠ < cot ۵٠ .۴
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کی شود. دیده زاویه آن نصف و زاویه یک بین ارتباط شکل این در کنید. نگاه دقت به زیر شکل به .٢ . ١٩ تمرین
بیابید. را درجه ١۵ زاویه مثلثاتی نسبت شکل این کمک به

۵۴ www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



samadit.farhad@gmail.com تجربی ریاضی و رشته دوم متوسطه ی دوره ریاضی(١)

دوم فصل تست های ۴ . ٢
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دوم فصل های تست کلید ۵ . ٢
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٣ فصل

جبری عبارات و گویا های توان

حقیقی اعداد توان و ریشه ٣ . ١

هـم بـا ای سـویه دو رابطـه تـوان و ریشـه ایـد. شـده آشـنا عددهـا سـوم و دوم هـای ریشـه بـا گذشـته سـال در
دارنـد.

(−٣)
سه توان

GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGB
FGGGGGGGGGGGGGGGGGGGG

سوم ریشه
−٢٧ یا (−٣)٣ = −٢٧←→ ٢٧−√٣ = −٣

کنید. پر را خالی جاهای مورد هر در .٣ . ١ مثال

٢۴ = ١۶←→ ١١٢ = ١٢١←→

(٠٫٢۵)٢ = ٠٫٠۶٢۵←→ (٠٫۵)٢ = ٠٫٢۵←→

(−٩)٢ = ٨١←→
√

٨١ = ٩←→

٣
√

٢٧ = ٣←→
√

۵٠ = ۵
√

٢←→

√
١٠٠ = ١٠←→

√
١٠٠٠ = ١٠

√
١٠←→

است؟ چقدر اعشار رقم یک دقت با مکعب ضلع است. ۵٠cm٣ برابر مکعب یک حجم .٣ . ٢ مثال
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تعریف در تر دقیق بصورت را بالا در شده مطرح مطالب دارند. هم با عکس ی رابطه ریشه و توان کلی حالت در
ایم. آورده زیر

عدد ام n ریشه یک را b حقیقی عدد صورت باشد.دراین طبیعی عددی n ≥ ٢ کنیم فرض .٣ . ١ تعریف
باشد. bn = a هرگاه گوییم a حقیقی

١۶ چهارم ریشه −٢ و ٢ عدد دو همچنین .(−٣)۵ = −٢۴٣ که چرا است −٢۴٣ پنجم ریشه −٣ مثلا
می ام n ریشه دو دارای a مثبت و حقیقی عدد باشد زوج n اگر است. (± ٢)۴ = ١۶ چراکه باشند می
نشان n

√
a نماد با و نامیم می اصلی ام n ریشه را مثبت ام n ریشه حالت این در یکدیگرند. قرینه که باشد

استفاده ٣
√

٨١ = −٣ نادرست عبارت از هیچگاه و است ٣ برابر فقط ۴
√

٨١ عبارت حاصل پس دهیم. می
اما ندارد وجود ۴

√
−٣٢ مثلا دارند. فرد ام n ریشه ولی نیستند زوج ام n ریشه دارای منفی اعداد کنیم. نمی

است. ۵
√
−٣٢ = −٢

کنید. کامل .٣ . ٣ مثال

١) ٣
√

۶۴ = ٢); ۶
√

۶۴ =

٣) ۵
√

١٠٢۴ = ۴) ۴
√

٠٫٠۶٢۵ =

۵)
√

١٢١
١٠٠ = ۶) ٣

√
١
x٣ =

٧)
√

٣۶
٢۵

٨) ٣

√
٢

١٠
٢٧

٩) ٣
√
(٢
√

٢(٢ ١٠)
√

٨
√

۴ ٣
√

۶۴
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ایم. کرده فهرست زیر در ها رادیکال خواص مهمترین

١) n
√
an =


a فرد n

|a| زوج n

٢) n
√
a

n
√
b =

n
√
ab باشند. مثبت b, a باید که است واضح

٣)
n
√
a

n
√
b
= n

√
a

b

۴) ( n
√
a)m = n

√
am m,n ∈ N, a ≥ ٠

۵) n
√

m
√
a = mn

√
a m, n ∈ N, a ≥ ٠

۶) a n
√
b =


n
√
anb n > ١ فرد n

n
√
anb b ≥ ٠ a ≥ ٠ زوج n

− n
√
anb b ≥ ٠ a ≤ ٠ زوج n

٧) mn
√
am = n

√
a a > ٠, m, n ∈ N

در مسائل ترین قدیمی از یکی ٣
√

٢ طول با خطی پاره رسم کلا یا محور روی ٣
√

٢ عدد رسم تاریخی: یادداشت
فراعنه از یکی که کنند می نقل داستانی است. معروف مکعب تضعیف به مسئله این است. ریاضیات تاریخ
اصلی مدفن البته است. بوده مستطیل مکعب شکل به مقبره ) ساخته می فرزندش برای ای مقبره که مصر
مکعب اضلاع اشتباه به مهندسان کنید. برابر دو را آن و است کوچک مقبره که داده دستور مهندسان به مقبره)
برابر دو آن حجم که مستطیلی مکعب واقع در بود. پادشاه انتظار از بزرگتر بسیار مقبره و اند کرده برابر دو را
پذیر امکان کار این ساده پرگار و کش خط کمک به اما دارد. ٣

√
٢ عدد از استفاده و ترسیم به نیاز باشد دیگری

به سوال این است ممکن کنید.حال جستجو گوگل در را مکعب تضعیف مسئله توانید می زمینه این در نیست.
این به دقیق پاسخ کرد. ترسیم پرگار و کش خط با شود می را اعدادی چه بدانیم کجا از که کند خطور ذهنتان
ترسیم گویا اعداد تمام گفت توان می خلاصه بطور اما است غیرممکن شما اطلاعات با حاضر درحال پرسش
جمع عملیات متناهی تعداد با بتوان هرگاه است پرگار و کش خط با پذیر ترسیم r چون حقیقی عددی پذیرند.
٣ ٢و چون حساب این با پس شود. حاصل صحیح اعداد از گرفتن دوم ریشه یا و تقسیم یا ضرب یا تفریق یا

است. پذیر ترسیم نیز ٢ +
√

٣ +
√

۵ عدد پس پذیرند ترسیم
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بدست را ها رادیکال بالا) دقت با (اما تقریبی مقدار توان می حساب ماشین از استفاده بدون آیا مهم: تذکر
است: مفید بسیار ارتباط این در زیر دستور است. مثبت پاسخ آورد؟

n
√
x =

n
√
an ± b ≈ a± b

nan−١

٣√۶۵ =
٣√۴٣ + ١ ≈ ۴ +

١
٣× ۴٢ = ۴ + ٠٫٠٢ = ۴٫٠٢

۵√٣٠ = ۵√٢۵ − ٢ ≈ ٢− ٢
۵× ٢۴ = ٢− ٠٫٠٢ = ١٫٩٨

کنید. مشخص را نادرست و درست .۴ . ٣ مثال
یکدیگرند. قرینه که دارد پنجم ریشه دو حقیقی عدد هر - ١
باشند می ± ۴

√
١۶ عدد دو ١۶ عدد چهارم های ریشه - ٢

دارد. ام n ریشه همواره عدد هر - ٣
است. هفتم ریشه دارای همواره فرد عدد هر - ۴

چرا؟ است؟ درست n
√
a+ b = n

√
a+ n
√
b رابطه آیا .۵ . ٣ مثال

چرا؟ است؟ درست همیشه ( n
√
a)n = a رابطه آیا .۶ . ٣ مثال

شود می بزرگتر افتد؟ می اتفاقی چه x مقدار برای دهیم افزایش را n فرجه و باشد x = n
√
a اگر .٣ . ٧ مثال

شود؟ می کوچکتر یا

است؟ بزرگتر کدام ۴
√

٣ و ٣
√

٢ عدد دو از .٣ . ٨ مثال

است؟ متوالی صحیح عدد دو کدام مابین ٣
√

٣٢١ عدد .٣ . ٩ مثال
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کنید. کامل .٣ . ١٠ مثال

١) ٣
√

١٢۵ = ٢) ۵
√
−٣٢ =

٣) ٧
√

١٢٨ = ۴) ٨
√

٢۵۶ =

۵) ٩
√
−١ = ۶) ۴

√
۶٢۵ =

٧) − ۴
√

١۶ = ٨) ۵

√
− ١

٣٢
=

٩) ٣
√
−٠٫٠٠١ = ١٠) ۶

√
٠ =

١١) ۴
√
(−٣)۴ = ١٢) ۶

√
(−٢)۶ =

١٣) ۴
√

١۶× ۴
√

٨١ = ١۴)a٢⃝ a٣ ٠ < a < ١

١۵)
√
a⃝ ٣
√
a ٠ < a < ١ ١۶) ٣

√
a⃝ ۵
√
a ٠ < a < ١

١٧)( ۴
√

١۶)۴ = ١٨)( ٣
√
−٢(٨ =

١٩)
√

١۵٠ = ٢٠)
√

۴٨۶ =

٢١) ٣
√

١٠٨٠ = ٢٢) ۵
√

٨٠٠

٢٣) ٣

√
٣
۴
× ٣

√
٩
١۶

= ٢۴) ١٢٨√٢١× ٣١۴
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کنید. ساده تاسرحدامکان را زیر عبارات حاصل .٣ . ١١ مثال

١) ۴

√
(a+ b)۴

(a− b)۴ =

٢)
√

۴x٢ + ۴x+ ١ =

٣)
√
x٣y٣
√
xy

۴) ٢
√

٢٧× ٣
√

١٢ =

۵) ٣√
a٢ × ۴√

a٣ =

۶) ۵√
a٣ × ۶√

a۵ × ٣√
a٢ =

٧)
٣
√

۴− ٢
√

٢× ۶
√

۶ + ۴
√

٢ =

٨)
٣

√
٢
√

٢ ٢√٣ =

٩)
۴
√

۶ + ۴
√

٢×
√

٢−
√

٢ =

١٠)
√
(c− ٢(١ −

√
(١ + c)٢ = , c ∈ [−١, ١]

١١) (٢
√

٢−
√

۵ + ٣
√

٢)(
√

١٨−
√

٢٠ + ٢
√

٢)
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آورید. بدست را زیر عبارات حاصل .٣ . ١ تمرین

١) ۵
√
−٣٢(x− y)١٠ =

٢) ٣
√
−(x− y)۶ =

٣) ٢٧√٣c٧ =

۴) ٢√٣۴× ٢√٣ =

۵) ∓
√

۶٫٢۵ =

۶)
٣
√√

٢ + ١× ٣
√√

٢− ١ =

٧)
√

٢
√

٢−
√

٣× ۴
√

١١ + ۴
√

۶ =

٨)
√

٣١×
√

۶−
√

۵×
√

٣ +
√

٣−
√

۵×
√

٣−
√

٣−
√

۵ =

٩)
√

١١− ٢
√

٢ =

١٠)
√

١٣ +
√

۴٨ =

١١)
√

٢ +
√

٣×
√

٢ +
√

٢ +
√

٣×

√
٢ +

√
٢ +

√
٢ +
√

٣ ×√√√√
٢−

√
٢ +

√
٢ +

√
٢ +
√

٣ =

١٢) ۴

√
−٢۴٣

x٢ −
√
x۴ + ۶x٢ + ٩

=

١٣) x
√
−x× ٣

√
x =
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گویا های توان ٣ . ٢

ایم. آورده را زیر مطالب ، مرور جهت اینحال با دانید. می توان مورد در را مطالب برخی نهم کلاس از

: بصورت را an عدد دلخواه. عددی a ∈ R و باشد n ∈ N کنید فرض .٣ . ٢ تعریف

an = a× a× a× · · · × a︸ ︷︷ ︸
مرتبه n

می تعریف زیر بصورت را a−n . است تعمیم قابل تعریف این نیز منفی صحیح اعداد برای کنیم. می تعریف
کنیم:

a−n =
١
an

خواص مهمترین ایم. کرده تعریف صحیح اعداد تمام برای را an حال و شود می تعریف a٠ = ١ نهایت در
: از عبارتند توان

.an × am = am+n همواره - ١

am

an
= am−n همواره -٢

(am)n = amn همواره - ٣

چرا؟ اند؟ مساوی (am)n و amn مقدار دو آیا پرسش:
دهیم. تعمیم گویا اعداد به را توان خواهیم می حال

برسد. معینی فشار به تا شود می برابر دو گاز فشار دقیقه هر در شود. می مخزن یک وارد فشار با گازی

دقیقه ١ ٢ ٣ · · · n

فشار ٢ ٢٢ ٢٣ · · · ٢n

جواب که است واضح بود؟ خواهد چقدر گاز فشار دوم دقیقه از پس ثانیه ٣٠ در که است این پرسش حال
البته که a = ٢

۵
٢ که کرد ادعا توان می پس داریم را دقیق زمان چون .٢٢ < a < ٢٣ که است a چون عددی

بعد باید پس شود می برابر x ثانیه ٣٠ هر در فشار مقدار کنیم تصور اگر دهد؟ می معنایی چه اما است درست
.x =

√
٢ لذا و x٢ = ٢ یعنی داریم فشار برابر دو دقیقه یک از بعد اما شود برابر x× x = x٢ دقیقه ١ از

بعه .a = x۵ =
√

٢۵ یعنی x۵ شود می فشار پس است ثانیه ٣٠ زمان ۵ شامل دقیقه نیم دو زمان کل حال
باشیم داشته باید بهتر عبارت

٢
۵
٢ =
√

٢۵

کرد. تعریف را حقیقی عدد یک گویای توان کلی حالت در توان می حال
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کنیم: می تعریف باشند m,n ∈ N اگر باشد. حقیقی عددی a کنید فرض .٣ . ٣ تعریف

a
m
n = n

√
am

آورید. بدست را زیر عبارات حاصل .٣ . ١٢ مثال

١) (−٨)
١
٣ =

٢) ٨
٢
٣ =

٣) (٣٢)−
٢
۵ =

۴) (−٨)
٨
۶ =

۵)

√
٣
√
x ۵
√
y٢

۶√z۴
=

۶) (٠٫٢۵)
٣
٢ =

٧)
۵

√
٢ ٣
√√

٨ + (
۵
√√

٣(٢ − ٢٠٫٣ − ٨٠٫١ =

توان مورد در را شده گفته صحیح های توان مورد در قبلا که تواندار اعداد بر حاکم روابط درستی .٣ . ٢ تمرین
نمونه بعنوان کنید. تحقیق گویا های

ar × as = a
m
n × a

p
q = n
√
am × q

√
ap

= nq
√
amq × nq

√
apn

=
nq
√
aqm+pn

= a
pn+qm

nq

= a
m
n +p

q

= ar+s

کنید. بحث جواب مورد در است؟ درست m
√

n
√
a = n

√
m
√
a تساوی آیا .٣ . ١٣ مثال

می حکمی چه باشد ٠ < a < ١ که حالتی در .an−١ < an کنید ثابت باشد a > ١ هرگاه .١۴ . ٣ مثال
کنید. ثابت را خود ادعای کرد؟ توان
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است؟ درست زیر محاسبه آیا .١۵ . ٣ مثال

جواب است. زیر بصورت آنها جوابهای اند. کرده ساده را ۶√a٢ عبارت کدام هر کیوان و نیلوفر .١۶ . ٣ مثال
چرا؟ است؟ تر دقیق کدام

کیوان حل راه −→ ۶√
a٢ =

٢×٣√
a٢ = ٣

√
a

نیلوفر حل راه −→ ۶√
a٢ =

 ٣
√
a a > ٠

٣
√
−a a < ٠

بیابید. را α مقدار (
١
٢
)٢α−٣ = ۴× ١۶α رابطه از .٣ . ١٧ مثال

آورید. بدست را زیر عبارات حاصل .٣ . ٣ تمرین

٣)(١
٣
٨
)−

٢
٣ ٢)

(
٣

√
x

y

)٢

×
√

١
xy
×
(

٣

√
y٢

x٢

)−١

٣)
(
a

۵
٧

)٠٫٧
÷
(
d−

١
٣

)−٣
٢

۴)
(
a

١
۴y−

٢
٣

)۶
۵ × a

١٠
٣ × y

۴
۵

۵)
(

٣
√

٣٢ ۴
√

١۶ ۵
√

١٢٨÷ ۴
√

١٠٢۴ ۵
√

٢۵۶ ٣
√

۶۴
)−٣٠

۵٣
۶)٠٫٠٢٧−

١
٣ − (−١

۶
)−٢ + ٢۵۶٠٫٧۵

٧)

√√√√x

y

√
y

x

√
x

y√√√√y

x

√
x

y
٣

√
y

x

٨)
(

١
٣

)p+٢

.

√
١
٢٧
≥ ٩ −→ p =?
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جبری های عبارت ٣ . ٣

پردازیم. می جبری های عبارت تجزیه در آنها از استفاده و دیگر جبری اتحاد چند معرفی به بخش این در
درست تساوی آن در موجود متغیر مقادیر تمامی ازای به که تساوی یک اید. شده آشنا ها اتحاد با نهم کلاس از

کنید. دقت زیر تساوی دو به گوییم. اتحاد یک را باشد

(x+ y)٢ = x٢ + ٢xy + y٢ (٣ . ١)

x٢ − ۵ = ۴ (٣ . ٢)

(٢ · ٣) تساوی حالیکه در . گوییم اتحاد آن به لذا و است درست y, x مقادیر تمامی ازای به (١ · ٣) تساوی
اتحادها برخی با نهم کلاس از گوییم. معادله آن به لذا و است درست x = ٣, x = −٣ مقدار دو ازای به

کنیم. می بازنویسی را اتحادها آن اینجا در اید. شده آشنا

(x+ y)٢ = x٢ + ٢xy + y٢

(x− y)٢ = x٢ − ٢xy + y٢

x٢ − y٢ = (x− y)(x+ y)

(x+ a)(x+ b) = x٢ + (a+ b)x+ ab

(x+ y + z)٢ = x٢ + y٢ + z٢ + ٢xy + ٢xz + ٢yz

هدف یعنی است. ای جمله سه مربع اتحاد ، اتحاد اولین کنیم. معرفی جدید اتحاد چند تا هستیم آماده حال
کنیم. می ساده امکان سرحد تا را فوق عبارت بالا اتحادهای کمک به است. (x+ y)٣ حاصل یافتن

(x+ y)٣ = (x+ y)٢ × (x+ y)

= (x٢ + ٢xy + y٢)× (x+ y)

= x٣ + x٢y + ٢x٢y + ٢xy٢ + y٢x+ y٣

= x٣ + ٣x٢y + ٣xy٢ + y٣

آید: می بدست زیر بصورت حاصل نتیجه بنابراین

(x+ y)٣ = x٣ + ٣x٢y + ٣xy٢ + y٣

شود: می حاصل زیر اتحاد شود تبدیل b −→ (−b) فوق رابطه در اگر
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(x− y)٣ = x٣ − ٣x٢y + ٣xy٢ − y٣

داشت: خواهیم بگیریم فاکتور سوم و دوم جملات در xy از اگر نهایت در

x٣ + y٣ = (x+ y)٣ − ٣xy(x+ y)

x٣ − y٣ = (x− y)٣ + ٣xy(x− y)

کنید. تجزیه را x٣ − y٣ و x٣ + y٣ های عبارت رابطه آخرین کمک به .٣ . ١٨ مثال

بدهیم: مکعبات تفاضل و مجموع اتحاد اسم آنها به که دارد اهمیت قدری به بالا مثال نتیجه

x٣ + y٣ = (x+ y)(x٢ − xy + y٢)

x٣ − y٣ = (x− y)(x٢ + xy + y٢)

آورید. بدست اتحادها کمک به را زیر عبارات حاصل .٣ . ١٩ مثال

٢)(١x− y٢(٢ = ٢)(x۴ −
y
٣)

٢ =

٣)(x− y)(x+ y)(x۴ + x٢y٢ + y۴) = ۴)(٢x− ٣(١ =

۵)(١ + x٢ + x۴)(١− x٢) = ۶)(١٠١)٣ =

٧)(x− ١
٨)(٢x

٢ + ٢)(٢x+ ١) = ٨)(x+ ٢y)(x٢ − ٢xy + ۴y٢)− ٨y٣ =

٩)
(x+ ٣(١ − ٣(x+ ٢(١ + ٣(x+ ١)− ١

(x+ ٢(١ − ٢(x+ ١) + ١
١٠)(x− ١)(x٢ + x+ ١)(x٣ + ١)

٢)(١١x− y)(۴x٢ + ٢xy + y٨)(٢x٣ + y٣) ١٢)(a− b− c)٢ − (a− b+ c)٢
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آورید. بدست را زیر عبارات عددی حاصل باشد. x+
١
x
=
√

۵ کنید فرض .٣ . ٢٠ مثال

١) x٢ +
١
x٢ =

٢) x٣ +
١
x٣ =

٣) x٢ − ١
x٢ =

۴) x٣ − ١
x٣ =

۵) x۴ +
١
x۴ =

کنید. تجزیه را زیر عبارات اتحادها کمک به .٣ . ٢١ مثال

١)x۶ − y۶ = ٢)x٣ − ١٢۵

٢٧(٣x٣ + ١ ۴)۴a٢ − b٢ − ٢b+ ۴a =

۵)٩x٢ − ٣x− ٢ = ۶)x٣ − x٢ − x+ ١ =

٧)a۴ − ٢a٢ + ۴٩ = ٨)x٢y٢ − x٢y٣ − ١ + y =

٩)۶۴x٣ − ۴٨x٢ + ١٢x− ١ = ١٠)۴a۴ − ۶۴ =

١١)(x+ ٣(١ + ٨ = ١٢)x۵ + x+ ١ = (hint : x٢ − x٢)

١٣)۴x۴ + ١ ١۴)٨x٣ − ١٢x٢ + ۶x− ١ =
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بیابید. را زیر عبارات حاصل اتحادها کمک به .۴ . ٣ تمرین

١)(x− ٢y٢(٢ − (x+ ٢y٢(٢ ٢)(
٣
٢
xy − ١

٢
y)٢

٢)(٣m− n)(۴m٢ + ٢mn+ n٢) ۴)(x+ ٢y)(x٢ − ٢xy + ۴y٢)

۵)(٢ + x)(۴− ٢x+ x٨)(٢− x٣) ۶)(x− y)٣ − (x+ y)٣

٢)(٧x− y)(۴x٢ + y٢)(٢x+ y) + y۴ ٨)(a− b+ c)(a− b− c)

کنید. تجزیه .۵ . ٣ تمرین

١)ab− a٢b٢ ٢)a+ b+ a٢ − b٢

٣)a٢ − b٢ + a٣ − b٣ ۴)x۶ − (yz)۶

۵)٣۶a۴b− ١۶b۵ ۶)a٢c٢ + b٢d٢ − b٢c٢ − a٢d٢ − ۴abcd

٧)c۶ + p۶ ٨)x٣ + ۶۴m٣

٩)(a+ b)٣ − (a− b)٣ − ٢b ١٠)(a+ b)٣ + (a− b)٣ − ٣a

چندجمله ایها م م ک و م م ب یافتن در تجزیه کاربرد

دیگری چندجمله ای هر یا صحیح اعداد در را جمله ای دو این اگر بگیرید. نظر در را a+ b مثل چندجمله ای یک
هستند. a+ b مضارب همگی زیر عبارات پس گوییم. a+ b از مضربی را حاصل ، کنیم ضرب

٢(a+ b) , (a٢ − b٢) , (a٣ − b٣) · · ·

مقسوم بزرگترین یافتن برای کلی بطور است. فوق عبارت سه هر مشترک علیه مقسوم a+ b عبارت همچنین
عوامل م م ب برای سپس و کرده راتجزیه آنها ابتدا جبری عبارت دو مشترک مضرب کوچکترین و مشترک علیه
در توان بزرگترین با را مشترک عوامل هم م م ک برای و کنیم می منظور را تجزیه در توان کمترین با مشترک
عبارت دو م م ک و م م ب یافتن هدف کنید فرض ساده مثال یک عنوان به کنیم. می ضرب غیرمشترک عوامل

داریم: آنها کردن تجزیه با است. a٢ − b٢ , a٣ − b٣ جبری a٢ − b٢ = (a− b)(a+ b)

a٣ − b٣ = (a− b)(a٢ + ab+ b٢)
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از یکی . (a − b)(a + b)(a٢ + ab + b٢) برابر م م ک و است a − b برابر م م ب حساب این با پس
عبارات بعد قسمت در گویاست. عبارات تفریق و جمع برای گرفتن مشترک مخرج در م م ک محاسبه فواید

می کنیم. بررسی را گویا

گویا عبارات

اگر باشند. چندجمله ای آن مخرج و صورت که است عبارتی گویا عبارت یک از منظور .۴ . ٣ تعریف
عبارت باشند چندجمله ای دو q(x) , p(x)

p(x)

q(x)

باشد. q(x) ̸= ٠ که آنست عبارتی چنین تعریف شرط گوییم. گویا عبارت یک را

تعریف است؟(دامنه ی شده تعریف متغیرش از مقادیری چه ازای به گویا عبارت هر کنید معین .٣ . ٢٢ مثال
بیابید) را آن

١) f(x) =
x+ ١
x− ٣

٢) g(x) =
٣y

y٢ − ۴

٣) h(x) =
x٢ + ١
x۴ + ١

۴) k(x) =
z

٢z٢ − ٧z + ۵

۵) ℓ(x) =
x

x

۶) u(x) =
٣

٢x٢ + ٢x
+

٢x− ١
x٢ − ١

− ٢
x
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مسئله صورت در کسر یک تنها اگر دهید. انجام را گویا عبارات بر شده خواسته عملیات های .٣ . ٢٣ مثال
است. آن کردن ساده هدف است

١)
۶x٢ + ٧x− ٣
٢x٢ − x− ۶

٢)
١٣

٢x− ۶
− ٢x

x٢ − ٩

٣)
x٢ − y٢

x٢ + y٢ ÷ (x+ y)

۴)
m٣ − n٣

(mn− n٢(٢ ÷
mn+m٢

m٢ − n٢

۵) a÷ a− ١
٢
− a٣ + ٣a(a− ١)− ١

٢a٢ + ٢a
× −۴a

a٢ − ٢a+ ١
− ۴a٢

a٢ − ١

۶)
(

n

m− n
+

m

m+ n

)(
m+ n

m٢ + n٢

)(
m− n

m+ n

)

جبری عبارات از رادیکال حذف

آنگاه: a = ٣
√
x , b = ١ دهیم قرار اگر a٣ − b٣ = (a− b)(a٢ + ab+ b٢) اتحاد در

( ٣
√
x)٣ − ١ = (x− ١)︸ ︷︷ ︸

رادیکال بدون

= ( ٣
√
x− ١)( ٣√

x٢ + ٣
√
x+ ١)︸ ︷︷ ︸

رادیکال ها شامل عبارت

کار این است. رادیکال از فارغ عبارت یک حاصل هم در عبارت دو ضرب با می کنید مشاهده که همان طور
بر عملیات و چندجمله ایها با کار کلا که است این کار این ساده دلیل یک و است معروف کردن گویا به اغلب
بین از ، باشد مخرج در رادیکالی عبارت که زمانی بویژه است. رادیکالی عبارات با کار از تر ساده بسیار آنها

کنیم. می گویا را
١√

x−√y
عبارت مخرج ساده مثال عنوان به است. مستحب امری آن رادیکال بردن

١√
x−√y

=
١√

x−√y
×
√
x+
√
y

√
x+
√
y

=

√
x+
√
y

(
√
x−√y)(

√
x+
√
y)

=

√
x+
√
y

x− y
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کنید. گویا را زیر کسرهای مخرج .٢۴ . ٣ مثال

١)
١√
x ٣
√
y

٢)
١√
x− ٢

٣)
١

٣√x٢ − ٣
√
x+ ١

۴)
١

a
١
٢ + a

١
۴b

١
۴ + b

١
٢

۵)
a− ١√

a− ١−
√
a+ ٢

۶)
١

٣
√
x+ ١

٧)
١

١ +
√

٢ +
√

٣
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تکمیلی تمرینات

آورید. بدست را زیر عبارات حاصل .۶ . ٣ تمرین

١)
(١

۶x
−١y٣

)−٢
.

(
x٢

y٢

)−٢

.

(
−٢x٢

y٣

)−۴

١٢(٢۵ ≤ (١
۵)

p ≤ ٣١٢۵ −→ p =?

١٠٢٠(٣ □ ٢٠١٠ ۴)٢٠٢٣٠٣ □ ٣٠٣٢٠٢

۵)
√

٣٢√
٨
×

۴
√

٣
۴
√

۴٨
۶)
(

٢٧
١
٣ × ٨

٢
٣ × ٣٢

٢
۵ × ٨١

٣
۴

)١
٢

٧)(۴ +
√

١۵)(
√

١٠−
√

۶)(
√

۴−
√

١۵) ٨)
√

١٧− ۴
√

٩ + ۴
√

۵

چند حاصلضرب بصورت که آنهایی و تجزیه کنید را چندجمله اند مجموع بصورت که عبارت هایی .٣ . ٧ تمرین
دهید. انجام نیز را گویا عبارات بر عملیات کنید. ساده و کرده ضرب اتحادها کمک به هستند پرانتز

١)(١ + x+ x١)(٢− x)(١ + x)(١− x+ x٢) ٢)p۴ − ۶p٢q + ٩q٢

٣)x٣y٣ + ۶x٢y٢ + ١٢xy + ٨ ۴)(x+ ٣z − y)(x− y − ٣z)

۵)(a۶ − ٣a٣ + ٩)(a٣ + ٣) ۶)x۵ + x۴ + x٣ + x٢ + x+ ١

٢(٧− b٣y٣ − by ٨)x٣ − ٨ + (x+ ٢(٢ − ٢x

٨(٩− ٢x− x٢ ١٠)
٣x٢ + ١٢x+ ٩
x۶ + ۵x٣ + ۶

١١)
a٢ − ١

a
× a٣

a− ١
× ١

a+ ١
١٢)
(

x٢

x− y
− y

)(
x+

y٢

x+ y

)−١

١٣)
١

a٢ + ٣a+ ٢
+

٢a
a٢ + ۴a+ ٣

+
١

a٢ + ۵a+ ۶
١۴)

x+ ١
y

x+ z

yz + ١

− ١
y(xyz + x+ z)

١۵)
١

x
√
y + y

√
x

, کنید گویا ١۶)
١

٣√x٢ + ٣
√
xy + ٣

√
y٢

١٧)
١

٣
√
x−√y

١٨)
١

١ +
√

۵−
√

٣
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سوم فصل تست های ۴ . ٣
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سوم فصل تست های کلید ۵ . ٣
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۴ فصل

نامعادلات و معادلات

را دوم درجه معادله حل ابتدا در می شویم. آشنا نامعادلات و معادلات انواع حل با مهم بسیار فصل این در
تعیین نهایت در و ، کرده بررسی را سهمی ها یعنی دوم درجه معادله با مرتبط منحنی یک سپس و کرده بررسی

می کنیم. بررسی را دارند نامعادلات حل در کلیدی نقشی که را جبری عبارات علامت

آن حل روش های و دوم درجه معادله ١ . ۴

برابر حاصل می شود جمع مربعش با وقتی که است عددی یافتن هدف کنید فرض چیست؟ دوم درجه معادله
صدق شرایط در که یافت را ٢ عدد امتحان چندبار با و کرد آزمون-خطا توان می جواب یافتن برای شود. ۶
نمی قبل دفعه سادگی به بار این کنیم آزمون-خطا بازهم بخواهیم اگر است؟ جواب ٢ عدد فقط اما کند. می
کنیم. حل آزمون-خطا بدون را مسئله بخواهیم کنید فرض حال است. −٣ عدد البته که یافت را جواب توان
معادله حال .x٢ + x = ۶ باشیم داشته باید پس دهیم. نشان x با را نظر مورد عدد کنید فرض منظور بدین

است.داریم: تجزیه پاسخ کرد؟ حل را مسئله می توان چگونه مینویسیم. x٢ + x− ۶ = ٠ بصورت را

x٢ + x− ۶ = (x+ ٣)(x− ٢) = ٠ =⇒ (x+ ٣)(x+ ٢) = ٠ =⇒ x = ٢ & x = −٣

٢ توان دارای معادله این در x یعنی ما مجهول که چرا است دوم درجه معادله یک بالا در گرفته شکل معادله
است.

باشد. a ̸= ٠ که بشرطی گوییم دوم درجه معادله یک ax٢ + bx + c = ٠ معادله ی به .١ . ۴ تعریف
یعنی فوق معادله حل از منظور و است معادله مجهول x می نامیم. معادله ضرائب را c, b, a ∈ R اعداد
: هرگاه است معادله جواب λ عدد حساب این با کنند. صدق معادله در که x چون حقیقی اعداد تمام یافتن

.aλ٢ + bλ+ c = ٠

معادله ضرائب وضعیت به توجه با منظور این برای پردازیم١. می معادله این حل روش های معرفی به حال

ریاضیات تاریخ نوادر از بحق است.خوارزمی میلادی نهم و هشتم قرن در جهان و ایران نامی ریاضیدان خوارزمی موسی ابن ١محمد
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می شود. ارائه هایی روش

ریشه گیری روش

جواب ریشه گیری یک با آنگاه b = ٠ & c ≤ ٠ باشیم داشته ax٢ + bx+ c = ٠ دوم درجه معادله در اگر
داریم: ۴x٢ − ١۶ = ٠ معادله حل برای مثلا می آید. بدست معادله

۴x٢ − ١۶ = ٠ =⇒ ۴x٢ = ١۶ =⇒ x٢ = ۴ =⇒ x = ±٢

فاکتورگیری روش

مثال یک عنوان به می شود. حل معادله ساده فاکتورگیری یک با b = ٠ باشیم داشته دوم درجه معادله در اگر
داریم: ٣x٢ + ١٢x = ٠ معادله حل برای ساده

٣x٢ + ١٢x = ٠⇒ ٣x(x+ ۴) = ٠⇒ x = ٠&x = −۴

تجزیه روش

این در کرد. حل را معادله می توان جمله ای سه کردن تجزیه کمک به نباشد صفر ضرائب از یک هیچ چنانچه
: ایم کرده اشاره آن به قبلا که کنیم می استفاده حقیقی اعداد خواص از ازیکی که داریم توجه مورد

if ab = ٠ =⇒ a = ٠ یا b = ٠

داریم: x٢ − x− ١٢ = ٠ معادله حل برای ساده مثال یک به

x٢ − x− ١٢ = (x− ۴)(x+ ٣) = ٠ =⇒

 x− ۴ = ٠ =⇒ x = ۴

x+ ٣ = ٠ =⇒ x = −٣

کنید. حل را زیر معادلات .١ . ۴ تمرین

٩(١x٢ − ٢۵ = ٠ ٢)۴x٢ + ١۶ = ٠

٢(٣۵x٢ + ۵x = ٠ ۴)− ١
٢
x =

٨
٣
x٢

۵)x٢ + ١١x+ ٣٠ = ٠ ۶)۶x٢ + x = ٢

٧)x٢ + ٩x− ١٣۶ = ٠ ٨)x٣ + x٢ = ۵۶x

داد. ارائه حل روش کدام هر برای و کرد بندی طبقه را دوم درجه معادله وی نهاده اند. نام جبر پدر را وی و است
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کردن کامل مربع روش

به معادله ، کنید تلاش هرچه آورید. بدست را x٢ + ٢x − ١ = ٠ معادله جواب می خواهید کنید تصور
می توان منظور بدین برد. بکار تازه ای راهکار باید پس شد. نخواهد حل بالا در شده اشاره معمول روش های

نوشت:

x٢ + ٢x = ١ =⇒ x٢ + ٢x+ ١ = ١ + ١

=⇒ (x+ ٢(١ = ٢

=⇒ x+ ١ = ±
√

٢

=⇒ x =
√

٢− ١ & x = −
√

٢− ١

یک طرف که است بوده این تساوی طرفین به ١ عدد کردن اضافه از هدف کنید نگاه محاسبات به خوب اگر
زیر محاسبه در جواب ١؟ عدد چرا یافت. را جواب و گرفت جذر طرفین از بتوان تا شود کامل مربع معادله
به باشد کامل مربع شامل که کنیم تبدیل عبارتی به را x٢ + bx عبارت اینکه برای کلی حالت در است. نهفته

کنیم: می عمل زیر شکل

x٢ + bx = x٢ + bx+
b٢

۴
− b٢

۴
=

(
x+

b

٢

)٢

− b٢

۴

منظور این برای کنیم. حل را ٣x٢− ٩x+ ٣ = ٠ معادله جواب می خواهیم کنید فرض دیگر مثالی عنوان به
داریم:

٣x٢ − ٩x+ ٣ = ٠ =⇒ x٢ − ٣x+ ١ = ٠

=⇒ x٢ − ٣x+
٩
۴
− ٩

۴
+ ١ = ٠

=⇒
(
x− ٣

٢

)٢

=
٩
۴
− ١

=⇒ x− ٣
٢
= ±
√

۵
٢

=⇒ x =
٣
٢
−
√

۵
٢

& x =
٣
٢
+

√
۵

٢
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دوم درجه معادله حل کلی روش

به است. پرمحاسبه و کمی وقت گیر کردن کامل مربع کردید،روش ملاحضه بالا شده حل های مثال که همان طور
تا می بریم بکار ax٢ + bx + c = ٠ دوم درجه معادله کلی فرم روی را کامل مربع روش یکبار دلیل همین
شروع از قبل کنیم. استفاده شده یافت دستور از حل برای آن از بعد و بیابیم ها رادیکال حسب بر کلی دستوری
و است حقیقی عدد یک ∆ کنیم. می تعریف ∆ = b٢ − ۴ac بصورت را دوم درجه معادله مبین محاسبات

بیافتد. اتفاق است ممکن ∆ < ٠ , ∆ > ٠ , ∆ = ٠ حالت سه هر لذا

ax٢ + bc+ c = ٠ =⇒ x٢ +
b

a
x+

c

a
= ٠

=⇒ x٢ +
b

a
x+

b٢

۴a٢ −
b٢

۴a٢ +
c

a
= ٠

=⇒
(
x+

b

٢a

)٢

=
b٢

۴a٢ −
c

a

=⇒
(
x+

b

٢a

)٢

=
b٢ − ۴ac

۴a٢

=⇒ x+
b

٢a
= ±
√
∆

٢a

=⇒ x =
−b∓

√
∆

٢a

x١ =
−b+

√
∆

٢a
, x٢ =

−b−
√
∆

٢a
جواب دو دارای معادله باشد ∆ > ٠ اینکه فرض با ترتیب این به

باشد ∆ < ٠ اگر سرانجام و x١ = x٢ =
−b
٢a

: داریم و برابرند جواب دو هر باشد ∆ = ٠ اگر می باشد.

٢ندارد. حقیقی جواب معادله گوییم

∆ :



∆ > ٠⇒


x١ =

−b+
√
∆

٢a

x٢ =
−b−

√
∆

٢a

دارد حقیقی ریشه دو معادله

∆ = ٠ =⇒ x١ = x٢ =
−b
٢a

دارد مضاعف ریشه معادله

∆ < ٠ =⇒ ندارد حقیقی جواب معادله

می گیریم. پی شده مطرح مطالب از کلی های مثال ارائه ی با را درس

حقیقی عدد ها جواب این اما دارد جواب معادله بازهم است ∆ < ٠ که حالتی در واقع دارد.در حقیقی اعداد به اشاره حقیقی ٢کلمه

ثابت خود دکتری دوره ی نامه پایان در گاوس فردریش داشته ایم.کارل اشاره ای ها ان به یک فصل در که هستند مختلط اعداد بلکه نیستند
دارد. حقیقی ریشه n حداکثر n درجه از معادله یک که کرد
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کنید. حل شده خواسته روش به را زیر معادلات .١ . ۴ مثال

١)۴x٢ − ۴x+ ١ = ٠ تجزیه ٨(٢x٢ − ٧x− ١ = ٠ تجزیه

٣)x٢ + ۵x = ١ کامل مربع ۴)٣x٢ + ٢x = ۵ کامل مربع

۵)۴x٢ + ۴x− ٧ = ٠ دلتا روش ۶)٢٠x+ ١ = ٢١x دلتا روش

معادله دیگر ریشه است. ١ برابر ٢x٢ + ax+ ٣a− ۵ = ٠ دوم درجه معادله ریشه های از یکی .٢ . ۴ مثال
آورید. بدست را

و باشد مضاعف ریشه دارای x٢− (a+ ٢)x+ ٢a = ٠ معادله که بیابید گونه ای به را a مقدار .٣ . ۴ مثال
آورید. بدست را مضاعف ریشه آن سپس

می شود؟
۵
۶

برابر باقیمانده شود کم آن معکوس اگر مثبتی عدد چه از .۴ . ۴ مثال

مستطیل محیط باشد، واحد ۵٨٨ مستطیل این مساحت است.اگر آن عرض برابر سه مستطیلی طول .۵ . ۴ مثال
آورید. بدست را

واحد چند مثلث این محیط است. ٢x + ٢, ٢x + ١, ٢x برابر قائم الزاویه ای مثلث اضلاع طول .۶ . ۴ مثال
است؟

بیابید. را
١

x− ٢
− ١

x+ ٣
=

x٢ + ١
x٢ + x− ۶

معادله جواب .٧ . ۴ مثال

بیابید. را A = ٢
√

٣ + ٢
√

٣ + ٢
√
· · · عبارت حاصل .٨ . ۴ مثال

آورید. بدست را A =
٣

√
۵ ٣
√

۵ ٣
√

۵ ٣
√
· · · عبارت حاصل .٢ . ۴ تمرین

کنید. حل شده خواسته روش به را زیر معادلات .٣ . ۴ تمرین

١)۵x٢ + ۶x− ٨ = ٠ کامل مربع ٧(٢x٢ − ۵x+ ٢ = ٠ دلتا روش

کنید. حل را x٢ +
١
x٢ +

١
٢
(x− ١

x
) = ۵ معادله ی .۴ . ۴ تمرین

کنید. حل را (x− ١)(x− ٢)(x− ٣)(x− ۴) + ١ = ٠ معادله .۵ . ۴ تمرین

کنید. حل را
١

x− ١
+

١
x− ٢

+
١

x− ٣
=

١١
(x− ١)(x− ٢)(x− ٣)

معادله .۶ . ۴ تمرین

کنید. حل را x۴ + ٢۵ = ٢۶x٢ معادله ی .٧ . ۴ تمرین
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کنید. حل را x٨ − ١٧x۴ + ١۶ = ٠ معادله ی .٨ . ۴ تمرین

را است،تقسیم شده اضافه آن ها به مرد یک چون ولی ایم کرده تقسیم مرد چند بین را درهم یک .٩ . ۴ تمرین

رسیده اول تقسیم از کمتر درهم
١
۶

مرد هر به دوم تقسیم در شد داده ایم.معلوم انجام مردها همه ی بین دوباره

خوارزمی) است؟(مسئله بوده مرد چند آغاز است.در

کنید. حل را x٢ − (٢ + ٢
√

٢)x+ ٢
√

٢ = ٠ معادله ی .١٠ . ۴ تمرین

دیوار کنار تا آن طرف هر فاصله که طوری به دارد قرار متر ۴ در متر ۶ ابعاد به دراتاقی قالی یک .١١ . ۴ تمرین
کنید. حساب دیوار تا را قالی طرف هر فاصله باشد مربع متر ٨ قالی مساحت است.اگر یکسان اتاق

ریشه mx٢ − (٢m− ١)x+m− ٢ = ٠ دوم درجه معادله ی تا بیابید طوری را m حدود .١٢ . ۴ تمرین
باشد. نداشته حقیقی

است؟ کسر آن خود از کسری چه مربع اختلاف برابر
٣
٧

خود از
٣
٧

عدد مربع اختلاف .١٣ . ۴ تمرین

است. برقرار زیر روابط ax٢ + bx+ c = ٠ دوم درجه معادله در کنید ثابت .١۴ . ۴ تمرین
a+ b+ c = ٠ =⇒ x١ = ١ & x٢ =

c

a

a+ c = b =⇒ x١ = −١ & x٢ = −
c

a

کنید. حل دلخواه روش به را شده داده معادلات .١۵ . ۴ تمرین

١(١۴٨x٢ + ٢x = ١۵٠ ٢)
١
٣
x٢ +

١
۴
x− ١

۵
= ٠

١)(٣ +
√

٢)x٢ = x+
√

٢ ۴)١٣٩۵x٢ − ١٣٩۴x− ١ = ٠

۵)x۴ − ١٣x٢ + ٣۶ = ٠ ۶)x+ ٢
√
x− ٣ = ٠

سهمی ها ٢ . ۴

است،امروزه سهمی شده بعدی سه که سهموی است. سهمی ما روزمره زندگی در منحنی ها کاربردی ترین از یکی
آپولونیوس را (parabola) سهمی امروزی نام دارد. را هوایی طریق از اطلاعات دریافت و ارسال در اصلی نقش
دارای سهمی ساده ترین کرد. بررسی را سهمی کانون در نور همگرایی خاصیت بار اولین نیوتن و کرد معرفی
x = فرض با مثلا کنیم. رسم را آن نمودار می توانیم دهیم مقدار x متغیر به اگر است. y = x٢ معادله ی
مختصات محورهای روی را نقاط این اگر .y = ٠, ١, ۴, ٩ از عبارتند حاصل مقادیر ٣±,٢±,١±,٠

می شود. حاصل زیر شکل کنیم وصل هم به را حاصل نقاط و کنیم مشخص
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O(٠, ٠) نقطه است. مختصات مبداء فوق شکل در سهمی نقطه پایین ترین اینکه است.اول ضروری نکته ذکرچند
محور است. کرده تقسیم یکسان قسمت دو به را سهمی عرض ها محور اینکه دوم گوییم. سهمی مینیمم(کمینه) را

گوییم. سهمی تقارن محور را x = ٠ عرض ها

کنید. رسم را y = x٢ − ۴x+ ۵ سهمی .٩ . ۴ مثال

با .٠ ̸= a, b, c ∈ R که است y = ax٢ + bx+ c بصورت معادله ای سهمی یک از منظور .٢ . ۴ تعریف
بصورت: عبارت این کردن کامل مربع

y = a(x− h)٢ + k

تقارن محور را x = h خط و است M(h, k) نقطه سهمی مینیمم یا سهمی راس حالت این در که درمی آید
پایین به رو سهمی دهانه باشد a < ٠ اگر و می شود باز بالا به رو سهمی دهانه ی باشد a > ٠ اگر گوییم. سهمی

می شود. باز
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کنید. رسم را آن ها نمودار سپس و بیابید را زیر سهمی های راس .١٠ . ۴ مثال

١)y = ٢x٢ + ١ ٢)y = −x٢ + ۴

٣)y = x٢ + ۴x+ ٣ ۴)y = ١− x٢

٢

۵)y = ١− ۴x− ٢x٢ ۶)٣y = x٢ − ۴x+ ٧

: داریم منظور این برای آوریم. بدست سهمی راس از صریح دستوری بتوانیم اگر می شود ساده تر سهمی رسم

y = ax٢ + bx+ c =⇒ y = a

(
x٢ +

b

a
x+

c

a

)
=⇒ y = a

(
x٢ +

b

a
x+

b٢

۴a٢ −
b٢

۴a٢ +
c

a

)
=⇒ y = a

(
x+

b

٢a

)٢

− b٢

۴a
+ c

=⇒ y = a

(
x+

b

٢a

)٢

+
۴ac− b٢

۴a

می آید: بدست زیر بصورت سهمی راس حساب این با

سهمی راس −→M

(
− b

٢a
,

۴ac− b٢

۴a

)

جایگذاری منحنی معادله در را آن از بعد و قبل نقطه دو یا یک کافیست سهمی راس داشتن با ترتیب این به
سهمی باشد a > ٠ اگر که کنید توجه همچنین کنیم. رسم را سهمی سپس و شده حاصل نقاط آن عرض تا کنیم

دارد. ماکزیمم(بیشینه) سهمی باشد a < ٠ اگر و دارد مینیمم

کنید. رسم را y = −١
٢
x٢ + ٢x+

١
٢

سهمی نمودار .١١ . ۴ مثال

آورید. بدست را عدد دو این حاصلضرب مقدار بیشترین است. ٢٠ ثابت مقدار عدد دو مجموع .١٢ . ۴ مثال

دو کنیم اضافه ان عرض به واحد یک اگر است. مفروض واحد ۶٠ و ٢٠ اضلاع به مستطیلی .١٣ . ۴ مثال
مساحت بیشترین کدامیک می شود ساخته ترتیب این به که هایی مستطیل بین در شود. می کم آن طول از واحد

داراست؟ را

که شکل مستطیل زمینی است قرار طناب این با است. دسترس در متر ٨٨ طول به طناب یک .١۴ . ۴ مثال
است؟ چقدر کرد حصار طناب این با توان می که مساحتی بیشترین شود. حصار است رودخانه آن طرف یک
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شود. ٩ برابر y = ax٢ + ۴x+ ۵ سهمی ماکزیمم تا بیابید گونه ای به را a مقدار .١۵ . ۴ مثال

بیابید. را زیر مستطیل برای ممکنه مساحت بیشترین .١۶ . ۴ مثال

دستور از پرتاب از پس ثانیه t موشک ارتفاع و است شده شلیک هوا به معینی زاویه با موشکی .١٧ . ۴ مثال
می رسد. خود ارتفاع بیشترین به موشک ثانیه چند از پس کنید معین می آید. بدست y = −۵t٢ + ۵٠t+ ۵۵

می خورد؟ زمین به موشک ثانیه چند از پس

کنید. رسم را زیر سهمی های .١۶ . ۴ تمرین

١)y =
١
٣
x٢ − ٣ ٢)y = ۶x٢ − ٢۴x+ ٢۴

٣)y = ۴− ٢x− ٢x٢ ۴)y = ۴x٢ + ٢٨x = ۴٩

۵)y = ٢x− ٣− x٢ ۶)y =
١
١٢
x٢ − ١

١٢
x− ١

می توان طناب با و است رودخانه آن طرف یک که شکل مستطیل زمینی مساحت بیشترین .١٧ . ۴ تمرین
بیابید. را طناب طول است. متر ۶۴٨ کرد حصار

است. واقع y = ۶−x
٢ خط زیر و اول ناحیه در مختصات محورهای روی مستطیلی ضلع دو .١٨ . ۴ تمرین

وقتی مستطیل مساحت بیشترین دارد. قرار y = ۶−x
٢ خط Mروی مقابلش راس و مبداء روی آن راس یک
بیابید. را کند می حرکت شده اشاره خط روی M(x, y)

آورید. بدست را xy حاصلضرب مقدار ماکزیمم باشد x+ ٢y = ٣٠ اگر .١٩ . ۴ تمرین
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چندجمله ایها علامت تعیین ٣ . ۴

p(x) منحنی نام است. شده ترسیم مختصات دستگاه در منحنی یک نمودار کنید. نگاه زیر شکل به دقت به
لذا و هاست x محور زیر بازه ها برخی در و است مثبت لذا و هاست x محور بالای بازه ها برخی در و است
تعیین در اساسی نقشی است کرده قطع آن ها در را طولها محور منحنی که نقاطی کنید دقت اگر است. منفی
حاصل نقاط کلی حالت در گوییم. p ریشه های را نقاطی چنین می کند. بازی منفی یا است مثبت p اینکه

گوییم. p ریشه های را p(x) = ٠ معادله حل از



x < −٣ =⇒ p(x) < ٠ است منفی عبارت گوییم

−٣ < x < −٢ =⇒ p(x) > ٠ است مثبت عبارت گوییم

−٢ < x < −١ =⇒ p(x) < ٠
...

x > ۴ =⇒ p(x) > ٠

کنید. تعیین را q(x) منحنی علامت شکل به توجه با .١٨ . ۴ مثال
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اول درجه دوجمله ای علامت تعیین ٣ . ١ . ۴

می آوریم: بدست را آن ریشه های ریشه یا ابتدا کنیم. علامت تعیین را p(x) = ax+ b عبارت می خواهیم

p(x) = ٠ =⇒ ax+ b = ٠ =⇒ x = − b

a

دارد: را زیر حالت دو از یکی p(x) = y = ax+ b نمودار کلی حالت در

گرفت: نتیجه می توان فوق ازنمودار

a > ٠ =⇒


x < − b

a
=⇒ p < ٠

x > − b

a
=⇒ p > ٠

a < ٠ =⇒


x < − b

a
=⇒ p > ٠

x > − b

a
=⇒ p < ٠

است. آمده می نامیم علامت تعیین جدول آن را که زیر جدول در فوق بحث خلاصه
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کنید. تعیین را p(x) = ٢x− ۴ , q(x) = (۶− ٢x)٣ عبارات علامت .١٩ . ۴ مثال

تعیین را است اول درجه دوجمله ای چند شامل که را جبری عبارت یک علامت بخواهیم چنانچه مهم: تذکر
علامت تعیین را کدام هر و یافته را آنها تک تک ریشه و نوشته را دوجمله ایها همه ی جدول یک در می توانیم کنیم،
حل طریق همین به که را زیر مثال بیابیم. را عبارت کل علامت درهم علامت ها ضرب با آخر دست و کنیم

کنید. نگاه دقت به می شود

کنید. علامت تعیین را A = (x− ١)(x+ ٢)(x− ٣)۵ عبارت .٢٠ . ۴ مثال

کنید. علامت تعیین را p(x) = x٣ − ٢x٢ − x+ ٢ چندجمله ای .٢١ . ۴ مثال

کنید. علامت تعیین را A =
(١− x)(x+ ٢)
(x+ ١)(x− ٢(٣ عبارت .٢٢ . ۴ مثال

و طولها محور زیر سهمی بازه ای چه در کنید معین است. مفروض y = x٢ − ٢x− ٨ سهمی .٢٣ . ۴ مثال
طول هاست؟ محور بالای بازه ای چه در

دوم درجه سه جمله ای علامت تعیین ٣ . ٢ . ۴

تعیین اول درجه عامل های به تجزیه با می توان را دوم درجه سه جمله ای یک شدید متوجه الان تا که همان طور
چیست؟ راه حل نشود تجزیه عبارت صورتیکه در . شود تجزیه عبارت که است شدنی زمانی این اما کرد. علامت
یک کلی حالت در کرد. علامت تعیین مستقیما را سه جمله ای ها بتوان آن کمک به که است روشی یافتن راه حل

است: زیر صورت های از یکی به سهمی همان یا دوم درجه ای جمله سه
∆ > ٠ اگر : الف
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∆ = ٠ اگر : ب

∆ < ٠ اگر ج:

معادله مبین یافتن گام اولین پس کنیم. حل را p(x) = ٠ باید ابتدا p(x) سه جمله ای علامت تعیین برای پس
می دهیم. تشکیل را زیر جداول از یکی ∆ علامت به بسته که است ∆ = b٢ − ۴ac یعنی است دوم درجه

باشد: ∆ > ٠ اگر
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باشد: ∆ = ٠ اگر

باشد: ∆ < ٠ اگر

درجه سه جمله ای معادله روی از می توان را دوم درجه سه جمله ای یک نمودارهای بررسی از حاصل نتایج تذکر:
محاسبه قبلا که را p عبارت شده ی تبدیل فرم منظور این برای آورد. بدست نیز p(x) = ax٢ + bx+ c دوم

می نویسیم: زیر بصورت کرده ایم

p(x) = ax٢ + bx+ c = a

((
x+

b

٢a

)٢

− b٢ − ۴ac
۴a٢

)

= a

((
x+

b

٢a

)٢

− ∆

۴a٢

)

=⇒ p(x)

a
=

((
x+

b

٢a

)٢

− ∆

۴a٢

)

این و است مثبت هم
p(x)

a
پس است مثبت همواره

(
x+ b

٢a

)٢ − ∆
۴a٢ عبارت باشد ∆ < ٠ اگر حال

است. منفی هم p(x) آنگاه باشد منفی a اگر است.و مثبت هم p(x) آنگاه باشد مثبت a اگر یعنی

حالت مانند و است مثبت
p(x)

a
باز و درمی آید

(
x+ b

٢a

)٢ بصورت حاصل عبارت باشد ∆ = ٠ اگر حال
می شود. حاصل نتیجه قبل

داریم: و است معنی با
√
∆ پس ∆باشد > ٠ اگر سرانجام

p(x)

a
=

(
x+

b

٢a
−
√
∆

٢a

)(
x+

b

٢a
+

√
∆

٢a

)
(∗)
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قرار اگر هستند. p(x) = ٠ معادله ریشه های همان آمده اند x از بعد بلافاصله که پرانتز داخل عبارت های
دهیم:

x١ =
−b+

√
∆

٢a
و x٢ =

−b−
√
∆

٢a
می شود: تبدیل زیر بصورت (∗) معادله آنگاه

p(x)

a
= (x− x١)(x− x٢)

p(x)

a
علامت بررسی برای حال است.(چرا) x١ < x٢ کرد فرض می توان شود نقصان دچار استدلال آنکه بدون

کرد. بررسی را زیر حالات باید

یعنی این و است منفی
p(x)

a
ولذا است منفی (x− x١)(x− x٢) عبارت باشد x١ < x < x٢ اگر . ١

است) علامت تعیین جدول عبارت همان این ) هستند. هم مخالف علامت نظر از a و p(x)

لذا و است مثبت (x − x١)(x − x٢) عبارت باشد x١ < x٢ < x ویا باشد x < x١ < x٢ اگر . ٢

هستند. علامت هم a و p(x) یعنی این و است مثبت هم
p(x)

a

هندسی نمودارهای از آمده بدست نتایج بر منطبق حالت این در آمده بدست نتایج کردید مشاهده که همان طور
است.

گیریم. می پی مثال چند بررسی با را درس

کنید. علامت تعیین را زیر عبارات .٢۴ . ۴ مثال

١)p = ٢x٢ − x− ٣ ٢)p = −x٢ + x+ ٢

٣)A =
x(x− ٢(٣

x٢ + x− ٢
۴)p = (x٢ − ٣)(٩x− ١)

۵)B =
−x٢ + ۶x− ٩
x٢ + x+ ٣

۶)C =
x٢ − ١

(x٢ + x+ ١)(x− ٣)

کنید. علامت تعیین .٢٠ . ۴ تمرین

١)p = ١
٣x− ١ ٢)p = (۶− ٣x)(٢ + ٢x)

٣)A =
(١− x)(٢− x)(٣− x)

(۴− x)(۵− x)
۴)B =

x٢ + x+ ٢
۴− ٣x− x٢

۵)C =
x٣ + x٢ + x+ ١

x۴ − ١
۶)D =

(x− ٢(١
√
x(x٢ + ۴x+ ۴)
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نامعادله ۴ . ۴

شرط در که x از مقادیری یافتن برای است. جبری نامعادلات حل علامت تعیین کاربردهای مهم ترین از یکی
قبل نباشد. چندجمله ای لزوما p است ممکن حتی . است p علامت تعیین راه تنها می کند صدق p(x) > ٠

می کنیم. بیان را نامساوی ها مقدماتی خواص چیز هر از

نامساوی ها اصلی خواص

١)a ≤ b =⇒ a+ c ≤ b+ c

٢)a ≤ b =⇒

 c > ٠⇒ ac ≤ bc

c < ٠⇒ ac ≥ bc

٣)a ≤ b & b ≤ c =⇒ a ≤ c

۴)٠ < a ≤ b =⇒ ١
a
≥ ١

b
> ٠

۵)a ≤ b < ٠ =⇒ ١
b
≤ ١

a
< ٠

۶)a < ٠ < b =⇒ ١
a
< ٠ <

١
b

بازه بصورت آن را جواب مجموعه و کنید حل را −٨x + ٣(x − ٢) > −x + ٢ نامساوی .٢۵ . ۴ مثال
دهید. نمایش

کنید. حل را
١
٣
<

٢x+ ٣
۵
≤ ٢

٣
نامعادله ی .٢۶ . ۴ مثال

دو دارای x٢ +mx + ١ = ٠ دوم درجه معادله ی تا کنید تعیین طوری را m پارامتر حدود .٢٧ . ۴ مثال
باشد. حقیقی ریشه ی

اولا می کند. قطع ۵ و ١ طول های با نقطه دو در را طولها محور y = x٢ + ax + b سهمی .٢٨ . ۴ مثال
می گیرد. قرار y = −٣ خط زیر بازه ای چه در سهمی این نمودار که کنید معین ثانیا و بیابید را b, a مقادیر

کنید. حل را
(x− ١)(x− ٢)
(x− ٣)(x− ۴)

≥ ٠ نامعادله ی .٢٩ . ۴ مثال

کنید. حل را
x

x− ۵
>

١
٢

نامعادله .٣٠ . ۴ مثال

کنید. حل را
١

x− ٢
+

١
x− ١

≥ ١
x

نامعادله ی .٣١ . ۴ مثال
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کنید. حل را زیر نامعادلات دستگاه .٣٢ . ۴ مثال ٢x٢ − ۴x− ٣ ≤ ٠
١
x٢ ≥ ١

کنید. حل را
(x− ۴)(x٢ − ۵x+ ۶)(x٢ + x+ ٢)
(−٢x٢ + x− ۵)(x٢ − ٢x+ ١)

< ٠ نامعادله ی .٣٣ . ۴ مثال

x مقدار هر برای (m − ١)x٢ + ۶x + ٢m + ١ عبارت تا کنید تعیین چنان را m حدود .٣۴ . ۴ مثال
باشد. مثبت

کنید. حل x > ٠ باشرط را
x٢ + x− ٢
x٢ − ٣x+ ٢

< ١ نامعادله ی .٣۵ . ۴ مثال

بیابید. را −١ <
x+ ١
١− x

≤ ٢ نامعادله ی جواب مجموعه .٢١ . ۴ تمرین

باشد. درست همواره زیر نابرابری که بیابید چنان را m حدود .٢٢ . ۴ تمرین

x٢ −mx+ ١
x٢ + x+ ١

> −١

بدست را x > ٠ شرط با
(
٢−
√

٣
)٣
x <

(
٢−
√

٣
)٢+x نامعادله ی جواب مجموعه .٢٣ . ۴ تمرین

آورید.

کنید. حل را زیر نامعادلات .٢۴ . ۴ تمرین

١)
٣− x٢

x
> ٢ ٢)

٢x− ١
x

< ١

٣)
٣x٢ − ٣x
x٣ − ١

> ١ ۴)− ١
٢
x٢ + ٢x+ ۶ >

٧
٢

۵)
٣x٢ − ٢x
x٢ + ۴

< ٢ ۶)
١

x− ١
≥ ١

x+ ۴

٧)
x٢ − ۴

x٢ − ٣x+ ٢
>

٢x+ ۴
x− ٢

٨)(x+
√
x)(٢x٢ + x− ١۵) < ٠

را a تغییرات حدود باشد منفی x مقدار هر برای (a− ١)x٢ + (a− ١)x+ ١ عبارت اگر .٢۵ . ۴ تمرین
آورید. بدست

کنید. حل را ٣x+ ١ ≤ ٢x− ١ ≤ ۵
٢x+ ٢ نامعادله .٢۶ . ۴ تمرین

طرفین کردن معکوس امکان کنید.(ببینید حل را
١

٢x٢ + x+ ١
≥ ١

x٢ + ١
نامعادله ی .٢٧ . ۴ تمرین

دارد؟) وجود نامعادله
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قدرمطلقی نامعادلات و معادلات و قدرمطلق ۵ . ۴

می شود. تعریف زیر بصورت قدرمطلق که می کنیم یادآوری شده اید. آشنا قدرمطلق با نهم کلاس در

می کنیم: تعریف زیر بصورت می شود داده نشان |x| نماد با که را x مطلق قدر .٣ . ۴ تعریف

|x| =


x x > ٠

٠ x = ٠

−x x < ٠

کنید. حساب را زیر عبارت های قدرمطلق .٣۶ . ۴ مثال

١)
∣∣١ +√٢

∣∣ ٢) |١ + t٢|

٣)
∣∣٢√−١

∣∣ ۴)
∣∣∣∣١− π

٣

∣∣∣∣
ها قدرمطلق خواص مهم ترین

١) |u| = ٠ =⇒ u = ٠

٢) |u| = a =⇒ u = ±a , a > ٠

٣) |u| ≤ a =⇒ −a ≤ u ≤ a , a > ٠

۴) |u| ≥ a =⇒ u ≥ a یا u ≤ −a , a > ٠

۵) u٢ ≤ a٢ ⇐⇒ |u| ≤ a⇐⇒ −a ≤ u ≤ a , a > ٠

۶) u٢ ≥ a٢ ⇐⇒ |u| ≥ a⇐⇒ u ≥ a یا u ≤ −a , a > ٠

٧)

 |u| = u⇐⇒ u ≥ ٠

|u| = −u⇐⇒ u ≤ ٠

٨)
∣∣∣|a| − |b|∣∣∣ ≤ |a± b| ≤ |a|+ |b| مثلثی نامساوی

٩) |ab| = |a||b| & |a|
|b|

=
∣∣∣a
b

∣∣∣
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کنید. حل را زیر نامعادلات و معادلات .٣٧ . ۴ مثال

١) |x٣ − ٩x| = ٠ ٢) |٣x− ۵| = ۴

٣) |٢x− ١| < ١ ۴) |١− x| ≥ ٢

۵) |x٢ + x− ٢| = ٢− x− x٢ ۶) |٢x− ١| < x

. |a− b| = |b− a| کنید ثابت .٣٨ . ۴ مثال

کنید ثابت مفروضات این با |a − c| < ١٠ , |b − ١| < ١٠ , |a| < ١ کنید فرض .٣٩ . ۴ مثال
.|ab− c| < ٢٠

می شود: نتیجه b, a روی شرایطی چه تحت یعنی می دهد؟ رخ تساوی زمانی چه مثلثی نامساوی در .۴٠ . ۴ مثال
. |a+ b| = |a|+ |b|

کنید. حل را
∣∣x٢ − ١

∣∣+ ∣∣٢− x٣
∣∣ = ١ معادله ی .۴١ . ۴ مثال

کنید. حل را |x− ١|+ |x+ ١| = ٢ معادله ی .۴٢ . ۴ مثال

کنید. حل را
∣∣x٣ − x

∣∣ ≤ x نامعادله ی .۴٣ . ۴ مثال

آورید. بدست را |x− ١|+ |x+ ٣| > ٢ نامعادله ی جواب مجموعه .۴۴ . ۴ مثال

آورید. بدست را زیر قدرمطلق های حاصل .٢٨ . ۴ تمرین

١)
∣∣√٧− ٣

∣∣ ٢)|
√

٢ +
√

٣− π|

٣)
∣∣√١٠− ٣

∣∣ ۴)
∣∣√٢− ١٫۴١

∣∣
۵) |π − ٣٫١۴| ۶) |١− ٢٠٫٢|

کنید. حل را زیر نامعادلات و معادلات .٢٩ . ۴ تمرین

١) |b(b− ١)| = b ٢)|b|+ |b− ١| = ٠

٣) |b− ١|+ |b| = b ۴)|x٢ − ١| < ١

۵)٢ ≤ |b| ≤ ٣ ۶)|x|+ x = ٢
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کنید. حل را زیر نامعادلات و معادلات .٣٠ . ۴ تمرین

١)
∣∣|x| − x

∣∣ = ٣ ٢)
∣∣|x|+ ١

∣∣ = ١

٣) ||x|+ x| = ١ ۴)|x| > x+ ٢

۵)|x| − |x+ ١| = ١ ۶)|x|+ |x+ ٢| = ٣

٧)|x| = ١
x

٧)
∣∣x٢ − x

∣∣ < x

٩)
∣∣∣∣a− ١

a

∣∣∣∣ = |a− ١| ٣|(١٠x− ۵| = |x+ ٢|

است؟ برقرار همواره mx٢ − ٢(m− ١)x+ ١ > ٠ رابطه همواره m مقدار چه ازای به .٣١ . ۴ تمرین

کنید. ثابت را زیر کلیدی و مهم بسیار نامساوی علامت تعیین کمک به .٣٢ . ۴ تمرین
x > ٠ =⇒ x+

١
x
≥ ٢

x < ٠ =⇒ x+
١
x
≤ −٢

بیابید. را زیر عبارات مقدار کمترین قبل تمرین رابطه ی کمک به .٣٣ . ۴ تمرین

A =
x۴ + ٢x٢ + ٢

x٢ + ١
B =

x۴ + ٢√
x۴ + ١

کنید. حل .٣۴ . ۴ تمرین

١)
١

x− x٢ > ۴ ٢)۴ + x٢ > ٣٠− x٢

٣)
x٢ − ٢x√
x+ ١

۴)(x٢ + ٢
√

٢x+ ٢)(x٢ − ۴) ≤ ٠

۵)m٣x٢ +mx+
١
m

< ٠→ m =? ۶)٢x٢ − (a− ٣)x+
١
٨
> ٠ −→ a =?

٧)x٣ − ۴x٢ − x+ ۴ < ٠ ٧)x۴ − ٣x٢ < ۴

٩)
x٢ + x− ٢
x٢ + ۵x+ ۶

< ٠ ١٠)x(x+ ١)(x+ ٢)(x+ ٣) ≤ ٢۴
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چهارم فصل تست های ۶ . ۴
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چهارم فصل تست های کلید ٧ . ۴
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۵ فصل

تابع

آن نمایش روش های و تابع مفهوم ١ . ۵

واقع در دارد. علوم شاخه های تمام در کلیدی نقشی که مفهومی شد. خواهید آشنا تابع مفهوم با فصل این در
از نشان کاربرد دامنه این دید. و... مهندسی،جغرافیا،فیزیک،شیمی شناسی،علوم زیست در می توان را تابع
جای به های کتیبه در که چرا کرد بررسی را تابع پیدایش دقیق بطور نمی توان تاریخی نظر از دارد. تابع اهمیت
تعبیری به که دید را ها آن های مکعب و ها آن های مربع و طبیعی اعداد بین تناظر توان می بابلیان از مانده
گاتفرید برنولی، جان دکارت، گالیله، از عبارتند که برده اند کار به را تابع مفهوم هم دیگری افراد است. تابع
مفهوم بعد به وایرشتراس دوره از شاید وارشتراس. کارل و فوریه ژوزف دیریکله، لایبنیتز،اویلر،دالامبر،کوشی،
ریاضیات تاریخ بزرگان از نامبرده افراد تمامی شد. معرفی هست امروز آنچه مانند کامل و نقص و عیب بی تابع

اند. داشته نقش تابع مفهوم تکمیل در هرکدام و هستند
یادداشت جدول یک در و کنید اندازه گیری را اتاق دمای ساعت هر راس بگیرید. نظر در را نشسته آن در که اتاقی

باشد. اعداد این نمایش زیر جدول کنید فرض ندارد. مقدار دو اتاق دمای معین لحضه یک در مشخصا کنید

ساعت ٨ ٩ ١٠ ١١ ١٢

دما ٢٠ ٢٢ ٢٣ ٢٧ ٣٠

زیر شکل در هست. ون نمودار از استفاده اتاق حرارت درجه و زمان بین رابطه ی این نمایش دیگر راه یک
حرارت درجه دهنده ی نشان B یعنی دوم مجموعه و ، زمان نشان دهنده ی A مجموعه می بینید. را نمایش این
یک اول مجموعه ی عضو هر از اولا است. شده داده نمایش دار جهت پیکان یک با این ها بین رابطه ی هست.

است. شده نظیر B مجموعه ی از عضو یک فقط و یک به پیکان هر و است شده خارج پیکان
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(a, b) بصورت نمادی مرتب زوج ازیک منظور است. مرتب زوج از استفاده فوق رابطه نمایش دیگر راه یک
است. مهم مولفه ها ترتیب که دارد آن به اشاره مرتب کلمه گوییم. دوم مولفه را b و اول مولفه را a درآن که است

است: شده داده نمایش زیر در مرتب زوج بصورت فوق رابطه ی .(a, b) ̸= (b, a) کلی حالت در یعنی

f =
{
(٨, ٢٠), (٩, ٢٢), (١٠, ٢٣), (١١, ٢٧), (١٢, ٣٠)

}
اول مولفه است. مختصات دستگاه روی نقطه ای نشانگر مرتب زوج هر باشند حقیقی عدد مولفه ها که زمانی
زیر شکل در را مختصات دستگاه در فوق رابطه ی نمایش است. نقطه عرض معرف دوم مولفه و طول معرف

می بینید.

B از عضو یک دقیقا A از عضو هر به که است رابطه ای B و A مجموعه دو بین تابع یک .١ . ۵ تعریف
شود. داده نسبت
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نیست؟ کدام و است تابع کدام زیر ون نمودارهای از .١ . ۵ مثال

رسم طوری Y,X برای باشد. تابع شده ایجاد رابطه ی تا کنید رسم طوری B به A از یپکان های .٢ . ۵ مثال
نباشد. تابع رابطه که کنید

کنید. بررسی را زیر روابط بودن تابع .٣ . ۵ مثال
می دهد. نسبت را او قد شخصی هر به که رابطه ای . ١

می دهد. نسبت را وی وزن شخصی هر به که رابطه ای . ٢
می دهد. نسبت را علاقه اش مورد غذای شخص هر به که رابطه ای . ٣

می دهد. نسبت آن را مساحت محدب ضلعی چند هر به که رابطه ای . ۴
می دهد. نسبت را عدد آن مقسوم علیه های عدد هر به که رابطه ای . ۵

می دهد. نسبت را آنها جمع حاصل دلخواه طبیعی عدد دو هر به که رابطه ای . ۶

باشند. تابع که بنویسید زیر B و A مجموعه ی دو بین متفاوت رابطه ی ۵ .۴ . ۵ مثال
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است تابع کدام زیر رابطه های از . باشد B =
{

١, ٢, ٣, ۴, ۵
}

و A =
{

١, ٢, ٣
}

کنید فرض .۵ . ۵ مثال
نیست؟ کدام و

١)
{
(١, ٢), (٢, ۴), (٣, ۵)

}
٢)
{
(١, ١), (٢, ١), (٣, ١)

}
٣)
{
(١, ١), (٢, ٢), (٣, ٣)

}
۴)
{
(٢, ١), (٣, ۵), (٢, ٢), (١, ٣)

}
۵)
{
(١, ٣), (٢, ۴)

}
۶) f =

{}
= ∅

شده نوشته مرتب زوج های فقط مسئله ای در چنانچه شده اند. مشخص کاملا B , A مجموعه های بالا مثال در
می گیریم. B را دوم مولفه های مجموعه  و A را اول مولفه های مجموعه می توانید شما باشند

نیست. کدام . است تابع کدام کنید. بررسی را شده اند بیان مرتب زوج با که زیر روابط .۶ . ۵ مثال

f =
{
(١−,٢), (١−,٣), (۴,−١), (۵,−١)

}
g =

{
(−١, ٢), (۴, ۴), (١−,٣), (٢, ٢), (

√
٢,
√

٣), (١−,٧), (−١,
√

۴), (١−,١٠)
}

h =
{
(١, ١)

}
m =

{
(١−,٢), (٣, ۴), (−٢,

√
٢), (٣, ٧), (٢, ١−√٣)

}

aرا مقدار است. تابع معرف f =
{
(٢, ۴), (١−,٣), (۵,−١), (٢, a٢ + ٣a)

}
رابطه ی .٧ . ۵ مثال

آورید. بدست

تابع زمانی مرتب زوج های شامل مجموعه یک شد دیده بالا مثال در که همان طور مهم: تذکر
مولفه دو چنانچه باشدو نداشته وجود یکسان اول مولفه با مرتبی زوج دو هیچ آن در که است

باشند. یکسان نیز آن ها دوم های مولفه بودن) تابع (برای بناچار باشند یکسان اول

باشد. تابع زیر f رابطه ی تا بیابید طوری را b, a مقادیر .٨ . ۵ مثال

f =
{
(a٢ + a, ١), (٠, b+ ۴), (١, a٢ + ٢b), (٠, a٢ + b), (

٢− a

۴
, a− b)

}
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آن مختصاتی نمودار روی از رابطه یک بودن تابع تشخیص

تنها و یک اول مجموعه عضو هر از که است تابع معرف زمانی ون پیکانی نمودار یک شده اید متوجه تاکنون
متوجه نیز می شوند بیان مرتب زوج بصورت که روابطی مورد در باشد. شده خارج دوم مجموعه به پیکان یک
شده متوجه همچنین است. یکسان اول مولفه های با متفاوت مرتب زوج دو نبودن بودن، تابع شرط که شده اید
در نموداری دارای حقیقی اند اعداد آن مولفه های و می شوند بیان مرتب زوج های بصورت که روابطی که اید
نمودار روی از چگونه باشند داده ما به نمودار یک تنها اگر که اینجاست پرسش حال هستند. مختصات دستگاه

خیر؟ یا است تابع معرف نمودار آن که دهیم تشخیص

موازات به که خطی هر هرگاه است تابع معرف مختصات دستگاه در نمودار یک
کند. قطع نقطه یک در حداکثر را نمودار شود رسم عرض ها محور

است؟ تابع نمودار کدام .٩ . ۵ مثال

توابع برد و دامنه ٢ . ۵

مولفه های واقع در باشید. شده متوجه اینکه بدون ، بکاربرده ایم و دیده بالا مثال های در را تابع یک برد و دامنه
دامنه ی می نامند. تابع برد را مرتب زوج های دوم مولفه های و تابع دامنه را تابع هر در مرتب زوج های اول
می کنیم. معرفی را قراردادی سادگی برای اینجا در می دهیم. نشان Rf با آن را برد و Df با را f چون تابعی
یعنی باشد شده داده نسبت b ∈ B عضو به a ∈ A عضو و باشد B مجموعه به A مجموعه از تابعی f اگر
a تصویر گوییم هم اوقات گاهی می کنیم. نویسی خلاصه f(a) = b نماد با را عبارت این اغلب a −→ b

: تابع در مثلا است. b برابر f تحت

f =
{
(١−,٢), (

√
٢, ١−

√
٢), (π,

١
π
), (

١
٣
,

٢
۵
)
}
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می نویسیم:

f(٢) = −١ , f(
√

٢) = ١−
√

٢ , f(π) =
١
π
, f(

١
٣
) =

٢
۵

: اینجا در که است واضح

Df =
{

٢,
√

٢, π,
١
٣

}
Rf =

{
−١, ١−

√
٢,

١
π
,

٢
۵

}
سه ما ٢ شکل در و داریم دایره یک ما ١ شماره در است. شماره دارای قسمت هر زیر شکل در .١٠ . ۵ مثال
نسبت را سیاه رنگ دایره های تعداد مرحله هر به که می کنیم تعریف اینگونه را f تابع علی هذا. قس و داریم دایره

: حساب این با دهد.
١

f−−→ ١ ٢
f−−→ ٣ ٣

f−−→ ۶ · · ·

دهید. پاسخ زیر پرسش های به یابند ادامه بی وقفه بالا شکل مراحل اگر
شدنی تابع اعضای تمام نوشتن آیا دهید. نمایش مرتب زوج های بصورت را تابع و بنویسید را تابع دامنه . ١

بیابید. f(n) برای دستوری می شود؟ تصویر عددی چه به n ∈ N عدد کلی حالت در است؟
چندتا؟ ام ٢٢ مرحله در داریم؟ دایره چند دهم مرحله در . ٢

می رسد؟ ۶۶۶ به سیاه رنگ دایره های تعداد مرحله ای چه در . ٣
چیست؟ تابع این برد . ۴

نوشته ایم. را تابع یک شناسنامه ی زیر شکل در

نیست f برد لزوما B اما است. تابع دامنه A از منظور

 f : A −→ B

x 7→ f(x) یا y = f(x)
نویسیم می وقتی
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گویند. تابع قانون یا ضابطه y = f(x) به است.١ Rf ⊆ B همواره است مشخص شکل از که همان طور و
می نامیم. f تابع دامنه هم اغلب را B مجموعه

نمودار و تابع این برد است. مفروض

 f : {−۵,−۴,−١−,٢−,٣, ٠, ١} −→ Z

x 7→ x٢ + ۴x
تابع .١١ . ۵ مثال

کنید. رسم آن را مختصاتی

گوییم. خطی تابع یک

 f : R −→ R

x 7→ ax+ b یا y = ax+ b
به صورت تابع هر به .٢ . ۵ تعریف

یک خطی تابع یک دامنه ی است ممکن باشد. حقیقی اعداد تمام دامنه که ندارد لزومی خطی تابع در تذکر:
باشد. صحیح اعداد مجموعه ویا طبیعی اعداد مجموعه یا متناهی، مجموعه

را تابع این ضابطه ی . f(١) = ٢ , f(٢) = ۵ که است چنان f : R −→ R خطی تابع .١٢ . ۵ مثال
آورید. بدست

f(١) ≤ f(٢) , f(٣) ≥ f(۴) , f(۵) = ۵ که است چنان f : R −→ R خطی تابع .١٣ . ۵ مثال
آورید. بدست را تابع این ضابطه ی .

داده دامنه که حالاتی در را تابع مختصاتی نمودار است. مفروض f(x) = ٢x − ۴ خطی تابع .١۴ . ۵ مثال
کنید. تعیین را تابع برد و کنید رسم است شده

باشد. Df = {١, ٣
٢ , ٢, ۵

٢ , ٣, ٧
٢ , ۴} تابع دامنه اگر . ١

باشد. Df = [١, ۴] تابع دامنه اگر . ٢

طبیعی اعداد C,B زاویه ی دو اندازه ی و است درجه ۶٠ برابر A زاویه اندازه ی ABC مثلث در .١۵ . ۵ مثال
این کند.آیا مشخص B زاویه اندازه حسب بر را C زاویه اندازه ی که بنویسید رابطه ای هستند. درجه حسب بر

دارد؟ عضو چند رابطه این آورید. بدست را آن برد و دامنه است؟ تابع رابطه

حسب بر را مستطیل محیط که بنویسید تابعی است. آن عرض از بیشتر واحد ۵ مستطیلی طول .١۶ . ۵ مثال
حسب بر را مستطیل مساحت که بنویسید تابعی حال است؟ تابعی نوع چه حاصل تابع دهید. نشان آن عرض

نیست؟ آشنا تابع ضابطه ی دهد. نشان آن عرض

است.تابع واضح هم نام این انتخاب دلیل گویند.و پوشا تابع می دهد رخ Rf = B آن ها در که توابعی به دید خواهید بعد سالهای ١در

دهد. پوشش را B مجموعه تمام است توانسته
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آنرا باشد زوج n ∈ N طبیعی عدد اگر که است شده تعریف صورت این به Z به N از f تابع .١٧ . ۵ مثال

کامل را زیر جدول می دهد. نسبت
١− n

٢
به آن را باشد فرد n ∈ N اگر و می دهد نسبت

n

٢
یعنی نصفش به

کنید. رسم را آن مختصاتی نمودار و بنویسید را تابع برد و دامنه کنید.

است. زیر بصورت آن دستور و است دوضابطه ای تابع اینجا در گویند. چندضابطه ای توابع را توابعی چنین

f(n) =


n

٢
باشد زوج n اگر

١− n

٢
باشد فرد n اگر

کنید. رسم را آن نمودار است. مفروض زیر ضابطه ای سه تابع .١٨ . ۵ مثال

f(x) =


٢x x < −١

−x −١ ≤ x < ١

٢x− ١ x ≥ ١

کنید. رسم را زیر دوضابطه ای تابع نمودار .١٩ . ۵ مثال

f(x) =


x٢ − ١ x ≥ −٢

٢x+ ٨ x < −٢

بنویسید. را آن ضابطه ی است. زیر بصورت تابعی نمودار .٢٠ . ۵ مثال
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توابع انواع ٣ . ۵

می پردازیم. پرکاربرد و خاص تابع نوع چند بررسی به پایانی بخش این در

ثابت تابع

زیر در شده ذکر توابع کند. نظیر برد از عضو یک فقط و یک به را دامنه اعضای تمام که است تابعی ثابت تابع
هستند. ثابت تابع همگی

١) f =
{
(a, a), (b, a), (c, a), (d, a)

}
٢) g =

{
(١, ۵), (٢, ۵), (٣, ۵), (۴, ۵), (۶, ۵), (٧, ۵), (١٠٠, ۵)

}
٣) h : [−٢, ٣] −→ N , h(x) = ٣

۴) q : R −→ R , q(x) =
√

٣

از زیرمجموعه ای دامنه اگر و طول هاست محور موازی خطی باشد بازه بصورت دامنه وقتی توابعی چنین نمودار
قرار طول ها محور موازی خطی روی همگی که است مختصات دستگاه در نقاطی بصورت باشد صحیح اعداد

دارند.

همانی تابع

بهتر عبارت به .i(x) = x : باشیم داشته x ∈ A هر برای هرگاه گوییم همانی تابع را i : A −→ A تابع
،نیم ساز y = x خط همان همانی تابع ، باشد R دامنه که حالتی در می شود. نظیر خودش به دامنه از عضو هر

است. سوم و اول ناحیه
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چندجمله ای توابع

.S(x) = x٢ با: است برابر آن ضلع حسب بر مربع این مساحت دارید. x ضلع به مربعی کنید فرض
با است برابر x ضلع به مکعبی حجم .S(r) = πr٢ با است برابر r شعاع به دایره ای مساحت همچنین

چندجمله ای توابع از نمونه هایی همه اینها .V (r) =
۴
٣
πr٣ برابر r شعاع به کره ای حجم و V (x) = x٣

چندجمله ای تابع را باشد متغیر یک از چندجمله ای یک آن ها جبری ضابطه ی که توابعی کلی حالت در هستند.
است: زیر بصورت ای چندجمله تابع یک کلی شکل گوییم.

p(x) = anx
n + an−١x

n−١ + · · ·+ a١x+ a٠

سه تابع و است خطی تابع همان f(x)یا = ax + b اول درجه دوجمله ای تابع چندجمله ای توابع آشناترین
ضابطه های در توابع این از است. سهمی همان که است f(x) = ax٢ + bx + c دوم درجه ای جمله
تابع یک تنهایی به ضابطه هر زیر ضابطه ای سه تابع در نمونه برای می کنیم. استفاده زیاد چندضابطه ای توابع

است. چندجمله ای

f(x) =


x٢ − x− ١ x < ٠

٢x− ٣ ٠ ≤ x ≤ ٢

١
٢
x٢ + x− ١

٣
x > ٢

ممکن مجموعه بزرگترین صورت باشد.درغیراین شده مشخص آن دامنه باید تابع یک معرفی در کلی حالت در
را آن ها دامنه باشند نداشته مشخصی دامنه چنانچه ای چندجمله کنیم.توابع می اختیار تابع دامنه عنوان به را

می گیریم. نظر در R برابر

قدرمطلق تابع

می شود: تعریف زیر بصورت قدرمطلق تابع کلی حالت در شدید. آشنا آن خواص و قدرمطلق با قبل فصل در f : R −→ R

x −→ |x| , f(x) = |x|

که: می کنیم یادآوری

f(x) = |x| =

x x ≥ ٠

−x x ≤ ٠

است: زیر بصورت و نمودارهاست مهمترین از یکی f(x) = |x| تابع نمودار
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کنید. رسم را زیر نمودارتابع .٢١ . ۵ مثال

f(x) =

|x| x ≤ ١

٢− x x > ١

است. شده تعریف زیر بصورت f : R −→ R تابع .٢٢ . ۵ مثال

f(x) =


|x| x < ٠

x٢ − ٢x ٠ ≤ x < ١

١ x > ١

.f(−۵), f(
√

٢− ١), f
(٢ + x٢

١ + x٢

)
محاسبه ی مطلوبست

مهم رادیکالی تابع دو معرفی

تابع: کنیم بررسی می خواهیم که رادیکالی تابع اولین f : R+ −→ R

x −→
√
x

نیز آن برد و است Df = [٠,+∞) بصورت دامنه ای داری تابع این است. f(x) =
√
x ضابطه ی با

می بینید. زیر شکل در را تابع این نمودار است. Rf = [٠,+∞)
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است: سوم ریشه تابع داریم را آن معرفی قصد که دیگری رادیکالی تابع f : R −→ R

x −→ ٣
√
x

می بینید: زیر در آن را نمودار است. f(x) = ٣
√
x تابع این ضابطه ی

کنید رسم را زیر تابع نمودار .٢٣ . ۵ مثال

f(x) =


√
x x ≥ ٠

٣
√
x x < ٠
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انتقال با ترسیم ۴ . ۵

به دقت به کنیم. رسم قبلی نمودارهای کمک به را جدیدی نمودارهای انتقال کمک به می خواهیم قسمت این در
کنید. نگاه زیر شکل های

روی مثبت جهت در واحد ۵ اندازه به y = x٢ نمودار x −→ x− ۵ شدن تبدیل با می شود دیده که همان طور
منفی جهت در واحد چهار اندازه به y = x٢ نمودار x −→ x+ ۴ تبدیل با و است شده جابجا طول ها محور

است. شده جابجا طول ها محور روی
به عرض ها محور مثبت جهت در واحد ٣ اندازه به y = x٢ نمودار f(x) −→ f(x) + ٣ تبدیل با همچنین
حرکت پایین به عرض ها محور روی واحد ۴ اندازه ی به f(x) −→ f(x) − ۴ تبدیل با و کرده حرکت بالا

است. کرده
a اندازه به y = f(x) به نسبت y = f(x− a) , a > ٠ نمودار است. درست روابط همین کلی حالت در
همین به منفی. جهت در منتها تغییر همان f(x+ a) و است کرده حرکت ها طول محور مثبت جهت در واحد

١٢۶ www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



samadit.farhad@gmail.com تجربی ریاضی و رشته دوم متوسطه ی دوره ریاضی(١)

عرض هاست. محور روی تغییرات هم f(x)± a , a > ٠ ترتیب

کنید. رسم را زیر نمودارهای انتقال کمک به .٢۴ . ۵ مثال

١)y = (x+ ٢(٣ ٢)y = x٢ + ٣

٣)y = (x− ٢(٢ + ٣ ۴)y = ۴− (x− ٢(٢

۵)y = |x− ٣| ۶)y = |٢ + x|

٧)y = −|x− ٢| ٧)y = ١− |١ + x|

٩)y =
√
x− ٣ ١٠)y =

√
x+ ٣ + ٢

١١)y = ٣
√
x+ ٢ ١٢)y =

√
−x

١٣)y =
√

٢− x ١۴)y = ٣
√
x− ٢ + ١

کنید. رسم را شده خواسته نمودارها ی است. مقابل بصورت y = f(x) تابع نموادار .٢۵ . ۵ مثال

١)y = f(x+ ٢) ٢)y = f(x− ١)

٣)y = ٣f(x) ۴)y =
١
٢
f(x)

۵)y = |f(x)− ١| ۶)y = f(−x)

٧)y = −f(x) ٧)y = −f(−x)

٩)y = f(|x|) ١٠)y = |f(x+ ٢)− ٢|
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جبری رابطه ی یک بودن تابع بررسی

است. تابع معرف زمانی چه تنهایی به جبری ضابطه ی یک که می کنیم بررسی را مهم موضوع این قسمت این در
یک معرف می تواند ضابطه این آیا است. |y| = x عبارت بررسی هدف کنید فرض ساده مثال یک عنوان به
می شود نتیجه x = ١ دادن قرار با می آید؟ بدست y مقدار یک دقیقا x مقدار هر به ازای یعنی باشد. تابع
یک نمی تواند رابطه این یعنی این و ١ −→ −١ هم و ١ −→ ١ هم یعنی این و y = ±١ لذا و |y| = ١

است. تابع رابطه کنید ثابت باید و نمی کند کفایت مثال ، است تابع رابطه ای اینکه اثبات برای البته باشد. تابع
کنید. ثابت ضابطه یا رابطه آن مورد در را زیر گزاره ی باید منظور این برای (x, y) ∈ f

(x, z) ∈ f
=⇒ y = z

است. تابع معرف y٣ + y = x رابطه ی کنید ثابت .٢۶ . ۵ مثال

می کنید ادعا که هرکدام و کنید ثابت است تابع می کنید ادعا که کدام هر کنید. بررسی را زیر روابط .٢٧ . ۵ مثال
دهید. نشان نقض مثال با نیست تابع

١)x٢ + y٢ = ۵ ٢)|x|+ |y| = ٣

٣)x = sin y ۴)y٢ = x

۵)|x− ٢|+ |y − ٣| = ٠ ۶) sin y + cos x = ١

تابع فصل تمرینات

باشند: شده تعریف زیر بصورت B , A مجموعه دو کنید فرض .١ . ۵ تمرین

A =
{

,مشهد ,بندرعباس,رشت,شیراز اصفهان
}

B =
{

,فارس ,هرمزگان ,اصفهان ,گیلان مازندران
}

بصورت را f باشد. b ∈ B استان مرکز a ∈ A که می کنیم تعریف اینگونه را f : A −→ B رابطه ی
بنویسید. مرتب زوج های

بیابید. را b, a باشند برابر (٢٠, ٩) و (a٣ + b, a٢ + ٢b+ ١) مرتب زوج دو اگر .٢ . ۵ تمرین

بیابید. را f(m+ ١٢) مقدار باشد تابع زیر f رابطه ی اگر .٣ . ۵ تمرین

f =
{
(
√

٣, ١), (
√

٣−
√

٢, ٢), (m٢, ٣), (
١√

٣ +
√

٢
,m− ٢), (٠,m)

}
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تابع رابطه آیا بنویسید. مرتب زوج بصورت را رابطه است.این مقابل بصورت رابطه یک نمودار .۴ . ۵ تمرین
است؟

بنویسید. را آن ها برد و دامنه است؟ تابع کدام زیر نمودارهای از .۵ . ۵ تمرین

کنید. تعیین را بردش و دامنه است تابع کدام هر بنویسید. مرتب زوج بصورت را زیر رابطه های .۶ . ۵ تمرین

١) f١ =
{
(x, y) | x, y ∈ N , x+ y = ١٠

}
٢) f٢ =

{
(x, y) | x, y ∈ N , x+ y = ١٠, x < y

}
٣) f٣ =

{
(x, y) | x, y ∈ N , x < y, xy ≤ ۶

}

ضابطه ی f(x+ ٢)+ f(x− ٣) = ۴x+ ٨ داریم x هر برای و است خطی تابع یک f تابع .٧ . ۵ تمرین
بیابید. را تابع

را عرض ها محور و باشید داشته عضو یک آن برد و بوده نامتناهی آن دامنه که بزنید مثال تابعی .٨ . ۵ تمرین
کند. قطع ٢ عرض به نقطه ای در

بیابید. را f(
√

١٠), f(٣), f(۵) است.مقادیر مفروض f(x) =
√
x٢ − ٩ ضابطه ی با f تابع .٩ . ۵ تمرین

تابع دامنه آورد؟ بدست را f(٠) می توان f(x).آیا = ٣ ویا f(x) = ٢ داریم x از مقادیری چه ازای به
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چیست؟

آورید. بدست را Rf ، باشد Df =
{

٠, ١−,١, ٢, ۴
}

و باشد f(x) = x٢ + x اگر .١٠ . ۵ تمرین

آورید. بدست را تابع دامنه باشد Rf =
{

٢, ٢
√

٢, ١, ٠
}

و باشد f(x) =
√
x٢ + ۴ اگر .١١ . ۵ تمرین

می کند. تغییر نیم دایره روی ABC قايم الزاویه مثلث از A راس است. مفروض ۶ قطر به دایره ای .١٢ . ۵ تمرین
ضابطه ی کند.همچنین بیان x حسب بر را AC ضلع اندازه ی که بنویسید تابعی باشد AB = x ضلع اندازه اگر

چیست؟ تابع دو این دامنه دهد. نشان x حسب بر را AH ارتفاع اندازه ی که بیابید را تابعی

زیر نمودار است. شده خارج اتومبیل با منزل از خرید برای خانمی .١٣ . ۵ تمرین

( ارتفاع MH).کنید بیان x حسب ABC△رابر مساحت که بیابید تابعی زیر شکل در .١۴ . ۵ تمرین
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است؟ تابع یک بیان گر رابطه کدام .١۵ . ۵ تمرین

y٢ − ٢xy − ١ = ٠(۴ |y|+ x = ٣)٠ y٢ +
∣∣x٣ − ۴x

∣∣ = ٢)٠
x

y
+

y

x
= ١)٢

است؟ تابع کدام ها کنید تعیین و کنید رسم را آنها نمودار کنید. بررسی را زیر ضابطه های .١۶ . ۵ تمرین

f(x) =

x٢ x ≥ ٠

x x < ٠
g(x) =

١ x ≥ ٠

٢ x < ٠

h(x) =

|x| −١ < x < ١

٢ |x| ≥ ١
k(x) =


x x ≥ ٢

١ ٠ < x < ٢

−x x ≤ ٠

می شود؟ تبدیل ثابت تابعی به f(x) =
x٢ + ax+ b

bx٢ + ٢x+ ۴
تابع b, a مقادیر چه ازای به .١٧ . ۵ تمرین

می شود؟ تبدیل همانی تابع به f(x) =
bx+ a٢ − ۴
(a− ٢)x+ ٣

تابع b, a از مقادیری چه ازای به .١٨ . ۵ تمرین

می شود؟ تبدیل صفر ثابت تابع به f(x) = ax٣+(b−١)x+٢ تابع b, a مقدار چه ازای به .١٩ . ۵ تمرین

بیابید. را d باشد همانی تابع I =
{
(١, a٢), (a+ ١, b), (b٢, c− ٢), (d٢, d+ c)

}
اگر .٢٠ . ۵ تمرین

بیابید. آن را برد و کرده رسم [−١, ۵] بازه ی در را y = |x− ٢| تابع نمودار .٢١ . ۵ تمرین

بیابید. آن را برد و کرده رسم زیر حالات از هریک در را y = |x+ ۵| − ٣ تابع برد .٢٢ . ۵ تمرین

Df = [−۴, ٠](۴ Df = [−۴, ١٠]− {۵}(٣ Df = [−۶, ٢)[١٠ Df = R(١

کنید. مشخص را یک هر برد و کرده رسم را زیر توابع نمودار .٢٣ . ۵ تمرین

١)f(x) = x٢ − ۴ ٢)f(x) = x٢ − x

٣)f(x) = ۴x− x٢ ۴)f(x) = −٢x٢ + ٨x− ٣

۵)f(x) = |x٢ − ۴x| ۶)f(x) = |x٣ − ١|

٧)f(x) =
√
|x| ٨)f(x) = x٢ − ٢|x|

٩)f(x) =
∣∣|x| − ١

∣∣ ١٠)f(x) = |x− ١|+ |x+ ١|

١١)f(x) = |x− ١| − |x+ ١| ١٢)f(x) = |x+ ١|+ |x|+ |x− ١|
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رسم را زیر در شده خواسته توابع و بیابید را تابع برد و است.دامنه مقابل بصورت f تابع نمودار .٢۴ . ۵ تمرین
آورید. بدست را کدام هر برد و دامنه و کرده

کنید. رسم را زیر نمودارهای .٢۵ . ۵ تمرین

١)|y| = x ٢)|y| = x+ ٢

٣)|y| = x٢ − ١ ۴)|y − ١| = x

بدانیم بیشتر

اگر گوییم. گویا تابع یک باشد، چندجمله ای آن مخرج و صورت که کسری تابعی هر به : گویا توابع .١
دامنه عنوان به را ممکن مجموعه بزرگترین باید باشد، نشده مشخص تابع تعریف در توابعی چنین تعریف دامنه
تابع مثلا می شود. صفر مخرج که جاهایی در الا شده اند تعریف R تمام در توابعی چنین بگیریم. نظر در آن

است. Df = R− {٢−,٠} بصورت دامنه ای دارای f(x) =
x٢ + x+ ١
x٢ + x− ٢

تنها دامنه عضو هر می دانید که همان طور هستند. خاصی ویژگی های دارای توابع برخی یک: به یک توابع .٢
شود. نظیر هم دامنه عضو یک به دامنه عضو دو است ممکن این حال با می شود. نظیر هم دامنه عضو یک به
باشد دامنه عضو یک فقط و یک به متناظر برد عضو هر یعنی ندهد رخ f چون تابعی برای اتفاق این چنانچه

است: چنین یک به یک تابع تعریف ریاضی زبان گوییم.به یک به یک را f تابع

f(a) = f(b) =⇒ a = b ←− یک به یک تابع تعریف

حالی که در است f(−١) = f(١) = ١ که چرا نیست یک به یک f(x) = x٢ تابع ساده مثال یک عنوان به
است. −١ ̸= ١

که چرا است یک به یک و است Df = R − {٢} دامنه دارای f(x) =
٢x− ١
٣x− ۶

گویای تابع طرفی از

١٣٢ www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



samadit.farhad@gmail.com تجربی ریاضی و رشته دوم متوسطه ی دوره ریاضی(١)

داریم:

f(a) = f(b)⇐⇒ ٢a− ١
٣a− ۶

=
٢b− ١
٣b− ۶

⇐⇒ ۶ab− ١٢a− ٣b+ ۶ = ۶ab− ٣a− ١٢b+ ۶

⇐⇒ ٩a = ٩b

⇐⇒ a = b

حال است. f : A −→ B آن در که است Rf ⊆ B همواره f تابع هر برای که دیدیم قبلا پوشا: توابع .٣
زیر تابع دو دارد. هم دامنه با زیادی ارتباط بودن پوشا پس پوشاست. f تابع گوییم Rf = B باشیم داشته اگر

بگیرید: نظر در را f : R+ −→ R

x −→
√
x , f(x) =

√
x

 g : R+ −→ R+

x −→
√
x , g(x) =

√
x

است. Rg = R+ و است Rf ⊊ R است.حال Rf = Rg = [٠,+∞) پس است
√
x ≥ ٠ که می دانیم

است. یکسان تابع دو هر دامنه و ضابطه چه اگر نیست پوشا f حالیکه در پوشاست g یعنی
کنید. دقت زیر شکل به ابتدا : یکنوا توابع .۴

اکیدا را توابعی چنین می یابد. افزایش مرتبا هم f(x) همان یا تابع مقدار x مقدار افزایش با ١ شکل در
می یابد. کاهش مرتبا f(x) یا تابع مقدار x افزایش با است. برعکس داستان اما ٢ شکل در گوییم. صعودی
و گوییم صعودی را تابع ، نیابد کاهش f(x) مقدار تابع افزایش با چنانچه گوییم. نزولی اکیدا را توابعی چنین

گوییم. نزولی را تابع نیابد افزایش تابع مقدار x افزایش با چنانچه
یکنوا را باشد نزولی یا صعودی که تابعی گوییم. یکنوا اکیدا را باشد نزولی اکیدا یا صعودی اکیدا که تابعی
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شده اند. رسم ویژگی ها این با تابع چند زیر شکل در گوییم.

در نمی شود. معین تابع معرفی زمان در تابع یک دامنه اوقات گاهی ضابطه: روی از توابع دامنه یافتن .۵
نکته دو به توجه منظور این برای گرفت. نظر در تابع دامنه عنوان به را ممکن دامنه بزرگترین باید حالت این
زوج فرجه با رادیکالی توابع دوم: شود. صفر مخرجشان نباید هستند کسری که توابعی اول: است اساسی ،

کنید: دقت زیر مثال به باشد. مثبت رادیکال زیر که هستند شده تعریف زمانی
بیابید. را زیر توابع دامنه مثال.

١)f(x) =
٢ + x٢

x٢ + x− ٢
٢)g(x) =

√
٩− x٢

x٢ − ۴

٣)h(x) = ٣

√
٢x

x٢ − ١
۴)ℓ(x) =

١√
۴− ٣x− x٢
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پنجم فصل تست های ۵ . ۵
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پنجم فصل تست های کلید ۶ . ۵
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۶ فصل

ترکیبی آنالیز

با ترکیبیات یا ترکیبی آنالیز در است. داشته سروکار شمارش با بیاموزد خواندن و نوشتن اینکه از قبل انسان
می گیرد. خود به تخصصی تری حالت اینجا در شمارش واقع در معمولی. شمارش نه اما داریم سروکار شمارش
سال ۶٠ تا ۵٠ در ترکیبیات پیشرفت بیشترین و می گذرد ریاضیات از شاخه این عمر از سال ٢٠٠ حدود
که مسائل برخی ، آن کمک به طولانی محاسبات شدن ساده و کامپیوتر پیدایش با است. گرفته شکل گذشته
هایی الگوریتم از خیلی است.١ بوده دوسویه رابطه ی ترکیبیات و کامپیوتر رابطه ی می نمود. دشوار حلشان قبلا
بیان را شمارش مقدماتی اصول ابتدا فصل این در شده اند. نوشته ترکیبیات مدد به می شوند اجرا کامپیوتر در که

می کنیم. بررسی فصل ادامه در را ترکیب و جایگشت و کرده

جمع و ضرب اصل ١ . ۶

کنیم. بررسی را ساده مثالی دهید اجازه مطلب شدن روشن برای

که است ریاضیات قدیمی و مشهور مسائل از چهاررنگ حدس یا چهاررنگ است.قَضیۀ جالب مثالی چهاررنگ قضیه زمینه این ١در

همسایه نواحی و کشورها که طوری به نقشه هر کردن رنگ «برای می گوید: قضیه این نادقیق) (و ساده بیان به بود. مانده نشده اثبات سال ها
برخی برای اضافی چهارم رنگ یک ولی کافیست تر ساده های نقشه برای رنگ سه است». کافی رنگ چهار فقط نباشند هم رنگ نقشه در
در قضیه این . کافیست نقشه آمیزی رنگ برای رنگ ۵ که کند می بیان دارد، ابتدایی و کوتاه اثباتی که رنگ ۵ قضیه است. لازم ها نقشه
ابتدا معادله صورت به مسئله این است. تر سخت بسیار کافیست رنگ ۴ اینکه اثبات .(١٨٩٠ است(هیووو شده اثبات ١٩ قرن اواخر
بود مهمی قضیه اولین این شد. حل هیکن ولفگانگ و اپل کنت توسط رایانه کمک با ١٩٧۶ سال در سرانجام و شد عنوان درسال١٨۵٢
قسمتی نمی توانند آنها از کدام هیچ که دارد وجود نقشه ١٩٣۶ از ای مجموعه که دادند نشان آنها رسید. اثبات به کامپیوتر از استفاده با که
کنند ثابت تا کردند استفاده خاص کامپیوتری برنامه یک از هیکن و اپل باشند. رنگ چهار قضیه های نقض مثال کوچکترین از یکی از
را قسمتی حتماً نه، یا هست نقض مثال که این از فارغ ای نقشه هر این بر علاوه نیستند. مستثنی قاعده این از ها نقشه این از کدام هیچ
نتیجه هیکن و اپل بود. نویس دست تحلیل صفحه صدها به نیاز این اثبات و باشد می نقشه ١٩٣۶ آن از یکی شبیه که شود می شامل
که بود معنی این به تناقض این باشد. نقشه ١٩٣۶ آن از یکی شامل باید باشد داشته وجود نقضی مثال کوچکترین بخواهد اگر که گرفتند
چک که چرا نشد، واقع تایید مورد ها ریاضیدان همه طرف از آنها اثبات ابتدا در باشد. می درست قضیه و ندارد وجود نقضی مثال هیچ

نبود. پذیر امکان انسان توسط کامپیوتری اثبات یک کردن
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۴ در و بزرگ و ،کوچک،متوسط اندازه ٣ در را ورزشی لباس های ورزشی پوشاک تولید شرکت یک .١ . ۶ مثال
می کند؟ تولید متفاوت لباس نوع چند مجموع در تولیدی این می کند. تولید زرد و سفید،قرمز،آبی رنگ

است. حرفه ای شمارش دیگر راه یافت. را تولیدی لباس های تعداد مستقیم شمارش با می توان بالا شکل در
اولی خانه در می کنیم. رسم باشد می رنگ به مربوط دیگری و اندازه به مربوط یکی که را چسبیده به هم دوخانه

است. ١٢ برابر انتخاب ها کل تعداد و دارد وجود رنگ) ۴) انتخاب ۴ دومی در و سایز) (سه امکان سه

است شدنی انجام طریق m به اول جز است،چنانکه شده تقسیم جزء دو به کاری کنید فرض : ضرب اصل
شدنی انجام طریق mn به کار این صورت این در است. شدنی انجام طریق n به اولی از مستقل دوم جزء و
طریق m١ به اولی بطوریکه باشد شده تقسیم مجزا طریق k به کاری اگر است. تعمیم قابل اصل این البته است.
کل آنگاه باشد شدنی انجام طریق mk به امی k باشدو...و شدنی انجام طریق m٢ به باشد،دومی شدنی انجام

است. شدنی طریق m١ ×m٢ × · · · ×mk به کار

دارد. وجود چهارراه C شهر به B شهر از و راه سه B شهر به A شهر از .٢ . ۶ مثال
به رفت؟ C شهر به B شهر از می توان چندطریق به رفت؟ B شهر به A شهر از توان می طریق چند به الف:

رفت؟ C شهر به A شهر از می توان طریق چند
بار یک حداکثر جاده هر برگشت،بطوری که A شهر به و رفت C شهر به A شهر از می توان طریق چند به ب:

شود؟ طی

داد؟ تشکیل زن ٩ و مرد ٨ بین از نفره دو کمیته یک می توان طریق چند به .٣ . ۶ مثال

زن یک و مرد یک که داد تشکیل دونفره گروه یک می توان چگونه شوهر) و (زن زوج ده بین از .۴ . ۶ مثال
نباشند؟ شوهر و زن دو این حال عین در و باشد درآن

متمایزند؟ مجاور حروف کلمه چند در ساخت؟ می توان e, d, c, b, a حروف با سه حرفی کلمه چند .۵ . ۶ مثال
متمایزند؟ حرف سه هر کلمه چند در
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دارد؟ وجود متمایز ارقام با رقمی سه فرد عدد چند .۶ . ۶ مثال

داد قرار ٨× ٨ شطرنجی صفحه یک در را مشکی رخ یک و سفید رخ یک می توان طریق چند به .٧ . ۶ مثال
می کند.) حرکت عمودی و افقی صرفا و است قلعه همان رخ نکنند؟( تهدید را یکدیگر بطوری که

دوم روش در و انتخاب m اول روش در طوری که داد انجام روش دو به بتوان را کاری کنید فرض جمع: اصل
این ضرب اصل دارد.مثل وجود روش m + n کار این انجام برای صورت این در باشد. موجود انتخاب n

است. تعمیم قابل نیز اصل

چند است.به شده احداث جاده سه C,B وبین جاده ٢ C,A ،بین جاده سه B,A شهرهای بین .٨ . ۶ مثال
رفت؟ B به A از جاده دو حداکثر طی با می توان طریق

می خواهیم است. مشترک آنها عضو ٣ که دارد عضو ١٢ اقتصاد کمیسیون و عضو ٨ ورزش کمیسیون .٩ . ۶ مثال
این می توانیم طریق چند به کنیم. انتخاب کمیسیون نماینده ی عنوان به را نفر یک کمیسیون هر اعضای بین از

باشند؟ مختلف فرد دو کمیسیون دو نمایندگان طوری که به دهیم انجام را کار

نوشت؟ می توان متمایز ارقام با طبیعی عدد چند {١, ٢, ٣, ۴, ۵} ارقام از استفاده با .١٠ . ۶ مثال

دارد؟ وجود متمایز ارقام با زوج رقمی سه عدد چند .١١ . ۶ مثال

حرف چندبار نوشته ایم. a, b, c, d, e حروف از استفاده با حرفی سه کلمات تمام سیاه تخته روی .١٢ . ۶ مثال
است؟ شده نوشته سیاه تخته روی a

طوری که: به نوشت می توان رقمی سه عدد چند {٠, ٢, ٣, ٧} ارقام با .١٣ . ۶ مثال
باشند. متمایز ارقام تمام الف:

١۵٠ www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



samadit.farhad@gmail.com تجربی ریاضی و رشته دوم متوسطه ی دوره ریاضی(١)

باشد. متمایز ارقام با فرد و رقمی سه عدد ب:
باشد. متمایز ارقام با رقمی سه و زوج عدد ج:

دارد؟ وجود ۵ رقم رقمی ۴ عدد چند در .١۴ . ۶ مثال

خاصیت شمارش اوقات گاهی است. متمم اصل از استفاده ، فوق مسئله حل در رفته کار به تکنیک مهم: تذکر
حالت این در ندارند. را ذکرشده خاصیت که است اعضایی شمارش از مشکل تر مراتب به مسئله ای در شده ذکر
شوند. کم اصلی مجموعه اعضای کل از و شده شمارش (متمم) ندارند را معین ویژگی آن که آنهایی است بهتر

|S| = |A|+ |A′|

دارد؟ وجود تکراری حرف f, e, d, c, b, a حروف با حرفی ۴ کلمه چند در .١۵ . ۶ مثال

است؟ ۶ برابر رقم بزرگترین رقمی ۴ عدد چند در .١۶ . ۶ مثال

کرد؟ انتخاب مرد ٨ و زن ۶ بین از را نفر یک می توان طریق چند به .١ . ۶ تمرین

کرد انتخاب سومی کلاس ۶ و دومی اولی،٧کلاس کلاس ۵ بین از را نفر ٢ توان می طریق چند به .٢ . ۶ تمرین
نباشند؟ کلاس هم نفر دو این بطوریکه

دارد؟ وجود متمایز ارقام با چهاررقمی فرد عدد چند .٣ . ۶ تمرین

دارد؟ وجود ٨× ٨ شطرنجی صفحه یک در ٣× ٣ مربع چند .۴ . ۶ تمرین
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شطرنجی صفحه از خانه دو در را سیاه مهره یک و سفید مهره یک می توان طریق چند به الف: .۵ . ۶ تمرین
باشند؟ ستون یک یا سطر یک در بطوری که داد قرار ٨× ٨

هیچ بطوری که داد قرار ٨ × ٨ شطرنجی صفحه از خانه درسه را متمایز مهره ی ٣ می توان طریق چند به ب:
نگیرند؟ قرار ستون یا سطر یک در دوتایی

رفت؟ D به A از می توان طریق چند به زیر شکل به توجه :با الف .۶ . ۶ تمرین
برگشت؟ A به و رفت D به A از می توان طریق چند به ب:

است؟ شده طی بار یک حداکثر جاده هر «ب» قسمت مسیرهای از مسیر چند در ج:

چند به باشند. داشته مشترک راس یک حداقل هرگاه گوییم مجاور را شطرنج های خانه از خانه دو .٧ . ۶ تمرین
؟ داد قرار ٨× ٨ شطرنجی صفحه از مجاور خانه دو در را سیاه مهره ی یک و سفید مهره یک می توان طریق

دارد؟ وجود ١و٢ رقم دو از یکی حداقل رقمی ۵ عدد چند در .٨ . ۶ تمرین

ندارد؟ وجود تکراری رقمی،رقم ۶ عدد چند در .٩ . ۶ تمرین

دارند؟ عضو دو حداقل
{

١, ٢, ٣, . . . , ١٠
}

مجموعه ی از مجموعه زیر چند .١٠ . ۶ تمرین

جایگشت ٢ . ۶

را شخص سه این اگر بگیرند؟ عکس و ایستاده هم کنار ردیف یک در می توانند متفاوت صورت چند به نفر سه
است: آمده زیر در ممکنه حالات تمام دهیم، نمایش c, b, a لاتین حروف با

abc, acb, bca, bac, cab, aba

ردیف یک در بخواهند نفر ۴ اگر حال گوییم. {a, b, c} حرف سه از جایگشت یک را حالت ۶ این از یک هر
می آید؟ پدید متفاوت حالت چند بگیرند عکس هم کنار و

abcd , abdc , acbd , acdb , adcb , adbc

bacd , badc , bcad , bcda , bdac , bdca
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cabd , cadb , cbad , cbda , cdab , cdba

dabc , dacb , dbac , dbca , dcab , dcba

شیء ۴ جایگشت های تعداد آورد. بدست کردن رسم بدون را جایگشت ها تعداد می توان ضرب اصل کمک به
.٣ × ٢ × ١ = ۶ با است برابر شیء ٣ جایگشت های تعداد و ۴ × ٣ × ٢ × ١ = ٢۴ با است برابر
با است برابر شیء n این جایگشت های تعداد صورت این در باشیم داشته متمایز شیء n اگر کلی حالت در

n× (n− ١)× (n− ٢) · · · × ٣× ٢× ١:
می دهیم نشان n! نماد با را n× (n− ١)× (n− ٢) · · · × ٣× ٢× ١ حاصلضرب نماد: یک معرفی

می شود. خوانده فاکتوریل n و

آورید. بدست را زیر عبارات حاصل .١٧ . ۶ مثال

١)
٨!
۵!

٢)
١٠!
٨! ٢!

٣)
٧! ۴!
١٠!

( ٨!
٣! ۵!
− ٩!

٢! ٧!

)
۴)

n!

(n− ٢)!

۵)
n!

(n− ٣)!
۶)

n!

(n− k)!

٧)
۵!

m(m+ ١)
× (m+ ١)!

(m− ٣!(١!
٨)

m!− (m− ١)!
(m+ ١)!

=
١
۶
−→ m =?

فاکتوریل نماد به را ٨× ٩× · · ·× ٢۴ عبارت ب: .١٨)١٩! + ١٩!) = ٢٠! کنید ثابت الف: .١٨ . ۶ مثال
١× ٣× ۵ · · · × ٣٩ عبارت د: بنویسید. فاکتوریل نماد به را ٢× ۴× ۶ · · · × ۴٠ عبارت ج: بنویسید.

بنویسید. فاکتوریل نماد به را

٣ بطول جایگشت های تعداد می خواهیم باشیم. داشته a٧, a۶, a۵, ..., a١ متمایز شیء هفت کنید تصور حال
زیر بصورت را ٣ بطول جایگشت یک کنیم. محاسبه ساخت فوق شیء ٧ از می توان که را شیء) سه با یعنی )

می گیریم: نظر در
⃝ ⃝ ⃝

اصل طبق پس می شود. پر طریق ۵ به خانه سومین و طریق ۶ به خانه دومین ، طریق هفت به خانه اولین
نوشت: هم دیگری طور را عبارت این می توان است. ٧× ۶× ۵ برابر جایگشت هایی چنین تعداد ضرب

٧× ۶× ۵ = ٧× ۶× ۵× ۴!
۴!

=
٧!
۴!

=
٧!

(٧− ٣)!
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و باشد r ≤ n اگر کلی حالت در می بینیم. کسر آخرین در را داشتند مسئله در اصلی نقشی که ٧ و ٣ عدد
کنیم: می عمل بالا مثال همانند بیابیم شیء n از را شیء r های جایگشت تعداد بخواهیم

⃝ ⃝ ⃝ ⃝ · · · ⃝ ⃝︸ ︷︷ ︸
خالی خانه r

خانه امین r ....و انتخاب (n− ٢) خانه انتخاب،سومین (n− ١) خانه انتخاب،دومین n دارای خانه اولین
با: است برابر اعداد این حاصلضرب حال است. انتخاب (n− r + ١) دارای

n(n− ١)(n− ٢) · · · (n− r + ١) =
n!

(n− r)!
= p(n, r)

جایگشت های تعداد پس کرده ایم. انتخاب شیء n از شیء r های جایگشت تعداد برای را p(n, r) عبارت
: با است برابر p(n, r) یا شیء n از rشیء

P (n, r) =
n!

(n− r)!

می شود؟ شروع t حرف با table کلمه حروف از جایگشت چند .١٩ . ۶ مثال

می شوند؟ ختم صدادار حروف به nature کلمه حروف از جایگشت چند .٢٠ . ۶ مثال

دارد؟ وجود log عبارت logarithm کلمه ی حروف از جایگشت چند در .٢١ . ۶ مثال

۵ جایگشت چند در مجاورند؟ صدادار حروف triangle کلمه ی حروف از جایگشت چند در .٢٢ . ۶ مثال
است؟ بی صدا اول حرف کلمه این حروف از استفاده با حرفی

نیستند؟ مجاور صداداری حرف دو هیچ flexicam کلمه ی حروف از جایگشت چند در .٢٣ . ۶ مثال

دارد؟ قرار حرف دو دقیقا k, t حرف دو بین talking کلمه ی حروف از جایگشت چند در .٢۴ . ۶ مثال

معلمی دو هیچ طوری که به بایستند ردیف یک در می توانند طریق چند به دانش آموز ٣ و معلم ۴ .٢۵ . ۶ مثال
نباشند؟ یکدیگر مجاور

حروف: تکرار بدون و جهانگردی کلمه حروف با .٢۶ . ۶ مثال
می شود؟ ختم «ی» به ها آن از تا چند نوشت؟ می توان حرفی ٨ کلمه چند .١

باشند؟ گرفته قرار هم کنار «ی» و «د» حروف ها آن در که نوشت توان می حرفی ٨ کلمه چند .٢
می شوند؟ ختم «گردی» به آنها از نوشت؟چندتا می توان حرفی ۶ کلمه چند .٣

باشند؟ اول حرف ۴ «جهان» کلمه حروف آنها در که نوشت توان می حرفی ٨ کلمه چند .۴
باشند؟ هم کنار «جهان» کلمه حروف آنها در که نوشت می توان ٨حرفی کلمه چند .۵

شوند؟ شروع نقطه دار حروف با که نوشت می توان حرفی ٨ کلمه چند .۶
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دوری جایگشت های

یک اگر که ویژگی این گوییم،با شیء n آن دوری جایگشت یک دایره یک دور شیء n گرفتن قرار روش هر به
از ٢ و ١ آرایش های زیر شکل در گوییم. هم ارز را آرایش دو این آید بدست دیگر آرایش یک دوران از آرایش

نیست. هم ارز ٣ با دو این اما هم ارزند E,D,E,B,A دوری جایگشت های

.(n− ١)! با است برابر شیء n دوری جایگشت های تعداد قضیه:

مجاورند؟ صدادار حروف triangle کلمه ی حروف از دوری جایگشت چند در .٢٧ . ۶ مثال

دو هیچ بطوریکه بنشینند گرد میز یک دور می توانند طریق چند به دانش آموز هشت و معلم سه .٢٨ . ۶ مثال
نباشند؟ یکدیگر کنار معلمی

نشسته خود همسر کنار فرد هر بطوریکه بنشینند میز یک دور می توانند طریق چند به زوج پنج .٢٩ . ۶ مثال
باشد؟

بگیرید. نظر در را مهندس ۵ و دکتر ۶ .١١ . ۶ تمرین
بنشینند؟ هم کنار توانند می طریق چند به .١

هدیگرند؟ مجاور دکترها حالت چند در .٢
نیستند؟ یکدیگر مجاور دکتری دو هیچ حالت چند در .٣

مهندسین؟ هم و مجاورند دکترها هم حالت چند در .۴

بدهند؟ زوج ١١ تشکیل می توانند چندطریق به زن ١۴ و ١١مرد .١٢ . ۶ تمرین

دارد؟ قرار n حرف از قبل t حرف triangle کلمه حروف از جایگشت چند در .١٣ . ۶ تمرین

از چندتا در دارد؟ وجود Logarithm کلمه ی حروف از حرف ۶ شامل دوری جایگشت چند .١۴ . ۶ تمرین
حروف از یکی حداقل چندتا دارد؟در وجود صدادار حرف سه هر چندتا دارد؟در وجود t حرف جایگشت ها این

دارد؟ وجود t و ، m
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ترکیب ٣ . ۶

کنید. نگاه زیر شکل به دقت به

برابر دو ساخت،اما می توان AB چون متمایز خط پاره ده نقطه پنج این با شده اند. انتخاب دایره روی نقطه پنج

. P (۵, ٢) =
۵!
٣!

= ٢٠ واقع در کرد. رسم می توان
−→
AB چون بردار ٢٠ یعنی تعداد این

دو هر انتخاب با ما خط پاره انتخاب است.در تاثیرگذار بسیار انتخاب ترتیب یکسان ظاهر به مسئله دو این در
عضوی دو زیرمجموعه های انتخاب مانند این و داریم خط پاره یک دایره محیط روی نقطه ۵ این بین از نقطه
شیء r انتخاب در اگر هستند. یکی {A,B} , {B,A} مجموعه های مثلا که است عضوی ۵ مجموعه یک
r انتخاب های راه تعداد هستیم. روبرو ترکیب مسئله با نباشد مهم انتخاب ترتیب r ≤ n شیء n میان از
با: است برابر و می دهیم نشان

(
n
r

)
نماد با و گوییم شیء n از شیء r ترکیب را آنها ترتیب اهمیت بدون )شیء
n

r

)
= C(n, r) =

n!

r! (n− r)!

کرد؟ انتخاب معاون و رئیس عنوان به را نفر دو شهر شورای عضو ده بین از می توان چندطریق به .٣٠ . ۶ مثال

شده رسم قطر چند کلا ایم. کرده رارسم قطرهایش تمام است. مفروض منتظم ضلعی هفت یک .٣١ . ۶ مثال
بیابید. را قطرها این برخورد محل های نیستند،تعداد متقاطع نقطه یک در قطری سه هیچ بدانیم اگر است؟

می شود؟ انجام دوره این در بازی چند کلا می کنند. بازی باهم دوره ای بصورت فوتبال تیم شانزده .٣٢ . ۶ مثال

.
(
n
٢

)
= ٢١ : داریم n مقدار کدام ازای به .٣٣ . ۶ )مثال
n

r

)
=

(
n

n− r

)
کنید: ثابت .٣۴ . ۶ مثال
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: کنید ثابت بالا مثال کمک به .٣۵ . ۶ مثال
است. برابر عضوی n− r زیرمجموعه های تعداد با عضوی r های زیرمجموعه تعداد الف:

.

(
n

٠

)
+

(
n

١

)
+

(
n

٢

)
+ · · ·+

(
n

n

)
= ٢n ب:

.

(
n

r

)
=

(
n− ١
r

)
+

(
n− ١
r − ١

)
پاسکال اتحاد ج:

: مفروض کتاب شش بین از .٣۶ . ۶ مثال
چید؟ هم کنار قفسه یک در را تا ۴ توان می طریق چند به .١

داد؟ هدیه کتابخانه یک به کتاب ۴ می توان طریق چند ٢.به

می کنیم. بررسی را زیر متنوع های مثال فصل مطالب تمام بندی جمع برای

که کنند پارک هم کنار می توانند ردیف یک در طریق چند به بنز ماشین سه و پژو ماشین پنج .٣٧ . ۶ مثال
باشند؟ هم کنار هم پژو ماشین های و هم کنار بنز ماشین های

می توان {١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶, ٧, ٨} مجموعه ارقام از بااستفاده متمایز ارقام با رقمی ۵ عدد چند .٣٨ . ۶ مثال
باشند؟ هم کنار همواره ٣ مضرب عدد دو بطوری که ساخت

متمایزبا ارقام با رقمی ٨ عدد چند است. مفروض {١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶, ٧, ٨} ارقام مجموعه .٣٩ . ۶ مثال
نباشند؟ هم کنار مجموعه این اول فرد عدد دو هیچ بطوری که نوشت می توان ارقام این از استفاده

از می شود استفاده پلاک راست درسمت که ارقامی است. زیر شکل بصورت ماشین پلاک یک .۴٠ . ۶ مثال
می شود انتخاب {١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶, ٧, ٨, ٩} مجموعه از چپ سمت ارقام است. {١١, ٢٢, · · · , ٩٩} مجموعه
چند ترتیب این به کنید معین است. فارسی الفبای حروف از حرف ١٣ تنها چپ سمت ارقام بین حروف و

ساخت؟ توان می ماشین پلاک

بیابید. را نوشت می توان Mississippi کلمه ی حروف با که حرفی یازده کلماتی تعداد .۴١ . ۶ مثال

باشد؟ a حرف سه شامل دقیقا بطوریکه ساخت توان می c, b, a حروف با حرفی ده کلمه چند .۴٢ . ۶ مثال
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تکرار با جایگشت

نتیجه ی به کنید تبدیل فاکتوریل به را حل راه در ترکیب های و کنید بررسی بیشتری دقت با را ۴١ مثال اگر
چندان هم کلی حالت در مطلب این اثبات می رسید. مسئله جواب و کل تعداد و تکراری اشیاء تعداد بین جالبی
که داریم ak نوع از شیء mk ...و a٢و نوع از شیء m٢ و a١ نوع از شیء m١ کنید فرض نیست. مشکل
می نامیم.تعداد تکرار با جایگشت یک را nشیء این چیدن هر اینصورت m١.در +m٢ + · · ·+mk = n

: با است برابر جایگشت ها این
n!

m١!m٢! · · · mk!

.
١١!

١! ۴! ۴! ٢!
: با است برابر که یافت دستور از را ها جواب تعداد توان می ۴١ مثال در حساب این با

نوشت؟ می توان ٨ رقم پنج و ٢ رقم دو و ۴ رقم سه از استفاده با رقمی ده عدد چند .۴٣ . ۶ مثال

می رسم را نقاط این دوبدوی بین وترهای است.کلیه ی شده داده دایره یک محیط روی نقطه ده .١۵ . ۶ تمرین
کنیم.

است؟ شده رسم وتر چند الف:
باشد. شده رسم وترهای روی آنها اضلاع و دایره محیط روی آنها رئوس که بیابید را مثلث هایی تعداد ب:

یک حداکثر نفر هر به بطوریکه کرد توزیع نفر ده بین را یکسان کتاب ٧ می توان طریق چند به .١۶ . ۶ تمرین
برسد؟ کتاب

دارد؟ وجود فرد عدد سه حداقل {١, ٢, ٣, ..., ١٠} مجموعه ی از عضوی ۵ مجموعه زیر چند در .١٧ . ۶ تمرین

است. مفروض A =
{

١, ٢, ٣, · · · , ١٩, ٢٠
}

مجموعه .١٨ . ۶ تمرین
دارد؟ عضوی ٨ زیرمجموعه چند A مجموعه .١

دارند؟ وجود و٣ ١،٢ اعداد عضوی ٨ زیرمجموعه چند در .٢
ندارند؟ وجود ١،٢و٣ اعداد از یک هیچ عضوی ٨ زیرمجموعه چند در .٣

دارند؟ وجود {١, ٢, ٣} اعضای از یکی حداقل عضوی ٨ زیرمجموعه چند در .۴
دارد؟ وجود ١۵ از بزرگتر ،عددی عضوی ٨ زیرمجموعه چند در .۵

است؟ ١۵ بزرگترین و ۵ عضو کوچکترین عضوی ٨ زیرمجموعه چند در .۶
است؟ ١٠ برابر عضو کوچکترین از عضو بزرگترین اختلاف عضوی ٨ زیرمجموعه چند در .٧

دارد؟ وجود فرد عدد ۶ حداقل عضوی ٨ زیرمجموعه چند در .٨
دارد؟ وجود زوج عدد ٣ حداقل و فرد عدد ٣ حداقل عضوی ٨ زیرمجموعه چند در .٩

غیرمجاورند؟ l حروف Gallery کلمه ی حروف از جایگشت چند در .١٩ . ۶ تمرین

جمع این از نفر ١٠ می توان طریق چند به دارند. حضور شوهر) و (زن زوج ٩ جمع یک در .٢٠ . ۶ تمرین
باشند؟ داشته حضور زوج ٣ دقیقا آنها بین در که طوری کرد انتخاب
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والیبال تیم برای را دانش آموزان این از نفر ۶ می خواهیم دارد. وجود دانش آموز ٣٠ کلاس یک در .٢١ . ۶ تمرین
باشد. بلندتر فوتبال تیم اعضای از والیبال تیم اعضای تمام که بطوری کنیم انتخاب فوتبال تیم برای را نفر ٨ و

است؟ شدنی کار این طریق چند به

می شود؟ دیده مستطیل چند ۴× ۶ شطرنجی صفحه یک در .٢٢ . ۶ تمرین

دارد؟ وجود فرد رقم ۵ دقیقا {١, ٢, ٣, ۴, ۵} ارقام با رقمی ٨ عدد چند در .٢٣ . ۶ تمرین

دارد؟ وجود صدادار حرف دو دقیقا logarithm کلمه ی حروف از حرفی ۶ جایگشت چند در .٢۴ . ۶ تمرین

دارند وجود الفبایی ترتیب به صدادار حروف computers کلمه ی حروف از جایگشت چند در .٢۵ . ۶ تمرین
دارد؟ قرار c حرف از جلوتر p حرف همچنین و

است؟ آمده کلمه هفتم مکان در a حرف سومین c, b, a حروف با حرفی ده کلمه ی چند در .٢۶ . ۶ تمرین

کرد؟ تقسیم B,A نفره ۵ تیم دو به می توان طریق چند به را نفر ده .٢٧ . ۶ تمرین

کرد؟ تقسیم نفره ۵ تیم دو به توان می طریق چند به را نفر ده .٢٨ . ۶ تمرین

رئوس که دارد وجود مثلث چند گذاشته ایم. علامت را نقطه پنج ABC مثلث ضلع هر روی .٢٩ . ۶ تمرین
باشد؟ نقطه ١۵ این به متعلق هریک
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ششم فصل تست های ۴ . ۶
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ششم فصل تست های کلید ۵ . ۶
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٧ فصل

احتمال و آمار

شانس اندازه گیری و احتمال ٧ . ١

شانس درباره ی آنها باستان یونان دوران از نیست. دسترس در زمان گذر در احتمال شروع از دقیقی تاریخچه ی
قرن در احتمال باب در جدی مطالعه ی نخستین داده اند. متافیزیکی بعد کمی مسئله به و کرده اند صحبت

گرفت. صورت ایتالیایی (١۵١-٠١۵٧۶) کاردانو جیرولامو توسط هفدهم قرن ابتدای و شانزدهم
این در است. معروف امتیازها مسئله به و می دانند احتمالات شاخه ی ریشه ی آن را که است مسئله یک تنها
امتیازهای داشتن با ، هم قدرت فرضی بازیکن دو بین تمام نیمه شانسی بازی جایزه ی تقسیم چگونگی مسئله
کاردانو را مسئله است.این شده خواسته بازی بردن برای لازم امتیازهای تعداد و بازی قطع موقع در بازیکن دو
حرفه ای قمارباز یک داد. رخ ١٩۵۴ سال در واقعی پیشرفت بودند،اما داده قرار بررسی مورد نیز تارتاگلیا و
بود. شده جویا را مسئله این تئوری واقعیت با شخصی تجربه تطبیق عدم علت پاسکال بلز به ای نامه طی زیرک
زیادی مکاتبات بعد به اینجا رساند.از فرما پی یر اطلاع به را آن نامه ای طی و شد علاقمند مسئله به پاسکال
پاسکال و فرما دادند. تشکیل را احتمالات شالوده ی که گرفت شکل ریاضیات تاریخ مرد بزرگ دو این بین

کرد. حل کلی حالت در را مسئله پاسکال که تفاوت این با کردند حل جداگانه را مسئله
می شوند: تقسیم دسته دو به کلی حالت در ما پیرامون پدیده های

پدیده ها −→

 قطعی پدیده های −→ است بینی پیش قابل قبل از نتیجه

تصادفی پدیده های −→ است بینی پیش غیرقابل قبل نتیجه از

یک از منظور داشت. نخواهیم کاری قطعی پدیده های با و می شوند بررسی تصادفی پدیده های احتمال بحث در
آزمایش هر در نباشد. بینی پیش قابل قبل از آن نتیجه ی که است آزمایشی فصل این تمام در تصادفی آزمایشی
مجموعه ای چنین به است. تصادفی آزمایش آن در ممکنه نتایج تمام شامل که دارد وجود مجموعه ای تصادفی

گوییم. نمونه فضای
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باشد تصادفی آزمایش آن از ممکنه حالات تمام شامل که مجموعه ای به تصادفی آزمایش هر در .٧ . ١ تعریف
یا پیشامد یک S از دلخواه زیرمجموعه هر به همچنین می دهیم. نشان S حرف با آن را و گوییم نمونه فضای

باشد. A ⊆ S : هرگاه است پیشامد یک A پس گوییم. رخداد

کنید. معین را زیر موارد در شده ذکر تصادفی آزمایش های از یک هر نمونه فضای .٧ . ١ مثال

سکه. یک پرتاب نمونه فضای .١

دوسکه. پرتاب نمونه فضای .٢

سکه. سه پرتاب نمونه فضای .٣

تاس. یک پرتاب نمونه فضای .۴

تاس. دو پرتاب نمونه فضای .۵

فرزندی. سه خانواده یک فرزندان جنسیت برای نمونه فضای .۶

تاس. یک و سکه یک پرتاب نمونه فضای .٧

نفر. ۵ بین از نفر ٢ انتخاب نمونه فضای .٨

پسر ٣ حداقل داشتن پیشامد کنید. تعیین را پسر ٣ داشتن پیشامد فرزند ۴ با خانواده یک در .٧ . ٢ مثال
چیست؟ پسران و دختران تعداد بودن برابر پیشامد چیست؟

پیشامد می کنیم. انتخاب تصادف به مهره دو دارد. وجود قرمز مهره ی ٢ و آبی مهره ی ٣ کیسه ای در .٧ . ٣ مثال
بنویسید. را باشند همرنگ دو این اینکه

بنویسید. را زیر پیشامدهای کرده ایم. پرتاب هم با را تاس دو .۴ . ٧ مثال

باشند. برابر شده رو اعداد .١

شود. ٧ روشده اعداد مجموع .٢

باشد. اول عددی شده رو اعداد مجموع .٣

پیشامدها بر عملیات

وجود جدید پیشامدهای ساختن و آنها کردن ترکیب امکان ، هستند نمونه فضای زیرمجموعه های پیشامدها چون
دارد.

بطور B و A هردوی وقوع پشامد A ∩B باشند دلخواه پیشامد دو A,B ⊆ S اگر پیشامد: دو اشتراک
باشد بیاید اول عدد اینکه پیشامد B و زوج عدد آمدن پیشامد A اگر تاس یک پرتاب در مثلا است. همزمان
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لذا: و است. آمدن اول و زوج معنای به A ∩B آنگاه

A ∩B = {٢}

داریم: قبل حالت مانند آنهاست. هردوی یا B یا A وقوع معنای به A ∪B پیشامد پیشامد: دو اجتماع

A ∪B = {٢, ٣, ۴, ۵, ۶}

داریم: قبل حالت است.مانند B ندادن رخ و A دادن رخ معنای به A−B پیشامد پیشامد: دو تفاضل

A−B = {۴, ۶}

داریم: قبل حالت مانند است. A ندادن رخ معنای به A′ پیشامد پیشامد: یک متمم

A′ = {١, ٣, ۵}

معنای به A∆B پیشامد پس .A∆B = (A− B) ∪ (B − A) می دانیم پیشامد: دو متقارن تفاضل
دهد. رخ B یا A از یکی فقط دیگر بعبارت است. A ندادن رخ و Bدادن رخ یا B ندادن رخ و A دادن رخ

قبل: حالت مانند
A∆B = {٣, ۴, ۵, ۶}

A ∩B = ∅ : هرگاه گوییم ناسازگار را B و A پیشامد دو ناسازگار: پیشامدهای

برنده پیشامد A اگر می کنند. بازی جداگانه زمین دو در «د» و «ج» تیم دو با «ب» و «الف» دوتیم .۵ . ٧ مثال
کنید. تشریح را زیر پیشامدهای باشد «ب» شدن برنده پیشامد B و «الف» تیم شدن

A ∩B , A ∪B , A−B , B − A , A′ ∪B′ , A′ ∩B′ , B ∪ A′

بنویسید. را شده خواسته پیشامدهای می کنیم. پرتاب را قرمز و آبی رنگ های با تاس دو .۶ . ٧ مثال

باشند. فرد تاس دو A:هر پیشامد .١

باشد. ۶ عدد دوتاس مجموع : B پیشامد .٢

بیاید. ٣ مضرب آبی تاس : C پیشامد .٣

باشد. آمده ۶ مجموع و فرد تاس دو هر اینکه پیشامد .۴

بیاید. ۶ دوتاس مجموع یا فرد هردوتاس اینکه پیشامد .۵

چیست؟ A− C پیشامد .۶

کنید. توصیف را C −B پیشامد .٧

ناسازگارند؟ بیایند» زوج «هردوتاس و بیاید» ٧ دوتاس «مجموع پیشامدهای آیا .٨
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احتمال اندازه گیری

آماری روش روش ها این از یکی دارد. وجود متعددی روش های تصادفی آزمایش در شانس اندازه گیری برای
بر را مطلوب و شده مشاهده نتیجه های و دهیم می انجام زیاد دفعات به را آزمایش که معنی این به است.
از دیگر یکی می گیریم. نظر در پیشامد آن شانس را حاصل عدد و می کنیم تقسیم آزمایش دفعات کل تعداد
مثلا احتمال به A تیم که میزند حدس خود تجربیات اساس بر فوتبال کارشناس است. ذهنی ،روش روشها
چند همان از آن قوانین مابقی استخراج و احتمال موضوعه اصول از استفاده دیگر شد.روش خواهد برنده ۶٠٪
ساده ترین و مفیدترین از یکی اما نیست. مناسب چندان احتمال در آشنایی اولین برای که است ابتدایی اصل
است. دیگر یک بر آنها تقسیم و نمونه فضای و پیشامد اعضای تعداد شمارش طریق از احتمال محاسبه روش ها

A پیشامد وقوع شانس باشد. دلخواه پیشامد یک A ⊆ S و نمونه فضای یک S کنید فرض .٧ . ٢ تعریف
کنیم: می تعریف زیر بصورت می دهیم نشان P (A) نماد با که را

P (A) =
n(A)

n(S)
=
|A|
|S|

=
مطلوب یا مساعد حالات تعداد

ممکنه حالات کل تعداد

را بسازیم می توانیم رقم تکرار بدون و ۴ و ٣ و ٢ ارقام با که دورقمی اعداد از یک هر که کنیم فرض .٧ . ٧ مثال
شانس کنیم. می خارج تصادف به کارت یک سپس دهیم. می قرار کیسه ای در و نوشته مشابه کارت های روی

فرد؟ عدد یا است بیشتر زوج عدد آمدن بیرون

کنیم خارج تصادف به مهره سه جعبه این از دارد.اگر وجود قرمز مهره ٣ و آبی مهره ۴ ای جعبه در .٧ . ٨ مثال
که: دارد احتمال چقدر

باشند؟ آبی مهره سه هر .١

باشند؟ همرنگ مهره سه هر .٢

باشند؟ همرنگ مهره ٢ دقیقا .٣

که: دارد احتمال دهیم،چقدر قرار هم کنار تصادف به را «جهانگردی» کلمه حروف اگر .٧ . ٩ مثال

باشد؟ آخر «ی» حرف .١

باشند؟ هم کنار «د» و «ی» حرف دو .٢

شود؟ ختم «ی» حرف به و شروع «ج» حرف با .٣

بیابید. را پسر ٢ حداقل داشتن احتمال فرزندی سه خانواده یک در .٧ . ١٠ مثال

آورید. بدست را باشد اول عددی دوتاس مجموع اینکه احتمال دوتاس پرتاب در .٧ . ١١ مثال

محاسبه چگونه را مرکب پیشامدهای احتمال باشد. کرده مشغول را شما ذهن مهم پرسشی اینجا تا است ممکن
بیان دیگر عبارات یا و P (A) احتمال حسب بر می توان چگونه را P (A ∪B) ویا P (A−B) مثلا کنیم.

هستیم. بالا پرسش های پاسخ یافتن دنبال به کولموگروف اصول ارائه ی با بعدی قسمت در کرد.
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داشت. خواهیم آن نتایج ١و کولموگروف سه گانه اصول به اشاره ای بخش این در

کولموگروف اصول

از: عبارتند کولموگروف سه گانه ی اصول . دلخواه پیشامد یک A ⊆ S و باشد نمونه فضای یک S کنید فرض
.٠ ≤ P (A) ≤ ١ همواره . ١

.P (S) = ١ همواره . ٢
آنگاه: A ∩B = ∅ یعنی باشند ناسازگار B و A پیشامد دو اگر . ٣

P (A ∪B) = P (A) + P (B)

کولموگروف اصول نتایج

آنگاه: ، باشد تهی آن ها از جفت هر اشتراک یعنی باشند مجزا دوبدو مجموعه سه C,B,A, اگر . قضیه١

P (A ∪B ∪ C) = P (A) + P (B) + P (C)

آنگاه: A ⊆ B باشیم داشته اگر . ٢ قضیه
.P (A) ≤ P (B) . الف

.P (B − A) = P (B)− P (A) . ب
داریم: دلخواه پیشامد دو هر برای کلی حالت در . قضیه٣

P (A ∪B) = P (A) + p(B)− P (A ∩B)

A′ متممش و A پیشامد است. آن متمم و پیشامد یک بین رابطه ی فوق سه گانه اصول مهم نتایج از دیگر یکی
لذا: و بود خواهد P (A ∪ A′) = ١ پس است A ∪ A′ = S چون بگیرید. نظر در را

P (A′) = ١− P (A)

P (A∪B) محاسبه: مطلوبست باشد P (A∩B) =
٣
۵
, P (A′) =

١
۵
, P (B) =

٢
٣

اگر .٧ . ١٢ مثال
.P (A−B) و

شد.مادرش تبعید آندره ی تولد زمان در و بود کشاورزی رشته ی دانشجوی پدرش بود. روسیه تامبوف در ١٩٠٣ متولد کولموگروف ١آندره ی

دوره ی اتمام از شد.پس بزرگ پدربزرگش خانه در آندره ی و گرفت عهده به را سرپرستی اش وی خاله ی و رفت دنیا از وی تولد بدو در نیز
دانشگاه به ١٩٢٠ سال در وی نوشت. نیوتنی مکانیک بر رساله ای فراغت اوقات در و شد راه آهن شرکت سوزن بان مدتی وی دبیرستان
سال تا رسانید.وی اتمام به لوزین یعنی دوره آن ریاضیدانان بزرگترین از یکی نظر تحت را خود دکترای دوره ی ١٩٢٩ در و رفت مسکو
و ریاضی احتمالات،توپولوژی،آنالیز نظریه در وی شود. دنیا در سرشناسی چهره ی شد باعث و نوشت المللی بین مقاله ١٨ مجموعا ١٩٣٠
مسکو در ١٩٨٧ سال در سرانجام و کرد دریافت هایش فعالیت واسطه ی به حیاتش زمان در متعددی جوایز است.کولموگروف کرده کار ...

رفت. دنیا از
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در لااقل اینکه احتمال است. ۶٠٪ شیمی در و ۵۵٪ شود قبول ریاضی در شخصی اینکه احتمال .٧ . ١٣ مثال
بیابید. را شود قبول درس دو هر در اینکه احتمال است. ٧۵٪ شود قبول درس دو این از یکی

بر عدد این اینکه کنیم.احتمال می انتخاب {١, ٢, ٣, · · · , ١٠٠٠} مجموعه از تصادف به عددی .١۴ . ٧ مثال
بیابید. را نباشد پذیر بخش ٧ بر اما باشد بخش پذیر ۴

بیابید. را باشند دختر ٣فرزند پسریا ٢فرزند اینکه احتمال فرزندی سه خانواده یک در .١۵ . ٧ مثال

سه هر احتمالی چه به می دهیم. قرار هم کنار تصادف به و بریده را ATAXIA کلمه ی حروف .١۶ . ٧ مثال
می گیرند؟ قرار هم کنار A حرف

١
٣
(۴

١
۴
(٣

١
۵
(٢

١
۵
(١

می خارج آنها بین از کارت دو تصادف به و نوشته یکسان کارت ۶ روی را شش تا یک اعداد .٧ . ١٧ مثال
است؟ زوج کارت دو این جمع احتمال کدام با کنیم.

۵
٩
(۴

٢
۵
(٣

۴
٩
(٢

١
٢
(١

تصادف به اگر هستند. آزمونی در شرکت داوطلب نفر و٣و٢و١ ٣ ترتیب به آزمایشی گروه ۴ هر از .٧ . ١٨ مثال
شده اند؟ معرفی نفر یک گروه هر از احتمال کدام با شوند معرفی آنها بین از نفر ۴

٢
٢١
(۴

٣
١۴
(٣

١
٧
(٢

١
٨
(١

همگی که ۵ تا ١ شماره های با سیاه مهره ی پنج هم چنین و ١تا۵ شماره های با سفید مهره ی پنج .٧ . ١٩ مثال
مجموع اگر می آوریم. بیرون آنها بین از مهره دو تصادف به سپس و دهیم می قرار ظرفی در را هستند یکسان

هستند؟ هم رنگ مهره دو هر احتمال کدام با باشد ۶ مهره دو هر شماره های

٣
۵
(۴

۵
٩
(٣

۴
٩
(٢

٢
۵
(١

آورید. بدست را زیر پیشامدهای سکه سه پرتاب در .٧ . ١ تمرین
بیایند. یکسان سکه سه هر . ١
بیاید. پشت سکه دو دقیقا . ٢
بیاید. پشت سکه دو اقلا . ٣

بیابید. را زیر پیشامدهای تاس دو پرتاب در .٧ . ٢ تمرین
باشد. ۵ مضرب شده رو شماره های مجموع . ١

باشد. یک مساوی روشده عددهای تفاضل قدرمطلق . ٢
باشد. دیگری دوبرابر روشده عدد دو از یکی . ٣

باشد. بیشتر دیگری دوبرابر از روشده دوشماره ی از یکی . ۴
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کنیم.اولا می خارج کیسه از تصادف به مهره دارد.دو وجود سیاه مهره ۵ و سفید مهره ٣ کیسه ای در .٧ . ٣ تمرین
باشند. همرنگ شده خارج مهره دو اینکه پیشامد ثانیا بیابید. را باشند سیاه مهره دو هر اینکه پیشامد

خارج تصادف به را کارت یک است. شده نوشته ١تا٢٠ شماره های با کارت ٢٠ کیسه ای در .۴ . ٧ تمرین
بیابید. را باشد ٣ یا ٢ مضرب کارت اینکه کرده ایم.پیشامد

این احتمالی چه به کرده ایم. انتخاب تصادف به عدد یک {١٠١, ١٠٢, · · · , ۶٠٠} مجموعه از .۵ . ٧ تمرین
است؟ پذیر بخش ۶ به ولی نیست ۵ مضرب یا نیست بخش  پذیر ۶ بر ولی می باشد ۵ مضرب عدد

Pاست. (A) = ٢P (B) = ٨
١٠ , , P (A∆B) = ۶

١٠ داریم B,A پیشامد دو برای .۶ . ٧ تمرین
.P (B′ ∩ A) محاسبه مطلوبست

P (A′ ∪ B′) =
١
٢

, ٢P (B) = P (A ∪ B) , P (A′) =
١
٣

باشیم داشته اگر .٧ . ٧ تمرین
.P (B) محاسبه باشد،مطلوبست

.P (A ∩B) ≥ P (A) + P (B)− ١ دلخواه: پیشامد دو هر برای کنید ثابت .٧ . ٨ تمرین

P (A∩B) = P (A)×P (B) , P (B) = ٢P (A) = داریم: A , B پیشامد دو برای .٧ . ٩ تمرین
. P (A′ ∩B′) محاسبه مطلوبست .٠٫٨

محاسبه: مطلوبست می کنیم. انتخاب تصادف به عددی {١, ٢, ٣, · · · , ١٠٠٠} مجموعه از .٧ . ١٠ تمرین
باشد. پذیر بخش ۵ یا ٣ بر عدد اینکه احتمال . ١

نباشد. بخشپذیر هم ۵ بر و نباشد بخشپذیر ٣ بر عدد اینکه احتمال . ٢

فرزندان از یکی لااقل احتمال کدام با است. دختر اول فرزند دانیم می فرزندی سه خانواده یک در .٧ . ١١ تمرین
است؟ پسر

٣
۴
(۴

۵
٨
(٣

١
٢
(٢

١
٣
(١

است.اگر شده انجام مهارت آزمون موش ٣ روی بر که می شود نگهداری موش ٧ آزمایشگاهی در .٧ . ١٢ تمرین
است؟ شده انجام آزمون دو آن از یکی برروی لااقل احتمال کدام با شود خارج تصادف به آنها بین از موش ٢

١۶
٢١
(۴

۵
٧
(٣

۴
٧
(٢

١٠
٢١
(١

اعداد مجموعه ترکیبات جایگشت از حاصل رقمی سه اعداد یکسان چندکارت از یک هر روی بر .٧ . ١٣ تمرین
اعداد از دورقم احتمال کدام با می  آوریم. بیرون انها بین از کارت یک تصادف به و نوشته را {٢, ۴, ۵, ۶, ٧}

می باشند؟ فرد ها کارت این
۴
١٠
(۴

٣
١٠
(٣

٢۵
١٠٠

(٢
٢
١٠
(١
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نیستند؟ ٣ مضرب روشده اعداد احتمال کدام با کنیم. می پرتاب هم با را سالم تاس سه .١۴ . ٧ تمرین

٢
٣
(۴

١٩
٢٧
(٣

۴
٩
(٢

٨
٢٧
(١

متوالیا و تصادفی بطور نوشته ایم. یکسان گوی شش روی را ۶, ۵, ۴, ٣, ٢, ١ اعداد از هریک .١۵ . ٧ تمرین
شوند؟ می خارج میان در یک زوج یا فرد اعداد احتمال کدام با کنیم. می خارج را ها گوی

٢
١٠
(۴

١۵
١٠٠

(٣
١٢
١٠٠

(٢
١
١٠
(١

آمار،جامعه ونمونه بر مقدمه ای ٧ . ٢

محاوره در مثلا کنند. می استفاده آماری جملات از باشند متوجه آنکه بدون و کرات به انسان ها روزمره زندگی در
میانگین بطور و روز شبانه هر در بنده » پاسخ و می خوابید چندساعت شبانه روز در که پرسش این درباره ی و
امتحان در قبولی شانس کنی دوبرابر را مطالعه زمان مدت اگر » جمله ی این یا و خوابم» می ساعت ٨ حدود
هستند. آماری روش یا و آماری مفاهیم مبین که هستند جملاتی همگی می یابد» افزایش درصد ۵٠ شما پایانی

گرفت: نظر در زیر مرحله ۴ بر مبتنی را آمار علم می توان بطورکلی

شود. داده ها گردآوری به منجر که روشی هر یا و عددی اطلاعات به دستیابی برای آزمایش انجام و طرح .١

موضوع. بهتر فهم و درک برای آمده بدست عددی اطلاعات سازماندهی و بندی جمع .٢

آمده. بدست عددی اطلاعات دقیق آنالیز و تفسیر و تحلیل .٣

بحث. مورد موضوع آینده ی پیش بینی و فوق قسمت های از آمده بدست اطلاعات براساس نتیجه گیری .۴

مجموعه آمار علم است. اطلاعات و ارقام اعداد، از مجموعهای آمار، آمار: علم و آمار تعریف .٧ . ٣ تعریف
نهایت در و دادهها تفسیر و تحلیل نمایش، و سازماندهی ارقام، و اعداد آوری جمع شامل که است روشهایی

میشود. تصادفی آزمایش های و پدیده ها مورد در مناسب پیش بینی و قضاوت گیری، نتیجه

بدست الگوی یک براساس اینجا در نیست. نوستراداموس سبک به پیشگوئی هایی ، آینده پیش بینی از منظور
عنوان به کرد. بررسی را موضوعی آینده ی توان می قطعی لزوما نه و تصادفی بطور عددی اطلاعات از آمده
انجام درست و علمی موازین اساس بر کشور،چنانچه یک در انتخابات نتیجه ی تعیین برای نظرسنجی مثال
در و دنیا در زیادی بسیار های نمونه مورد این در و کند مشخص را نتیجه رای گیری روز از قبل می تواند شود
منطبق درصد ١٠٠ گاهی و درصد ٩۵ تا تقریبا واقعی رای گیری و نظرسنجی نتیجه که دارد وجود خودمان کشور

بوده اند.
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پیش در آماری روشی که گرفت تصمیم کار کیفیت بهبود برای لامپ تولید کارخانه ی یک مدیر .٧ . ٢٠ مثال
است. کرده گردآوری زیر جدول در و کرده شمارش را معیوب لامپ های تعداد متوالی روز چند در و بگیرد

پاسخ برای می شوند؟ تهیه چگونه عددی اطلاعات این داریم. عددی اطلاعات به نیاز آماری کار یک انجام برای
پردازیم. می آنها بیان و معرفی به زیر در داریم،که اصطلاح و تعریف چند به نیاز پرسش این به

وزنی سلامت تعیین برای BMI یا بدنی توده شاخص کنیم. معرفی را آمار پزشکی کاربرد یک دهید اجازه
است: شده معرفی زیر بصورت ١٨۵٠ سال در بلژیکی کوتله آدولف توسط افراد

BMI =
Wkg

(hm)٢ =
کیلوگرم به وزن
متر به قد مربع

است. چگونه شخص وزنی سلامت که کند می معین زیر جدول طبق آمده بدست نتیجه
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همچنین آورید. بدست را خانواده اعضای و خود بدنی توده شاخص می توانید جالب دستور این با توانید می شما
توده شاخص کردن پیدا اما آورید. بدست را کلاس های بچه بدنی توده شاخص درس کلاس در توانید می
غیرممکن تقریبا ها شیرازی بدنی توده شاخص یافتن نهایتا و است گیرتر وقت کمی اما شدنی مدرسه کل بدنی
اینجا در چیست؟ تکلیف باشد شیراز شهر ساکن افراد وزنی سلامت میزان بررسی هدف اگر پس است.(چرا؟)
مبنای بر کرد. بررسی را ها شیرازی از تعدادی اطلاعات فقط شیرازی ها تمام اطلاعات بررسی بجای توان می
ها شیرازی تمام جای به را محدود شیرازی تعداد همان اطلاعات می توان است خروار نمونه مشت المثل ضرب
انتخاب که باشید داشته توجه گوییم. جامعه را شیراز ساکنان و نمونه را شیرازی محدود تعداد آن گرفت. نظر در
عایدمان تری دقیق و بهتر اطلاعات کنیم انتخاب بیشتری دقت با را نمونه چه هر دارد. مفصلی آداب خود نمونه

شود. می

کنید. تعیین را جامعه و مناسب نمونه موارد از هریک در .٧ . ٢١ مثال

تحقیق آنها ویژگی چند یا یک دربارۀ که اشیایی یا افراد تمام مجموعه جمعیت: یا جامعه تعریف .۴ . ٧ تعریف
مینامند. جامعه عضو را اشیا یا افراد این از هریک و میشود نامیده جمعیت یا جامعه گیرد، صورت

به گویند. جامعه حجم یا جامعه اندازه را جامعه اعضای تعداد جامعه حجم یا اندازه تعریف .۵ . ٧ تعریف
این عضو مدرسه دانش آموزان از هریک و باشند جامعه یک میتوانند مدرسه یک دانش آموزان مثال، عنوان

هستند. جامعه

یا افراد از هریک و گویند نمونه شود، انتخاب مطالعه برای که را جامعه از بخشی نمونه تعریف .۶ . ٧ تعریف
گویند. نمونه عضو را شده انتخاب اشیای

عنوان به گویند. نمونه حجم یا نمونه اندازه را نمونه اعضای تعداد نمونه حجم یا اندازه تعریف .٧ . ٧ تعریف
کلاس، آموزان دانش از هریک و هستند مدرسه دانش آموزان از نمونه یک عنوان به کلاس یک دانش آموزان مثال

میشوند. محسوب نمونه عضو

و باشد داشته را نمونه در حضور شانس جامعه عضو هر که معنی این به شود انتخاب تصادفی اولا باید نمونه
٣٠ کلاس یک در مثلا باشد. جامعه های ویژگی بیانگر تا شود انتخاب درستی به باید هم نمونه اعضای تعداد
به خوبی نمونه ی نفری ۵٠٠ مدرسه یک برای نفری ٨ نمونه ولی کرد انتخاب نفری ٨ نمونه یک توان می نفری

نمی آید. حساب

کنید. تعیین را مناسب نمونه و جامعه زیر موارد از یک هر در .٧ . ٢٢ مثال

غزال. دبیرستان دانش آموزان وزن تعیین .١

شیراز. شهر دانش آموزان والدین تحصیلات میزان تعیین .٢

خاص. پزشک یک با ملاقات در بیماران انتظار میزان تعیین .٣

فارس. استان در سال مختلف های ماه در موالید میزان بررسی .۴
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شیراز. شهر در حاضر اصناف در آزاد مشاغل درآمد میزان تعیین .۵

آن انواع و متغیر ٧ . ٣

که نیست مورد بی لذا و کند می تغییر دیگر محصل به محصل یک از قد صفت دانش اموزان قد تعیین مثال در
گوییم. متغیر مقادیر را هستند قد دهنده ی نشان که اعدادی بنامیم. متغیر آنرا

به عضو یک از معمولا و میشود مطالعه و بررسی که است جامعه یک اعضای از ویژگی متغیر، .٧ . ٨ تعریف
میگویند. متغیر مقدار میشود، داده نسبت عضو یک ویژگی به که را عددی میکند. تغییر دیگر عضو

کیفیت ماشین، رنگ مثل اندازه گیری غیرقابل برخی و ... و وزن و قد مثل اندازه گیری اند قابل متغیرها برخی
نشان را متغیرها انواع زیر جدول کنیم. بندی طبقه را متغیرها باید اساس این بر . ... و خونی میوه،گروه یک

دهد. می

→متغیرها



کیفی


اسمی → نیست طبیعی ترتیب هیچ دارای

ترتیبی → است طبیعی ترتیب نوعی دارای

کمی


گسسته → بگیرد تواند نمی را آنها بین گرفت مقدار دو اگر

پیوسته → بگیرد تواند می نیز را انها بین گرفت مقدار دو اگر

به گویند. کمی» «متغیرهای اند، گیری اندازه قابل که را متغیرهایی کمی: متغیرهای تعریف .٧ . ٩ تعریف
کمی اند. متغیرهای افراد وزن و خانواده فرزندان تعداد مثال عنوان

گویند. کیفی» «متغیرهای نیستند، اندازه گیری قابل که را متغیرهایی کیفی: متغیرهای تعریف .٧ . ١٠ تعریف
کیفی اند. متغیرهای آشپزی» از بردن لذت «میزان سؤال پاسخ و افراد خونی گروه مثال عنوان به

بین مقدار هر کند، اختیار بتواند bرا aو مقدار دو اگر که است متغیری پیوسته: متغیر تعریف .٧ . ١١ تعریف
عددی هر یا ۴٧کیلوگرم ۴۶کیلوگرم، میتواند آموز دانش یک وزن مثال عنوان به کند. اختیار بتواند نیز را آنها

باشد. رقم دو این بین

تعداد مثال عنوان به نباشد. پیوسته که است متغیری گسسته، متغیر گسسته: متغیر تعریف .٧ . ١٢ تعریف
است. گسسته متغیر خانواده یک فرزندان
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کنید. بررسی را زیر متغیرهای نوع .٧ . ٢٣ مثال

انسان(نوزادی-کودکی-نوجوانی...). یک رشد مراحل .١

(زردپوست-سفیدپوست-سیاهپوست). افراد نژاد .٢

افراد. موی رنگ .٣

کامفیروز. برنج محصول میزان .۴

ترانزیستور. یک عمر طول .۵

پستی. صندوق یک های نامه تعداد .۶

افراد. تحصیلات میزان .٧

کنید. کامل را زیر جدول .٢۴ . ٧ مثال
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کنید. کامل را زیر جدول .١۶ . ٧ تمرین
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هفتم فصل تست های ۴ . ٧
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هفتم فصل های تست کلید ۵ . ٧
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