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 خورانتيگرال  صميم رنجبرانجينير  –امپراتور كانكور كميته 

1
 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 ) Integral( گرال يانت
طح سحاسبه مطوريكه در فصل مشتق تذكر داديم تحقيق روي دو مسئله پيدا كردن خط مماس بر منحني در هر نقطه و 

مسئله  مسئله( رياضيات بوجود آيد. هر چند حل اينزير يك منحني باعث شد تا دو مفهوم جديد مشتق و انتيگرال در 
ول طدانان در ه رياضيتوان تنها به فرد يا افراد خاصي نسبت داد، بلكه مي توان آنرا نتيجه كوشش همي نم را انتيگرال)

تعريف  دهاد و بعگردي ) ثبتشخص (گوتفريد لايب نيتز و نيوتن تاريخ ( تا آن زمان ) دانست . اما نتيجه نهايي به نام دو
 كامل توسط ريمان آلماني براي مفهوم انتيگرال ارئه شد. 

 معمولا مفهوم انتيگرال از دو نقطه نظر مطرح ميگردد: 
 ) انتيگرال بحيث تابعي كه مشتق آن معين باشد ( انتيگرال غير معين ) 1
 ت مجموع عددي ( انتيگرال معين ) م) انتيگرال بحيث لي2

د و نپذيرفتن ين ترجمه راوارد شد اما بعد ها برخي ا» حساب جامعه « رسي ابتدا با ترجمه اواژه انتيگرل در زبان ف  نكته:
 كلمه انتيگرال در زبان فارسي رايج گرديد. 

 تابع اوليه 
)هرگاه تابع  )f x  مشتق تابع( )F x باشد، تابعF( )x  بنام تابع اوليه( )f x شود و يا به عبارت ديگر تابع  گفته مي

( )F x  تابع اوليه از( )f x : گفته ميشود در صورتيكه داشته باشيم                                                                                           
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

dF x f x
dx

dF x f x dx
F x f x

�

�
� � 

2توابع   مثال: 2 2 21( ) ,..., ( ) , ( ) 3 , ( )
2

L x x C H x x G x x F x x� � � � � � توابع اوليه از  �

( ) 2f x x�: است زيرا 

     

2

2

2

( ) ( ) 2 ( )
( ) 3 ( ) 2 ( )

1( ) ( ) 2 ( )
2

F x x F x x f x
G x x G x x f x

H x x H x x f x

�� � � �

�� � � � �

�� � � � �

 

                                                                                                                                                             
         

    

 
( ) 2 ( )L x x f x� � �

  

2( )L x x c� � �   
     

ه بشته باشد ليه دااز حل نمونه هاي فوق به اين نتيجه مي رسيم كه يك تابع مي تواند بي نهايت ( بي شمار ) تابع او
 است.  Cثابت طوريكه تفاوت آن فقط در يك عدد 

را مي توان مشخص كرد به طور مثال تابعي را پيدا مي نماييم كه مشتق آن  Cتحت شرايط خاص، مقدار ثابت  نكته:

)برابر  ) 2f x x�  بگذرد. (1,6)بوده و گراف اين تابع از نقطه 
2

2

( ) 2 ( )
(1) 6 (1) (1) 6 1 6 6 1 5
f x x F x x c
F F c c c

� � � �

� � � � � � � � � � � � 
پس داريم كه : 

 

                         
2 2( ) 2 ( ) ( ) 5f x x F x x c F x x� � � � � � � 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 
 به لميت مجموعه ريمان انتيگرال گفته مي شود.

�� 	�

�

��
dxxFxxiF

n

in
)()(lim

1

 

 انتيگرال غيرمعين ( نا معين )
)هرگاه تابع  )f xدر انتروال بسته
 �,a b  تعريف و( )F x  يك تابع اوليه از( )f x  باشد، ست توابع( )F x c� را در

)يك عدد  ثابت اختياري است به نام انتيگرل غير معين از Cحاليكه  )f x : گفته ميشود و مي نويسند 

كشيده در امتداد قايم  Sم  بكار رفت و عبارت از 1675 علامت انتيگرال ( اين نماد توسط لايب نيتز در سال   �نماد

به معني مجموع گرفته شده است و يا به عقيده بعضي شايد اين علامت تغيير يافته حرف يوناني Sumمي باشد كه از واژه 
)(سيگما) باشد.)، � )f x تابع تحت انتيگرال ( انتيگراند يا انتيگرالده انتيگرال) وxويند و را متغيير انتيگرال گdx  به

)اين معني است كه  )f x  ( متحول ) نظر به متغييرx .انتيگرال گرفته مي شود 

 خواص انتيگرال غير معين ( قضاياي متعارف ) 
)اگر  )f x  و( )g x ،توابع تحت انتيگرالu  تابعي ازx  وc  وk  اعداد ثابت باشند ، خواص و قضاياي زير در قسمت

 انتيگرال بيان مي گردد :  

                                                                         : خاصيت اول

                                 0dx C��                          

                                                                                              مثال:                                                 

   0dx C��                          
                             

 معلوم نيست چه عدد ثابتي بوده است .  Cاين   توجه:

                                                                       : خاصيت دوم

                             kdx kx C� �� 
  

                                                                                                                                    مثال: 

         5 5dx x C� �� 

 

 مفهوم انتيگـــرال
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

                                  :خاصيت سوم

                      , 1n � �                          
1

1

n
n xx dx C

n

�

� �
�� 

                                                                      : 1مثال 

                                      
1 1 2

21
1 1 2 2
x xxdx C C x C

�

� � � � � �
�� 

 

                                                                                         :2مثال 

                  
5 1 6

5 61
5 1 6 6
x xx dx C C x C

�

� � � � � �
�� 

          
                                                                                             :3مثال 

     
3 1 2

3 21
3 1 2 2
x xx dx C C x C

� � �
� �� � � � � � �

� � �� 

                                                                  :4مثال 

     
2 1 1

2 1
2

1 1
2 1 1
x xdx x dx C C x C C

x x

� � �
� �� � � � � � � � � � �

� � �� �                          

                              :5مثال 

            

3 3 513 85 5
5 5 53 8 35 5

3 5
5

5 5 5
3 8 8 81
5

x xx dx x dx C C x C x C x x C

�
�

�� � � � � � � � � � 	 �
�

� �  

          خاصيت چهارم:                                                                             
( ) ( )kf x dx k f x dx�� � 

                                                                                                      :1مثال 

  
8

7 7 855 5 5( )
8 8
xx dx x dx c x C� � � � �� � 

چون هر عدد ثابت ضرب عدد ثابت  نكته:
c

مساوي به عدد ثابت  
C

است، بنا از اين پس نيازي نيست كه عدد ثابت را  

در حالت ضرب با 
c

 در نظر بگيريم. 

                                                                             :2مثال 

    
9

10 9
10

2 22 2
9 9
xdx x dx C x C

x

�
� ��

� � � � � � �
�� � 
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

       خاصيت پنجم: 
                             

            
 �( ) ( ) (x) ( )f x g x dx f dx g x dx� � �� � � 

 

 :1مثال 
2 2 3 2 3 2

1 2 2 3
1 5 1 5( 5 6) 5 6 6 6
3 2 3 2

x x dx x dx xdx dx x c x c x c c x x x C� � � � � � � � � � � � � � � �� � � �
 

 
                                             :                                و يا به طريقه كوتاه تر

        � �2 3 21 55 6 6
3 2

x x dx x x x c� � � � � �� 
 :2مثال

2

3
1 2 12

22
2

3
2 1 22

1( 1) ?

1( 1) ( 1) 32 1 1
2

1 2 1 2 1
2 3 2 3

x x dx
x

x x x xx x dx x x x dx C
x

x x x x C x x x x C
x

�
�

�

� � � �

� � � � � � � � � � � �
�

� � � � � � � � � �

�

� �     

 بايد به خاطر داشته باشيم كه :  :نكته

                                                                   


 �( ). ( ) ( ) . ( )

( )( )
( ) ( )

f x g x dx f x dx g x dx

f x dxf x dx
g x g x dx

�

� �
�� �

� �

� � �
�� � 

 خاصيت ششم:

                                                      , 1n � �                         

� � � � 1
1 .

1

n
n ax b

ax b dx C
a n

��
� � �

�� 
 

                                            : 1مثال 

         � � � � � �2 1 3
2 35 1 5 11 1 15 1 . . .(5x 1)

5 2 1 5 3 15
x x

x dx C C C
�� �

� � � � � � � �
�� 

 
                        : 2مثال 

                      � � � � � � � �
4 1 5

4 57 71 17 . . 7
1 4 1 5 5

x x
x dx C C x C

�� � � �
� � � � � � � � � � � �

� �� 
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 
                                                         و يا به صورت كل:   خاصيت هفتم:

   
1

1

n
n uu du C

n

�

� �
�� 

 
                                                                                                                :       مثال   

                 � �25 1 ?x dx� ��                         

� �
3

2 2 2 3 31 1 1 1 15 1 (5 1)
5 5 5 3 15 15

ux dx u du u du C u C x C� � 	 � � 	 � � � � � �� � �   

5 1
5

1
5

x u
dx du

dx du

�
�� �
�

� �
�
��
�

                         

 خاصيت هشتم: 

                                                     
1 lndx x C
x

� �� 
 

                                                                                              :1مثال 

                       
2 12 2lndx dx x C
x x

� � �� � 
 

                                                                                       :2مثال 

                  
1 13 3 3 lnx dx dx x C

x
� � � �� � 

 
 خاصيت نهم:                                                                     

             
1 lndx ax b C

ax b a
� � �

��
 

 
                                                                         : 1مثال 

                                                   3ln 3 2
3 2
dx x C
x

� � �
��

 
 

                                                                                       :2مثال 

                      
5 15 5ln 1

1 1
dx dx x C
x x

� � � �
� �� � 

 
 خاصيت دهم:                                                                     

                     ln

x
x aa dx C

a
� �� 
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

                                                                                 : 1مثال 

                                                       
33
ln 3

x
x dx C� �� 

                                                                         : 2مثال 

          
5 22.5 2 5 2 .5
ln5 ln5

x
x x xdx dx C C� � � � � � � � �� � 

 
 و يا به صورت كلي  خاصيت يازدهم:

                                                                                                       
1

lna

nx
nx aa dx C

n
� 	 �� 

 
                                                                                                                            : 1مثال 

      
2

2 1
2 lna

x
x aa dx C� 	 �� 

 
                                                                                                       :2مثال 

                   
2

2 1 77
ln 72

x
x dx C� 	 ��

 
 

 خاصيت دوازدهم: 

                                                                                 ln 1

x x
x xe ee dx C C e C

e
� � � � � �� 

 
                               مثال :                                                                                  

          3 3 3x x xe dx e dx e C� � �� � 
 

                                 و يا به صورت كل :  خاصيت سيزدهم:

                          
1nx nxe dx e C
n

� �� 
                                                                                                                                 مثال:

        
2 21

2
x xe dx e C� �� 

 خاصيت چهاردهم: 
                                                                                                      sin cosxdx x C� � �� 

 
                                                                        :     مثال

     2sin 2 sin 2( cos ) 2cosxdx xdx x C x C� � � � � � �� � 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 و يا به صورت كل   خاصيت پانزدهم:

                                                                                                  
1sin cosaxdx ax C
a

�� ��  
 

                                                                                                               :1مثال 

              
1sin5 cos5
5

xdx x C�� �� 
 

                                :2مثال 

     
1 22sin( 3 ) 2sin3 2 sin3 2( cos3 ) cos3
3 3

x dx xdx xdx x C x C� � � � � � � � � � �� � �  

 خاصيت شانزدهم:                                                                
       cos sinxdx x C� �� 

 
                                                                                          مثال:

                  
2 2 2cos cos sin
3 3 3

xdx xdx x C� � �� � 
                           و يا به صورت كل :          خاصيت هفدهم:

       
1cosa sinaxdx x C
a

� ��  
 

                                                                                                                مثال:

                 
1cos 4 sin 4
4

xdx x C� �� 
 
                 خاصيت هجدهم: 

         � �2 2
2 sec 1 tan tan

cos
dx x dx x dx x C
x
� � � � �� � � 

 
 

                                                                                                           مثال:

          2 2

5 5 5tan
cos cos
dx dx x C
x x
� � �� � 

 
    

 خاصيت نزدهم:                       

     
2 2

2 csc (1 cot ) cot
sin
dx xdx x dx x C
x
� � � � � �� � �     
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

                                                                     : مثال

      
2 23csc 3 csc 3( cot ) 3cotxdx xdx x C x C� �� � � � � � �� � 

 
 خاصيت بيستم:                                                                

      
tan ln cosxdx x C�� ��  

                                                              مثال:

        
� �1 1 1 1tan tan ln cos ln cos

2 2 2 2
xdx xdx x C x C� � � � � � �� � 

 
  

                           و يا به صورت كل  خاصيت بيست و يكم:

   
1tan ln cosaaxdx x C
a

� � �� 
 

                                                                                                           :1مثال 

      
1tan10 ln cos10

10
xdx x C� � �� 

 
                                                                                  :2مثال 

   
1 1 1 1tan ln cos 2ln cos12 2 2

2

xdx x C x C� � � � � �� 

 
 خاصيت بيست و دوم:                                

                           
cot ln sinxdx x C� ��  

 
                                                                                            مثال:

               
6cot 6 cot 6ln sinxdx xdx x C� � �� �        

                  و يا به صورت كل  خاصيت بيست و سوم:

                
1cot ln sinaxdx ax C
a

� �� 
                                                                                                                   مثال:

            
1cot 5 ln sin5
5

xdx x C� �� 
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 خاصيت بيست و چهارم:

2
sin cos

1
dx arc x C arc x C
x

� � � � �
�

�                          
     مثال:

2 2 2 2

3 3 3 3 1 3 3sin cos
2 2 24 4 4(1 ) 2 1 1

dx dx dx dx arc x C arc x C
x x x x

� � � � � � � �
� � 	 � �

� � � �

 
 و يا به صورت كل   خاصيت بيست و پنجم:

                                                                     2 2
arcsin arccosdx x xC C

a aa x
� � � � �

�
� 

 
 مثال:

                                                                                       

2 2 2
arcsin arccos

3 39 3
dx dx x xC C
x x

� � � � � �
� �

� �
 

 خاصيت بيست و ششم: 

                                                              2 tan cot
1
dx arc x C arc x C
x

� � � � �
�� 

 
 مثال:

                

2 2 2 2

5 5 5 5 5 5. tan cot
2 2 2(1 ) 2 (1 ) 2 1 2 2
dx dx dx dx arc x C arc x C
x x x x

� � 	 � � � � � �
� � � �� � � �

 
 

خاصيت بيست و هفتم:
  و يا به صورت كل  

                          

2 2

1 1tan cotdx x xarc C arc C
a x a a a a

� � � � �
�� 

 : 1مثال 

       2 2 2

1 1tan cot
16 4 4 4 4 4
dx dx x xarc C arc C
x x

� � � � � �
� �� � 

 
:2مثال 

                                      

                        � �22 2

1 1tan cot
2 2 2 2 22

dx dx x xarc C arc C
x x

� � � � � �
� �

� �
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 خاصيت بيست و هشتم: 

                                                                                     
2

2
ln 1

1
dx x x C
x

� � � �
�

� 
 مثال: 

                          
2

2 2 2 2

1 1 ln 1
3 39 9 9( 1) 3. 1 1

dx dx dx dx x x C
x x x x

� � � � � � �
� � � �

� � � �
 

 
 

 و يا به صورت كل   خاصيت بيست و نهم:

                                                               
2 2

2 2
ln arcsin hdx xx x a C C

ax a
� � � � � �

�
�   

 
 

                                                     مثال:

               
2

2 2 2
ln 25 arcsin h

525 5
dx dx xx x C C
x x

� � � � � � �
� �

� � 
 خاصيت سي ام:  

                                                          
2 2

2 2
ln arccos hdx xx x a C C

ax a
� � � � � �

�
� 

 مثال: 
                          

2

2
ln 25 arccos h

525
dx xx x C C
x

� � � � � �
�

�
 

 

  خاصيت سي و يكم:  

با شرط                      
1 1x� � � �

                          

2

1 1ln arc tan
1 2 1
dx x C hx C
x x

�
� � � �

� ��
 

 
 مثال: 

                          

2 2

6 1 1 16 6. ln 3ln
1 1 2 1 1
dx dx x xC C
x x x x

� �
� � � � �

� � � �� �
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

خاصيت سي و دوم:
 و يا به صورت كل  

به شرط                                   
5 5x� � �

                     

2 2

1 1ln arc tan
2

dx a x xC h c
a x a a x a a

�
� � � �

� ��
  

 
 مثال: 

                          

2 2 2

1 5 1 5ln ln
25 5 2.5 5 10 5
dx dx x xC C
x x x x

� �
� � � � �

� � � �� �
 

نكته:
 :هبايد به خاطر داشته باشيم ك 

                                                                                                        
( ) ( )d f x dx f x

dx
� � �� �� 

 
 مثال:

                          

� �1 1d x dx x
dx

� �� � �� �� 
 

 خاصيت سي و سوم: 

                                                      
log log (log log )

x
x x ee
a a a adx x C x C� � � � ��

 مثال:  
                          

2

log 2log 2 log 2 log
x

x x x edx dx dx x C� � � � � � � �� � �
  

 خاصيت سي و چهارم:                    
                          

ln log (log log ) ln
x

x ee
e e exdx x C x C x x x c� � � � � � �  مثال:  ��

                          
21 1( ln ) ln ln ( ln 1)

2 2
x x dx xdx xdx x x x x C x x x C� � � � � � � � � � �� � � 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 روش هاي انتيگرال گيري
مي دانيم كه منظور از محاسبه انتيگرال نامعين، پيدا كردن تابعي است كه مشتق آن يعني 

( )f x  معلوم است. از نظر

 : ها را به سه دسته تقسيم مي كنيم محاسبه، انتگرال
ه اي مشتق بارمول هكه موسوم به صور شناخته شده و يا متعارف است، انتيگرال هاي است كه با استفاده از ف: دسته اول

 موديم . راحتي مي توان تابع اوليه آنها را به دست آورد كه اهم اين فارمول ها را قبلاً بيان ن
ه اين ديل اند كابل تبانتيگرال هايي اند كه جزء صور متعارف نبوده ولي با انجام روش هايي به شكل متعارف ق :دسته دوم

ير متغير وش تغيدسته را انتيگرال هاي قابل تبديل به صور متعارف مي ناميم. يكي از جمله مهم ترين اين روش ها ر
 وثلثاتي مخود نيز حاوي روش هاي متعددي مثل ( تعويضي معمولي، تعويضي ( روش تعويضي ) مي باشد . اين روش 

 تعويض وايرشتراس ) است . 
جزيه ته كمك بيكي ديگر از اين روش ها روش قسمي ( جزء به جزء ) و روش ديگر، محاسبه انيگرال هاي توابع گويا 

عضي از اسبه بست كه روش هاي خاصي براي محكسرها ( تجزيه به كسور قسمي يك كسر) مي باشد. البته لازم به ذكر ا
ده را ال داده شا انتيگرتانجام اين روش ها، ابتدا كوشش مي نماييم  انتيگرال هاي مثلثاتي نيز تعريف مي گردد . يعني با 

 . بديل و بعداً آنرا محاسبه نماييمبه شكل متعارف آن ت
ي تقريبي روش ها نام دارند كه براي محاسبه اين دسته، ازگرال هاي غير قابل تبديل به صور متعارف يانت :دسته سوم

 استفاده ميشود، ماننند روش ذوزنقه، روش سيمپسون، استفاده از سري ها ( مجموعه ها ) و ...
طالعه دوم را م هتا دسدسته اول تقسيم بندي محاسبه انتيگرال ها را كه قبلاً مطالعه نموديم، پس در اين جا ابتد نكته:

 . اي كوتاه به دسته سوم مي نماييم در اخير ( بعد از مطالعه انتيگرال هاي معين ) اشارهنموده و 
 : دارند به ترتيب زير بيان مي گرددروش هاي ياد شده براي دسته دوم با توجه به اهميت و ارتباطي كه با يكديگر 

            
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 ) انتيگرال گيري توسط تعويض ( تغيير متغير ) 1 
 ميگردد:اين روش بر اساس قانون مشتق تابع مركب ( قاعده زنجيري ) قرار زير تعريف 

)هرگاه تابع  )�y f u  متمادي و تابع( )�u g x : مشتق پذير باشد آنگاه 
( ( )). ( ) ( )� �� �f g x g x dx f u du 

 
 بعد از تعويض و محاسبه انتيگرال، تابع اصلي بجاي متحول تعويض شده ارجاع ميگردد. تذكر:

 
 

 روش هاي انتيگرال گيري 

 روش تغيير متغيير ( تعويضي)

 روش انقسام (جزء به جزء )

 روش انتيگرال گيري از توابع گويا 

 تعويض معمولي 

 تعويض مثلثاتي  

 تعويض وايرشتراس  
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13
 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 مثال اول:
                          

2(5 1) ?� �� x dx 

 

2 1 3
2 2 2 2

3 3

1 1 1 1 1(5 1) .
5 5 5 5 2 1 5 3

1 1 (5 1)
15 15

u ux dx u du u du u du C C

u C x C

�

� � � � � 	 � � 	 �
�

� � � � �

� � � �
5 1
(5 1) ( )
5

1
5

� � �
�� �� � ��

� �
�
��
��

x u
x u
dx du

dx du
   

 

 مثال دوم: 
                          

2 3 1 ?� �� x x dx 
1 1

2 3 3 2 2 2

1 31 3 32 2
3 3 3 3 32 2

1 1 11 1
3 3 3

1 1 2 2 2 2( 1) ( 1) ( 1). ( 1)1 33 3 9 9 9 91
2 2

x x dx x x dx u du u du u du

u uC C u C x C x C x x C
�

� � � 	 � 	 � �

� 	 � � 	 � � � � � � � � � � � � �
�

� � � � �

3

2

2

1
3

1
3

x u
x dx du

x dx du

�
�� �
�

� �
�
��
�   

 

 مثال سوم: 
                          

. 1 ?� �� x x dx 
3 11 11 3 1 2 2

2 2 2

5 3
5 3 5 32 2

5 32 2 2 2

2

1 ( 1). ( 1) ( ) 3 11 1
2 2

2 2 2 2 2 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1)5 3 5 3 5 3 5 3
2 2

2 2( 1) 1 ( 1) 1
5 3

u ux x dx u udu u u du u u du C

u u C u u C x x C x x C

x x x x C

� �

	 � � � � � � � � � �
� �

� � � � � � � � � � � � 	 � � 	 � �

� � 	 � � � 	 � �

� � � �

 

1
1

1

� � �
�� � �
�� �

x u
x u
dx du    
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 :چهارممثال 
cos sin ?x xdx	 �� 

 

1
2

3

3cos
2sin cos sin ( ) 3

sin . 2
2 3 2(cos ) cos
3 2 3

x u u
xdx du x x dx u du u du C
x dx du

x C x C

� �
�� � � 	 � � � � � � ��
�� � �

� � � � � 	 �

� � �

   

 

 
 مثال پنجم:

 

2
?

1 4
�

�
�

x dx
x 

1
1 1 12

22 2 2
2

2

1
1 1 1 18 (1 4 )18 8 4 41 4

2
1 1 4
4

x udx du u du C u C x C
ux

x C

��
� � � � � 	 � � � � � � � �

�

� � � �

� � �

21 4
8

1.
8

x u
xdx du

x dx du

�
�� �
�

� � �
�
�� �
�   

 

 : ششممثال 
3 4.cos( 2) ?� �� x x dx 

3 4 4 3

4

1 1.cos( 2) cos( 2). cos . cos
4 4

1 1sin sin( 2)
4 4

x x dx x x dx u du udu

u C x C

� � � � �

� � � � �

� � � �
4

3

3

2
4

1
4

�
� � �

�
� �

�
��
�

x u
x dx du

x dx du
   

 

 : هفتممثال 
2sin .cos ?x xdx �� 

2 3 31 1 sin
3 3

u du u C x C� � � ��
sin

cos
x u
xdx du

� �
�� �   

 

 : هشتم مثال 
cos ?�� x xe e dx 

cos cos sin sinx x xe e dx udu u C e C� � � � �� �
x

x

e u
e dx du

�� �
�

� ��    
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 مثال نهم: 
2

?
1

x dx
x

�
�� 

2 2 2
2

2 2

2 2

1
( 1) 2 1 1 11 ( 2 ) 2 ln

1 2

1 1( 1) 2( 1) ln 1 ( 2 1) 2 2 ln 1
2 2
1 1 1 32 2 ln 1 ln 1
2 2 2 2

x u
x u u ux u dx du du u du u u u C
x u u u

dx du

x x x C x x x x C

x x x x C x x x C

� � �
� � ��� � � � � � � � � � ��

��� �

� � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � �

� � � �

 

 مثال دهم:

 

2

2 2 2

1

cos ?
1 sin
sin cos 1 1cos arc tan

cos 1 sin 1 sin 1

tan(sin ) tan (sin )

x dx
x

x u x dx x dx du u C
x dx du x x u

arc x C x C�

�
�

� �
� � � ��� � � ��

� � � �

�

� � �
 

 نتيگرال هاي قسمي ( انتيگرال گيري به روش جزء به جزء ) ا -2

 .اين روش از مشتق گرفتن حاصل ضرب دو تابع ناشي مي شود
باشند، در اين صورت ديفرانسيل حاصل ضرب اين دو  تابع به  xدو تابع مشتق پذير نسبت به   vو  uفرض مي كنيم  

 صورت زير است : 

( )d u v u dv v du	 � 	 � 	 
 از طرفين رابطه انتيگرال مي گيريم : 

( )d u v u dv v du	 � 	 � 	� � � 

u v u dv v du udv u v vdu	 � 	 � 	 � � 	 �� � � �                             
 

ميز آي موفقيت وش زمانراستفاده از اين  .به روش جزء به جزء ( انقسام ) مي نامنداين رابطه را فارمول انتيگرال گيري 
 اختيار شود . مناسب  dvو  uاست كه 

  .تر است دهجزء سا ن از روش جزء به، معمولاً حل آال  به يكي از صورت هاي زير باشداگر تابع تحت انتيگر : 1نكته 
 تابع لوگاريتمي يا معكوس مثلثاتي  )1

 حاصل ضرب چند جمله اي ( پولينوم ) در تابع لوگاريتمي )2

 حاصل ضرب چند جمله اي در معكوس مثلثاتي  )3

 حاصل ضرب چند جمله اي در تابع نمايي )4

 حاصل ضرب چند جمله اي در تابع مثلثاتي   )5

 حاصل ضرب تابع نمايي در تابع مثلثاتي   )6
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16
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

حاسبه انتيگرال توجه زياد صورت گيرد تا م dv و uطوريكه قبلاً ذكر نموديم در اين روش بايد در انتخاب : 2نكته 
 از اولويت بندي زير استفاده گردد: u. پس بهتر است تا در انتخاب موفقيت آميز باشد

 
 
  
 
 
 

 
 انتخاب مي نماييم .  dvمتباقي قسمت تابع را 

 مثال اول : 
  cos ?x xdx	 cosيا                       �� ?d� � � �� 

cos sin sin cos sinx ( cos )

cos sin cos

udv u v vdu x xdx x x xdx x xdx x x C

x xdx x x x C

� 	 � � � � � 	 � � � �

� � � �

� � � � �
�

cos
sin

x u
dx du
xdx dv
x v

� �
�� �
�� �
�� �   

 

 مثال دوم : 
sin ?xe xdx �� 

sin sin cos sin sin cosx x x x x xe xdx x e e xdx e xdx e x e xdx� � 	 � � � �� � � �
sin
cos
x

x

x u
xdx du

e dx dv
e v

� �
�� �
�� �
�� �   

 

 : از روش جزء به جزء ساده مي سازيمقسمت تحت انتيگرال باقي مانده را دوباره با استفاده 

sin sin cosx x xe xdx e x e xdx� �� � 

sin sin cos ( sin )

sin sin cos sin

x x x x

x x x x

e xdx e x x e e x dx

e xdx e x e x e xdx

� �� � 	 � �� �

� � 	 � � 	

� �
� �

cos
sin
x

x

x u
xdx du

e dx dv
e v

� �
�� � �
�� �
�� � 

 

ن ا مشابه آباده و داگر دقت شود انتيگرال اخير همانند اصل سوال داده شده است، پس آنرا به سمت چپ معادله انتقال 
 جمع مي نماييم . 

 لوچمن
 نمايي 

مثلثاتي 
چند جمله   وارون (معكوس ) مثلثاتي

 لوگاريتمي   
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

sin cossin sin sin cos 2 sin sin cos sin
2

x x
x x x x x x x x e x e xe xdx e xdx e x e x e xdx e x e x e xdx �

� � � � � � � �� � � �
1sin (sin cos )
2

x xe xdx e x x C� � � �� 

 : مثال سوم
2 ?xx e dx	 �� 

2 2 2 22 2x x x x x xx e dx x e e xdx x e dx x e x e dx	 � 	 � 	 � 	 � 	 � 	� � � �

2

2
x

x

x u
xdx du
e dx dv
e v

��
�� �
�

� �
�� �   

 

xxبراي محاسبه  e dx	� ه از روش جزء به جزء استفاده شودبايد دوبار. 
2 2 2x x xx e dx x e x e dx	 � 	 � 	� � 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 ( 2 2)

x x x x x x x x

x x x x x x

x e dx x e x e e du x e dx x e x e e du

x e dx x e x e e C x e dx e x x C

� �	 � 	 � 	 � � 	 � 	 � 	 �� �

� 	 � 	 � 	 � � � 	 � � � �

� � � �
� �

x

x

x u
dx du
e dx dv
e v

� �
�� �
�� �
�� �   

 

 : چهارممثال 
arcsin ?xdx �� 

2 2

1arcsin arcsin arcsin arcsin
1 1

xxdx x x x dx xdx x x dx
x x

� 	 � 	 � � 	 �
� �

� � � �

2

arcsin
1

1

x u

dx du
x

dx dv
x v

� �
�
�� �

� �
�� �

� ��   

 

براي محاسبه 
21

x dx
x�

 . از روش تعويضي استفاده مي نماييم �
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

1
2

1
12

2 2

2

1 1 1arcsin arcsin arcsin arcsin
2 2

1 1arcsin arcsin arcsin arcsin 2(1 )12 2
2

arcsin arcsin (1 )

xdx x x du xdx x x u du
u

uxdx x x C xdx x x x C

xdx x x x C

�
� 	 � � 	 � � 	 �

� � 	 � 	 � � � 	 � 	 � �

� � 	 � � �

� � � �

� � �

�
21

2
1
2

x u
xdx du

x dx du

�
�� �
�

� � �
�
�	 � �
� 

 مثال پنجم : 
2 ln ?x xdx	 �� 

2 3 3 2 3 2

2 3 3 2 3 3

1 1 1 1 1ln ln ln ln
3 3 3 3

1 1 1 1 1ln ln ln ln
3 3 3 3 9

x xdx x x x dx x xdx x x x dx
x

x xdx x x x C x xdx x x x C

	 � � 	 � 	 � �

� 	 � � 	 � � 	 � � �

� � � �

� �
2

3

ln
1

1
3

x u

dx du
x
x dx dv

x v

� �
�
��
�
�

	 � �
�

� �
�    

 

 : مثال ششم
1tan ?x dx� 	 �� 

 

1 12
2 2

arctan
1

1tan arctan tan arctanx1
1 1

x u

dx du xx dx x x x dx x dx x dxx
x xdx dv

x v

� �

� �
�
�� � 	 � � 	 � 	 � 	 �� �

� ���
�

� ��

� � � �

 
 اين قسمت انتيگرال را از روش تعويضي استفاده مي نماييم: 
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

2

1 1

1 2 1 1 2

1
1 1 12 tan arctan tan arctan ln
2 2

1
2

1 1tan arctan ln 1 tan tan ln 1
2 2

x u
x dx du x dx x x du x dx x x u C

u
xdx du

x dx x x x C x dx x x x C

� �

� � �

�
�� �
�

� � 	 � � 	 � 	 � � ��
�
��
�

� 	 � � � � � 	 � 	 � � �

� � �

� �
 

 مثال هفتم : 
5 3cos( ) ?x x dx	 	 �� 

 
 

5 3 3 3 2cos( ) cos( ) ( )x x dx x x x dx	 	 � 	 	� �   
 

3 3 2 1 1cos( ) ( ) cos cos
3 3

x x x dx u u du u udu	 	 � 	 �� � �

3

2

2

3
1
3

x u
x dx du

x dx du

�
��
�

� �
�
��
�   

 

 س : پ: ( اين انتيگرال را در مثال اول محاسبه نموده بوديم ) از روش جزء به جزء كمك مي گيريم حالا

� �3 3 2 3 3 2

5 3 3 3 3

1 1cos( ) ( ) cos cos( ) ( ) sin cos
3 3

1 1cos( ) sin( ) cos( )
3 3

x x x dx u udu x x x dx u u u C

x x dx x x x C

	 	 � � 	 	 � � �

� 	 � � �

� � �

�
    

 روش جدول 
)يك روش نسبتاً ساده براي انتيگرال گيري از روش جزء به جزء در محاسبه  ) ( )f x g x dx	�  براي حالتي كه مشتقات

( )f x  و انتيگرال هاي( )g x  به ساده گي بدست آيد ( بخصوص زمانيكه( )f x  باشد )، استفاده از چند جمله اي
 : جدول زير است
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 خورانتيگرال  صميم رنجبرانجينير  –امپراتور كانكور كميته 

20
 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

  

)اين دو ستون را به موازات هم ادامه مي دهيم تا جايي كه ستون سمت چپ به صفر برسد ( زمانيكه  )f x  چند جمله

)اي باشد ) و  اگر تابع   )f x  طوري باشد كه مشتقات پي در پي آن منتهي به صفر نشود اين عمليات تا يك مرحله
ل ضرب دو كه حاصجايي كه انتيگرال حاصل ضرب دو تابع سطر آخر به ساده گي قابل محاسبه باشد و يا اين مناسب ( تا

 .ادامه مي يابدتابع سطر آخر انتيگرال اوليه را تشكيل دهد ) 

)يا   uدر انتخاب  نكته :  )f x  استفاده مي نماييم »لوچمن « شده از همان اختصار . 

 مثال اول : 

cos ?x xdx	 �� 

( )u f x x� � 

 

 

 

 

cos sin cosx xdx x x x C� 	 � 	 � �� 

 مثال دوم : 

2 ?xx e dx	 �� 

2( )u f x x� � 

 

 

 

 

 

 و انتيگرال های آن    و مشتقات آن   
   

 

 

 

 

 

 

 

 و انتيگرال های آن    و مشتقات آن   
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

2 2 22 2 ( 2 2)x x x x xx e dx x e x e e c e x x c	 � � 	 � 	 � � � � �� 

  مثال سوم :

arcsin ?xdx �� 

( ) arcsinxu f x� � 

 

 

 

 

2
arcsin arcsin

1
xxdx x x dx
x

� � 	 �
�

� � 

1 1 12
2

2

1 1 1arcsin arcsin ( ) arcsin arcsin12 2 1
2

arcsin arcsin 1

uxdx x x du x x C x x u C
u

xdx x x x C

� �

� 	 � � � 	 � 	 � � 	 � �
� �

� � 	 � � �

� �

�
21

2
1
2

x u
xdx du

xdx du

�
�� �
�

� � �
�
�� �
� 

 مثال چهارم : 

sin ?xe xdx	 �� 

( ) sinu f x x� � 

 

 

 

 

�
 

�  

x dxx
�i xdx x xircsin xarcsin

�

�

 و انتيگرال های آن    و مشتقات آن   
  

 

  

 و انتيگرال های آن    و مشتقات آن   
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

sin sin cos sin sin sin sin cos

12 sin sin cos sin (sin cos )
2

x x x x x x x x

x x x x x

e xdx e x e x e xdx e xdx e xdx e x e x

e xdx e x e x e xdx e x x C

	 � 	 � 	 � 	 � 	 � 	 � 	 � 	

	 � 	 � 	 � 	 � � �

� � � �

� �
 

)از آن جاييكه مشتق تابع  :1نكته  ) ( )xf x e g x� )به صورت   	 ) ( ) ( )x xf x e g x e g x� �� 	 � و يا  	

� �( ) ( ) ( )xf x e g x g x� ��  است           �

 پس مي توانيم داشته باشيم كه :

� �( ) ( ) ( )x xe g x g x dx e g x C�� � 	 �� 

 مثال اول : 

5 4( 5 ) ?xe x x dx� �� 

5 4 5 5

( ) ( )

( 5 )x x x

g x g x
e x x dx e x C x e C

�

� � � � 	 ��
  

 مثال دوم : 

(cos sin ) ?xe x x dx� �� 

( ) ( )

cos ( sin ) cosx x

g x g x

e x x dx e x C
�

 !
� � � 	 �" #" #

$ %
� #i )

!!
sin )sin )#))sin )sin )

%( )g (�
##

�  
 

 

باشد از روابط زير ( كه به فارمول هاي خطي كردن يا   cosيا  sinاگر تابع تحت انتيگرال توان جفت ( زوج )  : 2نكته 
 شكن معروف است)      توان

 استفاده ميگردد:

      2 1 2sin
2
cox uu �

2 يا    � 1 2sin
2
cox xx �

�       ) 1 

              2 1 2cos
2
cox uu �

2 يا           � 1 2cos
2
cox xx �

�)      2 

 مثال اول : 

2sin 3 ?xdx �� 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

2

2

1 cos 2(3 ) 1 cos6 1 cos6 1 1 1 1 1sin 3 ( ) sin 6 sin 6
2 2 2 2 2 2 2 6 2 12

1 1sin 3 ( sin 6 x)
2 6

x x xxdx dx dx dx dx x x C x x C

xdx x C

�
� � � � � � � 	 � � � �

� � � �

� � � � �

�
 

 : مثال دوم

2 2sin cos ?x xdx	 �� 

� �22 2 2 21 1 1 1 cos 4 1sin cos sin cos ( sin 2 ) sin 2 (1 cos 4 )
2 4 4 2 8

1 1 1 1( sin 4 ) sin 4
8 4 8 32

xx xdx x x dx x dx xdx dx x dx

x x C x x C

�
	 � 	 � � � � �

� � � � � �

� � � � � �

 

 نتيگرال گيري از توابع كسري ناطق ( گويا ) ا -3
ز ااستفاده  را با اگر تابع تحت انتيگرال يك كسر ناطق كسري بوده و قابل تجزيه به كسور قسمي باشد، ابتدا آن كسر

 تجزيه به كسور قسمي به 

بصورت  هر كسر، مجموعه الجبري چند كسر تجزيه نموده به طوريكه انتيگرال گيري از آن ساده باشد، بعداً از شكل 
 .مجداگانه انتيگرال مي گيري

 مثال اول : 

2

3 1 ?
1

x dx
x

�
�

�� 

  

2 2

3 1 3 1 3 1 ( )
1 1 1 1 ( 1)( 1)

3
1

2 4 2 , 1

x A B x Ax A Bx B x A B x A B
x x x x x x
A B
A B

A A B

� � � � �
� � � � � � � � � �

� � � � � �
� �
� �

� � � �   

 

2
2

3 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) 2ln 1 ln 1 ln ( 1) ( 1)
1 1 1 1 1

x dx dx dx dx x x C x x C
x x x x x

�
� � � � � � � � � � � � �

� � � � �� � � �
 

 مثال دوم : 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

2

2 ?
6 5
x dx

x x
�

�
� �� 

  

2

2 2
6 5 ( 1)( 5) 1 5

2 5 2 ( ) 5
1

5 2

1 34 1 ,
4 4

x x A B
x x x x x x
x Ax A Bx B x A B x A B
A B
A B

A A B

� �
� � �

� � � � � �
� � � � � � � � � � �

� �
� � � �

� � � � � �
 

 

2

1 3
2 1 1 3 1 1 34 4 ln 1 ln 5

6 5 1 5 4 1 4 5 4 4
x dx dx dx dx dx x x C

x x x x x x
�

� � � � � � � � �
� � � � � �� � � � �

 

             مثال سوم :

                                                                    
6

4 ?
3 2
x

x x
�

� � 

 ابتدا صورت كسر را تقسيم مخرج آن مي نماييم : 

6
4

6 4 2
2

4 2

4 2

2

3 2
3 2 3

3 2
3 9 6

7 6

x x x
x x x x

x x
x x

x

� � �

� � �

� �
� � � �

� �

� � �

�

 

پس :                                                                        
6 2

2
4 2 4 2

7 63
3 2 3 2
x xx

x x x x
�

� � �
� � � �

 

 : به كسور قسمي آن تجزيه مي نماييمحالا قسمت كسر غير واقعي را 

2 2

4 2 2 2 2 2

7 6 7 6
3 2 ( 2)( 1) 2 1
x x Ax B Cx D

x x x x x x
� � � �

� � �
� � � � � �

 

2 2 2

2 3 2

7 6 ( )( 1) ( )( 2)
7 6 ( ) ( ) (2 ) x (2B D)
x Ax B x Cx D x
x A C x B D x A C

� � � � � � �

� � � � � � � � �
 

 در نتيجه:
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

  

2

4 2 2 2

7 6 8 1
3 2 2 1
x

x x x x
�

� �
� � � �

 

6 2
2 2 2

4 2 4 2 2 2 2 2

6
2 3

2 2 4 22

7 6 8 1 8 13 3 3
3 2 3 2 2 1 2 1

1 1 1 83 8 3 arctan arctan
1 3 2 3 2 22

x xdx x dx x dx x dx dx dx dx
x x x x x x x x

x xx dx dx dx dx dx x x x C
x x xx

� ��  !� � � � � � � � � � �" #� �� � � � � � � �$ %� �

� � � � � � � � �
� � ��

� � � � � � �

� � � � �
 

)2بعضي از توابعي كه ( كسوريكه ) در مخرج شان افاده هاي مربعي  : 1نكته  )ax bx c� جذر  اين افاده تحت و يا �
 قرار داشته باشد، مي توان 

متعارف (  ارمول هايه از فآنرا با توجه به بعضي از عمليات و تعويض ها، به گونه اي تبديل كرد كه بتوان از آن با استفاد
 كه قبلاً مطالعه شد ) 

 .گيري نمودانتيگرال 

 : مثال اول

2 ?
4 13
dx

x x
�

� �� 

  � �22 2 2

1 2arctan( )
4 13 4 4 9 3 32 3
dx dx dx x C

x x x x x
�

� � � �
� � � � � � �� � �

 
 

 مثال دوم : 

2
?

4 10
dx

x x
�

� �
� 

� �

� �

2 2 2

22

2

2 2

4 10 4 4 6 2 6

2
ln 6 ln 2 2 6

6

ln 2 4 4 6 ln 2 4 10

dx dx dx
x x x x x

x u du u u C x x C
dx du u

x x x C x x x C

� �
� � � � � � �

� � �
� � � � � � � � � � ��� ��

� � � � � � � � � � � � �

� � �

�

 

 

 

 

0 , 1 , 0 , 8A B C D� � � � �
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 مثال سوم :

2
?

6
dx
x x

�
� �

�
 

2 2 2 2 2 2 2

( 3)arcsin
36 9 9 6 9 (9 6 ) 3 (3 ) 3 ( 3)

dx dx dx dx dx x C
x x x x x x x x

�
� � � � � �

� � � � � � � � � � � �
� � � � �

 

 : داريم كه : 2نكته 

1 ln
( )( )

dx x b C
x a x b b a x a

�
� �

� � � ��   )1 

2 2

1 ln
2

dx x a C
x a a x a

�
� �

� ��   )2 

 مثال اول : 

2

2

?
5 6

1 3 1 3 3ln ln ln
5 6 ( 2)( 3) 3 2 2 1 2 2

dx
x x

dx dx x x xC C C
x x x x x x x

�
� �

� � �
� � � � � � �

� � � � � � � �

�

� �
    

 مثال دوم : 

2 ?
4

dx
x

�
�� 

2 2 2

1 2 1 2ln ln
4 2 2(2) 2 4 2

dx dx x xC C
x x x x

� �
� � � � �

� � � �� �  

  مثلثاتي ) هاي انتيگرال گيري به روش تغيير متغيير مثلثاتي ( تعويض

2اگر در تابع تحت انتيگرال عبارت هايي ( افاده هايي ) به شكل  2a x�  ،2 2a x�  ،2 2x a�   باشد( 0)a و  &
 داراي فاكتور غير ناطق 

 :يتوان انتيگرال آنرا محاسبه نمودديگري نباشد در اثر تعويض هاي مثلثاتي ذيل م

 
2 2

t' '
� ( (  ،   sinx a t�   )1 

www.riazisara.ir

���������	
��
�	�
��	��



 

27 
 
 

 خورانتيگرال  صميم رنجبرانجينير  –امپراتور كانكور كميته 

27
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

� � � �22 2 2 2 2 2 2sin 1 sin cost cos

sin cos

a x a a t a t a a t

x a t dx a tdt

� � � � � � 	 �

� � � 

                                                2 2
t' '

� ) )   ،    tanx a t�   )2 

� � � �22 2 2 2 2 2 2

2

tan 1 tan sec sec

tan (1 tan t)

a x a a t a t a t a t

x a t dx a dt

� � � � � � 	 �

� � � � 

    
3
2

t '' ( )
      

0يا     
2

t '
( ) ،    secx a t�   )3 

� � � �22 2 2 2 2 2 2sec sec 1 tan tan

sec sec tan

x a a t a a t a t a t

x a t dx a t t dt

� � � � � � 	 �

� � � 	 

 مثال اول : 

29 ?x dx� ��
 

� � � �� � � �

� �

2 2 2

2 2 2 2 2

9 3 sin 3sin 3cos arcsin( )
3

1 cos 29 3 3 sin 3cos 3cos 3cos 3cos 9
2

9 9 1 9 1 9 91 cos 2 ( sin 2 t) ( 2sint cos ) ( sint cost)
2 2 2 2 2 2

xx dx x dx x a t x t dx tdt t

tx dx t dx tdx t tdt t dt dt

t dt t C t t C t C

� � � � � � � � � � �

� !� � � � � � � " #
$ %

� � � � � � � 	 	 � � � 	 � �

� �

� � � � � �

�
2

2
2

9(arcsin( ) )
2 3 3 3

9 9 9 1(arcsin( ) ) arcsin( ) 9
2 3 9 2 3 2

x x x C

x x x xC x x C

�
� 	 �

	 �
� � � � � 	 � �

 نكته : هر يك از اين نوع افاده ها ذريعه ي مثلث قايم الزاويه ارائه گرديده مي توانند. به طور نمونه در مثال فوق :

 

2

sin
3

9cos

xt

xt
x

* ���� +
�� ��,

 

 مثال دوم : 

2 2
?

4
dx

x x
�

	 �
�

 

  
 

 
 

خ ا
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

2

2 2
2 2 2

2 22 2

22 2 2

2

tan 2 tan 2(1 tan )
2(1 tan ) 2sec4 4 (2 tan ) 4sec 2sec

(2 tant) 2sec 4 tan 2sec4
1

sec 1 sec 1 1 coscos
sin4 tan 4 tan 4 4 sin
cos

sin
cos

x a t x t dx t dt
dx t tx t t t dt dt

t t tx x

t t ttdt dt dt dt
tt t t
t

t u
tdt d

� � � � � �

�
� � � � � � � �

	 		 �

� � � �
	

�
�

� � �

� � � �

1 2
2

2

2

1 1 1 1 1 1 4
4 4 4 1 4 4sin 44

4

du u xu du C C C Cxu u u t x
x

�
�� �

� � � 	 � � � � � � � � � � � � �� �� 	
�

� �

 

 : مثال سوم

2
?

4
dx
x

�
�

� 

 

2
2

sect 2sec 2sec tan
2

4tan 4 2 tan
2

x x t dx t tdt

xt x t

* � � � � � 	��� +
�� � � � ��,

 

 

2 2 2

2

2sec tan4 (2sec ) 4 4(sec 1) 2 tan sec
2 tan4

dx t t dtx t t x tdt
tx

	 	
� � � � � � � � �

�
� � �

 

sec)افاده تحت انتيگرال راهم ضرب و هم تقسيم افاده  tan )t t� . مي نماييم 

 

2sec tan sec sec tansec sec
sec tan sec tan
t t t t ttdt t dt dt
t t t t
� � 	

� 	 �
� �� � � 

 با تعويض 

 

2 24 4ln ln sec tan ln ln
2 2 2

du x x x xu C t t C C C
u

� � �
� � � � � � � � � � �� 

�  

 

 

2sec tan (sec tan sec )t t u du t t t dt� � � � 	 �
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 

 از مثال فوق نتيجه مي شود كه :  : 1نكته 

sec ln sec tan
cosu
du udu u u C� � � �� � 

 به روش مشابه داريم كه :  : 2نكته 

csc ln csc cot
sin
du udu u u C
u

� � � �� � 

 وايرشتراس)نتيگرال گيري از كسرهاي گوياي مثلثاتي (روش ا -5

sin)شكل عمومي انتيگرال هاي كه در آن كسرهاي گوياي مثلثاتي موجود است  ,cos )dxf x x�  بوده و راه كلي براي

 محاسبه اين انتيگرال ها استفاده 

tanاز فارمول هاي تانجانت نصف زاويه است به طوريكه با تعويض 
2
x t� د : روابط زير حاصل مي گرد 

2
2

2
2

2
2

2

2 tan 22sin sin
11 tan

2

1 tan 12cos cos
11 tan

2
2tan arctan 2arctan

2 2 1

x
tx xx t

x
tx xx t

x x dtt t x t dx
t

� � �
��

� �
� � �

��

� � � � � � �
� 

 

 پس داريم كه : 

2

2 2 2

2 1 2tan ,sin ,cos ,
2 1 1 1
x t t dtt x x dx

t t t
�

� � � �
� � �

 

1897)اين روش به روش وايرشتراس  نكته :  رياضي دان آلماني معروف است .  �(1815

 مثال اول : 
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

2

2 2

2

sec ?

1 1 2 1sec
1cos 1
1

xdx

dt txdx dx
tx t
t

�

�
� � 	 �

� �
�

�

� � � 2 2

2
1 1

dt
t t

	
� �� 2

2 1 1 1 1( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

1 tan
2ln 1 ln 1 t ln 1 tan ln 1 tan ln ln tan( ) ln sec tan

2 2 4 21 tan
2

dt dt dt dt
t t t t t

x
x x xt C C C C x x Cx

� � � � �
� � � � �

�
� � � � � � � � � � � � � � � � � �

�

� � � �

'

 

 مثال دوم:

2

2

csc ?

1 1 2 1csc ln ln tan( ) ln csc cotx2sin 1 2
1

xdx

dt dt xxdx dx dt t C C x Ctx t t t
t

�

� � 	 � � � � � � � � �
�

�

�

� � � � �

 

 مثال سوم:

22 2

2 2 2

2 2

?
3 5cos

22 2
11 1

1 3 3 5 53 5cos 3 5
1 1

dx
x

dt
dt dtdx tt t
t t tx
t t

�
�

�� �� � �
� � � �� � 	
� �

�

� � � 2

2

8 2
1

t
t

�
�

2 2 2 2

2 tan2 1 2 1 2ln ln
8 2 4 2 2(2) 2 4 2 tan

2

x
dt dt dt t C Cxt t t t

��
� � � � 	 � � �

� � � � �
� � � �

 

sinانتيگرال گيري از توابع توان طاق  x  وcos x  

sinمي دانيم كه اگر تابع تحت انتيگرال از توان هاي جفت  x  وcos x ،براي محاسبه آن از فارمول هاي توان  باشد
 شكن استفاده مي نماييم و اما 

 اگر در تابع تحت انتيگرال حداقل از توان ها طاق باشد قرار زير عمل مي نماييم .
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 مثال : 

5 4

5 4 4 4 2 2 4 2 4 4

4 6 8

4 6 8 8 6 4 9

sin cos ?

sin cos sinx sin cos sin (1 cos ) cos sin (1 2cos cos ) cos

(cos 2cos cos ) sin

cos sin sin
1( 2 )( du) ( 2 )
9

x xdx

x xdx x xdx x x xdx x x x xdx

x x x xdx

x u xdx du xdx du

u u u u u u du u

	 �

	 � 	 	 � � 	 � � � 	

� � 	

� � � � � � �

� � � � � � � � � �

�
� � � �
�

� � 7 5 9 7 52 1 1 2 1cos cos cos
7 5 9 7 5
u u C x x x C� � � � � � �

 

tanانتيگرال گيري از توان هاي جفت  x  وcot x 

)براي اين منظور روابط زير تعريف مي گردد :  2 )n k� 

1 31 1tan tan tan ... ( 1)
1 3

n n n kxdx x x x C
n n

� �� � � � � �
� ��) 1  

1 31 1cot cot cot ... ( 1) cot ( 1)
1 3

n n n k kxdx x x x x C
n n

� �� � � � � � � � �
� ��) 2  

 مثال اول : 

6

6 5 3 3 5 3

tan ?

1 1 1 1 1tan tan tan tanx ( 1) tan tan tanx
5 3 1 5 3

xdx

xdx x x x C x x x C

�

� � � � � � � � � � �

�

� 

 مثال دوم : 

6 5 3 3 3 5 31 1 1 1cot cot cot ( 1) cot ( 1) cot cot cot
5 3 5 3

xdx x x x x C x x x x C� � � � � � � � � � � � � ��
tanانتيگرال گيري از توان هاي طاق  x  وcot x 

)اگر     2 1)n k�  :باشد، داريم كه   �

1 31 1tan tan tan ... ( 1) ln sec
1 3

n n n kxdx x x x C
n n

� �� � � � � �
� ��) 1  

1 3 21 1 1cot cot cot ... ( 1) cot ( 1) ln sin
1 3 2

n n n k kxdx x x x x C
n n

� �� � � � � � 	 � � �
� ��) 2  
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

   مثال : 

                             
7tan ?xdx �� 

7 6 4 2 3 6 4 21 1 1 1 1 1tan tan tan tan ( 1) ln sec tan tan tan ln sec
6 4 2 6 4 2

xdx x x x x C x x x x C� � � � � � � � � � ��
 

 مجموع ريمان

)فرض كنيم تابع  )y f x�  در انتروال بسته
 �,a b  متمادي و تعريف شده است، اگر بخواهيم مساحت ناحيه واقع بين
 و منحني تابع   xمحور 

( )y f x�  را كه قابل تبديل به اشكال هندسي نيست ( مانند شكل زير ) محاسبه كنيم، انتروال بسته
 �,a b  را به
nمستطيل ها تقسيم مي 

bنماييم طوريكه عرض مستطيل ها از رابطه  ax
n
�


 به دست مي آيد و طول اين مستطيل ها عبارت از قيمت تابع  �

 در همان نقطه است . 

 

 

 

 

�بزرگ گردد  nبه هر اندازه كه تعداد تقسيمات زياد گردد و يا به عبارتي  نكته: �n�� مساحت تحت گراف دقيق ،
 تر به دست مي آيد؛

ni,...,1,2,3اين مستطيل ها براي  طول هر انتروال  قرار زير است :   �

0 1 2, , x 2 , ... , , ... , xi nx a x a x a x x a i x b� � �
 � � 
 � � 
 � 


 � 
 � 
 � 
 �0 1 1 2 2 3 1, 1, , , , , , ... , , ... , ,i i n nx x x x x x x x x x� �� �� � 

)1اگر مساحت هاي مستطيل هاي تحتاني شكل را به  )if x x� 	
و مساحت مستطيل هاي فوقاني شكل را به  
( )if x x	
 دهيم داريم كهنشان 

 

در همان نقطه است . 
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

0 1 1 1
1

( ) ( ) ... ( ) ( )
n

n i
i

f x x f x x f x x f x x� �
�

� 	
 � 	
 � � 	
 � 	
 مجموع مساحت هاي مستطيل هاي تحتاني �

1 2
1

( ) ( ) ... ( ) ( )
n

n i
i

f x x f x x f x x f x x
�

� 	
 � 	
 � � 	
 � 	
 مجموع مساحت هاي مستطيل هاي فوقاني �

 نشان دهيم واضح است كه :  Aاگر مساحت محصور شده ( بين منحني و محور مختصات ) را به 

1
1 1

( ) ( )
n n

i i
i i
f x x A f x x�

� �

	
 � � 	
� �
 

 

 اگر از اطراف ليمت بگيريم، نظر به قضيه ساندويچ داريم كه : 

1
1 1 1

lim ( ) lim lim ( ) lim ( )
n n n

i i in n n ni i i
f x x A f x x f x x A��� �� �� ��

� � �

	
 ( ( 	
 � 	
 �� � � 

رابطه 
1

( )
n

i
i
f x x A

�

	
 را مجموع ريمان و اگر از آن مجموع ليمت بگيريم يعني  ��
1

lim ( )
n

in i
f x x

��
�

	
آنگاه آنرا  �

 ليمت مجموع ريمان مي 

 مند.نا


با تقسيم نمودن انتروال  مثال: 3yبه شش قسمت مساوي، مساحت محصور بين خط  �0,3 x�  و محورx  را
 محاسبه كنيد. 

 انتروال داه شده را به شش قسمت مساوي قرار زير تقسيم مينماييم :  حل:

3 0 3 1
6 6 2

b ax
n
� �


 � � � � 

 :  پس داريم  كه

www.riazisara.ir

���������	
��
�	�
��	��



 

34 
 
 

 خورانتيگرال  صميم رنجبرانجينير  –امپراتور كانكور كميته 

34
 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
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صمي
اد 

است
 

0

1

0
1 10
2 2

x a

x a x

� �

� � 
 � � �
 

2

3

4

5

6

12 0 2( ) 1
2
1 33 0 3( )
2 2
14 0 4( ) 2
2
1 55 0 5( )
2 2
16 0 6( ) 3
2

x a x

x a x

x a x

x a x

x a x

� � 
 � � �

� � 
 � � �

� � 
 � � �

� � 
 � � �

� � 
 � � �

 

 بخاطر دريافت طول مستطيل ها، قيمت توابع را دريافت مي نماييم : 

( ) 3 (0) 3(0) 0
1 1 3( ) 3 ( ) 3( )
2 2 2

( ) 3 (1) 3(1) 3
3 3 9( ) 3 ( ) 3( )
2 2 2

( ) 3 (2) 3(2) 6
5 5 15( ) 3 ( ) 3( )
2 2 2

( ) 3 (3) 3(3) 9

f x x f

f x x f

f x x f

f x x f

f x x f

f x x f

f x x f

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

 

1 3 1 1 9 1 1 15 10( ) ( ) 3( ) ( ) 6( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 9 6 150
4 2 4 2 4

3 6 9 12 15 45 11.25
4 4

� � � � � �

� � � � � �

� � � �
� � �

 

3 1 1 9 1 1 15 1 1( ) 3( ) ( ) 6( ) ( ) 9( )
2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 3 9 6 15 9
4 2 4 2 4 2
3 6 9 12 15 18 63 15.75

4 4

� � � � � �

� � � � � �

� � � � �
� � �

 

3yپس مساحت محصور بين خط   x�  و محورx   در فاصله
  بين اين دو مقدار قرار دارد :  �0,3

11.25 A 15.75� � 

 مجموع مساحت مستطيل هاي تحتاني 

 مجموع مساحت مستطيل هاي تحتاني

 مجموع مساحت مستطيل هاي تحتاني 

 مجموع مساحت مستطيل هاي فوقاني  

 مجموع مساحت مستطيل هاي فوقاني 

 مجموع مساحت مستطيل هاي فوقاني 
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 معينانتيگرال 
)ليمت مجموع  ريمان تابع  )f x  در انتروال بسته
 �,a b  وقتي كه عددn  به بي نهايت تقرب كند و بزرگترين طول

)انتروال هاي فرعي  )x
 

)به صفر نزديك گردد به نام انتيگرال معين تابع  )f x  ازx a�   تاx b� ذيل نشان داده  ياد ميشود و به شكل
 ميشود:  

ويا                                                              


 �

1
lim ( ) ( )dx

( )dx ( ) ( ) ( )

( )dx ( ) ( ) ( )

bn

in i a
b

b

a
a

bb

a a

f x x f x

f x F x F b F a و

f x F x F b F a

��
�

	
 �

� � �

� � �

� �

�

�

 

 را سرحد ( كران ) بالايي انتيگرال گويند. bرا سرحد ( كران ) پاييني و  aاين  جا 

) مي  yو يا  xاز نگاه هندسي انتيگرال معين عبارت از محاسبه مساحت، بين منحني گراف و محور مختصات (  نكته:
 باشد. اگر مقدار حاصل 

 صفر و يا منفي باشد ديگر تعبير انتيگرال معين، مساحت نمي باشد .

 محاسبه نماييد. مثال اول:

5

2
5 55 2

2 2 2

2 2 2

7 ?

7 7 7 7 77 (7 ) ( ) ( (5) ) ( (2) ) ( 25 ) ( 4 )
2 2 2 2 2 2

175 28 175 28 175 28 175 28 147( ) ( ) 73.5
2 2 2 2 2 2 2 2

x dx

xx dx C x C C C C C

C C C C

	 �

	 � � � � � � � � � 	 � � 	 �

�
� � � � � � � � � � � � �

�

�

 

حذف ميشود بناً از اين پس  Cطوريكه از مثال فوق مشاهده ميگردد، در محاسبه انتيگرال هاي معين، مقدار ثابت نكته:
 در انتيگرال هاي معين 

 را نمي نويسيم. Cمقدار ثابت 
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 


در فاصله  fاگر تابع   قضيه: �, ba  .پيوسته باشد، آنگاه بر اين فاصله انتيگرال پذير خواهد بود 

 ما دراين جا فقط با توابع پيوسته كار خواهيم كرد.  نكته:

 مثال دوم: 

3

2
33

2 2 2

2 2

3 ?

3 3 3 27 12 27 12 153 ( (3) ) ( ( 2) ) 7.5
2 2 2 2 2 2 2

xdx

xdx x

�

� �

�

�
� � � � � � � � �

�

�
 

 خواص انتيگرال معين 

 يك عدد ثابت باشد، آنگاه:  Cاگر  خاصيت اول :

( )
b

a

Cdx C b a� �� 

 مثال: 

22

7
22

7

12 ?

12 12(22 7) 12(15) 180

dx

dx

�

� � � �

�

�
 

 خاصيت دوم : 

( ) ( )
b

b

a
a

C f x dx C f x dx	 �� � 

 مثال: 

1
5

0
1 11 1

5 5 6 6 6 6

0 0 0 0

2 ?

1 2 2 2 22 2 2( ) (1) (0)
6 6 6 6 6

x dx

x dx x dx x x

�

� � � � � �

�

� �
 

 خاصيت سوم:    
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جبر
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صمي
اد 
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 �( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx� � �� � �     

                                   مثال:                                                                                   

1
3

1
1 11 1 1

3 3 4 4 4

1 1 1 1 1

( 2) ?

1 1 1 1 1( 2) 2 2 ( (1) ( 1) ) (2(1) 2( 1)) ( ) (2 2) 4
4 4 4 4 4

x dx

x dx x dx dx x x

�

� � � � �

� �

� � � � � � � � � � � � � � � �

�

� � �
 

 خاصيت چهارم: 

( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx� �� � 

 مثال: 

1
2

2
21 2

2 2 3 2 3 2 3 2

2 1 1

( 5 6) ?

1 5 1 5 1 5( 5 6) ( 5 6) ( 6 ) (2) (2) 6(2) ( 1) ( 1) 6( 1)
3 2 3 2 3 2

8 20 1 5 16 60 72 2 15 36( 12) ( 6) (
3 2 3 2 6 6

x x dx

x x dx x x dx x x x

�

�

� �

� � �

� � !  !� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �" # " #� �$ % $ %� �

� � � � � � �� �  !  !� � � � � � � � � � � � �" # " #� �� �� � $ % $ %� �

�

� �
28 53 28 53 28 53) ( )
6 6 6 6 6

81 27 13.5
6 2

� �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �

� � � � � �

 

 خاصيت پنجم:


 �, ( ) (x)dx ( )
b c b

a a c

C a b f x f f x dx- � � �� � �
 


حتي اگر متعلق به  Cاين رابطه در برابر هر قيمت  نكته: �,a b  .نباشد نيز بر قرار است 

قيمت انتيگرال  مثال:
4

1

( )f x dx
�

را در انتروال  � دريابد اگر  ��1,4

1

1

( ) 5f x dx
�

و  ��
4

1

( ) 2f x dx �  باشد.  ��

 

 نظر به خاصيت فوق  مي توانيم بنويسيم كه :  حل:
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صمي
اد 
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4 1 4 4

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) 5 ( 2) 5 2 3f x dx f x dx f x dx f x dx
� � �

� � � � � � � � �� � � � 

 

 خاصيت ششم: 

( ) 0
a

a

f x dx ��  

 مثال اول: 

 

 

 مثال دوم : 

2
2

2
2

2

2

3 ( ) ?

3 ( ) 0

x x

x x

x e e x dx

x e e x dx

�

�

� � �

� � �

�

�
 

 خاصيت هفتم: 


 �� �, : ( ) 0 ( ) 0
b

a

a b f x f x dx./- 0 � 0�
 

)2ميدانيم كه تابع  مثال: ) xf x 
در انتروال � داراي اشاره مثبت است، پس بنا بر خاصيت گفته شده حتماً  ��2,5
 حاصل انتيگرال معين آن 

 نيز يك مقدار مثبت است.

� � � �
55

3 32 3

2 2

1 1 1 125 8 125 8 1335 2 44.3
3 3 3 3 3 3 3

x dx x
� �

�
� � � � � � � � 1�

 

 خاصيت هشتم:

� � � � � � � �
b b

a a

f x g x f x dx g x dx( � (� � 

6

2

6

6

2

6

1 ?
cos

1 0
cos

dx
x

dx
x

'

'

'

'

�

�

�

�
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 مثال اول: 

�ميدانيم كه براي توابع  � 2f x x�  و� � 2 1g x x� 
در انتروال  � �رابطه  �0,2 � � �f x g x�برقرار است پس  
 نظر به خاصيت گفته شده 

 داريم كه:

� � � �

� � � � � � � � � � � �

2 2

0 0
2 22 2

3 3 3 3 32 2 3 3

0 00 0

1 1 1 1 1 11 2 0 2 2 0 0
3 3 3 3 3 3

8 8 8 8 8 140 2 0 2
3 3 3 3 3 3

f x dx g x dx

x dx x dx x x x

� �

� � � �  !  !� � � � � � � � � � �" # " #� � � �� � � � $ % $ %

� � � � � � ) � �

� �

� �

 

�اگر  مثال دوم: �
2

1
4
xf x � �و  � �

2

1
2
xg x � 1xباشد، براي  � �حاصل  & � � �

b b

a a

f x dx g x dx(� را  �

 دريابيد. 

 

چون  حل:
2 2

1 1
4 2
x x

� � �است پس حتماً رابطه  � � � �
b b

a a

f x dx g x dx(� نيز برقرار است كه آنرا در زير عملاً  �

 محاسبه مينماييم. 

� �

2 2
3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 11 1
4 2 4 3 2 3 12 6

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
12 12 6 6 12 12 6 6 12 6

b b b bb b

a a a a a a

x xdx dx x x x x x x x x

b b a a b b a a b b a a b b a a b a b

 !  !  !  !  !  !� ( � � � 	 � � 	 � � � �" # " # " # " # " # " #
$ % $ % $ % $ %$ % $ %

 !  !  !  !� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �" # " # " # " #
$ % $ % $ % $ %

� �

� �3a

 

0bميدانيم كه   a� 3بوده و از طرفي  2 3 0b a� 2  : است بناء 

� �3 31
12

b a� �
�

� �3 3b a�

� �3 31
6
b a�

�
� �3 3

1 1 1 2
12 6b a

� � � � � �
�

 

 خاصيت نهم: 

� � � �
b b

a a

f x dx f x dx(� � 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 نشان دهيد كه :  مثال:

� �

� � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � �

3 3

1 1

3 3

1 1

2 2 2 2

2 10 2 10

332 22 10 2 10 10 10
1 1

3 10 3 1 10 1 3 10 3 1 10 1 9 30 1 10 9 30 1 10

21 9 21 1 10 12 21 9 12 12

x dx x dx

x dx x dx x x x x

� ( �

� �� �� ( � � � ( �� �� �� � � �

� � 	 � � 	 ( � 	 � � 	 � � � � ( � � �

� � � ( � � � � � ( � � �

� �

� �

 


در انتروال  f(x)اگر تابع  خاصيت دهم: �,a b  متمادي وm ،M  به ترتيب قيمت هاي اصغري مطلق و اعظمي
 مطلق تابع در اين انتروال 

 باشند، در اين صورت:

� � � � � �
b

a

m b a f x dx M b a� ( ( �� 

 اين رابطه را بنام قضيه تخمين انتيگرال ياد مينمايند .  نكته:

انتيگرال  مثال:
2

1

0

xe dx��  . را طور تخيمن محاسبه نماييد 

�تابع  حل: � 2xf x e��  در انتروال
  ه : متمادي بوده و براي قيمت هاي مبدأ و انجام انتروال داريم ك �0,1

� � � �

� � � �

� � � � � � � � � �2 2

0

1

1 1

0 0

0 0 0 1
11 1 1 0.3679

0.3679 1 0 1 1 0 0.3679 1
b

x x

a

x f e f M

x f e f m
e

m b a f x dx M b a e dx e dx

�

� �

� � � � � �

� � � � � 1 �

� ( ( � � � ( ( � � � �� � �
  

�اگر تابع  خاصيت يازدهم: �f x  در انتروال
 �,a b  متمادي باشد در اين صورت يك عدد حقيقيc  طوريكه
a c b(  باشد، وجود دارد  )

 كه :

www.riazisara.ir

���������	
��
�	�
��	��



 

41 
 
 

 خورانتيگرال  صميم رنجبرانجينير  –امپراتور كانكور كميته 

41
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

� � � �
( )

( ) ( )

b

b
a

a

f x dx
f x dx f c b a f c

b a
� 	 � � �

�

�
� 

 اين رابطه را بنام قيمت متوسط ياد ميكنند. نكته: 

�تابع  مثال: �f x x�  را در انتروال
  را محاسبه نماييد.  cدر نظر گرفته، نظر به قضيه قيمت متوسط قيمت  �0,2

 

 حل: 

� � � � � �

� �

� � � �
22

2

0 0

12 0 2 2 2 1
2

b

a

f x dx f c b a

x c f c c

xdx c x c c c

� 	 �

� � �

� � � � � � � �

�

�

 

�اگر تابع  خاصيت دوازدهم: �f x  يك تابع طاق باشد، آنگاه 

� � 0
a

a

f x dx
�

�� 

 مثال اول:

                          

� �
5

3

5

?x x dx
�

� �� 

�                                                                                                 تابع طاق است حل: �
5

3

5

0x x dx
�

� �� 

    مثال دوم:

 
2 3

4 2
2

arctan ?x x dx
x x�

�
�

�� 

اصيت ر به خچون تابع صورت كسر طاق و تابع مخرج كسر جفت و حاصل تقسيم اين دو يك تابع طاق است بنأً نظ حل:
 داده شده داريم كه : 
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

2 3

4 2
2

arctan 0x x dx
x x�

�
�

�� 

�: اگر خاصيت سيزدهم �f x                                           : يك تابع جفت باشد، آنگاه 

� � � �
0

2
a a

a

f x dx f x dx
�

�� � 

            مثال:
10

2

10

?x dx
�

��   

 چون تابع تحت انتيگرال جفت است پس داريم كه:  حل:

1010 10 1 1 1 1000 20002 2 3 3 32 2 2 10 0 2
3 3 3 3 3010 0

x dx x dx x� �  !  !� � � 	 � 	 � �� � " # " #� �� � $ % $ %�
 

 در حالت خاص داريم كه :         خاصيت چهاردهم:

� �
� � � �0 2

a f x adx
f x f a x

�
� �� 

 

    محاسبه نماييد :                                                                    مثال:

� �
� � � �

4

0

ln 5
?

ln 5 ln 9
x

dx
x x

�
�

� � �� 

 حل :

 

� �
� � � �

� �
� � � �

4 4

0 0

ln 5 ln 5 4 2
ln 5 ln 9 ln 5 ln (4 ) 5 2

x x
dx dx

x x x x
� �

� � �
� � � � � � �� �  

 

  قضيه اساسي اول مشتق و انتيگرال ( قضيه اساسي اول حساب ديفرانسيل و انتيگرال)

�اگر تابع  �f x  در انتروال
 �,a b  متمادي وx  : در اين انتروال شامل باشد، پس داريم كه 

� � � � 
 � � � � �, ; F
x

a

F x f t dt x a b x f x�� � . - �� 
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 به عبارت ساده تر: مشتق انتيگرال برابر است با تابع تحت انتيگرال.  نكته:

 ن قضيه نتايج زير حاصل مي گردد: ياز ا نتيجه:

                                                           مشتق انتيگرال هاي غير معين برابر با تابع تحت انتيگرال است.  )1

� � � �d f x dx f x
dx

�� 

�اگر  مثال: � sinxF x x e xdx� 	 �           تعريف شده باشد، آنگاه  �	 � ?F x� � 

�نظر به نتيجه  حل:  داريم كه :  �1

� � � �sin sinx xF x x e xdx F x x e x�� 	 	 � � 	 	� 

 . ر صفر استن برابدر انتيگرال هاي معين اگر حدود تحتاني و فوقاني انتيگرال اعداد ثابت باشند، آنگاه مشتق آ )2

� � � � � � � � 0
b

a

F x f x dx F x C F x�� � � � �� 

�اگر  مثال: � 2
5

2

xF x x e dx� �تعريف شده باشد، آنگاه  �	 � ?F x� � 

�نظر به نتيجه  حل:  داريم كه :  �2

� � � �2
5

2

0xF x x e dx F x�� 	 � �� 

 باشد، آنگاه :  xتابعي مشتق پذير از  u عدد ثابت و  a اگر )3

� � � � � � � �
u

a

F x f t dt F x u f u� �� � � 	�  

�اگر  مثال اول: �
cos

2
0

1
4

t

F t dx
x

�
�باشد، آنگاه  �� �F t�  .را محاسبه نماييد 

�نظر به نتيجه  حل:  داريم كه :  �3

                                                    چون :                                                         

� � 2

1cos ,
4

u t f x
x

� �
� 
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

           پس :

� � � � � � � �
� �

� � � �2 2 2

1 1 sincos sin
4 cos 4 cos4 cos

tF t u f u F t t F t t F t
t tt

��� � � � �� 	 � � 	 � � � 	 � �
� ��

 

�اگر  مثال دوم: �
1

sinx tF x dt
t

� �باشد، آنگاه  � �F x�  .را محاسبه نماييد 

� � � � � � � � � �sin sinx xF x u f u F x x F x
x x

�� � � �� 	 � � 	 � � 

 باشند، آنگاه : xتوابعي مشتق پذير از  vو  uاگر  )4

� � � � � � � � � �
u

v

F x f t dt F x u f u v f v� � �� � � 	 � 	� 

�اگر  مثال اول: �
cos

2
sin

1
4

t

t

F t dx
x

�
�باشد، آنگاه  �� �F t�  . را محاسبه نماييد 

sinv                                                          حل : t�            و          cosu t� 

� � � � � �

� � � � � � � �2 2 2 2

1 1 sin coscost sin
4 cos 4 sin 4 cos 4 sin

F t u f u v f v
t tF t t F t

t t t t

� � �� 	 � 	

�� �� �� � 	 � 	 � � �
� � � �

 

 

 مثال دوم : 

 � � � �
cot

2
tan

?
1

x

x

dtF x F x
t

�� � �
�� 

 حل :

� � � �
� �

� �

� � � � � � � �

2 2
2 2 2 2

2 2
2 2

1 1 1 1cot . tan csc sec
1 tan 1 cot 1 tan1 cot

1 11 cot 1 tan 1 1 2
1 cot 1 tan

F x x x x x
x x xx

x x
x x

� �� � � 	 � � 	 � 	
� � ��

� � � 	 � � 	 � � � � �
� �   
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 قضيه اساسي دوم مشتق و انتيگرال ( قضيه اساسي دوم حساب ديفرانسيل و انتيگرال ) 

�اگر تابع  �F x  تابع اوليه� �f x  در انتروال بسته
 �,a b  :متمادي باشد در اين صورت 

� � � � � �
b

a

f x dx F b F a� �� 

�و انتيگرال معين  Fاين رابطه بين تابع اوليه  نكته: �
b

a

f x dx�  لايب نيتز )  –را بيان ميكند كه بنام رابطه ( نيوتن

 معروف است و اين قضيه 

�بيان ميكند كه ميتوان مقدار  �
b

a

f x dx�  را به ساده گي با كم كردن مقادير� �F x  در نقاط ابتدا و انتهاي انتروال


 �,a b .به دست آورد 

 يم. از اين رابطه قبلاً به كثرت استفاده نموديم بنأً در اين جا از ذكر مثال خود داري ميكن توجه:

 فاده از روش هاي تعويضي و انقساممحاسبه انتيگرال معين با است

حول ( ا براي متگرال رزمانيكه در محاسبه انتيگرال معين از روش تعويضي استفاده ميكنيم بايد حدود ( سرحد هاي ) انتي
 متغيير ) جديد محاسبه 

ا ب) و كار  ارجاع (نماييم و در چنين حالتي انتيگرال معين را با همان متحول جديد محاسبه كرده و نيازي به برگشت 
 شد.متحول اوليه نمي با

 محاسبه نماييد . مثال:

2
2 3

0

9 ?x x dx	 � �� 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

� � � �

2 1 112 3 2
9

0 9

3 3
2 2

13
1 1 1 2 29
3 3 3 3

9
1 2 2 1 2 2 1 2 18 1 2 541 9 27
3 3 3 3 3 3 3 3 1 3 3
1 52 52
3 3 9

x x dx u du u du u
� �
� � !	 � � � � � � �" # � �

$ % � �
� �

�� � � � � � � �� � � � � � 	 � � � � �� � � � � � � �� � � � � �� �
� �� � � �� �� �

� � �

� �
� �

3

2

2

3

3

9
3

1
3

0 9 0 9

2 9 2 1

x u
x dx du

x dx du

x u

x u

�� � �
�� �
�
�� � �
�
�� � � � �
�
�� � � � � �

 

  .براي محاسبه انتيگرال هاي معين به روش قسمي ( جزء به جزء ) از رابطه زير استفاده مي نماييم 

                                                                                                        

bb b

a aa

udv u v vdu� 	 �� � 

                                      محاسبه نماييد:                                                                     مثال:

          
2

0

cos3 ?x xdx
'

	 �� 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

2 22 2 2 2

0 0 0 00 0
2 2 2 22 2

0 00 0 0 0
2

0

1 1 1 1cos3 sin 3x sin 3 cos3 sin 3x sin 3
3 3 3 3

1 1 1 1 1cos3 sin 3 cos3 cos3 sin 3 cos3
3 3 3 3 9

1cos3 2 sin 3 (2 )
3

x xdx x xdx x xdx x xdx

x xdx x x x x xdx x x x

x xdx

' '' ' ' '

' ' ' '' '

'

' '

	 � 	 � � 	 � 	 �

 !� 	 � 	 � � � 	 � 	 �" #
$ %

 !� 	 � 	 	"
$ %

� � � �

� �

� � � � � � �

� �

� �

2

0
2 2

0 0

1 1 10 sin 3 0 cos3 2 cos3 0
3 9 9

2 1 1cos3 sin 6 0 sin 0 cos6 cos0
3 9 9

2 1 1cos3 0 0 0 cos3 0
3 9 9

x x dx

x xdx x xdx

'

' '

'

' ' '

'

 !  !  !� 	 	 � �# " # " # " #
$ % $ % $ %

 !  !  !� � � 	 � �" # " # " #
$ % $ % $ %

 !  !  !� 	 � 	 � � � � � 	 �" # " # " #
$ % $ % $ %

�

� �

cos3
1 sin 3
3

x u
dx du

xdx dv

x v

� �
�� ��

� �
�
��
��

 

 ه كسرها وام، تجزيصورت عموم ميتوان براي محاسبه انتيگرال هاي معين به روش هاي مختلف ( تعويضي، انقس بهنكته : 
 ... ) ابتدا تابع اوليه را به 

 تيگرال نامعين به دست آورده، بعداً انتيگرال معين را محاسبه نمود .نكمك ا

                                                                                                                          نماييد .محاسبه مثال: 
2

2 3

0

9 ?x x dx	 � �� 

� �
1 3 3

2 3 32 2 21 1 1 2 29 9
3 3 3 3 9

x x dx u du u du u x !	 � � � � � � � 	 � � �" #
$ %� � �

3

2

2

9
3

1
3

x u
x dx du

x dx du

�
� � �

�
� � �

�
�� �
�

 

 پس : 

� � � � � � � � � �
22 3 3 3 3 3

2 3 3 3 32 2 2 2 2

0 0

2 2 2 2 29 9 9 2 9 0 1 9
9 9 9 9 9

2 2 2 6 2 54 5227
9 9 9 1 9 9

x x dx x
� � � �

	 � � � � � � � � � � � � �� � � �
� � � �

� �
� � � 	 � � � � �

�
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 انتيگرال ( كاربرد انتيگرال )تطبيقات 
طول  ح، احجام،به سطوانتيگرال معين در رشته هاي مختلف علوم كاربردهاي فراواني دارد كه اهم استفاده از آن در محاس

 منحني ها، محاسبه كار 

 . ميشود ارهدها اشدر فيزيك، تعيين مختصات مركز ثقل اجسام و غيره ميباشد. در اين جا به چند نمونه از اين كاربر

I محاسبه مساحت محصور شده توسط يك منحني : 
 : سي ميگيريماين مبحث را تحت عناوين زير به برر

 ها  xسطح محصور شده بين منحني و محور) 1


بر فاصله   fهر گاه  تابع  �,a b  ،محاسبه سطح محصور بين منحنيبراي پيوسته باشدf   و خطوطx a�  و
x b�  يكي از حالت هاي 

 داريم :را زير 

�ها موقعيت داشته باشد  xبع در فاصله داده شده بالاي محورالف: اگر منحني تا �� �0f x در اين حالت مساحت  0
 برابر است با : 

b

a

A f (x)dx� � 

 

 

�ها موقعيت داشته باشد  xاگر منحني تابع در فاصله داده شده زير محور  ب: �� �0(f x دراين حالت مساحت برابر
 است با : 

� �
b

a

A f x dx� �� 

 

 

ها موقعيت داشته باشد در  xقسمتي زير محور ها و  xاگر منحني تابع در فاصله داده شده، قسمتي بالاي محور  ج:
 اين حالت ابتدا جذور
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

معادله تابع را دريافت نموده بعداً مساحت هر قسمت را جدا حساب و باهم جمع مينماييم  ها ) x( نقاط تقاطع با محور
 به طور مثال : 

 

 

 

 

 

                                
� � � � � �

1 2

1 2

c c b

1 2 3
a c c

A A A A f x dx f x dx f x dx
� �

� � � � � � �� �
� �� �

� � � 

 ) رابطه زير را تعريف نماييم : بصورت عموم ميتوانيم براي حالت هاي ( الف )  و ( ب  : 1نكته 
 

                                                                                         
� �

b

a

A f x dx� � 

 به صورت عموم ميتوانيم براي حالت (ج ) رابطه زير را تعريف نماييم :  :2نكته 
 

                                                   
� � � � � �

1 2

1 2

c c b

a c c

A f x dx f x dx f x dx� � �� � �
 

 

�مساحت سطح محصور شده بين منحني  مثال: � 2f x x�  و محورx  بين خطوطx xو  �0 را محاسبه  �3
 نماييد. 

 ابتدا گراف آنرا ترسيم مينماييم:  حل:

 

 

 

 :داريم كهپس 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

� �
3 3

2

0 0

A f x dx A x dx� � �� � 

� � � �
33

3 32 3

0 0

1 1 1A x dx x 3 0 9
3 3 3

� � � � �� 

 

�مساحت سطح محصور شده بين منحني  مثال دوم: � 3f x x�  و محورx  را درانتروال
 �2, 1�  محاسبه نماييد .  �

 حل: 

 

 

 

 

                          پس داريم كه :

� �
b

a

A f x dx� �� 

� � � � � � � �
11

4 43 4

2 2

1 1 1 1 1 1 16 1 16 15A x dx x 1 2 1 16 3.75
4 4 4 4 4 4 4 4 4

��

� �

� � !  !� � �� � � � � � � � � � � � � � � �" # " #
$ % $ %�

 

yمساحت سطح محصور شده توسط منحني تابع  مثال سوم: sin x�  و محورx  را در انتروال
 �2 ,2� ' حساب  '
 كنيد. 

 حل: 

 

 

 

 

 

�مساحت سطح محصور شده بين منحني : و محو�

yمساحت سطح محصور شده توسط منحني تابع مثال سوم: sin xمحور و x را در انتروال�
كنيد. 

حل: 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

1 2 3 4A A A A A� � � � 

� � � � � � � �

� � � � � � 
 � 
 �

0 20 2

2 0 2 0
0 2

2 0

A sin xdx sin xdx sin xdx sinxdx A cos x cos x cos x cos x

A cos x cos x cos x cos x A cos cos 2 cos0 cos cos cos0 cos 2 cos

�' ' '�' ' '

� ' �' ' � ' �' '

�' ' '

� ' �' '

� � � � � � � � � � � � �

� � � �� � � � � � � � � �' � � ' � � �' � '� � '� '� � � �

� � � �

 


 � � � 
 � � � � � � � � � � �A 1 1 1 1 1 1 1 1 1 A 2 2 2 2 2 2 2 2 8� � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � �
 

yبراي هر كدام از منحني هاي  نكته: sinax�   ياy cosax�  مساحت هر قوس برابر
2
a  . است 

yچون گراف تابع  حل مثال سوم با استفاده از نكته: sin x�  درفاصله
 �2 ,2� ' داراي چهار قوس است پس  '
 داريم كه : 

                                                                          

2 2 2 2 2 2 2 2A 8
a a a a 1 1 1 1

� � � � � � � � � 

cos�yمحصور بين منحني سطح مساحت  مثال چهارم: x و محورx  در فاصله
  را محاسبه نماييد.  '�0,100


قوس و انتروال  دو ميدانيم كه اين تابع در هر دور كامل ( تناوب اصلي ) داراي حل: داراي پنجاه دور كامل  '�0,100

 است پس :  100است، بنأً تعداد قوس ها در اينجا برابر 

100

0

2cos 100 100 2 200
1

� � 	 � 	 ��A xdx
'

 

 را محاسبه نماييد.  rمساحت ديره اي به شعاع  مثال پنجم:

2اگر مركز دايره را در مبدا كميات وضعيه در نظر بگيريم معادله آن به شكل  حل: 2 2� �x y r   بوده و براي محاسبه
 ربع آن داريم مساحت 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

, كه : 0,
2
'� �

� �� �
                       

                          2 2 2 2 2x y r y r x� � � � �  

2
2 2

1
0

A r x dx

'

� ��    

xبا تعويض مثلثاتي  r sin t� dxنظر  به مثلث                                    و جاي گذاري  	 r cos tdt� داريم   	
 كه : 

 

� � � �
2 2 2 22 2 2 2 2 2A r x dx r (r sin t) (r cos t dt) r 1 sin t r cos tdt r cos t r cos t dt1
0 0 0 0

2 22 2 21 cos 2t r r 12 2 2 2r cos t dt r dt (1 cos 2t)dt t sin 2t
2 2 2 2 00 0 0

2r 1 1 rsin 2( ) 0 sin 2(0)
2 2 2 2 2

' ' ' '

� � � � � � 	 � 	� � � �

' ' ' '
� � �� � � � � �� � � � �� �

� �' ' !  !� � � � �" # " #� �$ % $ %� �
� �

2 2 2r r0 0 0
2 2 2 2 4

� �' ' ' !� � � � 	 �" #� �$ %� �
 

 پس مساحت كل دايره برابر است با: 

2
2 2

1
rA 4A 4 r A r
4

 !'
� � � ' � � '" #

$ % 

�اگر سطح محصور بين منحني  نكته: �f x  و محورx  مطلوب باشد در صورتيكه فاصله قيد نشده باشد در اين حالت

�با قرار دادن  � 0f x �  
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

� جذور �f x . را دريافت نموده و انتيگرال را محاسبه مي نماييم 

2yمساحت سطح محصور شده توسط منحني با معادله  مثال اول: x 4x 3� � �  را دريابيد.  xو محور  �

 را دريافت مي نماييم .  xابتدا نقاط تقاطع با محور  حل:

� �� �2 2x 4x 3 0 x 4x 3 0 x 1 x 3 0 x 1 , x 3� � � � � � � � � � � � � � � 

 حالا انتيگرال معين را با اين حدود محاسبه مي نماييم: 

� � � � � � � � � � � � � �


 �

3

1

31 1 13 2 3 22 3 2A x 4x 3 dx x 2x 3x 3 2 3 3 3 1 2 1 3 1
3 3 31

1 4 49 18 9 2 3
3 3 3

� � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � �� � � � � �

� � � �� � � � � � � � � � � �� � � �� � � �

�

 

 گراف اين تابع به شكل زير ظاهر ميگردد: 

 

 

 

3yمساحت سطح محصور بين منحني به معادله  مثال دوم: x 4x�  ها را دريابيد. xو محور  �

� � � �� �3 2x 4x 0 x x 4 0 x x 2 x 2 0 x 0 , x 2 , x 2� � � � � � � � � � � � � � 

 

 

 

 

 

 

گراف اين تابع به شكل زير ظاهر ميگردد: 

� � �� �0 x x 2 x 2 0 x 0 , x 2 , x 20 2 24� � �� �2 0 x x 2 x 2 0 x 0 , x 2 , xx x 2 x 2 0 x 0 , x 2 , x44� � �� �2
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

                    
20 2 2

3 3 3 4 2

02 0 0

1( 4 ) ( 4 ) 2 ( 4 ) 2 2 2(4 8) 8 8
4

A x x dx x x dx x x dx x x
�

� �� � � � � � � � � � � � �� �� �� � � 

 ها  yسطح محصور شده بين منحني و محور ) 2

اي ه تابع بركه ضابطبحث نيز همانند مسائل مربوط به عنوان قبل حل ميگردد با در نظر داشت اينممسائل مربوط به اين 
x  از جنسy  حل 

 ميگردد.

 

3yمساحت سطح محصورشده توسط منحني تابع  اول:مثال  x 1� yبين خطوط  yو محور  � yو  �1 را  �2
 محاسبه نماييد . 

 

 

 

 

 

3 3 3 3y x 1 x 1 y x y 1 x y 1� � � � � � � � � � � 

� � � � � � � �
2 2 2

1 1 1

21 4 4 43 3 3 3 33A xdy y 1dy y 1 dy y 1 2 1 1 1 03 3 3 34 4 4 4 4
1

� � � � � �
� � � � � �� � � � � � � � � � � � � �
� � � � � �� � � � � �

� � �

 

2yمساحت سطح محصور بين منحني  مثال دوم: x 5 0� �  را محاسبه نماييد.  yو محور  �

 حل: 

                                                                     

2 2 2

2 2

y x 5 0 x y 5 x y 5

x 0 y 5 0 y 5 y 5

� � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

�و نقطه بحراني اين تابع                  �
� � � �

2 4 1 54ac b b 0V , , 5,0
4a 2a 4 1 2 1

 !	 � !�  !� � � � �" #" # " #" #	$ %$ % $ %
 

 

 

 

 

� � � � � � � � � �

� �

35 5 52 2

5 5 0

5
1 13A x dy y 5 dy 2 y 5 dy 2 y 5y 2 5 5 5
3 30

20 2.2365 5 5 5 5 5 15 5 10 5 20 5 20 5 44.722 2 2 14.9
3 1 3 3 3 3 3 3

� �

� � � �� � � � � � � � �� � � �� �� �� �

� �  !  !	 	 	 � 	 �
� � � � � � � 1 � �" # " #� � " # " #

� � $ % $ %

� � �

 منحني  محاسبه مساحت محصور شده توسط دو) 3

 در اشكال ذيل به وضوح داريم كه :  2yو  1yبراي منحني هاي 

 

 

 

 

 

1 2A A A� � � 

 پس با در نظر داشت رابطه فوق تعريف ذيل را ارائه مي نماييم: 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

�هرگاه توابع  �1y f x�  و� �2y g x�  بر فاصله
 �a,b  پيوسته باشند براي محاسبه سطح محصور بين دو منحني

� �f x  و� �g x  و 

xخطوط  a�  وx b� : يكي از حالت هاي زير را داريم 

�اگر توابع  الف: �f x  و� �g x  در فاصله
 �a,b د و براي هر نيكديگر را قطع نكرده باش
 �x a,b-  رابطه

� � � �f x g x0  برقرار باشد, در 

 اين حالت مساحت برابر است با :

� � � �
b

a
A f x g x dx� �� �� �� 

 

 

 

 

 

�اگر توابع  ب: �f x  و� �g x  در نقاطx a�  وx b�  : يكديگر خود را قطع كنند داريم كه 

� � � � � � � �
b

a
f x g x A f x g x dx0 � � �� �� �� 

 

 

 

 

 

 

 

a

b
A f x g x dxA � �� � � �f x g x df � � � �� �� � � �f x g x dg� � � �f x g x df x g xf x g xf x g x� � � �f x� ��aa�

bb

� �� �
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

� � � � � � � �
b

a
g x f x A g x f x dx0 � � �� �� �� 

 

 

 

 

 

�اگر توابع  ج: �f x  و� �g x  در فاصله
 �a,b د براي محاسبه سطوح محصور ندر چند نقطه يكديگر را قطع كرده باش
 ابتدا نقاط تقاطع را 

 مشخص نموده، بعداً مساحت هر قسمت را جداگانه محاسبه و آنها را جمع مينماييم. 

 

 

 

 

 

� � � � � � � �
c b

a c
A f x g x dx g x f x dx� � � �� � � �� � � �� � 

�سطح محصور بين منحني  مثال اول: �f x x 2� �و  � �g x sin x�  و خطوطx xو  �0 2� را محاسبه  '
 نماييد. 

 

 

 

 

 

 

a � ��a

 

ينماييم. خص نموده، بعداً مساحت هر قسمت را جداگانه محاسبه و آنها را جمع مي

 

�سطح محصور بين منحني مثال اول: �f x x 2� � xx و� �g x sin xg� 0و خطوط �

يد. 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

� � � � 
 �

� � � � 
 � 
 � � �

2
2 2

0 0
0

2 2 2

1 2A f x g x dx x 2 sin x dx x 2x cos x
2

1 2 2 2 cos 2 cos0 2 4 1 1 2 4 2 2
2

'
' ' � �� � � � � � � �� �� � � �� �

� � � �� ' � ' � ' � � ' � '� � � ' � ' � ' '�� �� �� �

� �
 

2محصور شده توسط دو منحني  سطح مساحت مثال دوم:
1y x�  2و

2y x 4x� �  را دريابيد. �

حاسبه ان حدود مدر هم ابتدا با قرار دادن ضوابط توابع مساوي به هم، نقاط تقاطع را دريافت نموده انتيگرال آنرا حل:
 مينماييم.

� �2 2 2 2 2x x 4x x x 4x 0 2x 4x 0 2x x 2 0 x 0 , x 2� � � � � � � � � � � � � � � � 


و از طرفي در انتروال  2رابطه  �0,2 2x 4x x� �  بر قرار است پس :  0

� � � � � � � �
2

2 2 3 22 2 2

0 0
0

2 2 16 8 83 2A x 4x x dx 2x 4x dx x 2x 2 2 2
3 3 3 1 3

� �� � � �� � � � � � � � � � � � � � � � �� � � �� � � �� �
 

 

 

 

 

 

 

yمساحت محصور شده بين منحني هاي  مثال سوم: x�  وx y� .را محاسبه نماييد 

                                                                          حل:

� �2
2 2x y x y y x� � � � � 

 براي دريافت نقاط تقاطع : 

� �2 4 4 3x x x x x x 0 x x 1 0 x 0 , x 1� � � � � � � � � � � � 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 

 

 

 

 پس :

� � � �

1

1 31 1 32 22 2
0 0

0

3
2 1 2 1 2 1 2 1 132A x x dx x x dx x x 1 1
3 3 3 3 3 3 3 3

� �
� � � � �� �� �� � � � � � � � � � � �� � � � � �� � � �� � � �

� �

� �

 

nyسطح محصور بين منحني هاي : 1نكته  x�  وnx y�  يا� �ny x�  : برابر است با 

� �2 n 1
n 1

A
n 1
n 1

�*
� ��� +

��
�, �

 

2y                                        براي مثال قبل داريم كه :                             مثال: x , y x� � 

                                                                   
n 1 2 1 1A
n 1 2 1 3
� �

� � �
� �

 

nyاگر سطح محصور بين منحني هاي  مثال: x�  وny x�  3مساوي به
2

 را معلوم نماييد.  nباشد، مقدار  

 يك عدد طاق بوده است .  nبزرگتر از مخرج آن است پس  هچون صورت كسر داده شد حل:

� � � �2 n 1 2 n 1 3A 4n 4 3n 3 4n 3n 3 4 n 7
n 1 n 1 2

� �
� � � � � � � � � � � � �

� �
 

2xمساحت محصور بين منحني هاي  :2نكته  ay�  2وy bx�  مساوي بهab
A

3
 است .  �

 

2xمساحت محصور بين منحني  مثال: 6y 0� 2yو  � 5x�  .را محاسبه نماييد 

براي n   طاق 

براي n   جفت 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 حل:                 

2 2

2

x 6y 0 x 6y
y 5x

ab 6 5 30 30A 10
3 3 3 3

� � � � �

�

� 	 �
� � � � �

 

�سطح محصور بين منحني هاي   مثال چهارم: �f x sin x�  و� �g x cosx�  و خطوطx xو  �0 2� را  '
 محاسبه نماييد. 

1

2

sin x cos x

x 4
5x 4

�
'�

'�

 

 

 

 پس: 

 

 

 


 � 
 � 
 �


 � 
 � 
 �

� � � �

5 24 4
50 0 4

A cos x sin x dx sin x cos x dx cos x sin x dx

5 24 4sin x cos x cos x sin x sin x cos x0 5
4 4

5 5 5 5sin cos sin 0 cos0 cos sin cos sin sin 2 cos 2 sin cos
4 4 4 4 4 4 4

' ' '

'
� � � � � �

' ' '� � �� � � �' '

� ' ' � � ' ' ' ' � ' !  !  !� � � � � � � � � � � '� ' � �" # " # " #� � � �$ % $ % $ %� � � �

� � �

� � � �

4

2 2 2 2 2 2 2 21 0 1
2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 4 2

� ' � !
" #� �$ %� �

� � � � � � !  !  !  !
� � � � � � � � � � � � �� � � � � �" # " # " # " #" # " # " # " #� � � � � �$ % $ % $ % $ %� � � � � �

� � � � � �� � � � � � � � � � � � 	� � � � � �
 

 

2x 4�

پس: 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

ii حجم اجسام دوراني ( اجسام دوار )  محاسبه 

ي حول يك محور كه از دوران ناحيه نمي گذرد، جسم دوار ناميده يك ناحيه مسطح متناهم حاصل از دوران جس تعريف:
 ميشود.

 مثلاً: 

 

 

 

 

 براي محاسبه حجم اجسام دوار دو حالت زير وجود دارد: 

   )yيا محور  xحجم حاصل از دوران سطح محصور بين منحني و يكي از محورات ( محور ) 1

�حجم حاصل از دوران سطح بين منحني  � �y f x�  و محورx  ها ازx a�  تاx b�  حول محورx 
 برابر است با: 

� �
b 2

a
V f (x) dx� '	 � 

�اگر منحني  � �y f x�  محورx  را در نقطهC  بين فاصله
 �a,b  : قطع كند درايم كه 

� �� � � �� �c b2 2

a c
V f x dx f x dx� ' � '� � 

�حجم حاصل از دوران سطح بين منحني  � �x f y�  ازy a�  تاy b�  حول محورy  : برابر است با 

� �� �b 2

a
V f y dy� ' � 

�اگر منحني  � �x f y�  محورy  را در نقطهC  بين فاصله
 �a,b  : قطع كند داريم كه 

� �� � � �� �c b2 2

a c
V f y dy f y dy� ' � '� � 

 

  

ميشود.

مثلالالالالالالالالالالالالالالالالالالالالالالالالالالالالالالالالالالالالالالالاًلالاًًلاًًلاًلاًًلاًًلاًلاًلاًلاًلاً:: ::: 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 

yحجم جسمي را كه از دوران مساحت بين منحني تابع  مثال اول: sin x�  و دو خطx xو  �0 � به حول  '
 به وجود مي آيد،  xمحور 

 حساب كنيد.

 

 حل: ميدانيم كه: 

 

 

� �� � � �

� � 
 � 
 � � �

2b 2

a 0 0 0
0

2

1 cos 2x 1 1V f x dx sin xdx dx 1 cos 2 x dx x sin 2x2 2 2 2

1 1sin 2 0 sin 2 0 0 0
2 2 2 2 2 2

'
' ' '� ' !� ' � ' � ' � � � �" #

$ %

' ' ' '� � � �� '� ' � � � '� � � ' �� � � �� � � �

� �� � � � � �

 

yحجم جسمي كه از دوران سطح محصور شده توسط منحني تابع  مثال دوم: sin x cosx� xدر انتروال  � و  �0

x
2
'

  xحول محور  �

 .به وجود مي آيد را حساب كنيد

xاگر گراف اين تابع را ترسيم نماييم ديده ميشود كه در نقطه  حل:
4
'

قطع ميكند يعني را  xبين اين انتروال محور  �

x
4
'

  نقطه يك �

 صفري اين تابع است .

 

 

 

 

 واحد حجم

 6262
ا خا

 

sinحجممجم جسمي را كه از دوران مساحت بين منحني تابع وولل: xs

ه وجود مي آيد، 

 كنيد.

يدانيممممممممممممممم ممممم م مممممم ممممم مممممممم ككككككككه: 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

� � � �

� � � �

� � � �

� �

2 24 2

0 4

4 22 2 2 2

0 4

24
4 2

0 4 0 4

V sin x cos x dx sin x cos x dx

V sin x cos x 2sin x cosx dx sin x cos x 2sin x cosx dx

1 1V 1 sin 2x dx 1 sin 2x dx V x cos 2x x cos 2x2 2

1 1V cos 2 04 42 2

' '

'

' '

'

''
' '

'
'

� ' � � ' �

� � ' � � 	 � � � 	

� �� � ' � � ' � � � ' � � ' �� �� �

� �' '� � ' � � �� �� �

� �

� �

� �� � � �

� � � � � �

2 2 2 2 2 2 2

1 1cos 2 0 cos 2 cos 22 2 4 42 2

1 1 1 1 2 2 2V 0 V V4 2 4 4 2 42 2 2 2 4 4

2 2 2 2 2 4 2 4V V V V
4 4 4 4 4 4 2

� � � � � �' ' ' '� ' � � �� � � � � �� � � � � �

'� '� � '� � � �' ' ' ' ' '� � � �� � ' � � � ' � � � � ' � � ' � � � � ' � '� � � �� � � �� � � �

' � ' ' � ' ' � '� ' � ' ' � ' ' ' '
� � � � � � � � � � � �'

 

3yحجم جسمي كه از دوران مساحت بين منحني  مثال سوم: x�  و خطy yو  �8 به  yبه حول محور  �0
 دست مي آيد را حساب 

 كنيد.

 حل: 

3 3y x x y� � � 

 

 

 

� �� � � � � � � �
8

2b 8 8 2 5 52 3 3 33
a 0 0

0

53 3 3 3 963V f y dy y dy y dy y 8 0 32
5 5 5 5 5

� � � � !  !  !� �� ' �' � ' � ' � ' � � ' 	 � '" # " # " #� �� � $ % $ % $ %� �� �
� � �
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

xyحجم حاصل از دوران سطح بين منحني  مثال چهارم: e�  و خطوطx ln2� ،x ln4�  وy حول خط  �1
y  را حساب نماييد.  �1

 حل: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

34Vبرابر با  rثابت كنيد كه حجم كره اي با شعاع  مثال پنجم: r3�  است.  '

2ميدانيم كه با دوران دايره  حل: 2 2x y r� ايجاد ميگردد،  r) كره اي با شعاع  xحول يكي از محورات ( محور  �
 پس با استفاده از انتيگرال 

 فارمول محاسبه حجم كره را قرار زير محاسبه مي نماييم. 

 

حل: 

� �

� � � � � � � �

� � � � 
 �

2ln 4 ln 4x 2x x

ln 2 ln 2

2ln 4 ln 4 2ln 2 ln 2

ln 41 2x xV e 1 dx e 2e 1 dx e 2e x
2 ln 2

1 1 1 1e 2e ln 4 e 2e ln 2 16 2 4 2ln 2 4 2 2 ln 2
2 2 2 2

8 8 2ln 2 2 4 ln 2 2ln 2 2 ln 2

� �� �� ' � � ' � � � ' � �� � � �� �

� � � � !  !  !  !� ' � � � � � � ' � � � � �" # " # " # " #� � � �$ % $ % $ % $ %� � � �

� ' � � � � � � ' � � � '� �� �

� �

� �ln 2 2�
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

� � � �

� � � �� �

b 2

a

2 2 2 2 2 2

b r r2 2 2 2 2

a r 0

r
32 3 2

0

3 3 3
3 3 3

V y dx

x y r y r x

V y dx r x dx 2 r x dx

2 31 1 12 r x x 2 r r r r (0) 03 3 3

3r r 2r1 42 r r 0 2 2 V r3 33 3

�

� '	

� � � � �

� '	 � '	 � � '	 �

� � � �� '	 � � '	 	 � � �� � � �� �

 !  !�� �� ' � � � ' � ' � � '" # " #� � $ % $ %

�

� � � 

 حجم مخروط را توسط انتيگرال محاسبه مينماييم. مثال ششم:

yچون مخروط از دوران خط  حل: mx�  حول محورx  :بدست مي آيد بنأً داريم كه 

 

 

 

 

 

 

� �
hb h h22 2 2 2 3 2 3

a 0 0 0

2 31 1V y dx mx dx m x dx m x m h m h3 3 3
� � '� �� '	 � '	 � '	 � '	 � '	 �� �� �� �� � �

 

yاز روي شكل مشاهده مي گردد كه  r�  وx h�  است، پس : 

y mx r mh� � � 
 

� � � �2 22 3 21V m h mh h r h V r h3 3 3 3
' ' '� � 	 � 	 � � ' 	

 

پس ) سوئيد ) حاصل از دوران بيضي ( الفارمول محاسبه حجم بيضوي ( الپ مثال هفتم:
2 2

2 2

x y 1
a b

�  xحول محور   �

 ها را اثبات  مينماييم . 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 حل: 

 

 

 

2 2 2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2

x y y x b1 1 y b x
a b b a a

� � � � � � � � 

b 2

a
V y dx� ' 	 � 

� � � �

� �

a
a a2 22 2 2 2

2 2a 0
0

2 2 222 3 2 2 2
2

22 3b b b 1V b x dx 2 b x dx 2 b x x2 3a a a

3ab ab 2abb 1 42 b a a 2 ab ab 2 2 V ab3 33a 3 3

�

�

� �
� '	 � � '	 � � ' � 	� �

� �

 !  !�� �� ' 	 � 	 � ' � � ' � ' � � '" # " #� �� � $ % $ %

� �
  

 yقرار داشته باشد. اگر محراق ها روي محور  xرابطه فوق حجم بيضوي را نشان ميدهد كه محراق هاي آن روي محور 
 قرار داشته باشد

24V(بيضوي كه حول قطر كوچك حاصل ميگردد )، آنگاه حجم آن از رابطه   a b3�  محاسبه ميگردد.   '

 حجم حاصل از دوران سطح محصور بين دو منحني) 2

�هرگاه توابع  �1y f x�   و� �2y g x�  در انتروال
 �a,b   متمادي باشند، حجم جسمي كه از دوران مساحت بين

�منحني هاي  �f x  و 

� �g x  و دو خطx a�  وx b�  حول محورx يل ميشود از رابطه زير به دست مي آيد:تشك 

 

 

 

 

 :
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 

 

 

 

 

 

� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �

b b2 2 2 2
1 2a a

b b2 2 2 2
2 1a a

f x g x V y y dx f x g x dx

g x f x V y y dx g x f x dx

� �0 � � ' � � ' 	 �� �

� �0 � � ' � � ' 	 �� �

� �

� �
 

2yحجم جسمي كه از دوران سطح محصور شده توسط دو منحني تابع  مثال: x�  2و دايره 2x y 2� حول   �
 به وجود مي آيد را  xمحور 

 محاسبه نماييد.

 حل: 

   

� �� �
2

2 2 4 2 4 2 2 2

2

y x
x 2 x x 2 x x x 2 0 x 2 x 1 0 x 1

y 2 x

�� �� � � � � � � � � � � � � � � � ��
�� � �

 

2

2 2

y x

x y 2

�� ���
�� � �

  

 

 

 

 

 

� � � �
b

f x V� � � �g x V� � � �bb� �2�
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

� � � � � �

� � � � � �� � � � � � � �� � � � � �

� � � �

2 2 2

1 122 2 2 4

1 1

3 5 3 5

y 2 x y x

13 51 1V 2 x x dx 2 x x dx 2x x x3 5 1

1 1 1 1 1 1 1 12 1 1 1 2 1 1 1 2 23 5 3 5 3 5 3 5

30 5 3 30 5 3 22 22 22 22
15 15 15 1515 15

�

� �

� � 0 �

�� �� �� '	 � � � '	 � � � ' � �� � � �� � � ��

� � � �� ' � � � � � � � � � ' � � � � � �� �� �

� � � � � � � !  ! � �� �� ' � � ' � � ' �" # " #� � �� �$ % $ %� �

� �

22 22 44
15 15

44V
15

�� �� � ' � '� �� � �

� � '

به موازات قطر ايجاده كرده ايم، حجم قسمت باقيمانده را بيابيد. (  12حفره اي به قطر  10در يك كره به شعاع  مثال دوم:
 اين جسم مشابه دانه 

 هاي تسبيح است ) .  

مطابق شكل ديده ميشود كه حجم اين جسم، حجم حاصل از دوران سطح محصور بين نيم دايره  حل:
2 2y 10 x� yو خط  �  حول  �6

 ها ميباشد. xمحور 

 

 

              

� � � � � � � �

� � � �

2

2

828 8 822 2 2

8 8 0 0

3

y 6
100 x 6 x 8

y 100 x

31V 100 x 6 dx 64 x dx 2 64 x dx 2 64x x3

512 1536 512 1024 204812 64 8 8 2 512 2 23 3 3 3 3

2048V V 2143.6
3

� �

� ��� � � � � ��
�� � �

� � � �� '	 � � � '	 � � ' � � ' �� � � �� �� �

�� � � � � �� �' � � ' � � ' � ' � '� � � � � �� � � � � � � �

� � '� �

� � �

  

 

ل 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

در فاصله داده شده يك ديگر خود را در چند نقطه قطع كنند، حجم هر قسمت را جداگانه  gو  fاگر توبع  نكته:
 محاسبه و در اخير با هم  جمع 

 مي نماييم .

  iiiطول قوس (طول منحني)  محاسبه 
�هر گاه تابع  �y f x�  در فاصله
 �a,b  مشتق پذير وy�  در فاصله� �a,b  پيوسته باشد براي محاسبه طول منحني

� �y f x�  بين دو 

xخط  a�  وx b�  با تقسيمات آن بهn  از طول منحني به عنوان وتر مثلث قايم مستطيل  طوري كه قسمتي
 گيرد و با در  الزاويه قرار مي

 نظر داشت فارمول فاصله بين دو نقطه و مجموع ريمان، رابطه زير تشكيل ميگردد:

 

 

 

 

 

                                                                                 

� �
b 2

a
L 1 f x dx���                يا 

�اگر معادله منحني  �x f y�  در انتروال
 �a,b  داده شده باشد، با توجه به پارامتر مانندy  طول قوس منحني را از
 رابطه زير محاسبه مي 

 نماييم :

            � �
b 2

a
L 1 f y dy�� �يا                          �� �

b 2

a
L 1 x dy�� ��  

اگر ضابطه تابع به صورت پارامتري     
� �

� �

x f t

y g t

�*�
+

��,
 برابر است با :  2tتا  1tباشد، آنگاه طول منحني از   

 

� �
b 2

a
L 1 y dx���

گرددر داشت فارمول فاصله بين دو نقطه و مجموع ريمان، رابطه زير تشكيل ميگ

www.riazisara.ir

���������	
��
�	�
��	��



 

70 
 
 

 خورانتيگرال  صميم رنجبرانجينير  –امپراتور كانكور كميته 

70
 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

                          

� � � �2

1

t 2 2
t tt

L x y dt� �� �� 

�طول قوس منحني  مثال اول: �
3

21f x x
2

0را در انتروال  � x 1(  محاسبه كنيد.   )

 حل : 

� � � �

� �

� �

3
2

1
2

2
b 1 112 2

a 0 0

3
21

2

1
3

23
2

0

1 3f x x f x x
2 4

3 9L 1 f x dx 1 x dx 1 xdx
4 16

91 x u
16

9 9 16 16 16 udx du 1 xdx u du u du 316 16 9 9 9 2
16dx du
9

332 32 32 99 2u 1 1 11 x27 27 27 1616

�� � �

 !�� � � � � �" #
$ %

�� � �
�
��  !� � � � � � 	� " #

$ %�
�
��
��

 ! !� 	 � � � � �� " #" # $ %$ %

� � �

� � �

� �
� �� �

� � � �
3 3

2 2 3
29 32 250 1

16 27 16

32 125 32 125 64 32 61 611
27 64 27 64 27 64 54

� � � � !  !� � � �� �" # " #
$ % $ %� � � �� � � �

� !  !  !� � � � �" # " # " #
$ % $ % $ %

Lواحد طول  61Lواحد طول                      يا              1.131.13
54

�
 

�طول منحني  مثال دوم: �
3

2x f y y� 
را در انتروال  �  محاسبه كنيد.  �1,4

 حل: 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

� �

� � � �

1
2

3 1
2 2

2
b 4 412 2

a 1 1

3
2 3

2

4
3 3

2 2

1

3x y x y
2

3 9L 1 x dy 1 y dy 1 ydy
2 4

91 y u
4

9 9 4 4 4 u 8dy du 1 ydy u du u du u34 4 9 9 9 272
4dy du
9

3
8 9 8 9 921 y 1 4 1 1
27 4 27 4 4

�� � �

 !�� � � � � �" #
$ %

�� � �
�
��  !� � � � � � 	 �� " #

$ %�
�
��
��

� � � !  !  !� � �� � � � � �" # " # " #� �$ % $ % $ %��� �� �

� � �

� � �

� � � �

� � � �

� � � �

33 228 1310 427

13 3.68 2197 8 13 13 8 8 46.81000 10 10 10 3.2 32
27 8 27 8 27 8 27 8

8 8 209.232 5.85 26.15 7.75
27 27 27

� � �� � � �� �� � ��

� � � �  !	  !� � � 	 � � � � �� � � � " # " #
$ %$ %� � � �

� � � �

88
27

�" �10 3��10 3����10 3���

�8 �32
27

�

2xطول قوس منحني  مثال سوم: t�  3وy t�   0را در انتروال t 1(  حساب كنيد.  )

چون  حل:
2

3

x t

y t

* ��
+
� �,

 است، پس داريم كه : 

2

3 2

x t x 2t

y t y 3t

�� � �

�� � �
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 

� � � � � � � � � �

� �

� �

b 1 1 1 122 2 2 2 2 4 2 2 2

a 0 0 0 0

2

3
2 332 2 22

1

1 2

0

0

L x y dt 2t 3t dt 4t 9t dt t 4 9t dt t 4 9t dt

4 9t u
1 1 u 1 118t dt du t 4 9t dt u du u 4 9t318 18 27 2721t dt du

18

31 12 2L t 4 9t dt 4 9t L 4 9
27 27

� �� � � � � � � � � 	 �

�
�� �
��  !� � 	 � � � 	 � 	 � �� " #

$ %�
�	 � ��

� �
� �� � 	 � � � � � �
� �
� �

� � � � �

� �

� � �� � � �� �

� � � � � � � �� � � � � �

3 3
2 22 2

3 3
2 2

1 4 9 0

1 1 1 1 1 38.8L 13 4 13 13 8 13 3.6 8 46.8 8 38.8 1.44
27 27 27 27 27 27

� �
� �� �

� �

� �� � � � 	 � � � � � � �� �� �
��

27
��1 ��13 3��1 �� ��13 3��

 

Lبرابر با  rثابت نماييد كه محيط  ( طول قوس، طول منحني ) دايره اي به شعاع  مثال چهارم: 2 r�  است.  '

 حل: 

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2x xx y r y r x y y
2 r x r x

� �� �� � � � � � � � �
	 � �

 

 

 

 

 

 .  چند طول نصف محيط را محاسبه ميكنيم دو

� �

� � � �

2 2 2b r r r2
2 2 2 22 2a r r r

r
r r r

2 2 2 2 2 2r r 0
0

x x rL 1 y dx 2 1 dx 2 1 dx 2 dx
r x r xr x

r 1 1 x2 dx 2r dx 2r 2 dx 4r arcsin
rr x r x r x

r 04r arcsin arcsin 4r arcsin 1 arcsin 0 4r 0
r r 2

� � �

� � �

� �

� �

 !��� � � � � � �" # � ��$ %

� �� � 	 � 	 � � �� �� � �

'� �  !� � � 	 � � �� � " #� �� �� � $ %

� � � �

� � �

4r 2 r L 2 r
2
'

� 	 � ' � � '

 

 

2
yx y r y

22 r2
r x yy r yy r

rr

. نيم
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

براي محاسبه محيط دايره ميتوانيم از تابع پارامتري دايره كه به صورت  روش دوم:
x r cos t

y r sin t

� 	*�
+

� 	�,
تعريف مي گردد   

 نيز استفاده نماييم. 

 

 

 

 

 

 

x r cos t x r sin t

y r sin t y r cos t

�� 	 � � � 	

�� 	 � � 	
 

� � � � � � � �

� � 
 � � � � � � �

2

1

t 2 2 2 2 2 2 2 2

t 0 0

2 2 2 2
00 0 0

L x y dt L 2 r sin t r cos t dt 2 r sin t r cos tdt

2 r sin t cos t dt 2 r dt 2 rdt 2 2 r r 0 2 r 2 r L 2 rr t

' '

' ' ' '

� �� � � � � � 	 � 	 � �

� � � � � ' � � ' � ' � � '	 � �� �

� � �

� � �
  

م كه حل ال ميرسيپس ) مشابه محاسبه محيط دايره عمل ميكنيم، ولي به انتيگربراي محاسبه محيط بيضي ( ال: 1نكته 
 آن غير ممكن است. لذا 

 ز :متعددي ارائه شده است. بعضي از اين فارمول ها عبارت اند ابراي محيط بيضي فارمول هاي تقريبي 

L 2 ab'	 ab2'                                            يا� �2 2L 2 a b'	 ���2��' 2 a� 

 يگردد. مستفاده ابراي محاسبه انتيگرال هاي دشوار و يا غير ممكن از روش هاي تقريبي و يا ماشين حساب  : 2نكته 

iV كار به وسيله انتيگرال معين  محاسبه 

حركت نمايد به طوريكه جهت قوه و جهت  fدر امتداد خط مستقيم، تحت قوه  Mفرض ميكنيم يك نقطه مادي مانند 
 حركت منطبق بر هم 

 حركت ميكند پيدا كنيم: bتا  aاز  Mد. ميخواهيم كار انجام شده توسط اين قوه را هنگامي كه نقطه نباش

 

 نماييم. 
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

  ثابت باشد ميدانيم كه در اين صورت كار انجام شده برابر با حاصل ضرب قوه در فاصله تغيير مكان است. fاگر قوه  ) 1

W f d� 	 

�داشته باشد، يعني قوه تابعي به صورت  Mده و بستگي به وضعيت نقطه مادي وثابت نب fاگره قوه   )2 �f x  باشد به

aطوري كه  x b( (  

 در اين فاصله، كار انجام شده برابر است با : fمادي بودن ت، و با فرض م

 

� �
b

a
W f x dx� � 

�فنري تحت فشار  مثال: �f x cx� )c  موسوم به ثابت فنر ) قرار گرفته است، مطلوب است محاسبه كار انجام شده
 در صورتي كه فنر با قوه 

10kg ،1با فرض آن كه اگر فنر با قوه  فشرده شودkg  ،2فشرده شودcm .از طولش كاسته شود 

 

 را مشخص مي نماييم:  bو  aو نقاط  cابتدا مقدار  حل:

 

, a 0 , b 20� �
   

1f cx 1 c 2 c
2

1f cx 10 x x 20
2

� � � 	 � �

� � � � �

 

� � � �
20

b 20 20 2

a 0 0
0

1 1 12W f x dx cxdx xdx x 20 100kg cm
2 4 4

� �� � � � � � 	� �� �� � �  

 V  محاسبه مختصات مركز ثقل 

�براي محاسبه مركز ثقل منحني  �y f x�  روي صفحه، در فاصلهa x b(  رابطه زير تعريف ميگردد:  )

� �

� �

b 2

a
c b 2

a

y 1 y dx
y

1 y dx

�	 �
�

��

�
�

   
� �

� �

b 2

a
c a 2

b

x 1 y dx
x

1 y dx

�	 �
�

��

�
�
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

�طوريكه مختصات  �c c cP x , y  مركز ثقل منحني� �y f x� دهد.  را نشان مي 

2مطلوب است تعيين مركز ثقل نيم دايره  مثال: 2x y 1�  ها واقع است.  xكه بالاي محور  �

 حل:

� �

� �


 �

� �� � � �� �

2 2 2

2

2
1 21b 2

21 21a
c b 2 2 211

a 2121

1
1

2 2
21

1
11
1

21

xx y 1 y 1 x y
1 x

x xx 1 dx x 1 dxx 1 y dx 1 x 1 xx
x1 y dx x 1 dx1 dx 1 x1 x

1 21 xx dx 1 1 1 1
1 x
1 arcsarcsin xdx

1 x

�
�

�
�

��

��

�
�

�
�

��
�

�

��� � � � � � �
�

 !�
	 � " # 	 ��	 � �$ % �� � �

��  !� �� " # ��$ %

� �� �	 � � � � � �� �� ��� � �

�

� ��
� ��

�

� � � � � � � c
0 0 0 0 x 0

in 1 arcsin 1
2 2

�
� � � � �

' '� � '� �

 

� �

� �


 �

 �

� � � �
� � � � � �

2
1 12 2b 12

21 21
a 1

c b 1 12 2
1

a 2 21 1
21

1

1
c1

1

x 11 x 1 dx 1 x dxy 1 y dx 1dx1 x 1 xy 1 11 y dx dx dxx1 dx 1 x 1 x
1 x

x 1 1 1 1 2 2 2y
arcsin 1 arcsin 1arcsin x 2 22 2

� �
�

� �
�

� �
�

� �
�

�

�
�

�

 !�
� 	 � � 	" #�	 � �$ % �� � � �

��  !�
� " # � �

�$ %

� � � �
� � � � � � �

' '' '� � ' '�� �

� �� �
� � ��

 

�پس نقطه  � � �c c c
2P x ,y 0,� � 2عبارت از مركز ثقل نيم دايره  ' 2 1x y�  را نشان ميدهد.  �

 انتيگرال هاي غير عادي ( مجازي،  نامتعارف، ناسره )

�انتيگرال  �
b

a
f x dx�  غير عادي گفته ميشود، هرگاه� �f x  حداقل در يكي از نقاط انتروال
 �a,b  غير متمادي بوده

 از حدود  يو يا يك

 انتيگرال بي نهايت باشد.
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

,a]ي انتيگرال روي فاصله هايسردر اين بخش به بر )�� ،( ,a]��  و� �,�� از حدود يعني حداقل يكي  ��
 انتيگرال نامتناهي باشد

 سي انتيگرال بعضي از توابع غير متمادي ( نوع دوم ) مي پردازيم. ر( نوع اول ) و بر

 ي نهايتب) انتيگرال حالت هاي كه حداقل يكي از سرحد هاي ( كران هاي  نوع اول انتيگرال هاي غير متمادي:
 . است

�هر گاه  ) 1 �f x  بر[a,  پيوسته باشد، تعريف ميگردد كه :  ��(

� � � �
b

a ab
f x dx lim f x dx

��

���
�� � 

�هر گاه  )2 �f x  بر( ,a]��  : پيوسته باشد، تعريف مي گردد كه 

� � � �
a a

bb
f x dx lim f x dx

�� ���
�� � 

�هر گاه  )3 �f x  بر� �,�� cپيوسته و  �� R-  : باشد، تعريف ميگردد كه 

� � � � � � � � � �
c c b

c a ca b
f x dx f x dx f x dx lim f x dx lim f x dx

�� ��

�� �� ��� ��
� � � �� � � � � 

 مثال اول: 


 � � � � �

1

b b

11 1b b b

1 dx ?
x

1 1dx lim dx lim ln x lim ln b ln1 ln ln 1 0
x x

��

��

��� ��� ���

�

� � � � � � � �� � � ��� � ��� �

�

� �
  

 مثال دوم:
 

� � � � � �

0 2 x

00 02 x 2 x

bb b b

2 b b b 2 b b b

b b

x e dx ?

2 x x xx e dx lim x e dx lim x e 2x e 2 e

lim 0 0 2 b e 2b e 2e lim 2 b e 2b e 2e 2 0 0 0 2

��

�� ��� ���

��� ���

	 �

� �	 � 	 � 	 � 	 � 	� �� �

� � � �� � � � 	 � 	 � � � � 	 � � � � � �� �� �

�

� �
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 مثال سوم: 


 � 
 � � � � � � � � �

� � � �

2

0 0 b

2 2 2 2 20 a 0a b

0 b

a aa b a b

1 dx ?
1 x

1 1 1 1 1dx dx dx lim dx lim dx
1 x 1 x 1 x 1 x 1 x

lim lim lim arctan 0 arctan a lim arctan b arctan 0arctan x arctan x

0 arctan arctan 0

��

��

�� ��

�� �� ��� ���

��� ��� ��� ���

�
�

� � � �
� � � � �

� � � � � �� � � �� � � �

'� � �� � �� � � � �

�

� � � � �

� � � �2 2
'� � '

                 

 حالت هايي كه تابع تحت انتيگرال غيرمتمادي است.  :انتيگرال هاي غير عادينوع دوم  

�هر گاه  ) 1 �f x  بر[a,b)  متمادي و درb  : غير متمادي باشد، تعريف ميگردد كه 

� � � �
b c

a ac b
f x dx lim f x dx

��
�� � 

�هر گاه  )2 �f x  بر(a,b] متمادي و درa  : غير متمادي باشد، تعريف ميگردد كه 

� � � �
b b

a cc a
f x dx lim f x dx

��
�� � 

�هر گاه  )3 �f x  بر
 �a,b  به جز درc � �a c b� � متمادي باشد، تعريف ميگردد كه:  

� � � � � �

� � � � � �

b c b

a a c

b t b

a a tt c t c

f x dx f x dx f x dx

f x dx lim f x dx lim f x dx
� �� �

� �

� �

� � �

� � �
 

 مثال اول: 

                          
2

4

1 dx ?
x 2

�

�
�

�� 

xچون اين تابع در  2�  غير متمادي است بنآً :  �

2 c c

44 4c 2 c 2 c 2

c 2

1 1dx lim dx lim ln x 2 lim ln c 2 ln 4 2
x 2 x 2

lim ln c 2 ln 2 ln 2 2 ln 2 ln 0 ln 2 ln 2

� � �

�

�

�� ��� �� ��

�

��

� � � � � � � � � � � �� � � �� �

� � � � � � � � � � � � ��� � ��� �

� �
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 مثال دوم: 

                                                                                                       

4

0

1 dx ?
x

�� 

xچون اين تابع در   غير متمادي است بناً :  �0

                        
44 4

0 c cc 0 c 0 c 0

1 1dx lim dx lim 2 x lim 2 4 2 c 4 2 0 4
x x� � �� � �

� � � �� � 	 � 	 � 	 � � 	 �� � � �� � 

                        مثال سوم:                                           

                                                                         2

21

1 dx ?
x�

�� 

xچون در  حل:  كه در بين حدود داده شده است، غير متمادي مي باشد بناً :   �0

� � 
 �

c 2
2 0 2 c 2

2 2 2 2 21 1 0 1 cc 0 c 0 c 0 c 01 c

c 0 c 0

1 1 1 1 1 1 1dx dx dx lim dx lim dx lim lim
x x x x x x x

1 1 1 1 1 1 11lim lim 1 1cc 1 2 0 2 0 2

� � � �

� �

� � �� � � �
�

� �� �

� � � �� � � � � � � �� � � �� � � �

� � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � ��� � � �� � ��� � ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � �

� � � � �

  

xاگر بدون توجه به نا پيوستگي تابع در  تذكر:  شد .  حاصل ميانتيگرال مي گرفتيم نتيجه نادرست زير  �0

                                                                                

2
2

21
1

1 1 3dx 2x x�
�

� �� � � �� �� �� 

ميگوييم  ي شود،هرگاه انتيگرال در هر يك از حالت هاي فوق ( حالت هاي نوع اول و نوع دوم ) يك عدد حقيق نكته:
 و آنرا انتيگرال موجود بوده 

 .مي ناميم اگرا )ودر غير اين صورت ميگوييم انتيگرال موجود نبوده و آنرا متبادعد (  متقارب ( همگرا ) ميناميم؛

 انتيگرال گيري تقريبي 

ا در نظر بميشود (  ي تعيينآن نيز به ساده گ مقدارميدانيم كه اگر بتوان تابع اوليه تابع تحت انتيگرال را محاسبه نمود، 
 ي دوم داشت قضيه اساس

 :يك انتيگرال معين در دو حالت زير امكان پذير نيست دقيق مشتق و انتيگرال ) و اما تعيين مقدار
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 ) اگر يافتن تابع اوليه مشكل و يا غير ممكن باشد. 1

                                                      مثلاً:
1 3

1
1 x dx

�
و                  ��

21 x

0
e dx�                           و يا

2

1

sin x dx
x�  

اي ت هايي برين حالدر چن ده ها مطرح ميگردد نه ضابطه تابع.جدول دا فقطعدم در اختيار داشتن ضابطه تابع، يعني  )2
 انتيگرال  مقدارمحاسبه 

موعه ها ا ( مجهسري  از اهم آن روش ذوزنقه، روش سيمپسون و استفادهمعين، از روش هاي تقريبي استفاده ميشود كه 
 ) مي باشد.

 روش ذوزنقه

�اگر  �y f x�  تابع تحت انتيگرال وb ax h
n
�


 � 
تعداد تقسيمات فاصله  nارتفاع ذوزنقه مورد نظر و  � �a,b 

 را نشان دهد ( ميدانيم 

 وش ذوزنقهررال به تقريبي انتيگ مقدار، براي محاسبه اد باشد، حاصل دقيق تر مي باشد )كه هرگاه تعداد تقسيمات زي
 فارمول زير تعريف ميگردد:

� � � � � � � � � � � �

� �

b

0 1 2 n 1 na

b

0 1 2 n 1 na

1 1f x dx h f x f x f x ... f x f x
2 2

1 1f x dx y y y ... y y x
2 2

�

�

� �1 � � � � �� �� �

� �1 � � � � � 	
� �� �

�

�
 يا        

تقريبي  مقدار مثال:
22 x

0
e dx�  را برايn  محاسبه كنيد.  �4

                                           حل :

                                   � � 2xf x e�                                2و 0 2 1h x
4 4 2
�

� 
 � � �  
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جبر
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اد 

است
 

� � � �

� �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2

2

1
0 0.25 14

0 0 1 2

3
2.25 42

3 4

b 2 x 0.25 2.25 4
0 1 2 3 4a 0

2 x

0

1 1x 0 f x e 1 , x f e e , x 1 f 1 e e
2 2

3 3x f e e , x 2 f 2 e
2 2

1 1 1 1 1f x dx h f x f x f x f x f x e dx 1 e e e e
2 2 2 2 2

1 1e dx 1.28 2.71 9.48 27.2
2 2

 !� � � � � � � � � � � �" #
$ %

 !� � � � � � �" #
$ %

� � � �1 � � � � � 1 � � � �� � � �� � � �

� 1 � � � �

� �

�
22 x

0
9 20.63 e dx 20.63� � 1 � 1� �� � �

  

متوقف ميشود. اگر سرعت موتر در لحظات  5secراننده يك موتر با مشاهده مانعي بريك ميكند و موتر پس از  مثال:
 در 5secمختلف اين 

 :جدول زير داده شده باشد

 

 پيموده است را محاسبه نماييد .  5secآنگاه فاصله اي كه اين موتر در مدت 

ز ااستفاده  ه ) بادر اين جا ضابطه تابع مشخص نبوده ولي ولي ميتوان توسط روش هاي تقريبي ( مثلاً روش ذوزنق حل:
 داده هاي ( داتا هاي ) 

 داده شده آنرا محاسبه نمود.

� � � � � � � �

� �

5 5

0 1 2 n 1 n0 0

5

0

b a 5 0 5x h 1
n 5 5

1 1 1 1v t dt h y y y ... y y v t dt 1 70 38 21 12 5 0 111m
2 2 2 2

v t dt 111m

�

� �

 � � � � �

� � � �1 � � � � � � 1 � � � � � 1� � � �� � � �

� 1

� �

�
 روش سيمپسون

ابطه ركه به  در اين روش از رابطه زيراين روش براي محاسبه انتيگرال معين از روش ذوزنقه دقيق تر مي باشد. 
 (توماس سيمپسون  سيمپسون

 معروف مي باشد استفاده مي نماييم. )1761-1710

                                          
� � 
 �

b

0 1 2 3 n 1 na

xf x dx y 4y 2y 2y ... 4y y
3 �



1 � � � � � �� 

 

t 0 ( زمان برحسب ثانيه )   1   2   3   4   5   
v 70 (سرعت بر حسب متر بر ثانيه )   38   21   12   5   0   
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 . عددي جفت ( زوج ) است nدر اين روش  نكته:

مقدار تقريبي انتيگرال  مثال:
2 3

0
1 x dx��  را با استفاده از روش سيمپسون محاسبه كنيد. ( با در نظر داشت

n 4� ( 

 حل: 

� � � �

� � � �

� �

� � � � � �

0 0 1 1

2 2 3 3

4 4

2 3

0

2 0 2 1x 0.5
4 4 2

x 0 f 0 1 y 1 , x 0.5 f 0.5 1.062 y 1.062

x 1 f 1 1.414 y 1.414 , x 1.5 f 1.5 2.092 y 2.092

x 2 f 2 3 y 3

0.51 x dx 1 4 1.062 2 1.414 4 2.092 3 3.24
3

�

 � � � �

� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �

� � � � �

� � � � � � 1� �� ��

   

 روش استفاده از سري ها

تقريب زده و سپس انتيگرال  nدر اين روش به كمك سري ها، تابع زير انتيگرال را با يك تابع چند جمله اي از درجه 
 .معين را محاسبه مي كنيم

2به كمك سري ها مقدار تقريبي  مثال:

1

sin x dx
x�  .را بيابيد 

sinسري ماكلورن تابع  حل: xy
x

 به صورت زير تعريف مي گردد:   �

3 5 7 2 4 6x x x sin x x x xsin x x ... 1 ....
3! 5! 7! x 3! 5! 7!

� � � � � � � � � � � 

 : ار تقريبي انتيگرال برابر است باتقريب بزنيم، مقد 4گرال را با كمك تابع چند جمله اي از درجه تيهر گاه تابع زير ان

2
2 4 3 5 3 52 2

1 1
1

2

1

3 5sin x x x x x 2 2 1 1dx 1 dx x 2 1
x 3! 5! 3 3! 5 5! 3 3! 5 5! 3 3! 5 5!

8 32 1 1 sin x2 1 0.663 dx 0.663
18 600 18 600 x

� � � � !  !  !
� �1 � � � � � � � � � � �� �" # " # " #	 	 	 	 	 	� �$ % $ % $ %� �� �

� � !  !� � � � � � 1 � 1" # " #� �$ % $ %� �

� �

�
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 چهارگزينه يي سوالات

 لميت مجموع ريمان را: .1

 انتيگرال گويند )2) مشتق گويند                       1

 )هيچكدام4)سيگما گويند                        3

12هار قسمت مساوي مساحت بين منحني تابع]2,0[با تقسيم نمودن انتيگرال .2 �� xy و محورx را دريابيد؟ 

1(75,575,3 �� A
 

        2(23,12,5 �� A
 

 

3(1,481,78 �� A
 

 )هيچكدام4         

xxfلميت مجموع ريمان را براي تابع  .3  دريابيد؟ ]10,1[در انتروال )(��1

1(6,52
 

       2 (5,58         3 (3,52         4(3,58
 

 

xyبه شش قسمت مساوي مساحت محصور بين خط ]3,0[با تقسيم نمودن انتروال  .4  را محاسبه كنيد؟ xو محور �3

1(5,142,12 �� A
 

        2(9,132,19 �� A
 

 

3(4,135,12 �� A
 

        4(75,1525,11 �� A
 

 

],[در انتروال بسته xf)(هرگاه تابع  .5 ba  تعريف و)(xf باشد ست توابعcxf را در حاليكه يك عدد ثابت )(�
 اختياري است بنام:

 ) انتيگرال معين ياد ميكنند1

 ) انتيگرال غير معين ياد ميكنند2

 ) تابع ياد مي كنند3

 ) لميت ياد مي كند4

�انتيگرال غير معين  .6 xdxرا بدست آريد؟ 

1 (cx �2    2(c
x

�
2

2

    3(c
x

�
3

3

     4(c
x

�
4

4

  

�انتيگرال غير معين  .7 7 3

1
x

 را بدست آوريد؟
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اد 
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1 (cx �7 4

4
7

                    2 (cx �4 2

3
7

 

3(cx �2 3

2
3

                     4(cx �3 2

2
3

  

�انتيگرال غير معين  .8 dxx 2
3

 را دريابيد؟

1(cx �2

3
1

                        2(cx �5

5
2

  

3(cx �4

5
1

                        4(cx �2

7
1

  

�dxxانتيگرال غير معين  .9 5  را حساب كنيد؟3

1 (cx �5

5
1

                       2 (cx �4

2
1

 

3 (cx �3

5
2

                      4(cx �4

8
5

  

�انتيگرال غير معين  .10 dx
x 4

1
 را بدست آوريد؟

1 (c
x

�� 33
1

                       2(c
x

�22
1

  

3(cxx �� 23 32              4(c
x

�5

1
  

dxحاصل انتيگرال غير معين  .11
x�

1
 را بدست آوريد؟

1 (cx �3   2 (cx �5 3(cx  ) هيچكدام4 �2

�انتيگرال غير معين  .12 4 2

2

x
dxx

 رابدست آوريد؟

1 (cx �2 3

5
1

                    2 (cx �4 2

5
2
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

3 (cx �2 5

5
2

                    4(cx �2

3
1

  

�قيمت انتيگرال غير معين  .13 3

6 2

x
x

 را بدست آوريد؟

1(cx �2
    2 (cx �ln  3 (cx �64(cx �  

�xdxxحاصل انتيگرال غير معين  .14 8  عبارتند از:4

1 (cx �3 2

3
1

                        2(cx �2 5

3
2

  

3 (cx �2 3

3
1

                        4(cx �5 4

8
1

  

�حاصل انتيگرال غير معين  .15 dx5كدام اند؟ 

1(cx �        2 (c�5         3(cx �5 4(cx �5  

�dxxحاصل انتيگرال غيرم معين  .16  كدام اند؟4

1(cx �3

2
1

                           2(cx �4

7
1

  

3(cx �5

5
1

                            4(cx �4

3
1

  

�قيمت انتيگرال غير معين  .17 dxx22را دريابيد؟ 

1(cx �2

3
1

 2(cx �3

3
2

 3(cx �3

7
1

 )هيچكدام4 

�قيمت انتيگرال غير معين  .18 �dxxx� � 32  كدام اند؟2

1(cxx ��2
                     2(cxx �� 23

  

3(cxx �� 3
3
2 3

             4(cxx ��2

3
1

  

� قيمت انتيگرال غير معين .19 �dxx� �  را دريابيد؟28
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

1(cxx �� 28                  2(cxx �� 32  

3(cxx ��27                  4(cxx �� 2
7
1 3

  

�dxxxxقيمت انتيگرال غير معين  .20 ��� ]196[  را دريابيد؟23

1(cxx
�� 2

3

2              2(cxxxx
����

2
9

3
6

4

234

  

3(c
xx

��
32

35

              4(cxxx
��� 9

32

45

  

�انتيگرال غير معين  .21 � dx17:را حساب كنيد 

1( cx �� 217                2(cx ��17  

3(
3

17 3x
                             4(c

x
�

2
17 2

  

�انتيگرال غير معين  .22 �
�
x
x

1
)1( 2

 را حساب كنيد؟

1(c
xx ��
2

2

               2(c
xx ��
2

3

  

3(c
xx ��
3

4

               4(cxx ��2
  

�قيمت انتيگرال غير معين  .23 dxx42را بدست آوريد؟ 

1 (cx �42(cx �3

5
3

 3(c
x

�
2

2

 4(cx �5

5
2

  

�قيمت انتيگرال غير معين  .24 �� ��� 9542 32 xxxعبارت اند از؟ 

1(cxxx ��� 433

2
1

 
 2(cxxxx ���� 9

2
5

3
2 243

 
3(cxxx ��� 243

2
7

 
4(cxx �� 23

5
7

 
 

dxقيمت انتيگرال غير معين  .25
x� 5

1
 را بدست آريد؟
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

1(c
x

�� 23
1

 
                        2 (c

x
�

� 2
2

3 

3(c
x

�
�

44
1

 
                            4(c

x
�23

1
 

 

�حاصل انتيگرال غير معين  .26 �6
32� �xرا بدست آريد؟ 

1(� � cx �� 232
8
1

               2(� � cx �� 732
14
1

 
 

3(� � cx �� 732
8
1

 
               4(� � cx �� 1032

 
 

sxحاصل انتيگرال غير معين  .27
x
xx

�
�

2

23 2
 را بدست آوريد؟

1 (cxx
��

3

3

                        2(cxx
�� 2

2

2

 
 

3(c
xx ��
2

2
2

 
                     4(cxx

�� 3
2

4

 
 

�dxxقيمت انتيگرال غير معين  .28 �  را حساب كنيد؟)2(

1(cxx
��

2

3

 
                        2(cxx �� 23

 
 

3(c
xx ��
2

2
2

 
 ) هيچكدام4                  

�قيمت انتيگرال غير معين  .29 xdx3cosرا دريابيد؟ 

1(cx �cos
3
1

 
                    2 (cx �3sin

3
1

 

3(cx �cos
7
1

 
 )هيچكدام4                    

�dxxحاصل انتيگرال غير معين  .30 �5  را دريابيد/2)41(2
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

1(5 7)41(
14
5 x��

 
     2(cx ��� 7 5)41(

5
14

 
3(cx ��5 21

3
2

 
 )هيچكدام4          

dxxxقيمت انتيگرال غير معين  .31
42 )3(2�  را بدست آوريد؟�

1(
� � cx

�
�
5

3 52

 
           2(

� � cx
�

�
3

8 8

 
 

3(
� � cx

�
�
4

2 4

 
           4(

� � cx
�

�
3

7 6

 
 

�حاصل انتيگرال غير معين  .32 xdxxsincosكدام است؟ 

1 (cx �2 3sin
3
2

          2 (cx �� 2 3cos
3
2

 

3(cx �2 sin
3
1

 
 ) هيچكدام4              

�انتيگرال غير معين  .33 xdxxsinرا پيدا كنيد؟ 

1(cxxx ��� sincos
 

2(cxx �� cossin
 

 

3(cxx �� cossin3
 

 )هيچكدام4     

�انتيگرال غير معين  .34 ��� dcosرا حساب كنيد؟ 

1(c�� �� cossin      2(c�� ��� coscos  

3(c��� cos                    4(c�� �cos0sin2
  

�dxxxقيمت انتيگرال غير معين .35 )cos(  كدام است؟35

1(cxx
�2

3

sin
3             2(cxx

�)sin(
2

3
2

  

3(cxx
�� 2

3

sin
 ) هيچكدام4        2

�حاصل انتيگرال غير معين  .36 xdxex sinكدام است؟ 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

1(� � cxxex
�� sincos

3    2(� � cxxex
�� sincos

2 3(� � cxxex
�� sincos

2 4(� � cxxex
�� sincos

5
2

  

�dxxxقيمت انتيگرال غير معين  .37 � ]8[sin  را محاسبه  كنيد؟3

1(cxx �� cossin        2(cxx ��� 42cos  

3(cxx �� cossin3
     4(cxx �� cossin3 2

  

�حاصل انتيگرال غير معين  .38 ��
�

��
� ���� x

x
x

x
x 3

3
4

5 24
 عبارت اند از؟

1(cx
x

x
x

x
����� 24

3

6

2
12

4
1

3
4

6  

2(c
xx

�� 23 3
1

2
2

  

3(cxx �� 23

2
3

2
7

  

4(c
xxxx

����
2467

2467

  

�قيمت انتيگرال غير معين  .39 �dxxx� �  عبارت اند از؟221

1(
7

)21( 2x�
�                    2(

8
)21( 22x�

�  

3(c
x

�
�

8
21 2

                     4(c
xx ��
3

2 4

  

�حاصل انتيگرال غير معين  .40 xdxsinعبارت اند از؟ 

1(cx �cos                          2(cx �sin
2
1

  

3(cx �� cos                      4(cx �� 2sin
2
1

  

�قيمت انتيگرال غير معين  .41 dx
x
x

sin2
2sin

 عبارت اند از؟
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

1(cx �sin2(cx �cos

3(cx �2sin                         4(cx �2cos  

dxحاصل انتيگرال غير معين  .42
x
x

� �
�

1
)1( 2

 كدام اند؟

1(cxx �� 3

3
1

             2(cxx �� 2

2
1

  

3(cxx �� 32

2
1

          4(cxx �� 22

3
1

  

�dxxحاصل انتيگرال غير معين  .43 2  كدام اند؟3

1(cx �8

3
2

                  2(cx �5 8

8
5

  

3(cx �5

8
2

                 4(cx �8 5

8
1

  

�حاصل انتيگرال غير معين  .44
�
x
xx 83 2

 كدام اند؟

1(cxx ��82

 
        2(cxx �� 8

2
3 2

 
 

3(cx �3

7
4

 
               4(cxx �� 9

4
7 5

 
 

�حاصل انتيگرال غير معين  .45 �dxx� � 32  كدام اند؟2

1(cxx �� 3
3
2 3

 
    2(cxx �� 2

4
1 2

 
 

3(cxx �� 2
8
1 3

 
    4(cxx �� 2

7
1 3

 
 

�قيمت انتيگرال غير معين  .46
� 2

3
3

2

x
x

 عبارت اند از؟

1(xx �� 22

 
       2(cx �� 22 3
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

3(cx �� 32 3

 
                 4(cx �� 37 2

 
 

�حاصل انتيگرال غير معين  .47 �� �� 13 2 xxعبارت اند از؟ 

1(c
xx

��
23

23

 
                   2(cxx ��2

 
 

3(cxxx ��� 23 2
 

         4(cxxx ��� 34

 
 

�قيمت انتيگرال غير معين .48 �
��
3

)1()1(
xx
xx

 عبارت اند از؟

1(cx �2ln
 

                          2(cx �ln
 

 

3(cxx ��14
 

                      4(cxx �� 2

 
 

�dxxقيمت انتيگرال غير معين  .49 � )12cos(كدام اند؟ 

1 (cx �� )12(sin
3
4

        2(cx �� )12sin(
2
3

 
 

3(cx �� )12sin(
3
7

 
         4(c

x
�

�
3

)12(cos
 

 

�انتيگرال غير معين  .50 � dxx  را حساب كنيد؟53

1(cx ��2 3)53(
9
2

 
      2(cx ��2 53

8
3

 
 

3(cx �� 2)53(
 

               4(cx ��6 7)73(
 

 

�انتيگرال غير معين  .51 � 2
2
x
dx

 عبارت اند از؟

1(cx �� )2ln(3
 

            2(cx �� 2ln2
 

 

3(cx ��1ln5
 

               4(cx �� )2ln(8
 

 

�dxxقيمت انتيگرال غير معين  .52 �  كدام اند؟)63(3

1(c
x

�
�
2

63
 

                    2(c
x

�
�

12
)63( 4
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

3(
4

)63( 3�x
 

                      4(c
x

�
�
4

)12( 3

 
 

�انتيگرال غير معين  .53 � dxxx  را حساب كنيد؟243

1(c
x

�
�

3
24

 
               2(

� �
c

x
�

�
6

2 34

 
 

3(c
x

�
�

5
23 4

 
               4(c

x
�

�
2

23
 

 

�انتيگرال غير معين  .54 � dxxx 223 32�  را حساب كنيد؟�

1(
� � cx

�
�
2

1 23

 
              2(

� � cx
�

�
3

2 33

  

3(
� � cx

�
�
4

1 32

 
 ) هيچكدام4               

�حاصل انتيگرال غير معين  .55 � 7)10(
1

x
 كدام اند؟

1(c
x

�
�

� 6)10(6
1

 
    2(c

x
�

� 6)2(3
1

 
 

3(c
x

�
�10
7

 
                   4(c

x
�

� 3)10(
8

 
 

dxxانتيگرال غير معين  .56
7

)34(�  را حساب كنيد؟�

1(1
8

)32( 5

�
� x

 
                   2(

2
)27( 5x�

 
 

3(c
x

�
�
24

)34( 8

 
                  4(c

x
�

�
9

)27( 3

 
 

�انتيگرال غير معين  .57
�4 3

2

2x
dxx

 را حساب كنيد؟
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

1(
� �

c
x

�
�

9
244 33

          2(c
x

�
�

5
17 2

 
 

3(c
x
x

�
�

2

2 2
 

                 4(c
x
x

�
� 23 

 

�انتيگرال غير معين  .58 xdxxcosرا حساب كنيد؟ 

1(cxxx �� cossin
 

    2(cxxx �� sincos
 

 

3(cxx �sin
 

                4(cx �cos
2
2

 
 

�حاصل انتيگرال غير معين .59 xdxex cosعبارت اند از؟ 

1(cxxex
�� )cos(sin

2 
2(� � cxxex

�� sincos
3 

3(� � cxxex
�� sincos

4 
  4(� � cxex

�� 22 sincos
3 

 

� انتيگرال غير معين .60 � dxxe xعبارتند از؟ 

1(cxxex ��
 

              2(cexe xx ��� ��

 
 

3(cex �
 

                         4(cexx ��� 2

 
 

�dxxxانتيگرال غير معين  .61  را حساب كنيد؟�1

1(� � cx ��2 31
 

 

2(cdxxx ��12

 
 

3(cx ��1
2
1

 
 

4(� � � � cxxx ��� 52 3 1
15
41

3
2

 
 

�قيمت انتيگرال غير معين  .62 dxex x22عبارت اند از؟ 

1 (cexeex xx ��� 2222

4
1

2
1

2
1
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

2 (cxex x �� 22

2
1

3
1

 

3(cxcx x �� 22

3
1

5
1

 
 

 ) هيچكدام4

�حاصل انتيگرال غير معين  .63 xdxe x 3sin2عبارت اند از؟ 

1(cxxe x �#
%
!

"
$
 � 3cos3sin

3
2

13
3 3

 
 

2(cxex x �� sin22

 
 

3(cxxe x �#
%
!

"
$
 � sincos

3
2

7
2 2

 
 

4(cxxe x �#
%
!

"
$
 � sincos

3
2

5
7 2

 
 

dxeeانتيگرال غير معين  .64 xx ��  را حساب كنيد؟2

1(cxxx ��� 222 2
 

 

2 (cexeex xxx ���� ��� 222 

3(cxxe x �#
%
!

"
$
 � sincos

3
2

7
2 7

 
 

4(cxxe x �#
%
!

"
$
 � sincos

3
2

5
7 2

 
 

�حاصل انتيگرال غير معين  .65 �� dxxf x  دريابيد؟)(32

1(c
x

x

�
ln
2

 
                     2(c

x

�
�

2ln
2 3

 
 

3(c�
2ln

2
8
1 3

 
                  4(c

x

�
2ln

2
8
1

 
 

�dxxقيمت انتيگرال تابع اكسيو نشيل  .66  عبارت اند از؟�13
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

1(c
x

�
3ln

33
 

 2(c
x

�
2ln

44
 

3 (c
x

�
5ln

554(c
x

3ln
77

 
 

�dxxحاصل انتيگرال تابع اكسيونشيل  .67  كدام اند؟�16

1(c�
2
3ln

5
1

 
2(c�

2ln
2

2
1 3

 
3(c

x

�
5ln

6
5
1

 
4(c

x

�
6ln

6
6
1

 
 

�dxxقيمت انتيگرال غير معين  .68  كدام اند؟�13

1(c
x

�
2ln

25
 

2(c�
9ln

29
5

 
3(c

x

�
2ln

3
 

4(c
x

�
3ln

33
 

 

�قيمت انتيگرال غير معين  .69 � dxx2كدام اند؟ 

1 (c
x

��
�

2ln
22(c

x

��
3ln

2
 

3(c
x

��
2ln

2
 

 ) هيچكدام4

�قيمت انتيگرال غير معين  .70 � dxa bxكدام اند؟ 

1 (c
a

a bx

�
�

ln
2(c

b
ab

�
ln 

3(c
c
ac

�
ln 

4(ca bx

�
�

2 
 

�قيمت انتيگرال غير معين  .71 xa
1

 كدام اند؟

1(c
a

a x

��
�

ln 
2(ca x

�
2ln 

3(c
x

�
3ln

3
 

4(ca x
�

2ln 
 

�dxxxقيمت انتيگرال تابع اكسپوننشيل  .72  عبارتند از؟32

1 (c
x

�
6ln

62(c
x

�
2ln

2
 

3(c
x

�
3ln

3
 

 ) هيچكدام4

dxxقيمت انتيگرال غير معين  .73

xx

�
�
2

35
 كدام اند؟

1 (

2
3ln

2
3

2
5ln

2
5 xx

#
%
!

"
$
 

�
#
%
!

"
$
 

          2(

2
3ln

3
2

2
5ln

2
5 xx

#
%
!

"
$
 

�
#
%
!

"
$
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

3(c

x

�
�

#
%
!

"
$
 

3ln
2
5ln

2ln
2
5

 
           4(

3
2ln

2
3

2
3ln

5
2 xx

#
%
!

"
$
 

�
#
%
!

"
$
 

 
 

�قيمت انتيگرال غير معين  .74 � dxx)21(عبارتند از؟ 

1(cx
x

��
2ln

2
 

                2(cx ��
3ln

23

 
 

3(c
xx ��
2ln

ln2

 
             4(c

x x

�
�
2ln
22

 
 

�انتيگرال غير معين  .75 xdx3lnرابدست آوريد؟ 

1(ccxx �� )2(ln
 

       2(cxx �� )13(ln
 

 

3(cxx �� )15(ln
 

 ) هيچكدام4             

�انتيگرال غير معين  .76 �� dxe x 32

2
1

 عبارت اند از؟

1(12

2
1 �� xe

 
                             2(322 �� xe

 
 

3(ce x ��32

2
1

 
                       4(ce x �� �� 32

4
1

 
 

�انتيگرال غير معين  .77 �
�

2
2
x
dxIعبارت اند از؟ 

1(cx �� 2ln2
 

                2(ccxx �� )2(ln
 

 

3(ccxx �� )2(ln
 

           4(ccxx �� )2(ln
 

 

�انتيگرال غير معين .78 � dxe x2 را دريابيد؟ 

1(ce x �3

3
1

 2 (xe
5
1

 3 (ce x �2

2
1

4(cex �
5
1

  

�dxxxانتيگرال غير معين  .79 2lnرا حساب كنيد؟ 
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

1(cxx �ln
2
1

                   2(cx �ln
2
1

  

3(cxx �ln2
                    4(cxx �� 22 ln

2
1

2
1

  

�قيمت انتيگرال غير معين  .80 dxx32lnعبارت اند از؟ 

1(c
xx ��
3

2ln  

2(cxxx ��� ln)3(ln3  

3(cx �� 2ln3 2
  

4(cx �� 2ln2 2
  

�حاصل انتيگرال غير معين  .81 dxxlnكدام اند؟ 

1(cxxx
��

2
1ln

2        2(cxxx
��

2
1ln

2  

3(cxx
�� ln

4                 4(cxx
�ln

2  

�قيمت انتيگرال غير معين  .82 dxx
2

logعبارت اند از؟ 

1( c
e
xx �

2
log              2(c

xx �
2

log  

3(c
xx �
3

log                  4هيچكدام ( 

�حاصل انتيگرال غير معين  .83 dx
x
1log3كدام اند؟ 

1(cxx ��� log
2
12  2(c

x
x �� 2

2log5  

3(c
e
xx �� log3           4(c

e
xx �log10  

�انتيگرال غير معين  .84 ��
� dx
xx

x
86

127
2

 را حساب كنيد؟
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

1 (c
x
x

��
�

�
�
�

�
�
�

2
)4(ln

8
     2(c

x
x

��
�

�
�
�

�
�
�

2
)4(ln

4

  

3(c
x
x

���
�

��
�

�
�

4
2ln            4(cxx ���� )4ln()2ln(  

�انتيگرال غير معين  .85 ��
��

6
95

2 xx
x

 را حساب كنيد؟

1(               c
x
x

�
�
�

1
)1(ln

2

  

2(                        4

2

)3(
)1ln(

�
�

x
x

  

3(     cxx ���� )2ln()2ln(   

4(cxx ���
�

��
� �	� ��

5
24

5
1

32ln  

dxحاصل انتيگرال غير معين  .86
xx

x
� ��

�
136

2
 كدام اند؟ 2

1(c
xx

x
�

��
�

)12)(1(
)1ln(

 2 (c
x
x

�
�
�

)12ln(
)3ln(

 

3(c
xx

x
�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

��

�

28
3

)2()3(

)1(ln 4(c
xx

x
�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

��

�

8
1

8
3

)1()3(

)1(ln  

dxغير معين   حاصل انتيگرال .87
xx
x

� ��
�

136
2

 كدام اند؟ 2

1 (� �
2

3arctan
2
1136ln

2
1 2 �

���
xxx 

2 (� �
2

3arctan
2
1136ln

3
1 2 �

���
xxx 

3(� � 2ln136ln
2
1 2 ���� xxx  
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جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

4(� � #
%
!

"
$
 �

���
2

3arcsin136ln
7
1 2 xxx  

�انتيگرال غير معين  .88 ��
dx

xx
x

23 24

6

 را دريابيد؟ 

1(222
2

2

��� arctgxxx
  

2(c
xxxx

����
2

arctan24arctan3
3

3

  

3(cxxx
���� 32arctan3

2

2

  

4(cxx ��� 32arctan
2
1

  

�قيمت انتيگرال غير معين  .89 dtt  را دريابيد؟75

1(ct �6

2
5

 2(ct �8

8
5

 3(ct �95 4(cx �7

2
3

  

�حاصل انتيگرال غير معين  .90
� dx
x
x

2

3 3
 اند؟ كدام

1(c
x

x
�

� 33

                       2(c
x

x ��
3

2
1 2

  

3(c
x
x

�
� 3

2

                          4(cxx ��2
  

�قيمت انتيگرال غير معين  .91 �� �� xexx sin5cos2عبارت اند از؟ 

1 (cexx x ��� cos5sin2 

2(cexx x ��� cossin3  

3(cex x ��2cos3  

4(cxx �� 52 sin3cos2  
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

xdxxانتيگرال غير معين  .92 sincosرا دريابيد؟� 

1(cx �3cos
4
1

             2(cx �2 cos
3
1

  

3(cx �� 3cos
3
2

        4(cxx �� sincos
2
7

  

dxxeحاصل انتيگرال غير معين  .93 x�  كدام اند؟�

1(cexe xx ��� ��
       2(cexe xx �� 2

  

3(cxee xx ��                4(cxx ��22  

dxحاصل انتيگرال غير معين  .94
xx� �� )2)(12(

5
 كدام اند؟ 

1(c
x
x

�
�

�

2
1ln

                2(c
x
x

�
�

�

3
2ln

  

3(c
x
x

�
�
�

12
2ln             4 (c

x
x

�
�
�

22
1ln 

�dxxحاصل انتيگرال غير معين  .95
3

1

 را دريابيد؟2

1(
3

22
            2 (

3
26

          3(
2

27
            4(

9
28

  


در انتروال  xو محور 3�yمساحت محصور توسط خط  .96  را حساب كنيد؟��4,1

1(16             2 (17             3(15             4(18  

��1مساحت محصور شده توسط خط  .97 xy و محورx  را در انتروال
  دريابيد؟�3,0

1(2.1           2 (3.7           3(5.2           4(7.1  

12با استفاده از شكل مقابل مساحت محصور بين خط  .98 ��� xyو محورx را محاسبه كنيد؟ 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

 

1(3                2 (5                 3 (7                4 (2 

�انتيگرال معين  .99
4

3

dx را محاسبه كنيد؟ 

1(5                  2 (8                  3 (4               4 (1 

�انتيگرال معين  .100
4

2

4dxرا محاسبه كنيد؟ 

1(12              2( 16                3 (15             4 (17 

�انتيگرال  .101 ���
3

2

2

3

22 xdxxdxبا هم چي رابطه دارد؟ 

 ) هيچكدام4     ) هر دو   3) مساوي نيست    2       )مساوي  1

�انتيگرال معين  .102
3

3

23 dxx را حساب كنيد؟ 

1(2               2 (3                     3 (5              4 (0 

� انتيگرال معين .103 �� �
1

0

234 xرا حساب كنيد؟ 

1(2               2 (7                    3 (5              4 (6 

�انتيگرال معين  .104 �� �
3

0

2 1 dxxرا حساب كنيد؟ 

1 (7               2 (5                 3 (6                 4 (8 

�اگر انتيگرال  .105 �
10

0

17)( dxxfو� �
8

0

12)( dxxf باشند قيمتdxxf�
10

8

 را حساب كنيد؟)(
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

1 (12             2 (7                  3 (5                4 (9 

�رابطه  .106 �((�
b

a

abMdxxfabm  را بنام چه ياد مي كنند؟)()()(

 قضيه تخميني انتيگرال )2) قضيه تطبيقي انتيگرال           1

 ) همه4) تطبيقات انتيگرال                   3

dxeانتيگرال  .107 x� �
1

0

2

 را طور تخميني حساب كنيد؟ 

 3.4و2.0) بين عدد 2                      3و 2) بين عدد 1

 9.8و7) بين عدد 4      3679.0و 1) بين عدد 3

)(2 تابع  .108 xxf 
را در انتروال �  در قضيه قيمت متوسط تابع عبارت اند از؟ Cدر نظر بگيريد درين صورت قيمت �4,1

1 (2          2 (3           3 (7�     4 (7 

�انتيگرال معين  .109 ��
�

�
1

1

3 2 dxxرا حساب كنيد؟ 

1 (
4
7

             2 (
3
5

              3 (
3
7

              4 (
2
9

 

�قيمت انتيگرال معين  .110
5

2

7 xdx را حساب كنيد؟ 

1 (
2

117
         2 (

7
118

        3 (
2

147
        4 (

7
149

 

�حاصل انتيگرال معين  .111
�

�
4

2

)( dxx آريد؟را بدست 

1 (7              2 (3               3 (8                4( 6� 

�قيمت انتيگرال معين  .112
3

1

xdxعبارت اند از؟ 

1( 
2
7

             2 (
3

13
            3 (

2
15

           4 (
3

14
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

�حاصل انتيگرال معين  .113
�

2

2

3xdxكدام اند؟ 

1(
2
7

              2 (
3

13
            3 (

2
15

          4 (
3

14
 

�قيمت انتيگرال معين  .114 #
%
!

"
$
 �

2

1

43

2
1 xxرا دريابيد؟ 

1 (
9

18
           2 (

3
13

            3 (
2

15
           4 (

3
14

 

�dxxxحاصل انتيگرال معين  .115
�

#
%
!

"
$
 �

4

4

42

8
 را بدست آريد؟12

1 (
2

213
         2 (

4
517

      3 (
5

512
        4 (

5
714

 

�قيمت انتيگرال معين  .116
�

4

1

)( dxxf را در انتروال
 �دريابيد اگر  ��4,1
�

�
1

1

5)( dxxfو� ��
4

1

2)( dxxf :باشد 

1 (7                2 (5                   3 (8                    4 (3 

xxfتابع  .117 
را در انتروال  )(�  را در قضيه متوسط دريابيد؟ cدر نظر گرفته و از آن قيمت  �2,0

1 (7            2 (3                 3 (2                    4 (7 

�حاصل انتيگرال معين  .118 �� �

2

1
253

'

x
d

 را حساب كنيد؟ 

1 (2              2 (1                   3 (5                     4 (3 

�انتيگرال معين  .119 � dxxx� �
1

0

532  كنيد؟را حساب 21

1 (
7
1

           2 (
8
1

                  3 (
9
1

                     4 (
14
1

 

�انتيگرال معين  .120 �dxxx� �
1

0

52  را محاسبه كنيد؟21

www.riazisara.ir

���������	
��
�	�
��	��



 

103 
 
 

 خورانتيگرال  صميم رنجبرانجينير  –امپراتور كانكور كميته 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

1 (2.20      2 (3.19           3 (4.17              4 (5.18 

�قيمت انتيگرال معين  .121 �
2

0

34 dxx را بدست آريد؟ 

1 (
3

201
          2 (26            3 (

7
205

          4 (
9

304
 

�قيمت انتيگرال معين  .122 �

5

0
2 10x
xdx

 عبار اند از؟ 

1 (
2

10ln
2
35ln

�              2 (
2
5.3ln 

3 (
3
7

2
5ln  درست است اند 2و 1) 4                         �

�انتيگرال معين  .123 �
1

0

dxxe x را حساب كنيد؟ 

1(2
 

              2 (5                 3 (6               4 (1� 

�انتيگرال معين  .124 �
2

0

2cos

'

xdxx را دريابيد؟ 

1(
4
1

 
              2 (

3
1

               3 (
2
1

�        4 (
8
1

 

�قيمت انتيگرال معين  .125 �
2

1

1dxxx كدام اند؟ 

1(
15

16244 �

 
                 2 (122 � 

3(1327 �
 

                     4(578 �
 

 

�حاصل انتيگرال معين  .126
1

0

dxxe x كدام اند؟ 

1(0
 

              2 (1�            3 (1              4 (2e 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

�حاصل انتيگرال معين  .127 �

4

0
21

1
'

dx
x

 عبارت اند از؟ 

1 (0               2 (1                3 (
6
'

                4 (2 

�حاصل انتيگرال معين  .128
�

��
�

��
� �

4

4

42

8
12 xx عبارت اند از؟ 

 )  هيچكدام4          13.34) 3       2.32) 2     33.85) 1

�حاصل انتيگرال معين  .129
4

2
2

1 dx
x

 را بدست آريد؟ 

1 (
3
1

             2 (
8
1

              3 (
4
1

                   4 (
3
2

 

�انتيگرال معين  .130
3

0

4dx را حساب كنيد؟ 

1 (11           2 (12             3 (15                 4 (5 

�حاصل انتيگرال معين  .131
3

1

dxx را دريابيد؟ 

1 (32  2 (
3

236 �
  3 (

4
337 �

4(
4

828 �

 
 

�انتيگرال معين  .132 � dxxx� �
2

1

 را دريابيد؟ 52

1 (
2

17
          2 (

4
13

          3(
6
49

�
 

         4(
5
7

 
 

�انتيگرال معين  .133
6

6

2cos
1

'

'

dx
x را حساب كنيد؟ 

1 (2             2 (0             3 (5                  4 (6 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

dxxxانتيگرال معين  .134
�
�

�
�

�
�
�

�
�

0

2

23

34
 را حساب كنيد؟

1 (
6
1

               2 (
9
1

�               3(
3
2

 
                 4(

3
7

 
 

�انتيگرال معين  .135 �dxxx� �
3

0

 را حساب كنيد؟23

1(
12
121

 
           2(

12
271

 
             3(

141
1218

 
        4(

11
12

 
 

�قيمت انتيگرال معين  .136
�

��
�

��
� ���

2

2

23 43
2
1 xxx را دريابيد؟ 

1(
2

57

 
            2 (

3
56

                3(
4

58

 
              4 (27 

�انتيگرال معين  .137
'

0

sin xdx را حساب كنيد؟ 

1(1�
 

             2 (0                    3 (4                4 (2 

�انتيگرال معين  .138
2

1

2dxxرا بدست آريد؟ 

1 (
9
7

                2 (
3
7

                  3 (
9
2

               4 (
10
3

 

 مساحت محصور شده انتيگرال زير را با استفاده از شكل حساب كنيد؟ .139

 

1 (11               2 (13                 3 (12              4 (17 

�انتيگرال معين  .140 �

2

0
2)2( ts

dt
 را بدست آريد؟
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

1(
2
1

 
            2 (

3
2

�            3 (
5
3

                4 (
3
7

 

�انتيگرال معين  .141 �
2

0

22 9 dxxx.را حساب كنيد 

1 (
8
53

          2 (
9

52
              3 (

7
56

            4 (
4

58
 

�انتيگرال معين  .142 �� �
1

0

321 xdxxرا حساب كنيد؟ 

1 (
3
1

             2 (
5
2

                3 (
7
5

               4 (
8
1

 

�انتيگرال معين  .143
'

0

cossin dxxعبارت اند از؟ 

1 (2              2 (3                3 (1                 4 (0 

�حاصل انتيگرال معين  .144
'2

0

3cos xdxxرا حساب كنيد؟ 

1 (2             2 (5                 3 (3                4 (0 

�انتيگرال معين  .145
�

1

1

2 dxe xرا دريافت كنيد؟ 

1 (731.1     2 (118.2       3 (627.3
    

 ) هيچكدام4

�قيمت انتيگرال معين  .146
2

1

2ln2 dxxx را دريابيد؟ 

1 (213.1     2 (545.2      3 (73.1         4 (48.2 

�حاصل انتيگرال معين  .147 �

2

1
42

4 dx
e xكدام اند؟ 

1 (31 e�    2 (222 e�   3 (21 e�     4 (41 e� 
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 0796901314جاده مخابرات هرات  –پيشتاز علوم مركزآموزشي 

جبر
م رن

صمي
اد 

است
 

dtمشتق  .148
t

x

�
�

�

1

2
2

2

1
1

 را بيابيد؟

1 (� � 11
2

22 ��x
x

               2 (� � 21
3

22 ��x
x

 

3 (� � 11
4

32 ��x
x

               4 (
32

5
�x
x

 

�مشتق  .149 �

t

t

dx
x

cos

sin
24

1
 كدام اند؟

1 (
tsin8

1tan1
�

�                 2 (
t
t

t
t

cos4
sec

sin
cos

�
� 

3(
t

t
t

t
22 sin4

cos
cos4

sin
�

�
� 

 ) هيچكدام4 

dyمشتق  .150
y
ytf

t

�
� �

�
'

21
cos)(را دريابيد؟ 

1 (
21

cos
t
t

�
    2 (

21
sin
t
y

�
 3 (

y
y
2cos1

cos
�

   4 (
y

y
2sin1

sin
�

 

�مشتق  .151
� �

�
t

dy
y
yxf

'
21

cos)( را دريابيد؟ 
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xxyگراف تابع  .155 33  يك سطح را محصور نموده است  مساحت اين سطح را حساب كنيد؟xبا محور  ��
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