
 
 

 
  

 معادله صفحه 
 .كنيم براي نوشتن معادله صفحه از خصوصيات بردار استفاده مي

A(xي  كه از نقطهرا اي  ي صفحه معادله , y , z nگذشته و بر بردار  ( (a , b , c)= آوريم دست مي صورت زير به عمود است به. 
B(xي  نقطه , y , z) ي  در صفحهP  قرار دارد هرگاهAB n⊥ باشد. 

AB (x x , y y , z z )= − − − 
n (a,b,c)= 

ABمعادله صفحه  n AB . n a (x x ) b(y y ) c(z z )⊥ ⇒ = ⇒ − + − + − = 
 

)Aي  بنويسيد كه از نقطهرا اي  ي صفحه معادله :مسئله , , )−1 1 nعبور كرده و بر بردار  2 ( , , )= 2 3  .عمود باشد 4
  :حل راه

a (x x ) b(y y ) c(z z ) (x ) (y ) (z ) x y x− + − + − = ⇒ − + + + − = ⇒ + + − =2 1 3 1 4 2 2 3 4 7  

به بردار عمود . (باشيم ست يك نقطه از صفحه و بردار عمود بر صفحه را داشتها چه كه گفته شد براي نوشتن معادله صفحه كافي با توجه به آن :تذكر
 .)گويند مال ميبر صفحه بردار نر

 

)Mي  اگر نقطه :مسئله , , )−1 2 )Nي  تصوير قائم نقطه 3 , , )1 1  .را بنويسيد Pي  گاه معادله صفحه باشد، آن Pبر صفحه  2
 .باشد ي صفحه مي نقطه Mي  بردار نرمال صفحه و نقطه MNبا توجه به شكل  :حل راه

MN ( , , )= − −2 1 1 و نرمال   M ( , , )−1 2 3  نقطه 
a (x x ) b(y y ) c(z z )− + − + − =  
(x ) (y ) (z )+ − − − − =2 1 1 2 1 3  
x y z− − + =2 7  

)Aنقاط  :مسئله , , )−1 )Bو  1 , , )3 1  .را بنويسيد ABي عمودمنصف  ي صفحه معادله .مفروضند 2
 .باشد ي صفحه مي نقطه ABوسط  Mي  بردار نرمال صفحه است و نقطه ABبردار  :حل راه

a (x x ) b(y y ) c(z z )AB ( , , )
(x ) (y ) (z ) x y zM ( , , )

− + − + − == ⇒
− + − + − = ⇒ + + − ==

2 2 2
2 2 2 2 1 32 1  

 
 
 

)ي  تصوير نقطه :تست , , )1 3 )ي  يك از صفحات زير نقطه بر كدام 4 , , )−1 4  است؟ 3
1 (x y z+ − + =2 1 2 (x y z− + + =2 3 3 (x y z+ − + =2 2 4 4 (x y z− + =2 3 

)Aاگر  :راه حل , , )1 3 )Bو  4 , , )−1 4  .باشد اي از صفحه فوق مي نقطه Bبردار نرمال صفحه است و  ABگاه  آن ،3
n AB ( , , ) (x ) (y ) (z )= = − − ⇒ − + + − − − =2 1 1 2 1 1 4 1 3 

x y z⇒− + − − =2 3 
 . درست است 2ي  پس گزينه
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)Aي گذرنده از نقاط  ي صفحه معادله :مسئله , , )1 1 )Bو  2 , , )−1 )Cو  1 , , )2  .دست آوريد را به 1
 .ي صفحه است باشد و يكي از اين سه نقطه، نقطه بردار نرمال صفحه مي ACو  ABضرب خارجي بردارهاي  با توجه به شكل حاصل :حل راه

i j k
AB ( , , ) n AB AC i j k
AC ( , , )

= − − −
⇒ = × = − − − = − +

= − −

1 2 1 1 2 1 4 3 2
1 2 1 2

 

a (x x ) b(y y ) c(z z )− + − + − =  
(x ) (y ) (z ) x y z− − − + − = ⇒ − + − =4 1 3 1 2 2 4 3 2 5  

)Aي  بنويسيد كه از نقطهرا اي  ي صفحه معادله :مسئله , , )−1 1 vگذشـته و بـا بردارهـاي     2 ( , , )−1 2 vو  1 ( , , )−2 1 2 1 
 .موازي باشند

 .بردار نرمال صفحه است v2و  v1ضرب خارجي بردارهاي  حاصل :حل راه
i j k

n v v i j k= × = − = − − −
−

1 2 2 1 2 3
1 2 1

 

a (x x ) b(y y ) c(z z )− + − + − =  
(x ) (y ) (z )− + − − − − =1 1 2 1 3 2  

x y z− − − + =2 3 7  

)vبنويسيد كه با بردار را اي  ي صفحه معادله :مسئله , , )−1 2 هـا بـه    yواقـع بـر محـور     Aي  ها موازي باشد و از نقطهxو محور  1
 .عبور نمايد 2عرض 
)Aها بردار نرمال صفحه مطلوب است و  xدار واحد محور بر iو  vحاصلضرب خارجي بردارهاي  :راه حل , ,  .اي از صفحه است نقطه 2(

i j k
n v i j k= × = − = −1 2 1 2

1
 

a (x x ) b(y y ) c(z z ) (y ) (z ) y z− + − + − = ⇒ − − − = ⇒ − =1 2 2 2 2  

 .ها عمود باشدzر محور ب ها،zروي محور  3اي به ارتفاع  بنويسيد كه در نقطه را اي ي صفحه معادله :مسئله
kبردار  :حل راه ( , , )Aي  ها بردار نرمال صفحه است و نقطهzبردار واحد محور  1( , ,  .اي از صفحه است نقطه 3(

a (x x ) b(y y ) c(z z )− + − + − =  
(z )− =1 3  
z = 3  معادله صفحه مطلوب  

Pي  فصل مشترك دو صفحه :تست : ax by z+ − + Pو  2= ' : bx y az− + = )ي  ز نقطها 2 , , )1 2 a) .گذرد مي 3 b)−5 كدام است؟ 
1 (8 2 (8- 3 (6 4 (6- 

Aي  نقطه :حلراه  ( , , )= 1 2  .كند در هر دو صفحه صدق مي 3
aA P a b a b (a b)

A P b a a b b

⎧ =∈ ⇒ + − + = + = ⎪⎫ ⎧⇒ ⇒ ⇒ − =⎬ ⎨ ⎨′∈ ⇒ − + = + =⎭ ⎩ = −⎪
⎩

7
2 3 2 2 1 5 5 82 3 2 3 4 1

5
 

 .درست است 1بنابراين گزينه 
 .تر كنيم به معادله زير خواهيم رسيد ي صفحه را ساده اگر معادله :تذكر

a (x x ) b(y y ) c(z z )− + − + − =  

d

ax by cz ( ax by cz )+ + + − − − =  

ax by cz d+ + + =  

 .معادله يك صفحه است R3بعدي  ي اول در فضاي سه پس هر معادله درجه

v1

v2
n

P
A

CA
BP

n



60 

 :وضعيت دو صفحه نسبت به يكديگر 
Pدر مورد صفحات  : ax by cz d+ + + Pو  = : a x b y c z d′ ′ ′ ′ ′+ + +  .خصوصيات زير برقرار است =

 .باشد مختصات بردار نرمال مي zو  yو  xضرايب  -1
 .ها موازي باشند دو صفحه موازيند هرگاه بردارهاي نرمال آن -2
a) شرط غير صفر بودن مختصات نرمال به(  b cP || P n || n

a b c
′ ′⇔ ⇔ = =′ ′ ′. 

 .صدق كند ′Pدر  Pاه دو صفحه موازي بوده و يك نقطه از دو صفحه برهم منطبق هستند، هرگ -3
 a b c d

a b c d⇔ = = =′ ′ ′ Pباشد و  ′Pدر  Pيك نقطه از  ′ P n || n′ ′≡ ⇔. 
Pها برهم عمود باشد  مودند هرگاه بردارهاي نرمال آندو صفحه بر هم ع -4 P n n′ ′⊥ ⇔ ⊥. 

 

 .ها را تعيين كنيد بردار نرمال آن از هر صفحه دو نقطه مشخص كرده، :مسئله
الف(   x y z2 3− + = ب(    ,  x z+ = 5 پ(    ,   z = −2  

 :حل هرا
)n       )      الف , , ) , A ( , , ) , B( , , )−2 1 1 3 1 1 
n)            ب ( , , ) , A ( , , ) , B( , , )1 1 2 3 3 2 2 
n      )    پ ( , , ) , A ( , , ) , B( , , )− −1 2 5 7 2 

 .yنه خود  ،فر استص yتواند بگيرد زيرا ضريب  هر مقدار حقيقي مي yتوجه كنيد در مورد ب متغير 
 .توانند بگيرند هر مقدار حقيقي مي yو  x هايدرضمن در مورد پ متغير

 

)Aي  اي بنويسيد كه از نقطه ي صفحه معادله :مسئله , , )−1 xعبور كرده و با صفحه  2 y− =2  .موازي باشد 7
nبردار نرمال اين صفحه بردار  :حل راه ( , , )−2  .باشد مي 1

a (x x ) b(y y ) c(z z ) (x ) (y ) x y− + − + − = ⇒ − − + = ⇒ − − =2 1 1 2 2 4  

M(xاگر نقطه  :تست , y,z) ي  روي صفحهx y z− + =2 2 xگاه مينيمم عبارت  آن ،باشد 3 y z x y+ + − − −2 2 2 2 4  كدام است؟ 4
1 (8 2 (8- 3 (10 4 (10- 

 .نويسيم عبارت فوق را به صورت زير مي :راه حل
x y z x y (x x) (y y) z+ + − − − = − + − + −2 2 2 2 2 22 4 4 2 4 4  

(x ) (y ) z (x ) (y ) z= − − + − − + − = − + − + −2 2 2 2 2 21 1 2 4 4 1 2 9  

x)ست مينيمم ا بنابراين كافي ) (y ) z− + − +2 2 21  .را بدست آوريم 2
a(xبردارهاي  , y ,z)− −1 )bو  2 , , )−2 1  :شوارتز داريم -با توجه به نامساوي كوشي  .گيريم را در نظر مي 2

| a.b | | a || b | | (x ) (y ) z | (x ) (y ) z≤ ⇒ − − − + ≤ − + − + + +2 2 22 1 2 2 1 2 4 1 4  

| x y z | (x ) (y ) z (x ) (y ) z⇒ − + ≤ − + − + ⇒ ≤ − + − +2 2 2 2 2 22 2 3 1 2 3 3 1 2  

(x ) (y ) z⇒ ≤ − + − +2 2 21 1 2  

x)عبارت مينيمم پس  ) (y ) z− + − +2 2 21 xرات در نتيجه مينيمم عبا ،باشد برابر يك مي 2 y z x y+ + − − −2 2 2 2 4 −برابر  4 = −1 9 8 
 . درست است 2بنابراين گزينه . باشد مي

 
)Aي  اي بنويسيد كه از نقطه ي صفحه معادله :مسئله , , )−2 2 Pبر صفحات  گذشته، 3 : x y z− + =2 Qو  3 : x z− =2  .باشد عمود 5

 ،Qو  Pضـرب خـارجي بردارهـاي نرمـال      حاصلپس . ها نيز بر يكديگر عمود است اگر دو صفحه بر يكديگر عمود باشند، بردار نرمال آن :حل راه
 .ي مطلوب است بردار نرمال صفحه

P
P Q

Q

i j kn ( , , )
n n n i j kn ( , , )

= −
⇒ = × = − = + += −

−

1 2 1 1 2 1 2 3 42 1 2 1
 

a (x x ) b(y y ) c(z z ) (x ) (y ) (z ) x y z− + − + − = ⇒ − + + + − = ⇒ + + − =2 2 3 2 4 3 2 3 4 10  
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Aي  اي بنويسيد كه از دو نقطه ي صفحه معادله :مسئله ( , , )= −1 2 Bو  1 ( , , )= 3 Pي  بر صـفحه  عبور كرده، 1 : x y z− − =2 5 
 .عمود باشد

 .بردار نرمال صفحه مطلوب است ،Pي  هدر بردار نرمال صفح ABضرب خارجي بردار  حاصل :حل راه

P
P

i j k
AB ( , , ) n AB n i j k
n ( , , )

= − ⇒ = × = − = + −
= − − − −

1 1 2 1 1 2 32 1 1 2 1 1
 

a (x x ) b(y y ) c(z z )− + − + − =  
(x ) (y ) (z ) x y z− + − − + = ⇒ + − − =1 1 3 2 1 1 3 8  

xنقاط تلاقي صفحه  :مسئله y+ =2  گيريد؟ اي مي چه نتيجه. دست آوريد را با محورهاي مختصات به 4
 :راه حل

ها x برخورد با محور   y , z x x A( , , )=⎯⎯⎯⎯→ = ⇒ = ⇒2 4 2 2  
ها y برخورد با محور   x , z y B( , , )=⎯⎯⎯⎯→ = ⇒4 4  

ها z برخورد با محور   x , y=⎯⎯⎯⎯→ = 4  غيرممكن   
 .ها موازي استzها برخورد ندارد، پس اين صفحه با محور zي فوق با محور  بنابراين صفحه

 .باشد صورت زير مي خاص به  ي چند صفحه معادله :نتيجه
axي  صفحه -1 by cz+ + dدر اين صفحه . (گذرد از مبدأ مختصات مي =  .)باشد مي =
axي  هصفح -2 by d+ +  .)وجود ندارد zدر اين صفحه متغير . (باشد ها ميzموازي محور  =
axي  صفحه -3 cz d+ +  .)وجود ندارد yدر اين صفحه متغير . (باشد ها ميyموازي محور  =
byي  صفحه -4 cz d+ +  .)وجود ندارد xدر اين صفحه متغير . (باشد ها ميxموازي محور  =
axي  صفحه -5 by+ bxيا  = ya+ xيا  = my+ )اي بـا مختصـات    زيـرا هـر نقطـه   ( .باشـد  هـا مـي  zشامل محور  = , , z)  در

 )كند ي آن صدق مي معادله
axي  صفحه -6 d+ عبارتي اين صفحه  باشد، به مي yozي  پس موازي صفحه. باشد ها ميzها و هم موازي با محور  yهم موازي با محور  =

 .ها عمود استxبر محور 
)Aي  بنويسيد كه از دو نقطهرا اي  ي صفحه معادله :مسئله , , )−1 1 )Bو  2 , , )1  .ها موازي باشدxبا محور  ده،عبور كر 1

و  ABزيرا بردار نرمال صفحه مطلوب بايد هـم بـر   . باشد ي مطلوب مي بردار نرمال صفحه iو  ABضرب خارجي بردارهاي  حاصل :حل اول راه
 .عمود باشد i هم بر

i j k
AB ( , , ) n AB i j k
i ( , , )

= − ⇒ = × = − = +
=

1 2 1 1 2 1 21 1
 

a (x x ) b(y y ) c(z z ) (y ) (z ) y z− + − + − = ⇒ − + − = ⇒ + =1 1 2 1 2 3  

byها به فرم كلي xي موازي با محور  ي صفحه معادله :حل دوم راه cz d+ +  .باشد مي =
A b c d d dc , bB b c d

 صـــفحه
 صـــفحه

∈ ⇒ − + + = ⎫ ⇒ = − = −⎬∈ ⇒ + + = ⎭

2 2
3 3  

 .دهيم ا در معادله صفحه قرار مياين مقادير ر
ddd y z d y z

 در
ــم   ــي كني ــرب م  ض

−
− − + = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ + =

32 2 33 3  

)Aطوري كه  به ABخط  صفحه عمودمنصف پاره :مسئله , , )−2 1 )Bو  1 , , )−1 1 ام يـك از محورهـاي مختصـات    ، موازي با كد2
 باشد؟ مي
ABفحه بردار بردار نرمال اين ص :حـل  راه ( , , )= −3 صـفر   yزيرا ضـريب   ،وجود ندارد yي شامل  ي صفحه جمله باشد، پس در معادله مي 3

 .ها موازي استyي فوق با محور  است، پس صفحه
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 :ي نقطه از صفحه فاصله 
 nباشد و  مي Pي  اي دلخواه از صفحه نقطه Bكنيم كه در آن  ي زير استفاده مي از رابطه Pي  از صفحه Aي  ي نقطه دست آوردن فاصله اي بهبر

 .بردار نرمال صفحه است
P ي  تا صفحه  A فاصله   | AB. n |

| n |
=  

)Aي  ي نقطه فاصله :مثال  , , )1 2 Pي  از صفحه 3 : x y z− − =2  .دست آوريد را به 5
B P B ( , , ) AB ( , , ) , n ( , , )∈ ⇒ = ⇒ = − − = − −5 4 2 3 1 1 2  

فاصله  | AB . n | | |
| n |

+ += = = =
+ +

4 2 6 12 2 6
1 1 4 6

 

A(xي  ي نقطه ثابت كنيد فاصله :مسئله , y ,z Pي  از صفحه ( : ax by cz d+ + +  .آيد دست مي ي زير به از رابطه =

P تا صفحه  A فاصله   | ax by cz d |

a b c

+ + +
=

+ +2 2 2
 

)dBي  نقطه :حل راه , , )c− كنيم، داريم را از صفحه انتخاب مي: 
dAB ( x , y , z )
c

= − − − − و           n (a , b , c)=  

| ax by cz d | | ax by cz d || AB . n |
| n | a b c a b c

− − − − + + +
= =

+ + + +2 2 2 2 2 2
 Pي  تا صفحه Aفاصله = 

 .)ي بردار نرمال تقسيم كنيم اندازه حاصل را بهقطه را در معادله صفحه قرار داده، ت نتوجه كنيد در اين فرمول بايد مختصا(
 

xتا صفحه را ها zروي محور  3به ارتفاع  Aي  ي نقطه فاصله :مسئله y z− + =2  . دست آوريد به 1

تا صفحه  A فاصله   | ax by cz d | | |

a b c

+ + + − + −= = = =
+ ++ +2 2 2

3 1 62
31 4 1 6

 

)Aي  ي نقطه اگر فاصله :مسئله , m , )1 xاز صفحه  2 y z+ − =2  .دست آوريد را به mگاه  باشد، آن 6برابر  1
= :حل راه  تا صفحه Aفاصله  6

m m| m | | m |
m m
− = ⇒ =+ − − ⎧= ⇒ − = ⇒ ⎨ − = − ⇒ = −+ + ⎩

1 6 72 2 1 6 1 6 1 6 54 1 1
 

xاگر صفحات  :مسئله y z− − =2 xو  1 y z− − =2  .دست آوريد گاه حجم اين مكعب را به دو وجه يك مكعب باشند، آن 2
آوردن   دسـت  براي بـه . باشد ي بين اين دو صفحه برابر ضلع مكعب مي پس فاصله ها موازيند اين دو صفحه موازيند، زيرا بردارهاي نرمال آن :حـل  راه

 .دست آوريم ي بعدي به نقطه را تا صفحه ي آن فاصله ،ست يك نقطه از يكي از صفحات را انتخاب كردها ي موازي كافي ي بين اين دو صفحه فاصله
A∈ ي اول  صفحه  A( , , )⇒ −1  

ضلع مكعب= ي بين دو صفحه  فاصله= ي دوم  تا صفحه  A ي  فاصله  | |+ + −= =
+ +
1 2 1

4 1 1 6
 

حجم مكعب ( ) ( = ضــلع مكعــب ( = =3 31 1
6 6 6

 

xي موازي  ي دو صفحه فاصله :تست ay z+ + + =2 3 bxو  5 y z− − + =6 6 1  كدام است؟ 2

1 (2 2
2 2 (2 2

2 2 3 (2
2 2

 4 (2 2 

n||nn .ها موازيند دو صفحه موازيند پس بردارهاي نرمال آن :راه حل ( ,a, ) aa
bn (b, , ) b

′= =⎫ ⎧
⎯⎯⎯→ = = ⇒⎬ ⎨− −′ = − − = −⎭ ⎩

2 3 32 3
6 66 6 4 

xبنابراين معادله دو صفحه به صورت  y z+ + + =2 3 3 xو  5 y z− − − + =4 6 6 1  .باشد مي 2
A A ( , , ∋ صـــفحه اول( ⇒ = − 52 

 . درست است 1پس گزينه 
( )− − + + +

= = = =
+ +

54 1 22 2 22 2 2 2
21 6 3 6 3 6 8 8 2 2 2

 تا صفحه دوم Aفاصله = فاصله دو صفحه موازي  
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xاي با مختصات مثبت از صفحه   نقطه :مسئله y z+ + =2 1  .يك فاصله باشد ري كه از صفحات مختصات بهطو تعيين كنيد به 2
,A(xي  ي نقطـه  ي يك نقطه از صفحات مختصات قدرمطلق مختصات آن نقطه است، براي آن كه فاصله با توجه به آن كه فاصله :حـل  راه y,z) 

|: ي مختصات برابر باشد، بايد از سه صفحه x | | y | | z |= A(xي مطلوب مختصات مثبـت دارد،   طهحال چون نق. = , x , x)  ي  توانـد نقطـه   مـي
x)موردنظر باشد  )>. 

A∈ صفحه   x x x x x A( , , )⇒ + + = ⇒ = ⇒ = ⇒2 1 2 4 1 2 3 3 3 3  

Pي متقـاطع   مكان هندسي نقاطي از فضا را تعيين كنيد كه از دو صفحه :مسئله : ax by cz d+ + + Pو  = : a x b y c z d′ ′ ′ ′ ′+ + + = 
 .به يك فاصله باشند

M(xفرض كنيم  :حل راه , y , z) فاصله :  اي از مكان موردنظر باشد، داريم نقطه  M ي  تا صفحهP′  =فاصله  M ي  تا صفحهP 
| ax by cz d | | a x b y c z d | ax by cz d a x b y c z d

a b c a b c a b c a b c

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + + + + + + + +
= ⇒ = ±

′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + + + +2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
 

 .شود ها صفحه نيمساز گفته مي ايم كه به هركدام از آن در مسئله فوق به دو صفحه رسيده :تذكر
Pي مـوازي   مكـان هندسـي نقـاطي از فضـا كـه از دو صـفحه      شـود كـه    با روش مانند مسئله قبل ثابـت مـي   :نكته : ax by cz d+ + + و  =

P : ax by cz d′ ′+ + + dها به معادله  يك صفحه موازي آن ،به يك فاصله هستند = dax by cz ′++ + +  .باشد مي 2=
 

xي مكان هندسي نقاطي را تعيين كنيد كه از دو صفحه  معادله :مسئله y− = yو  1 z+  .ه يك فاصله باشندب =
 :حل راه

x y y z x y z| x y | | y z | | x y | | y z |
x y (y z) x z
− − = + ⇒ − − =− − + ⎧= ⇒ − − = + ⇒ ⎨ − − = − + ⇒ + =+ + ⎩

1 2 11 1 1 11 1 1 1
 

xاي پيدا كنيد كه از صفحات  ها نقطهzروي محور  :مسئله y− =2 xو  1 z−  .به يك فاصله باشند 2=
 :يك فاصله هستند، عبارتند ازي فوق به  مكان هندسي نقاطي كه از دو صفحه :حل راه

x z x y x y z ( )| x y || x z |
x z (x y ) x y z ( )
− = − − ⇒ + − = −− −− ⎧= ⇒ ⎨ − = − − − ⇒ − − =+ + ⎩

2 2 1 2 1 12 12
2 2 1 3 2 1 24 1 4 1

 

 .ها قطع دهيمzهر صفحه را با محور  كافي استحالا 
x , y( ) z z A ( , , از( =⎯⎯⎯⎯→ − = − ⇒ = ⇒1 1 1 1  
x , y( ) z z B( , , از( =⎯⎯⎯⎯→ − = ⇒ = − ⇒ −2 1 1 1  

 :ي بين دو صفحه زاويه 
 .ي بين بردارهاي نرمال دو صفحه را تعيين كنيم زاويه كافي استي بين دو صفحه  دست آوردن زاويه براي به

| :گاه داريم ي بين دو صفحه باشد، آن زاويه θباشند و  ′Pو  Pي  بردارهاي نرمال دو صفحه ′nو  nاگر  n . n |Cos
| n | | n |

′
θ= ′ 

xي بين دو صفحه  زاويه :مسئله y z+ − =2  .دست آوريد را به xOyي  و صفحه 7
nي اول  بردار نرمال صفحه :حل راه ( , , )−2 1 nي دوم  و بردار نرمال صفحه 1 ( , , )′  .باشد مي 1

| n . n | | |Cos
| n | | n |

′ + −θ = = = ⇒ θ = °′
1 1 6021 4

 

xاگر دو صفحه با معادلات  :مسـئله  z a− + − =2 axو  1 y z a+ − + + =2 2 گـاه   درجـه سـاخته باشـند آن    45ي  با هم زاويه 1
 .دست آوريد را به aمقدار 

 :حل راه
n ( , , ) | n . n | | a |Cos Cos
n (a , , ) | n | | n | a

′= − +⇒ θ = ⇒ =′ ′= − +2
1 1 2452 2 2 8

 

| a | a | a | a a a a a
a

+⇒ = ⇒ + = + ⇒ + = + + ⇒ = ⇒ =
+

2 2 2
2
21 8 2 8 4 4 4 4 1

2 2 8
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xي  حجم محدود بين صفحه :مسئله y z+ + =2 2  .دست آوريد با صفحات مختصات را به 4
گاه اين صفحه با صفحات مختصـات هـرم    باشند، آننقاط برخورد اين صفحه با محورهاي مختصات  Cو  Bو  Aمطابق شكل اگر نقاط  :حل راه

OABC كند را ايجاد مي. 
ها x برخورد صفحه با محور   Ay , z x⇒ = ⇒ = 2  
ها y برخورد صفحه با محور   Bx , z y⇒ = ⇒ = 4  
ها z برخورد صفحه با محور   Cx , y z⇒ = ⇒ = 2  

حجم هرم  A B C A B CSh ( x . x ) x x x x ( )= = = = × × =1 1 1 1 1 82 4 23 3 2 6 6 3  

xها از صفحه  معادله مكان هندسي نقاطي كه فاصله آن :تست z+ =  تواند باشد؟ كدام مي ،است 2برابر  2
1 (x z+ = 2 (x z+ = 2 3 (x z+ = 2 2 4 (x z+ = 3 

M(xفرض كنيم  :راه حل , y,z) اي از اين مكان باشد نقطه. 
x z x z| x z | | x z |
x z x z
+ − = ⇒ + =+ − ⎧= ⇒ = ⇒ + − = ⇒ ⎨ + − = − ⇒ + =⎩

2 2 422 2 2 2 2 22
 تا صفحه Mفاصله 

 . درست است 1پس گزينه 
 

Aي شامل نقاط  ي صفحه بت كنيد معادلهثا :مسئله (p, , )Bو  ( ,q , Cو  ( ( , , r) از عبارت است: 
yx z

p q r+ + = 1  

axي صفحه را  اگر معادله :حل راه by cz d+ + ,A(pفرض كنيم، چون  = , paروي صفحه است، داريم  ( d= پس ،da
p

بـه همـين   . =

db: ترتيب
q

dcو  =
r

 : در نتيجه. =
d d dx y z d x y z
p q r p q r

+ + = ⇒ + + =1 1 1 1 

ي مركـز   گاه فاصـله  سه يال مكعبي باشند، آن OCو  OBو  OAدر شكل زير اگر  :مسئله
بـه   Cو  A ،Bنقـاط  ( .دسـت آوريـد   را بـه  Cو  Bو  Aي گذرنده از نقاط  مكعب از صفحه

 )دارند 1طول، عرض و ارتفاع ترتيب 
 
 

Mي  در اين مكعب نقطه Oرأس مقابل به رأس  :حل راه ( , , )1 1 Gي  نقطه OMاست و وسط  1 ( , , )1 1 1
2 2  .مركز مكعب خواهد بود 2

C و   B و   A صفحه شامل   yx z x y z⇒ + + = ⇒ + + =1 11 1 1  

تا صفحه  G فاصله  
| || ax by cz d |

a b c

+ + −+ + +
= = = = =

+ ++ +2 2 2

1 1 1 11 32 2 2 2 1
61 1 1 3 2 3

 

axثابت كنيد فاصله دو صفحه موازي  :مسئله by cz d+ + + axو  = by cz d '+ + + |ي  از رابطه = d d ' |

a b c

−

+ +2 2 2
 .آيد دست مي هب 

 .دست آوريم هي ديگر را ب اي دلخواه از يك صفحه تا صفحه ي نقطه فاصله كافي استدست آوردن فاصله اين دو صفحه موازي  هبراي ب :راه حل
dA( , , )c⇒  ∋Aي اول  صفحه −

 | d d ' | | d d ' |

a b c a b c

+ − + −= =
+ + + +2 2 2 2 2 2

 تا صفحه دوم Aفاصله 

O B

Ax
y

C
z

A

C

BO

z

x
y
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 معادلات خط 
Pبنـابراين اگـر دو صـفحه    . باشد ي متقاطع يك خط مي فصل مشترك دو صفحه : ax by cz d+ + + Pو  = : a x b y c z d′ ′ ′ ′ ′+ + + = 

Rبعدي  گاه دستگاه زير معادله يك خط در فضاي سه متقاطع باشند، آن  .باشد مي 3
ax by cz dD :
a x b y c z d

+ + + =⎧
⎨ ′ ′ ′ ′+ + + =⎩

 

xعنوان مثال دستگاه  به yD :
x y
+ =⎧

⎨ − =⎩2
xDصورت  توان به وجود آمده است، دستگاه فوق را مي باشد كه از تلاقي دو صفحه به ي يك خط مي معادله  :

y
=⎧

⎨ =⎩
 

 .ها داراي طول و عرض برابر صفر هستندzباشد، زيرا نقاط روي محور  ها در فضا ميzحور ي م ي معادله كننده صورت مشخص نوشت كه در اين
  :ي خط روش ديگر براي نوشتن معادله

A(xي  از نقطه dاگر خط  , y ,z uبردار عبور كرده و با  ( (p,q , r) شـود   كه بردار هادي خط ناميده مي
B(xي متغير  گاه نقطه آن ،موازي باشد , y,z)  روي خطd كه  در صورتي ،قرار خواهد داشتAB || u باشد. 

AB (x x , y y , z z ) u (p , q , r)= − − − = 
 

 
و برعكس شـكل پـارامتري    .قرار دهيم tهريك از كسرها را برابر  كافي است ،راحتي قابل تبديل شدن به شكل پارامتري است توجه كنيد شكل متقارن خط به

دقت كنيد در شـكل متقـارن   . (دست آمده را با هم مساوي قرار دهيم و مقادير به كنيم را محاسبه tدر هر تساوي  كافي است ،شكل متقارن قابل تبديل است به
 .)ها بايد از شكل پارامتري استفاده كرد بودن يكي از آن درصورت صفر. كه مختصات بردار هادي خط هستند نبايد صفر باشد rو  qو  pيك از مقادير  هيچ
 .تواند بردار صفر باشد، زيرا بردار صفر راستا ندارد و موازي بودن خط با بردار صفر معني ندارد در معادله خط بردار هادي نمي :تذكر
ها مختصات بردار هادي خط مي باشد و در شكل پارامتري خط ضـرايب   تقسيم بر ضرايب آن zو  yو  xهاي  در شكل متقارن خط مخرج :تذكر

ضـرب خـارجي بردارهـاي نرمـال دو      در شكل تلاقـي دو صـفحه حاصـل    مختصات بردار هادي خط است و zو  yو  xپارامتر تقسيم بر ضرايب 
 .صفحه، مختصات بردار هادي خط است

 .دست آورده درضمن از هر خط يك نقطه مثال بزنيد بردار هادي هر خط را به :مثال 
x y x yx) y z ) )

x zz

−⎧ = − =⎪ ⎧− = + = ⎨ ⎨ + =⎩=⎪⎩

1 12 21 1 4 73 21
 

x y xx z) y ) )z z

+ =⎧ =⎪ ⎧− += − = ⎨ ⎨= =⎩⎪⎩

1 22 1 1 32 1 5 815 2 32
 

x t
x y z x yt) y ) )
x y x y

z

= −⎧
⎪ + − = + =⎧ ⎧+=⎨ ⎨ ⎨− = − =⎩ ⎩⎪

= −⎩

1
1 113 2 6 93 2 3

1
 

uپس بردار . است  معادله متقارن خط داده شده) 1(ر قسمت د :حل راه ( , , )3 1 درضمن هريك از عبارات را مساوي صـفر  . بردار هادي خط است 1
 .دست آيد دهيم تا يك نقطه از خط به قرار مي

x x

y y A( , , )
z

− ⎫= ⇒ = ⎪⎪+ = ⇒ = − ⇒ −⎬
⎪=
⎪⎭

2 23
1 1 2 1  

 .دست آورد يگري از خط بهتوان نقاط د با مساوي قرار هر عبارت با يك عدد حقيقي مي

x p t x
AB t u y q t y

z r t z

= +⎧
⎪= ⇒ = +⎨
⎪ = +⎩

x x y y z z
p q r
− − −

= =

AB || u

ــط ــارامتري خ ــكل پ ش

ــط ــارن خ ــكل متق ش

B d
U

A
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 .ي متقارن خط داده شده است معادله) 2(
u ( , , )− 25 12 3  بردار هادي   
x x

y y A( , , )
z z

− ⎫= ⇒ = ⎪⎪− = ⇒ = ⇒ −⎬
⎪+ = ⇒ = − ⎪⎭

2 1 1
5 2 1 11 1 12 31 3 1
2 3

 

uپس بردار . ي پارامتري خط داده شده است معادله) 3( ( , , )11 را يك عدد حقيقي انتخاب كنـيم   t كافي استدرضمن . بردار هادي خط است 6
 .دست آيد تا يك نقطه از خط به

x

t y A( , , )

z

=⎧
⎪

= ⇒ = ⇒ −⎨
⎪

= −⎩

1 11 13 3
1

 

zدر قسمت . صورت پارامتري است صورت متقارن و قسمت ديگر آن به ي خط به مورد قسمتي از معادله در اين) 4( = پـس  . وجود نـدارد  tپارامتر  1
r uبنابراين بردار هادي خط  = ( , , )2  .باشد مي 1

x x

y A( , , )
z

− ⎫= ⇒ =
⎪⎪= ⇒⎬
⎪=
⎪⎭

1 12
1 1

1
اي از خط    نقطه  

صورت  ي خط را به ابتدا معادله) 5(
x y

z

= −⎧⎪
⎨ =⎪⎩

1
1
2

uگيريم،  نويسيم همانند قسمت قبل نتيجه مي مي  ( , , )−1 ي  بردار هادي خط اسـت و نقطـه   1

A( , , )11  .باشد اي از خط مي نقطه 2
 .است صورت تلاقي دو صفحه داده شده جا معادله خط به در اين) 6(

 .ضرب خارجي بردارهاي نرمال دو صفحه بردار هادي خط است بنابراين حاصل
i j k

u n n i j k′= × = − = − − −
−

1 1 1 2 3
2 1

 

 .آوريم دست مي دو متغير ديگر را از دستگاه حاصل به ،را عددي ثابت گرفته zيا  yيا  xبراي پيدا كردن يك نقطه از خط مقدار 
y zx z A( , , )
y y

+ − =⎧= ⇒ ⇒ = − ⇒ −⎨ − = ⇒ =⎩

1 1 1  

 .كرد توان عمل ي قبل مي همانند نمونه) 7(
i j k

u n n i j k′= × = − = − − +1 1
1 1

 

y yx A( , , )
z z

− = ⇒ = −⎧= ⇒ ⇒ −⎨ + = ⇒ =⎩

1 1 1 22 2  

 ،ي خط وجود ندارد ادلهدر مع yمقادير ثابتي دارند و چون متغير  zو  xولي اگر توجه كنيد  .باشد صورت تلاقي دو صفحه مي ي اين خط هم به معادله) 8(

صورت  توان به ي خط فوق را مي عبارتي معادله به .تواند بگيرد هر عدد حقيقي مي yگيريم  نتيجه مي
x

D : y t
z

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

2

3
uپـس  . نمايش داد  ( , , بـردار   1(

)Aي  هادي خط است و نقطه , , )2 1 )A مسلماً. (اي از خط است نقطه 3 , t , )2  .)باشند هاي خط فوق مي نقطه ،باشد هر عدد حقيقي مي tكه  ،3

xصـورت   تـوان بـه   ي داده شده را مي معادله) 9(
y
=⎧

⎨ = −⎩

2
 ـ  ي قبـل معادلـه   نوشـت و هماننـد نمونـه    1 صـورت   هي فـوق را ب

x
y
z t

=⎧
⎪ = −⎨
⎪ =⎩

2
نوشـت، پـس    1

u ( , , )Aي  هادي خط بوده و نقطهبردار 1( , , )−2 1  .باشد اي از اين خط مي نقطه 1
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)Aي  ي خطي بنويسيد كه از نقطه معادله :مسئله , , )1 2 uبا بردار عبور كرده،  1 ( , , )−5 3  .موازي باشد 2
 .كنيم جايي كه مختصات بردار هادي خط غيرصفر است از شكل متقارن خط استفاده مي از آن. باشد بردار هادي خط مي uي خط و  نقطه A :حل راه

x x y y z z yx zD : D :p q r
− − − −− −= = ⇒ = =

−
21 1

5 3 2  

)Aگذرنده از نقاط ي خط  معادله :مسئله , , )−1 )Bو  1 , , )1 2  .را بنويسيد 1
 .باشد اي از خط مي نقطه Bو  Aي  بردار هادي خط است و يكي از دو نقطه ABبردار  :حل راه

x x y y z z yx zAB ( , , )
p q r
− − − −+ −= ⇒ = = ⇒ = =

112 1 1 2 1 1  

)Aي خطي بنويسيد كه از نقطه  معادله :مسئله , , )−2 1 xگذشته و بر صفحه  3 y z+ + =3  .عمود باشد 7
 .باشد بردار نرمال صفحه بردار هادي خط مطلوب مي :حل راه

x x y y z z yx zu n ( , , )
p q r
− − − +− −= = ⇒ = = ⇒ = =

12 33 1 1 3 1 1  

)Aي  خط گذرنده از دو نقطه :تست , , )−1 2 )Bو  1 , , )−2 1  گذرد؟ يك از نقاط زير مي از كدام 1
1 (( , , )−4 3 2 (( , , )−5 3 3 (( , , )−5 2 4 (( , , )−4 2 

 .باشد اي از خط مي نقطه Bو  Aهادي اين خط است و يكي از نقاط بردار  ABبردار  :راه حل
yx zu AB ( , , ) −+ −= = − − ⇒ = =
− −
21 13 1 2 3 1 2  

)ها تنها نقطه  بين نقاط موجود در گزينه , , )−5  . درست است 2پس گزينه . كند در اين خط صدق مي 3
 

)Aي  ي خطي بنويسيد كه از نقطه معادله :مسئله , , )−1 xعبور كرده و با صفحات  1 y− xو  = y z+ + =2  .موازي باشد 7
 .باشد ضرب خارجي بردارهاي نرمال دو صفحه بردار هادي خط موردنظر مي حاصل :حل راه

i j k
u n n i j k′= × = − = − − +1 1 3

2 1 1
 

x x y y z z yx z
p q r
− − − −− += = ⇒ = =

− −
1 1
1 1 3  

Pمشترك صفحات ي فصل  معادله :مسئله : x y− = Pو  2 : x z′ + =  .دست آوريد را به 1
 .ضرب خارجي بردارهاي نرمال دو صفحه بردار هادي فصل مشترك است حاصل :حل اول راه

i j k
u n n i j k′= × = − = − − +1 1

1 1
 

z zx A( , , )
y y

+ = ⇒ =⎧= ⇒ ⇒ −⎨ + − = ⇒ = −⎩

1 1 2 12 2 اي از فصل مشترك  نقطه  
x x y y z z y zx

p q r
− − − + −−= = ⇒ = =

− −
2 1

1 1 1  

 آوريم دست مي به tدو متغير ديگر را برحسب  و دهيم قرار مي tرا برابر  zيا  yيا  x :حل دوم راه
x t

t y y tx t D : y t
t z z t z t

=⎧− = ⇒ = − ⎪⎧= ⇒ ⇒ = −⎨ ⎨+ = ⇒ = −⎩ ⎪ = −⎩

2 2 21 1 1
 

 .ايم دست آورده صورت شكل پارامتري خط را به به اين
 :حل سوم راه

x y x y x y z
x z x z
− = ⇒ = +⎧ ⇒ = + = −⎨ + = ⇒ = −⎩

2 2 2 11 1 www.riazisara.ir فصل مشترك دو صفحه    
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xخط  :مسئله zy− −= =
−

1 1
12

 سازد؟ اي مي ها چه زاويهyبا محور  

 .دست آوريم ها را بهyمحور يكه بردار  ،jبا بردار  ي بين بردار هادي خط زاويه كافي است :حل راه
u . ju( , , ) Cos

| u | | j |j( , , )
⇒ θ = = = ⇒θ =

×
2 1 1 1 1 6021 4 1

 

)Aي ثابت  نقطه دو :تسـت  , , )1 )Bو  1 , , )1 گـاه مكـان    ختصـات باشـد آن  مبـدأ م  Oاگر . گيريم را در نظر مي Mي متغير  و نقطه 1
OMي  كه در رابطه Mي  هندسي نقطه OA OM OB× =  كند، كدام است؟ صدق مي ×

yخط ) 1 z+ xو  =  ها zمحور ) 2  =
yصفحه ) xy  4صفحه ) 3 z+ = 

ABبا توجه به رابطه  :راه حل OB OA=  :داريم −
OM OA OM OB OM OA OM OB o OM (OA OB) o OM BA o× = × ⇒ × − × = ⇒ × − = ⇒ × =  

OM)صفر است پس اين دو بردار موازيند  BAو  OMضرب خارجي دو بردار غير صفر  حاصل || BA).  بنابراينM  روي خطي است كه از مبدأ
 .موازي است BAه و با بردار مختصات گذشت

x xu BA ( , , ) M : y z y z
ــا ــي  ي ــان هندس  مك

=⎧ =⎪ ⎧= = − ⇒ −⎨ ⎨− + == ⎩⎪ −⎩
1 1

1 1
 

 .ت استدرس 1بنابراين گزينه 
 :وضعيت دو خط نسبت به يكديگر

 .بط زير برقرار استروا ′uو  uبا بردارهاي هادي  ′dو  dبين دو خط 
الف(  d || d u || u′ ′⇔  

dصدق كند و ′dدر  dيك نقطه از ) معناي انطباق است به ≡علامت ( d u || u′ ′≡  ب( ⇔
پ(  d d u u′ ′⊥ ⇔ ⊥  

ت.    (ي بين دو خط باشد زاويه  θ اگر   | u . u |Cos
| u || u |

′
⇒ θ = ′  

.صورت كسر در قدرمطلق قرار دارد تا زاويه كوچك تر بين دو خط بدست آيد  

xDنشان دهيد دو خط  :مسئله : y z− = + =1 و  12
x t

D' : y t
z t

= −⎧
⎪ = −⎨
⎪ = −⎩

2 1
2
1

 .بر هم منطبق هستند 

uبردار  Dبردار هادي خط  :حل راه ( , , )2 1 uبـردار   ′Dو بردار هادي خط  1 ( , , )′ 2 1 uچـون  . باشـد  مـي  1 || u′   پـسD || D′  از . اسـت
 :طرفي داريم

t DA D A ( , , )  در خط 
 قرار مــي دهيــم

= − −′∈ ⇒ = − − − ⎯⎯⎯⎯⎯→ = − = −1 11 2 1 1 2 12  

 .برهم منطبق هستند ′Dو  Dپس دو خط  ،كند صدق مي Dدر خط  Aي  نقطه
هـا   ي آن كـه همـه   در صـورتي  ،باشـد  متفـاوتي داشـته   ادلات ظاهراًتواند مع فرد نيست و يك خط مي ي يك خط داراي شكل منحصر به معادله :تذكر

 .)به مسئله قبل توجه كنيد(نمايشگر يك خط هستند 

ي خطي بنويسيد كه با خط  معادله :مسئله
yx:

z

−⎧⎪ =Δ ⎨
⎪ =⎩

1
2

3
 .ها عبور كندyواقع بر محور  2به عرض  Aي  موازي بوده و از نقطه 

)Aدرضمن . گيريم درنظر مي Δبردار هادي خط را همان بردار هادي خط  :حل راه , ,  .باشد اي از خط مي نقطه 2(
x pt x x t yxu ( , , ) D : y qt y D : y t D :

zzz rt z

= + =⎧ ⎧ −⎧⎪ ⎪ ⎪ == ⇒ = + ⇒ = + ⇒⎨ ⎨ ⎨
⎪ ⎪ ⎪ === + ⎩⎩⎩

2
1 2 2 2 2  

 

dd′

θ
uu ′
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xي بين خطوط زاويه :مسئله yD :
z x
− =⎧

⎨ = −⎩ xو  1 yD :
z
+ =⎧′ ⎨ = −⎩

1
 .دست آوريد را به 1

x yD : x y z u ( , , )
z x
=⎧ ⇒ = = + ⇒ =⎨ = −⎩

1 1 1 11 و   x yD : u ( , , )
z
= −⎧′ ′⇒ = −⎨ = −⎩

1 1 11  

u . uCos
| u || u |

′
θ = = ⇒ θ =′ 90  

 : ي نقطه از خط فاصله
 .آيد دست مي ي زير به از رابطه uبا بردار هادي  dاز خط  Aي  ي نقطه فاصله

فاصله  | AB u |
| u |
×=  

 .باشد اي دلخواه از خط مي نقطه Bكه در آن 
|، واضع است كه ABHالزاويه  زيرا در مثلث قائم AH | | AB | | sin |= θ  كهθ ي بـين   يههمان زاو

AB  و خطdي بين دو بردار  ، يا به عبارت ديگر زاويهAB  وu است. 
 

)Aي  ي نقطه فاصله :مسئله , , )−1 1 xاز خط  2 y z=  .دست آوريد را به =
 :حل راه

B∈ خط   B ( , , ) AB ( , , ) , u ( , , )⇒ = ⇒ = − − =1 1 2 1 1 1  
i j k

AB u i j k× = − − = − +1 1 2 3 2
1 1 1

 

فاصله  | AB u |
| u |
× + += = =

+ +
1 9 4 14

31 1 1
 

)Aي  ي نقطه فاصله :مسئله , , )1 از خط  3
x yD :
z

−⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩

1
2
1

 .دست آوريد را به 

  :حل راه
B∈ خط   B ( , , ) AB ( , , ) , u ( , , )⇒ = ⇒ = − − =1 1 1 1 2 2 1  

i j k
AB u i j k× = − − = − +1 1 2 2 4 3

2 1
 

فاصله  | AB u |
| u |
× + += = =

+ +
4 16 9 29

54 1
 

dترين فاصله بين دو خط  كم :تست : x y , z− = =1 dو  1 : x y , z′ − = = −5  كدام است؟ 1
1 (2 2 (3 3 (2 3 4 (3 

)uبردار هادي هر دو خط بردار  :راه حل , , )1 فاصله يك نقطـه   كافي استها  پس براي تعيين فاصله بين آن. پس دو خط فوق موازيند ،باشد مي 1
 .از خط اول تا خط دوم را بدست آوريم

A d A( , , ) AB ( , , )
B d ' B( , , )
∈ ⇒⎧ ⇒ = −⎨ ∈ ⇒ −⎩

1 1 4 25 1  

i j k
AB u× = −4 2

1 1
 

| فاصله AB u |
| u |
× + += = = = =

+
4 4 16 24 12 2 3
1 1 2

 

 . درست است 3پس گزينه 

A

H B d

www.riazisara.ir
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)Aي  ي نقطه فاصله :مسئله , , )−1 1 Pاز فصل مشترك صفحات  1 : x y z− + = Qو  1 : x y z+ +  .دست آوريد را به 2=
  :راه حل

y zx z , y B( , , )
y z
− + =⎧ −= ⇒ ⇒ = = ⇒ −⎨ + =⎩

1 1 1 1 1
2 2 2 2 اي از فصل مشترك  نقطه  

i j k
u n n i j k , AB ( , , )′= × = − = − + + = − −1 11 1 1 2 3 1 2 22 1 1

 

i j k

AB u i j× = − − = +

−

1 11 2 42 2
2 1 3

 

فاصله  | AB u |
| u |
× += = = =

+ +
4 16 20 10

14 74 1 9
 

 : و خط نسبت به يكديگردوضعيت 
 كـافي اسـت  هـا   براي تشخيص متقاطع يا متنافر بودن آن. فرند يا متقاطعگاه يا متنا موازي نباشند، آن ′dو  dاگر دو خط  R3بعدي  در فضاي سه

دو خط متقـاطع خواهنـد بـود، در غيـر      ،دست آوريم هاي يكسان به اگر براي پارامتر جواب .ها را در خط ديگر قرار دهيم معادلات پارامتري يكي از آن
 .صورت دو خط متنافرند اين

yDوضعيت نسبي دو خط  :مسئله : x z− = =1 xDو  2 : y z′ = =  .را مشخص كنيد 12−

uبردارهاي هادي دو خط بردارهاي  :حل راه ( , , )= 1 2 uو  1 ( , , )′ = 2 1 uجايي كه  از آن. باشند مي 1 || u′  پس دو خطD  وD′   مـوازي
 .نويسيم صورت پارامتري مي را به Dحالا خط . نيستند

D'
x t

y tD : x z t D : y t t t
z t

 در خط 
 قرار مــي دهيــم

= +⎧
⎪ +− = = = ⇒ = ⎯⎯⎯⎯⎯→ = = −⎨
⎪ =⎩

1
11 2 2 12 2  

 .توان رسيد ي زير مي از رابطه فوق به دو معادله
t t t t t+ = ⇒ + = ⇒ =1 12 1 42 3  

t t t t t+ = − ⇒ + = − ⇒ =1 1 1 2 2 32  
 .گيريم دو خط متنافر هستند كنند نتيجه مي با هم فرق مي tجايي كه مقادير  از آن

نشان دهيد دو خط  :مسئله
x yD :
z

−⎧ = +⎪
⎨

= −⎪⎩

1 12
1

Dو   : x y z′ + = + = −1 3  .دست آوريد ها را به سپس نقطه تلاقي آن. متقاطعند 1

uبردارهاي هادي دو خط  :حل راه ( , , )= 2 uو  1 ( , , )′ = −1 1 uباشد چون  مي 1 ||u′ پس دو خط موازي نيستند. 

D'
x tx y tD : D : y t t t

z z

 در خط 
 قرار مــي دهيــم

= +⎧−⎧ = + =⎪ ⎪⇒ = − ⎯⎯⎯⎯⎯→ + = + =⎨ ⎨
= −⎪ ⎪ = −⎩ ⎩

2 11 12 1 2 2 2 2
1 1

 

 :رسيم ي زير مي به دو معادله
t t+ = ⇒ =2 2 2  

t t+ = ⇒ =2 2  
)Aي  پس دو خط متقاطعند و نقطه , , )− −1 1  .باشد ها مي نقطه تلاقي آن 1
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yLدو خط به معادلات  aبه ازاي كدام مقدار  :تست : x z−− = = −1
44 xو  42 zL : y a− −= − − =2

7 9
2  در يك صفحه قرار دارند؟ 2

 8) 4 صفر) 3 -8) 2 1) 1
از طرفي دو خط در يك صفحه قرار دارند بنابراين بايد اين دو خـط   .بردار هادي اين دو خط با هم موازي نيستند پس دو خط موازي نيستند :راه حل

 .صدق كند L2در خط  L1پس بايد معادلات پارامتري خط  ،متقاطع باشند

L
x t

t tL : y t t a
z t

در قرار مــي دهيــم
= +⎧

⎪ − − −= + ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = − − − =⎨
⎪ = −⎩

21

4
3 52 4 2 42 24

 

t t t t− − −= ⇒ = − ⇒ = −3 5 2 2 12 2  

ttt a a a=−− −− − − = ⎯⎯⎯→ − − = − ⇒ =152 4 2 22   

 . درست است) 3(ي  بنابراين گزينه
 

zDاز دو خط  :مسئله : x y− = =1 xDو  2 : y z′ = = +  .كند چند صفحه عبور مي 12

 .بايد وضعيت اين دو خط را بررسي كنيم :حل راه
u ( , , ) u ||
u ( , , )

⇒′
1 1 2
2 1 1 u D ||′ ⇒ D′  

D '
x t

tzD : x y t D : y t t t
z t

 در خط 
 قرار مــي دهيــم

= +⎧
⎪ +− = = = ⇒ = ⎯⎯⎯⎯⎯→ = = +⎨
⎪ =⎩

1
11 2 12 22

 

t t t t t+ = ⇒ + = ⇒ =1 1 2 12  

t t t= + ⇒ = −2 1 1  
 .كند اي عبور نمي ها صفحه پس اين دو خط متنافرند درنتيجه از آن

yxفاصله مبدأ مختصات از نقطه تلاقي دو خط  :تست z++ = = − −11 14 yxو  5 z++ −= =53 7
2 3  كدام است؟ 3

1 (2 1 2 (5 3 (2 9 4 (6 
 : راه حل

x t
yx z t y t

z t

 در خط دوم  
ــدهيم  ــرار مي ق

= −⎧
+ ⎪+ = = − − = ⇒ = − ⎯⎯⎯⎯⎯→⎨

⎪ = − −⎩

4 111 1 5 14 5 1
 

t t t t t+ += ⇒ + = + ⇒ = ⇒4 2 5 4 1 2 6 1 0 8 12 3  

A نقطه تلاقي ( , , ) OA= − ⇒ = + + =3 4 2 9 16 4 29  
 .درست است 3پس گزينه 

 

yي شامل دو خط  ي صفحه معادله :مسئله zx += = 1
2 yxو  3 z++ = = +21  .دست آوريد را به 12

uبردارهاي هادي اين دو خط  :حل راه ( , , )1 1 2 uو  3 ( , , )2 1 2 uچون  .هستند 1 ||1 u2 هـا   جـايي كـه از آن   از آن .پس دو خط موازي نيستند
ردارهاي هادي اين دو خط بردارنرمـال صـفحه اسـت و    ضرب خارجي ب بنابراين حاصل ،گيريم دو خط متقاطعند كند پس نتيجه مي اي عبور مي صفحه

 .باشد يك نقطه از يكي از دو خط يك نقطه از صفحه مي
i j k

n u u i j , A A( , , = خط  ( × = = − + ∈ ⇒ −1 2 1 2 3 4 2 1
1 2 1

 

a (x x ) b(y y ) c(z z ) (x ) (y ) x y− + − + − = ⇒ − − + − = ⇒ − + =4 2 4 2  
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xي صفحه شامل دو خط  معادله :مسئله y z− = =1
xو  2 y z= +  .را بنويسيد 12=

uبردارهاي هادي اين دو خط  :حل راه ( , , )1 2 1 uو  1 ( , , )2 2 1 را از هـر خـط انتخـاب كـرده      Bو  Aنقـاط  . هستند، پس دو خط موازينـد  1
 .ي مطلوب است بردار نرمال صفحه u1 ي يكي از دو خط مثلاًو بردار هاد ABضرب خارجي  حاصل

i j k
A ( , , ) AB( , , ) n AB u i j k
B( , , )

− ⎫⇒ ⇒ = × = = − −⎬
⎭

1 1 1 1 11 2 1 1
 

a (x x ) b(y y ) c(z z )− + − + − =  
(x ) (y ) (z )− − + − − =1 1 1 1  

x y z− − − =1  
zDي شامل خط  ي صفحه معادله :مسئله : x y= − =2 1 )Aي  طهو نق 2 , , )−2  .را بنويسيد 1

 .ي مطلوب است بردار نرمال صفحه Dو بردار هادي خط  ABضرب خارجي  درنظر گرفته حاصل Dرا از خط  Bي  نقطه :حل راه
B D B( , , ) AB( , , ) , u( , , )∈ ⇒ ⇒ − 31 12 1 22 2 2  

i j k

n AB u i j k= × = − = + −3 52 3 42 2
11 22

 

a (x x ) b(y y ) c(z z ) (x ) (y ) (z ) x y z− + − + − = ⇒ − + + − − = ⇒ + − − =5 53 2 4 1 3 4 22 2  

اي كه از نقطه تلاقـي دو خـط    صفحه :تست
x t

D : y t
z t

=⎧
⎪ = +⎨
⎪ = −⎩

و  1
x

D' : y z

=⎧⎪
−⎨ = +⎪⎩

2
1 32

xي  بـه مـوازات صـفحه     y z− + =3 رسـم   7

 كند؟ قطع مي ها را با كدام طولxمحور  ،شود مي
 -9) 4 9) 3 -7) 2 صفر) 1

 .آوريم دست مي هابتدا نقطه تلاقي دو خط را ب :راه حل
A ( , , ) , n ( , , )= − = −2 3 2 1 3 xنقطه تلاقي  1 , x t t= = ⇒ = ⇒2 2 

: (x ) (y ) (z ) x y z− − − + + = ⇒ − + + =1 2 3 3 1 2 3  معادله صفحه9
y, z x=⎯⎯⎯→ =  هاxنقطه تلاقي صفحه با محور  9−

  .درست است 4نه پس گزي
 :وضعيت خط و صفحه نسبت به يكديگر

 .روابط زير برقرار است uبا بردار هادي  dو خط  nبا بردار نرمال  Pي  بين صفحه
 

 
( ) P || d n u⇔ ⊥1  

 
 

nكند و  يك نقطه از خط در صفحه صدق مي u⇔  )2.     (منطبق است Pي  بر صفحه dخط  ⊥
 
 
( ) P d n || u⊥ ⇔3 

 
 

n

u1A

BP

n
u

d

P

n
u

P

d
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)4.   (باشد  θ برابر   P و   d اگر زاويه بين    

| n . u |cos sin Sin
| n || u |

α + θ = ⇒ α = θ⇒ θ =90 
 
 

معادلات پارامتري خط را با صفحه قطـع دهـيم تـا پـارامتر و سـپس نقطـه تلاقـي         افي استكي تلاقي خط و صفحه  دست آوردن نقطه براي به) 5(
 .دست آيد به

 

xي بين خط  زاويه :مسئله y z− = − = +1 11 22
 .دست آوريد را به xOyو صفحه  

uبردار هادي خط  :حل راه ( , , )−2 1 nبردار  xOyصفحه و بردار نرمال  1 ( , ,  .باشد مي 1(
| u . n |Sin
| u || n |

θ = = = ⇒ θ = °1 1 3024 1
 

)Mي  اي را بنويسيد كه از نقطه ي صفحه معادله :مسئله , , )1 2 Pي  گذشته و بر صفحه 1 : x y z− + =2 2 عمـود بـوده و بـا خـط      1
xL : y z+ = − = −1 1  .موازي باشد 13

 .باشد ي مطلوب مي بردار نرمال صفحه Lدر بردار هادي خط  Pضرب خارجي بردار نرمال صفحه  حاصل :حل راه
i j k

n ( , , ) n n u i j k
u ( , , )
′ = − ′⇒ = × = − = − + +
= −

−

2 1 2 2 1 2 8 53 1 1 3 1 1
 

a (x x ) b(y y ) c(z z ) (x ) (y ) (z ) x y z− + − + − = − − + − + − = ⇒ − + + − =1 1 8 2 5 1 8 5 20  

zxdي تلاقي خط  نقطه :مسئله : y −= + = 112 Pبا صفحه  3 : x y z− − =2 3  .دست آوريد را به 4

 .دهيم قرار مي  خط را پارامتري كرده و در صفحه :حل راه
x t

zx y t d : y t t t t
z t

 در صـــفحه
 قرار مــي دهيــم

=⎧
⎪−= + = = ⇒ = − ⎯⎯⎯⎯⎯→ − + − − =⎨
⎪ = +⎩

2
11 1 4 1 9 3 42 3 3 1

 

t t⇒ − = ⇒ = − ⇒6 6 1 نقطه تلاقي   ( , , )= − − −2 2 2  

xاي از خط  طول نقطه :تست y z= = xاز صفحه  كه 2 y z− + =2  تواند باشد؟ كدام مي ،باشد 4به فاصله  2
1 (3  2 (3- 
3 (4-  4 (6 

 .دهيم اي پارامتري از خط را با شرايط مسئله مطابقت مي خط را به صورت پارامتري نوشته و نقطه :راه حل

x t
tD : y t A(t, t, )

tz

⎧
=⎪⎪ = ⇒⎨

⎪ =⎪⎩

2
2

 

t A( , , )| t t t | | t |
t A ( , , )
= ⇒− + ⎧= ⇒ = ⇒ = ⇒ ⎨ ′= − ⇒ − − −+ + ⎩

6 6 6 324 4 2 12 6 6 6 34 1 4
 تا صفحه Aفاصله 

 .تواند درست باشد مي 4بنابراين گزينه . باشد مي -6يا  6برابر  Aي  پس طول نقطه
 

 
 

d

u
θ

n

P

α
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yاگر خط  :مسئله zx − +− = =
−
3 11 2 xي  صفحه 2 y z k+ − + =2 3 4  .دست آوريد را به kگاه  آنكند، قطع  2اي به طول  را در نقطه 2

 .دهيم خط را پارامتري كرده و در صفحه قرار مي :اول حل راه
x t

y zx t y t t t t k
z t

 در صـــفحه
 قرار مــي دهيــم

= −⎧
− ⎪+− = = = ⇒ = − + ⎯⎯⎯⎯⎯→ − − + − + + =⎨− ⎪ = −⎩

13 11 2 3 2 2 2 3 6 3 4 22 2 2 1
 

kt k t ( )+⇒ − = − − ⇒ = 2 31 0 4 6 15  

=tپس  ،باشد مي 2جايي كه طول نقطه تلاقي برابر  از آن −2 tدرنتيجه  ،1 =  :داريم) 1(با توجه به  .1−
k k k+− = ⇒ + = ⇒ = −2 31 2 3 5 45  

xكند، پس در معادله خط  نقطه تلاقي هم در خط و هم در صفحه صدق مي :حل دوم راه =  .دست آيد دهيم تا نقطه تلاقي به را قرار مي 2
yy zx A( , , )
z
=− ⎧+= ⇒ − = = ⇒ ⇒ −⎨− = −⎩

53 12 1 2 2 5 32 2 3 ي تلاقي  نقطه   

 .حه صدق كندبايد در معادله صف Aنقطه تلاقي 
k k k+ + + = ⇒ = − ⇒ = −4 5 9 4 2 4 1 6 4  

)Aاگر نقاط  :مسئله , , )3 2 )Bو  1 , , )−1 1 )Cو  5 , , )−2  دست آوريد را به ي خطي گاه معادله سه رأس يك مثلث باشند، آن 2
 .دي آن عمود باش گذشته و بر صفحه كه از مركز ثقل اين مثلث

مركز ثقـل   Gاز طرفي اگر . بردار عمود بر اين صفحه درنتيجه بردار هادي خط مطلوب است ACو  ABضرب خارجي بردارهاي  حاصل :حل راه
 :باشد، داريم ABCمثلث 

A B CG ( , , )+ += = −2 1 23  

i j k
AB ( , , ) n AB AC i k
AC ( , , )

= − − −
⇒ = × = − − − = − +

= − − − − − −

2 1 6 2 1 6 9 3
1 2 3 1 2 3

 

خط مطلوب 
x pt x x t x z

: y qt y y
yz tz rt z

= + = − +⎧ ⎧ − +⎧ =⎪ ⎪ ⎪= + ⇒ = ⇒ −⎨ ⎨ ⎨
=⎪ ⎪ ⎪= −= + ⎩⎩⎩

9 2 2 2
1 9 3

13 2
 

zxچند نقطه روي خط  :تست y −+ = − = 21 3 2ي  ها به فاصلهzوجود دارد به طوري كه از محور  3  است؟ 2
 شمار بي) 4 2) 3 1) 2 هيچ) 1

 .كنيم ي ميخط را پارامتر :راه حل

x t
D : y t A (t , t , t)

z t

⎧
= −⎪⎪ = + ⇒ = − + −⎨

⎪ = −⎪⎩

1
33 1 3 23

2

 

(t ) (t ) t t= ⇒ − + + = ⇒ + + =2 2 22 2 1 3 2 2 2 1 0 4  هاzتا محور  Aفاصله  8
t t t t (t ) t A ( , , )⇒ + + = ⇒ + + = ⇒ + = ⇒ = − ⇒ = −2 2 2 32 4 2 2 1 1 1 2 2 2 

 .درست است 2بنابراين گزينه . پس تنها يك نقطه با اين خصوصيت وجود دارد

  :عمود مشترك دو خط متنافر
 .گوئيم عمود مشترك دو خط متنافر مي ،ها را قطع كند نبه خطي كه به دو خط متنافر عمود باشد و هردوي آ

 .باشد دو خط متنافر مي عمود مشترك اين ′HHگاه  متنافر باشند، آن ′dو  dدر شكل مقابل اگر 
uگاه  باشند، آن ′dو  dبردارهاي هادي دو خط متنافر  ′uو  uاگر  :تذكر u′×   بردار هادي عمود مشترك دو خـط

d  وd′ خواهد بود. 
 

H

H ′ d ′

d
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و  Aآيد كـه در آن   دست مي از رابطه زير به ′uو  uبا بردارهاي هادي  ′dو  dثابت كنيد طول عمود مشترك دو خط متنافر  :مسئله
B  نقاط دلخواهي از دو خطd  وd′ باشند مي. 

طول عمود مشترك  | AB . (u u ) |
| u u |

′×
= ′×

 

dچون  .گذرانيم مي dموازي با خط  ′dرا از خط  Pي  صفحه :حل راه || P ي از خط  پس فاصله هر نقطهd  ي  تا صـفحهP   برابـرHH′ )  طـول
 .باشد مي) عمود مشترك دو خط متنافر

 .آوريم دست مي را به Pي  تا صفحه A ي درنظر گرفته فاصله dرا از خط  Aي  نقطه
uمسلما بردار  u′×  بردار نرمال صفحهP است، پس داريم: 

B d B P P′∈ ⇒ ∈ ⇒ تا صفحه   A فاصله   | AB . (u u ) |
| u u |

′×
= ′×

 

|« را از فرمول  Pي  از صفحه Aي  توجه كنيد كه فاصله( AB.n |
| n |

 .)ايم دست آورده هب» فاصله=  

xdطول عمود مشترك دو خط متنافر  :مسئله : y z− = = −1 ydو  12 : x z′ = = +  .دست آوريد را به 12

 .آوريم دست مي را از دو خط به Bو  Aنقاط  :حل راه
A d A( , , ) AB ( , , )
B d B( , , )
∈ ⇒

⇒ = − −′∈ ⇒ −
1 1 1 21  

i j k
u ( , , ) u u i j k
u ( , , )
= − ′⇒ × = − = − +′=

2 1 1 2 1 1 3 3 31 2 1 1 2 1
 

طول عمود مشترك  | AB . (u u ) | | |
| u u |

′× − + −= = = =′× + +
3 6 9 3
9 9 9 3 3

 

Dكه دو يال مكعبي در راستاي خطوط متنافر  در صورتي :مسئله : (x , y )= = yxDو  5 : ( , z )′ = =3 گـاه   باشند آن اشتهقرار د 4
 .دست آوريد حجم اين مكعب را به

 .باشد ي ضلع مكعب مي ها برابر اندازه متنافرند پس طول عمود مشترك آن ′Dو  Dدو خط  :حل راه
A D A ( , , )
B D B( , , )
∈ ⇒

′∈ ⇒
5 AB ( , , )⇒ = − 5  

i j k
u ( , , ) u u i j
u ( , , )
= ′⇒ × = = − +′=

1 1 4 33 4 3 4
 

= =33 2 |   حجم مكعب 7 AB . (u u ) | | |
| u u |

′× −= = = = ⇒′× +
15 15 3516 9

 طول عمود مشترك 

xDي عمود مشترك دو خط متنافر  معادله :تست : ( y ,z )+ = − =1 1 'yDو  12 : (x ,z )+= =1  كدام است؟ 53
1 ((x , y )= =1 2 2 ((x y ,z )+ = = 4 3 ((x , y )= − =1 1 4 ((x y ,z )− = = 6 

 .بردار هادي عمود مشترك اين دو خط متنافر است 'Dو  Dضرب خارجي بردارهاي هادي دو خط  حاصل :راه حل

( , , )= Dبردار هادي عمود مشترك 1
D D

D

i j ku ( , , ) u u u ku ( , , ) ′
′

=
⇒ = × = = ⇒

=
2 1 2 1 51 3 1 3

 

)برابر  1بردار هادي خط گزينه  , ,  .تواند درست باشد است پس مي 1(
)برابر  2بردار هادي خط گزينه  , , )−1  .تواند درست باشد است پس نمي 1
)برابر  3بردار هادي خط گزينه  , ,  .دتواند درست باش است پس مي 1(
)برابر  4بردار هادي خط گزينه  , , )1  .تواند درست باشد است پس نمي 1

 .باشد درست مي 1كند پس گزينه  را قطع نمي Dدرست نيست زيرا خط  3در ضمن گزينه 

d

d′H′

H

P
B

A
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 هگر براي مسائل مربوط به خط و صفححل دي راه
 دسته صفحه

 .گوئيم عبور كنند دسته صفحه مي هايي كه همگي از يك خط به مجموعه تمام صفحه
Pي متقاطع  هرگاه دو صفحه : ax by cz d+ + + Pو  = : a x b y c z d′ ′ ′ ′ ′+ + + اي كـه از   ي دسـته صـفحه   مفروض باشـند معادلـه   =

p :ست ازا گذرد عبارت فصل مشترك اين دو صفحه مي : P P′′ ′α +β = 
كند  صدق مي ′Pو  Pاي كه روي فصل مشترك دو صفحه  زيرا هر نقطه. طوري كه با همديگر صفر نيستند اند به دو عدد حقيقي βو  αكه در آن 

 .گذرد ها مي رك آننيز از فصل مشت ′′Pكند يعني  ها نيز صدق مي در هر تركيب خطي از آن
mβتقسيم كنيم و فرض كنيم  αاگر طرفين را به  ′′Pي دسته صفحه  البته در معادله =

α
تـر   صـورت سـاده   ي دسته صفحه به گاه معادله باشد، آن 

P mP′+  .آيد درمي =
مسـائل بـا   حـل   در مواردي كـه در  .آيد دست نمي به ′Pمعادله  mازاي هيچ مقدار حقيقي  ط اشكالي كه در اين معادله وجود دارد آن است كه بهفق

 .باشد مي ′Pحذف شود مطمئنا جواب مسئله همان صفحه  m ،دسته صفحه

)Aي  اي را بنويسيد كه از نقطه معادله صفحه :مسئله , , )−1 به معادلات  Dگذشته و شامل خط  1
x t
y t
z t

=⎧
⎪ = −⎨
⎪ =⎩

1
2

 .باشد 

را  Dابتـدا  . آوريـم  دست مي را به mدهيم و  را در آن قرار مي Aي  نويسيم و سپس مختصات نقطه ا مير Dمعادله دسته صفحه شامل  :حل راه
 .آوريم صورت تلاقي دو صفحه درمي به

x t x y y xzD : y t x y D : D :zx z xz t

=⎧ = +⎧ − + =⎪ ⎪ ⎧= − ⇒ = + = ⇒ ⇒⎨ ⎨ ⎨= − =⎩⎪ ⎪= ⎩⎩

1 11 1 2 222
 

A(y x ) m(z x) ( ) m( ) mــفحه ــته صـ  را در دسـ
⇒ قرار مــي دهيــم − + + − = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ + + − = ⇒ =1 2 1 1 1 2  

xي صفحه مطلوب  لذا معادله y z− − − =5 2  .است 1
 

xبــه معــادلات  Dاي را بنويســيد كــه شــامل خــط  معادلــه صــفحه :مســئله y z− = = −1
ــا خــط  2 بــه معــادلات  ′Dبــوده و ب

yx z−= = +
−
1 32  .زي باشدموا 2

zفصل مشترك دو صفحه  Dخط  :حل راه x
y z
+ − =⎧

⎨ + =⎩

2 zصـورت   به Dي صفحه شامل خط  لذا معادله دسته. است 1 x m(y z)+ − + + =2 1 
xيا  my (m )z+ + + − =2  .است 1

n ( , m , m )
n.u m m m

D u ( , , )
ــوازي  شرط م

ــودن  ب
 نرمــال دســته صــفحه  

 هادي خط
+ ⎫

⎯⎯⎯⎯→ = ⇒ − + + = ⇒ =⎬′ − ⎭

1 2 2 2 2 42 2 1 
x: از عبارت استپس معادله صفحه مطلوب  y z+ + − =4 6 1. 

 

y. به معادلات زير مفروضند ′Dو  Dدو خط  :مسئله zxD : − +− = =
−

2 31
3 2 xو  2 y zD :

x y z
− + + =⎧′ ⎨ − + + =⎩

2 3
3 2 2 1  :ستا مطلوب 7

 .عمود باشد xoyبوده و بر صفحه  Dشامل خط اي كه  معادله صفحه: اولا
 .موازي باشد Dبوده و با خط  ′Dاي كه شامل خط  معادله صفحه: ثانيا
 .نويسيم را مي Dدسته صفحه شامل خط  :اولا :حل راه

yx
x yD : D : ( x y ) m ( x z )
x zzx

−⎧ − = − + =⎪ ⎧⇒ ⇒ − + + + + =⎨ ⎨ + + =+− ⎩⎪ =
−⎩

21 2 3 43 2 2 3 4 2 3 72 3 731
3 2

 

( m) x y mz m+ − + + + =2 2 3 3 7 4  
 .نويسيم را مي xoyحالا شرط عمود بودن دسته صفحه بر صفحه 

n ( m , , m)
n.n m m

xoy n ( , , )
 نرمــال دســته صــفحه  

ــفحه  ــال ص  نرم
= + − ⎫

′⇒ = ⇒ = ⇒ =⎬′ = ⎭

2 2 3 3 31 

x: از عبارت استپس صفحه مطلوب  y− + =2 3 4. 
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 .نويسيم را مي ′Dحه شامل خط دسته صف :ثانيا
( x y z ) m( x y z )
( m)x ( m)y ( m)z m

− + + + − + + = ⇒
+ + − − + + + + =

2 3 3 2 2 1 7
2 3 1 2 1 2 3 1 7  

 .نويسيم را مي Dحالا شرط موازي بودن دسته صفحه با خط 
نرمال دسته صفحه   n ( m , m , m)= + − − +2 3 1 2 1 2  

       D هادي خط     u ( , , )= −3 2 2  
n.u m m m m m= ⇒ + − − − − = ⇒ + = ⇒ = −6 9 2 4 2 4 2 2  

 :از عبارت استبنابراين صفحه مطلوب 
x y z− + − − =4 3 3 3 1 

)Aي  صفحه شامل نقطه :تست , , )−1 1 zxو خط  2 y ++ = + = 52 1  كند؟ را با كدام ارتفاع قطع مي zمحور  2

1 (2- 2 (6 3 (− 23 4 (8 

 .نويسيم براي اين كار خط را به صورت تلاقي دو صفحه مي. نويسيم دسته صفحه شامل خط را مي :حلراه 
x y x yzx y zx x z

+ = +⎧ − + =⎪ ⎧++ = + = ⇒ ⇒⎨ ⎨++ = − − =⎩⎪⎩

2 1 152 1 522 2 12
 

(x y ) m( x z )⇒ − + + − − =1 2 1 
( ) m( ) m (x y ) ( x z )⇒ + + + − − = ⇒ = ⇒ − + + − − =1 1 1 2 2 1 3 1 3 2  ∋Aدسته صفحه 1

x y z⇒ − − − =7 3 2 
x , y z z=⎯⎯⎯→− − = ⇒ = − 23 2  هاzبرخورد صفحه با محور  3

 .درست است 3پس گزينه 

www.riazisara.ir
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 2مسائل تكميلي فصل 
 

)ي  معادلات پارامتري خط گذرا از نقطه , , )−3 1  .و موازي خط زير را پيدا كنيد 2
yx z+− = =31

4 2  

 .باشد، ثابت كنيد Lبردار موازي با خط  uاگر 
u a u b× = ×  

 
 
 
 

)ي  ي مبدأ مختصات را از خط گذرا از نقطه فاصله , , )− −3 3 )و موازي بردار  3 , , )− −4 2  .پيدا كنيد 4
 .ي دو خط موازي زير را پيدا كنيد فاصله

y yz zx x,+ −− −− = = = =
− − − −
1 22 31

2 1 2 2 1 2  

)ي  ي نقطه فاصله , , )2  .را از خط زير پيدا كنيد 1
x , y z= − + =2 1  

)ي  ي گذرا از سه نقطه ي صفحه معادله , , )−2 1 )و  4 , , )5 3 )و  5 , , )2 4  .را پيدا كنيد 3

)ي  ز نقطهي گذرا ا ي صفحه معادله , , )−1 1 zxو خط  2 y ++ = + = 52 1  .را پيدا كنيد 2

 .ي گذرا از دو خط زير را پيدا كنيد ي صفحه معادله

y yxx z z,+ −+− −= = = =1 431 5
3 2 4 3 2 4  

xهاي  ي فصل مشترك صفحه معادله z− = xو  1 y z− + =2 3 4  .يدرا پيدا كن 2
)ي  نشان دهيد چهار نقطه , , )2 3 )و  2 , , )− −1 1 )و  3 , , )−1 )و  1 , , )5 9  .همگي روي يك صفحه قرار دارند 5

yxروي خط  z+− += =11 5
2 3 xاي پيدا كنيد كه از صفحه  نقطه 7 y z+ − + =2 2  .باشد 3به فاصله  4

 .زير را مشخص كنيددو به دوي صفحات وضعيت نسبي 
x)  الف y z+ − =2 3 2 
x)  ب y z− − =1 5 9 2 
x)  پ y z− − + + =2 4 6 4 

 .ي داده شده را بررسي كنيد در هر يك از موارد زير، وضعيت نسبي خط و صفحه

yx)  الف z−− = = − −43 38 xو    5 y z− + =3 5 1 2 

y)   ب zx + += =1 1
8 2 3 2 xو     2 y z+ − =5 4 6 2 

yx)   پ z+− = =
−

11
4 5 xو     7 y z− + =2 2 5 

)ي  خط و اصل بين دو نقطه ي عمودمنصف پاره ي صفحه معادله , , )3 )و  1 , , )−5 1  .را پيدا كنيد 3
 .دست آوريد ي فصل مشترك دسته صفحات زير را به نقطه

x)   الف y+ = yو    1 z+ = xو    2 z+ = 3. 
x)    ب y z+ − = xو    2 y z− + − =2 xو    3 y z− − =. 

xLترين فاصله بين دو خط متنافر  كوتاه : y z+ = − = +1
1 yو  22 zL : x = =2 2  .را پيدا كنيد 3

)Aي  ي خطي بنويسيد كه از نقطه معادله , , )1 xهاي  به معادله Dگذشته و به موازات خط  2 y z
x y z
− + − =⎧

⎨ + − + =⎩

1
2 2  .باشد 4

yبه معادلات  Dاولا ثابت كنيد خط  zx +− = =
−

11 2 xبه معادله  Pي  و صفحه 6 y z+ + − =2 3 اند و بعد مختصات نقطه تلاقي را پيدا  متقاطع 1

 .كنيد

z

ba
L

y

x
O

u
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)Aي  ي نقطه فاصله , , )− −1 1 xبه معادلات  Dرا از خط  2 y
x y z
− =⎧

⎨ − + − =⎩

2 3
4 3 3 1  .پيدا كنيد 8

)Aي  اي را بنويسيد كه از نقطه معادله صفحه , , )−2 xبه معادلات  Dگذشته و شامل خط  1 zy− −= =4 1
2  .باشد 4

yxثابت كنيد دو خط  zD : −− −= =53 2
2 3 yxو  3 zD : −− −′ = =74 1

3 5  .ها را بنويسيد ي شامل آن ي صفحه اند و معادله متقاطع 2

xبه معادلات  Dاي را بنويسيد كه شامل خط  معادله صفحه z
x y z
− − =⎧

⎨ + − =⎩

2
2 xبه معادله  Pي  بوده و بر صفحه 1 y z− − + =3 2  .عمود باشد 7

xروي خط  y z= − )Aي  اي پيدا كنيد كه از دو نقطه نقطه 2= , , )2 )Bو  3 , , )−4 2  .به يك فاصله باشد 5

yمعادله خط عمود مشترك دو خط متنافر  zD : x − +− = =
−

2 12 2 xDو  3 : y z′ = − = −
−

2  .دست آوريد را به 42

xي  به معادله dخط  y z= − = −1 Mي  و نقطه 1 ( , , )−2 1 و مبدأ مختصات بگـذرد و   Mي  اي بنويسيد كه از نقطه ي صفحه معادله .مفروضند 1
 .موازي باشد dخط با 

xخط  y z:
x y
− − =⎧Δ ⎨ + =⎩ )Aي  ي نقطه را بنويسيد و فاصله Δمعادلات پارامتري خط . مفروض است 1 , , )−4 1  .را از آن محاسبه كنيد 1

zDدو خط متنافر  : x y= − =1 xDو  3 : y z+′ = = −1  .باشد ′Dو موازي با  Dاي را بنويسيد كه شامل  ي صفحه معادله. مفروضند 12

xبه معادله  Pي  صفحه y z+ − + =2 3 yxبـه معـادلات    Δو خط  1 z− = =1 )Aي  و نقطـه  2 , , )−2 2  Δبـر خـط   . مفـروض هسـتند   3

 .باشد Pي  موازي صفحه ABرا چنان تعيين كنيد كه  Bي  مختصات نقطه

ها بوده و با خط xد كه شامل محور اي را بنويسي ي صفحه معادله
x t

D : y t
z t

=⎧
⎪ = −⎨
⎪ =⎩

1
2

 .موازي باشد 

Mي  اي را بنويسيد كه از دو نقطه ي صفحه معادله ( , )−1 )Nو  1 , , )2 1 xي  بگذرد و بر صفحه 2 y z+ + =2  .عمود باشد 1
Mي  ي خطي را بنويسيد كه از نقطه اولا معادله ( , , )1 2 6°هاي  ترتيب زاويه به oyو  oxبگذرد و با محورهاي  3 4°و  0 ثانيـا بـر روي   . بسـازد  5

 .موازي با اين خط باشد MNرا چنان تعيين كنيد كه  Nي  ها نقطهyمحور 

)Aي  نقطه , , )1 yبه معادلات  dو خط  2 zx − −= =3 1
2 5 ي  زاويه بارا  dبگذرد و خط  Aي  خطي را بنويسيد كه از نقطهي  معادله. مفروضند 4

 .قائمه قطع كند
)Aي  ي نقطه قرينه , , )1 1 dرا نسبت به خط  2 : x y z=  .دست آوريد به =
)Aي  ي نقطه قرينه , , )1 2 xي  را نسبت به صفحه 3 y z− + =  .دست آوريد را به 1

)Aي  ي خطي را بنويسيد كه از نقطه معادله , , )−1 1 yxبه معادلات  Dگذشته و بر خط  1 z− = = +1 12 بـه معـادلات    ′Dعمـود بـوده و خـط     3

zx y += − = 2
 .را قطع كند 2

 
 

 2جواب تشريحي مسائل تكميلي فصل 
 

 .بردار هادي خط داده شده بردار هادي خط مطلوب است :حل راه -1
x pt x x t

u ( , , ) : y qt y y t
z tz rt z

 خط  
= + = +⎧ ⎧

⎪ ⎪= ⇒ = + = = −⎨ ⎨
⎪ ⎪ = += + ⎩⎩

4 3
4 2 1 2 1

2
 

aبردار  :حل راه -2 b−  در راستاي خطL  با بردار قرار دارد پسu ضرب خارجي دو بردار موازي صـفر   دانيم حاصل باشد از طرفي مي موازي مي
 :است، داريم

u || a b u (a b) o u a u b o u a u b− ⇒ × − = ⇒ × − × = ⇒ × = ×  
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)Aاگر  :حل راه -3 , , )Bو  ( , , )− −3 3 )uو  3 , , )− −4 2  :باشد، داريم 4
i j k

AB ( , , ) AB u i k= − − ⇒ × = − − = +
− −

3 3 3 3 3 3 18 18
4 2 4

 

تا خط  A فاصله   | AB u |
| u |
× += = = =

+ +

2 2 18 218 18 3 2616 4 16
 

 .دست آوريم را تا خط بعدي به ي آن يك نقطه از يك خط را انتخاب كرده، فاصله كافي است :حل راه -4
A A ( , , ∋ خط اول ( ⇒ −1 1 2                 B B( , , ∋خط دوم ( ⇒ 2 3  

i j k
AB ( , , ) AB u i k
u ( , , )

= − ⇒ × = − = − −
= − − − −

1 3 1 1 3 1 5 52 1 2 2 1 2
 

فاصله دو خط موازي= تا خط دوم  A فاصله   | AB u |
| u |
× += = =

+ +

2 2 5 25 5
34 1 4

 
  :حل راه -5

B B( , , ∋ خط  ( ⇒ −2 1         ,        A( , , )2 1  
i j k

AB ( , , ) AB u i j k
u ( , , )

= − − ⇒ × = − − = − + −
=

4 1 1 4 1 1 2 4 41 1 1 1
 

فاصله  | AB u |
| u |
× + += = = =

+
4 16 16 6 3 2

1 1 2
 

 .نرمال صفحه است ACو  ABرهاي ضرب خارجي بردا حاصل :حل راه -6
A ( , , ) i j k

AB ( , , )B ( , , ) AB AC i j k
AC ( , , )C ( , , )

= −
⇒ =

= ⇒ × = = − + +
⇒ = −= −

2 1 4 3 4 15 3 5 3 4 1 9 3 15
5 12 4 3 5 1

 

a (x x ) b(y y ) c(z z )− + − + − =  
(x ) (y ) (z ) x y z− − + + + − = ⇒ − + + − =9 2 3 1 15 4 3 5 13  

)Aاگر  :حل راه -7 , , )−1 1 )Bباشد و  2 , , )− − −2 1  .در هادي خط بردار نرمال صفحه خواهد بود ABضرب خارجي  گاه حاصل آن ،اي از خط نقطه 5
i j k

AB ( , , ) n AB u i j k
u ( , , )

− − ⇒ = × = − − = − −3 7 3 7 7 31 1 2 1 1 2
 

a (x x ) b(y y ) c(z z )− + − + − =  
(x ) (y ) (z ) x y z− − + − − = ⇒ − − − =7 1 1 1 3 2 7 3 2  

 .نويسيم دسته صفحه شامل خط را مي :حل دوم راه
x y x yzx y (x y ) m( x z )zx x z

+ = +⎧ − + =⎪ ⎧++ = + = ⇒ ⇒ ⇒ − + + − − =⎨ ⎨++ = − − =⎩⎪⎩

2 1 152 1 1 2 1522 2 12
 

A∈ دسته صفحه   ( ) m( ) m⇒ + + + − − = ⇒ =1 1 1 2 2 1 3  
 :از عبارت استپس معادله صفحه مطلوب 

(x y ) ( x z ) x y z− + + − − = ⇒ − − − =1 3 2 1 7 3 2  
 .دو خط داده شده موازي هستند :حل راه -8

A A ( , , ) AB( , , ) , u( , , )B B( , , )
 خط اول 
 خط دوم 

∈ ⇒ −
⇒ − −

∈ ⇒ −
1 1 5 4 5 5 3 2 43 4  

i j k
n AB u i j k= × = − − = + −4 5 5 30 23

3 2 4
 

a (x x ) b(y y ) c(z z ) (x ) (y ) (z ) x y z− + − + − = ⇒ − + + − − = ⇒ + − + =30 1 1 1 23 5 30 23 86  



 81 »معادلات خط و صفحه«فصل دوم 

 .بردار هادي فصل مشترك است ضرب خارجي بردارهاي نرمال دو صفحه حاصل :حل راه -9
i j k

n ( , , ) u n n i j k
n ( , , )
= − ′⇒ = × = − = + +′ = −

−

2 3 4 2 3 4 3 6 31 1 1 1
 

xدر معادله هر دو صفحه   .دست آيد اي از فصل مشترك به دهيم تا نقطه قرار مي =
y z yx A( , , )

z z
− + = ⇒ = −⎧= ⇒ ⇒ − −⎨− = ⇒ = −⎩

3 4 2 2 2 11 1  

فصل مشترك  x x y y z z y zx: p q r
− − − + +−= = ⇒ = =2 1

3 6 3  

)Aمعادله صفحه شامل نقاط  :حل راه -10 , , )2 3 )Bو  2 , , )− −1 1 )Cو  3 , , )−1  .آوريم دست مي را به 1
i j k

AB ( , , ) n AB AC i j k
AC ( , , )

− − −
⇒ = × = − − − = − + −

= − − − − − −

1 4 5 1 4 5 3 2
1 3 3 1 3 3

 

a (x x ) b(y y ) c(z z ) (x ) (y ) (z ) x y z− + − + − = ⇒ − − + − − − = ⇒ − + − + =3 2 2 3 1 2 3 2 2  
)Dي  اگر توجه كنيد نقطه , , )5 9 −زيـرا   ،كنـد  صدق مي Cو  Bو  Aدر معادله صفحه گذرنده از نقاط  5 + − + =1 5 1 8 5 پـس ايـن   . 2

 .چهار نقطه در يك صفحه قرار دارند
صفر است تا نتيجه بگيريم اين نقاط در يك صفحه قرار  ADو  ACو  ABضرب مختلط بردارهاي  نشان دهيم حاصل كافي است :حل دوم راه

 .دارند
AB ( , , )
AC ( , , ) AB.(AC AD) ( ) ( ) ( ) ( )
AD ( , , )

= − − − − − −
= − − − ⇒ × = − − − = − + − = − + − =
=

1 4 5 1 4 5
1 3 3 1 3 3 1 9 4 6 5 3 9 24 15

3 6 33 6 3
 

 .كنيم اي پارامتري از خط را انتخاب مي كنيم و نقطه خط را پارامتري مي :حل راه -11
x t

yx z t y t A( t , t , t )
z t

= +⎧+ ⎪− += = = ⇒ = − ⇒ + − −⎨
⎪ = −⎩

2 111 5 3 1 2 1 3 1 7 52 3 7 7 5
 

تا صفحه  A فاصله | t t t | | t |+ + − − + += ⇒ = ⇒ + =
+ +

4 2 6 2 7 5 43 3 3 9 9
4 4 1

 

t t A( , , )+ = ⇒ = ⇒ − −3 9 9 1 1 5  
t t A( , , )+ = − ⇒ = − ⇒ − − −3 9 9 6 1 1 19 4 7  

 .پس مسئله دو جواب دارد
nاگر  :حل راه -12 ( , , )−1 1 2 nو  3 ( , , )− −2 15 9 nو  1 ( , , )− −3 2 4  :ترتيب بردارهاي نرمال صفحات الف و ب و پ باشند، داريم به 6

n. صفحه الف بر صفحه ب عمود است    . n = − + = ⇒1 2 15 18 3 
n.   صفحه الف و صفحه پ موازيند    || n−= = ⇒ ⇒

− − 1 3
2 31

2 4 6 
n.صفحه ب و صفحه پ بر هم عمودند    . n = − + − = ⇒2 3 30 36 6 

 )الف :حل راه -13
n ( , , ) n ||
u ( , , )
= −

⇒
= −

1 3 5
8 5 1 u ــود نيســت   ــفحه عم ــر ص ــط ب ⇒خ  

n . u ≠ ⇒ كند ميخط با صفحه موازي نيست بنابراين خط صفحه را قطع   
 )ب

u  خط با صفحه موازي است ( , , ) u . n
n ( , , )
=

⇒ = + − = ⇒
= −

8 23 22 40 92 1325 4 6 

A كند   در صفحه صدق ميA( , , )  در صـــفحه
⇒ قرار مــي دهيــم − − ⎯⎯⎯⎯⎯→ − + = ⇒1 1 4 6  ∋Aخط  2

 .كند پس خط بر صفحه منطبق است زيرا يك نقطه از خط در صفحه صدق مي
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 )پ
u ( , , ) u . n
n ( , , )
= −

⇒ = − − + = ⇒
= −

4 5 7 4 10 141 2 2  خط با صفحه موازي است

A كند      در صفحه صدق نميA A( , , )  در صـــفحه
∋ خط   قرار مــي دهيــم ⇒ − ⎯⎯⎯⎯⎯→ + + = ⇒1 1 1 2 5 

 .موازي و غير منطبق اندپس خط بر صفحه منطبق نيست، بنابراين خط و صفحه 
)Aاگر  :حل راه -14 , , )3 )Bو  1 , , )−5 1  .باشد ي صفحه مي نقطه ABوسط  Mي  بردار نرمال صفحه و نقطه ABگاه  آن 3

AB ( , , )= −2 2 3  
A BAB M ( , , =+ وســط( = 342 2  

a (x x ) b(y y ) c(z z ) (x ) (y ) (z ) x y z− + − + − = ⇒ − − − + − = ⇒ − + − =3 252 4 2 3 2 2 32 2  

 .دهيم ي سوم قطع مي باشد و خط حاصل را با صفحه كه يك خط مي آوريم دست مي فصل مشترك دو صفحه اول و دوم را به) الف :حل راه -15
y t x t

x y y t t t t A( , , )
y z z t

 در صـــفحه
 سوم قــرار مــي دهيــم

= = −⎧+ = ⎪⎧ ⇒ = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ − + − = ⇒ = ⇒⎨ ⎨+ =⎩ ⎪ = −⎩

11 1 2 3 1 22 2
 

A ي تلاقي سه صفحه است نقطه. 
 .كنيم همانند قسمت الف عمل مي) ب

y t
tx z t z t zx y z

x y z tx z t x t x

ــم  ــي كني ــع م  جم

ــم  ــي كنيـ ــريق مـ  تفـ

=
−⎧ − = − ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ − = − ⇒ =+ − = ⎪⎧ −⇒⎨ ⎨− + − = − +⎩ − − = − ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = − + ⇒ =⎪ −⎩

5 32 2 5 32 2
2 3 13 2 2 1 2

 

فصل مشترك دو صفحه 
tx

tt: y t t
tz

 در صـــفحه
 سوم قــرار مــي دهيــم

− +⎧ =
⎪⎪ −− += ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ − − = ⇒⎨ −⎪ −=⎪ −⎩

1
2 5 31

2 25 3
2

 

t t t t A( , , )− + − + − = ⇒ = ⇒ −1 2 5 3 1 1 1  
A ي تلاقي سه صفحه است نقطه. 

|ي  از رابطه :حل راه -16 AB . (u u ) |
| u u |

′×
′×

 .آوريم دست مي طول عمود مشترك را به 
A L A( , , ) AB ( , , )B L B( , , )
∈ ⇒ − −

⇒
∈ ⇒

1
2

1 2 1 2  

i j k
u ( , , ) u u i j k
u ( , , )
= − ′⇒ × = − = − − +′ =

2 1 1 2 1 1 5 5 51 2 3 1 2 3
 

طول عمود مشترك  | AB . (u u ) | | |
| u u |

′× − + += = = =′× + +
5 10 35

325 25 25 5 3
 

ضرب خـارجي بردارهـاي نرمـال دو صـفحه      مساوي حاصل Dبردار هادي خط . باشد بردار هادي خط مطلوب مي Dخط بردار هادي  :حل راه -17
 .است

i j kn ( , , ) u n n i j kn ( , , )
−

⇒ = × = − = + +
−

−

1
1 2

2

1 1 1 1 1 1 4 32 1 2 2 1 2
 

x x y y z z y zx
p q r
− − − − −−= = ⇒ = = 21

1 4 3  
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uبردار  Dبردار هادي خط  :حل راه -18 ( , , )−1 2 nو بردار نرمال صفحه  6 ( , , )2 3 n.uجايي كه  از آن. باشد مي 1 = − + = ≠2 6 6 2 ،
 .كند پس خط با صفحه موازي نيست، درنتيجه خط صفحه را قطع مي

x t
y zD : x t D : y t t t t

z t

 در صـــفحه
 قرار مــي دهيــم

= +⎧+ ⎪− = = = ⇒ = − − ⎯⎯⎯⎯⎯→ + − − + − =⎨− ⎪ =⎩

111 2 1 2 2 6 3 6 12 6 6
 

tي تلاقي     نقطه A ( , , )⇒ = ⇒ −1 2 3 6 
 .ضرب خارجي بردارهاي نرمال دو صفحه است بردار هادي اين خط برابر حاصل :حل راه -19

i j kn ( , , ) u n n i j kn ( , , )
= −

⇒ = × = − = − − +
= −

−

1
1 2

2

2 3 2 3 9 6 64 3 3 4 3 3
 

y yB x B ( , , )
y z z

− خط   = ⇒ =⎧∈ ⇒ = ⇒ ⇒ =⎨− + − = ⇒ =⎩

3 63 3 18 6  

i j k
AB ( , , ) AB u i j k
u ( , , )

= − ⇒ × = − = − +
= − − − −

1 1 8 1 1 8 54 66 159 6 6 9 6 6
 

تا خط  A فاصله   | AB u |
| u |
× + += = = = =

+ +

2 2 2

2 2 2
54 66 15 7497 49 7

1539 6 6
 

)Bي  نقطه :حل راه -20 , , )4  .و بردار هادي خط بردار نرمال صفحه است ABضرب خارجي  خط را انتخاب كرده حاصل از 1
i j k

AB ( , , ) n AB u i j k
u ( , , )

= ⇒ = × = = − − +
=

2 2 2 2 2 4 22 1 4 2 1 4
 

a (x x ) b(y y ) c(z z ) (x ) (y ) (z ) x y z− + − + − = ⇒ − − − − + + = ⇒ − − + + =2 2 4 2 1 2 4 2 6  

 .نويسيم را مي Dدسته صفحه شامل خط  :حل دوم راه
x y x yx zy

y zzy

−⎧ = − − =⎪ ⎧− −= = ⇒ ⇒⎨ ⎨ − + =− ⎩=⎪
⎩

4
2 424 1

2 4 4 11
4

 

(x y ) m( y z ) x ( m) y mz m− − + − + = ⇒ + − + − − + =2 4 4 1 2 4 4  
A∈ دسته صفحه   m m m⇒ + − + = ⇒ =2 4 1  

ي مطلوب صفحه  x y z⇒ + − − =2 3  

uبردارهاي هادي اين دو خط  :حل راه -21 ( , , )2 3 uو  3 ( , , )′ 3 5 uچون . باشد مي 2 ||u′  پس دو خطD  وD′ موازي نيستند. 

D '

x t
t t tD : y t

z t

ــط  در معادله خ
 قرار مــي دهيــم

= +⎧
⎪ − − += + ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = =⎨
⎪ = +⎩

2 3
2 1 3 2 3 13 5 3 5 23 2

 

t t t t t− −= ⇒ − = − ⇒ = −2 1 3 2 1 0 5 9 6 13 5  

t t t t t t− += ⇒ − = + ⇒ = − ⇒ = −2 1 3 1 4 2 9 3 5 5 13 2  
 .باشند متقاطع مي ′Dو  Dپس دو خط 

)Aي  باشـد و نقطـه   ها مي ي شامل آن بردار نرمال صفحه ′Dو  Dضرب خارجي بردارهاي هادي دو خط  حاصل درضمن , , )3 5  Dاز خـط   2
 .اي از صفحه است نقطه

i j k
n u u i j k′= × = = − + +2 3 3 9 5

3 5 2
 

a (x x ) b(y y ) c(z z ) (x ) (y ) (z ) x y z− + − + − = ⇒ − − + − + − = ⇒ − + + =9 3 5 5 1 2 9 5  
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بردار نرمال صـفحه   Pي  و بردار نرمال صفحه Dضرب خارجي بردار هادي خط  اي از صفحه است و حاصل نقطه Dيك نقطه از خط  :حل راه -22
 .مطلوب است

P ي  بردار نرمال صفحه  n ( , , )′ = − −1 3 2  

x tx zD : z t , y t
x y z

=− − =⎧ ⎯⎯⎯→ = − = − −⎨ + − =⎩

2 2 12 1  

x t
D : y t A D A ( , , ) , u ( , , )

z t

=⎧
⎪ = − − ⇒ ∈ ⇒ − − = −⎨
⎪ = −⎩

1 1 2 1 1 1
2

 

i j k
n u n i j k′= × = − = + −

− −
1 1 1 5 3 2
1 3 2

 

a (x x ) b(y y ) c(z z ) (x ) (y ) (z ) x y z− + − + − = ⇒ − + + − + = ⇒ + − − =5 3 1 2 2 5 3 2 1  
 .كنيم اي پارامتري از خط را انتخاب مي نقطه :حل راه -23

x t
x y z y t M (t , t , t)

z t

=⎧
⎪= − = ⇒ = + ⇒ +⎨
⎪ =⎩

2 2 2  

MA MB (t ) (t ) (t ) (t ) t (t )= ⇒ − + + + − = − + + +2 2 2 2 2 22 2 3 4 5  
t⇒ 2 t+ −4 4 t+ 2 t+ +4 4 t+ 2 t t+ − = 29 6 t t+ − + 21 6 8 t+ 2 t+ +2 5 1 0  

t t M( , , )− = ⇒ = − ⇒ − − −8 2 4 3 3 1 3  

 .دهيم دست آورده با خط داده شده قطع مي را به ABصفحه عمودمنصف  :حل دوم راه
AB ( , , ) (x ) (y ) (z )

AB M ( , , )
ــفحه  ــال ص  نرم

 وســط
= −

⇒ − + − − + =
= −

2 2 8 2 3 2 1 8 1
3 1 1

 

x t
D : x y z D : y t t t t

z t

 در صـــفحه عمودمنصـــف
 قرار مــي دهيــم

=⎧
⎪= − = ⇒ = + ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ + + − − = ⇒⎨
⎪ =⎩

2 2 2 2 4 8 1 6

t t M ( , , )′= − ⇒ = − ⇒ − − −4 12 3 3 1 3  

 بر هردو خط استفاده كـرده،  ABدست آورده، سپس از شرط عمود بودن  به ′Dو  Dصورت پارامتري از دو خط  را به Bو  Aنقاط  :حل راه -24
 .آوريم دست مي هاي عمود مشترك دو خط متنافر است به كه پايرا اين نقاط 

x t
D : y t A(t , t , t )

z t
AB ( t t , t t , t t )

x t
D : y t B( t , t , t )

z t

⎫= +⎧
⎪ ⎪= + ⇒ + + − −⎨ ⎪⎪ = − − ⎪⎩ ′ ′ ′⇒ = − − − − + +⎬′= −⎧ ⎪⎪′ ′ ′ ′ ′= + ⇒ − + + ⎪⎨

⎪⎪ ′= +⎩ ⎭

2
2 2 2 2 2 3 1
3 1 2 2 2 3 52

2 2 2 4
4

 

u ( , , ) , u ( , , )′= − = −1 2 3 2 1 1  

AB . u t t t t t t t t
t tAB . u t t t t t t

′ ′ ′ ′= ⇒− − − + − − − − = − − =⎧⇒ ⎨ ′ + = −′ ′ ′ ′= ⇒ + + + − + + + = ⎩
2 2 2 4 3 9 15 3 14 17

6 3 94 2 4 2 3 5
 

t t t t , t
t t
′− − =⎧ ′⇒ ⇒ − = ⇒ = − = −⎨ ′ + = −⎩

6 2 8 3 4 2 5 2 5 1 16 3 9  

A ( , , )1 ABي عمود مشترك  دها و   بردار   2 ( , , )1 1 1 
x x y y z z y zx

p q r
− − − − −−= = ⇒ = = 21
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)Oاگر  :حل راه -25 , ,  .باشد بردار نرمال صفحه مطلوب مي dي خط دها و بردار OMضرب خارجي بردار  گاه حاصل آن (
i j k

OM ( , , ) n OM u j k
u ( , , )

= − ⇒ = × = − = +
= − −

2 1 1 2 1 1 3 31 1 1 1 1 1
 

a (x x ) b(y y ) c(z z ) (y ) (z ) y z− + − + − = ⇒ − + − = ⇒ + =3 3  
  :حل راه -26

x t y t t t z z t= ⇒ = − ⇒ − + − = ⇒ = −1 1 2 1  
x t

: y t B B( , , ) AB ( , , ) , u ( , , )
z t

=⎧
⎪Δ = − ⇒ ∈Δ ⇒ − ⇒ = − = −⎨
⎪ = −⎩

1 1 1 4 2 1 1 2
2 1

 

i j k
AB u i j k× = − = − − −

−
4 2 2 10 4
1 1 2

 

فاصله  | AB u |
| u |
× + += = = = =

+ +
4 100 16 120 20 2 5
1 1 4 6

 

 .باشد بردار نرمال صفحه مطلوب مي ′Dو  Dضرب خارجي بردارهاي هادي دو خط  اي از صفحه است و حاصل نقطه Dيك نقطه از خط  :حل راه -27
i j k

u ( , , ) n u u i j k
u ( , , )
= ′⇒ = × = = − + −
=

1 1 3 1 1 3 2 52 1 1 2 1 1
 

A D A( , , )∈ ⇒ 1  
a (x x ) b(y y ) c(z z ) (x ) (y ) (z ) x y z− + − + − = ⇒ − − + − − − = ⇒ − + − − =2 5 1 1 2 5 5  

 .نويسيم را مي Dدسته صفحه شامل خط  :حل دوم راه
x y x yzD : x y D : D :zx x z

= −⎧ − + =⎪ ⎧= − = ⇒ ⇒⎨ ⎨= − =⎩⎪⎩

1 11 3 33
 

(x y ) m( x z) ( m) x y mz− + + − = ⇒ + − − + =1 3 1 3 1  
بردار نرمال دسته صفحه  n ( m , , m)= + − −1 3 1      ،       D′ ي خط دها بردار  u ( , , )′ = 2 1 1  

n .u m m m x y z x y z′ = ⇒ + − − = ⇒ = − ⇒ − + + = ⇒ − + + =21 12 6 1 1 2 5 55 5 5  

 .گيريم درنظر مي Δاي پارامتري از خط  نقطه :حل راه -28
x t

: y t B B(t , t , t) AB (t , t , t )
z t

= +⎧
⎪Δ = ⇒ ∈Δ ⇒ + ⇒ = − + −⎨
⎪ =⎩

1
2 1 2 1 2 2 3  

 .عمود باشد Pبر بردار نرمال صفحه  ABكه  آنست Pي  با صفحه ABشرط موازي بودن 
n ( , , ) AB . n t t t t t B( , , )= − ⇒ = ⇒ − + + − + = ⇒ + = ⇒ = − ⇒ − −2 3 1 2 2 6 6 3 7 7 1 2 1  

)Oاولاً نقطه  :حل راه -29 , ,  .بردار نرمال صفحه مطلوب است Dو بردار هادي خط  iضرب خارجي بردار  ثانيا حاصل. باشد مي  اي از صفحه نقطه (
i j k

u ( , , ) n u i j k
i ( , , )
=

⇒ = × = = −
=

1 1 2 1 1 2 21 1
 

a (x x ) b (y y ) c(z z ) (y ) (z ) y z− + − + − = ⇒ − − − = ⇒ − =2 1 2  
yصورت  ها بهxي شامل محور  معادله صفحه :حل دوم راه mz+ موازي است بايد بردار نرمـال آن بـر    Dچون اين صفحه با خط . باشد مي =

 .عمود باشد Dبردار هادي خط 
n ( , , m) u . n m m
u ( , , )

⇒ = ⇒ + = ⇒ = −
1 11 21 1 2 2  

yصورت  ي صفحه مطلوب به پس معادله z− =1
yيا  2 z−  .باشد مي 2=
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 .ي مطلوب است بردار نرمال صفحه ار نرمال صفحه،و برد MNضرب خارجي بردارهاي  حاصل :حل راه -30
i j k

MN ( , , ) n MN n i j k
n ( , , )

= ′⇒ = × = = − − +
′ =

3 1 1 3 1 1 2 51 2 1 1 2 1
 

a (x x ) b(y y ) c(z z ) (x ) (y ) (z ) x y z− + − + − = ⇒ − − − − + − = ⇒ − − + − =1 2 2 1 5 2 2 5 6  
  :حل راه -31
اي  زاويـه  γاگـر  . سـازد  سازد برابر زوايايي است كه بردار هادي خط با محورهاي مختصات مـي  زوايايي كه يك خط با محورهاي مختصات مي :اولاً

 .سازد، خواهيم داشت مي ozاشد كه خط با محور ب
Cos Cos Cos Cos Cos Cos+ + γ = ⇒ + + γ = ⇒ γ = ⇒ γ = ±2 2 2 2 221 1 16 0 4 5 1 14 4 4 2  

uبنابراين بردار هادي اين خط بردار  ( , , )±21 1
2 2  .باشد مي 2

x x y y z z y zx
p q r
− − − − −−= = ⇒ = =

±

2 31
1 122 22

 

 .شود اين مسئله دو جواب دارد طور كه ديده مي همان
)Nها قرار دارد پس yروي محور  Nي  هچون نقط :ثانيا , y ,  .باشد مي (

MN || u
MN ( , y , ) y
u ( , , )

= − − − − −−⎯⎯⎯⎯→ = =
= ± ±

1 2 3 2 3121 1 1 122 2 2 2 22
 

−−اين تساوي هرگز برقرار نيست زيرا  ≠
±
31

1 1
2 2

 .اي وجود ندارد پس چنين نقطه 

را  Bي  استفاده كرده، پـارامتر و درنهايـت نقطـه    dبر خط  ABانتخاب كرده از شرط عمود بودن  dرا از خط  Bي پارامتري  نقطه :حل راه -32
 .آوريم دست مي به

x t
d : y t B d B( t , t , t )

z t

=⎧
⎪ = + ⇒ ∈ ⇒ + +⎨
⎪ = +⎩

2
5 3 2 5 3 4 1
4 1

 

AB ( t , t , t ) , u ( , , )⇒ = − + − =2 1 5 3 4 1 2 5 4  

AB d AB . u t t t t t⊥ ⇒ = ⇒ − + + + − = ⇒ + = ⇒ = − 14 2 25 15 16 4 45 9 5  

AB ( , , )⇒ = − − 97 25 5  بردار هادي خط      
x x y y z z y zx

p q r
− − − − −−= = ⇒ = =

− −
21

7 2 9
5 5

 

 .آوريم دست مي را به Hهمانند مسئله قبل عمل كرده ابتدا نقطه  :حل راه -33
x t

d : y t H(t , t , t) AH (t , t , t ) , u ( , , )
z t

=⎧
⎪ = ⇒ ⇒ = − + − =⎨
⎪ =⎩

1 1 2 1 1 1  

AH . u t t t t H( , , )= ⇒ − + − + − = ⇒ = ⇒4 4 4 41 1 2 3 3 3 3  

 .است ′AAوسط  Hي  گاه نقطه باشد، آن dنسبت به خط  Aي  قرينه ′Aاگر 
A AH A H A A ( , , ) ( , , ) A ( , , )′+ ′ ′ ′= ⇒ = − ⇒ = − ⇒ =4 4 4 25 52 2 1 1 22 3 3 3 3 3 3  

 

B A

d

H
A

d

A′
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 .دست آيد به Hي  دهيم تا نقطه قطع مي Pي  را نوشته با صفحه AHمعادله خط  ابتدا :حل راه -34
u n ( , , )= = −1 1 1  

AH معادله پارامتري خط  
x pt x x t

: y qt y y t t t t
z tz rt z

 در صـــفحه
 قرار مــي دهيــم

= + = +⎧ ⎧
⎪ ⎪= + ⇒ = − + ⎯⎯⎯⎯⎯→ + + − + + =⎨ ⎨
⎪ ⎪ = += + ⎩⎩

1
2 1 2 3 1

3
 

t t H( , , )⇒ = − ⇒ = − ⇒ 21 873 1 3 3 3 3  

 
 

 .خواهد بود ′AAوسط  Hگاه  باشد، آن pي  نسبت به صفحه Aي  قرينه ′Aاگر 
A AH A H A A ( , , ) ( , , ) A ( , , )′+ ′ ′ ′= ⇒ = − ⇒ = − ⇒ =2 8 1 87 72 2 1 2 32 3 3 3 3 3 3  

بـر   ABاز شرط عمود بودن  ،نوشته ′Dرا برحسب پارامترهاي خط  Bگاه  آن  قطع كند، Bي  را در نقطه ′Dموردنظر خط اگر خط  :حل راه -35
 .نويسيم را مي Bو  Aي خط گذرنده از نقاط  سپس معادله. آوريم دست مي را به Bي  پارامتر و درنهايت نقطه استفاده كرده، Dخط 

x t
D : y t B D B(t , t , t ) AB(t , t , t ) , u ( , , )

z t

=⎧
⎪′ ′= − ⇒ ∈ ⇒ − − ⇒ − − + − =⎨
⎪ = −⎩

2 2 1 1 2 3 2 3 1
2 2

 

AB D AB . u t t t t AB ( , , ) ⊥ بردار هادي خــط مطلــوب ⇒ = ⇒ − − + + − = ⇒ = ⇒ = −2 2 3 3 2 3 2 1 1 1 
x x y y z z yx z

p q r
− − − +− −= = ⇒ = =

−
11 1

1 1 1 
 
 B A

D D′

A

H

A′

P
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