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جبر و معادله:    فصل اول    
هاي حسابي و هندسيدنباله  جملات مجموع -1  

با الگو و دنباله ها آشنا شديد.   را      ربعيو م  الگوهاي مثلثي   در سال دهم 

 و هندسي را ياد گرفتيد.  هاي خاص حسابي(عددي)دنباله بررسي كرديم. 

با جمله اوليك دنباله   5،8،11دنباله......،  .1 بر  3  قدرنسبتو  5 ي حسابي است  يو  افتن جمله  اي 
  گيريمكمك مي     بيستم آن از فرمول    

 ي از دو رابطه زير به دست مي آيد:قدرنسبت در دنباله حساب

=     (بجز جمله اول)هرجمله – يجمله قبل    

براي يافتن   و 2و قدرنسبت آن    3ت. جمله اول آن  يك دنباله ي هندسي اس  3،6،12دنباله .....، .2
 .كمك مي گيريم    جمله دهم اين دنباله از رابطه:

 آيد:هندسي از دو رابطه زير به دست مي دنباله  قدرنسبت در

           و                                                                      
هرجمله  1

قبلي  جمله 

    با قدرنسبحسابي  شود كه يك دنباله  دنباله خطي گفته مي  دنباله   به   .3
 . است )(ضريب 

 است.  3با قدرنسبت  (حسابي) يك دنباله خطي مثلا دنباله  

 هاي رشد و زوال بادنباله            و       دنباله هاي  .4

 ودند. ب  مقدار اوليه  و   قدر نسبت
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 آينده. ا افزايش قيمت زمين طي سه سال  يسال گذشته    يك  مانند مثال كاهش قيمت دوچرخه طي

 دهيم. مي  ررسي را مورد بو كاريرد آنها هاي حسابي و هندسي  همجموع جملات دنبال درسال جاري

 هاي حسابي دنباله جملات مجموع

 و قدرنسبت  جمله اول  دنباله حسابي با يك  (ابتدايي)  جمله نخست براي بدست آوردن مجموع 

                     =  (Aاستفاده كرد:توان روبرو مي  از رابطه  

 . دارد  ، ، ،پارامتر   4اين فرمول         

 جمله را از رابطه زير   مجموع    ، ) و تعداد جملات معلوم باشند اگر جمله اول، جمله آخر( 

                      د. دار  پارامتر 4نيز   فرمولاين            =  (B  ) ( +        يابيم:مي

 هاي روبرو مجموع تعداد جملات خواسته شده را بيايد: . در دنباله1مثال 

   (الف  5،8،11 ....،                     ?=                            

 =  [2(5)+(20-1)  =   [10+1910 3] = 10 67 = 670  

   ب (   2+4+6+.....+104؟              

           3بخشپذير بر  سه رقمي جموع اعداد طبيعيج) م                                                            

ابتدا  n   را مي يابيم      آخرجمله اول جمله         

  =  
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تعداد كل   از هر نقطه به نقاط ديگر وصل مي كنيم.  نقطه متمايز داريم.  15اي روي محور دايره د)  
شده را بيابيد.                                                                                                              هاي تشكيلوتر  

14+13+12+…..+1=  (14+1) = 7  15  

 دنباله هندسي  جملات مجموع
و قدرنسبت  يك دنباله هندسي با جمله اول   (ابتدايي) جمله نخست nبراي بدست آوردن مجموع 

 از رابطه روبرو مي توان استفاده كرد: 

A)                                                  

  دارد.   )(  پارامتر 4اين فرمول                     دارد.   پارامتر  4فرمول  اين

 در دنباله هاي روبرو مجموع تعداد جملات خواسته شده را بيابيد. . 2مثال

      .…,3,6,12 (الف 

  را به دست آوريد. هستند  تواني از كهمجموع همه اعداد طبيعي تا سه رقمي ب) 

آوريم 729,.…,3,9,27     مربوطه  :دنباله مي دست به را جملات  تعداد  ابتدا 
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سپس نيمي از مساحت   كنيم. دا نيمي از مساحت مربع را رنگ مي ابت متر است.  1 طول ضلع مربعي چ) 
پس از دست   كنيم. مي از مساحت باقيمانده را رنگ ميباقيمانده را و به همين ترتيب در هر مرحله ني

 مربع رنگ شده است؟   99%  كم چند مرحله حداقل

 

 

 سطح رنگ شود.  99مرحله بايد بگذرد تا % 7يعني دست كم 

 كار در كلاس: 
را به دست آوريد.  5دو رقمي مضرب  مجموع همه اعداد طبيعي . 1  

 

 

سبد شروع كند و توپ  اي بايد از كنار دونده  ر است. مت 4 فاصله بين هر دو توپ متوالي در شكل  . 2 
اندازد و سپس سمت توپ دوم و سوم و ... ادامه دهد. اگر رد و تا سبد حمل كند و به سبد بياول را بردا

   معا چند توپ در سبد انداخته است. حساب كنيد او ج دويده باشد، متر  440اين دونده در پايان 

 

 

 

)93به دست آوريد.(رياضي   به ازاي   را حاصل كسر روبرو . 3   
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برابر   3دنباله تعداد جمله هاي يك دنباله هندسي عددي زوج است. اگر مجموع تمام جمله هاي  4.
 )94قدر نسبت آن كدام است؟(رياضي  مجموع جمله هاي با رديف فرد باشد، 

 

 

هاي هر دسته برابر شماره آن  دسته بندي مي كنيم كه تعداد جملهعدد هاي طبيعي را به طريقي  5.
 ها در دسته بيستم را به دست آوريد: موع جمله مج  دسته باشد، 

(1), (2,3), (4,5,6), (7,8,9,10), … 

 

 

 جمله هستند را در نظر بگيريد.   5هاي هندسي با قدر نسبت طبيعي و بزرگتر از يك كه شامل  .دنباله6

 باشد؟  توان يافت كه جملات آن عضو مجموعه   ها ميچه تعداد از اين نوع دنباله 

 

 

 در منزل: تمرين 
 بيشتر گردد.  737را با هم جمع كنيم تا حاصل از    ,8 ,5 ,2...   حداقل چند جمله از دنباله  1.

 

 

به دست مي   جمله نخست يك دنباله حسابي از رابطه nمجموع  2.
قدر نسبت و جمله اول اين دنباله را بيابيد و جمله عمومي آنرا بنويسيد.   آيد. 
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جمله دوم چند   مجموع پنج جمله بعدي است.  در يك دنباله حسابي مجموع پنج جمله اول آن،  3.
 ) 91برابر جمله اول است؟(رياضي 

 

 

دنباله هندسي   ايم كه هشت عدد حاصل، شش عدد چنان درج كرده  ، و   2بين دو عدد  4.
 )88مجموع اين هشت عدد را بيابيد؟(رياضي  تشكيل داده اند. 

 

 

 

اول  باشد. جملهمي 153و مجموع شش جمله اول  136 در يك دنباله هندسي مجموع سه جمله اول 5.
 )89چند برابر جمله پنجم است؟(رياضي 

 

 

 به دست آوريد:   حاصل عبارت روبرو را به ازاي   6.

 

 

و سه مثلث  كنيم اضلاع را بهم وصل مي است. وسطمفروض مثلث متساوي الاضلاع به ضلع واحد  7.
دست كم بعد   دهيم. كنيم و ادامه ميكار را براي مثلث داخلي تكرار ميكنيم و اين بيروني را رنگ مي 

 شود؟ د مثلث اوليه رنگ مي درص 99از چند مرحله حداقل 
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 20او حداكثر  پخش شدن يك خبر دروغ بدين گونه است كه هرگاه خبر به اولين نفر مي رسد،  8.
حداكثر چند ساعت   نفر باشد،  2047رساند. اگر جمعيت يك شهر دقيقه بعد خبر را به دو نفر ديگر مي 

 طول مي كشد تا همه افراد شهر از آن شايعه خبردار شوند؟ 

 

 

 ) 95 رياضيبرابر جمله سيزدهم خود دنباله است؟(  2،6،10مجموع چند جمله دنباله حسابي .... ،  9.

 

 

 

جملات اين دنباله از جمله  است. مجموع 19و جمله هشتم آن  10جمله پنجم يك دنباله حسابي  10.
 )96.(قلم چي آذر را به دست آوريد 25پنجم تا جمله 

 

 

 )97)2(گزينه( باشد؟  اگر در يك دنباله حسابي   11.

 

 

 و تابع و معادله درجه د  -2 
براي حل معادله   ريشه گيري و روش كلي   ن، ردبا روش هاي تجزيه، مربع كامل ك دهمدر سال 

 ه شده حل كنيد:را به روش خواست هر يك آشنا شديد.  درجه دوم  

(الف   (تجزيه )     

)        (ب نمربع كامل كرد ) 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



10 
 

)                   (ج گيريريشه  ) 

)                 (د دلتا-روش كلي  ) 

 (براي هر يك مثالي بياوريد)  :مچنين روش ميانبري نيز بوده

   اگر

       

)  ريشه هاي آن (معلوم بودن) روش ساختن معادله درجه دو با داشتن )  

 3و2و1انجام مراحل  روبرو مطابق  روش اول:

 

 

 
 روش دوم: 

  3و  2و  1      انجام مراحل زير مطابق

    

 باشد:مي 7و  هاي آن معادله درجه دومي بسازيد كه ريشه  :1مثال 

    

                                                       

  

 ابعاد مستطيل را بيابيد.  است.  و مساحت آن   محيط يك مستطيل  . 2مثال 
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:طول محيط                 

:    عرض   مساحت                 

 

  

  

طول

عرض 
   

 محيط اين لوزي را بيابيد.  است.  و مجموع دو قطر آن    . مساحت يك لوزي 3 مثال

 

 

  )(  و ضرايب)    ها روابط ريشه .2 

 

 هاي معادله درجه دو باشند:                                                                                               ريشه  اگر 

و   

  

  

 .  4مثال

بدون حل معادله مقدار عددي   باشد،   ريشه هاي معادله درجه دوم  واگر 
 و                  دست آوريد:عبارت زير را به 
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الف   

  

(ب    

 

                                               

(ج    

 

  

 

(د   

ريشه  

 

ح(  

 

 

مقدار عددي عبارات زير را به دست   باشند،   هاي معادله  ريشه  واگر   . 5مثال
 آوريد: 

(الف    
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(ب  

(ج   

ح(  

  هاي معادله  نويسيد كه ريشه هاي آن مربع ريشه ب ي معادله درجه دوم . 6مثال
 )97-2باشد؟(گزينه 

 

 

 

 كار در كلاس: 

هاي  مجموعه جواب kبه ازاي كدام مقدار  باشند،   هاي معادله  ريشه واگر  1.
 )90است؟(رياضي   به صورت    معادله  

 

 

مي برابر    مجموع جذر هردو ريشه معادله   ،  مقدار   چبه ازاي  2.
 )96(رياضي  باشد؟

 

 

و  واحد بيشتر از ريشه ديگر باشد،  هااگر يكي از ريشه در معادله   3.
 . هر دو ريشه را بيابيد
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هاي از ناحيه اول محور   نمودار تابع   مقدار   چهبه ازاي  4.
 )92(رياضي  رد؟گذمختصات نمي

 

داراي دو ريشه   معادله درجه دوم   ،  مقدار   چهبه ازاي  5.
 )97(رياضي  حقيقي است؟

1)         

2)         

3)         

4)         

 

هاي تابعصفر .3  
 . ندنامميصفرهاي تابع ، در صورت وجودرا   هاي معادله  جواب ،  براي هر تابع  

 طول نقاط تلاقي نمودار با محور ، هاي تابعصفركنيم را رسم  شهودي اگر نمودار به لحاظ 

 . هاست  

 را بدست آوريد .     . صفرهاي تابع 1مثال  

             روش جبري : الف) 

                 روش هندسي : ب) 

 

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



15 
 

را به       و   وبه صورت زير باشد ، مقاير      . اگر نمودار سهمي  2مثال 
 . دست آوريد

روش        با توجه به نمودار     

                 
  

 

و  

 

 B  :   روش              

      

         

را   و      و مقاير      . در نمودار سهمي زير با معادله 3مثال 
 . بدست آوريد

                                                                                                   

                                                                                                    

ها را در دو  محور     نمودار تابع   k. به ازاي كدام مقادير 4مثال 
 )92(رياضي  كند ؟طع ميهاي منفي قنقطه به طول

 ه منفي دارد  است و دو ريش عرض از مبدأ

 است . شبيه روبرو   پس نمودار آن

     دهانه سهمي روبه پايين است پس    1
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                                       دو ريشه دارد پس :    2

نياز  2درجه معادله هر نا                        
بنابراين:به تعيين علامت دارد      

شكل                          

 با توجه به منفي بودن ريشه ها طول رأس سهمي بايد منفي باشد يعني :    3

شكل          

     

 از روي نمودار سهمي داده شده :    . تشخيص علامت  4
 دهانه سهمي روبه پايين      دهانه سهمي روبه بالا   .1

 كند :  را تعيين مي  ها وضعيت علامت طه برخورد با محور عرضنق. 2

و با توجه به علامت طول رأس سهميت رأس سهمي را تعيين كرده عيابتدا موق  3 . براي علامت ،  

 ها) (روش ديگر از شيب خط مماس بر نقطه تقاطع با . شودتعيين مي علامت   ،    و علامت  )

 : يعنيشود مودار سهمي با محور طول تعيين ميتعداد برخورد ن ، با توجه به علامت    -4

 دو نقطه برخورد          يك نقطه برخورد             بدون برخورد  

  . را تعيين كنيد   . در هر قسمت علامت   1مثال 

 

    

 

 

 . هم علامت باشند  c , b , aيك نمودار سهمي در دستگاه مختصات رسم كنيد كه در آن  .  الف) 2مثال 
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 . باشند  و      و      رسم كنيد كه   ك نمودار سهمي در دستگاه مختصاتيب) 

 

 با معلوم بودن يك جواب آن  سه . حل معادله درجه 5
 هاي زير دقت كنيد:به مثال

. مجموع دو ريشه باشد  2برابر با   . اگر يكي از ريشه هاي معادله    1مثال 
 ) 87. (رياضييابيدديگر را ب

 

 

      

 بخش پذير است.   بر   ايجمله چند مقدار   چه . به ازاي2مثال 

 )94(رياضي. را بيابيد   كوچكترين ريشه معادله 

 

 

 

. مجموع باشد  هاي معادله  يكي از ريشه   . اگر  3مثال 
 . ديگر معادله اين تابع را بيابيد هايمكعبات ريشه 

 

 

 كار در كلاس:

 تابع را در صورت وجود بيابيد :صفر در هر قسمت  .1
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الف  

 

 

ب  

 
ج   

 
 

ضرب باشد. حاصل هاي تابع  يكي از صفر  اگر .2
 . يدهاي ديگر را بيابريشه

 

 

 . بحث كنيددر حالات مختلف   هاي معادله در تعداد ريشه .3

 

 

 

 

. نقطه مشترك ندارد   با خطوط   منحني با معادله   .4
 را بيابيد .  حدود 

 

 

 . روش هندسي حل معادلات و نامعادلات 6
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را در يك    و  تابع هاينمودار   به روش هندسي ابتدا  براي حل معادله  
جواب معادله است. اين روش   ، در صورت وجود  آنها. طول نقطه تلاقي دستگاه مختصات رسم كنيم

 .  مناسب است  هاي معادله ها يا تعيين تعداد ريشهي جواب بيشتر براي تعيين تقريب

 به روش جبري و هندسي حل كنيد .  را    معادله   . 1مثال 

A روش جبري   

  

B روش هندسي       

                                         

 

 جبري حل كنيد .  را به روش هندسي و   معادله   . 2مثال 

 

 

 

واحد به طرف     ، سپسهاي مثبت واحد به طرف  را    نمودار تابع  . 3مثال 
 )  97ي نيمساز ربع اول است ؟ (رياضي دهيم. نمودار جديد در كدام بازه بالاهاي منفي انتقال مي  

1)  ( 3 , 4 ) 

2) ( 2 , 5 ) 

3) ( 3 , 5 ) 

4) ( 2 , 6 ) 

است. محور تقارن سهمي را   2برابر   كمترين مقدار تابع   . 4مثال
 تعيين كنيد. 
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 كاردر كلاس
 بنويسيد كه :   معادله درجه دومي در هر قسمت. 1

 . باشد        هاي آنالف) ريشه

 

 . هاي آن معكوس ريشه ديگري باشد شه ب)يكي از ري

 

تعيين    را c , b , a  مقاير ، هاي زير با نمودار سهمي  شكل در هر يك از   . 2
 ين علامت كنيد . يكنيد و پس از تعيين صفرهاي تابع آن را تع 

 

  (الف 

 

 

 

 

  (ب

 

 .  نيمم توابع زير را به دست آوريد.  مقدار ماكزيمم يا مي3

(الف   

    (ب 
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                                (ج 

 

  )83 رياضي(؟ ، مقدار برابر صفر باشد  اگر بيشترين مقدار تابع . 4

 

 

را  . حدود از هر چهار ناحيه مختصات مي گذرد  منحني تابع    . 5
 )87(رياضييابيد. ب

 

 . را به دست آوريد  برد تابع . 6

 

 

. اگر معادله ارتفاع توپ از رابطه  پرتاب كنيم متري 40توپي را از ارتفاع   . 7
 باشد .   

 خورد ؟م به زمين ميالف)توپ در چه زماني براي بار دو

 رود چقدر است ؟ ارتفاعي كه توپ بالا مي  ب)

 

 آيد. به دست مي    پي در يك ضربه پنالتي از رابطه معادله ارتفاع تو  . 8

 هايي روي زمين است ؟ الف) توپ در چه زمان

 گيرد چقدر است ؟ب)  بيشترين ارتفاعي كه توپ مي
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 . يابيدبه روش هندسي و جبري برا   هاي معادله  تعداد و مقدار ريشه  . 9

 

 

 

    كه و  هاي متفاوت  زاويه هاي خود را بادر يك مسابقه ورزشي، وزنه پارسا رضا و . 10

به    رابطه  و مسير طي شده از را انتخاب ، زاويه  . رضا است پرتاب مي كنند
به دست  و مسير طي شده از رابطه    را انتخاب  زاويه  . پارسا آيددست مي 

 . سافت افقي طي شده بر حسب متر استم ارتفاع وزنه از سطح زمين و  ، دو معادله . در هرآيدمي

 . ها را رسم كنيدسير حركت هر كدام از وزنه الف) م

 كند ؟ ست ؟ كدام يك مسافت بيشتري طي ميبا زمين در چه نقاطي اها ب) محل برخورد وزنه

 ارتفاع بيشتري از سطح زمين پيدا كرده است ؟ مقدار آن چقدر است ؟   هاج) كداميك از وزنه

 

 

هاي عكس قرار دارد. اگر فاصله همه لبه با مساحتدرون يك قاب  يك عكس    . 11
 ابعاد قاب را بيابيد . ، تا قاب برابر باشد

 

 

. براي پوشاندن ديوار به  بلندتر از چهار برابر عرض آن استكاشي يك سانتي متري  ينوع طول  . 12
 متر است ؟  سانتي است. طول هر كاشي چند استفاده شده ي كاش متر مربع،  مساحت 
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 . معادلات گنگ (اصم) 7
.  گوييمند را معادله گنگ يا راديكالي ميزير راديكال باش ، كه مجهولهايي را به زبان ساده معادله

طرف را به توان   دهيم و سپس دورا انجام مي ، جابجايي مناسببراي حل آنها ابتدا در صورت نياز
هاي دهيم. با جايگذاري در معادله اصلي جوابو محاسبات لازم را انجام ميرسانيم فرجه راديكال مي 

جواب به دست آمده قابل قبول    . اگر به تساوي درستي رسيديمكنيمآمده را امتحان ميبه دست 
  توان دو رساندن مناسب نيست.  اب باشد كهموارد خاص نيز ميبرخي هاي گنگ است. در حل معادله

 . ها با آنها آشنا خواهيد شدمثال در ضمن

 آوريد:واب معادلات زير را به دست .  مجموع ج1مثال 

الف(    

 

ق ق غ     

    (ب

 

 

ق   ق

   (ج

 تواند منفي باشد به عبارتي:    را جواب راديكال با فرجه زوج نمي، زي غير ممكن
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ج  (د م  

  )ل سمت چپ سوا( هاعبارت  هر دو كه شودمي صفر   نامنفي وقتيرمقدا و، زيرا مجموع د ممكنغير 
                                                    .باشندهمزمان  صفر 

همزمان هر دو راديكال را صفر مي كند .         (ه    زيرا    

و ج        م  

 

(و        .           گاهي اوقات با تعيين دامنه به جواب مي رسيم 

ج                             م       

      
 

   (ز

  

 

ح(    

 

 

   ي بيابيد كه جمع دو برابر آن با جذرش برابر يك گردد. عددالف) . 2مثال

 

 گردد.  3دو برابر ثلث آن برابر  ب) عددي بيابيد كه  تفاضل جذرش از          
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 بيابيد كه فاصله آن از دو نقطه    اي روي خط  مختصات نقطه . 3مثال
 به يك فاصله باشد.  و

 

 

)فاصله تصوير او روي آب متر از سطح آن است.  6به ارتفاع  (A). يك مرغ دريايي  4مثال از ماهي   (
( براي هر  اگر مرغ در هوا  رود.  مي به  و سپس از  به  مرغ براي شكار ابتدا از   متر است.  12 (
چه  در نقطه  كيلو كالري انرژي مصرف كند.   10كيلو كالري و براي طي مسير از سطح آب  14متر 

 به   كالري انرژي مصرف كند؟ اگر مرغ دريايي مستقيما از  كيلو 180باشد تا مرغ  اي از فاصله
 كند؟ برود چقدر كالري مصرف مي

       

 

 

 

 )95(قلم چي كدام است؟ هاي معادله  . مجموع جواب 5مثال

   1(            2( 0          3(         4بدون جواب (  

 

 

 كدام است؟  باشد حاصل   . اگر  6مثال

 1(         2(         3(           4()                95(قلم چي 
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 كدام است؟     هاي حقيقي معادله حاصلضرب ريشه. 7مثال

 1(         2(         3(           4()                1400 2گزينه (

 

 

 

 كدام است؟  باشد، مقدار     يك ريشه معادله   اگر  . 8مثال

 1(         2(         3(           4()                1400 2گزينه (

 گويا   تمعادلا
گوييم. براي حل آن به  كه مجهول آن در مخرج نيز باشد را معادله گويا مي ايمعادلهبه زبان ساده 

كنيم و  ها آن را از حالت كسري خارج ميكوچكترين مضرب مشترك مخرجدله در  كمك ضرب كل معا
ها نگردد باعث صفر شدن مخرج يابيم. جوابي قابل قبول است كهبات لازم مجهول را مي بعد از محاس
 داده شده صدق كند. كاربردي ت مسيلهط طبيعي صور و يا در شراي

(حل شدن  لاحلّ. مسايل 2. حل محاسباتي معادلات. 1دسته سوال مواجهيم: چهارعموما بيشتر با 
 اي با سرعت متفاوت. . رفت و برگشت وسيله 4. مسايل اتمام كاري توسط دو يا چند نفر.  3مايعات) 

 شويد. در زير با انواع و شيوه حل هر يك آشنا مي 

 را بدست آوريد.  هاي زيرمجموعه جواب معادله . 1مثال 
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 را بيابيد باشد مقدار     يك جواب معادله اگر    . 2مثال 

 

 

 است.  15هاي معادله زير برابر حاصلضرب ريشه   به ازاي چه مقداري از . 3مثال 

 

 

 

 

 هيچ ريشه قابل قبولي  ندارد؟     ، معادله به ازاي چه مقاديري از  . 4مثال 

 

 

 

 

درصدي را چگونه مي توان با افزايش نمك يا كاهش آب به آب  4گرم آب نمك كيلوسيصد  . 5مثال 
 (به دو روش) درصدي تبديل كرد.  7نمك 
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كيلومتر بر ساعت   10كيلومتر است. سرعت برگشت به تجريش،  60خط مترو تجريش تا مرقد  . 6 مثال
سرعت رفت به مرقد  شود. تر مي ساعت طولاني كمتر از مسير تجريش به مرقد است. از اينرو نيم 

 چقدر است؟ 

 

 

 

سرعت در    .را با دوچرخه ركاب زده و به مبداء بازگشته است  تا   كيلومتري 35علي مسير. 7مثال
ساعت باشد، سرعت   4كيلومتربرساعت كمتر بوده است. اگر مجموع زمان رفت و برگشت   6برگشت 

 در رفت چقدر است؟ 

 

 

 

 (عدد طلايي، نسبت طلايي) :  نكته
است و    كه تقريبا     و برابر   است  عدد طلايي جواب مثبت معادله   

 . آيدزير بدست مي  تناسب طرفين وسطيناز 

 

داشته باشيم:          و عرض   اگر در يك مستطيل با طول    -5مثال 
 ن مستطيل نسبت طلايي برقرار است. آنگاه در اي      

تقسيم شده و بين آنها نسبت طلايي   به دو قسمت   خطي به طول  در حل سوالاتي كه پاره 
    يابيم. را مي  و حل آن، مقادير    با تشكيل نسبت زير  برقرار است
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متر و اندازه طول و عرض آن متناسب با نسبت   144اگر محيط يك زمين مستطل شكل برابر : 8مثال
 است. طلايي باشد طول و عرض زمين چقدر  

 

 

درصد موجود است. اگر نيمي از اب آن را تبخير كنيم   20صد كيلوگرم آب و الكل با غلظت  . 9مثال 
 درصد گردد. 40گرم بايد الكل اضافه كنيم تا غلظت آن كيلوچند 

 

 

توانند آن شود. اگر رضا به او كمك كند ميساعت انجام مي 8كار انجام شده توسط پارسا در  . 10مثال 
 كند. كنند. رضا به تنهايي در چند ساعت كار را تمام ميدقيقه تمام  36ساعت و  1كار را در 

 

 

 

 تمرين 

را بدست   هاي حقيقي معادله      حاصلضرب ريشه . 1
 )94آوريد.(كنكور 

 

 

درصد مخلوط  70رنگ از همان نوع با غلظت كيلوگرم  4درصد با  40يازده كيلوگرم رنگ با غلظت  . 2
 )92رسد.(خارج درصد مي 50غلظت محلول به  ا تبخير چند كيلوگرم از آن، اند. بشده 
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 مجموعه جواب معادله روبرو را بدست آوريد.  . 3

 

 

 

دهد. اگر هر دو نفر با همديگر كار  روز زودتر از امير انجام مي 5ساختماني را به تنهايي اميد نقاشي  . 4
 دهند. روز تمام كنند. هر يك از آنها به تنهايي در چند روز نقاشي ساختمان را انجام مي 10را در 

 

 

 

 مجموعه جواب را بيابيد.  . 5

 

 

 ليتر بنزين تا نقطه    17و قايق فقط   و     در شكل زير اگر     . 6
با   به    و سپس از    به  داشته باشد. براي طي مسير از   

  برسيم. اگر قايق    به    خواهيم از تور سيكلت ميوم
داشته باشند با موجود   رف سوختمص و موتور سيكلت    

  را تعيين كنيد.   موقعيت نقطه  ليتر سوخت در قايق  17بودن فقط 

 

 

 

 مجموعه جواب را بيابيد.  . 7
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 . را بيابيدمعادله زير مجموعه جواب نا . 8

 

 

 

 ي آن هاقدر مطلق و ويژگي  .4
به عبارت ديگر جنس قدر مطلق فاصله است از اينرو همواره حاصل آن    تا فاصله   . 1

 مقداري نامنفي است. 

 )(بطور كلي براي عبارت شود: زير تعريف مي  به صورت تحليليِ   قدر مطلق عدد حقيقي  . 2
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                                           ها داريم :با توجه به ويژگي راديكال . 3

 نكته : 
 گيرد اما جواب قدر مطلق همواره عدد يا عبارتي نامنفي است. قرار ميداخل قدر مطلق هر عددي  -1

 غلط است.  نوشتن      -2

 .تا مبدا است  و به معناي فاصله   داريم    1طبق تعريف  -3

 بنويسيد. بدون  قدر مطلق : حاصل را 1مثال

 
 

 

 

 

 

 
 

 
         

 است.  0001/0كمتر از  1تا  فاصله          

 مجموعه جواب را بيابيد.  -2مثال
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 مجموعه جواب را بيابيد.  -3مثال

 A)  

 

C)  

D)  

 

E)  

 

F)  

 

 

 ( از رسم كمك بگيريد)      باشد   اگر  -4مثال
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 .نمودار توابع زير را رسم كنيد -5مثال

 

 

 

     
 

  

 
 

 

      
 

 

 

 
 

 

 

 . براي هر ويژگي يك كاربرد مثال بزنيد. هاي قدرمطلق ويژگيالف) 

 است. به عبارت ديگر             قدرمطلق همواره عدد نامنفي -1

 همچنين             -2
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                               و               -3

4-  

5-  

6-                   ,            

7-                                             

 

8-                     

 

9-                        

 

10-              

 

11-              

و  
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 تابع قدرمطلق ب) 
 شود و نمودار آن به صورت زير است. به صورت روبرو تعريف مي 

  

 

 :قدرمطلق شامل براي رسم تابع 

 مانند:  گيريم. داخل قدرمطلق باشد از روش انتقال كمك مياز درجه يك  فقط  اگر-1

   

 

ها و  محور    زير داخل قدرمطلق بود به روش حذف قسمت  و      مانند    تابعي از  اگر  -2
 مانند كنيم. استفاده مي  )روش استخري(ها  نسبت به محور قسمت حذف شده، ن آقرينه كردن 

 
 

كنيم و رسم را انجام قدرمطلق را حذف مي ، نيز بيرون قدر مطلق باشد از روش تحليلي  اگر  -3
                                                                                                       مانند    دهيم. مي

 
 

 اي يا نمودار شكسته است يا سرسره اگر مجموع يا تفاضل دو يا چند قدرمطلق بود نمودار گلداني   -4

 نمودار را به روش مناسب رسم كنيد.  . 1مثال

1)      

2)     
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 هاي قدرمطلق معادله و نامعادله ها راحل كنيد. در هر قسمت به كمك ويژگي . 2مثال
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 كار در كلاس  
 بدون قدرمطلق بنويسيد.  -1

 

 

 
 

  و  نشان دهيد براي هر دو عدد حقيقي   -2

 

   

 4) و -2هاي (نقاطي وجود دارد كه مجموع فاصله آنها از دو نقطه به طولها چه بر روي محور طول -3
 باشد.  7ها برابر روي محور طول

 

هريك را به صورت معادله يا نامعادله شامل قدرمطلق بنويسيد و جواب را روي محور اعداد نمايش   -4
 دهيد. 

 باشد.  واي كه مجموعه جواب آن بازه  نامعادله  – 

واي كه مجموعه جواب آن بازه  نامعادله  –   . باشد و

 باشد. 9) برابر -4و ( فاصله بين  - 

 باشد.  6برابر   5و   سه برابر فاصله بين  - 

 .باشد 4حداقل   2و  فاصله بين  - 

 باشد.    0/1كمتر از   و    فاصله بين نصف   - 
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 مجموعه جواب را بيابيد. -5

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 حالت كلي درست نيست. كدام يك در -5

                            

 

 

 

    اگر براي سه عدد حقيقي غيرصفر داشته باشيم-6
 

 اند. هرسه منفي-4      اند هرسه مثبت-3      اند  همعلامت -2    اند  مساوي-1آنگاه سه عدد: 

با فرض -7
 

 را بيابيد.  و   حاصلضرب  
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  .مجموعه جواب را بيابيد -8

 

 

 ها را بيابيد.  و محور     سطح محدود به نمودار  -9

 

 بيابيد.  را  ومساحت محدود به دو نمودار   -10

 

 را بيابيد.  است. مقدار     خط تقارن   خط   -11

 

 

 را بيابيد.  داراي دو ريشه باشد حدود     اگر معادله    -12

 

 

و    به صورت روبرو باشد نمودار توابع    اگر نمودار تابع  -13
 را رسم كنيد.    

 

 

 

 ):92(سراسري به كدام صورت است    مجموعه جواب نامعادله  -14
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 آشنايي با هندسه تحليلي  .5  

 ها   فاصله بين دو نقطه روي محور طول -1
از رابطه زير   تانشان دهيم در اينصورت فاصله بين     را با    اگر طول نقاط  

 آيد: بدست مي

 

  را بيابيد.  تافاصله بين   باشد برابرو طول نقاط  11برابر   اگر طول نقاط . 1مثال

 

 آيد.از رابطه زير بدست مي  تا فاصله دو نقطه    -2
 

 باشند:سه راس مثلث    اگر -2مثال

را   و   شيب دوضلع  -4 را تعيين كنيد.  آننوع -3 .را بيابيد آنمحيط -2. مثلثرسم  -1
 بيابيد. 

 

 

 

 ند. كرا بهم وصل مي كه دو نقطه    يابيدمعادله خط عمودمنصف پاره خطي را ب -3مثال 

 

 ط عمود و موازي بودن دوخط شر -3
 هاي آنها با هم برابر باشند يعني  موازي گوييم اگر و تنها اگر شيب را  . دوخط 1
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معكوس ديگري باشد به را برهم عمود مي گوييم و تنها اگر شيب يكي قرينه و    دو خط  . 2
يا عبارتي ديگر                                        : 

 مثال : وضعيت خطوط زير را نسبت به هم تعيين كنيد :

ضريب  
ضريب 

 ف (ال

عمودند  برهم خط   دو 

ب   

اند  موازي  خط    

      مفروض اند .   نكته : دو خط   

 لعكس .               و با اندبا هم موازي باشد آن گاه دوخط   اگر  . 1

       عكس . آن گاه دو خط برهم عمودند و بال، باشد اگر  . 2

 .      اندباشد آن گاه دو خط برهم منطبق    اگر  . 3

 .   يابيدرا ب mمقدار  برهم عمودند .  . دو خط  1مثال 

 

در يك راستا باشند مقدار    اگر نقاط  . 2مثال 
a,m درا بيابي . 

 نقطه بر يك استقامت باشند اين است كه سه كهاين  طشرا 

 . با شيب دو نقطه ديگر برابر باشنددلخواه نقطه دو  شيب هر  

 خطمتخصات نقطه وسط يك پاره  -4
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 از رابطه زير به دست مي آيد :   با طول هاي      AB. مختصات وسط پاره خط 1

            

 باشد و   5برابر  Bو طول   ، طول اگر . 1مثال 

                                                              

   

از رابطه    پاره خط مختصات وسطآنگاه   و  اگر. 2

 

 آيد. مي  بدست

  و  مختصات وسط آنها باشد مقادير و   مفروض باشد  و. اگر    2مثال 
 . را بيابيد

 را بيابيد.  اندازه ميانه   . در مثلثي با سه راس  3مثال 

 

 

و. خطوط  4مثال را رسم كنيد و و ضعيت هريك را نسبت به    و
 ديگري تعيين كنيد. 

 

 

 فاصله يك نقطه از يك خط   -5
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 از فرمول زير محاسبه مي شود    از خط فاصله يك نقطه  

 و                       

 باشد يعني مساوي صفر باشد .   حتما بايد به صورت استاندار  نكته: معادله خط 

 به دست آوريد .   را از خط  . فاصله نقطه 1مثال 

 

 را بيابيد .    kاست . مقدار  2برابر  از خط  . فاصله نقطه 2مثال 

 

   . است وسط قطر مربعي است كه يك ضلع ان منطبق بر خط   . نقطه 3مثال 

 ) 93. (تجربي مساحت اين مربع را بيابيد 

 

قرار دارند كه فاصله اين نقاط از خط به معادله   . دو نقطه روي خط به معادله  4مثال 
 ) 89است . طول اين دو نقطه را بيابيد . (تجربي   برابر     

 

 

 

   موازيخط  دو فاصله -6
از  آنهاو موازي مفروض باشند فاصله  و     اگر دو خط  . 1

 رابطه زير به دست مي آيد :  يكديگر از 
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مي گذرد   و   . معادله خطي كه از وسط دو خط موازي 2
 از رابطه زير به دست مي آيد :

                                         

ي الاضلاع مجموع طول هاي مختصات رأس ها مقابل باهم برابرند همچنين مجموع در هر متواز. 3
 عرض هاي  مختصات رأس هاي مقابل نيز باهم برابرند به عبارت ديگر : 

             

 

 .  را به دست آوريد و     . فاصله دو خط 1مثال 

 

 . مياني دو خط داده شده را بيابيد . در مثال قبل معادله خط2مثال 

 

 ) رأس يك متوازي الاضلاع است كه دو ضلع آن منطبق بردو خط معادلات7و  6. تقطه (3مثال 

 ) 90، مختصات وسط قطر را بيابيد . (تجربي مي باشند و        

 

 باشند آن گاه     مثلث هاي مختصات رأس   و  و  اگر . 4

 . به دست مي آيد لث از رابطه  الف) مختصات مركز ثقل مث

 )    (مركز ثقل مثلث محل برخورد سه ميانه مثلث است

 رابطه زير به دست مي آيد : ب) مساحت مثلث از 
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 . باشد   و     و    . اگر  4مثال 

 . ب) مساحت مثلث را حساب كنيد     .    ) مركزثقل مثلث را بيابيدالف

 

 

 تمرين در منزل 
 در نظر بگيريد :    و   و    هاي  را به رأس  مثلث  . 1

  . ج)محيط مثلث را به دست آوريد      . ب)نوع مثلث را تعيين كنيد     . الف) مثلث را رسم كنيد

 .را حساب كنيد  AH .       ه) طول ارتفاع  را به دست آوريد BCد) معادله خط عمود منصف 

 

 

طول شعاع دايره  . مختصات مركز ونقاط دو سر قطر يك دايره اند و      .  2
 .  را به دست آوريد

 

مدل سازي شده   . شكل نماي جانبي عدسي از منحني سهمي به معادله  3
 ج) بيشترين ضخامت عدسي                  ABب) طول          B , Aالف) مختصات است . 

 

 را بيابيد.   و      . فاصله دو خط موازي 4

 

 است ؟ . طول قطر دايره چقدر مماس است به مركز  3بر دايره  . خط  5

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



47 
 

 .  در شكل روبرو داده است 5به شعاع اي دايره روي نيم  . نقطه 6

 داند.             را بيابيد و نشان دهيد برهم عمو BSو  .             ب)شيب خط هاي  را بيابيد الف)  

 

 

 را به دست آوريد .  . مقدار باشد 2برابر   از خط    . اگر فاصله نقطه  7

 

 

 . را به دست آوريد باشد مقدار  3برابر  از خط   . فاصله نقطه 8

 

هاي آن تا مبدأ مختصات و نقطه  تعيين كنيد كه مجموع فاصله . نقطه اي روي خط  9
 . باشد 4برابر  

 

 

به ترتيب پاي   M , H. اگر هستند  مثلث سه رأس   و    و    .  10
 را به دست آوريد .   M , Hباشند طول  AMو ميانه    AHارتفاع 

 

به دست  را   و. فاصله دو خط به معادلات    11
 ) 88.(تجربيآوريد

 

 

 )92. (تجربيرا به دست آوريد و   و   . مساحت مثلث با سه رأس    12
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را به   منصف  دعمو از فاصله نقطه  و  و   هاي  . اگر نقطه13
 . دست آوريد

 

   رويوسط قطر مربعي است كه  يك ضلع آن منطبق بر  خط   . نقطه  14
 است. مساحت اين مربع؟ 

 

است. اگر قطرهاي لوزي به موازات محورهاي مختصات و   مركز لوزي      . نقطه 15
  معادله يكي از اضلاع آن باشد، محيط لوزي؟    خط 

 

قرار دارد. اگر   روي خط    و ضلع  مختصات راس  در مربع  . 16
 را بيابيد.   جمع مقادير قابل قبول براي   باشد، حاصل مساحت اين مربع  
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 تابع         فصل دوم 
   وارون تابع -3  انواع تابع  -2  آشنايي بيشتر با تابع -1
                            اعمال روي تابع  -4

 آشنايي بيشتر با تابع: -1
سي اجزاي آن، چند نوع . در اين فصل ضمن يادآوري تابع و بررسال دهم با مفهوم تابع آشنا شديددر 

بودن و وارون   يك به يك دهيم. سپس ويژگيهاي آنها را مورد بررسي قرار ميديگر تابع و ويژگي
 . گيريدياد ميروي توابع را تابع و اعمال جبري 

 تعريف تابع :
، دقيقا  Aاست كه در آن به هر عضو   هاي بين اين دو مجموع، رابطهBبه مجموعه   Aيك تابع از مجموع 

دامنه تابع  هم ;  B به مجموعه ودامنه تابع   A ; ه. به مجموعشودنسبت داده مي   Bوعهممج  يك عضو از
 .  دامنه استاي از همع زير مجموعه . برد تابندگويمي

      

 تر : تابع  به زبان ساده 

 . برابر نباشد    يعني  ي مرتب كه داراي مولُفه اولاز روي زوج مرتب : مجموعه زوج هاالف) 

 .  ار را حداكثر در يك نقطه قطع كندنمود ها رسم كنيم  : هر خط موازي محور  ب)  از روي نمودار

 . طلق باشد يا توان زوج داشته باشدنبايد داخل قدر م  : معمولا  ج)  از روي ضابطه

 . كدام يك تابع است ؟ 1مثال 

 (الف                      (ب                            (ج                                   (د         (ه    
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(ح                         (ز  

   (ط   

 

 كار در كلاس  
 نمودار تابع را رسم كنيد :. در هر قسمت 1

 

               

. نمايش جبري توابع زير را به صورت كامل بنويسيد . 2  

 

دهيد . دامنه و برد را با ذكر يك مثال نشان هم. تفاوت 3  

 

. ي مشخص كردن يك تابع بايد چه چيزهايي كاملا مشخص و معين باشند. مثال بزنيد. برا4  

 

 

 توان بررسي كرد:مي ديدگاه  ا از سه. هر تابع ر5

 دهد. ورودي مي گيرد و خروجي تحويل مي . به عنوان يك ماشين كه1  

 دهند.  ) كه با ورودي هاي مشخص خروجي مي.به عنوان دستور يا قاعده اي (ضابطه اي2  

 است.   به صورت   هايي كه شامل تمام زوج مرتب  . به عنوان نموداري از صفحه  3  

 با يك مثال هر سه مورد را نشان دهيد . 
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 كدام يك از نمايش هاي زير قابل قبول است ؟     . براي تابع  6مثال 

 (د                                      (ج                                              (ب                             (الف

 

    

 . دامنه و برد تابع را تعيين كنيد . در هر قسمت7

(الف  (ب                        تابع خالي شدن آب يك منبع                         

 

(ج                                    زير زمين به هوا پرتاب شده است:  تابع ارتفاع سيبي كه از             

  : 

(د ):هايدرصد از آلودگي    تابع هزينه پاك سازي شهري و صنعتي از يك رودخانه 

(ه زمان:            از بتني كه تازه ريخته شده برحسب چيده شدن رطوبت تابع بر    

(و                              تابع رشد يك نوع سلول سرطاني برحسب زمان                                            

(ه  تابع رشد قد يك كودك  برحسب ماه                                                                   

 تابع به عنوان ماشين  

-انجام مي   از روي عملي كه روي شود. در اين صورت   متغيير وابسته مي متغيير مستقل و     
 به عبارت ديگر     آيد. هد به دست ميد

     ضابطه با  به عنوان مثال در تابع  

 يا       فاصله آن را از مبدا مختصات   است كه براي هر ورودي     :    ماشين تابع
 خواهد بود.  3  ،  -3براي ورودي    دهد. مثلانتيجه مي
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است كه براي هر      ين تابع  ماش   با ضابطه       يا مثال ديگر در تابع 
 خواهد بود.    6خروجي  36دهد. مثلا براي ورودي تيجه مين  جذر آن براي خروجي    ورودي  

 اما 

 شود. معرفي مي    از منظر تعريف به صورت          تابع  

 و

 در صفحه مختصات است. يعني:   ،هايي به شكل  مرتباز منظر نمودار، تمام زوج  

 

 كار در كلاس
كند. بعد از شش ماه كار كردن روي شما در زمينه  به عنوان ورودي، شما را دريافت مي ماشين  

هاي مختلف برا ي  هاي فردي يك فوتباليست با قيمتتيوري، بدنسازي، تمرين بازي و تكنيك
 دهد. باشگاهها ارايه مي

 دهد؟ ازاي آقاي بيرانوند چه خروجي ميالف) اين ماشين به 

 تواند باشد؟ ميليون توماني باشد، ورودي چه فردي مي  100ب) اگر خروجي، بازيكني  

 ج) نمايش جبري اين تابع را بنويسيد. 

 و دامنه و برد آن را تعيين كنيد. توانيد نموداري براي اين تابع رسم كنيد  د)  آيا مي

 تساوي دو تابع 
 گاه : هرگوييم  مي برابر را  ودو تابع  

   :از دامنه آنها   ب) برا ي هر      و          الف)  

 : از منظر نمودار

 هنگامي دو تابع برابرند كه نمودارهاي آنها كاملا  بر هم منطبق باشند. 
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 : از منظر زوج مرتب

باشند، هنگامي با هم برابرند كه به عنوان دو مجموعه با هم برابر اگر دو تابع با زوج مرتب داده شده 
 باشند. 

 اند؟ مثال: كدام جفت توابع زير با هم مساوي

   ب)                                                               الف)  

 

1،2ج)      1،12 2،3
1،12 1،3  د)                              2،2

 

كند و نمودار آن را  .  تابعي بنويسيد كه مساحت يك مربع را برحسب طول ضلع آن بيان مي2مثال 
را رسم كنيد و آن را با تابع مساحت برحسب طول ضلع مقايسه كنيد.   = yرسم كنيد تابع 

 ها را بنويسيد. ها و تفاوتشباهت

 

 

 كار در كلاس 
 . درست و نادرست را با  ذكر دليل بيان كنيد. 1

 . الف) اگر دامنه دو تابع برابر و برد آنها نيز باهم برابر باشند آنگاه دو تابع برابرند 

 

 دامنه تابع است. هممان ب) برد تابع ه
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 است.  شمار تابع وجود دارد كه دامنه آن بازه بي ج) 

 

 است.   برابر  به    د) تعداد توابع  

 

از اين توابع وجود   چه تعداد . تابعي مثال بزنيد كه دامنه آن مجموع اعداد حقيقي منفي باشد. 2
 دارند. 

 اند؟ چرا؟ . كدام جفت توابع زير مساوي 3

 (الف    (د        

 (ب         (ه   

 (ج                            (و  

 

دست   را به kبا يكديگر برابرند. مقدار     و    ع . تاب4

 آوريد. 

 

 اند؟ چرا؟ . كدام جفت توابع زير مساوي 5

 (الف    

 (ب                                                                                              
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 ج(                                                                                              

  (د

 

 را رسم كنيد و ضابطه آن را بنويسيد.  كند. در همه شرايط زير صدق مي . تابع  6

 و          و         الف)  

 خطي است.   ثابت و در بازه  هماني است و در بازه    ب)   تابع در بازه 

 را رسم كنيد و ضابطه آن را بنويسيد.   كند.  در شرايط زير صدوق مي  . تابع 7

 الف) دامنه آن اعداد حقيقي نامثبت باشد. 

 دهد.قرنيه مربع آن را نسبت مي  به هر عدد بزرگتر از    ب) تابع 

 دهد. قدر مطلق آن را نسبت مي  به هر عدد كوچكتر از يا مساوي   ج) تابع  

 

 . دامنه توابع زير را به دست آوريد 8

      (الف               (ب (ج                                   

                

         (د            (ه                    (و    

 

         (ز          (ح        (ط  
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         (ي            (ك                (ل  

 

                (م                    (ن 

 

 

دست آيد. دامنه اين تابع را  به     سود حاصل از توليد كالا در يك شركت از رابطه -9
 دست آمده (برد) اين تابع را تفسير كنيد. مشخص كنيد و مقادير به 

 انواع تابع 
 مانند:  : تابعي كه داراي مولفه دوم مشخص و ثابتي باشد.  تابع ثابت -1

                               

 مانند:: تابعي كه مولفه اول و دوم آنها در هر زوج مرتب، برابرند.  تابع هماني -2

                             

( توابع ثابت و هماني نوع    را تابع خطي گويند.  : هر تابع به صورت    تابع خطي -3
 اند ). مانند:  خاصي از توابع خطي 

                                        

                                                                                

را تابع درجه دو يا سهمي         : هر تابع به فرمتابع سهمي4_ 
 گويند. مي

 ها:ويژگي 
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 است مگراينكه صورت سوال دامنه مشخص را مدنظر داشته باشد.  ℝالف) دامنه آن  

 شود. تعيين مي     و با توجه به علامت   ب) برد اين تابع از محاسبه 

برد   

برد   

 : مطابق زير  يادآوري براي تعيين علامت عبارت   ج) 

حقيقي  ريشه  دو   

ضاعفم جواب                    يك

ندارد جواب                                                  معادله 

 يا      كه متغيير در مخرج باشد. مانند تابع به فرم كسريبه زبان ساده :  تابع گويا -5

چند   و  نامند، كه در آن را يك تابع گويا مي   هر تابع به صورت  
  اند و اي جمله

 كدام يك تابع گويا است؟ چرا؟  :مثال

 (الف  (ب             (ج                     (د         

 . نمودار توابع زير را رسم كنيد :مثال

   الف(                                            (ج

                       ب(

 يا   تابعي كه متغيير زير راديكال باشد. مانند     به زبان ساده  : تابع راديكالي -6
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  راديكالي(ريشه دوم)دهد، تابع مي بت نسدوم نامنفي آن   تابعي كه هر عدد نامنفي را به ريشه
 دهند. نمايش مي   و به صورت   نامندمي

 1-مثال

دامنه  برد            

داريم. دامنه  و برد اين تابع را بنويسيد و نمودار آن را رسم    سوم را به صورت تابع ريشه 2-
 كنيد. 

 

 رسم كنيد: 3-

 (الف                    (ب (ج                        

 

 

 (د (چ                                          (ه                

                                                                                            

 بنويسيد.   نمايش جبري توابع زير را بر اساس 4-

                                 (ج    

 (الف                                                (ب                                              
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سپس يك واحد به   دهيم ( قرينه استخري )قرينه مي  هارا ابتدا نسبت به محور   تابع 5-
آوريم. نمايش جبري اين تابع را بنويسيد و دامنه و برد آن  واحد بالا مي 2سمت راست منتقل كرده و 

 را مشخص كنيد و نمودار آن را رسم كنيد. 

 

 ) 92را بيابيد. (رياضي   است. دامنه تابع   شكل روبرو نمودار تابع  6-

                                                

 

را تعيين   عدد حقيقي باشد. مجموعه مقادير    اگر عبارت   7-
 ) 96كنيد.(تجربي 

 

 را بيابيد.  mبرابر تمام اعداد حقيقي است. حدود    دامنه تابع   8-

 

 

به   چگونه از روي نمودار   به كمك توصيف فارسي توضيح دهيد نمودار  9-
 دست آوريد. 

 

 

 را رسم كنيد و دامنه و برد آن را بنويسيد.  نمودار تابع  10-

 

سالگي   60تا حدود    (cm)قد متوسط كودكان را به تقريب برحسب   تابع 11-
هاي پس از تولد است. دامنه و برد اين تابع را مشخص كنيد و نمودار  نشان دهند ماه  دهد. نشان مي
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حدودا چند   85 (cm)آن را رسم كنيد. قد يك كودك شش ساله تقريبا چقدر است؟ كودكي با قد 
 ماهه است؟ 

 

 قدر مطلق:  -7

ترين نوع گوييم. ساده عبارت جبري است را تابع شامل قدر مطلق مي  كه     تابع  

 و  است و           است كه نمودار آن    قدر مطلق    تابع

   

 اي: تابع چند جمله  -8
را يك تابع چند   كه   هر تابع به شكل  

 مانند : گوييم. مي اي از درجه  جمله

  

  

 : مانند لگاريتمي ،تابع نمايي -9

                                     or                                              

گردد. هاي بعدي بررسي ميدر فصل  

انه اي جداگش تقسيم شود و براي هر بخش ضابطهاگر دامنه تابع به چند بخ  اي:تابع چندضابطه  -10
 به فرم زيرند : ايگوييم. توابع چند ضابطهاي تابع را چند ضابطهتعريف شود 
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 يا     كمان مثلثاتي باشد. مانند  ، : تابعي كه متغيير تابع مثلثاتي -11

نمودار  .  گوييم مانند  تابعي كه متغيير جلوي نسبت مثلثاتي باشد را تابع مثلثاتي مي 
 گيرند.هاي بعد مورد بررسي قرار مي سالهاي بعدي و  هاي اين نوع توابع در فصل و ويژگي 

             به صورت زير باشد حاصل  ر تابع مثال :  اگ

 

 :تابع علامت -12

گوييم. اين  را تابع علامت مي      يا    تابع به فرم 

 تابع را  

 كنند. نمودار آن را رسم كنيد. نيز معرفي مي  به صورت 

 :اي تابع پله -13
 تابعي كه دامنه آن به چند قسمت تقسيم شود و براي هر قسمت دامنه آن تابع ثابت تعريف كنيم، 

 نامند.مي اي تابع پله 

مثال: در يك پاركينگ  هزينه پارك خودرو مطابق جدول روبروست. ضابطه تابع را بنويسيد و نمودار 
                    آن را رسم كنيد.  

 

 مسئله كاربردي بسازيد و نمودار آن را رسم كنيد. اي روبرو يك براي تابع پله  2-مثال
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 صحيحء جزتابع  -15
بيشتر  عدد حقيقي دلخواهي باشد، جزء صحيح آن بزرگترين عدد صحيحي است كه از  اگر 

 دهيم.                           نمايش مي را با نماد  جزء صحيح  نباشد. 

       

 حاصل را بنويسيد :  1-مثال 

                         )4                                   )1 

  )3                              )2 

 د. شودهد تابع جزء صحيح ناميده ميرا به جزء صحيح آن نسبت مي  تابعي كه هر عدد حقيقي  

                           و    

 را رسم كنيد.    نمودار تابع  2- مثال

 

                                                                                                        

 رويم:مطابق دستورالعمل زير مي   ه در باز نكته: براي رسم نمودار  

                             كنيم. )ضرب مي را در  ه ( باز     

  
 است  عدد صحيح بعد از  اولين   

 كنيم. را محاسبه مي  يابيم و  ها ميمقدار جزء صحيح از نامساوي  )2(بندي با توجه به تقسيم  

نمودار  ، آنها ها و مقدار  تقسيم كرده و با تعيين آن روي محور   را بر  )2(تمام موارد قسمت  
 كنيم. را رسم مي 

 رسم كنيد.  را در بازه    نمودار  3-مثال
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 )1  

 

                                                             

 رسم كنيد.   را در بازه  نمودار تابع  4-

 )1 

 

 

                                                                          

 هاي جزء صحيح:ويژگي
          

                                                                       

دار بودن نقاط صحيح و توضيحات سر  ها به صورت مايل  و حفره با توجه به رسم  نمودار محور  
                                 كلاس كه بيانگر تعريف جزء صحيح است اين نامساوي واضح است

           :               به طور كلي داريم:

 :مثال      

  : مثال

   

دامنه 
برد 

 

                                      و

و               و             
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 كار در كلاس 
 دست آوريد. هاي زير را بهمجموعه جواب معادله  1-

 (الف   

 (ب  

 (ج   

 (د 

 (ه  

 (و  

 (ز 

 

 دست آوريد. نمودار توابع زير را به  2-

 (الف   

 (ب  

  (ج 

  (د 

  (ه 

 

 دست آوريد. نمودار توابع زير را به  3-

 (الف  
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 (ب 

 

  (ج 

 : معادلات و توابع
  و      دهند مانند   را نشان مي  رابطهتعيير هستند يك  ممعادلاتي كه شامل دو  

سازند داراي مولفه اول  هايي كه ميكننده يك تابع هستند كه به ازاي تمام زوج مرتب معرفي  معادلاتي  
 گيريم. معمولا براي نشان دادن تابع نبودن از مثال نقض كمك مي برابر نباشد. 

 هاي زير معرف يك تابع است. مثال: كدام يك از رابطه 

 (الف  

نيست  تابع 

                      

 (ب                                                    

نيست تابع   

 (ج

 رابطه يك زوج مرتب دارد پس تابع است.    

 كدام رابطه معرف تابع است. 2-مثال

 (الف                                             (و  
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 (ب                                                     (ه  

 (ج  (ز                                   

 (د                                                     (ح                                      

 كار در منزل 
 )88كدام است؟ (تجربي باشد حاصل  اگر  1-

 

 

 ) 90(تجربي  مقدار؟   در تابع   2-

 

 

 هاي زير را رسم كنيد. نمودار تابع  3-

 (الف                         (ب                             (ج    

 

 

 دست آوريد. دامنه توابع زير را به  4-

 (الف                                         (ب                               (ج   

 

 

 )91دست آوريد: (تجربي حاصل را به   وبراي  5-
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 )92را بيابيد. (رياضي برد تابع  اگر  6-

 

 

 وارون تابع:
 : تابعي يك به يك است كه مولفه دوم برابر نداشته باشد. تابع يك به يك

 يك به يك نيست.   است. اما تابع  ،تابع  1-مثال

        ,          

ها بكشيم براي تشخيص يك به يك بودن تابع از روي نمودار داده شده: اگر هر خطي موازي محور  
 يك نقطه قطع كند.   نمودار را حداكثر در

يك كدام تابع 2-مثال به   است.  يك

 

 وارون تابع و تابع وارون :
داده شده باشد، رابطه كه از جابجايي دو مولفه هر زوج   صورت زوج مرتببين دو مجموعه به اگر رابطه
 دهيم. نشان مي رابطه باشد، وارون آن را با  ناميم. اگر آيد وارون آن رابطه مي دست مي مرتب به 

وارون 
  

 : در حالت كلي
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 يعني:دهد، ت و معني توان منفي را نمي يك نماد اس در  

 

نامند واضح مي را تابع وارون   گوييم و  ه يك باشد آن تابع را وارون پذير مي بعي يك باگر تا
اما تابع اند. در واقع وارون تابع الزاما تابع نيست يكديگر متفاوت  است كه وارون تابع و تابع وارون با

 .وارون الزاما تابع است

 مثال: وارون توابع زير را بنويسيد. كدام تابع وارون پذير است؟ 

 
وارون 

 

 تابع وارون است.  پذير است. زيرا تابعي يك به يك است.  وارون  

تابع  وارون 

 

 تابع وارون نيست و صرفا وارون تابع است.  وارون پذير نيست. زيرا تابعي يك به يك نيست.   

 :  يك تابع وارون پذير  وارونِ دست آوردن تابعبراي به 

 كنيم. را عوض مي  اي ج زوج مرتب باشد، در هر زوج مرتب  الف) اگر تابع به صورت

 كنيم. ( نيمساز ربع اول و سوم ) رسم مي  ، قرينه آن را نسبت به خط  باشدب) اگر نمودار تابع 

 كنيم (يعني  حل مي  داده شده باشد، ابتدا معادله تابع را برحسب   ج) اگر ضابطه تابع  
 است.  همان  كنيم. آخرين  را عوض مي ويابيم) و سپس در مرحله آخر جاي  را مي 

 يد: دست آور مثال: در هر قست تابع وارون را به 

 (الف  

 

 (ج                                                                     (ب          
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 (د 

 

ميشود عوض  جاي 
 

 

 كمك ماشين تابع:  وارون تابع به محاسبه
 دست آوريد. را به كمك ماشين تابع به  وارون تابع   1-مثال 

تابع    ماشين

 

 

   ، تابع وارون به روش ماشين تابع  2-مثال

 

 دست آوريد. را  به    به روش ماشين تابع ، تابع وارون  3- مثال

 

 

 را بيابيد.  وارون تابع   4-مثال

 

 هاي تابع وارون:ويژگي
 باشد.  تابع وارون با ضابطه   اگر 
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در صورتي كه همديگر را قطع كنند باشرط صعودي بودن همديگر را روي خط  توابع    
 يا يا  كنند. از اين رو براي يافتن نقطه تقاطع يكي از معادلات قطع مي 

 روي خط  و  را قطع كننداگر تابع نزولي باشد ممكن است همديگر  كنيم. را حل مي   
 نباشد. 

 :  در تابع خطي    

 . در اين صورت       ب) اگر             الف)  

 : در تابع     

 .) باشد در اين صورت     يا   اگر 

 شرط زيرا را همزمان داشته باشد : 2پذير است كه  اي در صورتي وارون ضابطه ابع چند ت  

 اشتراك بردها تهي باشد.   2-    .    ويك باشندبه ها در دامنه خود يكتك ضابطه تك  1-

اي از يك به يك بودن كلي تابع مطمئن شويم و براي يافتن  تابع چند ضابطه   روش رسمِبهتر است به 
 يابيم. مي را برحسب   ها در تك تك ضابطه  

 

 يابيم. مي را براساس خط   ، قرينه تابع  از روي نمودار تابع   براي يافتن نمودار   

توانيم آن را وارون پذير ي ديد دامنه ) من دامنه آن ( تح باشد با محدود كرداگر تابعي يك به يك ن 
 كنيم. 

 كار در منزل : 
  زوج – ايضابطه  –  نموداري –پذير نباشد). توصيفي مثال بزنيد كه يك به يك ( وارون تابعي 1-

 . مرتبي
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  و    دو تابع  وارون يكديگرند؟   و    آيا تابع   2-
 چرا؟ چطور؟ 

به كمك رسم نمودار وارون پذيري توابع را بررسي كنيد و ضابطه تابع وارون را براي هركدام كه   3-
 :آوريد  دست وارون پذير است. به

 (الف  

 

 

 (ب 

 (ج 

 

 

 (د 

 

ديد  يك به يك نيست. با تح  را رسم كنيد و نشان دهيد  ابتدا نمودار تابع   4-
را رسم كنيد و دامنه و   دست آوريد. نمودار  دامنه آن را وارون پذير كنيد و ضابطه وارون آن را به

 برد آن را بنويسيد. 

   براي هر عدد حقيقي:      پذير نباشد و  رسم كنيد كه وارون نمودار تابعي مانند   5-

 درست و نادرست را تعيين كنيد.  6-

 با خودش برابر است.      الف) وارون تابع

 است.  ℝبرابر  ، دامنه  ب) در تابع 

 است.   همان  ج) وارون تابع  
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 دو تابع باشند كه وارون يكديگر باشند آنگاه :  و   د) اگر

  

 است.   برابر     ه) وارون تابع 

 باخودش برابر است.    ز) وارون تابع  

 .است  برابر   ح) وارون تابع  

باشد  تابعي    اگر رابطه   7-
 را بيابيد.  دوتايي  

 

 )88را بيابيد. (رياضي مقدار   در تابع با ضابطه  8-

 

 

 گذرد. الزاما از كدام نقطه مي  باشد ، نمودار  اگر ضابطه  9-

1)                      2)                       3)                     4)      

 

 ) 91دست آوريد. (تجربيرا به  ضابطه وارون تابع   10-

 

 )92دست آوريد. (تجربيرا به كوس تابع  ضابطه مع 11-
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در آن بازه را  اي وارون پذير است. ضابطه در بازه  تابع با ضابطه  12-
 ) 92بيابيد. (رياضي

 

 

 ) 91دست آوريد. (تجربيرا به  ضابطه وارون تابع   13-

 

 ) 92به كدام صورت است. (تجربي  ضابطه معكوس تابع   14-

1)  

2)  

3)  

4)  

 

 ) 90دست آوريد. (رياضيرا به   باشد، ضابطه تابع   اگر  15-

 

 

اند؟  با كدام طول متقاطع  باشد، نمودارهاي دو تابع  ازاي  اگر به 16-
 )88(رياضي

 

در  مفروض است. نمودارهاي دو تابع   با دامنه   تابع  17-
 ) 92اند؟ (رياضيچند نقطه متقاطع 
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   تابع اعمال روي 

 كنيم. باشد، اعمال جبري روي توابع را چنين تعريف مي  هاي دو تابع با ضابطه  اگر 

  

  

  

 نكته: 

                                                                  

  

 تر براي اعمال جبري روي توابع : به زبان ساده  2-

 دهيم. هاي آنها انجام مي، عمل جبري گفته شده را روي   توابع داده شده روي دامنه مشتركِ

 در هر قسمت جواب را بنويسيد.  1- مثال

 (الف        ,                   

 

1)  

2)  

3)  

 

4) 

 را بيابيد.  باشد، ضابطه و دامنه تابع     اگر  2-مثال 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



75 
 

 ضابطه تابع  

  

دست  را به باشند، مقدار    اگر  3-مثال 
 آوريد. 

  

باشند، آنگاه نمودار تابع    اگر  4-مثال 
 را رسم كنيد.  

 

 

                                                           

                     

  

را     باشد، ضابطه و دامنه اگر  5-مثال 
 دست آوريد. به

 داده شده است.  نمودارهاي دو تابع  6-مثال 

 نويسيد. را ب الف) ابتدا ضابطه توابع  
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 را حساب كنيد نمودار آن را رسم كنيد.  ب) حاصل 

        

 

 

 

 به اين صورت تعريف شود:  فرض كنيم   7-مثال

 كه در آن 

 دست آوريد. را به   ضابطه توابع  

 ابع: وتركيب ت
صورت زير تعريف  دهيم و آن را به نشان مي را با  با  دو تابع باشند تركيب  اگر 
 كنيم:مي

  

  

 به عبارت ديگر : 

را تركيب كنيم. به اين   توانيم  باشد آنگاه مي اگر 
 اعمال كنيم به بيان ديگر : را روي خروجي   اعمال كنيم و سپس تابع   را روي   نحو كه ابتدا  

  

 به صورت وتر در تركيب تابع  به زبان ساده 

 عمل                                             جاي اينكه روي  به تابع  

 كند.عمل مي  كند، روي 
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دو تابع باشند، ضابطه توابع   اگر  1-مثال
 :را بيابيد و تفسير معنايي كنيد 

گراد به درجه : تابع تبديل درجه سانتي       و   گراد: تابع تبديل درجه فارنهايت به درجه سانتي  
 كلوين. 

  

گراد است كه آن را به درجه كلوين تبديل كرده و سپس كلوين را  برحسب سانتي  ورودي اين تابع  
 كند. به فارنهايت تبديل مي 

 

  اگر  2-مثال 
 دست آوريد : باشد توابع زير را به 

كنيم و هر چه مانده   ف مي حذآنها را      تابع اول تابع دوم    قاعده كار اين است كه
 نويسيم . سرجاي خودش مي 

 (الف     

 (ب  

 (ج                

 (د

 

 دست آوريد : باشد به اگر  3-مثال 

 (الف (ج                                                                      
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 (ب  

 دست آوريد :را به باشد ضابطه و دامنه تابع   اگر  4-مثال 

  

1  

يا 2  

3  

  

                

آوريم و سپس مطابق روند  دست مي را جداگانه به ابتدا دامنه توابع   براي به دست آوردن   
را تعيين  نويسيم و بعد از تفسير آن به نماد رياضي مرحل آن دامنه زير فرمول دامنه را مي 

 م كنيمي

 قابل تعريف است ؟ چرا؟  آيا ضابطه   اگر  5-مثال 

 

                                        تعريف نيست قابل         

 

 .                    كه :  اين استقابل تعريف باشد   شرط اينكه  نكته:   

دست  و دامنه آنها را به باشد، توابع   اگر  6-مثال 
 آوريد. 
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 دست آوريد. و دامنه آن را به  باشد، توابع   اگر  7-مثال 

 

 

 

دست  را به باشد، تابع  اگر  8-مثال 
 آوريد. 

مسئله  ه داد

  

بيابيد به قسمتي كه  ، تابعي مانند  اگر  9-مثال 
  

  

 

  

اي   اي براي يك مخزن گازوييل استوانه يك پي (فدنداسيون) بتني مربع شكل به عنوان پايه  10-مثال 
  شود. استفاده مي 

 (ضلع مربع) بنويسيد.  را به عنوان تابعي از   الف) شعاع مخزن ، 

 بنويسيد.                           اي شكل را به عنوان تابعي از  پايه دايره  ب) مساحت 

 بير كنيد. را بيابيد و تع ج) 

 درست و نادرست را تعيين كنيد.   11- مثال
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آنگاه   الف)  
  
 آنگاه    ب) اگر 

  آنگاه   ج) 

 داريم :  د) براي سه تابع  

 

 كار در منزل : 
  را حساب كنيد و نشان دهيد  ، توابع   اگر  1-

  

  

 ، مقادير خواسته شده را بيابيد.  با توجه به نمودارهاي   2-

 (الف 

 (ب

 (ج

 (د 

 (ه  

 (و  

 دست آوريد و نمودارهاي آنها را رسم كنيد. را به  باشد  اگر  3-

      آيا
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 را تشكيل دهيد .  باشند تابع    اگر  4-

 

 

 

 الف)    دهيد :  باشد نشان اگر  5-

  ب)                                                                 

 

 

 ) 88. (تجربيرا بيابيد باشد مقدار  اگر  6-

 

 آنگاه حاصل اگر 7-

   

 ) 89(تجربي

 

 

 اند. اگرمفروض  تابع  8-

 ) 90كدام است؟ (رياضي باشند. دوتايي     

 

 

 را بيابيد.  باشند ضابطه   اگر  9-
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با كدام طول  باشند، نمودارهاي دو تابع   اگر  10-
 ) 92اند؟ (تجربيمتقاطع

 

 

 ) 90دست آوريد. (رياضيرا به باشد ، ضابطه تابع  اگر  11-

 

 

را   بگذرد ، ضابطه   يك تابع خطي باشد كه از دو نقطه   اگر  12-
 دست آوريد. به

 

 

 ) 91را بيابيد. (تجربي  باشد، دامنه تابع   اگر  13-

 

 

 ) 92را بيابيد. (تجربي باشد ، دامنه تابع  اگر  14-

 

 

را بيابيد.  باشد، آنگاه برد تابع  اگر  15-
 ) 92(رياضي
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 )86باشد ، مقدار ورودي را بيابيد.( اگر خروجي ماشين مقابل  16-

 ورودي خروجي  

 

 

 را بيابيد.  باشد ، مقدار  5-، برابر  2اگر خروجي ماشين مقابل براي ورودي  17-

 ورودي خروجي 

 

 

را  باشند. ضابطه تابع  اگر  18-
 ) 92بيابيد. (رياضي

 

 

مفروض   دو تابع  19-
 ) 90(تجربي است.  

 

 

 ) 92را بيابيد. (رياضي باشند، دامنه تابع   اگر  20-

 

 

 اند. اگر مفروض   دو تابع  21-

 )96را بيابيد. (تجربي مقدار  

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



84 
 

 

 )96را بيابيد. (تجربي باشند. ضابطه تابع  اگر  22-

 

 

 . دست آوريدرا به باشد   اگر  23-

 

 

 را بيابيد.  باشند مقدار  اگر  24-

 

 

 را رسم كنيد.  باشد نمودار   اگر  25-

  

 . مرتبه           باشد حاصل  اگر  26-
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 فصل سوم 
 توابع نمايي و لگاريتم

 هاي لگاريتم و معادلات لگاريتمي  ويژگي-3  تابع لگاريتمي و لگاريتم-2   تابع نمايي-1

 توابع نمايي و لگاريتم -1

 شويم. هاي اين تابع و كاربردهايي از آن آشنا مين و ويژگيايي و نمودار آم در اين فصل ابتدا با تابع ن
د لگاريتم را مورد بررسي قرار  مورد از كاربرسپس با تابع لگاريتم و نمودار آن و قوانين آن و چند 

 دهيم. مي

را يك تابع نمايي   وكه در آن    با نمايش جبري  هر تابع: تابع نماييالف) 
 . ناميممي

 هاي آن را بنويسيد. را رسم كنيد و ويژگي . نمودار تابع  1مثال

 

 

 (A  ) دارد پس وارون  ) است. 1-1تابع 

 (B  (افزايشي است) اين تابع صعودي است 

C             

 هاي آن را بنويسيد .  را رسم كنيد و ويژگي  . نمودار تابع 2مثال 
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 . كدام يك از توابع زير نمايي نيستند؟ چرا؟ 3مثال 

                          (ه  (الف

(ج                              (ب   (د                         

 

 . جاهاي خالي را پر كنيد. 4مثال 

 :    در تابع  

A    مي يابند.   مقادير    با افزايش مقدار     اگر  ............... 

B    مي يابند. مقادير تابع   با افزايش مقدار    0  اگر .............. 

عت نصف مقدار اوليه  سا 10ساعت است (يعني بعد از گذشت  10. نيمه عمر يك ماده راديواكتيو 5مثال
 . گرم باشد 4مقدار اوليه اين ماده اگر  روند ادامه دارد. اين  رود و آن از دست مي 

 ساعت چه مقدار ماده مي ماند؟  40الف)بعد از گذشت 

 ماند؟گرم از اين ماده باقي مي 10مدت  ب)بعد از چه

 چرا؟  يا با گذشت زمان اين ماده تمام مي شود؟آ ج)

 نكته: 

مقدار     ، شت زمان  بعد از گذ واحد جرم و نيمه عمر   تابع نمايي يك ماده با مقدار اوليه  
 آيد. يمقدار ماده باقي مانده از تابع زير به دست مماند. باقي مي  ماده 

  

 مقدار ماده مانده زمان           مقدار اوليه           مقدار اوليه      kدر اين تابع  

  الف) 
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 ب)

  

 زيرا اين تابع نمايي است و مقدار آن به صفر نزديك مي شود اما صفر نمي شود. ، ج)خير

  6.مثال

 را رسم كنيد و آنها را با هم مقايسه كنيد.      و      و  تابع    سهالف) نمودار 

 

 هم مقايسه كنيد. را رسم كنيد و آنها را با  نمودار سه تابع   ب)

 

  سال از رابطه   بعد از   آنسال است مقدار  5730 ، 14. نيمه عمر كربن 7مثال

 به دست مي آيد. 

سال مقدار اين نوع كربن چقدر   17190از گذشت  اوليه اين كربن چقدر است؟   ب)بعدالف)مقدار 
 است؟ 

 ج)بعد از گذشت چند سال مقدار اين كربن صفر مي شود؟ 

 

دو عدد حقيقي دلخواه باشند حاصل   yو  x،  1مخالف دو عدد حقيقي مثبت و  b  و  a. اگر 8مثال
 عبارت زير را بنويسيد و مثال بزنيد:

   

   

                     

 

 زير را حل كنيد: هاي . نامعادله و معادله9مثال
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(الف                                         

                                               (ب

                    (ج

 

ميلي گرم از يك نوع دارو در بدن شخصي   10فرض كنيد  ها در بدن با ادرار دفع مي شوند. . دارو10
 آيد. به دست مي ساعت از رابطه  tقرار دارد و مقدار آن پس از 

 ساعت چقدر است؟    ب)چه درصدي دارو در دو ساعت از بين مي رود؟   6الف)مقدار دارو پس از  

 

 

 

 را تعيين كنيد:  و نادرست . درست11مثال

 است.  و  بين  الف) عدد  

 است.  برابر  ب) مقدار تقريبي  

 رفتار تابع نمايي دارد.   ج) هر تابع به فرم 

دقيقه   2پس از   دقيقه است.  tمقدار نمك حل نشده در آب پس از  د)رابطه  
 گرم است.  مقدار نمك حل نشده در آب 

                                                                                                                                                 ه)
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 تمرين در منزل 
 . نمودار توابع زير را به كمك انتقال رسم كنيد 1

   )                                                                                                      1  

)2                                    

)3     

4)    

                            )5 

از   Aفاصله نقطه  متقاطع اند.  Aدر نقطه      و هاي دو تابع  . نمودار2
 )96را بيابيد.(رياضي  نقطه  

 

 

 

 از نقطه   Aنقطه  فاصله متقاطع اند.   Aدر نقطه  و    هاي دو تابع  . نمودار3

 ) 96(رياضي  را بيابيد.  

 

 

 را بيابيد.  . مقدار  و  و  و   . در تابع 4

 ) 92(تجربي 
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 . مجموعه جواب را بيابيد :5

    (الف

      (ب

       (ج

 . رفتار كدام يك از توابع زير نمايي است؟ 6

   (د                (ج             (ب        (الف

 جبري آن را بنويسيد  نمايش ك تابع نمايي است. ي  . جدول مقابل معرفي7

                    

 

   ,بگذرد  و  از دو نقطه   . اگر نمودار  8

 ) 93(تجربي 

 

 

 را بيابيد.   مقدار  رسم شده است.  . در شكل رو به رو نمودار تابع  9

               

 

 ) 95قلم چي در چند نقطه متقاطع اند؟( و  . نمودار  10
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 تابع لگاريتمي و لگاريتم  -2
نمودار وارون آن را   يك به يك است بنابراين وارون پذير است.  تابع  

 . معرفي مي كنيم        ادمي ناميم و با نم رسم مي كنيم و آنرا    نسبت به خط 

 را بنويسيد و نمودار آنها را رسم كنيد.  و   . وارون توابع  1مثال 

   

   

 

 اد لگاريتم بنويسيد:. عبارات زير را با نم 2مثال 

(الف        (ب                                                   

    (د                                                       (ج

    (و                                                          (ه 

را تعيين   . با توجه به يافتن تابع لگاريتمي از روي تابع نمايي دامنه تابع  3مثال 
 كنيد. 

 

 

 . دامنه توابع زير را به دست آوريد:4مثال 

    (الف

     (ب

     (ج
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 (د

 
  

    

                      

 : نمودار توابع زير را رسم كنيد. 1مثال

     

          

        
     

 و نادرست را تعيين كنيد.  . درست5مثال 

 الف) لگاريتم عدد صفر برابر يك است. 

  ب

 داريم     ج) در تابع  

 د) نمودار تابع  

 ه)         

 تمرين در كلاس
 را به دست آوريد.   . در هر قسمت مقدار  1

    (الف 
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      (ب

      (ج

 

 . حاصل عبارات زير را به دست آوريد :2

      (ب                                       (الف

    (د                                                   (ج

 را رسم كنيد و با يكديگر مقايسه كنيد.  و  . نمودار توابع  3

 

 كند؟اي قطع مي را در چه نقطه  نمودار تابع   . الف)  خط 4

 كند؟اي قطع ميرا در چه نقطه ابع  نمودار ت  ب)  خط 

 كند؟ اي قطع ميرا در چه نقطه نمودار   ج)  خط 

 كند؟ ياي قطع مرا در چه نقطه نمودار تابع   د)  خط 

 كنند؟ نقاطي قطع مير را در چه نقطه يا يكديگ  و    ه)  نمودار دو تابع  

 

 . نمودار هر يك توابع زير را به كمك انتقال رسم كنيد. 5

                                                                                (الف

                                                                    (ب

                                                                                           (ج

                                                                                  (د
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(هر نمودار را در يك  قرار دارد؟ بالاي نمودار تابع   اي نمودار تابع ه . در چه باز6
 دستگاه رسم كنيد) 

 

                

 كدام است؟  است.  . شكل روبرو نمودار  7

1 (               2  (                    

3 (       4  ( 

 را تعيين كنيد.   . درست و نادرست8

 كند. ها را قطع مي محور  الف)  تابع  

  گيريم كه  نتيجه مي ب)    از تساوي  

 )(با شرط 

 يك است. به تابعي يك ج)   نمودار  

       ;د)   با شرط 

 

 هاي لگاريتميگاريتم و حل معادلههاي لويژگي -3
 در اين مبحث به بيان و اثبات روابط و ويژگي هاي لگاريتم مي پردازيم. 

  (        :  

              (    : مثال        

       :   

 اثبات:
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  طبق تعريف          

 

و و و       

 اثبات:

  طبق تعريف     

   

                    5(             محسوب مي شود.  10اگر لگاريتمي مبنا نداشت. مبناي آن 

6)  

 

7)  

8)  

9)  

: .حاصل را بنويسيد1مثال  

log5  log     (الف       

     (ب 

log      (ج    log   =log   =  (log10+log2) =      

(د           log 0/25 log 0  log  

log 1/5       (ه     
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log       (و     

log       (ز     

        (ح   

اگر                (ط    ( 98تجربي ) 

 

log3.  اگر2مثال 0/4  ,   log2  باشد مقدار عددي عبارت زير را به دست آوريد:     0/3

)log   (الف    

Log ( = log log5 = 2 log3+  2log3 +  

                          = 1/85  

      

 

   (ب   

      

   (ج   

       

   (د      
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              (ه      

 
 

(و                                        ( 96خارج ) 

        

)    88باشد حاصل را بيابيد: (تجربي    هاي معادله ريشه  و  اگر  

(    (ز       

و        

                  

) (ح           90تجربي )  

  

)  (ط       90تجربي        )    

) اندتعيين كنيد:(تمام لگاريتم ها تعريف شده  درست و نادرست را -10         

(الف       (د             (ب                 

(ج (ه                      (ح                 

(ز                      (و (ط                     

واگر  -2  باشد حاصل را بدست آوريد:و

    (الف
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)(ب  81تجربي  ):   

)(ج  86تجربي )  

)(د  90رياضي  ) (  

 با معني است. اگر  و  ∞+ فقط براي مقادير  تابع  -3
               باشد آن گاه                                                                                                       

 ) 90(رياضي

را در دو نقطه به   نمودار تابع   نمودار يك تابع به صورت  -4
 )97(رياضي   قطع مي كند.؟ وطول هاي  

 معادله هاي لگاريتميحل معادله و نا
م به معادله تواني تبديل كنيم  ت كافي است مطابق تعريف لگاري   براي حل معادله  -1
 را بيابيم يعني :                                       و

براي حل معادله شامل لگاريتم ابتدا به كمك قوانين لگاريتم دو طرف تساوي را تبديل به يك  -2
حتما بايد بر مبناها برابر باشند و ضريب  ،     لگاريتم مي كنيم يعني

 را مي يابيم.   سپس لگاريتم ها را از دو طرف حذف مي كنيم و مقدار   داشته باشند. ن

يا منفي شدن عبارت قابل قبول است كه باعث صفر  جوابي از   ودر هر دو قسمت   -3
 . جلوي لگاريتم نمي شود

 هاي زير را بدست آوريد : در هر قسمت مجموع جواب معادله -1مثال 

الف   

 (ب    
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93       (جتجربي 

ق ق غ 
ج  م

  

) (د93(خارج         

 

 

)89(خارج     (ه    

 

  

 

 

)91(تجربي    (و    

 

 

 

)83(تجربي   (ز     

 

 تمرين در كلاس 
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 .مجموعه جواب معادله هاي زير را به دست آوريد. 1

)  80(تجربي                                                                 (الف  

 

(ب 85تجربي                       

 

)   96تجربي   (ج )   

 

)   95رياضي (د )   

 

      (ه 

 

و(   ،  

 

ز(    

 

ح(  و   

 

   (ط

 

   (ز
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 دامنه تعريف توابع را به دست آوريد.  2.

   (الف

 

   (ب

 

   (ج

   (د

 

   (ز

 

 : درست و نادرست را تعيين كنيد. 2مثال

      

      
           

   
 را بيابيد.  حاصل   : اگر   3مثال

 

 : دامنه توابع زير را بيابيد. 4مثال
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 كدام راه حل درست است؟چرا؟  3.

 

يا  (الف  

   (ب

 هاي لگاريتمكاربرد
 :آشنا مي شويم لگاريتم در قالب مثال هاييدر اين مبحث با چهار نوع كاربرد 

 زمين لرزه  ياندازه گيري بزرگ . 2                                               وال جمعيت . آهنگ رشد يا ز1  

 . يك محلول PH. محاسبه 4                 كه نيمه عمر دارد ايماده باقيمانده   . ميزان3 

   جهان در انتهاي هر سال به صورتيت  . تابع جمع1مثال
 برآورد مي شود . 

 تقريبا چقدر است؟ 2016الف)جمعيت جهان در سال 

   

 ميليارد خواهد رسيد؟  8ب) درچه سالي جمعيت جهان به 

ميليارد 8                                                                      

  

  

 رسد. ميليارد مي 8جمعيت جهان به  2021در سال حدودا  يعني 
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 به دست مي آيد.  . جمعيت يك نوع باكتري برحسب زمان از رابطه 2مثال

)t است.    ، جمعيت در هر سال رشد نرخ  ٪3، اوليمقدار  80رحسب سال) در واقع ب 

 سال جمعيت چه قدر خواهد بود؟  15الف)بعد از گذشت 

  

 ب) بعد از گذشت چه زماني سه برابر جمعيت اوليه را خواهيم داشت.  

 . 240) يعني 80سه برابر مقدار اوليه (

  

               

 ماه جمعيت سه برابر خواهد شد.  8سال و  3يعني حدود  

 

 است.                  اساس كار در مسايل رشد و زوال استفاده از رابطه :نكته

پس از چند   ، باشد اگر ضريب رشد . باكتري داريم  10000  . در لحظه شروع كشت3مثال
 . تعداد باكتري ها در دو دقيقه اول چقدر است؟باكتري وجود دارد؟  30000دقيقه 

 

 از رابطه زير حاصل مي شود: (Erg) مقدار انرژي آزاد شده برحسب ارگ :نكته

 
نماد ميزان انرژي آزاد شده در زلزله  گيري بزرگي زمين لرزه و ، مقياسي براي اندازه . ريشتر4مثال

 . در مقياس ريشتر باشد Mاگر بزرگي زمين لرزه برابر  است. 

 

 ريشتري چقدر است؟                 الف)مقدار انرژي آزاد شده در يك زلزله   
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 زلزله چند ريشتري بوده است؟   ,ارگ انرژي آزاد شده باشد  , ب)اگر در يك زلزله  

 

 چه مقدار انرژي آزاد شده بيشتر مي گردد؟ ,ريشتري افزوده شود  Mج) اگر يك ريشتر به يك زلزله 

 

 ريشتري را محاسبه كنيد.  . مقدار انرژي آزاد شده در يك زلزله  5مثال

 

بزرگي زلزله در واحد ريشتر چقدر   ، ارگ باشد در يك زلزله  . اگر انرژي آزاد شده 6مثال
 است؟ 

 

 

ميلي گرم   25اي از اين ماده اگر جرم نمونه  سال است.  20اي حدود . نيمه عمر يك ماده هسته7مثال
 و مقدار جرم باقيمانده را بنويسيد.  الف)رابطه بين   ، باشد

 گرم است. ميلي ب)بعد از گذشت چند سال جرم باقي مانده  

 

 

 سال چقدر است؟  60انده بعد از گذشت چند  ج)جرم باقي م

 

 

 گرم است؟ ميلي د)بعد از گذشت چند سال جرم باقي مانده  
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ميلي گرم جرم  128نمونه اي از اين ماده  سال است.  40. نيمه عمر يك نوع ماده هسته اي 8مثال
 ماند چقدر است؟ سال باقي مي 300جرمي كه پس از  دارد. 

 

 

 اي شش روز و جرم اوليه آن يك گرم است. ماده . نيمه عمر 9مثال

 ماند بيابيد روز باقي مي tرا كه پس از  الف)جرم  

 

 

 يابد.گرم كاهش مي ب)طي چند روز اين جرم به 

 

ول است و از  بازي (قليايي)يا خنثي بودن يك محل ، معياري از ميزان اسيدي PH ، طبق تعريف :نكته
 آيد: رابطه زير به دست مي

  

 غلظت يون هيدرونيوم را نشان مي دهد.  در اين رابطه  

 هر يك از محلول هاي زير را به دست آوريد: PHالف)  . 10مثال

 مول بر ليتر است.  برابر  )در آب پرتقال غلظت يون هيدرونيوم  1

  

 مول بر ليتر است.  )در شربت معده غلظت يون هيدرونيوم برابر  2

  
 مول بر ليتر است.  )در آب خالص غلظت يون هيدرونيوم برابر  3

خنثي بازي  اسيدي
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 فصل چهارم 

 مثلثات  
 هاي مثلثاتي زوياي ديگرنسبت -2                         سال دهم يادوري  -1

    و     حسببر هاي مثلثاتي نسبت  -4    ونمودار توابع   -3

 يادآوري: -1

 در سال گذشته مباحث زير را ياد گرفتيد: 
 ) دايره مثلثاتي(دايره واحد) و ويژگي هاي آن. 1
 مثلثاتي در مثلث قائم الزاويه )نسبت هاي 2
 360°،  270°،   180°،   90°،   60 °،   45°،   30°،  0°) نسبت هاي مثلثاتي برخي زواياي مهم از قبيل: 3
 ) روابط بين نسبت هاي مثلثاتي 4
 ) مساحت چند شكل هندسي 5
  ) شيب خط و  6

 از هر قسمت چند مثال مي زنيم.  

 مثلثاتي را تعريف كنيد. ) دايره 1مثال
د و جهت مثبت آن  مي باش Aدايره اي به مركز مبدا مختصات و شعاع واحد و جهت دار كه شروع از 

 هاي ساعت است. خلاف حركت عقربه

 

 
A 

+ 

-
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) در يك مثلث متساوي الساقين قائم الزاويه ، نسبت هاي مثلثاتي زاويه ي ساق و قاعده را  2مثال
 بيابيد. 

° 

° 

 

 ) مقدار عددي عبارت زير را بدست آوريد. 3مثال

 (الف  

 (ب 

 در ناحيه چهارم باشد ، ساير نسبت هاي مثلثاتي را بدست آوريد.  و  ) اگر 4مثال

 

وآنگاه :  ، باش مي دانيم كه در دايره مثلثاتي اگر    و

 با توجه به مطالب بالا داريم:

چهارم در ناحيه   

 را بدست آوريد.  وحدود   با توجه به دايره مثلثاتي) 5مثال 

 و  

، چند برابر مساحت شش ضلعي منتظم به  مترسانتي  6ساوي الاضلاع به ضلع ) مساحت مثلث مت6مثال
 است؟ انتيمتر س 4ضلع 
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 ) درست و نادرست را تعيين كنيد. 7مثال 

ب  (الف  ج 

ه    و ( و
 (ز  

 دهيم. مورد مثلثات مورد بررسي قرار مي  در سال يازدهم مباحث زير را در

 زاويه (درجه و راديان)  هاي) واحد1
  وبر حسب   و  و  هاي مثلثاتي  ) نسبت2

 تابع كسينوس و نمودار آن و ويژگي ها)  -) توابع مثلثاتي (تابع سينوس و نمودار آن و ويژگي ها 3
 ) برخي كاربردهاي مثلثاتي در حل مسائل 4

 واحد هاي زاويه:. 1

  قسمت مساوي تقسيم كنيم، به يك قسمت آن درجه گفته مي شود.  360دايره را به الف) درجه : اگر 

 
 ب) راديان : زاويه اي كه اندازه ي كمان روبرو به آن برابر شعاع دايره باشد را يك راديان مي گوييم.  
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و   Ɩبر حسب راديان كه طول كمان رو به رو به آن زاويه  θبا توجه به اين تعريف اندازه ي زاويه ي 
 باشد ، از رابطه زير بدست مي آيد: rشعاع دايره 

 

                 :اندازه آن بر حسب راديان  R اندازه زاويه اي بر حسب درجه و Dاگر  نكته:

 ) يك راديان چند درجه است؟ 1مثال

  

 ب) يك درجه چند راديان است؟ 

 

 ) زواياي زير را بر حسب درجه بدست آوريد:2مثال

 (الف  

 قرار ميدهيم. يعني:    180،  روش ديگر: به جاي  

 

 (ب 

 (ج 

 ؟3/ 14است يا تقريباً  180برابر  سوال:  
اندازه گيري  در نظر مي گيريم اما به لحاظ واحد  3/ 14يك عدد حقيقي گنگ است كه تقريب آنرا  

 درجه. يعني:                                                                     180راديان برابر است با     :زاويه خواهيم داشت 
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 آيد:نيز بدست مي از روابط زير از دايره به شعاع  و مساحت قطاع    طول كمان  نكته: 

كمان طول و قطاع  مساحت   

و    ABرا برحسب راديان بدست آوريد؛ سپس طول كمان  αي زاويه ) در شكل روبرو اندازه 2مثال 

  مساحت قطاع كوچك آن را حساب كنيد. 

و  

  θس.م بريده مي شود. مقدار  6كماني به طول  θس.م  توسط زاويه اي   4) در دايره اي به شعاع 3مثال
                                                                به راديان چقدر است؟

 راديان بچرخد ، قرقره كوچكتر چند راديان مي چرخد؟  ) در شكل مقابل وقتي قرقره بزرگتر 4مثال

رگتر طي مي كند را حساب ابتدا مسافتي كه قرقره بز
 مي كنيم. 

 

ي كوچك نيز همين مسافت را طي مي كند؛ يعني در  بودن دو قرقره به يكديگر، قرقره  به دليل متصل
 داريم:قرقره كوچك 

 

 ) ميچرخد، قرقره كوچكتر يك دور كامل مي چرخد. دور (  يعني وقتي قرقره بزرگتر 

            پس:                        :نكته
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بعد از ظهر حركت مي   4بعد از ظهر تا  1اندازه زاويه اي كه عقربه ي ساعت شمار از ساعت ) 5مثال
 كند را بر حسب درجه و راديان بيان كنيد. 

دقيقه حركت مي كند. هر يك دقيقه ، شش درجه است   5تا  3،  4تا  1عقربه ساعت شمار از ساعت 
 حركت كرده است.  بنابرين                 

است  كرده  حركت راديان  يعني

عقربه هاي ساعت شمار ودقيقه شمار از چه رابطه اي بدست مي آيد؟ در ساعت  ) زاويه ي بين 6مثال
h  وM  دقيقه 

 :                                                              12) زاويه عقربه شمار با عدد 1
                                               :                                  12) زاويه دقيقه شمار با عدد 2
 هاي ساعت شمار و دقيقه شمار:  بين عقربه  ي  ) زاويه3

    

 راديان دوران كند؟  ي  تا عقربه دقيقه شمار به اندازه  كشدطول مي ) چه مدت7مثال

 

خلاف عقربه   Aت از نقطه شماره گذاري شده دارد. اگر در آغاز حرككابين  40) چرخ و فلكي 8مثال
راديان دوران ، شما در موقعيت كدام كابين  نشسته باشيد ، بعد از  4، شما روي كابين هاي ساعت
 قرار داريد؟ 

 

 

 )مركز زمين Oاست؟(  چندكيلومترقريباً تهران و مشهد ت ي بين دو ) در شكل  فاصله9مثال

    و     و   B :مشهد   و  A :تهران 
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س.م مي باشد. اندازه زاويه قطاع حاصل از  12س.م و ارتفاع   5، شعاع مخروط) در يك 10مثال
 شكل گسترده اين مخروط چند راديان است؟ 

 

 

 120است. اگر برف پاك كن كماني به اندازه ي س.م  35) طول برف پاك  كن جلوي اتومبيلي11مثال
 درجه طي كند:

 الف) اندازه كمان بر حسب راديان چقدر است؟ 
 ب) طول كمان طي شده توسط نوك برف پاك كن چقدر است؟ 

 

 

 نسبت هاي مثلثاتي برخي زوايا: . 2
درجه و علامت نسبت ها  360و  270،   180،   90، 0،  45،  60،  30در سال قبل نسبت هاي مثلثاتي زواياي 

 را در چهار ناحيه ياد گرفتيد. جهت ياد آوري:

 

                                  

هاي مثلثاتي آنها براي سينوس و تانژانت رابطه  در ناحيه اول دايره ي واحد، زوايا و نسبت  نكته:
 كسينوس و كتانژانت رابطه عكس دارند. مثلاً:مستقيم دارند و در 

و و و    
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 :نسبت هاي مثلثاتي زواياي مهم

 زاويه  0 30 45 60 90 180 270 360
         

         
         
         

 مثال: حاصل را بدست آوريد. 

 :A 

 است)  عددي صحيح  (     هاي مثلثاتي . نسبت3
 نويسيم. مي αو  180◦) زاويه را به صورت مجموع و يا تفاضل مضرب صحيحي از 1
 يم. نويسمي α او نسبت را ب) π±( كنيمو علامت را حذف مي  180رب صحيح و ) مض2
اش پشت نسبت مثلثاتي جواب  ي مربوطه ي اصلي سوال را در ناحيه) علامت نسبت مثلثاتي زاويه 3

 مي گذاريم. 

 مثال:

است  سوم  ناحيه در  

است  دوم ناحيه در  

هستند همان فرد مضارب و هستند همان زوج  مضارب

 است)صحيح فرد   (  ; نسبت هاي مثلثاتي  
 مي نويسيم.  αو  ) زاويه را به صورت مجموع و يا تفاضل مضرب صحيح فردي از 1
 و  و نسبت مثلثاتي متقابل آن را مي نويسيم. يعني   ) را حذف) ( 2
 گذاريم. اصلي پشت جواب ميي ه زاويه ) علامت نسبت مثلثاتي صورت سوال را با توجه ب3
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 مثال:

 

 

 مثال: حاصل؟

 (الف  

 (ب 

 (ج 

 

 : تعيين كنيد در چهار ناحيه دستگاه مختصات را . علامت نسبت هاي مثلثاتي6

 

 

و بطور كلي   و       نسبت هاي مثلثاتي 
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 و   نسبت هاي مثلثاتي   
                                                              

 

                                                

 

                                                

 

                                                 

ـ  

 

 . بين نسبت هاي مثلثاتي روابط زير برقرارند:4

A:  

B:  

C:  

D:  

 راديان چند درجه است؟  3درجه چند راديان است؟  6) 2مثال

                      

 كنيد. عيين مثلثاتي جايگاه آنها را ت) زواياي زير كاربرد بيشتري دارند. در دايره ي  3مثال
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 ) حاصل را بدست آوريد. 4مثال

A =  

 

B:  

 

 )94(تجربي اند) (زوايا درجهباشد، حاصل عبارت زير را بيابيد.  ) اگر 5مثال

 

 

 )91را بيابيد.(رياضي   باشد ،  مقدار  ) اگر 6مثال

 

 

در جهت مثبت مثلثاتي بسازد، در اين  θزاويه ي   Oxبا محور  Ɩاگر خط   نكته:
 يعني:  برابر است با   Ɩصورت شيب خط 

  
 مي سازد. شيب خط را بدست آوريد.   زاويه   Oxبا محور  Ɩ) خط 5مثال

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



117 
 

   توابع مثلثاتي:

 ي نسبت مثلثاتي قرار بگيرد را تابع مثلثاتي نامند. تابعي كه متغير در جايگاه زاويه  هر

 بيابيد. ) حاصل را 6مثال

 

 

دقيقه يك   4متر داريم كه هر 24) فرض كنيد چرخ و فلكي به قطر 7مثال
متر   8دور در جهت مثبت مي چرخد. اگر پايين ترين نقطه چرخ و فلك 

بالاي زمين باشد و كابين خاصي از چرخ و فلك را در نظر گرفته باشيم  
شد و روبه بالا در حال حركت  با Aدر   نقطه ي  t=  0كه در لحظه 

الف) در هر لحظه ارتفاع كابين از سطح زمين را مشخص كنيد.               است. 
راديان  ثانيه ، كماني كه كابين طي مي كند چند  t. پس از گذشت 1

 است؟ 

 

 تابعي بنويسيد كه ارتفاع كابين را نسبت به زمان نشان دهد.  . 2

h(θ)=20+12sinθ M´H´= H´A´+A´M´  ارتفاع كابين = 

     A´H´=12+8=20      OMH:          

 الف جواب :   

 نمايش دهيم ، تابع آن: را با   Pفاصله سايه اين كابين روي زمين تا نقطه   tب) اگر در لحظه ي 

 

و  
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 راديان طي كند ، ارتفاع كابين و طول سايه را بيابيد.  زاويه ي  ،  Aج) اگر كابين از نقطه ي 

 :هاقانون كسينوس

تعميم يافته ي قضيه ي فيثاغورس در مورد تمام مثلث ها به صورت زير است كه روابط آن به قانون  
                                                         كسينوس ها معروف است. 

 

 
 
 

 ها: دستور مساحت
 :ي بين آنها ه معلوم بودن طول دو ضلع و زاويه با توجه ب ABCمساحت مثلث 

 

 قانون سينوسها: 
 : آيدميرا بدست رابطه زير رار دادن رابطه هاي بالا) ها (مساوي قبه كمك دستور مساحت

 

الف)   برحسب راديان) xت است. ( به سمت مركز دايره در حال حرك  AB) وتر 12مثال
 نمايش دهد.  xتابعي بسازيد كه مساحت قطاع دايره را بر حسب 

 را به دست آوريد.  xب) تابع تغييرات وتر بر حسب 

 

ب)طبق قانون كسينوس ها:                                      
  

طاع مساحت ق مساحت مثلث    و      

 

و  

b c 

a 

A 

B 
C 
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 رسم نمودار تابع سينوس
 شكل زير است: با توجه به جدول روبرو نمودار سينوس به 

 

 

 

را     و     و       و   مثال: نمودار توابع
 رسم كنيد. 

 

 )(در تمام نكات       ها:ويژگي
دوره تناوب ان    -1

ايكس  ضريب 
 شود. تكرار مي  در فاصله     يعني نمودار تابع    

 است.       كند. در واقع صفرهاي تابعقطع مي ها را در نقاط   نمودار، محور طول -2

 است كه برابر با يك است.   مقدار ماكزيمم تابع  در نقاطي به طول      -3

 منفي يك است.   است كه برابر با  در نقاطي به طول      مقدار مينيمم تابع  -4

 بررسي و تعيين كنيد.      را در مورد تابع   4الي  1مثال: نكات 

 

 رسم نمودار تابع كسينوس
 با توجه به جدول روبرو نمودار كسينوس به شكل زير است: 
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را   و     و         و مثال: نمودار توابع  
 رسم كنيد. 

 

 

 

 ها: ويژگي
دوره تناوب ان    -1

ايكس  ضريب 
 شود. تكرار مي  در فاصله     يعني نمودار تابع    

 است.      كند. يعني صفرهاي تابعقطع مي ها را در نقاط   نمودار، محور طول -2

 است كه برابر با يك است.   در نقاطي به طول      مقدار ماكزيمم تابع -3

 منفي يك است.   است كه برابر با  در نقاطي به طول      دار مينيمم تابعمق -4

 بررسي و تعيين كنيد.      را در مورد تابع   4الي  1مثال: نكات 

 

 

 

 تعيين كنيد. را   و     و     و     مثال: به روش رسم نمودار مقدار تقريبي   

 

 

 مثال: به روش رسم مجموعه جواب معادلات را بيابيد:

الف ب  
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ج  د  

 

 

 مثال: نمودار توابع زير را رسم كنيد:

الف ب  

 

ج  د  

 

 

 αو β) بر حسب نسبت هاي مثلثاتي مجموع و تفاضل دو كمان ؛ (

جمع يا تفريق مي شد را ياد   و  و  را كه با  و   πهاي مثلثاتي مضاربي از نسبت درس گذشتهدر 
  هاي نسبت و كرده  تبديل) 60+180(  با آنرا 240°نسبت هاي   ونه محاسبه كنيد. مثلا برايگرفتيد چگ

 . داديم مي قرار را  هانسبت علامت ، 240 ي  ناحيه به توجه با وداده  قرار كار ملاك را60  مثلثاتي
 بررسي مي كنيم.  αو βرا بر حسب  )( مثلثاتي  هاي نسبت مبحث اين در

 كنيم. را اثبات ميبرخي عد به كاربرد آنها و در آخر هاي آن مي پردازيم و بابتدا به فرمول 

 
 مثال:                                            
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و  

 

                                                                                                                         مثال:    

 

tan75°= 

و  

 αبر حسب     و   هاي مثلثاتي نسبت
2α  بر حسبα                                                                                                        

 
 

 

 

 

3α  بر حسبα                                                                                                         
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 ) حاصل عبارات را بدست آوريد:13مثال

A)    

B)     

C)     

D)    

 

E)  

F)  

 

 ) مقادير زير را بدست آوريد. 14مثال

A) 

 

B)  = 

 

 ) ثابت كنيد:15مثال

A) 
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 طرف اول  اتحاد مزدوج 

 با توجه به طرف دوم 

 

 ) حاصل را بدست آوريد. 16مثال

A) 

 

 

 

 

 ) درست و نادرست را تعيين كنيد. 17مثال

                                               

 

 

 

 

 روش ديگر اثبات: به عهده شما...
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براي انعطاف بيشتر در حركت ربات ها ، معمولا در مفصل   هاي صنعتيدر طراحي روبات ) 18مثال
  ومكانيكي براي بازوي آن، مطابق شكل زير در نظر مي گيرند. اگر 

 باشد؛ 
 بنويسيد.  αو  θالف) ارتفاع نوك گيره را از سطح زمين تابعي بر حسب 

مفصل خود را در حالت  ،   22/ 5ب) اين روبات براي گرفتن يك شيء در ارتفاع 
30-=α  قرار داده است. تعيين كنيد زاويه يθ  در اين وضعيت چند درجه

 است؟ 

 ، مقدار عددي عبارات زير را بيابيد.    ) هر گاه داشته باشيم 19مثال

)α  منفرجه وβ (حاده 

و و  

 براي حل اين نوع مسائل چند روش مختلف داريم:
 را به كمك مثلث قائم الزاويه بيابيم.  βو  αروش اول: نسبت هاي 
 ها بيابيم. را به كمك روابط بين نسبت βو  αروش دوم: نسبت هاي 

 رو بيابيم: را به كمك به كمك نسبت هاي رو ب βو   αروش سوم: نسبت هاي 

منفرجه 
 

 

حاده 
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قبول قابل  غير منفي
 

 

 

 

 را بيابيد.  آن گاه     و    ) اگر  20مثال

 

 ) عبارات زير را ساده كنيد.21مثال

 

 

 

 را بدست آوريد.   ) نسبت هاي مثلثاتي 22مثال
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 : روش اول يافتن كسينوس 

  

درجه )روش ساده تر:  تقليل            فرمول 

 

 :                  22/ 5به همين ترتيب سينوس

  

 كار در كلاس 
 ) نمودارتوابع زير را رسم كنيد:1
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 نادرست را تعيين كنيد.  ) درست و2
 درجه باشد.  يعني كسينوس زاويه اي از دايره مثلثاتي كه اندازه ي آن  الف)  

 يك عدد حقيقي است.                      ج)   ب) 
 باشد ، آنگاه   د) اگر 

 باشد.  هـ) عددي مي توان يافت كه كسينوس آن  
 و) همواره داريم  

 است.  صفر تابع   مي باشد و  صفر تابع   ز) 
 ح) همواره داريم  

 ي)               ط) 

 ) مقدارهاي مثلثاتي زير را بدست آوريد. 3

 

 

 

 ) حاصل را بدست آوريد. 4

 

 

 

رياضي  
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 )92باشد ، مقدار زير را بدست آوريد. (تجربي ) اگر 5

 

 

 

 )96و انتهاي كمان آلفا در ربع چهارم باشد ، مقدار زير را بدست آوريد. (تجربي  ) اگر 6

 

 

 )95باشد ، مقدار زير را بدست آوريد. (تجربي  ) اگر 7

 

 )96باشد ، مقدار زير را بدست آوريد. (تجربي  ) اگر 8

 

 

 ) 91رياضي : Bو  94تجربي : A) حاصل را بدست آوريد. (9
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D)  

 

 شود؟ چرخ كوچكتر چند درجه جابه جا مي ، درجه جابه جا شود A  ،40  ) در شكل اگر نقطه10

 

 . را به كمك رسم نمودار بيابيد و   نقاط برخورد دو تابع   ) 11

 . با رسم نمودار بيابيدرا  ) مقادير 12

 

 چند راديان است؟ واحد 10و ارتفاع  4شعاع قاعده  اي مخروطي بده قطاع حاصل از گستر) زاويه 13

 

 را بدست آوريد.  به ازاي   ) حاصل عبارت 14

 

 

 است را بيابيد.  سانتيمتر كه طول كمان آن  5) مساحت قطاعي از دايره به شعاع 15

 ) حاصل را بيابيد. 16
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 . نمودار توابع زير را رسم كنيد و دوره تناوب آنها را تعيين كنيد) 17

 

 

 

   دربازه   مجموعه جواب    و

 

 

 ) كمترين و بيشترين مقدار توابع زير را تعيين كنيد. 18

 

 

 

 ، حاصل باشد 7اشد و بيشترين مقدار تابع ب 2) اگر دوره ي تناوب تابع رو به رو 19

 

 

ي تنفسي براي يك  معرف سرعت جريان هوا طي يك دوره ثانيه است)  t( تابع  )20
 شخص در حال استراحت است. 

 الف) زمان لازم براي يك دوره ي كامل دم و بازدم چقدر است؟ 
 چقدر است؟  t(ليتر بر ثانيه) باشد ، مقدار  ب) اگر سرعت جريان هوا  
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در چند نقطه بيشترين   روي بازه   نمودار تابع به معادله  ) 21
 ) 91مقدار را دارد؟ (تجربي

 

 )95(رياضي است.  ) شكل روبه رو قسمتي از نمودار  22

 

 

 

 )88(تجربي باشد ، مقدار  ) اگر  23

 

 

 )91) ساده شده كسر رو به رو را بدست آوريد. (رياضي24

 

 

 )88(رياضي باشد ،  ) اگر  25

 

 است. حاصل را بدست آوريد.  )  26
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را به ساده ترين شكل   fogباشند، ضابطه ي تابع  و   ) اگر  27
 )93ممكن بنويسيد. (تجربي

 

 

 

 را رسم كنيد. ) Cو () B) دامنه ي توابع زير را بدست آوريد. نمودار قسمت (28
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  فصل پنجم
 حد و پيوستگي 

     روي حد ي اعمال جبر  - 3همسايگي و قضاياي حد   -2  طرفهمفهوم حد و حدهاي يك -1
 در يك بازه پيوستگي پيوستگي در يك نقطه و -5   رفع ابهام صفر صفرم    -4

 

 آنها مي پردازيم. زير آشنا شده و به بررسي  هايدر اين فصل با  موضوع

 ) نمودار و مسائل مفهومي و همسايگي يك نقطهمفهوم و فرايندهاي حدي( به كمك رسم 1)

 گيري مي آيند) ) قضاياي حد: (به كمك حد3        هاي يك طرفه : ( حد چپ و راست)) حد2

 ) پيوستگي: ( در يك نقطه و در يك بازه) 5         ) محاسبه حد توابع كسري: (رفع ابهام÷)4

 مفهوم حد .1

 مفهوم كمك گرفته شده است بدين صورت كه: براي پي بردن به مساحت دايره از 

 تعداد اضلاع زياد شود 
مساحت شش ضلعي  

 منتظم 
مساحت 

 مربع
مساحت مثلث متساوي  

 الاضلاع 

مساحت به دايره نزديك تر 
    مي شود 
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كنيد تا  . وسط اضلاع را به هم وصل واحد مفروض است 4الاضلاع به ضلع ) مثلث متساوي 1مثال
 مثلث جديدي ايجاد شود و اين عمل را تكرار كنيد. 

 الف) مجموع محيط تمام اين مثلث هاي به دست آمده را بيابيد. 

 ب) مجموع مساحت هاي تمام اين مثلث ها را بيابيد. 

 ج) اندازه اضلاع به چه عددي نزديك ميشود؟ 

 د) اندازه محيط به چه عددي نزديك ميشود؟ 

 مساحت به چه عددي نزديك ميشود؟ ه) اندازه 

 

 تعريف همسايگي:
گوييم. به لحاظ مي 0xرا يك همسايگي   0xيك عدد حقيقي باشد هر بازه باز شامل 0xاگر 

 :  شهودي يعني

 
      است.  ) يك همسايگي  -2و  0/ 5(

  (a,b)   0يك همسايگيx هرگاه   است  

 مي ناميم.  0xرا همسايگي محذوف   x-(a,b) }0{را از بازه حذف كنيم ؛ مجموعه   0xالف) اگر 
 ناميده مي شود و مي توان نوشت:  0xباشد ، همسايگي متقارن  (a,b)وسط بازه ي  0xب) اگر 

 مرحله nxطول ضلع  nPمحيط  nSمساحت 

  4 1 

  2 2 

... ...  N 
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متقارن  همسايگي   

همسايگي  همسايگي         مركز         شعاع

 مي گوييم.  0xرا همسايگي محذوف  x-(a,b) }0{حذف شود ؛  ، در همسايگي متقارن 0xج) اگر 

 

 مي باشد. و شعاعيك همسايگي متقارن محذوف به مركز مثال)

                                                                        

 همسايگي راست و همسايگي چپ: 
 يو بازه   را يك همسايگي راست    يباشد، در اين صورت بازه  د) اگر 

ي راست  همسايگكه يك   ي ناميم. مانند بازه مي را يك همسايگي چپ    
 است.   يك كه يك همسايگي چپ عدد   ي  عدد يك و بازه 

همسايگي متقارن محذوف به مركز چه عدد و شعاع چه  ) مجموعه جواب  2مثال
 عددي است؟ 

 

هاي چپ و راست را در نقاط بارز  ، همسايگي و   ) با رسم توابع 3مثال
 نمودار تشريح كنيد. 
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چه نوع همسايگي   چه نوع همسايگي دارد؟ عدد  در تابع  ) عدد 4مثال 
 دارد؟ 

 

را بدست آوريد و آنرا به صورت يك نامساوي شامل  همسايگي    شعاع و ) مركز5مثال
 قدر مطلق بنويسيد. 

 

 را بيابيد.  xن محذوف است. مقدار يك همسايگي متقار ي  ) بازه 6مثال

 

 را بيابيد.  ɑباشد ؛ حدود  يك همسايگي نقطه   ) اگر 7مثال

 

 كنيد:با عبارت مناسب پر  )8مثال

2باز  بازه  0 02 2 0  گوييم   و شعاع   را يك همسايگي متقارن به مركز   02

 نويسيم: و مي

 :  به طور كلي

 نويسيم: گوييم و مي را يك همسايگي متقارن محذوف    باز   يبازه 

  

 است.    و شعاع     يك همسايگي به مركز      همچنين

 كدام براي همسايگي متقارن محذوف نادرست است؟ -1مثال 

1)                      2)          

 3)          4) 
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+ 

 نمادتعريف و معرفي چند اصطلاح و 

به سمت   xمي خوانيم : متغير  :  ميل كردن (نزديك شدن)
از دو طرف   xدر اين حالت  ي كند. (نزديك مي شود.)ميل م ɑعدد 

ɑ  ، مي تواند بهɑ  .نزديك شود 

 مثال)

 

 

 است.   ɑ < xنزديك مي شود. به عبارت ديگر  ɑاز سمت راست به عدد  xمي خوانيم  

 

 

 است.   ɑ > xنزديك مي شود. به عبارت ديگر  ɑاز سمت چپ به عدد  xمي خوانيم  

 

  مانند در نقطه حد تابع 
 تعريف شده باشد. a) (به جز احتمالا خود  aدر يك همسايگي عدد  f(x)با ضابطه  f فرض كنيم تابع 

است هرگاه با نزديك شدن   نزديك ميشود برابر عدد حقيقي   به  وقتي  f گوييم: حد تابع مي
) نزديك ميشود و ان را به صورت ℝ(     عدد  به  تابع   مقادير) ≠ ( به عدد  متغير  
                  :نويسيممي  روبرو

 

ي  م  ، وجود حداقل يك همسايگي محذوف  در نقطه   نكته: شرط لازم در بحث وجود حد تابع  
 حد ندارد.  ر  د  تابع، هيچ همسايگي نداشته باشد در   باشد و به عبارت ديگر اگر تابع
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 تعريف حد چپ و راست:
-در نقطه حد چپ تابع   گوييم :تعريف شد باشد. مي ي  در همسايگي چپ نقطه  فرض كنيم تابع 

، آنگاه مقادير نزديك كنيم را از سمت چپ به اندازه كافي به  است. هرگاه برابر عدد   ي 
                                                 و مي نويسيم:   برنزديك مي شود و آنرا با نماد روبه عدد 

ي كافي از سمت را به اندازه  اگر   يعني     به طور مشابه براي حد راست داريم:   
 شود. نزديك ميبه عدد  ، آنگاه مقادير نزديك كنيم به  راست 

(كه به ان نزديك ميشويم) را روي محور   aنكته : براي تعيين حد يك تابع از روي نمودار ابتدا عدد 
xكنيم كه از سمت چپ و راست آن ها مشخص كرده و بررسي ميy شودبه چه عددي نزديك مي نا . 

                      مانند:

    

 

 

حد ندارد2در      و       

دارد نيم   حد4در       و      

                          

در  باشد اين است كه حد راست تابع  برابر  در نقطه  شرط كافي براي اينكه حد تابع   قضيه:
 به عبارت ديگر : باشد برابر    در نقطه  برابر حد چپ تابع   نقطه  

 

             حد دارد؟  ي زير در نقطه با ضابطه fمثال: آيا تابع 

و     

نيست  موجود 
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E)  

 ها را بيابيد. زير است. حدبه صورت  مثال: نمودار تابع  

 

 تمرين در كلاس
 حاصل را بدست آوريد. در روبه رو ،   f. با توجه به نمودار تابع 1

 

 

 

 

 

 

 

  تابع روبرو  مفروض است:     . 2
 را رسم كنيد.  fالف) نمودار تابع 

 بررسي كنيد.  را در نقاط   fب) حد تابع 
 را در اين دو نقطه در صورت وجود بنويسيد.  fج) مقادير 

 

 

A)                           D)  

B)                   E)  

C)                F)  

A)         

B)                                     

C)  

D)  
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3  . 

 تعيين كنيد.  را در نقاط   fالف) حد تابع 
 در صورت وجود تعيين كنيد. را در نقطه   fب) حدتابع 

 

 حد توابع زير را بنويسيد.  ي در بازه       . با رسم نمودار تابع4

 

 

 

 را تعيين كنيد.  . الف) دامنه تابع  5
 بررسي كنيد.  را در نقاط  fب) حد تابع      

 

 را بدست آوريد.  . الف) دامنه تابع  6
 بررسي كنيد.  را در نقاط  fب) حد تابع       

 

 را رسم كنيد.  . الف) نمودار تابع  7
 هاي زير را بيابيد. با توجه به نمودار رسم شده ، حد ب)    

A)  

B)  

C)  

  تابع روبرو مفروض است:  . 8

 الف) دامنه تابع را بدست آوريد. 

C)  

A)  B)  

D)  
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 ب) دامنه تابع ، شامل همسايگي محذوف كدام نقطه است؟ 
 تعريف شده است؟  3.99ج) آيا اين تابع در همسايگي 

 چطور؟    تعريف شده است؟ در همسايگي چپ د) آيا اين تابع در همسايگي راست  

باشد؛ به تمام قسمت هاي الف تا د مجددا پاسخ  ع بصورت هـ) اگر تاب
 دهيد. 

 

 

 

 

 قضاياي حد 
 ) قضيه:1

 برابر مقدار ثابت است.  ɑدر هر عدد دلخواه  الف) حد تابع ثابت  

 يعني:          

 است.  ɑبرابر  ɑدر هر عدد دلخواه  هر تابع هماني  حد ب) 

          يعني :                                     

                                                                                          مثال:          

    

 حد داشته باشند  در نقطه   gو   fاگر دو تابع  قضيه:) 2

 ، آنگاه:  و   و 
 حد دارد و داريم:  تابع در نقطه   تفاضل و ضرب اين دو الف) مجموع و
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 حد دارد و داريم:       در  به شرط آنكه    ب) تابع 

                           

: 2نتايج قضيه  

          

  

 

 موجود باشد.  در نقطه  gو   f، ابتدا بايد بررسي شود كه حد توابع 2براي استفاده از قضيه نكته: 
در هر  هر چند جمله اي مانند ) قضيه: 3

 برابر است. يعني :  اي در نقطه رد و مقدار حد با مقدار چند جملهحد دا ɑنقطه دلخواه 
  

 

آنگاه  ، نقطه حد داشته باشدنامنفي باشد و در اين  ɑدر همسايگي محذوف  fتابع اگر  ) قضيه:4  

 

 تعريف شده باشد،آنگاه ɑدر يك همسايگي  اگر  ،  nبه طور كلي براي هر عدد طبيعي  

 

 داريم:           ɑبراي هر عدد حقيقي  ) قضيه: 5
 مثال ها:

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



144 
 

اند. پاسخ مفروض  و    ) توابع 1

 ها را بدست آوريد. حد

 

 

 

 

 

 

 

 

) مقدار حد هاي زير را بدست آوريد. 2  

 

 

 

 

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



145 
 

 

، آيا مي توان گفت كه   و   يك تابع باشد ؛ بطوريكه  f) فرض كنيد 3
f  تابعي ثابت است؟ چرا؟ 

 

 

 اي تعريف كنيد كه داشته باشيم: را به گونه g) تابع 4

   

 

 هاي زير را بيابيد. ل حد، حاصباشد ) اگر 5

 

 

حد نداشته باشد، در مورد وجود تابع   ɑدر   gموجود باشد اما تابع  در   f) الف) اگر حد تابع 6
g+f  وg-f  توان گفت؟ چه مي 

 توان گفت؟ چه مي   در g±f، در مورد حد تابع حد نداشته باشند در   gو   fب) اگر توابع 

 

 را بدست آوريد.  ɑحد دارد. مقدار  ي رو برو در نقطه  با ضابطه f) تابع 7
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را بيابيد.  bو  ɑدر مجموعه اعداد حقيقي حد دارد. مقادير  g) تابع 8  

 

 

يا   fحد داشته باشد اما حداقل يكي از  در  بطوريكه   مثال بزنيد gو   fالف) توابع ) 9
g  حد نداشته باشد.  در 

حد داشته   در   g×fحد نداشته باشند اما  را چنان مثال بزنيد كه در در  gو   fب) توابع 
 باشد. 

 

 )   محاسبه حد توابع كسري (رفع ابهام 
 كنيم:جايگزين مي   در تابع  را  ، عدد  در نقطه با ضابطه  براي محاسبه حد 

تابع است.  اگر بعد از محاسبه به يك عدد حقيقي رسيديم، جواب حدِ  

هاي به دست  فررسيديم به طوريكه ص به كسر   باشد و با جايگذاري    اگر تابع به صورت  
ابهام حالت مبهم رو برو هستيم كه بايد رفع  با بسيار نزديك به صفر باشند، آمده در صورت و مخرج 

ها خواهد  مثال  راين است كه به كمك ترفندهايي مناسب كه د  منظور از رفع ابهام  .شود
 را در صورت و مخرج ايجاد كرده و آنها را حذف كنيم و بعد از حذف  عامل آمد، 

 . و محاسبه را دوباره انجام دهيم تا به يك عدد حقيقي برسيم كه جواب حد است  ɑعمل جايگذاري 

ها را بيابيد. مثال: حاصل حد  

   هام گردد.ببايد رفع ا، مبهم است  

 

                                   به كمك تجزيه:            

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



147 
 

 

 

 به كمك ضرب مزدوج:  

                            .  هام گرددبايد رفع اب ، استمبهم 

 

 

              ( ايكس بر حسب راديان است) يعنيكتاب)  120(مثال صفحه  به كمك 

           مثال:    

 

 

 پيوستگي: 
 الف) پيوستگي در يك نقطه 

 پيوسته گوييم هرگاه :  را در  fتعريف پيوستگي: تابع 

 بايد سه شرط زير همزمان برقرار باشد: در نقطه   fبه عبارت ديگر براي پيوسته بودن تابع 

    

) 2حد در (       ) 1مقدار در (               :    

 پيوسته نيست.  در  گوييم  ، ميشرط گفته شده برقرار نباشد اگر حداقل يكي از سه نكته:
 مثال: پيوستگي توابع زير را در نقاط مشخص شده بررسي كنيد. 

  موجود و تعريف شده  

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



148 
 

 

 اند.  مفروض  و  مثال: توابع  

در   بنابراين موجود نيستبررسي كنيد.  پيوستگي توابع را در  
 پيوسته نيست  

  

   

 . پيوسته نيست  در  gپس   

 تعريف پيوستگي راست و چپ:
                        (پيوستگي راست دارد) هرگاه:   گوييممياز راست پيوسته را  در   fتابع 

                         از چپ پيوسته است (پيوستگي چپ دارد) هرگاه:  در   gتابع 
 

 مثال: پيوستگي تابع ها را در نقاط تعيين شده بررسي كنيد. 

 : در نقطه   الف)  تابع  

 
 

پيوسته نيست. اما  در   fبنابراين 
 f ، است چون حد راست  

 پيوستگي راست دارد. در  
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 :  نقطه  در  ب) تابع 

 

 

        →  

 : در نقطه  ج) تابع  

 

 
 

 ب) پيوستگي در يك بازه:
A(  تابعf   و  ي بازرا بر بازهɑ  و يه زباپيوسته گوييم هرگاه درɑ  .پيوسته باشد 

(B  تابعf   پيوسته گوييم هرگاه :وي بسته  را بر بازه 

 پيوسته باشد.  ɑو بازه  . تابع در هر نقطه1
 پيوستگي راست داشته باشد.  . تابع در  2
 پيوستگي چپ داشته باشد.  .تابع در   3

 پيوسته است.  در   gتابع 

h  حد ندارد. درنتيجه  -1درh ) دارد.  چپ  ) پيوسته نيست؛ اما پيوستگي-1در 
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 (C پيوستگي تابعf  وي بر بازهɑ   نيز به طور مشابه تعريف مي شود.  وو 

 مثال:

 پيوسته است. چرا؟  بر بازه ي   تابع   )1

 

پيوسته نيست.  پيوسته است اما بر بازه ي  بر بازه ي   تابع   )2
 نيز پيوسته است. چرا؟  همچنين بر بازه ي  

 

 بررسي كنيد.  ℝرا در مجموعه ي   مثال: پيوستگي تابع  

 

 

 

 

 كار در منزل 

، روي مجموعه اعداد   با شرط  ) تابع با ضابطه ي 1
 ) 91را بيابيد.(تجربي ɑحقيقي پيوسته است. مقدار 

 

 

 

 هر نقطه دلخواه از مجموعه    ؛ در  

 پيوسته است.  در   fپيوسته است. بنابراين  
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پيوسته  در  ي  تابع با ضابطه،  ɑ) به ازاي كدام مقدار 2

 )92(تجربي است؟

 

 

ي وعهروي مجم ي ضابطهتابع با ،  ɑمقدار  چه) به ازاي 3

 )94پيوسته است؟ (تجربي 1عددهاي حقيقي بزرگتر از 

 

در دامنه اش پيوسته است؟   ي تابع با ضابطه،  ɑمقدار  چه) به ازاي 4

 )95(رياضي

 

پيوسته  در  ɑبه ازاي كدام مقدار  ي ) تابع با ضابطه5

 )96است؟ (تجربي

 

 

هاي روي مجموعه عدد  ɑبه ازاي كدام مقدار  ي ) تابع با ضابطه6
 )96حقيقي پيوسته است؟ (رياضي
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پيوسته   روي بازه   ɑبه ازاي كدام مقدار  ي ) تابع با ضابطه7

 )92است؟ (تجربي

 

روي بازه   ɑبه ازاي كدام مقدار  ي ) تابع با ضابطه8

 )94پيوسته است؟ (تجربي 

 

هاي باشد، آنگاه تعداد نقطه  و  ) اگر 9
 )92كدام است؟ (رياضي روي بازه ي  gناپيوستگي تابع  

 

 چند نقطه ناپيوسته است؟   در روي بازه ي  ) تابع 10

 

 

 را بيابيد.  kپيوسته است. كمترين مقدار   بازه ي روي  ) تابع 11

 

 

 را تعيين كنيد.  mپيوسته است. حدود   ℝوي  ر ) تابع 12

 

 

 روي آن پيوسته است را بيابيد.  ) بزرگترين بازه اي كه تابع 13
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از نظر پيوستگي چگونه است؟  در نقطه هاي   ) تابع 14
 )93(رياضي

 

 

 را بيابيد.  kپيوسته است. بيشترين مقدار  بازه ي روي  ) تابع 15

 

 

 در چند نقطه از دامنه اش ناپيوسته است؟  ) تابع 16

 

 

 سعيد ميري 
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