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فـــــــــصل اول  

یافتن مجموع جملات دنباله ي حسابی و هندسی 

ي درجه دوممعادله

معادلات گویا و گنگ 

قدر مطلق و ویژگی هاي آن 

آشنایی با هندسه تحلیلی
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 مجموع جملات دنباله ي حسابی
در سال گذشته با دنباله ي حسابی و برخی از ویژگی هاي آن آشنا شدیم ،  بد نیست در ابتدا آنها را یک مرور مختصري باهم 

 اشته باشیم.د

دنباله اي که تفاضل جملات  متوالی آن مقداري ثابت باشد را دنباله ي حسابی می گوییم و جملات آن را بصورت   تعریف  
,                                               زیر نمایش می دهیم :                                      , , . . . , na a a a1 2 3  

نشان می دهیم  dاین مقدار ثابت را قدر نسبت دنباله می نامیم و آن را با جملات با یک مقدار ثابت اضافه می شوند  چون
,بنابراین جملات دنباله را به اینصورت نیز می توانیم بنویسیم :  , , . . . , ( )a a d a d a n d1 1 1 12 1 

 آموختیم :براي دنباله ي حسابی ویژگی هاي زیر را 

mدو جمله ي غیر متوالی از دنباله ي حسابی باشند :  maو  naاگر   na ad
m n

 

تا عدد درج کنیم تا دنباله ي حسابی تشکیل شود :  kبه تعداد  Bو  Aاگر بخواهیم بین اعداد 
B Ad
k 1 

,دنباله اي حسابی باشد و  naاگر   , ,r s p q  : اعدادي طبیعی باشند 

                                                            r s p qr s p q a a a a  

,اگر سه عدد   ,a b c  : جملات  متوالی یک دنباله ي حسابی باشند در اینصورت
a cb 2 

,بهتر است براي راحتی سه جمله ي متوالی یک دنباله ي حسابی را بصورت   ,x d x x d  . بنویسیم 

,ا بصورت بهتر است چهار جمله ي متوالی ر  , ,x d x d x d x d3  بنویسیم . 3

,بهتر است پنج جمله ي متوالی را بصورت   , , ,x d x d x x d x d2  بنویسیم. 2

 

امسال می خواهیم ببینیم که چگونه می توانیم  مجموع جملات یک دنباله ي حسابی را با شروع از جمله ي اول و ختم به 
,ام را بدست آوریم . فرض کنیم می خواهیم جملات  nجمله ي  , ,. . . , na a a a1 2  را با هم جمع کنیم : 3

نشان  می دهیم ، پس ما  nSام ختم شود را با nمجموع جملات یک دنباله را که از جمله ي اول شروع شود و به جمله ي 
.دنباله ي حسابی هستیم.              nSله به دنبا . .n n n nS a a a a a a1 2 3 2 1 

.را دوباره از آخر به اول می نویسیم :    nSمقدار  . .n n n nS a a a a a a1 2 3 2 1          
. . .n n n n n n nS a a a a a a a a a a a a1 2 1 3 3 2 3 1 2 12 

naکرد که همه ي پرانتز ها برابر می توان ثابت  a1  : می باشد مثلا براي پرانتز دوم و سوم داریم 
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 حسابی   nSصورت دیگر  

                 

( ) ( )

( ) ( )
n n

an

n n
a a a

n n
a

a a a d a n d a a n d a a

a a a d a n d a a n d a a
2 1

3 2

2 1 1 1 1 1 1

3 2 1 1 1 1 1

2 1

2 3 1
a a

d d( ) ( )d aa)a (1 1 1 1( ) ( )( ) ( )d a))a (( ) () () ((() () () () (() () (() () (() (

a

d ( )a1 1 1( )a d ( )d a ( )))( )( )d aa ( ))( ))
 

)حال رابطه ي بدست آمده در بالا را با تبدیل همه ي پرانتز ها به  )na a1  : بصورت زیربنویسیم 

         . . .n n n n n n

n

S a a a a a a S n a a1 1 1 12 2
n

1 1 1n n nn na a a a a aa a a a an n nn na a a a aa a a a aa a a a. . .n n n. . . 

)            در نتیجه به فرمول مجموع جملات یک دنباله ي حسابی می رسیم :   )n n
nS a a12 

 را نیز باز کنیم خواهیم داشت :  naاگر جمله ي  nSدر فرمول 

                
( ) ( )

n

n n
a

n

n n nS a a a a n d a n d

nS a n d

1 1 1 1

1

1 2 12 2 2

2 12

( )a (a (a (
a

( )a (a ( ))))))) 2 

 

 »»فرمول مجموع جملات دنباله حسابی را بصورت زیر نیز داشته باشیم    نکته : می توانیم

                             n n
n d dS a n d S n a n2

1 12 12 2 2 

nد ندارد ) همچنین ضریب وجو nاین فرمول یک عبارت درجه دوم ناقص است ( جمله ي مستقل از  یعنی 2 
   همان نصف قدر نسبت است .

 

)جمله ي اول یک دنباله حسابی از رابطه ي  nمثال :  مجموع  )nS a n an a23 2 به دست می  2
 آید قدر نسبت این دنباله را مشخص کنید .

aت وجود نداشته باشد پس مقدار چون باید جمله ي ثاب»» حل  aبرابر صفر است پس  2 لذا رابطه  بصورت  2

nS n n24 n می باشد که در آن ضریب  2 dنصف قدر نسبت است پس :       2 8 
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  4ردر کلاس صفحه حل کا   

)جملات اول وآخر باشند آنگاه :      naو a1) نشان دهید در یک دنباله حسابی اگر  1 )n n
nS a a12 

 در ابتداي همین جزوه به طور مفصل توضیح داده شده است.»»»  حل 

 را بدست آورید: 4) مجموع همه عدد هاي طبیعی دو رقمی مضرب 2

 ختم می شوند پس : 96شروع می شوند و به عدد  12از عدد  4می دانیم که مضارب دو رقمی عدد »»»  حل 

, , , . . . ,12 16 20 یم را برابر جمله ي عمومی قرار می ده 96چندمین عدد است براي اینکار  96حال باید بدانیم  96
 تا شماره جمله بدست آید : 

                                             ( )n n
a

a n a n
d
n n n

1 12 12 1 4 4 84
4 8 96 4 88 22

 

 جمله دارد حال مجموع آنها را حساب می کنیم : 22یعنی این دنباله 

                                                                                         nS 22 12 96 11 108 11882 

 

 مجموع جملات دنباله ي هندسی 
تعریف : هر دنباله اي که در آن به غیر از جمله ي اول سایر جملات از ضرب شدن جمله ي قبل از خودش در یک عدد ثابت 

اره آن هموتولید شوند را دنباله اي هندسی می گوییم به عبارت دیگر در یک دنباله ي هندسی خارج قسمت جملات متوالی 
 عددي ثابت است.

 rیا  qنکته : عدد ثابتب که جملات دنباله در آن ضرب می شوند را قدر نسبت دنباله هندسی می گوییم و آن را با حرف 
   نشان می دهیم. 

 اله را بصورت زیر نمایش می دهیم :چون جملات این دنباله ي در یک عدد ثابت ضرب می شوند این دنب

                                                                            
, , , . . . , , . . .

, , , , . . . , , . . .
n

n

a a a a

a aq aq aq aq
1 2 3

2 3 1
1 1 1 1 1

 

n          ام این دنباله را جمله ي عمومی دنباله می گوییم پس : nنکته : جمله ي 
na aq 1

1 
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 برخی از ویژگی هاي دنباله ي هندسی 

m,اگر    na a  : دو جمله ي غیر متوالی دنباله هندسی باشند در اینصورتnn m
aq
a

 

B,اگر بخواهیم دو عدد    A  به تعدادk  دنباله هندسی تشکیل شود : تا عدد درج کنیم تاk Bq
A

1 

,دنباله اي هندسی  باشد و  naاگر   , ,r s p q  : اعدادي طبیعی باشند 

                                                            r s p qr s p q a a a a 

,اگر سه عدد   ,a b c  : جملات  متوالی یک دنباله ي حسابی باشند در اینصورتb ac2 

,براي راحتی محاسبات سه جمله ي متوالی یک دنباله ي هندسی را بصورت   ,x x xq
q

 می نویسیم.  

 ي اول یک دنباله ي هندسی را  بدست آوریم براي اینکار فرض می کنیم : جمله nحال می خواهیم مجموع 

, , , . . . , na a a a1 2 3       n .. جمله ي اول یک دنباله هندسی باشد در اینصورت خواهیم داشت 

           
. . .

. . .
n n

n
n

S a a a a

S a aq aq aq
1 2 3

2 1
1 1 1 1

  

.              »»   ضرب میکنیم   qهر دو طرف معادله را در  . . n
nqS aq aq aq aq2 3

1 1 1 1 

غیر از جمله ي معادله ي بالا و جمله ي آخر معادله ي  حال معادله ي پایین را از معادله ي بالا کم می کنیم در اینصورت به
 پایین بقیه جملات چون قرینه هستند حذف خواهند شد و ما در نهایت خواهیم داشت :    

                                             
( ) ( )

( )

n n
n n n

n

n

S qS a aq S q a q

a qS
q

1
1 1 1

1

1 1
1
1

       

 

 کتاب درسی   5ردر کلاس صفحه ي حل کا

,                      مله ي اول دنباله ي هندسی مقابل را بدست آورید :ج 10مجموع  , , . . .1 1 1
8 4 2   
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,در این دنباله »  حل ,a q n1
1 2 108     :S

10

10

1 1 2 1023 10238
1 2 8 8 

 

 کتاب درسی  6 حل کاردرکلاس صفحه ي
نه گندم و در خانه ي دوم دو دانه گندم و به همین صورت در هر خانه دو در داستان مخترع شطرنج اگر در خانه ي اول یک دا

 برابر خانه قبلی گندم قرار دهیم و اگر هر دانه گندم را یک گرم در نظر بگیریم :

 الف ) این جایزه چند گرم می شود ؟

 میایرد تن خواهد شد. 1000ب ) نشان دهید جایزه ي او بیش از 

 بنویسیم به این صورت ... 2نه هاي شطرنج را بصورت توان هایی از عدد می توانیم تعداد خا»» حل 

, , , , ... ,1 2 3 632 2 2 2 212 2, مجموع این خانه ها همان مقدار جایزه ي مورد نظر است که یک دنباله ي هندسی با    1,,

a1 qو قدر نسبت  1 nو  2    خواهد بود :  64
( )S

64
64

64
11 2 2 11  گرم 2

 میلیارد تن است .... 1000حال براي قسمت ب این سوال می خواهیم نشان دهیم این مقدار گندم بیشتر از 

         

gr kg T
6 664 60 10 6 18 15 122 1 2 2 1024 1000 10 10 10 

642شان می دهد که همان هزار میلیارد می باشد و رابطه ي بالا ن 1210عدد    بزرگتر است.  1210از عدد  1

  

 کتاب درسی  6حل تمرینات صفحه 
,) در دنباله ي حسابی  1تمرین  , , . . .5 8 بیشتر شود  493حداقل چند جمله را با هم جمع کنیم تا حاصل آن از  11

 ؟

                       »»حل 
( ) ( )( )n n

n

n ns a n d s n

ns n

12 1 10 1 32 2
3 72
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nsبیشتر باشد لذا  قرار می دهیم :  493باید از عدد  nsمقدار  را مشخص  nاز حل این نامساوي محدوده ي  493
 می کنیم .

            n n n n n23 73 7 493 493 172 2 2 

 )  2رین تم

.) به کمک شکل روبرو حاصل عبارت مقابل  را بدست آورید.        )الف  . . ( )n1 3 5 7 2 1 

تا عدد فرد پس یک مربع  nبا توجه به شکل مقابل طول مربعی که از دایره ها تشکیل یافته است برابر  با تعداد »» حل 

n n  : داریم که می شودn n n2  

 اکنون با استفاده از فرمول درستی جواب خود را در قسمت الف بررسی کنید.  ب)) 

n2اُم  nو جمله ي  1عبارت داده شده یک دنباله ي حسابی با جمله ي اول »» حل   : می باشد پس 1

                           n n n
n ns a a s n n2

1 1 2 12 2  

 

 ) مجموع همه ي اعداد طبیعی سه رقمی که مضرب شش هستند چقدر هستند؟ 3تمرین 

ختم می شوند و یک دنباله ي حسابی با قدر  996شروع می شوند و به عدد  102اعداد سه رقمی مضرب شش از عدد »» حل 
 لات این دنباله را مشخص کنیم ...باید تعداد جمنسبت شش می باشد ابتدا 

   S448
448 102 996 2459522 n 996 102 8941 1 4486 2 

و مجموع جملات شماره هاي زوج  135جمله ي اول یک دنباله ي حسابی مجموع جملات شماره هاي فرد  20)) در 4تمرین 
 است جمله ي اول وقدر نسبت دنباله  را مشخص کنید . 150

 »» حل 
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n))  جمله ي عمومی یک دنباله بصورت  5تمرین 
na است چند جمله از این دنباله را با هم جمع کنیم تا مجموع  12

 شود؟ 255آنها برابر 

 نیاز داریم پس ...  براي نوشتن فرمول مجموع جملات دنباله ي هندسی به مقدار جمله ي اول و قدر نسبت دنباله »»  حل 

                                                                  
( )n n

n
n

n a aq
an a

a qS
q

1 1
1 2

2 1 12

1

1 2 1 2
2 2 2

1 1 2 2 11 1 2

 

  قرار میدهیم: 255را برابر با  nSحال مقدار 

                                                        n n n82 1 255 2 256 2 8 
 می شود. 255یعنی مجموع هشت جمله ي دنباله برابر با 

www.riazisara.ir



9 

)) طول ضلع مربعی یک متر است ابتدا نیمی از مساحت مربع را رنگ می کنیم سپس نیمی از مساحت باقی مانده را  6تمرین 
 99مرحله حداقل وبه همین ترتیب در هر مرحله نیمی از مساحت باقی مانده از قبل را رنگ می کنیم پس از دست کم چند 

 درصد سطح مربع رنگ شده است ؟؟

 مساحت هاي رنگ شده در هر مرحله از مربع تشکیل یک دنباله هندسی به صورت زیر می دهند..»» حل 

                                 , , , . . .1 1 1
2 4 8 

 ت مربع باشد پس ...درصد از مساح 99می خواهیم مجموع جملات این دنباله بزرگتر یا مساوي 

( )
. . .

n

n nn n

n
n n n

S S

S n

1 111 1 1 1 12 2 112 4 8 2 21 2
99 1 99 1 11 2 100 7100 100 1002 2

 

a))  براي عدد حقیقی  7تمرین  a1  و عدد طبیعیn   ؛ 

.الف ) حاصل عبارت مقابل را بدست آورید .                                  . . na a a a2 3 11 

می باشد که تعداد جملات آن  aو قدر نسبت  1بل مجموع جملات یک دنباله ي هندسی با جمله ي اول عبارت مقا»» حل 

تا جمله است پس ..               nنیز 
( ) ( )n n n

n
a q a aS

q a a
1 1 11 1
1 1 1       

)الف نتیجه بگیرید :       ب ) با استفاده از قسمت  )( . . . )n na a a a a1 21 1 1 

    »» حل 

      
. . .

. . .

n
n n

nn n

n

S a a a a
a a a a aa a aS

a a

2 3 1
2 3 1

1 1 11 1 1
1 1

 

)   با طرفین وسطین کردن تساوي بالا بدست می آید :  )( . . . )n na a a a a1 21 1 1 
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 معادلات درجه دوم 
 ادآوري دوباره آن را با هم تعریف می کنیم.در سال گذشته با معادله ي درجه دوم و روش هاي حل آن آشنا شدیم . جهت ی

,تعریف     فرض کنیم که  ,a b c    وa   باشد در اینصورت هر معادله به فرم زیر را یک معادله ي درجه

axدوم می گوییم .                                                             bx c2  

bدر سال دهم یاد گرفتیم که تعداد جواب هاي یک معادله ي درجه دوم به علامت دلتا  ac2  بستگی دارد   4

b      معادله دو جواب متمایز دارد.   اگر   bx x
a a1 22 2   

bxمعادله یک جواب مضاعف دارد.      اگر   x
a1 2 2 

 معادله جواب حقیقی ندارد اگر  
 .…را با هم حل می کنیم  7جهت یاد آوري روش حل معادله ي درجه ي دوم کاردرکلاس صفحه 

x)) معادله ي   1 x23 5  را حل کنید . 2

 »» حل 

                               

( )( )x x

x

x

22

1

2

3 5 2 5 4 3 2 25 24 1
5 1 16
5 1 2
6 3

  

روش دوم : در سال گذشته آموختیم که اگر مجموع ضرایب در معادله ي درجه دوم برابر صفر شود یکی از ریشه یک و دیگري 

نیز برابر 
c
a

                   است لذا  :       
cx x
a1 2

21 3 

x)) اگر  2 xیک ریشه معادله ي  1 mx24 7  باشد ریشه ي دیگر کدام است ؟  

xمی دانیم که ریشه هاي یک معادله در خود معادله صدق می کنند لذا قرار میدهیم :   »» حل    1 
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( ) ( )x m m m

x
x x

x

2

1
2

2

1 4 1 1 7 4 7 3
3 11 7
8 44 3 7 121 3 11 18

4 7 3m mmm

 

bدر سال گذشته آموختیم که اگر »» روش دوم  a c  در اینصورت یکی از ریشه ها منفی یک و دیگري
c
a

 

cx                                      خواهد بود لذا : x
a1 2

71 4 

 

 روابط بین ریشه هاي معادله ي درجه دوم
در یک معادله ي درجه ي دوم بدون تعیین ریشه ها می توانیم مجموع و حاصل ضرب ریشه هاي معادله را بدست بیاوریم حال 

β,اگر  α  ریشه هاي یک معادله ي درجه دوم باشند مجموع این دو ریشه راS α β  و حاصل ضرب این  دو ریشه
Pرا  αβ . می نامیم 

β,چون   α  ریشه هاي چند جمله ايax bx c2  هستند پس می توانیم عبارت درجه دوم را بصورت
( )( )a x α x β اشت :بنویسیم که در این صورت خواهیم د  

        
( )

( )

bb a α β S α β
aax a α β x aαβ

cc a αβ P αβ
a

2 

 ....نیز به این نتایج برسیم  البته می توانستیم با فرمول 

              

b b b bS
a a a a

b b b b b ac ac cP
a a aa a a

2 2 2

2 2 2

2
2 2 2

4 4
2 2 4 4 4
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 نتیجه ي کار را بصورت نکته ي زیر همواره به خاطر می سپاریم ...

axي درجه دوم  به طور کلی در هر معادله    bx c2  اگر جمع ریشه هاS  و ضرب ریشه هاP  

bروابط زیر همواره برقرارند.                                  باشد     cS P
a a

 

  .ه ریشه ها ي آن  داده شود  به این صورت عمل می کنیم نکته : براي تشکیل معادله ي درجه دوم ک

β,فرض کنیم  α ...ریشه هاي معادله باشند گفتیم که در این صورت معادله ي درجه دوم بصورت زیر خواهد بود 

( )a x α x β x α x β x α β x α β

x Sx P

2

2
β β ββ β β( )x α x β x α β x α βx α x β x α β x( )2

  

 رویم  می 9حال با دانستن مطلب سراغ حل سوال کاردرکلاس  صفحه ي 

2ریشه هاي آن سوال ) معادله ي درجه ي دومی بنویسید که  2و  3  باشند. 3

   »»حل 

S
x Sx P x x

P
2 2

2 3 2 3 4
4 1

2 3 2 3 4 3 1
x 2x 4 1x 

xتوجه : در استفاده از  فرمول  Sx P2   به علامت منفی پشتS دقت داشته باشید .    

 صفرهاي تابع 

)فرض کنیم  )f x x x2 4  باشد نمودار این تابع را با هم رسم می کنیم . 3

) با توجه به شکل می بینیم که نمودار  )f x  محور طول ها را در 

x,دو نقطه ي  x3  ادله ي قطع می کند حال اگر مع 1

( )f x را با هم حل کنیم خواهیم داشت : 

       

,

x x
b a c

cx x
a

2

1 2

4 3

1 3
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)می بینیم که ریشه هاي معادله  )f x . همان محل هاي برخورد نمودار با محور طول ها است 

 نکته ي مهم      

)جواب هاي معادله ي  fبراي هر تابع  )f x  را در صورت وجود  صفر ها تابعf  می نامیم  به عبارت دیگر
fxهمان مقادیر از fصفر ها تابع  D  هستند که به ازاي آن ها( )f x  برابر صفر می شود و اگر ما بتوانیم

 را رسم کنیم صفرهاي تابع همان نقاط برخورد با محور طول ها خواهند بود .  fنمودار 
 

 کتاب درسی  10حل کاردر کلاس صفحه ي 

)) نمودار سهمی هاي  1  )f x x x2 2 )و    1 )g x x 2  را رسم کنید .  1

 

 ) با توجه به نمودارهاي رسم شده در مورد جواب هاي  2

)معادله هاي   )f x  و( )g x چه می توان گفت؟ 
 

 می دانیم که تعداد برخوردها با محور طول ها »» جواب 

 نشان دهنده ي تعداد ریشه هاي معادله است چون نمودار

 فقط در یک نقطه بر محور طول ها مماس است fتابع  

)لذا معادله ي   )f xیک ریشه ي مضاعف برابر 

 با محور طول ها برخوردي  gیک دارد و چون نمودار تابع 

)ندارد لذا معادله ي   )g x .نیز ریشه نخواهد داشت 

 یافتن معادله ي سهمی با داشتن چند نقطه از آن
در واقع از سه نقطه که بر یک خط واقع نباشند دقیقا یک سهمی می گذرد و اگر سه نقطه از یک سهمی را داشته باشیم می  

محاسبات به سه معادله ي سه  توانیم معادله ي آن را بدست بیاوریم وقتی سه نقطه نقاط خاص و مهمی از سهمی نباشند
مجهولی می انجامد اما اگر نقاط خاصی از سهمی داده شود مثل صفر کننده ها  یا  راس سهمی در اینصورت محاسبات راحت 

 تر و ساده تر می شود به طور کلی باید بدانیم که :

xاگر   h  را به شکل محور تقارن سهمی باشد می توان معادله ي سهمیy a x h b2 که  نوشت
b,براي یافتن  a .از سایر اطلاعات مسئله کمک می گیریم 
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h,اگر   k  راس سهمی باشد می توان معادله ي سهمی را به شکلy a x h k2  نوشت که براي
 از سایر اطلاعات مسئله کمک می گیریم. aیافتن 

yصفر کننده ي یک سهمی باشد می توان معادله ي سهمی را به شکل  αاگر   ax b x α  نوشت
b,و براي یافتن مقدار  a .از سایر اطلاعات مسئله کمک می گیریم 

β,اگر  α  ی را به شکل مصفرکننده سهمی باشند  می توان معادله ي سهy a x α x β 
 از سایر اطلاعات مسئله کمک می گیریم. aنوشت و براي یافتن مقدار 

yدر نمودار سهمی   کردن علامت پارامترها ، مشخص  ax bx c2: 
aو اگر رو به پایین باشد  aاگر دهانه ي سهمی رو به بالا باشد    خواهد بود.  
است پس اگر سهمی محور عرض ها را در بالا  cمی دانیم که محل برخورد سهمی با محور عرض ها همان مقدار  

cو اگر در پایین قطع کند علامت  cند علامت قطع ک  خواهد بود .  

,علامت شیب خط مماس بر نمودار سهمی در نقطه ي   c  , c  همان علامتb .خواهد بود 

اگر در یک نقطه بر محور طول ها   ول ها را قطع کند در اینصورت اگر نمودار سهمی در دو نقطه محور ط 
 خواهد بود.  و اگر با محور طول ها برخوردي نداشته باشد در اینصورت  مماس باشد 

و  sمحل هر دو برخورد با محور طول ها سمت راست مبدا باشد  در اینصورت است اگر  زمانی که  
p  خواهد بود و اگر هر دو محل برخورد در سمت چپ مبدا باشد در اینصورت,s pp, p,   خواهد بود

pعلامت  پ و دیگري در سمت راست باشد و زمانی که یکی از برخوردها در سمت چ اگر   Sو براي علامت   
sو اگر راس سهمی در سمت چپ باشد  sراس سهمی در راست باشد   خواهد بود.  

 بیابید.معادله ي سهمی مقابل را  ) 1مثال 

 با توجه به شکل ما دو صفر کننده ي سهمی و نقطه ي برخورد  

 با محور عرض ها را داریم پس:

     

( , )

,

( )

( )( )

α
β y a x α x β

y a x x

a a y x x
0 5 2

3
4

0 5
3 4

5 5 55 0 3 0 4 512 12 12
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,معادله ي سهمی را پیدا کنید که از نقاط  )  2مثال  , , , ,4 5 3 1 2  می گذرد . 0

)کننده ي یک سهمی باشد می توان معادله ي سهمی را به شکل صفر αگفتیم که اگر»»حل )( )y ax b x α
2,نوشت نقطه ي  )است پس :  2نشان می دهد که یکی از صفر کننده ها  0 )( )y ax b x 2 

b,براي بدست آوردن  a  می گیریم :از دو نقطه ي دیگر کمک 

          

( )
( )( )

a b aa b
y x x

a ba b b

2

33 11 3 3 2 3 132 75 7 2 245 4 4 2 2 2

 

 روش تغییر متغیر براي حل معادله

xمعادله ي  x4 25  را در نظر بگیرید 6

xمی توانیم معادله ي فوق را بصورت  x
22 25 xرا برابر  tبنویسیم حال اگر  6 اختیار کنیم (اینکار  2

tرا  می گن تغییر متغیر) در اینصورت خواهیم داشت  t2 5 6 در واقع با یک تغییر متغییر ما یک معادله ي   
از روش ها این معادله را حل درجه ي چهار را به معادله ي درجه دو تبدیل کردیم که حل آن را از قبل می دانیم با یکی 

 میکنیم : 

                                                      

t x
x x t t

t
t t t t

t

2
4 2 2

2

5 6 5 6
35 6 3 2 2

t x 2 5 6tt tttt
t
t

33 23 2t tt tt 2
 

 را مشخص کنیم ... xمی توانیم مقادیر ممکن براي   tحال از روي مقادیر بدست آمده براي 

                                                                       
t x x

t x x

2

2
2 2 2
3 3 3

 

 ) جواب هاي معادله ي زیر  را در صورت وجود بیابید. 2مثال 

                                                                                                    x x
2 1
3 3 1 
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xرا برابر  tمی توانیم این معادله را  با یک تغییر متغیر  به یک معادله ي درجه دو تبدیل کنیم کافی است که »» حل 
1
3 

 اختیار کنیم که معادله به صورت زیر تبدیل خواهد شد ...

                     

t x t
x x t t

t

x x

x x

1
3

21 1 1
23 3

2

31
3

31
3

1 5
21 1

1 5
2

1 5 1 5 2 52 2

1 5 1 5 2 52 2

t x
t t

3 1
2 21t tt tt

1 5

 

  13حل کاردرکلاس صفحه ي 

)همه ي صفر هاي تابع  )f x x x4 210  را بیابید . 16

)کافیست معادله ي   fآموختیم که براي مشخص کردن صفر هاي تابع »» حل  )f x را حل کنیم که ریشه  هاي   
 »» همان صفرهاي تابع خواهند بود پس  این معادله

      
( )

t x
f x x x x x t t

t x x
t t

t x x

224 2 2 2 2

2
1

2
2

10 16 10 16 10 16

8 8 2 28 2
2 2 2

t x
t t2t 16t tt tttt

t

t
1

 

 روش هندسی حل معادلات 
بعضی وقت ها می توان با کمک رسم نمودار وجود جواب ها براي بعضی معادله ها را پیش بینی کرد بعضی وقت ها هم می 

x,تی نقطه اي مانند توان جواب معادله را با دقت خوبی بدست آورد نکته اینجاست که وق y  y,  نقطه ي تلاقی دو
yخروجی یکسانی به اندازه  xنمودار است یعنی اینکه هر دو نمودار براي ورودي  دارند پس از اینکته می توان استفاده   

 کرد .
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)فرض کنیم می خواهیم معادله ي  ) ( )f x g x  را حل کنیم با رسم نمودار هاي دو تابع می بینیم این دو تابع در
x,نقطه ي  yy,  : متقاطع اند یعنیf x g xg x  و این یعنی اینکهx  ریشه ي این معادله است .  

 

)نکته : طول نقطه ي تقاطع دو نمودار  )y f x   و( )y g x  همان جواب معادله ي( ) ( )f x g x 
 خواهد بود .

xمثال : تعداد جواب هاي معادله ي   x2 3  را به روش هندسی مشخص کنید. 2

)فرض کنیم »» حل  )f x x 2 )و    3 )g x x  باشد. 2

 نمودار دو تابع را رسم می کنیم تا در مورد تعداد نقاط

 برخورد قضاوت کنیم . می بینیم که این دو نمودار در  

 دو نقطه همدیگر را قطع می کنند لذا معادله دو ریشه

 خواهد داشت همچنین یکی از ریشه در سمت راست و

 و دیگري در سمت چپ و نزدیک عدد  2نزدیک عدد 

 ر دارند .این ریشه ها را به روش جبري حل کنیمقرا -3

 مقدار دقیق ریشه ها برابر هستند با ... 

 

  

 

 

 

 

 

 

www.riazisara.ir



18 

 کتاب درسی  15حل تمرینات صفحه ي 
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www.riazisara.ir



20 
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 روش حل معادلات گویا 
هول حداقل در مخرج یکی از کسرها وجود معادله اي را که در آن یک عبارت گویا با یک عبارت گویاي دیگري برابر است و مج

 دارد معادله ي گویا می گویند .

براي مثال  معادله هاي 
x

x x
2
4 3 یا    2

x x
x x x 2
2 1 2

1 3 4
 معادله هایی گویا هستند .  

را در ك م م مخرج ها ضرب  براي حل کردن یک معادله ي گویا ابتدا ك .م .م مخرج ها را بدست می آوریم و طرفین معادله
می کنیم با این کار یک معادله ي گویا به یک معادله ي چند جمله اي خطی یا درجه دو یا .... تبدیل خواهد شد که حل آن 
ها را از قبل آموخته ایم . پس از حل این معادله ها جواب هایی را قبول می کنیم که مخرج هیچ یک از کسرهاي معادله ي 

 نکند/ اولیه را صفر
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x) همه ي جواب هاي معادله ي  1مثال  x
x x x 2
2 2 4
3 3 9

 را بدست آورید. 

ك . م . م                                 »»حل 
x

x x x x
x x x

x

2
2

2

3
2 2 4 3 93 3 9

9
 

        

( ) ( )x xx x x x x
x x x

x
x x x x x x

x

2
2

12 2

2

2 2 49 2 3 3 2 43 3 9
12 6 3 2 4 3 2 2

x
x
1

 

 نمی کنند پس هر دو قابل قبول هستند.چون جواب هاي بدست آمده مخرج هیچ کسري از معادله ي اولیه را صفر 

 
 

 

 

 

 

 

 ق ق

 ق ق
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  19حل کاردر کلاس صفحه 

) معادله ي  1
xx 2

1 2 322
 را حل کنید . 

 

 
 

 

 

 

 

 
یک مستطیل را طلایی گویند هرگاه داراي این ویژگی باشد که اگر آن را با یک خط به یک مستطیل و یک مربع تقسیم کنیم مستطیل جدید با 

 .... مستطیل اولیه متشابه باشد در شکل زیر می خواهیم نسبت طول به عرض یک مستطیل طلایی را بدست بیاوریم

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

متر و اندازه ي  طول و عرض آن متناسب  با نسبت طلایی باشد  144)  اگر محیط یک زمین ورزشی مستطیل شکل برابر  2
 طول و عرض زمین چقدر است؟؟ 

نکته : عدد 
1 5

 را عدد طلایی می گویند. 2

 باشد داریم : xو عرض زمین  yفرض کنیم طول زمین »»  حل 

 ك م م مخرج ها 

 مستطیل طلایی
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 :می بینیمبا هم  در زیر مثال دیگر از معادلات گویا را دو

 
 

 

 
 

1  ( 
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 معادلات گنگ 
 اي که درآن حداقل یک عبارت رادیکالی با مقدار مجهول وجود داشته باشد را معادله ا ي گنگ می گوییم .هر معادله 

xمانند :   x2 2 xیا          1 x2 3 5 3  و  .  .  .     1

می کنیم که با به توان رساندن طرفین معادله براي حل یک معادله ي رادیکالی عبرات هاي رادیکالی را طوري در معادله جابجا 
عبارت رادیکالی حذف شود و یک عبارت بدون رادیکال داشته باشیم و با حل آن مقادیر ممکن براي متغیر معادله را بدست 

 له يدر معادبیاوریم چون ممکن است عمل توان رسانی ریشه هاي اضافه براي معادله ایجاد کند لذا ریشه هاي بدست آمده را 
اولیه جاگذاري می کنیم تا ببینیم معادله به ازاي آنها برقرار است یا نه ، اگر برقرار شد ریشه را قبول می کنیم و اگر معادله 

 برقرار نشد ریشه را قبول نمی کنیم .

xمثال ) معادله ي  x2  را حل کنید . 4

x x x x x x x

x
x x

x

2 2 2 22 4 2 8 16 9 14
22 7 7

x
x

 

2  ( 

 ق ق 

 ق ق 
 غ ق ق 
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xب هاي معادله ي مثال )  جوا x3 2 4  را در صورت وجود بدست آورید  

ابتدا جملات معادله را طوري جابجایی می کنیم تا عبارت رادیکالی در یک طرف معادله تنها باشد سپس طرفین را به »» حل 
 توان دو می رسانیم ...

            
( )( )

x x x x x x x
x

x x
x

2 2

1

2

3 2 4 3 2 16 8 11 18
29 2 9

x
x
1 

ر حل معادلات گنگ می توان با تعیین دامنه تعریف معادله ، جواب هاي نهایی را با استفاده از آن مورد بررسی نکته مهم :  د 
 قرار داد مثلا براي مثال بالا می دانیم که جواب و زیر رادیکال با فرجه ي زوج باید نامنفی باشد لذا خواهیم داشت: 

     در این بازه است  .   2می بینیم که فقط عدد     
x x

x
x x

23 2 2 434 34

x

4
  

 21حل کاردرکلاس صفحه ي 

 
 

 
بدون حل معادله نیز می توانستیم بگوییم که مقدار رادیکال با فرجه زوج باید نامنفی باشد پس مجموع دو عبارت نامنفی برابر 

xشوند که این امکان فقط براي صفر شده است لذا تنها زمانی این امکان وجود دارد که هر دو رادیکال همزمان برابر صفر 2 
xممکن خواهد بود لذا   تنها جواب این معادله است. 2

 

 ق ق 
 غ ق ق 
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 کتاب درسی  22حل تمرینات صفحه 
 معادلات زیر را حل کنید .

           

)

( ) ( )( ) ( )

x xx x
x x x x

x
x x x x x x x

x

1
2

2

6 3 6 31 2 1 21 1
3

6 1 2 1 3 3 7 6 2
3x

1 

              

) ( )

( ) ( )( ) ( ( )

p pp p
p p p p

p p p p p p p p p
p

p p
p

2 2

12

2

2 3 2 32 2 22 2 2 2
2 2 2 2 3 2 2 8 4 6 3

42 8 0 2

 

 

  

)

( )( ) ( )( )

y y y y y yy y
y y y yy y y y

y y y y y y y y y y
y y

2
2 2

2 2

3 5 4 1 3 5 4 13 55 55 5
3 5 4 1 5 3 5 4 6 5
4 0 0

 

 

   ) x x x x x x x
2 2

4 2 3 4 2 3 4 4 3 4 4 

 

                                             
) x xx x x

x x
x

x x
x

2

1 15 1 1 1
1 1

11 1 1 0 0

 

           

 ق ق 

 ق ق 

 ق ق 

 ق ق 

 غ ق ق 

 ق ق 

 ق ق 

 ق ق 
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)

x x x
x xx x

x
x x x x x x x x

x
2 2

5 2 25 1 6 86 2 2 24 42 2
06 8 2 8 3 9 9 0 9

 

                                                  

) x x x x

x x x x

x x x

7 3 1 4 3 4 1
3 16 8 1 1 8 1 14

7 49 331 14 16 16

 

ساعت کمتر از ماشین  15که  Aساعت کار را انجام دهد پس یراي ماشین  tدر  Bفرض کنیم ماشین )  9جواب تمرین 
B  کار را انجام می دهد این کارt ساعت کار را انجام  18ساعت طول خواهد کشید . هر دو ماشین باهم در مدت  15

 می دهند لذا می توانیم معادله اي بصورت زیر بین آنها تشکیل دهیم ...

                               

( )

( )

t t
t t t t

t
t t t t t t

t
12

2

1 1 1 1 1 118 1515 18 15 18
618 15 18 15 51 270 0 45

 

 ساعت . 18ساعت . و هر دو با هم در  30هم در  Aاعت آن کار را انجم می دهد و ماشین س 45در  Bپس ماشین 

 )  10جواب تمرین 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ق ق 

 غ ق ق 
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 قدر مطلق و ویژگی هاي آن 
ند یقی ماندر سال قبل با مفهوم قدر مطلق و برخی از ویژگی هاي آن آشنا شدیم همانطور که آموختیم قدر مطلق یک عدد حق

x به صورت زیر می توان تعریف کرد: را                                                                                    
x x

x
x x

 

  23حل کاردرکلاس صفحه 

                                                                                   

( ) ( )

/ / /

5 3 5 3 2 2 2
3 5 3 5 5 3

11 5 1 1 5 1 52

 

                                                               a a a a a
24 2 2 2 22 1 1 1  (  الف  1

                                                               
2

7 4 3 2 3 2 3 2  ( ب 3

 دار توابع قدر مطلقی رسم نمو
)به طور کلی براي رسم نمودار توابع به فرم  )y f x  ابتدا بدون در نظر گرفتن علامت قدر مطلق نمودار

( )y f x ررا رسم می کنیم سپس با توجه به اینکه مقادیر عرضه ا نباید منفی باشند قسمت هایی از نمودار را که زی 
 محور طول ها قرار می گیرد را به سمت بالا قرینه می کنیم .

y) نمودار تابع  1مثال  x 2  را رسم کنید. 2

yابتدا نمودار »» حل  x 2  را رسم می کنیم سپس قسمت پایین طول ها را به سمت بالا قرینه می کنیم.. 2
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yر تابع ) نمودا 2مثال  x 2  را رسم کنید . 2

 

 

 

 

 

     y x y x y x2 2 2 2 2 

 

 

 نمودار تابع گلدانی 
yنمودار تابع با ضابطه ي  x a x b  که در آن,b a     است به                        بصورت

 بع گلدانی می گوییم در زیر مثالی از این تابع را بررسی می کنیم .همین خاطر آن را تا

yمثال : تابع  x x2 را بصورت یک تابع چند ضابطه اي نوشته و نمودار آن را رسم کنید سپسدامنه و  3
 برد آن را نیز بدست آورید.

»»  حل 
x x

y x x x
x x

2 1 3
2 3 5 3 2

2 1 2
 

 م که دامنه ي تابع کل اعداد حقیقی و برد تابع با توجه به شکل می بینی

 است .  5,بازه ي 
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 ویژگی هاي قدر مطلق
 با توجه به تعریف قدر مطلق ویژگی هاي زیر تا حدودي براي قدر مطلق واضح هستند.

                    

) )

) )

) )

) )

x x x

x x x a x a x a

x x x x

aa x a a x a
b b

2

2 2

1 2

3 4
5 6

7 8

 

 مثلثنامساوي مشهور به نامساوي 

y,اگر  x    : دو عدد حقیقی باشند آنگاه ثابت کنید کهx y x y  

xبا توجه به اینکه  x  یاx x  می توانیم بنویسیمx x x  و به طور مشابه داریم

y y y : حال با جمع طرف هاي این دو به رابطه ي زیر می رسیم 

x y x y x y   بالا می توانیم بنویسیم .. 8و با استفاده از رابطه ي شماره 

x y x y . این رابطه ي به نامساوي مثلث مشهور است 

y,تساوي زمانی اتفاق می افتد که  نکته : در رابطه ي نامساوي مثلث حالت x  : هم علامت باشند پس 

                                              if xy x y x yyx yx 

 

 معادلات قدر مطلقی 
م . براي حل یک معادله ي قدر هر معادله اي که در عبارتی قدر مطلقی وجود داشته باشد را یک معادله ي قدر مطلقی می نامی

 مطلقی از ویژگی هاي قدر مطلق استفاده می کنیم.

)همچنین می توانیم براي حل معادلاتی که به فرم  ) ( )f x g x  هستند طرفین را به توان دو برسیم و از قدر مطلق
)خلاص شویم یا دو معادله ي  ) ( )f x g x   یا( ) ( )f x g x .را حل کنیم و از جواب ها اجتماع بگیریم 

 در زیر چند مثال براي معادلات قدر مطلقی با هم حل می کنیم ..
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x3معادله ي  ) 1مثال  4  را حل کنید. 5

»»                              حل 
x x x

x
x x x

13 4 5 4 23 4 5 2
3 4 5 4 8 2

 

xمعادله ي  ) 2مثال  x4 3 8  را حل کنید. 9

 »»حل 

 
x x x x

x x
x x x x

4 3 8 9 4 12 3
4 3 8 9 14 3 8 9 12 6 2

 

xمعادله ي  ) 3مثال   x22 3 2 3 6  را حل کنید . 0

»»                              حل 

t
x t t t

t

x

x x x
x

x x x

12

2

32 3 6 0 2
2 3 3

52 3 2 2 5 22 3 2 12 3 2 2 1 2

  

xمعادله ي  ) 4مثال  x2 4  را حل کنید . 3

     »» حل 

x
x x x x

xx x
x

x x x x
x

12 2

2 2

32 2

4

2 74 3 4 3 0
2 74 3
14 3 4 3 0 3

 

 پس این معادله چهار جواب دارد . 

 

 غ ق ق 
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 کتاب درسی  28حل تمرینات صفحه ي 
 ) با استفاده از تعیین علامت ضابطه ي هر یک از توابع زیر را را بدون استفاده از نماد قدر مطلق بنویسید. 1

                                                                     ( )
x x

f x x x
x x

2

2  ( الف   

                                                      ( )
x x x

g x x
x x

2
2

2
1 1 11
1 1 1

 ( ب  

                                                         ( )
x x

h x x x x
x x

2 1
1 1 2 1 1

2 1
 ( پ  

ها  xروي محور  3و  -1وي محور طول ها چه نقاطی وجود دارد که مجموع فاصله هاي آنها از دو نقطه به طول هاي بر ر) 2
 است. 6برابر 

)باشد پس ما خواهیم داشت :  mفرض کنیم طول نقاط مورد نظر برابر »» حل  )m m1 3 6  

 معادله را حل می کنیم و نقاط مورد نظر را مشخص می کنیم ...

                           

if m m m m

if m m m

if m m m m

1 1 3 6 2
1 1 1 3 6 4 6

3 1 3 6 4
 

) هر یک از عبارت هاي زیر را با استفاده از نماد قدر مطلق به صورت یک معادله یا نا معادله بنویسید و جواب را روي محور 3
 اعداد نمایش دهید.

xاست.    7برابر  3و  xفاصله  بین الف )  3 7   

x2است .   4برابر  6و  xب ) دو برابر فاصله  بین  6 4   

 است. 2بزرگتر از  -3و  xپ ) فاصله ي بین 

 

 

 

 یا 

 قابل قبول

 قابل قبول

10 4- 

8 4 6 

3 

7 7 

2 2 

3- 1- 5- 
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 ) دو معادله ي زیر را حل کنید . 4

       
/x x x xx x x

x xx
3 2 2 5 2 52 1 3 2 3  ( الف 23

          
x x x x x x x

x x x
x x x

22 2 1 2 1 1 2 1 1 2 1
1 2 1 2
1 2 1 0

 ( ب     

yنمودار هر یک از دو تابع زیر را رسم کنید سپس به ازاي )  5 به روش جبري و هندسی معادله هاي بدست آمده را  3
 حل کنید.

                                                                               

x xxy x
x xx

x x x
x x x

1
1

1 3 4
1 3 2

xx 1
x

  

 یم که معادله فقطبا توجه به نمودار رسم شده نیز می بین                                                                                 

 یک جواب دارد .                                                                                   

 

                                                              /

/

y x x x x

x
x x

x

2 2

12

2

6 6 3
3 2 3 6 456 3 0
3 2 3 0 45

/6 45/

/0 45/

 

 داراي دو جواب است یک با توجه به نمودار می بینیم که معادله              

 است   -1  و صفر  بین   دیگر و جواب   6جوا ب مثبت بزرگتر از                                                                       

 

 

 

)) نمودار تابع  6 )f x x )را رسم کنید سپس معادله ي  2 )f x به روش هندسی و هم به روش را هم  1
 جبري حل نمایید .

 قابل قبول

 غیرقابل قبول 

 ق  غ ق 

 غیر ممکن   

 غیرقابل قبول 

 قابل قبول
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 با توجه به نمودارهاي رسم شده می بینیم که معادله ي »» حل 

x 2  داراي چهار نقطه ي برخورد ( چهار جواب )  1

                                    می باشد حال به روش جبري این چهار جواب را با هم مشخص می کنیم .                            

x
x x

x
x

x
x x

x

32 1 3 3
2 1

12 1 1 1

 

)) نمودار تابع  7 )f x x x2 xرا رسم کنید و سپس به دو روش هندسی و جبري معادله ي  2 x2 2 را  2

 حل نمایید .

 دو جواب  با توجه به نمودار رسم شده می بینیم که معادله داراي»»  حل 

 است . -1و دیگري بین صفر و  3و  2می باشد یکی از جواب ها بین 

 حال به روش جبري معادله را حل می کنیم تا مقدار دقیق این جواب ها 

 را مشخص کنیم .

/

/

x
x x x x

x x x

x x x x

12 2
2

2
2 2

1 3 2 732 2 2 2 0
2 2 1 3 0 73

2 2 2 2 0

/2 73/

/0 73/ 

  

 آشنایی با هندسه ي تحلیلی 
خط راست ) آشنا شدیم و آموختیم که این فاصله برابر با قدر  در سال هاي گذشته با فاصله ي دو نقطه روي محور اعداد (

b,تفاضل طول دو نقطه می باشد پس فاصله ي دو نقطه ي مطلق  a  برابرa b b a .خواهد بود 

 

 

 

 

 ) مشخص کنیم ..... حال می خواهیم فاصله ي بین دو نقطه را روي دستگاه دکارتی ( روي صفحه

a b 

a b 
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B,می خواهیم فاصله ي بین دو نقطه ي  A را مشخص کنیم  

 خواهیم داشت : ABCطبق رابطه ي فیثاغورس در مثلث  

AB AC BC2 2 AC,و چون  2 BC  روي خطوط 

 طبق فاصله ي دو نقطه روي محور اعداد داریم : عمودي  و افقی می باشند

,B A B AAC x x BC y y  

 با جا گذاري در رابط هی فیثاغورس خواهیم داشت ... 

      
B A B A B A B A

B A B A

AB x x y y AB x x y y

AB x x y y

2 22 22 2

2 2
 

,نتیجه : فاصله ي دو نقطه ي  , ,B B A AB x y A x y  روي دستگاه دکارتی از رابطه ي زیر بدست

B                          می آید :   A B AAB x x y y2 2 

 30حل کاردر کلاس صفحه ي 
,سه نقطه   , , , ,C B A5 5 1 2 1  سه راس  3

 در صفحه مختصات است . ABCمثلث 

 الف ) مثلث را رسم کنید .

 ب ) طول اضلاع مثلث را بدست آورید.

 قائم الزاویه است. ABCمثلث  پ) نشان دهید

 را بدست آورید. ACو  ABت) شیب دو خط 

 چه رابطه اي بین دو شیب مشاهده می کنید؟

                                                    

( )

AB

AC

BC

2 2

2 2

2 2

1 1 2 3 4 1 5

5 1 5 3 16 64 80

5 1 5 2 36 49 85

 

A 

B 

C 
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x1 x 2 x x1 2
2 

y 2 

y y1 2
2 

BCچون  AC AB
2 2 2 2 2 285 80 پس رابطه ي فیثاغورس در این  5

 مثلث برقرار می باشد لذا این مثلث قام الزاویه می باشد .

( )ABm 3 2 1
1 1 )و       2 )

ACm 3 5 8 21 5 می بینیم که دو شیب قرینه معکوس   4

 یکدیگرند .

mدو خط قرینه معکوس یکدیگر باشند  نکته : اگر شیب  m  این دو خط بر هم عمود خواهند بود . 1

  31حل کاردرکلاس صفحه ي 
p,نشان دهید نقطه ي  12 )روي عمود منصف پاره خط واصل دو نقطه ي  11 , ) , ( , )B A6 15 0 قرار  3

 دارد.

 ي که از دو سر پاره به یک فاصله قرار داشته باشد حتما روي عمود منصف آن پاره خط قرار می گیرد.حل ) می دانیم نقطه ا

       AP BP       
( )

( )

AP

BP

2 2

2 2

0 12 3 11 144 196 340

6 12 15 11 324 16 340
 

 مختصات نقطه وسط یک پاره خط
برابر با میانگین اندازه ي طول ها ي دو نقطه ي ابتدا و  میدانیم که طول نقطه وسط یک پاره خط که به طور افقی رسم شود 

انتهاي پاره خط می باشد همچنین عرض نقطه وسط پاره خطی که به طور عمودي رسم شده است برابر با میانگین عرض هاي 
 دو نقطه ي ابتدا و انتهاي پاره خط می باشد . به عبارت دیگر : 

 

 

 

 دستگاه دکارتی را با حال می خواهیم مختصات یک نقطه روي

 از مطلب بالا مشخص کنیم می بینیم که مختصات نقطه وسط استفاده 

 بصورت زیر خواهد بود : ABپاره خط 

                      ,A B A Bx x y yM 2 2
 

y1
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d 

 فاصله ي یک نقطه از یک خط 
 می نامیم . dاز خط  Aعمود می شود را فاصله ي نقطه ي  dبر خط  Aتعریف : طول پاره خطی را که از نقطه ي 

 ی توانیم مراحل زیر را طی کنیم :م dاز خط  Aبا این حساب براي یافتن فاصله ي نقطه ي 

 عمود است را می یابیم  dمی گذرد و برخط Aمعادله ي خطی را که از نقطه ي   .1

 می نامیم . Hنقطه ي تقاطع دو خط را بدست می آوریم و آن را  .2

 خواهد بود.  dاز خط  Aهمان فاصله ي نقطه ي  Hاز نقطه ي Aفاصله ي نقطه ي  .3
 

A,با انجام مراحل بالا می بینیم که فاصله ي نقطه اي مانند  x yy,  از خطی به معادله يax by c   

                                را می توان از رابطه ي زیر بدست آورد : 
ax by c

d
a b2 2

by cbyby
 

2,فاصله ي نقطه ي  )  1مثال  yرا از خط  3 x4  بدست آورید. 1

axالت ابتدا معادله ي خط را در ح»» حل  by c  می نویسیم سپس از فرمول فاصله ي نقطه تا خط استفاده
 می کنیم وفاصله ي نقطه را از خط داده شده مشخص می کنیم .

                                                  
( ) ( )

x y d
2 2

4 2 3 1 104 1
174 1

dd 

)را با رئوس  ABC) مثلث  2مثال  , ) , ( , ) , ( , )C B A7 10 1 2 4  دررنظر بگیرید.  5

 رابیابید. BCبر ضلع  Aالف ) اندازه ي ارتفاع وارده از راس 

 را مشخص کنید. ABCب ) مساحت مثلث 

B,و نقطه ي ابتدا معادله ي خط گذرنده از د»» حل  C       : را می نویسیمy x سپس فاصله این خط را   3

   مشخص می کنیم که همان برابر ارتفاع خواهد بود.  Aاز نقطه ي 
( )

d
2 2

4 5 3 2 2
21 1

 

B,فاصله دو نقطه ي  C  : از هم همان قاعده ي مثلث خواهد بود پسBC 2 27 1 10 2 8 2 

Sحال براي مساحت خواهیم داشت :  1 2 8 2 82 

 

A 

H 
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 فاصله ي دو خط موازي 
 از این خط ها تا خط دیگر را فاصله ي این دو خط می نامیم . دو خط موازي باشند فاصله ي یک نقطه از یکی lو  lاگر 

l:فرض کنید بخواهیم فاصله ي دو خط  ax by c l:و     ax by c  را بدست آوریم نقطه
,x yy,  را روي خطl  این نقطه تا خط در نظر می گیریم فاصله يl  با توجه به فرمول فاصله ي نقطه از خط برابر

است با :                               
ax by c

d
a b2 2

by cbyby
 

x,از آن جا که نقطه ي  yy,  روي خطl  : قرار دارد لذاax by c  by cby cby c   با جاگذاري فرمول فاصله بالا

بصورت زیر خواهد بود :                                        
c c

d
a b2 2

  

x,مثال : فاصله دو خط  y x y2 3 4 2 3 1y, 2 3 1x yx, x y, چقدر است ؟ 

»»                                        حل 
( )c c

d
a b2 2 2 2

1 4 5
132 3

 

 34حل کاردر کلاس صفحه ي 
2,) اگر نقطه ي  1 xراس یک مربع و معادله ي یک ضلع  مربع  3 y3 4  باشد مساحت مربع چقدر است ؟ 9

ابل قرار دارد پس فاصله چون نقطه ي داده شده در معادله ي داده شده صدق نمی کند پس نقطه حتما روي ضلع مق»» حل 
 ي آن تا خط برابر با طول ضلع مربع خواهد بود : 

                                                                ( ) ( )

( )
d s 2

2 2
3 2 4 3 9 15 3 3 953 4

 

x) دو خط 2 y3 3 x   و  1 y2 3 )و نقطه  یل اندمعادله هاي دو ضلع یک مستط 2 , )A 2 یک  5
 راس مستطیل است مساحت مستطیل چقدر است ؟

چون دو خط داده شیب قرینه معکوس دارند لذا یک طول و دیگري عرض مستطیل است از طرفی چون نقطه ي داده »» حل 
می باشد پس فاصله ي این نقطه تا این شده در هیچ کدام از دو خط داده شده صدق نمی کند لذا متعلق به هیچ دو ضلع ن

 خطوط همان طول و عرض مستطیل خواهد بود .

( ) ( ) ( ) ( )

( )
d d s

2 2 2 2
3 2 2 5 1 2 2 3 5 215 13 1513 13 15

13 13 133 2 2 3
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  35حل تمرینات صفحه 
)به راس هاي  ABC)  مثلث  1 , ) , ( , ) , ( , )C B A3 3 6 2 1  را در نظر بگیرید. 7

 الف ) مثلث را رسم کنید .

 د مثلث متساوي الساقین است .ب ) نشان دهی

 »»حل 

 

( ) ( )

( )

AB

AC

BC

2 2

22

2 2

1 6 7 2 106

1 3 7 3 32

6 3 2 3 106

 

ABچون  BC .لذا مثلث متساوي الساقین می باشد 

 را بدست آورید. BCپ ) معادله ي عمود منصف ضلع 

را    BCعمود است و از وسط آن می گذرد.. وسط   BCمعادله ي خواسته شده مربوط به خطی است که بر »» حل 

M                  .. فرض کنیم خواهیم داشت
( ) ( ), ,M 3 6 3 2 3 1
2 2 2 2 

                                            

( )
( )bcm m

y x y x

3 2 5 9
3 6 9 5

3 9 1 5 9 32 5 2

 

 چقدر است ؟ AHت ) طول ارتفاع 

 را بدست می آوریم: BCاست ابتدا معادله ي  AHهمان طول ارتفاع  BCتا ضلع  Aفاصله ي نقطه ي »»  حل 

                               

( )

( ) ( )

BCm y x x y

d
2 2

5 53 3 5 9 129 9
5 1 9 7 12 56

1065 9
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2  (    ( , ) , ( , )B A8 8 6,  نقاط دو سر قطر یک دایره اند مختصات مرکز و طول شعاع دایره را بدست آورید. ,(

,مرکز دایره همان نقطه وسط قطر دایره می باشد پس : »» حل  ,O 8 8 6 4 12 2,  

rمی باشد پس :  OBیا  OAه همان فاصله ي طول شعاع دایر 2 24 1 6 652 112 

y) شکل نماي جانبی عدسی از منحنی سهمی به معادله ي 3 x x2 8  مطابق شکل مدل سازي می شود 20

B,الف ) مختصات نقاط انتهاي عدسی  A   .را بدست آورید 

همان صفر کننده هاي تابع هستند :   »» حل  
x

x x x x
x

2 108 20 10 2 2
x
x

 

 را بدست آورید. ABبر حسب سانتی متر باشد طول  xب ) اگر 

)»»       حل   )AB 10 2 12 

 بر حسب میلی متر باشد بیشترین ضخامت آن چقدر است ؟  yاگر عدسی کاملا متقارن و پ ) 

                                                 sy mm24 8 4 20 36 36 

x) خط 5 y4 3 )رکز به م Cبر دایره ي  5 , )O 1  مماس است طول شعاع دایره چقدر است ؟  2

                            »»حل 
( ) ( )

/r
2 2

4 1 3 2 5 3 0 654 3
 

)) نقطه ي 6 , )s x  در شکل روبه رو قرار دارد . 10روي نیم دایره اي به شعاع  8

 را بدست آورید.  xالف ) مقدار 

xو به مرکز مبدا مختصات به صورت  10معادله ي دایره اي به شعاع »» حل  y2 2  sمی یاشد. و نقطه ي  210
 >>وقتی روي این دایره خواهد بود که در معادله ي آن صدق کند لذا 

                                         x x x x2 2 28 100 36 6 6 

PS,ب ) شیب خط هاي  SQ .را بدست آورید 

     »»حل 
( , ) ( , )
( , ) ( , )( )PS SQ

S S
m m

P Q
6 8 6 88 1 8 210 106 10 2 6 10

( , )
m

( 8( , ))( ,,( 2
( , ) SQ( ) SQ) PSPSmPS) ( ))))

2
()) 6 10( , ) SQ))(((( SQm 2 
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 قائمه است ؟  PSQپ ) نشان دهید 

 اشند و زاویه قائمه می سازند.چون حاصل ضرب شیب ها برابر منغی یک است لذا دو ضلع برهم عمود می ب»» حل 

)) اگر فاصله ي نقطه ي  7  , )A 1 axاز خط  2 y4  چقدر است ؟ aباشد مقدار  2برابر  1

 »» حل  

( ) ( )

( )

a a
d a a

a a

a a a a a a a

a

a

2
2 2 2

22 2 2 2 2

1

2

1 4 2 1 72 2 7 2 16
4 16

7 2 16 14 49 4 16 3 14 15 0

3
5
3

 

)راي مختصات دا  ABC ) سه راس مثلث 8 , ) , ( , ) , ( , )C B A3 1 3 3 11  می باشند.  13

 وارد می شود را بدست آورید . Cبر میانه ي نظیر راس  Bالف ) طول عمودي را که از راس 

 فاصله ي آن را حساب می کنیم ... Bمعادله ي میانه را می نویسیم و از نقطه ي »»  حل 

                    

( , ) ( ) ( )
( , ) ( )

( ) ( )
( , ) ( )

M
m y x

C

x y
d

B 22

7 5 1 5 6 3 31 33 1 3 7 10 5 5
3 5 4 3 3 5 3 4 20

3 3 343 5
dd

 

 یک متوازي الاضلاع باشد . ABCDرا چنان تعیین کنید که چهار ضلعی  Dب ) مختصات راس 

A   »» حل  D B C D D

A D B C D D

x x x x x x
y y y y y y

11 3 3 11
13 3 1 17 
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y) نقطه اي روي خط  9 x2 د که مجموع فاصله هاي آن تا مبدا و نقطه ي تعیین کنی( , )A 2  باشد. 5برابر  4

 »»حل 

      

,

,

,

,

( ) ( )

x x
d x x x

d d
x x

d x x

x x x x x x

if x x x x x

if x x x

if x x x x x

2 2 2

2 2

2 2

2
4 5

5
2

2 4 2
2 4

5 5 2 5 5 2 5 2 5
2 50 2 5 2 2 5 2

0 2 2 5 2 5
52 2 5 2 2 5 1 2

,
d

 

)) نقاط 10 , ) , ( , ) , ( , )C B A8 2 1 1 4 به ترتیب پاي ارتفاع   M و Hد اگر سه راس مثلث هستن 2
AH  و میانه يAM  باشند طولMH .را بدست آورید 

,                          »» حل  , ( , )H M MH7 7 14 1 1 42 2 2 

 

 

 

 

 

 

 

 
www.riazisara.ir



46 

 : اثبات فرمول فاصله ي نقطه از خط ضمیمه 
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