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 تبدیل ها 

کِ تِ ّش ػضَ هجوَػِ اٍل یک ٍ تٌْا یک ػضَ اص . یک ػول ًظیش ساصی است  Rتِ هجوَػِ  Dیک ًگاشت اص هجوَػِ : ًگاشت 

 94خ .  هجوَػِ دٍم سا ًظیش هی کٌذ 

 کذام هَسد یک ًگاشت است ؟ : هثال 

                                                       

 

 94خ . ًگاشتی یک تِ یک اص صفحِ تِ سٍی خَدش است : تبدیل 

 . دس تثذیل ّیچ دٍ ًقغِ ای داسای یک تصَیش ًیست ٍ ّش ًقغِ دس صفحِ ، تصَیش یک ًقغِ اص صفحِ است :تَجه 

)اگش : هثال  , ) ( , )T x y x y 1  83ش .    یک تثذیل تاشذ  3

)تصَیش ًقغِ  (الف , )A 3  . سا تیاتیذ  2

) (ب , )B 4  تصَیش چِ ًقغِ ای است ؟ 9

)آیا ًگاشت  (ج , ) ( , )M x y x   تثذیل است ؟ 0

 

)تحت تثذیل : هثال  , ) ( , )T x y x a by  ًِقغ ( , )A 2 ) تِ ًقغِ 3 , )A 0 a,هقذاس .  تثذیل شذُ است 1 b  سا تیاتیذ. 

 

 .سا حفظ کٌذ سا ایضٍهتشی هی ًاهٌذ  (عَل پاسُ خظ ّا  )تثذیلی کِ فاصلِ تیي ًقغِ ّا : ایسٍهتری 

 .  اگش شکلی تَسظ یک ایضٍهتشی ًگاشتِ شَد ، تصَیش آى تا خَد شکل ّوٌْشت است :تَجه 

 .سا تِ صَست صیش دس ًظش تگیشیذ  Mًگاشت : هثال 

)تاشذ ،  Lسٍی خظ  Pاگش   »   )M P P  اگش خاسج خظ ٍ L  ، تاشذ( )M P P ِک P هحل تقاعغ ػوَدی است کِ اص P  

 « سسن هی شَد Lتش خظ 

  یک تِ یک است ؟Mآیا ًگاشت  (الف

  ایضٍهتشی است ؟Mآیا ًگاشت  (ب
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)اگش : هثال  , ) ( , )T x y x ay  2  (تِ کوک دٍ ًقغِ ٍ تصَیش آى  ).سا تیاتیذ  aایضٍهتشی تاشذ  ، هقذاس  1

 

 

 94 ٍ د 88ش :  دس تصَیش ًین دایشُ صیش سٍی هحَس عَل ّا : هثال 

 آیا ایي تٌاظش ًگاشت است ؟ (الف 

)تصَیش  (ب , ), ( , )0 1 1  . سا تیاتیذ  0

)ًقغِ  (ج  , )
1 0
2

  تصَیش چِ ًقغِ ای است ؟ 

x تِ صَست  rهؼادلِ دایشُ تِ هشکض هثذا تِ شؼاع  : تَجه y r 2 2  .است  2

 

 

 : توریي 

)تثذیل  .1 , ) ( , )T x y x y 2 1  87خ .   سا دس ًظش تگیشیذ 2

)تصَیش ًقغِ ّای  (الف  , ), ( , )B A0 0 1  .سا تیاتیذ  2

A,عَل ٍ شیة پاسُ خظ ّای  (ب B AB   سا حساب کٌیذ. 

 آیا تثذیل ایضٍهتشی است ؟ آیا ایي تثذیل شیة سا حفظ هی کٌذ ؟ (ج 

 

 

 

 

)ًقاط  .2 , ), ( , ), ( , ), ( , )Q P N M  3 1 2 2 1 1 3  93 ٍ ش 85خ :   سئَس یک رٍصًقِ ّستٌذ  3

)هختصات تصَیش رٍصًقِ تحت تثذیل  (الف  , ) ( , )T x y x y  2 سا تذست آٍسیذ . 

 ( تشسسی حفظ شیة ٍ عَل پاسُ خظ ّا . ) ای تثذیل سا تَصیف کٌیذ  (ب
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)اگش  .3 , ) ( , )T x y x y x y  2 ِضاتغِ یک ًگاشت تاشذ ٍ تثذیل یافتِ ًقغ ( , )A    ًِقغ( , )A 3   Aهختصات . تاشذ  3

 83 ٍ د 86ش . سا تیاتیذ 

 

 

)تثذیل : اًتقال  , ) ( , )T x y x h y k   کِ تحت تشداس ( , )h k  ِتصَیش ًقغ( , )x y  سا 

)تِ صَست  , )x h y k  هی دّذ سا اًتقال هی گَیٌذ  . 

 

 

 .تصَیش اًتقال یافتِ ّش یک اص شکل ّای صیش سا تحت تشداس اًتقال دادُ شذُ سسن کٌیذ : هثال 

 

)ًقاط : هثال  , ), ( , )B A 1 3 3  95 ٍ خ 93خ . تصَیش کٌذ  Bسا تِ  Aضاتغِ اًتقالی سا تٌَیسیذ کِ ًقغِ . دادُ شذُ اًذ  5

 

 

xخظ : هثال  y  2 6 )هؼادلِ خظ تصَیش سا تحت اًتقال . هفشٍض است  0 , ) ( , )T x y x y  3  ٍ 87 ٍ خ 88خ .  تذست آٍسیذ 1

 86 ٍ د 90 ٍ د 92ش  

 

 

)ًقاط : هثال  , ), ( , )B A 1 2 2  84 ٍ خ 86خ.  دٍ سش یک پاسُ خظ ّستٌذ  1

) تحت تثذیل  ABتصَیش  (الف , ) ( , )T x y y x   3 A سا یافتِ ٍ 3 B   تٌاهیذ ٍ سسن کٌیذ. 

) تحت تثذیل  ABتصَیش  (ب , ) ( , )T x y y x یافتِ ٍ آى سا  A B   . تٌاهیذ ٍ سسن کٌیذ  

Aضاتغِ اًتقالی سا تیاتیذ کِ  (ج  B  ِسا ت A B  تصَیش کٌذ  . 

 

 

       

       

       

       

       

       

       

( , )x y   

( , )x h y k    

k   

h   

x   

y   
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 : توریي 

)هختصات ًقاط  .1 , ), ( , ), ( , ), ( , )D C B A0 4 3 5 4 2 1  83 ٍ د 82 ٍ ش 89 ٍ ش 83خ . سئَس یک هشتغ ّستٌذ  1

 . تصَیش کٌذ یافتِ ٍ هشتغ ٍ تصَیشش سا سسن کٌیذ  B سا تِ  Aهختصات سئَس سا تحت اًتقالی کِ  (الف 

 .قاػذُ ًگاشت سا تٌَیسیذ  (ب

 

 

 

 

 

)هختصات ًقاط  .2 , ), ( , ), ( , ), ( , )D C B A4 3 6 5 8 3 4  87 ٍ د 88 ٍ د 91 ٍ د 93 ٍ ش 91 ٍ خ 92خ . سئَس یک هشتغ ّستٌذ  1

)هشتغ ٍ تصَیشش سا تحت اًتقال  (الف  , ) ( , )T x y x y  5  . سسن کٌیذ 2

 .  ٍ تصَیشش سا تذست آٍسیذ ٍ هقایسِ کٌیذ ABعَل ٍ شیة پاسُ خظ  (ب

 آیا تثذیل ایضٍهتشی است ؟ (ج

 

 

 

 

 

 

)تثذیل  .3 , ) ( , )T x y x y  3 ) ٍ ًقاط 1 , ), ( , )D C1 3 4  86 ٍ د 82خ .  هفشٍضٌذ  1

Cهؼادلِ خظ  (الف  D   سا تیایذ. 

CDCآیا چْاس ضلؼی  (ب D   هتَاصی الاضلاع است ؟ چشا ؟ 
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 ًثاشذ ًقغِ اس هاًٌذ  L کِ سٍی  Q تثذیلی است کِ تحت آى تصَیش ّش ًقغِ هاًٌذ  Lتاصتاب ًسثت تِ خظ : بازتاب ًسبت به خط 

Q  ِاست تِ عَسی ک L ػوَد هٌصف QQ  تصَیش ّش ًقغِ سٍی خظ .  شَد ٍL خَد آى ًقغِ شَد  .(L سا هحَس تاصتاب هی ًاهٌذ ) 

 

 :چٌد بازتاب هحَری ههن 

)                    :  xتاصتاب ًسثت تِ هحَس  (الف , ) ( , )R x y x y   

)                :   yتاصتاب ًسثت تِ هحَس  (ب , ) ( , )R x y x y   

 

 

yتاصتاب ًسثت تِ هحَس  (ج  x  :             ( , ) ( , )R x y y x  

yتاصتاب ًسثت تِ هحَس  (ت  x  :       ( , ) ( , )R x y y x    

 

 

 86 ٍ د 83ش . تاصتاب شکل ّای صیش سا ًسثت تِ خظ دادُ شذُ سسن کٌیذ : هثال 
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)تحت یک تاصتاب ًقغِ : هثال  , )A  3 ) سٍی ًقغِ  1 , )A 3  94 ٍ خ 86خ .  تصَیش شذُ است  5

 .هؼادلِ هحَس تقاسى سا تٌَیسیذ ( ب.      هحَس تقاسى سا سسن کٌیذ  (الف

 

 

yهؼادلِ خظ : هثال  x 
1 1
2

 88 ٍ د 84ش . سا تحت تاصتاب ًسثت تِ ًیوساص ستغ اٍل ٍ سَم تیاتیذ ٍ آى سا سسن کٌیذ  

 

 

 

xهؼادلِ خظ : هثال  y  2 6 12  84 ٍ خ 82 ٍ خ 90خ . سا  تیاتیذ ٍ آى سا سسن کٌیذ  xسا تحت تاصتاب ًسثت تِ هحَس  0

 

 

 

L:تحت یک تاصتاب خظ : هثال  x y  3 L:تِ خظ  0 x y   3 دٍ  ). هؼادلِ هحَس تقاسى سا تؼییي کٌیذ . تصَیش شذُ است  0

)ًقغِ دلخَاُ اص ایي دٍ خظ هاًٌذ  , )A 0 0  ٍ ( , )B 0 L, سا یافتِ ٍ هؼادلِ خغی کِ اص ٍسظ آًْا هَاصی  3 L  هی گزسد هی ًَیسین  .) 

 91 ٍ د89خ

 

 

 : توریي 

)هختصات ًقاط  .1 , ), ( , ), ( , ), ( , )D C B A1 2 5 4 6 2 2  90 ٍ ش 92ش . سئَس یک هستغیل ّستٌذ  0

)هستغیل ٍ تصَیشش سا تحت تاصتاب  (الف  , ) ( , )T x y x y   سسن کٌیذ. 

 . سا تذست آٍسدُ ٍ هقایسِ کٌیذ  ABعَل ٍ شیة پاسُ خظ  (ب

 آیا تثذیل ایضهتشی است ؟ چشا ؟  (ج
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)هختصات ًقاط  .2 , ), ( , ), ( , ), ( , )D C B A   2 3 3 5 5 0 0   88ش . سئَس یک هشتغ ّستٌذ  2

)هشتغ ٍ تصَیشش سا تحت تاصتاب  (الف  , ) ( , )T x y y x  سسن کٌیذ. 

 .هساحت هشتغ ٍ تصَیشش سا هحاسثِ ٍ هقایسِ کٌیذ  (ب

 

 

 

 

)هختصات ًقاط  .3 , ), ( , ), ( , )C B A5 1 3 2 1  (توشیي کتاب  ). سئَس یک هثلث ّستٌذ  4

xسا تحت تاصتاب ًسثت تِ خظ  ABCتصَیش هثلث  (الف 2 Aسا سسن ٍ  0 B C    تٌاهیذ. 

Aتصَیش هثلث  (ب B C    سا تحت تاصتاب ًسثت تِ خظy 3 Aسا سسن ٍ  0 B C    تٌاهیذ. 

 

 

 

 

 

L:تحت یک تاصتاب خظ  .4 y  3 7 9 L:تِ خظ  0 y   3 9 خ . هؼادلِ هحَس تقاسى سا تؼییي کٌیذ . تصَیش شذُ است  0

 95 ٍ خ 83 ٍ خ 84

 

 

 

y هؼادلِ خظ  .5 x 4  سا تحت تاصتاب ًسثت تِ هحَسy  93ش . سا  تیاتیذ ٍ آى سا سسن کٌیذ 

 

 

 

x هؼادلِ خظ  .6 y 3 2  ٍ 89 ٍ د 92 ٍ د 87ش . سا تحت تاصتاب ًسثت تِ ًیوساص ستغ دٍم ٍ چْاسم تیاتیذ ٍ آى سا سسن کٌیذ  6

 95 ٍ ش 94 ٍ ش 87د 
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تصَیش هی شَد  Q تِ ًقغِ ای هاًٌذ  Q ًگاشتی است کِ تحت آى ، ّشًقغِ هاًٌذ  Pتاصتاب ًسثت تِ ًقغِ : بازتاب ًسبت به ًقطه 

,کِ  ,Q Q P  ٍ ُسٍی یک خظ ساست تَدP  ٍسظ پاسُ خظQ Q  است .(P سا هشکض تقاسى هی ًاهٌذ )  

):    تاصتاب هشکضی ، تاصتاب ًسثت تِ هثذا هختصات است کِ  : ًکته , ) ( , )T x y x y    

 

 .  سسن کٌیذ  Oسا ًسثت تحت ًقغِ  ABCتاصتاب هثلث : هثال 

 

 

 

 :  دس آى صفحِ ًظیش هی کٌذ کِ  Aدس صفحِ سا تِ  A، تثذیلی است کِ ّش ًقغِ   ٍ صاٍیِ  Oدٍساى تِ هشکض : دٍراى 

( ب.                   هشکض دٍساى ثاتت هی هاًذ  (الف  ,AOA OA OA    

 : تِ عَس هثال 

 

 

 : چٌد دٍراى هرکسی ههن 

 

 (قثلاً دس تاصتاب تا آى آشٌا شذین  ).  دسجِ ، تاصتاب هشکضی ًاهیذُ هی شَد 180دٍساى هشکضی تِ صاٍیِ : ًکته 

 . هشکض دٍساى سٍی ػوَد هٌصف پاسُ خظ ّایی است کِ ّش ًقغِ سا تِ تصَیشش ٍصل هی کٌذ : ًکته 

A   

B   C   

O   
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 . هشکض دٍساى سا دس ّش هَسد هشخص کٌیذ : هثال 

 

xهؼادلِ تصَیش خظ : هثال  y  3 2  90 ٍ ش82 ٍ د93 ٍ د86 ٍ ش93خ.  سا تیاتیذ 270سا تحت دٍساى حَل هثذاً تِ اًذاصُ صاٍیِ  0

 

 

 

xهؼادلِ تصَیش خظ : هثال  y  3 6  91ش.  سا تیاتیذ180سا تحت دٍساى حَل هثذاً تِ اًذاصُ صاٍیِ  0

 

 

 

 : توریي 

xهؼادلِ تصَیش خظ  .1 y  3 6  ٍ 83 ٍ ش88 ٍ ش89 ٍ ش92خ.  سا تیاتیذ 90سا تحت دٍساى حَل هثذاً تِ اًذاصُ صاٍیِ  0

 94ش

 

 

)ًقغِ  .2 , )A 1  85خ. تٌاهیذ  A دسجِ حَل هثذا ، یافتِ ٍ 90 سا تحت دٍساى  2

 .  تٌاهیذ A دسجِ دٍساى دادُ ٍ آى سا 180 سا حَل هثذاً تِ اًذاصُ Aسپس 

  تصَیش هی شَد ؟Aهستقیواً تِ  Aتحت چِ دٍساًی ًقغِ 
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)ًقاط  .3 , ), ( , ), ( , )C B A 5 1 3 1 5  95 ٍ ش90 ٍ د92 ٍ د 89خ. سئَس یک هثلث ّستٌذ  3

)هثلث ٍ تصَیشش تحت تثذیل  (الف , ) ( , )T x y y x   سسن کٌیذ . 

 آیا ایضٍهتشی است ؟ چشا ؟. ًَع تثذیل سا هشخص کٌیذ  (ب

A,شیة  (ج  B AB   سا هقایسِ کٌیذ. 

 

 

 

 

 :ًظیش کٌذ  کِ  A سا تِ ًقغِ ای هاًٌذ  A تثذیلی است کِ ّش ًقغِ هاًٌذ  K ٍ ًسثت  Oتجاًس تِ هشکض : تجاًس 

OA. عَسی تاشذ کِ  OA سٍی ًین خظ A( ب.                        هشکض تجاًس ثاتت تاشذ  (الف K OA   

 : تِ عَس هثال 

 

)تثذیل : ضابطه تجاًس به هرکس هبدا  , ) ( , )D x y kx ky  تجاًس تِ ًسثتk  تِ هشکض( , )0 .  است  0

 

 

 

 

 

   

 

 . است ًسثت هساحت آًْا هجزٍس ًسثت تٌاسة ٍ ًسثت هحیظ آًْا ًسثت تٌاسةدس تجاًس ، شکل ٍ تصَیشش هتشاتِ ّستٌذ ٍ : ًکته 

 تجاًس اًقثاظی  

K 0 1  

تجاًس اًثساعی  

 K 1  

( , )x y  

( , )x y  

( , )kx ky  

( , )kx ky  
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K,ٍ ًسثت  Oتصَیش هجاًس اسکال صیش سا تِ هشکض : هثال  K 
13
3

 86ش . سسن کٌیذ  

 

 

 

xخظ : هثال  y  3 2 12 K سا تحت تجاًس تِ هشکض هثذاٌ ٍ ًسثت  0 
1
2

 91خ. یافتِ ٍ سسن کٌیذ  

 

 

 

)ًقاط : هثال  , ), ( , ), ( , )C B A 4 2 2 2 2  83 ٍ د86 ٍ د89 ٍ د93 ٍ د91 ٍ ش85 ٍ خ90 ٍ خ93خ. سئَس یک هثلث ّستٌذ  2

)هثلث ٍ تصَیشش تحت تجاًس  (الف , ) ( , )D x y x y
3 3
2 2

 . سسن کٌیذ  

 . سا تذست آٍسدُ ٍ تِ کوک ٍیژگی ّای تجاًس ، هساحت تصَیشش سا تیاتیذ  ABCهساحت هثلث  (ب

 . ًَع تجاًس سا هشخص کٌیذ  (ج 

 

 

 

 

 

 

 

 :توریي 

xخظ  .1 y  3 2 6 K سا تحت تجاًس تِ هشکض هثذاٌ ٍ ًسثت  0   .یافتِ ٍ سسن کٌیذ  2

 

 

 

 

O   

O   
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)ًقاط  .2 , ), ( , ), ( , )C B A 4 2 2 2 2  94 ٍ د82 ٍ د85 ٍ د91 ٍ د84 ٍ ش82 ٍ خ83 ٍ خ84 ٍ خ88خ. سئَس یک هثلث ّستٌذ  2

)هثلث ٍ تصَیشش تحت تجاًس تِ هشکض  (الف , )0  ًسثت  0
1
2

 . سسن کٌیذ   

 . ًَع تجاًس سا هشخص کٌیذ  (ب 

 . تِ هساحت تصَیشش سا هشخص کٌیذ  ABCًسثت هساحت هثلث  (ج

ًسثت ّای  (د
OA

OA


  ٍ 

A B

AB

 
 .سا تیاتیذ  

 

 

 

 

 

 

 82 ٍ ش 86ش . تشای ّش قسوت یک تثذیل تا ٍیژگی ّای خَاستِ شذُ تٌَیسیذ  .3

 .ایضٍهتشی ًثاشذ  (الف

 .شیة سا حفظ ًکٌذ  (ب

 .جْت شکل سا حفظ ًکٌذ  (ج

) (د , ) ( , )T x y x y  2  .ضاتغِ ًگاشت آى تاشذ  5

ُ) ( , ) ( , )R x y y x  ضاتغِ ًگاشت آى تاشذ . 

ٍ) ( , ) ( , )R x y x y    ضاتغِ ًگاشت آى تاشذ. 

 

 . دسستی یا ًادسستی ػثاست ّای صیش سا هشخص کٌیذ  .4

 85 ٍ د82 ٍ خ91خ. تاصتاب جْت شکل سا حفظ ًوی کٌذ  (الف 

 90خ. عَل پاس خظ ّا دس تجاًس تضسگ تش هی شًَذ  (ب

  92خ.  تغییش هی دّذ  Kتجاًس عَل ٍ هساحت سا تا ضشیة  (ج

 82خ.دٍساى ایضٍهتشی است  (د 

 90ش. دس تجاًس خغَعی کِ ًقاط ًظیش سا تِ ّن ٍصل هی کٌذ دس هشکض تجاًس ّوشسٌذ  (ُ

 87ش. اًتقال الضاهاً شیة سا حفظ ًوی کٌذ  (ٍ 

 85د. دٍساى الضاهاً شیة سا حفظ هی کٌذ  (ص

 85د.  تجاًس شیة خظ سا حفظ ًوی کٌذ  (ح
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 : اثبات به کوک ٍیژگی های تبدیل 

 . دسجِ هی تَاى خظ سا تش سٍی خَدش ًگاشت 180تا دٍساى حَل ًقغِ ای سٍی خظ تا صاٍیِ : دٍراى 

 .          دٍ خظ هتقاعغ سا تا دٍساى حَل ًقغِ تشخَسد ٍ تِ اًذاصُ صاٍیِ تیي خغَط ، هی تَاى تش سٍی ّن ًگاشت 

 

ثاتت کٌیذ .  هتساٍی الاضلاع ّستٌذ  ABC  ٍ ECDهثلث : هثال 
 ,AFB AD BE  60  

  ( 94 ٍ ش 87 ٍ ش92 ٍ ش 82 ٍ خ84 ٍ خ86 ٍ خ91خ   )

 تصَیش  BCEسٍی هثلث  ACDهثلث  C دسجِ حَل 60تحت دٍساى : حل 

ADتٌاتش ایي . هی شَد  BE  ٍAD  ضلغBE  ِدسجِ قغغ 60سا تا صاٍی  

AFBهی کٌذ یؼٌی  60چَى عَل پاسُ خظ تحت دٍساى حفظ هی شَد ٍ  

AD پس  BE  

 

BDهتساٍی الاضلاع است ٍ  ABCهثلث : هثال  CE  ثاتت کٌیذ ، ,BFD AD BE  60    

 ( 94 ٍ ش 87خ  )

  دسجِ ّستٌذ G  ،120ٍصاٍیِ ّای حَل . هی ًاهین   Gهحل تلاقی هیاًِ ّای هثلث سا : حل 

AG BG CG   تحت دٍساى تِ هشکض ،G  ِتِ صاٍی120  ،, ,E D A C B A    ٍ 

BEتٌاتش ایي  AD  چَى دٍساى ایضٍهتشی است ٍBE AD  ّوچٌیي ،BFD  60 

 

  86 ٍ د88 ٍ د85 ٍ د82ش .  ّشگاُ دٍ خظ یکذیگش سا قغغ کٌٌذ ، صاٍیِ  ّای هقاتل هساٍی یکذیگشًذ : هثال 

OY, دسجِ ، 180تحت دٍساى تِ هشکض تشخَسد دٍ خظ ٍ صاٍیِ : حل  OY OX OX    

تٌاتش ایي  YOX Y OX   چَى دٍساى اًذاصُ صاٍیِ سا حفظ هی کٌذ پس ٍ YOX Y OX  

 

 : توریي 

 87 ٍ د83 ٍ خ90خ. دس چْاس ضلؼی هقاتل قغشّا ّوذیگش سا ًصف کشدُ اًذ ، ثاتت کٌیذ هتَاصی الاضلاع است  .1

 

A   

A   

G   

Y   
X

X    Y 

O   
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 .دٍ خظ هَاصی تحت اًتقال هی تَاًٌذ سٍی ّن ًگاشتِ شًَذ : اًتقال 

 

 94 ٍ د89 ٍ د84 ٍ ش88ش. اگش خظ هَستی دٍ خظ هَاصی سا قغغ کٌذ ، صاٍیِ ّای ًظیش تشاتش خَاٌّذ تَد : هثال 

 . ًگاشتِ هی شَد  L2تش خظ  L1خظ  mتحت اًتقالی تِ هَاصات خظ هَسب : حل 

,پس  ,C C B B A A      لزا ٍ ABC A BC    ِچَى اًذاصُ صاٍی ٍ 

تحت اًتقال حفظ هی شَد تٌا تشایي  ABC A B C    

 

 
 90ش.   دسجِ است 360 ثاتت کٌیذ هجوَع صاٍیِ ّای خاسجی  PQRدس هثلث : هثال 

RP,تحت اًتقال تِ هَاصات خظ . سسن هی کٌین  QRسا هَاصی  PXًین خظ : حل  QP  

  Q QPX2  ٍ R Y PX2  ًگاشتِ هی شَد ٍ چَى اًتقال اًذاصُ صاٍیِ سا حفظ هی کٌذ : 

                       p QPX Y PX P Q R      2 2 2 2360 360  

 

 : توریي 

AD,دس چْاس ضلؼی هقاتل ثاتت کٌیذ ،  .1 BC  95 ٍ ش 91 ٍ ش93 ٍ ش89خ.  هَاصی ٍ هساٍیٌذ 

 

 

 

ABCدس شکل هقاتل ثاتت کٌیذ  .2 DEF  92 ٍ د93   د 

 

X   Y   

2   

2   

2   
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 . تصَیش کٌذ  Bسا تِ  Aهی تَاًذ  ABتاصتاب حَل ػوَد هٌصف پاسُ خظ : بازتاب 

 

AEچْاس ضلؼی هقاتل هشتغ است ٍ : هثال  AF  . ثاتت کٌیذBE DF  85   خ 

AEF,هثلث ّای : حل  ADB  هتساٍی الساقیي ّستٌذ ٍ قغشAC  ًیوساصA  ػَد هٌصف ٍ 

EF,اضلاع  BD  خَاّذ تَد لزا عثق تاصتاب حَل هحَسAC  ، ,E F D B   تٌاتش ایي 

DF EB  چَى تاصتاب ایضٍهتشی است ٍBE DF.  

 

دس شکل هقاتل ثاتت کٌیذ : هثال  SPR QPR  .82 ٍ د 90 ٍ د83 ٍ ش88 ٍ خ93خ 

PR  ،,Sتحت تاصتاب حَل : حل  Q P P   لزا SPR QPR  چَى ٍ 

تاصتاب اًذاصُ صاٍیِ سا حفظ هی کٌذ  SPR QPR 

 

 : توریي 

 94 ٍ خ89 ٍ ش83د. صاٍیِ ّای هقاتل تِ ضلغ ّای هساٍی دس هثلث هتساٍی الساقیي تا یکذیگش تشاتشًذ  .1

 

PQSدس شکل هقاتل ثاتت کٌیذ   .2 QPR  86 ٍ ش92   خ 

 

AEچْاس ضلؼی هقاتل هشتغ است ٍ  .3 AF  . ثاتت کٌیذCE CF     
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 هٌدسه فضایی

 : اصَل هٌدسه فضایی 

 .اص ّش دٍ ًقغِ هتوایض دس فضا ، یک ٍ تٌْا یک خظ هی گزسد  .1

 .اص ّش سِ ًقغِ هتوایض دس فضا کِ تش یک خظ ساست ًیستٌذ ، یک ٍ تٌْا یک صفحِ هی گزسد  .2

 .دس ّش صفحِ حذاقل سِ ًقغِ هتوایض ٍجَد داسد کِ تش یک خظ ساست ًثاشٌذ  .3

 .حذاقل چْاس ًقغِ دس فضا ٍجَد داسد کِ تش یک صفحِ قشاس ًذاسًذ .4

 .اگش دٍ ًقغِ هتوایض اص خغی دس یک صفحِ تاشٌذ ، آى خظ تِ تواهی دس آى صفحِ است  .5

 .اگش دٍ صفحِ هتوایض یک ًقغِ هشتشک داشتِ تاشٌذ ، آًگاُ دس یک خظ هشتشک ّستٌذ  .6

 .اص ّش ًقغِ خاسج یک خظ دس فضا ، یک ٍ تٌْا یک خظ هَاصی آى هی گزسد : اصل تَاصی اقلیذس  .7

 

 (توشیي کتاب  ). ثاتت کٌیذ خاسج اص ّش صفحِ حذاقل یک ًقغِ ٍجَد داسد : هثال 

سا تصَس کٌیذ ٍ عثق یکی اص اصَل ٌّذسِ فضایی ، سِ ًقغِ ًقغِ هتوایض دس صفحِ ٍجَد داسد کِ تش یک خظ ساست  Pصفحِ : حل 

 . ٍجَد داسد Pپس ًقغِ ای خاسج اص صفحِ . ًیستٌذ ٍ عثق اصل دیگشی ، حذاقل چْاس ًقغِ دس فضا ٍجَد داسد کِ تش یک صفحِ ًیستٌذ 

 

,اگش سِ خظ : هثال  ,L L L3 2  . دٍ تِ دٍ هتقاعغ تاشٌذ، ثاتت کٌیذ ایي سِ خظ دس یک صفحِ قشاس داسًذ یا ّوشسٌذ  1

 ( 94 ٍ د86ٍ ش89 ٍ ش 91خ )

 اگش ًقاط تشخَسد ّش دٍ خظ ، هتوایض تاشٌذ ، چَى سِ ًقغِ تشخَسد غیش ٍاقغ تش یک خظ ساست ّستٌذ ، : حل 

 عثق یکی اص اصَل ٌّذسِ فضایی اص ایي سِ ًقغِ یک صفحِ هی گزسد ٍ چَى ّش خظ ، دٍ ًقغِ هتوایض آى 

 . دس ایي صفحِ است عثق اصل دیگشی ایي خغَط تِ تواهی دس ایي صفحِ قشاس داسًذ 

 یؼٌی ّوگی دس یک ًقغِ تا ّن تشخَصد کشدُ تاشٌذ ، عثق تؼشیف. اگش ًقاط تشخَسد خغَط هتوایض ًثاشٌذ 

 . ّوشسی ، ّوشس ّستٌذ 

 

 : ٍضعیت ًسبی دٍ صفحه در فضا 

                                          

 

 

 

 

 هتقاطع

 هَازی

 هٌطبق

 ّش دٍ حالت هَاصی هحسَب هی شَد
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 : ٍضعیت ًسبی دٍ خط در فضا 

                           

 

 

  94ش . دٍ خظ دس فضا کِ دس یک صفحِ ًثاشٌذ ٍ ّوذیگش سا قغغ ًکٌٌذ ، هتٌافش ًاهیذُ هی شًَذ  : دٍ خط هتٌافر

 

 : ٍضعیت ًسبی خط ٍ صفحه در فضا 

 

           

  

 

 

L,اگش : هثال  L2 P,دٍ خظ هتقاعغ ٍ  1 P2 L,تِ تشتیة صفحاتی شاهل  1 L2  ٍضؼیت دٍ صفحِ ًسثت تِ ّن چگًَِ است ؟.  تاشٌذ 1

 

 یا             .                                          یا دٍ صفحِ هتقاعغ ّستٌذ ٍ یا هٌغثق : حل 

 

 

,اگش  : هثال  ,P P P3 2 سِ صفحِ دٍ تِ دٍ هتقاعغ تاشٌذ ، ثاتت کٌیذ فصل هشتشک ایي سِ صفحِ یا سِ خظ هَاصیٌذ ٍ یا ّش سِ اص یک  1

 . ًقغِ هی گزسًذ 

P,فصل هشتشک دٍ صفحِ : حل  P2  .سِ حالت هوکي است داشتِ تاشذ  P3تا صفحِ  Lحال خظ . هی ًاهین  Lسا  1

 

 .        تاشذ کِ دس ایي صَست فصل هشتشک ّش سِ صفحِ خَاّذ تَد P3ٍاقغ تش  (الف

 

 .  تاشذ کِ دس ایي صَست فصل هشتشک ّا هَاصیٌذ P3هَاصی  (ب

 

 .        تاشذ کِ دس ایي صَست فصل هشتشک ّا ّوشسٌذ P3هتقاعغ تا  (ج

 هتٌافر

 هَازی هتقاطع

 هتقاطع
 هَازی

 هٌطبق

 ّش دٍ حالت هَاصی هحسَب هی شَد
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,اگش : هثال  , ,D C B A  چْاس ًقغِ هتوایض دس فضا تاشٌذ ، ثاتت کٌیذ ایي چْاس ًقغِ دس یک صفحِ قشاس داسًذ اگش ٍ تٌْا اگش دٍ خظ 

,CD AB  86خ . هتقاعغ یا هَاصی تاشٌذ 

CD,اگش چْاس ًقغِ دس صفحِ تاشٌذ عثق ٍضؼیت دٍ خظ دس صفحِ ، دٍ خظ : حل  AB یا هَاصیٌذ ٍ یا هتقاعغ . 

CD,اگش دٍ خظ  AB ِهَاصی یا هتقاعغ تاشٌذ ، هی داًین اص دٍ خظ هتقاعغ یا هَاصی ، یک صفحِ هی گزسد پس چْاس ًقغ  

, , ,D C B A دس یک صفحِ قشاس داسًذ . 

 

 :خط ٍ صفحه هَازی 

 L سا دس یک خظ هَاصی تا P هتقاعغ تاشذ ،  P تگزسد ٍ تا صفحِ  Lهَاصی تاشذ ، ّش صفحِ کِ اص  Pتا صفحِ  Lاگش خظ : قضیه 

 (  95 ٍ ش84 ٍ د89 ٍ د93 ٍ د82 ٍ ش84 ٍ ش86 ٍ ش88 ٍ ش82 ٍ خ87 ٍ خ91 ٍ خ92 ٍ خ94خ   ).  قغغ هی کٌذ 

 : اثثات 

 P تگزسد ، صفحِ L کِ اص P هتوایض تا Pّش صفحِ . تاشذ   P دس صفحِ Lاگش  (الف

 .  قغغ هی کٌذ ٍ دسستی قضیِ سٍشي است Lسا دس ّواى خظ 

 سا دس خظ P تاشذ کِ صفحِ L صفحِ گزسًذُ اص Pٍ .  ًثاشذ P دس صفحِ Lاگش  (ب

L قغغ کٌذ  .,L L ِّش دٍ دس صفح P ّستٌذ ٍ ّوذیگش سا قغغ ًوی کٌٌذ صیشا اص 

 سا قغغ هی کٌذ کِ ایي خلاف P صفحِ Lهتقاعغ تَدى آًْا ًتیجِ هی شَد کِ خظ 

 .فشض است 

 

 . هَاصی است P تا صفحِ L هَاصی تاشذ ، آًگاُ خظ P تا یکی اص خظ ّای صفحِ Lاگش خظ : قضیه 

 ( 94 ٍ ش83 ٍ د86 ٍ د88 ٍ د91 ٍ د87 ٍ ش84 ٍ خ88 ٍ خ 93خ )

 : اثثات 

 . تاشذ ، حکن تشقشاس است P دس صفحِ Lاگش خظ (الف 

L,تاشذ ، اص  L هَاصی pخغی اص صفحِ  L ًثاشذ ٍ P دس صفحِ Lاگش خظ (ب L 

  . است  Lّواى خظ  Pهی گزسد کِ فصل هشتشک آى تا صفحِ  Pصفحِ ای هاًٌذ 

 سا قغغ کٌذ هحل تقاعغ سٍی فصل هشتشک دٍ صفحِ قشاس داسد ٍ دٍ P صفحِ Lاگش خظ

L,خظ  L پس خظ. هتقاعغ خَاٌّذ شذ کِ خلاف فشض است L ِصفح P سا قغغ ًوی 

 .کٌذ ٍ تا آى هَاصی است 

 

 .ششط تَاصی خظ ٍ صفحِ آى است کِ خظ تا یکی اص خغَط صفحِ هَاصی تاشذ : ًتیجه
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  86 ٍ د92 ٍ د90 ٍ ش94خ .    سسن کٌیذ  P، خغی هَاصی  P خاسج اص صفحِ  Aاص ًقغِ : هثال 

Lخظ دلخَاّی هاًٌذ : حل  سا   L خظ  A دس ًظش هی گیشین ٍ اص ًقغِ  P دس صفحِ  

چَى ایي خظ تا یکی اص خغَط صفحِ هَاصی شذُ است ، پس تا کل . هَاصی آى سسن هی کٌین 

 .صفحِ هَاصی خَاّذ تَد 

 

 سسن هی شَد ، تِ  L تِ هَاصات  A تاشذ ، آًگاُ خغی کِ اص  P ًقغِ ای اص صفحِ  A هَاصی ٍ P تا صفحِ Lاگش خظ : قضیه 

  (تذٍى اثثات هی پزیشین  ).   قشاس داسد  Pتواهی دس صفحِ 

 

 

 . اگش صفحِ ای یکی اص دٍ خظ هَاصی سا قغغ کٌذ ، دیگشی سا ّن قغغ هی کٌذ  : 1ًتیجه 

 

 

 . اگش خغی یکی اص دٍ صفحِ هَاصی سا قغغ کٌذ ، دیگشی سا ّن قغغ هی کٌذ  : 2ًتیجه 

 

 

 اگش صفحِ ای یکی اص دٍ صفحِ هَاصی سا قغغ کٌذ ، دیگشی سا ّن قغغ  : 3ًتیجه 

 . هی کٌذ ٍ فصل هشتشک ّا تا ّن هَاصیٌذ 

 

 

 . اگش خغی تا دٍ صفحِ هتقاعغ هَاصی تاشذ ، تا فصل هشتشک آًْا هَاصی است : هثال 

 ( 95 ٍ خ 82 ٍ د90 ٍ د83 ٍ ش87 ٍ ش 91 ٍ ش92 ٍ ش93ش )

P,هَاصی دٍ صفحِ هتقاعغ  Lفشض کٌیذ خظ : حل  P  اص یک ًقغِ فصل هشتشک هاًٌذ . تاشذ

A  خظ L  سا هَاصیL  چَى خظ. سسن هی کٌینL ِتا صفح P هَاصی است ، خظ L  ِت

پس .  قشاس داسد  Pتِ تواهی دس صفحِ  L قشاس داسد ٍ تِ ّویي تشتیة خظ  Pتواهی دس صفحِ 

L  ِّواى فصل هشتشک دٍ صفح,P P  است کِ تا خظ L   ًیض هَاصی است . 
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 : دٍ صفحه هَازی 

 89 ٍ د91 ٍ خ92خ. اگش دٍ صفحِ هَاصی تاشٌذ ، ّش خظ اص یکی اص ایي دٍ صفحِ ، تا صفحِ دیگش هَاصی است : قضیه 

P,اگش : اثثات  P2 سا قغغ ًوی کٌذ صیشا ًقغِ  P2تاشذ دس ایي صَست ایي خظ صفحِ   P1خغی دس صفحِ L1 دٍ صفحِ هَاصی تاشٌذ ٍ  1

 .تقاعغ آًْا دس ّش دٍ صفحِ خَاّذ تَد ٍ ایي یؼٌی دٍ صفحِ هتقاعغ ّستٌذ ، کِ ایي خلاف فشض است 

 

 86 ٍ خ87 ٍ ش93ش. اگش خغی تا یکی اص دٍ صفحِ هَاصی ، هَاصی تاشذ ، تا دیگشی ًیض هَاصی است : هثال 

P,فشض کٌیذ : حل  P2 Lتاشذ آًگاُ  P1 خغی هَاصی  Lدٍ صفحِ هَاصی تاشٌذ ٍ  1 سا قغغ ًوی کٌذ صیشا دس ایي صَست  P2 صفحِ  

 . است P2 هَاصی Lپس .  سا ًیض قغغ خَاّذ کشد کِ خلاف فشض است P1صفحِ هَاصی تا آى یؼٌی  

 

 91 ٍ د 88خ . اگش صفحِ ای تا یکی اص دٍ خظ هَاصی ، هَاصی تاشذ ، تا دیگشی ًیض هَاصی  است : هثال 

L,فشض کٌیذ : حل  L2 Pتاشذ آًگاُ  L1 صفحِ ای هَاصی  Pدٍ خظ هَاصی تاشٌذ ٍ  1 سا قغغ ًوی کٌذ صیشا دس ایي صَست  L2 خظ  

Pپس .  سا ًیض قغغ خَاّذ کشد کِ خلاف فشض است L1خظ هَاصی تا آى یؼٌی    . است L2 هَاصی  

 

 (جلَتش تِ کوک تؼاهذ خظ ٍ صفحِ ًیض ثاتت هی شَد  ). اگش دٍ صفحِ تا صفحِ سَهی هَاصی تاشذ ، خَد آى دٍ تا ّن هَاصیٌذ : هثال 

P,فشض کٌیذ : حل  P2 P,آًگاُ .  تاشٌذ P3دٍ صفحِ هَاصی تا  1 P2  سا قغغ P2 صفحِ P1سا قغغ ًوی کٌٌذ صیشا اگش صفحِ    ّوذیگش1

P, پس .  سا ًیض قغغ خَاّذ کشد کِ خلاف فشض است P3کٌذ صَست صفحِ هَاصی تا آى یؼٌی   P2  . هَاصی ّستٌذ 1

 

تذٍى اثثات  ). اگش دٍ خظ هتقاعغ اص صفحِ ای تا دٍ خظ هتقاعغ اص صفحِ ای دیگش دٍ تِ دٍ هٍَاصی تاشٌذ ، آى دٍ صفحِ هَاصیٌذ : قضیه 

 (هی پزیشین 

 

 84 ٍ ش89 ٍ ش93ش.  سسن کٌیذ ٍ ثاتت کٌیذ ایي صفحِ یکتاست  P ، صفحِ ای هَاصی صفحِ P خاسج اص صفحِ  Aاص ًقغِ : هثال 

L,خغَط هتقاعغ : حل  L2 D, خغَط  Aدس ًظش هی گیشین ٍ اص ًقغِ   Pسا دس صفحِ  1 D2 1  

L,سا تِ تشتیة هَاصی  L2 D,اص .  سسن هی کٌین 1 D2  هی گزسد ٍ چَى دٍ خظ  P صفحِ ای هاًٌذ 1

 .ایي دٍ صفحِ هَاصی ّستٌذ .  هَاصی است Pهتقاعغ اص ایي صفحِ تا دٍ خظ هتقاعغ اص صفحِ 

  Pحال هی خَاّین ًشاى دّین ایي صفحِ هٌحصش تِ فشد است ، فشض کٌیذ صفحِ دیگشی هاًٌذ 

  سا قغغ کشدُ است P صفحِ Pتاشذ ، چَى صفحِ  P گزشتِ ٍ هَاصی Aًیض تاشذ کِ اص ًقغِ 

 .  یکتاست P سا ًیض قغغ هی کٌذ ٍ ایي خلاف فشض است پس Pپس صفحِ هَاصی تا آى یؼٌی 

P   

P
L1   

L2   

D1

D2   
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 P دس یک صفحِ هَاصی تا  Pهَاصی تا صفحِ  Oتاشذ ، ثاتت کٌیذ کلیِ خغَط گزسًذُ اص  Pًقغِ ای خاسج اص صفحِ  Oاگش : هثال 

  95 ٍ ش88 ٍ ش85 ٍ خ90خ. قشاس داسًذ 

L,خغَط هتقاعغ : حل  L2 D, خغَط  Oدس ًظش هی گیشین ٍ اص ًقغِ   Pسا دس صفحِ  1 D2 L,سا تِ تشتیة هَاصی  1 L2  سسن هی کٌین 1

D,اص .  D2  تگزسد تِ تواهی دس صفحِ  Pهَاصی صفحِ  O هَاصی است ٍ ّش خغی کِ اص Pهی گزسد کِ تا صفحِ  P صفحِ ای هاًٌذ 1

P  قشاس داسد صیشا دس غیش ایي صَستP  سا قغغ هی کٌذ ٍ صفحِ هَاصی تا آى یؼٌیP  سا ًیض قغغ خَاّذ کشد کِ خلاف فشض است . 

 

 89 ٍ د93 ٍ د89 ٍ ش92 ٍ ش87خ . ثاتت کٌیذ دس یک ّشم ، ٍسظ یالْای آى دس صفحِ ای هَاصی قاػذُ قشاس داسًذ : هثال 

,ًقاط : حل  ,C B A    سا دس ٍسظ یالْای ّشم دس ًظش هی گیشین ٍ تا استفادُ اص ػکس قضیِ تالس 

 :  داسین  SCBٍ دس صفحِ  SABدس صفحِ 

SA SB
A B AB

A A B B

SC SB
C B CB

C C B B

 
  

 

 
  

 





  

Aٍ چَى دٍ خظ هتقاعغ اص صفحِ  B C    ِتا دٍ خظ هتقاعغ اص صفحABC  دٍ تِ دٍ هَاصی ّستٌذ ، پس ایي دٍ صفحِ هَاصیٌذ . 

 

Aدس ّشم صیش صفحِ : هثال  B C    ِتا صفحABC  اگش .  هَاصی استSA SA Aًسثت هساحت هثلث . تاشذ  5 B C    تِ هساحت

  چقذس است ؟ ABCهثلث

,عثق قضیِ تالس دس ّش یک اص صفحات : حل  ,SAC SBC SAB  داسین : 

      ( )A B C

ABC

A B

AB

SB C
A B C ABC

BC S

A C

AC

  

  
 


  

      


  
 



2

1
5
1 1 1
5 5 25
1
5

  

 

 .صفحِ ّای ٍاصی سٍی دٍ خظ کِ آًْا سا قغغ هی کٌٌذ ،پاسُ خظ ّای هتٌاظش هتٌاسة ایجاد هی کٌٌذ : قضیه تاس در فضا 

 ( 87 ٍ د92 ٍ د90 ٍ ش85 ٍ خ89خ )

                                       
AB A B

BC B C

 


 
 حکن :  

  سا سسن هی کٌین کِ صفحِ ٍسغی سا دس ًقغِ ای هاًٌذ  ACخظ : اثثات 

M  ِقغغ کٌذ ٍ تا تَجِ تِ ایٌک ,AA MB MB CC     ِتِ کوک قضی 

S   

A   
C

B   A   

C   
B   

 ض ض ض 
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AA,تالس دس صفحات  C ACC    داسین : 

AB AM

AB A BBC MC

A B AM BC B C

B C MC


   

 
   

  

  

 

 93خ . آیا ػکس قضیِ تالس دس فضا دسست است ؟ تا سسن شکل تَضیح دّیذ : هثال 

 هثلاً دس شکل هقاتل سٍی دٍ خظ پاسِّ خظ ّای هتٌاظش هتٌاسة ایجاد شذُ است . خیش : حل 

 ..ٍلی صفحات تا ّن هَاصی ًیستٌذ 

 

 

L,اگش : زاٍیه بیي دٍ خط هتٌافر  L  دٍ خظ هتٌافش تاشٌذ ٍ سٍی یکی اص آًْا خغی هَاصی دیگشی سسن شَد ، صاٍیِ تیي ایي دٍ خظ

 .هتقاعغ ، صاٍیِ تیي دٍ خظ هتٌافش خَاّذ تَد 

 .اگش خغی تش یکی اص دٍ خظ هَاصی ػوَد تاشذ ، تش دیگشی ًیض ػوَد است  : ًتیجه

 

L,اگش : هثال  L  دٍ خظ هتٌافش تاشٌذ ، صفحِ یکتایی شاهلL  ٍجَد داسد کِ تا خظ L  هَاصی است. 

 L هی گزسد کِ تا  Pاص ایي دٍ خظ هتقاعغ صفحِ ای هاًٌذ .  سسن هی کٌین  L خغی هَاصی  Lاص ًقغِ دلخَاّی سٍی خظ : حل 

 . قشاس هی گیشد  Pسسن شَد تِ تواهی دس صفحِ  L ّش خظ دیگشی هَاصی Lاگش اص ّش ًقغِ دیگشی سٍی خظ . هَاصی است 

 

 آى کِ اص ًقغِ تقاعغ هی گزسد ، ّش خظ سا قغغ کشدُ ٍ تش  P ػوَد است ، ّشگاُ صفحِ  P تش صفحِ  Lخظ : تعاهد خط ٍ صفحه 

 . ػوَد تاشذ 

 

 غیش هَاصی آى کِ اص ًقغِ دٍ خظ سا قغغ کٌذ ٍ تش  P ػوَد است اگش ٍ تٌْا اگش صفحِ  P تش صفحِ  Lخظ : قضیه اساسی تعاهد 

 86خ . تقاعغ هی گزسد ، ػوَد تاشذ 

ػوَد تاشذ ، تش ّش خظ اص ایي صفحِ کِ  P تش صفحِ  O دس ًقغِ  Lاگش خظ : اثثات 

اص ایي ًقغِ هی گزسد ًیض ػوَد است ، پس تش آى دٍ خظ غیش هَاصی گزسًذُ اص ًقغِ 

 . تقاعغ ًیض ػوذ خَاّذ تَد 

 قغغ کٌذ ٍ تش دٍ خظ غیش  Oسا دس ًقغِ  P صفحِ  Lفشض کٌیذ کِ خظ . تشػکس 

L,هَاصی  L2  .اص ایي صفحِ کِ اص ًقغِ تقاعغ هی گزسد ، ػوَد تاشذ  1
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 :  هی گزسد ًیض ػوَد است  O کِ اص ًقغِ  L3 تش ّش خغی اص ایي صفحِ هاًٌذ  Lتایذ ثاتت کٌین کِ 

B,ًقاط  - A  سا تِ تشتیة سٍی خغَط ,L L2  .  قغغ کٌذ C سا دس ًقغِ  L3 خظ  AB چٌاى اًتخاب هی کٌین کِ پاسُ خظ 1

M,ًقاط  - M  سا سٍی خظ L  دس دٍ عشف O  تِ فاصلِ یکساى اص آى اًتخاب هی کٌین ٍ  . 

MAMدس صفحِ  -   خظOA  ػوَد هٌصف پاسُ خظ MM   است ، پسMA M A  تِ ّویي تشتیة ٍ MB M B  

M,دٍ هثلث  (ض ض ض  ) پس تٌا تِ حالت  - AB MAB  ِّوٌْشت ّستٌذ دس ًتیج M AC M AC  

M,دٍ هثلث  (ض ص ض  )پس تٌا تِ حالت  - AC MAC ِتا ّن ّوٌْشت ّستٌذ دس ًتیج ,M C MC 

MCMتٌاتشایي هثلث  -   ًِهتساٍی الساقیي ٍ هیاCO  ػوَد تشMM   است ٍ ایي یؼٌیL  تش L3  ػوَد است. 

 

 91خ . اگش خغی تش صفحِ ای ػوَد تاشذ ، تش ّش خظ اص آى صفحِ ػوَد است : هثال 

  L ػوَد تاشذ ٍ خظ  P تشصفحِ  Aدس ًقغِ  Lفشض کٌیذ خظ : اثثات 

 سسن Lسا تِ هَاصات  L خظ Aاص ًقغِ . خغی دلخَاُ اص ایي صفحِ تاشذ 

 ػوَد است تٌاتش ایي تش خظ هَاصیLتش Lهی کٌین عثق تؼشیف تؼاهذ ، خظ 

 . ًیض ػوَد خَاّذ تَد L تا آى یؼٌی 

 

 .  ػوَد تاشذ P ػوَد است اگش ٍ تٌْا اگش تش دٍ خظ غیش هَاصی اص  P تش صفحِ  Lخظ : تعوین قضیه اساسی تعاهد 

 

 .  دٍ خظ ػوَد تش یک صفحِ تا ّن هَاصیٌذ  :1ًتیجه 

 (اگش صفحِ ای تش یکی اص دٍ خظ هَاصی ػوَد تاشذ ، تش دیگشی ًیض ػوَد است  )

 

L,فشض کٌیذ : اثثات  L  ِدٍ خظ هَاصی ٍ صفحP  تش خظ L  دس ایي خظ تش دٍ خظ هتقاعغ اص ایي صفحِ هاًٌذ .  ػوَد تاشذ,L L2 1 

L,چَى . ًیض ػوَد است  L2  تش صفحِ L ًیض ػوَد است ٍ عثق قضیِ اساسی تؼاهذ خظ Lػوَد است تش خظ هَاصی تا آى یؼٌی  L تش 1

P ػوَد است . 

 

 .  دٍ صفحِ ػوَد تش یک خظ تا ّن هَاصیٌذ  :2ًتیجه 

 91ٍ ش88خ  (اگش خغی تش یکی اص دٍ صفحِ هَاصی ػوَد تاشذ ، تش دیگشی ًیض ػوَد است )

 

P,فشض کٌیذ : اثثات  P  دٍ صفحِ هَاصی ٍ خظL  ِتش صفح P  دس ایي صَست تش دٍ خظ هتقاعغ اص ایي صفحِ هاًٌذ .  ػوَد تاشذ

,L L2 D,حال دٍ خظ . ًیض ػوَد است  1 D2 L,تِ تشتیة هَاصی  Pسا دس صفحِ  1 L2 L,تش  Lچَى .  سسن هی کٌین 1 L2  ػوَد است تش 1

D,خغَط هَاصی تا آًْا یؼٌی  D2  . ػوَد است P ًیض ػوَد است ٍ عثق قضیِ اساسی تؼاهذ تش صفحِ 1
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 .دٍ خظ هَاصی تا خظ دیگش تا ّن هَاصیٌذ : هثال 

L,فشض کٌیذ دٍ خظ : حل  L2   ػوَد  Lسا تش خظ  Pصفحِ .  هَاصی تاشذ  L تا خظ 1

L,هی کٌین ، ایي صفحِ تش  L2   ًیض ػوَد هی شَد ٍ چَى ایي دٍ خظ تش یک صفحِ 1

 .ػوَدًذ پس تا ّن هَاصیٌذ 

 

 94 ٍ د89خ. دٍ صفحِ هَاصی تا صفحِ دیگش تا ّن هَاصیٌذ : هثال 

P,فشض کٌیذ دٍصفحِ : حل  P2    Pسا تش صفحِ  Lخظ .  هَاصی تاشٌذ  Pتا صفحِ  1

P,ایي خظ تش صفحِ . ػوَد هی کٌین  P2   ًیض ػوَد هی شَد ٍ چَى ایي دٍ صفحِ تش یک 1

 . خظ ػوَدًذ ، پس تا ّن هَاصیٌذ 

 

 .  یک صفحِ هَاصی آى هی گزسد  P خاسج اص صفحِ  Aاص ًقغِ : هثال 

  سسن هی کٌین ، سپس اص ّویي ًقغِ صفحِ  Pسا ػوَد تش صفحِ  L خظ  Aاص ًقغِ : حل 

Q  سا ػوَد تش خظ L  چَى دٍ صفحِ تش یک خظ ػوَد ّستٌذ پس تا ّن .  سسن هی کٌین 

 . هَاصیٌذ 

 

L,اگش : هثال  L  ِدٍ خظ هتٌافش تاشٌذ ، اص ّش ًقغA  یک ٍ تٌْا یک خظ هی گزسد کِ تش,L L 94 ٍ د91 ٍ د90خ.  ػوَد است 

D, دٍ خظ  Bاص ًقغِ دلخَاّی هاًٌذ : حل  D  سا تِ تشتیة هَاصی,L L اص ایي.  سسن هی کٌین 

 سا تش صفحِ ػوَد هی کٌین  Lخظ  Aاص ًقغِ .  هی گزسد Pدٍ خظ هتقاعغ صفحْای هاًٌذ 

D,ایي خظ تش  D ػوَد است پس تش خغَط هَاصی تا آًْا یؼٌی ,L L ًیض ػوَد خَاّذ تَد . ٍ 

 . چَى اص ًقغِ خاسج صفحِ فقظ یک خظ هی تَاى تش آى ػوَد کشد ، ایي خظ یکتاست 

 

 

 95 ٍ ش90 ٍ د92 ٍ د89خ.  هَاصی است  P ػوَد تاشذ تا صفحِ  L ػوَد تاشذ ، ّش خغی کِ تش  Pتش صفحِ  Lاگش خظ : هثال 

 سسن  Lسا هَاصی  L خظ  Lاص ًقغِ دلخَاّی سٍی . تاشذ  Lخغی ػوَد تش  Lفشض کٌیذ : حل 

  P هی گزسد کِ فصل هشتشک آى سا تا صفحِ  Q صفحِ ای هاًٌذ Lٍ Lاص دٍ خظ هتقاعغ . هی کٌین 

D  چَى .  هی ًاهین,D L  ّش دٍ تشL   ػوَدًذ پس تا ّن هَاصیٌذ تٌاتش ایي L تا P  هَاصی است . 

A   

B   

L

L   

D

D   

L   L   

L   

D   
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 .  هَاصی است P تا صفحِ Lلزا 

 

 . ػوَد است  L، دس یک صفحِ قشاس داسًذ کِ تش  L ػوَد تش یک خظ هاًٌذ  Oتوام خغَط گزسًذُ اص یک ًقغِ هاًٌذ : هثال 

L,فشض کٌیذ : حل  L2 L خغَعی ػوَد تش 1  اص ایي . سسن شذُ اًذ  Oتاشٌذ کِ اص ًقغِ  

 .  ػوَد است  L هی گزسد کِ عثق قضیِ اساسی تؼاهذ تش  Pدٍ خظ یک صفحِ هاًٌذ 

  سسن شَد دس ایي صَست  L ػوَد تش  Oاص ًقغِ  L3حال فشض کٌیذ خظ دیگشی هاًٌذ 

 هَاصی خَاّذ تَد ٍ چَى ًقغِ هشتشک تا صفحِ داسد پس تِ تواهی  Pایي خظ تا صفحِ 

 . دسٍى صفحِ قشاس داسد 

 

,فشض کٌیذ : هثال  ,C B A  ِسِ ًقغِ اص صفح P  ٍ تاشذ کِ تش یک خظ ساست ًیستٌذ AB AC  .  اگشK  ًقغِ ای خاسج اص  

KBصفحِ تاشذ کِ  KC  ٍKA  تشAB  ثاتت .  ػوَد تاشذKA  ِتش صفح P  ػوَد است . 

KAC,دٍ هثلث  (ض ض ض  )تٌا تِ حالت : حل  KAB  ّوٌْشت ّستٌذ پس  

 K AC K AB    تش دٍ خظ KAٍ چَى .  ًیض ػوَد است  ACتش  KA پس 90

 .هتقاعغ اص صفحِ ػوَد است پس تش ایي صفحِ ػوَد است 

 

L,فشض کٌیذ : هثال  L ِدٍ خظ هَاصی تاشٌذ کِ صفح P  سا تِ تشتیة دس ًقاط,B A  اگش .  قغغ کٌٌذC  ًِقغِ ای دس صفحP   

L, ػوَد تاشذ ، ثاتت کٌیذ  BCتش  L ٍ خظ  ACتش  L ًثاشذ ٍ خظ  ABتاشذ کِ سٍی خظ  L تش P ػوَدًذ . 

 ًیض هَاصی خَاّذ تَد  Lسسن هی کٌین کِ تا  Lسا هَاصی  L خظ  Cاص ًقغِ : حل 

  P ػوَد هی تاشذ ٍ عثق قضیِ تؼاهذ تش صفحِ AC ٍ BC ًیض تش Lتٌاتش ایي 

L,ػوَد است دس ًتیجِ خغَط هَاصی آى یؼٌی  L ًِیض تش صفح P ػوَدًذ  . 

 

Lفشض کٌیذ : هثال  P  ٍ ,C خغی دس صفحِ   B  دٍ ًقغِ هتوایض اصایي صفحِ تاشذ کِ پاسُ خظ BC  دسC  تش L  ػوَد تاشذ  . 

 . ػوَد است L تش AC تش صفحِ ػوَد تاشذ ، ثاتت کٌیذ خظ AB ًقغِ ای خاسج اص صفحِ تاشذ کِ خظ  Aاگش 

AB: حل    ًیض ػوَد است یا تِ ػثاست دیگش  Lػوَد است پس تش خظ  P تش صفحِ  

L ػوَد است ٍ چَى خظ AB تش خظ Lخظ    ػوَد است پس تش BC ٍ AB تش  

 AC ػوَد است پس دس تش توام خغَط ایي صفحِ اص جولِ  ABCصفحِ هثلث 

 .ػوَد است 

L   

L1
  

L2
  

L   
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 95 ٍ خ94 ٍ ش87 ٍ د89 ٍ د90 ٍ د88ش. ػوَد کٌیذ  L ، صفحِ ای تش خظ  L سٍی خظ  Aاص ًقغِ : هثال 

 دٍ صفحِ هتوایض اص ایي صفحِ ّا سا .  تیشواس صفحِ تگزساًین  Lهی تَاًین اص خظ : حل 

,P P2   سسن هی کٌین ٍ تِ Lسا ػوَد تش  L1خظ  P1دس صفحِ   Aاص ًقغِ . هی ًاهین  1

 چَى خظ .  سسن هی کٌین  Lسا ػوَد تش  L2خظ  P2دس صفحِ   Aعَس هشاتِ اص ًقغِ 

L  ِتش دٍ خظ هتقاعغ اص صفح P  ِػوَد است تش صفح P  ػوَد خَاّذ تَد  . 

 

 89 ٍ ش93 ٍ خ89د.  سسن کٌیذ ٍ ثاتت کٌیذ ایي صفحِ یکتاست  L ، صفحِ ای ػوَد تش  Lخاسج اص خظ  Aاص ًقغِ : هثال 

 سسن هی کٌین کِ ایي صفحِ تش L سا اص ایي ًقغِ ػوَد تش Pسپس صفحِ .  سسن هی کٌین  Lسا هَاصی  Lخظ  Aاص ًقغِ : حل 

 .  ًیض ػوَد خَاّذ تَد Lخظ 

هَاصی P ػوَد تاشذ ، چَى دٍ صفحِ ػوَد تش یک خظ هَاصیٌذ پس صفحِ  L گزشتِ ٍ تش  Aصفحِ دیگشی تاشذ کِ اص  Pاگش 

 .  است ، ٍ چَى دٍ صفحِ داسای ًقغِ هشتشک ّستٌذ تایذ تش ّن هٌغثق تاشٌذ  Pصفحِ 

 

 90 ٍ د94 ٍ خ92خ. سسن کٌیذ ٍ ثاتت کٌیذ ایي خظ یکتاست  Pخغی ػوَد تش  Pخاسج اص صفحِ  Aاص ًقغِ : هثال 

L,دٍ خظ غیش هَاصی : حل  L2   صفحِ  Aاص ًقغِ .  سسن هی کٌین  Pسا دس صفحِ  1

Q1  سا ػوَد تشL1  ِصفح ٍQ2  سا ػوَد تشL2 اگش فصل هشتشک ایي .  سسن هی کٌین 

 . ػوَد است  P تٌاهین عثق قضیِ اساسی تؼاهذ ایي خظ تش صفحِ  Lدٍ صفحِ سا 

L, ػوَد تاشذ ، چَى دٍ خظ  P گزشتِ ٍ تش Aتاشذ کِ اص  Lفشض کٌیذ خظ دیگشی هاًٌذ  L  ػوَد تش یک صفحِ ّستٌذ پس تا ّن 

 . هَاصیٌذ ٍ چَى دس یک ًقغِ هشتشکٌذ پس تش ّن هٌغثق ّستٌذ 

 

 . دٍ صفحِ سا ػوَد تش ّن هی گَیٌذ ّشگاُ خغی دس یکی اص دٍ صفحِ ٍجَد داشتِ تاشذ کِ تش دیگشی ػوَد است : تعاهد دٍ صفحه 

P,اگش : قضیه  Q  (تذٍى اثثات هی پزیشین ). دٍ صفحِ ػؼوَد تش ّن تاشٌذ ، ّشکذام شاهل خغی است کِ تش دیگشی ػوَد تاشذ 

 

 92 ٍ ش88 ٍ د88خ.  ػوَد تاشذ  Pتگزساًیذ کِ تش صفحِ  L ػوَد ًثاشذ ، صفحِ ای اص خظ  Pتش صفحِ   Lاگش خظ : هثال 

  سسن هی  Pسا ػوَد تش  صفحِ  L خظ  Lسٍی خظ  Aاص یک ًقغِ هاًٌذ : حل 

  ػوَد است صیشا خغی اص  Pکٌین اص ایي دٍ خظ هتقاعغ صفحِ ای هی گزسد کِ تش 
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 . ػوَد است  Pآى تش صفحِ 

 

P,اگش دٍ صفحِ : هثال  P  تش ّن ػوَد تاشٌذ ، ثاتت کٌیذ ّش خظ ػوَد تشP  ِتا صفح ،P  94 ٍ ش87 ٍ ش88ش. هَاصی است 

  ػوَد است ٍ چَى  Pٍجَد داسد کِ تش صفحِ  P دس صفحِ  Lخظ : حل 

,L L  ِتش صفحP  ػوَدًذ تا ّن هَاصیٌذ تٌاتش ایي خظ L  ِتا صفح P  هَاصی 

 .است 

 

Q,اگش : هثال  Q2  90ش. ػوَد است  P تاشٌذ ، ثاتت کٌیذ فصل هشتشک آًْا تش صفحِ  Pدٍ صفحِ هتقاعغ ٍ ػوَد تش  1

Q, ػوَد هی کٌین ایي خظ یا دٍ صفحِ  Pسا تش صفحِ  Lخظ : حل  Q2 1 

 هَاصی است تٌاتش ایي تا فصل هشتشک آًْا ًیض هَاصی است تٌاتش ایي فصل هشتشک

 .  ػوَد است  Pایي دٍ صفحِ ًیض تش صفحِ 

 

  86 ٍ د 87اگش صفحِ ای تش یکی اص دٍ صفحِ هَاصی ػوَد تاشذ تش دیگشی ًیض ػوَد است ٍ خ: هثال 

P,فشض کٌیذ : حل  P2   P1 ٍجَد داسد کِ تش صفحِ  P دس Lتاشذ ، پس خغی هاًٌذ  P1 صفحِ ای ػوَد تش  Pدٍ صفحِ هَاصی ٍ  1

 . ًیض ػوَد است P2 تش صفحِ  Pًیض ػوَد است تٌاتش ایي صفحِ P2ػوَد است پس ایي خظ تش صفحِ 

 

 .عَل پاسُ خغی کِ اص آى ًقغِ تش صفحِ ػوَد شذُ تاشذ ، فاصلِ آى ًقغِ اص خظ است : فاصله ًقطه از خط 

 

 95 ٍ خ 85خ . ثاتت کٌیذ کِ فاصلِ ًقغِ اص صفحِ ، کَتاّتشیي فاصلِ تیي آى ًقغِ ٍ ًقاط دیگش صفحِ است : هثال 

 سا  Cسسن هی کٌین ٍ ًقغِ دلخَاُ  Pسا ػوَد تش صفحِ  ABپاسُ خظ : حل 

B, تِ ًقاط  Cتا ٍصل کشدى ًقغِ . دس ایي صفحِ دس ًظش هی گیشین  A  

 هثلث قائن الضاٍیِ تَجَد هی آیذ کِ ّویشِ ٍتش تضسگ تشیي ضلغ آى است پس 

AB AC  

 

B,اگش : هثال  A  ِدٍ ًقغِ هتوایض تِ فاصلِ یکساى دس یک عشف صفح P  تاشذ ثاتت کٌیذAB  هَاصی P  83 ٍ ش84ش .  است 

 

L   

L   

L
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 ػوَد ّایی اص ایي دٍ ًقغِ تش صفحِ سسن هی کٌین ٍ پای ػوَد ّا سا تِ تشتیة: حل 

 ,B A   هی ًاهین دس ایي صَستAA BB   خَاّذ تَد ٍ چَىAA BB   

ABBًیض ّست پس چْاس ضلؼی  A   ٍ هتَاصی الاضلاع استAB  هَاصی A B   

 . است  Pٍ دس ًتیجِ هَاصی صفحِ 

 

B,اگش : هثال  A  ِدٍ ًقغِ هتوایض تِ فاصلِ یکساى دس دٍ عشف صفح P  ِتاشذ ثاتت کٌیذ صفحP اص ٍسظ پاسُ خظ AB هی گزسد . 

 ػوَد ّایی اص ایي دٍ ًقغِ تش صفحِ سسن هی کٌین ٍ پای ػوَد ّا سا تِ تشتیة: حل 

 ,B A   هی ًاهین دس ایي صَستAA BB   ٍ خَاّذ تَدAB  یک هَسب است 

پس  A B  دٍ هثلث پذیذ آهذُ ّوٌْشت ّستٌذ دس ًتیجِ (ص ض ص  )ٍ عثق 

 AM BM  

 

 84خ (فاصلِ خظ ٍ صفحِ  ).تشاتش است  Pتا صفحِ  L تاشذ ، ثاتت کٌیذ فاصلِ ّش دٍ ًقغِ اص خظ  Pهَاصی صفحِ  Lاگش خظ : هثال 

B,دٍ ًقغِ : حل  A  سا سٍی خظ L  دس ًظش هی گیشین ٍ ػوَد ّایی اص آًْا تش  

B,صفحِ سسن هی کٌین ٍ پای ػوَد ّا سا تِ تشتیة  A   هی ًاهین دس ایي صَست 

AA BB   ِخَاّذ تَد ٍ صفحِ گزسًذُ اص ایي دٍ خظ تا صفحPدس خظ A B  

  هَاصی است تٌاتش ایي  Lداسای فصل هشتشک است کِ ایي فصل هشتشک تا خظ 

ABBچْاس ضلؼی  A   ٍ هتَاصی الاضلاع استAA BB . 

 

 

P,اگش : هثال  P  ِدٍصفحِ هَاصی تاشٌذ ، ثاتت کٌیذ فاصلِ ّش دٍ ًقغِ اص صفحP  ِتا صفحP  (فاصلِ دٍ صفحِ  ). تشاتش است  

B,اگش : حل  A ِدٍ ًقغِ اص صفح P  تاشٌذ ، پاسُ خظ AB  ِهَاصی صفح P  است 

  سسن هی کٌین ٍ پای ػوَد ّا سا تِ تشتیة Pحال ػوَد ّایی اص ایي ًقاط تش صفحِ 

,B A   هی ًاهین دس ایي صَستAA BB   ٍخَاّذ تَد ٍ صفحِ گزسًذُ اص ایي د 

A دس خظPخظ تا صفحِ  B  داسای فصل هشتشک است کِ ایي فصل هشتشک تا  

ABB هَاصی است تٌاتش ایي چْاس ضلؼی ABخظ  A   ٍ هتَاصی الاضلاع استAA BB . 

 

A  

B  

A  
B  

B  

A  

A  
B  

B  

A  

A  
B  

B  

M  
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aثاتت کٌیذ تشای ّش ػذد : هثال    قشاس داسد ، دٍ صفحِ هَاصی  a تِ فاصلِ  P ، هکاى ٌّذسی ًقاعی اص فضا کِ اص یک صفحِ هاًٌذ 0

P  دس دٍ عشف ٍ P  ِاست کِ تِ فاصل a  ِاص صفحP  قشاس داسًذ  . 

P,اگش : حل  P2  .است  P اص صفحِ  aدس دٍ عشف آى تاشٌذ ّش ًقغِ سٍی آًْا تِ فاصلِ  aتِ فاصلِ  Pدٍ صفحِ هَاصی  1

 دلخَاُ  B سسن هی کٌین ٍ تشای ّش ًقغِ Pسا هَاصی صفحِ  P1صفحِ  Aتاشذ ، اص  Pاص صفحِ  a تِ فاصلِ  Aٍ تشػکس اگش ًقغِ 

 ٍ .  قشاس داسد P1 است تٌاتش ایي ایي خظ تِ تواهی دس صفحِ Pهَاصی صفحِ  ABتاشذ ، خظ  a تِ فاصلِ P کِ اص صفحِ  Aدس عشف 

 .اگش ایي دٍ ًقغِ دس عشف دیگش تَد ًیض تِ عَس هشاتِ ثاتت هی شذ 

 

خغی کِ دٍ خظ هتٌافش سا قغغ ٍ تش ّش دٍی آًْا ػوَد تاشذ سا ػوَد هشتشک ایي دٍ خظ هتٌافش هی  : عوَد هشترک دٍ خط هتٌافر 

 . گَیٌذ 

 

L,اگش : هثال  L  86ش. دٍ خظ هتٌافش تاشٌذ ، عشیقِ سسن ػوَد هشتشک آًْا سا تَصیح دّیذ 

 سپس .  سا سسن هی کٌین  L ٍ هَاصی خظ  Lشاهل خظ  Pاتتذا صفحِ : حل 

 فصل هشتشک دٍ صفحِ کِ .  هی گزساًین P ػوَد تش صفحِ  L سا اص  Qصفحِ 

L1  هی ًاهین تاL  هَاصی است تٌاتش ایي ,L L1  هَاصی ًیستٌذ ٍ چَى دس یک 

  خظ  Qاص ًقغِ تقاعغ ایي دٍ خظ دس صفحِ . صفحِ قشاس داسًذ هتقاعغ خَاٌّذ تَد 

  سا ػوَد تش,L L1 سسن هی کٌین اگشL2  خغی دسQ  تاشذ کِ تش P ػوَد است  

  ًیض تش صفحِ  هَاصی خَاٌّذ تَد تٌاتش ایي خظ L2 ٍ ًیض ػوَد است لزا L1 پس تش 

P  ػوَد است پس  تش L  ًیض ػوَد است دس ًتیجِ خظ تا دٍخظ ,L L هتقاعغ  

 .ٍ تش ّش دٍ ػوَد است 
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