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�Ã{Z��¥Y�³������¶j»�Ê^e�»�kÁ�G(V,E)����½M��{�Ä¯�d�Y�VÄ�Â¼n»���Á�d�Y�ÊÆeZ¿�Á�ÊÅZÀf»�ÉYE�Ä/�Â¼n»��Ë����ÉY
Ä�Â¼n»��Y�Ä�Â¼n»��Ë��¹Z¼e�É��ÉÂ���Á{�ÉZÅVd�Y����
Ä�Â¼n»��ÂW��É�Z]�Y��VÄ�Â¼n»�Á��µZË�É��Z]�Y��ZÅEÊ»�½Z�¿��ºÌÅ{���
µZj»���Ä�Â¼n»��Ä�Â¼n»�Á��ÂW��É�µZË�É�|Ì�ËÂÀ]�Y���Ë��¥Y�³�ÉZÅ���

��
Ä^e�»��¥Y�³�É(p)���Y��{Y| e��¥Y�³�ÉZÅGY��Ä^e�»���¥Y�³�ÉGÊ»��ºÌËÂ³���

Ã�Y|¿Y��¥Y�³�É(q)��µZË�{Y| e��¥Y�³�ÉZÅGÃ�Y|¿Y�Y����¥Y�³�ÉGÊ»��ºÌËÂ³������p
q
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Äm�{��Y��®Ë�É��Ä]�µZË�{Y| e�Äm�{�,�Y��®Ë��Y�Ã|¿�~³�ÉZÅ�Ê»��Y��½M�É�ºÌËÂ³���
�Ä·Á�ËY��Y���{�¨À»±ÉÁ�À»���Äm�{�Ä¯�d�Y�Ê�Y����|�Z]��¨��½M�É���{�~´¿�½M��Y�Ê·ZË�pÌÅ���

�ÁZn»��Y��Á{���Y��Á{�a�Á�bË���Âe��Y��Á{�½M�ÃZ³�Å�ºÌËÂ³��ÁZn»�Y��|À�Z]�Ã|��¶�f»�ºÅ�Ä]�µZË�®���
�¶»Z¯�¥Y�³����¥Y�³�G����������Ä/¼Å��/´Ë{�c�Z^��Ä]�-|À�Z]��ÁZn»�½M�ÃYÂz·{��Y��Á{��Å�ÃZ³�Å�ºÌËÂ³�¶»Z¯�Y����µZ/Ë�É���ÉZ/Å

|À�Z]�Ã|��º���½M��{�¾°¼»��Ä^e�»��Y�¶»Z¯�¥Y�³��Ép�c�Â��Ä]�Y��pkÊ»�½Z�¿��ºÌÅ{���
� �

Äf°¿�Äm�{���¥Y�³��ÂW���Y�®Ë�Å�Épk�Z]�d�Y��]Y�]�p 1���

Äf°¿�µZË�¶¯�{Y| e���¶»Z¯�¥Y�³�ÉZÅpk�Z]�d�Y��]Y�]�( )p p p  
 

 

1
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µZj»���µZË�{Y| e��¥Y�³�ÉZÅ�k 8|Ë�ÁM�d�{�Ä]�Y�����
µZj»����¥Y�³��³Y�G�ÉY�Y{���.{�Y{��Y��|Àq�¶«Y|u�¥Y�³�¾ËY�,|�Z]�µZË���

��
�ÊÆe�¥Y�³��¥Y�³�G{Â�¿�d§ZË�½M��{�Ê·ZË�pÌÅ�ÃZ³�Å�ºÌËÂ³�ÊÆe�Y����Äm�{��´Ë{�c�Z^��Ä]�Y�®Ë��Å�É��½M��Â/W���
|�Z]��¨���Ä^e�»��Y�ÊÆe�¥Y�³��Ép�c�Â��Ä]�Y��pkÊ»�½Z�¿��ºÌÅ{���

Äf°¿��¥Y�³�{Y| e��Z]�Ä¯�Ã{Z��ÉZÅp��z�»��Y���Ã|��É�Y~´»Z¿��Ê»��Z]�d�Y��]Y�]�{�¯�¦Ë� e�½YÂe
p 
 
 22���

µZj»�����Y���ZÆq�Z]�d,c,b,aÊ»�Ã{Z��¥Y�³�|Àq��.dyZ��½YÂe��
µZj»�������Y��lÀa�Z]�e,d,c, b,aÊ»�Ã{Z��¥Y�³�|Àq����½M��Y�®/Ë��/Å�Ä¯�Ê����Ä]�dyZ��½YÂe������µZ/Ë�Ä/��¶»Z/��Z/Å

�.|À�Z]��
µZj»������Z]������Y��g, f , e,d,c, b,a���³�|Àq���Ê»�Ã{Z��¥Y����������½M��Y�®Ë��Å�Ä¯�Ê����Ä]�dyZ��½YÂe��¥Y�³�������µZË�Á{��Å�ZÅ

ac�Á�ef¥Y�³�½M��Y�®Ë�pÌÅ�Á�Ã{Â]�¶»Z��Y����µZË�ZÅag|À�Z]�Äf�Y|¿�Y�����
��

¥Y�³���ºÅ�ÉZÅ�����Â¿�dzË�°Ë�������ºÌËÂ³�dzË�°Ë�Y��¥Y�³�Á{�����������Ã�Y|/¿Y�Á��ÂW��¶v»��ÌÌ¤e�¶j»�Ê·Z¼�Y�Z]�½YÂf]�ÃZ³�Å����É
µZË�¥Y�³��y�q�ZË�Á�ZÅ�{�¯�ª^�À»�ºÅ�ÉÁ���]�Y��½M�,ZÅ�� �
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µZj»���¹Y|¯��¥Y�³��Y�®Ë�ºÅ�¶]Z¬»�¥Y�³�Z]��Ë��ÉZÅ�.d�Y��Â¿��
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µZj»���Ä^e�»��Y�Ã{Z��¥Y�³��Â¿�|Àq���É4½M��Y�®Ë��Å�Ä¯�{�Y{�{ÂmÁ���¶»Z���¬§�ZÅ�.|À�Z]�µZË���
µZj»���Ä^e�»��Y�Ã{Z��¥Y�³��Â¿�|Àq���É�Ê»��½M��Y�®Ë��Å�Ä¯�É�Â��Ä]�dyZ��½YÂe�.|À�Z]�µZË�Ä��ÉY�Y{��¬§�ZÅ��
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�Äm�{�º¼Ë�¯Z»������¥Y�³�®Ë�É(G)��������Ä/m�{�¾Ë�/f³��]�,¥Y�³��Å��{��������Ä/m�{�º¼Ë�¯Z/»�Y��¥Y�/³��Â/W��É���¥Y�/³�É

Ê»�ºÌËÂ³���
¼ÌÀÌ»�Äm�{�º������¥Y�³�®Ë�É(G)�������,¥Y�/³��Å��{��¾Ë�f°qÂ/¯��Ä/m�{�������»�Y��¥Y�/³��Â/W��É�Ì/ÀÌ�Ä/m�{�º¼���¥Y�/³�É
Ê»�ºÌËÂ³���

µZj»�����,�Ë��¥Y�³��{��Á�|Ì�ËÂÀ]�Y������
� �

ÄÌ�«�Ä^e�»��Y�¥Y�³��Å��{���ÉpÃ�Y|¿Y�Á���ÉqµZË�{Y| e��]Y�]�Á{�,�ÂW��cZm�{��Â¼n»�,�Ê»�¥Y�³�½M�ÉZÅ�|�Z]���
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µZj»��������|ÌÀ¯���§�G����Ä^e�»��Y�d�Y�Ê§Y�³�����É���Ã�Y|¿Y�Á�����É�����Äm�{�Ä¯�É�Â��Ä]��������½M��Y���Å�É�����Z/Ë������/�Z]�Ê/»�|��
Äm�{��Y��Y��|Àq�¥Y�³�¾ËY�|ÌÀ¯�¾ÌÌ e��É�Äm�{��Y��Y��|Àq�Á���É�.{�Y{���

��
Äf°¿��Y��{Y| e�,¥Y�³��Å��{��d�Y�kÁ��É{|��,{�§�ÉZÅ���
Äf°¿�Ã{Z��¥Y�³��{���ÉGÄ^e�»��Y���ÉpÃ�Y|¿Y�Á���ÉqÄ�]Y��,�d�Y��Y�«�]�¶]Z¬»�É��������������ideg v   ��

Äf°¿�Ä�]Y��,ÓZ]�ÉÁZ�»Z¿�¾Ì§����Y�Z¼´Ë��¾f§�³�Z]��Ê»�ÄnÌf¿�¶]Z¬»�É�{Â����q

p
   

2��ZË����p q p   2��

µZj»����Ã{Z��¥Y�³���ÉGÄ^e�»��Y��É����½M��{�Ä¯�d�Y�½ZÀq�  7��µZË�{Y| e��j¯Y|u�.d�Y�¹Y|¯�½M�ÉZÅ��
µZj»����Ã{Z��¥Y�³���ÉGÄ^e�»��Y���É���½M��{�Ä¯�d�Y�½ZÀq�  7��µZË�{Y| e�¶«Y|u�.d�Y�¹Y|¯�½M�ÉZÅ��
µZj»����Ã{Z��¥Y�³���ÉGÄ^e�»��Y���É���½M��{�Ä¯�d�Y�½ZÀq�  7��µZË�{Y| e��j¯Y|u�.d�Y�¹Y|¯�½M�ÉZÅ��
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Ä·Z^¿{�������Ã{Z��¥Y�³�®Ë��ÂW��cZm�{�É���Ä/·Z^¿{�®Ë�c�Â��Ä]�Y��¥Y�³�®Ë��ÂW��cZm�{��³Y�����,ºÌ�/ËÂÀ]�Ê/·Á�¿�É

Ä·Z^¿{�Y��½M�Ê»�¥Y�³��ÂW��cZm�{�É�ºÌ»Z¿���
Zj»µ����Ä·Z^¿{��|Ì�ËÂÀ]�Y���Ë��¥Y�³��ÂW��cZm�{�É���

��
µZj»����µZË�{Y| e���¥Y�³�ÉZÅGÄ·Z^¿{�Z]����ÂW��cZm�{�É, , ,3 1 1 1.d�Y��|¬q���
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Äf°¿�Ä·Z^¿{�ÉÁ���Y��Ê»��ÂW��cZm�{�É��½YÂep�Á�q�Á��Á�{�ÁM�d�{�Ä]�Y�����
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Ê³�ËÁ�Ä·Z^¿{�ÉZÅ�Ä^e�»��Y�Ã{Z��¥Y�³�®Ë��ÂW��cZm�{�É��Ép�� �
���d�Y�kÁ��,Ä·Z^¿{�{�§�ÉZ��Y�{Y| e���
�����Ä·Z^¿{�®Ë��{����Ép�Ê�Y����Äm�{��j¯Y|u��������ÉÁZ�»��Y���Å�Ép 1�d�Y���p  1����������,{Â/]��¨/��¶»Z/��Ä·Z^¿{��³Y

Ê»��ZÀ¯�Y��ZÅ�¨��Y|f]Y�ºË�·~³���
���|¿�]Y�]�Ä·Z^¿{��{�{|��Á{�¶«Y|u���Ê»�d]Zi�É�eÂ^¯�Ä¿Ó�¶�Y��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�{Â����
����Z]�Ä·Z^¿{��Å��{p��³Y�,�Y��kÄm�{��Y��Y����Ép 1�|ËZ]�ºÌ�Z]�Äf�Y{�k  |�Z]����
�����Ä·Z^¿{��{��³Y�������Ã{Z��¥Y�³�®Ë��ÂW��Äm�{�É������Ä^e�»��Y�ÊÆe��Ì£�É����Ép���Â���,p 1������{ÂmÂ»��¨��Â���,|�Z]�{ÂmÂ»�

�Â���,|�Z]�{ÂmÂ»��¨��Â����³Y�Á�{Â]�|ÅYÂz¿p 1{Â]�|ÅYÂz¿�{ÂmÂ»����
����Ä·Z^¿{��³Y��������������½M�,|ÀÅ|]�Ê�|ÀÅ�ZË�Ê]Z�u�|�Z�e�¶Ì°�e�Ã{Z��¥Y�³�®Ë��ÂW��cZm�{�É��������Ä/·Z^¿{�½M�ÉZ��Y�¹Z¼e�ÃZ³

{Â]�|ÀÅYÂy��]Y�]�ºÅZ]����Ä]{Â]�|ÅYÂy�º�fÀ»�,Ä�Â]�»�¥Y�³��´Ë{�Êe�Z^����
��

µZj»����Ä·Z^¿{�½{Â]�µZ°Ì§Y�³��|ÌÀ¯�Ê���]�Y���Ë��ÉZÅ���
������, , , , , ,6 6 5 5 5 4 2� �� �������, , , , ,6 5 5 4 3 3� �� �������, , , , , ,6 5 4 3 2 1 0��
������, , , , , ,6 6 6 5 4 3 2� �� �������, , , , ,5 4 3 3 2 1��
��

�µÁZÅ�ºfË�Â´·Y±Ä·Z^¿{�®Ë�½{Â]�µZ°Ì§Y�³��Ìz�e�ÉY�]�Ê¼Ì°u��� �
����¾Ì·ÁY�Á�Ã{�¯�\e�»�Ê·Á�¿�c�Â��Ä]�Y��Ä·Z^¿{�¾Ë�f³��]���Y��½M�Â��kÊ»��ºÌ»Z¿���
���kÄ·Z^¿{��Y�Y�����Y�®Ë��Å��Y�Á�Ã{�¯�¥~u�kÄ¸u�»�Á�ºÌÀ¯�Ê»�º¯�|uYÁ�®Ë�É| ]�Â����Ê»��Y�°e�Y��¶^«�É�ºÌÀ¯���
���Ä·Z^¿{�Ä]�dËZÆ¿��{��³Y�Ä·Z^¿{�,ºÌ��]��¨��É{Y| e��¬§�¶»Z��ÉY�{Â]�|ÅYÂy�µZ°Ì§Y�³�Ê¸�Y�É���
��

º�fÀ»�¥Y�³���³Y�r  0�¥Y�³�ÃZ´¿M�,|�Z]�G��Y�r�Äm�{�ÃZ³�Å�ºÌËÂ³�º�fÀ»����Y���Å�ÉG��]Y�]�r|�Z]����
� �

Äf°¿��¥Y�³��Å��ÂW��cZm�{��Â¼n»�r�Ä^e�»��Y�º�fÀ»���Ép�Z]�d�Y��]Y�]�rp��´Ë{�c�Z^��Ä]��pr
q 

2
���

µZj»�����¥Y�³��Â¿�|Àq���Ä^e�»��Y�º�fÀ»���É�.{�Y{�{ÂmÁ���
� �

Äf°¿�Äm�{��Y�º�fÀ»�{�§�¥Y�³��{�Y|¿�{ÂmÁ�{�§�É���
µZj»�����¥Y�³��Â¿�|Àq���Ä^e�»��Y�º�fÀ»���É��.{�Y{�{ÂmÁ���

� �
Äf°¿��¥Y�³��{�r���,º�fÀ»�r   ���
µZj»�����¥Y�³�Ä]��³Y����,º�fÀ»���Ê»�¶»Z¯�¥Y�³�,{Â��Ä§Z�Y�µZË��{Â���Ã�Y|¿Y�Á�Ä^e�»�|ÌÀ¯��z�»�Y��¥Y�³�É���
µZj»�����¥Y�³��{���Ä^e�»��Y�º�fÀ»���ÉpÃ�Y|¿Y�Á���Éq�ºË�Y{�,q p 2 3 16��¯��z�»�Y��¥Y�³|ÌÀ���
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��¥Y�³�®Ë�¶¼°»����¥Y�³G�����¥Y�/³�¶/¼°»�Y���G���������Â/W��½Z/¼Å�½M��Â/W��ÃZ/³�Å�ºÌËÂ/³�G��Ä/�Â¼n»�Á�Ã{Â/]���É
Ä�Â¼n»��µZË�É�½M�ÉZÅ�®Ë�¶¼°»�ZÅ��¥Y�³��{�Ê·ZË��³Y�Êe�Z^��Ä]�,|À�Z]��´Ë{G��¥Y�/³��{�µZË�½Y�,|�Z^¿�{ÂmÂ»�G�

|�Z]�{ÂmÂ»���
��

µZj»����|ÌÀ¯�º��Y���Ë��¥Y�³�¶¼°»����
��
� �

Äf°¿��p

p(p )
q(G) q(G ) q(k )


  

1
2

���

Äf°¿���³Y�aÃ{Z��¥Y�³��Y�ÊÅYÂz·{��Y����ÉGÄ^e�»��Y���Ép½M�,|�Z]��ÃZ³���G Gdeg(a ) deg(a ) p  1���
Äf°¿�¥Y�³�{Y| e���ÉZÅG�Ä^e�»��Y��Ép¥Y�³�{Y| e�Z]���ÉZÅGÄ^e�»��Y���ÉP|¿�]Y�]����
j»µZ�����¥Y�³��Â¿�|Àq���Ä^e�»��Y�º�fÀ»���É�.{�Y{�{ÂmÁ���
� �

�Ì�»����Ã{Z��¥Y�³��{�����ÉG������µÂ��Ä]��Ì�»�®Ë�,m�����Y���Y�u�����Y��Ä]�v����Ä·Z^¿{��Y�d�Y�c�Z^��,����¶»Z/��ÉY(m )1�
�Z]�Ä¯��ËZ¼f»�Á{�Ä]�Á{��Y�u�Ä]�Á��Á���vÊ»�ºfy��{Â����{�Y|¿�{ÂmÁ�É�Y�°e��Y���Ì�»��{����

µZj»�������Y���Y�{ÂmÂ»�ÉZÅ�Ì�»�¹Z¼ea��Y��Ä]�eY���|Ì�ËÂÀ]��Ë��¥Y�³��{����

��
��

Äf°¿�Ã{Z��¥Y�³��{���ÉGÄ^e�»��Y���ÉpÊ»��j¯Y|u��Ì�»�®Ë�µÂ��,��Z]��]Y�]�|¿YÂep 1|�Z]����
Äf°¿�Ä·Z^¿{�,¥Y�³��Å��{���¶j»��Y��®Ë��¬§��Y�¶°�f»�ÉYu��Y��¨��µÂ��Ä]�É�Ì�»�,u�Ä]�uÊ»�¦Ë� e��{Â����

Äf°¿��¥Y�³��{�pk�µÂ��Ä]�ÉZÅ�Ì�»�{Y| e�,i�ÃYÂz·{��Y���Y�u��Y��Ä]�v��Z]�d�Y��]Y�]�p
(i )!

i

 
 

 

2
1

1
���

µZj»�����u�Á�v�¥Y�³��Y��ËZ¼f»��Y��Á{�,k6Ê»���µÂ��Ä]�ÉZÅ�Ì�»�{Y| e�,|À�Z]���Y�u�Ä]�v.d�Y��|¬q���
µZj»�����u�Á�v�¥Y�³��Y��ËZ¼f»��Y��Á{�,k6Ê»����Y�ZÅ�Ì�»�¶¯�{Y| e�,|À�Z]u�Ä]�v.d�Y��|¬q���

Äf°¿��¥Y�³��{�pk�µÂ��Ä]�ÉZÅ�Ì�»�{Y| e�,i��Z]�d�Y��]Y�]��p p
(i )!

i

  
  

  

2
1

2 1
���

µZj»�����¥Y�³��{�k7�µÂ��Ä]�ÉZÅ�Ì�»�¶¯�{Y| e��.d�Y��|¬q���
µZj»�����¥Y�³��{�k4¶¯�{Y| e�.d�Y��|¬q�ZÅ�Ì�»���

��
�|À^¼Å�¥Y�³���Ã{Z��¥Y�³����ÉG������������������Äf/�Y{�{Â/mÁ��Ì�/»�®Ë�¶«Y|u�½M��ËZ¼f»��Y��Á{��Å�¾Ì]�ÃZ³�Å�ºÌËÂ³�|À^¼Å�Y��

|�Z]��Ê»�|À^¼ÅZ¿�Y��¥Y�³�cY�Â��¾ËY��Ì£��{�ºÌËÂ³���
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max A xÃZ³�Å����

���x�Â��A|�Z]����
���x�ÉZ��Y�¹Z¼e��Y�A±��]��|�Z]�ÉÁZ�»�ZË��e���
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b
 
 
 

Ê»��|�Z]���

µZj»�����[��»�Ê Ì^��{|��|Àq���ÉÁZ�»�ZË��f°qÂ¯����.{�Y{�{ÂmÁ���
� �

Äf°¿��Ê Ì^��{|��Ê Ì^��[�Z�»�{Y| e�b�{Y|�Y�¾Ì]��{�k ,k ,...k n  1 2��]Y�]�k n k

b b

   
   

   
Ê»��|�Z]���

µZj»������]�Ä¯�Ê¼«��Ä��{Y|�Y�{Y| e����z]��]��Ë~a.d�Y��|¬q�|À�Z��
µZj»����Ä·{Z »���Éx y 2 2 1383Ä�Â¼n»��{��.{�Y{�[YÂm�Äf�{�|Àq�tÌv��{Y|�Y�É��
µZj»��������Ê«Z]�,ºÌ�¬e�®Ë��{�������]Y�]�Ã|¿Z»���������]Y�]�d¼�«�k�Zy�Á���Ê»���|�Z]����Ê»�|uYÁ�|Àq��j¯Y|u��������¹Â�/¬»�Ä/]�½YÂ/e

¾ËY�½Á|]�{�¯�Ä§Z�Y�ÄÌ¸��ÌÌ¤e�d¼�«�k�Zy�Á�¹Â�¬»�Ä¯.|ËZ¼¿����
µZj»�����������³Y�,ºÌ�¬e�®Ë��{�������¹Â�¬»�Ä]�|uYÁ�����Á�����Ã{�/°¿��/ÌÌ¤e�d¼�«�k�Zy�,ºÌÀ¯�Ä§Z�Y�ÄÌ¸��¹Â�¬»�Ä]�|uYÁ�

Ê«Z]��Y�Ê·Á��Ã|¿Z»��Ê»�º¯�|uYÁ��{Â���|Ì]ZÌ]�Y��d¼�«�k�Zy����
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µZj»����������¹Â�¬»�,ºÌ�¬e�®Ë��{���������d¼�«�k�Zy�Á����Ê»���|�Z]�������Ë{Z¬»�Äq�ÄÌ¸��¹Â�¬»�|ÌÀ¯�¾ÌÌ e��Ê/»�É�����|/¿YÂe
|�Z]�Äf�Y{���

µZj»������Ê«Z]��³Y���Ã|¿Z»������{|��ºÌ�¬e�Éa����{Y|�Y��]�����Á��������]Y�]�\Ìe�e�Ä]�����Á����½M�,|�Z]����Ê«Z]�ÃZ³��Ã|¿Z»�����ºÌ�¬e�Éa���]�
42.d�Y�¹Y|¯���
��

µÁY�{|���� �
�����µÁY�Y��Ê Ì^��{|��®ËÄ�Â¼n»��{�ÃZ³�Å�ºÌËÂ³������Ä/¯�|/�Z]�Äf/�Y{�d/^j»�ÄÌ¸��¹Â�¬»�Á{��¬§�Á�Á{�,Ê Ì^��{Y|�Y�É
¹Â�¬»�Á{�½M��Y�Ê°Ë��{|��ÄÌ¸���{Ây�É�´Ë{�Á�Md�Y�{|��½��Ê»�Ã|¿YÂy�\¯�»�,|�Z^¿�µÁY�Ä¯�É{|��{Â����

� �
Äf°¿�����±��]�µÁY�{|���Å�������Y��e�����¶°/��Á{��Y�Ê/°Ë�Ä/]�k 6 1�Á�k 6 1�����Z/Ëq 6 5���Ê/»��|/�Z]��������/³Y�Êe�Z/^��Ä/]
Ê«Z]��Ã|¿Z»����]�{|��®Ë�ºÌ�¬e�É���n]�É{|��,��Á��d�Ì¿�µÁY�{|��½M�,|�Z]������Ä/]�É{|/��d�Y�¾°¼»�,µZu�¾Ì���{�

�¶°�k 6 1�Á�k 6 1�µÁY�Ê·Á�|�Z]���¶j»�-|�Z^¿  25 6 4 1���
� �

Äf°¿��{|��d�Y�kÁ��Ä¯�Ê·ÁY�{|��ZÆÀe��Ê»��|�Z]���µÁY�{Y|�Y���Á�Á�Á�Á������
µZj»������]Y�]�µÁY�{|��Á{��Â¼n»���d�Y�Ã|����|Ì]ZÌ]�Y��{|��Á{�½M�[���¶�Zu�¹Z«�Y��Â¼n»���
µZj»�����Ê Ì^��{|��Á{�a�Á�b�Ä¯�|À¿ZÀq�a b 

2 2 41�{|��¹Z«�Y��Â¼n»�,a b 2|Ì]ZÌ]�Y�����
� �

ÄÌ�«�Ê]��{�Y{�{ÂmÁ�µÁY�{|��dËZÆ¿���Ä�Â¼n»�Ä�Â¼n»�µÁY�{Y|�Y�É�d�Y�ÊÅZÀf»Z¿�ÉY���
ÄÌ�«��{|��n®Ë�pÌÅ�Ä]�ÃZ³�Å�d�Y�µÁY��ÉÁZ�»�ZË��f°qÂ¯�Ê Ì^��{Y|�Y��Y�n�z]��|�Z^¿��Ë~a���

��
ÄË�ne�¶�Zu�Ä]�{|��®Ë�É�µÁY�¶»YÂ��[�����

±��]�Ê Ì^��{|���Å���Y��e�Ê»�Y���¶�Zu�c�Â��Ä]�½YÂe�{�¯�ÄË�ne�µÁY�¶»YÂ��[�����
� �

Äf°¿����ÄË�ne��Y��a��³Y��¶»Z��¹Z¼e�½YÂe�,{|��®Ë�É�]�kÁ��É{|��µÁY�ÉZÅ�/�ZÀ��,{|/��½M�,|��¶/»Z¯��/]�»����/³Y�Á�d/�Y�
d�Y�¶»Z¯�\ °»�,|À�Z]�Ä��[��»���

µZj»����ÄË�ne�Ä]�ÄmÂe�Z]����{|��É����|ÌÀ¯�Ê���]�Y��½M�½{Â]�¶»Z¯��]�»�,���
� �

Äf°¿�����{|���³Y�n����c�Â��Ä]�k
kn p p ... p  

   1 2
1 1��¶�Zu�Ä]����½M�,|/�Z]�Ã|��ÄË�ne�µÁY�{Y|�Y�[������{Y|/ e�ÃZ/³

¹Â�¬»�{Y| e�ÄÌ¸���{|��d^j»�ÉZÅn��]Y�]�k( )( )...( )     1 21 1 1{Â]�|ÅYÂy����
µZj»����¹Â�¬»�{Y| e��ÄÌ¸���{|��d^j»�ÉZÅ��|Ì]ZÌ]�Y�����
µZj»����¹Y|¯���ÉY�Y{��Ë��{Y|�Y�Y�®Ë��¹Â�¬»��Ê»�d^j»�ÄÌ¸��.|�Z]��

�������� �� ��������� �� ��������� �� ����������
��

Äf°¿��µÁY�¶»YÂ��{Y| e�p��{�{ÂmÂ»�n!Ä�]Y���Y��Ê»�d�{�Ä]��Ë��É�|ËM����

����������������n n n
...

p p p

     
       

     
2 3����
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 ��

µZj»����ÄË�ne��{����{|��É!50�{|��½YÂe�,�.d�Y�|Àq���
��

µZj»������{|��ÉZÆf¿Y��{��«YÁ�ÉZÅ�¨��{Y| e�n!�¶»YÂ��{Y| e�Z]����{�{ÂmÂ»�n!d�Y��]Y�]��Ë���Y|¬»�ÊÀ Ë����
n n n

...
     

       
     

2 35 5 5
��

µZj»�����ÉZÆf¿Y��{�{ÂmÂ»�ÉZÅ�¨��{Y| e�!79.d�Y��|¬q���
µZj»����]��Ì���Y|¬»�¾Ë�ek½M�ÉY�]���Ä¯!194��]�k21�z]��.d�Y��|¬q�,|�Z]��Ë~a��

��
±��]�{|��Á{�­�f�»�ÄÌ¸��¹Â�¬»�¾Ë�e��

����±��]�½{�ÁM�d�{�Ä]�ÉY�]���¹Â�¬»�¾Ë�e���������½M��Y�®Ë��Å�,{|��|Àq�­�f�»�ÄÌ¸��������¶/�Zu�Ä/]�Y��ZÅ�����[�/��¶/»Z������µÁY�ÉZ/Å
�Á�Ã{�¯�ÄË�ne��b�¶»Z��º¯�½YÂe�Z]�­�f�»�ÉZÅ�Ê»�[����´Ë|°Ë��{�Y���e�ºÌÀ¯���

[�¹��{|��Á{�¹a�Á�b�{Z¼¿�Z]�Y��(a, b)Ê»��ËZ¼¿��ºÌÅ{���
µZj»�����{|��Á{�­�f�»�ÄÌ¸��¹Â�¬»�¾Ë�f³��]������Á����|Ì]ZÌ]�Y�����

��
Äf°¿��(a, b) d d | a , d | b ���
µZj»������³Y�( a , a ) d  3 5 5 4½M�,���Y|¬»�ÃZ³d|Ì]ZÌ]�Y�����
µZj»������³Y�(a ,a a ) d   25 6 3½M�,���Y|¬»�ÃZ³d|Ì]ZÌ]�Y�����

��
Äf°¿��Ä�Â¼n»���¹Â�¬»�É��ÄÌ¸�����{|��Á{�­�f�»�ÉZÅa�Á�bÄ�Â¼n»�Z]���¹Â�/¬»�É��Ä/Ì¸���[�ÉZ/Å�¹�����/]Y�]�{|/��Á{�½M�¹

��³Y�ÊÀ Ë�-d�Yx | a�Á�x | b½M���ÃZ³x | (a, b)���
µZj»������]�±���{|��Á{�­�f�»�ÄÌ¸��¹Â�¬»�¾Ë�ea�Á�b���Z/]��/]Y�]����Ê/»���|/�Z]�������Ä/Ì¸��¹Â�/¬»�|/Àq�{|/��Á{�½M

.|¿�Y{�­�f�»��
� �

{|�Á{�Ê�y�\Ì¯�e���Å�ÉY�Y�Ä]��m, n Z��,�ma nb�Ê�y�\Ì¯�e�®Ë�Y��a�Á�bÊ»��ºÌËÂ³���
Äf°¿��(a, b) d m, n Z , ma nb d     ���

� �
�¾ËZ^f»�{|��Á{�µÁY�ºÅ�Ä]�d^�¿����{|��Á{a�Á�b�ÃZ³�Å�ºÌËÂ³�µÁY�ºÅ�Ä]�d^�¿�Y��(a, b) 1���

��
Äf°¿�������tÌv��{Y|�Y�ÉY�]��³Y�a�Á�b����|/À¿Z»�ÊvÌv/��{Y|/�Y�,r�Á�s�����Ä/¯�|¿Â/��d/§ZË�½Z/Àq�ra sb 1½M�,���ÃZ/³

(a, b) 1���
��

Äf°¿�³Y���a��]�ºÌ�¬e��{�bÃ|¿Z¼Ì«Z]���Ér½M�,|�Z]�Äf�Y{���ÃZ³(a, b) (b, r)���
µZj»������³Y�(a, b) d½M�,��ÃZ³(a, a d)5.d�Y��|¬q���

��
Äf°¿�����³Y�������½M�,|À�Z]�µÁY�ºÅ�Ä]�d^�¿�{|��Á{���¶�Zu�ÃZ³����¶�Zu�Á�[�������¼m�¶�Z¨e�����������º/Å�Ä/]�d^�/¿��Ì¿�{|��Á{�½M

ÊÀ Ë�,|À·ÁY��(a, b) (a b,ab)   1 1��
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 ��

Äf°¿�|À·ÁY�ºÅ�Ä]�d^�¿�Ê·YÂf»�{�§�tÌv��{|��Á{��Å��Ì¿�Á�|À·ÁY�ºÅ�Ä]�d^�¿�Ê·YÂf»�tÌv��{|��Á{��Å����

Äf°¿��(a, b)
(a, bc)

(a,c)

 
 

 

1
1

1
��

��
��|Ì¸«Y�º·����³Y�a | bc�Á�(a, b) 1½M�,��ÃZ³a | c���
��

Äf°¿���³Y�p�Á�|�Z]�µÁY�É{|��p | ab½M���ÃZ³p | a�Á�p | b���
µZj»������³Y�(b,d) 1�Á�(a b, a b) d  2 3½M�,���Y|¬»�ÃZ³d|Ì]ZÌ]�Y�����

��
Äf°¿���³Y�(a, b) d½M�,�|¿�Y�«�]��Ë���]YÁ��ÃZ³���

 ) (ka, kb) k d k Z  1 0��
a b d

) ( , ) k | d
k k k

2��

n n n) (a , b ) d n N 3��
ÄÌ�«���Á�]�É��±��]�����������tÌv��{|��Á{�­�f�»�ÄÌ¸��¹Â�¬»�¾Ë�ea�Á�b�½M��Y�Ê/°Ë�¶«Y|u�Ä¯��������/]Y�]�,d�/Ì¿��¨/��Z/Å

®qÂ¯�Z]�d�Y�Ä�Â¼n»�Â���¾Ë�e��É S ma nb | m, Z   0���
µZj»����n»�ÉY|f]Y�Â���Ä�Â¼��É A r s | r,s Z   42 12 0|Ì]ZÌ]�Y�����

� �
®qÂ¯�{|��Á{�­�f�»�[��»�¾Ë�e��

�����½{�ÁM�d�{�Ä]�ÉY�]®qÂ¯���[��»�¾Ë�e��½M��Y�®Ë��Å�,{|��|Àq�­�f�»��¶�Zu�Ä]�Y��ZÅ�¶»Z��[������Ä/Ë�ne�µÁY�ÉZ/Å
�Á�Ã{�¯��b�¶»Z���½YÂe�Z]�­�f�»�ÉZÅ¶»Z��ºÌÀr¼Å�Á��f�Ì]�­�f�»��Ì£�ÉZÅ[����´Ë|°Ë��{�Y��Ê»��ºÌÀ¯���
µZj»�����{|��Á{�­�f�»�[��»�¾Ë�f°qÂ¯�����Á�����|Ì]ZÌ]�Y�����

��

Äf°¿���³Y�(a, b) d½M�,�Ê»�ÃZ³�d�Â¿�½YÂe��
 

a a d , b b d , (a ,b )

a,b a b d

     


 

1
��

Äf°¿���³Y�a�Á�b½M�,|À�Z]�ÃYÂz·{�tÌv��{|��Á{��Z³�Ã(a, b).[a,b] ab���
µZj»�����®qÂ¯�����������Ê/ Ì^��{|��Á{�­�f�»�[��»�¾Ë�e������±��/]��/]Y�]���������������{|/��Á{�½M�­�f�/»�Ä/Ì¸��¹Â�/¬»�¾Ë�/e
Ê»���]Y�]�{|��Á{�¾ËY��Â¼n»��³Y�,|�Z]���½M�,|�Z]��[�ÃZ³�¹�|Ì]ZÌ]�Y��{|��Á{�½Y�¹���

µZj»������������]Y�]�,Ê Ì^��{|��Á{��Â¼n»������[�Á��¹�{|��Á{�½M�¹��]Y�]���d�Y���º¯���¶/�Z¨e�ÉY�]�Ê Ì^���Y|¬»�¾Ë�e
½M�|Ì]ZÌ]�Y��{|��Á{����
� �

Êf�ÆÀ¼Å��
�tÌv��{|��Á{��³Ya�Á�b�Ê Ì^��{|���]�ºÌ�¬e��{�m(m ) 2Ê«Z]��Ã|¿Z»��|À¿Z»�Ê¿Z�°Ë�Ér�,|À�Z]�Äf�Y{�

½M��{|��Á{�ÃZ³a�Á�bÄ¿Z¼Ìa�Ä]��´Ë|°Ë�Z]�d�ÆÀ¼Å�Y����Ém�Á�ºÌËÂ´Ì»��c�Â��Ä]�Y��½M
m

a b�ZË���
��Ä¿Z¼Ìaa b (mÊ»�½Z�¿��ºÌÅ{���
��
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 ��

Äf°¿���³Y�
m

a b½M���¶j»�ÊvÌv��{|��ÃZ³qÄ¯�É�Â��Ä]�{�Y{�{ÂmÁ���a b mq ���
� �

Êf�ÆÀ¼Å��YÂy���
��Ë���]YÁ��¹Z¼e��{d,c,b,a�Á�tÌv��{Y|�Y�m±��]�Ê Ì^��É{|�����Y��e�Ê»��|�Z]���

m

) a a1��
m m

) a b b a  2��
m m m

) (a b , b c) a c   3��
m m m

) (a b , c d) a c b d     4��
m m m

) (a b , c d) ac bd   5��
m m m

) (a b) (a c b c , ac bc)     6��
m m

n n) a b a b  7��
 m,nm n

) (a b , a b) a b   8��
m n

) (a b , n | m) a b  9��
m

m d

) (ac bc , d (m,c)) a b   10��
µZj»����Ê«Z]��Ã|¿Z»��ºÌ�¬e�É4035��]��|Ì]ZÌ]�Y�����
µZj»�����Ê«Z]�Ã|¿Z»��ºÌ�¬e�É

163 5�{|���]��|Ì]ZÌ]�Y�����
µZj»����Ê«Z]��Ã|¿Z»��ºÌ�¬e�Én n

  42 18 23 5��]���|Ì]ZÌ]�Y�����
µZj»�����{|��13842��]�ºÌ�¬e��{���Ê«Z]�Äq��Ã|¿Z»�.{�Y{�ÉY��
µZj»����Ê«Z]��Ã|¿Z»��{|��ºÌ�¬e�É962��]���|Ì]ZÌ]�Y�����
µZj»����®qÂ¯���Ê Ì^��{|��¾Ë�ea�,½M�ÉY�Y�Ä]�Ä¯�a642��]���z]��.d�Y��|¬q�|�Z]��Ë~a��

µZj»�������³Y�a 
6

2�Á�a 
8

4�ÃZ´¿M�,a��]�ºÌ�¬e��{���Ê«Z]�Äq��Ã|¿Z»�.{�Y{�ÉY��

µZj»����®qÂ¯��ÉY�Y�Z]�Ä¯�|Ì]ZÌ]�Y��Ê Ì^��{|��¾Ë�e½M���Ä�]Y��Éx 
15

4 3|�Z]��Y�«�]�����
��

ºÅ��Ô¯��É��Y�Äf�{�ºÅ�É�É��Y��ºÅ��Ô¯���É��YaÄ�Â¼n»���½M��Y�®Ë��Å�Ä¯�d�Y�tÌv��{Y|�Y��Y�ÉY�ZÅ�Ä]�

Ä¿Z¼Ìa��Ém�Z]�a|À�Z]�d�ÆÀ¼Å�������������   
m

m
a x | x Z , x a  ��

µZj»�����{|��207Äf�{�¹Y|¯�Ä]��ºÅ�É�Ä¿Z¼Ìa�Ä]�É��Y��É�.{�Y{��Y�«���
��� 1� �� �� ���� 3��� �� ���� 5��� �� ���� 7��
»µZj����Äf�{�®Ë�Ä]�ª¸ f»��Ë��{|��Á{�¹Y|¯��Ä¿Z¼Ìa�Ä]�Êf�ÆÀ¼Å�É��É�.|Àf�Å���
�����Á��� �� ������Á��� �� ������Á��� �� �����Á����

µZj»������³Y�a 2 1Äf�{��Y�ÉÂ����ºÅ�É��Êf�Æ¿a3 3Ä¿Z¼Ìa�Ä]���É�½M�,|�Z]���ÃZ³aÊ»�¹Y|¯��.|�Z]�|¿YÂe��
�������� �� ��������� �� ��������� �� ����������
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 ��

ÄÌ�«�Z»�§�É���³Y�p�tÌv��{|��Á�Ã{Â]�µÁY�É{|��a�Ä¯�|�Z]�½ZÀq�(a, p) 1½M�,�ÃZ³��
p

pa 


1 1���
��

Äf°¿�Ä^�Zv»�ÉY�]����É½YÂe�{Y|�Y�½Z°Ë�º«��,½YÂe�ÉZm�Ä]�Á�½Z°Ë�º«��,ÄËZa�ÉZm�Ä]�,�Y{�[��»�½YÂe��³Y��Ä]�,|�Z]�
�{|��½YÂe�ÉZm��c�Â��¾ËY��Ì£��{�Á�Ê«Z]�Ã|¿Z»���]�½M�ºÌ�¬e�É�Ê»���¿��{�Y���ºË�Ì³���

µZj»�����{|��½Z°Ë�º«��13931392|Ì]ZÌ]�Y�����
µZj»�����{|��½Z°Ë�º«��

13841383 2|Ì]ZÌ]�Y�����
µZj»�����{|��½Z°Ë�º«��

23 1727 43|Ì]ZÌ]�Y�����
µZj»�����{|��½Z°Ë�º«��!( ! ! )  4249 73 82|Ì]ZÌ]�Y�����

��
¦¸fz»�ÉZÅZÀ^»��{�{Y|�Y��ËZ¼¿� �

�Ê»�����{|��ºÌ¿Y{��������ÉZÀ^»��{�Ä¯����������c�Â��Ä]�,d�Y�Ã|��Äf�Â¿�    
0 1 22 10 9 10 4 10������Á�d/�Y��ËZ¼¿�¶]Z«��Ì¿�

���{|���Ì¿( )85726��������������c�Â/��Ä/]�,d/�Y�Ã|/��Äf/�Â¿�d�Å�ÉZÀ^»��{�Ä¯�      
0 1 2 36 8 2 8 7 8 5 8���¶/]Z«��/Ì¿�

d�Y��ËZ¼¿��Ê»��´Ë{�ÉZÀ^»�Ä]�¶Ë|^e�¶]Z«�,�Zy�ÉZÀ^»�®Ë��{�É{|���Å�¾ËY��]ZÀ]�|�Z]����
� �

Äf°¿�������»��Y�É{|���Å�¶Ë|^e�ÉY�]���ÉZÀ^���������Y��Ì£�ÊËZÀ^»�Ä]�����ºÌ�¬e��Y�,�����������ÉZ/À^»��Y�É{|��¶Ë|^e�ÉY�]�Á�Ê·YÂf»�ÉZÅ
��Ì£���ÉZÀ^»�Ä]���\���Y��Ê»�Ã{Z¨f�Y�Ê·YÂf»�ÉZÅ�ºÌÀ¯���
� �

Äf°¿����������Ì£�ÉZÀ^»��Y�É{|��¶Ë|^e�ÉY�]���������Ì£�ÉZÀ^»�Ä]����Ê»�����Y|f]Y�½YÂeM�ÉZÀ^»�Ä]�Y��½����ÉZ/À^»�Ä]��b��Á�{�]�
£Ì����|^e�Ã|��Äf�YÂy�{�¯�¶Ë���
� �

Äf°¿��ÉZÀ^»��{�{|��®Ë��³Y�n��Y��f¼¯�½M�¹Z«�Y��Y�®Ë��Å�Z¼fu�,{Â��Äf�Â¿�n{Â]�|ÀÅYÂy����
µZj»�����{|��( )42103�ÉZÀ^»�Ä]�Y����|Ë�^]����
µZj»�����{|������ÉZÀ^»��{�Ä¯�Y����d�Y�Ã|��Äf�Â¿��ÉZÀ^»�Ä]��|Ë�^]����
µZj»�����{|��( )31102�ÉZÀ^»��{�É{|��Ä]�Y���|Ë�^]����
µZj»�����{|��   

4 33 8 2 8 4�ÉZÀ^»�Ä]�Y���|Ë�^]����
µZj»�����{|��   

2 313 8 69 8 11�ÉZÀ^»�Ä]�Y���|Ë�^]����
µZj»�������{|��( )210111011�Y������ÉZÀ^»�Ä]���|Ë�^]������½Âq

38 2��������,d�Y��d¼���Y�Y��{Y|�Y�Y~·�����Ze�������Á�Ã{�¯�Y|m�Ze�
�����������ÉZÀ^»�Ä]�Y��ÊËZe�Ä��{Y|�Y�¾ËY��Y�¹Y|¯��Å���Ê»�¶Ë|^e���ºÌÀ¯�������ÉZÀ^»��Y�¶Ë|^e�ÉY�]�Á�����Ä]�����Ê/»�¶¼���°��]����,ºÌ/À¯

ÊÀ Ë�ÉZÀ^»��Y�{|���Å���,���Y�º«��M�ÉZÀ^»��{�Y��{|��½�Ê»�¶Ì°�e��|Å{���
µZj»�����{|��¶�Zu�( )83754�ÉZÀ^»��{�Y���|Ì�ËÂÀ]����
µZj»�������³Yx x( ) ( )


 1213 134�c�Â��¾ËY��{�,x( )111|Ì]ZÌ]�Y�����

µZj»�����Ê¼«��Á{�{|���³Y�(ab)7�{|��Z]�(ba)9��Ë{Z¬»�,|�Z]��]Y�]�a�Á�b|Ì]ZÌ]�Y�����
µZj»�����{|��!65�ÉZÀ^»��{��Ê»�ºfy��¨��|Àq�Ä]��.{Â���
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 ��

�z]�¾f§ZË�¾Ì¿YÂ«��{Y|�Y��]�Ê Ì^��{Y|�Y�É�Ë~a��Á���Á���Á���Á������ �
����z]������]�É�Ë~ak2������Á����Á���Á���������]�É{|�k2�z]����Â¼n»�Ä¯�d�Y��Ë~ak������/]�½M�d/�Y��d¼/��º/«��k2�

�z]�|�Z]��Ë~a���
����z]���]�É�Ë~a��Á�����]�É{|����ZË���z]��e��Â¼n»�Ä¯�d�Y��Ë~a��]��»Z«�Y�¹Z¼��ZË���z]��|�Z]��Ë~a���
����z]���]�É�Ë~a����]�É{|����z]���½M�d�Y��d¼��º«��Ä¯�d�Y��Ë~a��ZË��|�Z]����
����z]������]�É�Ë~a��������]�É{|������z]����������������Á�d/^j»�d»Ô��Z]�`q�Ä]�d�Y���Y�\Ìe�e�Ä]�Y��½M�¹Z«�Y��³Y�Ä¯�d�Y��Ë~a

��]�½M�¶�Zu�ºÌÀ¯�É�^m��¼m�Ê¨À»���z]��Z]��Ë~a|����
��

Ä·{Z »�Ä·ZÌ��É��
�����c�Â��Ä]�Ä·{Z »��Åax by c �����½M��{�Ä¯�a,b,c Z������Å�ÉY�]�Á�x���Á�y�������{�É�Ë{Z¬»�µZ^¿{�Ä]�,Z����®/Ë�,ºÌ�Z]�

Ä·{Z »�Ä·ZÌ��É�Ê»�Ã|Ì»Z¿�Ê·ÂÆn»�Á{�Ê�y�É�{Â����
��

ÄÌ�«�½M�ÉY�]�Ê§Z¯�Á�¹�Ó������Ä·{Z »�Ä¯�Ä·ZÌ��É��Éax by c ½M�|�Z]�[YÂm�ÉY�Y{���Ä¯�d�Y�(a, b) | c����
µZj»������Ä·{Z »��³Y�����Éx y n  84 66 5 11��Ä�Â¼n»��{����Y�É����������½M�,|/�Z]�Äf/�Y{�[YÂ/m�tÌv/��{Y|/������ÃZ/³n���Ä/q�

Ê»�Y��É�Ë{Z¬»�.|À¯��ZÌfyY�|¿YÂe��
� �

Äf°¿���³Y�(a, b) 1½M�,�Ä·{Z »�ÃZ³��Éax by c {�Y{�[YÂm�Ã�YÂ¼Å����
Äf°¿�����³Y�x0���Á�y0�[YÂm�����Ä·{Z »��Y�ÊËZÅ����Éax by c ����Á�,|À�Z]�(a, b) d�½M�,���[YÂm�ÃZ³�������Ä]�Ä·{Z »�½M�Ê¸¯�ÉZÅ

d�Y��Ë��¶°��������������
b

x x k
d
a

y y k
d


 


  


0

0

��

µZj»����[YÂm��Ä·{Z »�Ê»Â¼��ÉZÅ��Éx y  9 5 4|Ì]ZÌ]�Y�����
µZj»��������³Y�x���Á�y�[YÂm�����Ä·{Z »��Y�ÊËZÅ���Éx y 54 21 15½M�,|À�Z]��Ê«Z]�ÃZ³�Ã|¿Z»����{|/��ºÌ�/¬e�Éx���/]���Y��
|Ì]ZÌ]���
µZj»����Ä·{Z »��Ä·ZÌ��É��Éx y 26 38 204���{�Y�Z|ÌÀ¯�¶u�� 

µZj»�����Ä¿Zfzf�a��ÉZÅ�^¼e��¬§�ÉY210�Á�Ê·ZË��140{�Y{��Á�§�ÉY�]�Ê·ZË����Äf�]��Ä]��ZÌ¿�ÉY1470��^¼e�µZË��
{�Y{����^¼e�|Àq210��^¼e�|Àq�Á�Ê·ZË��140{�z]�|ËZ]�Ê·ZË��� 

��
��

� ���
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 ��

��
��
�����³Y|a b�Á�b  0�|ÌÀ¯�d]Zi�,a b���
���|ÌÀ¯��z�»�¶Ì·{��¯}�Z]�Y���Ë��¹Z°uY�Êf��{Z¿�ZË�Êf��{���

¦·Y�����| |ab c b a2��� �� �� �� �[��| |a b ac b��
k�����| |a b a b2 3 3 5�� �� �� �� �{��| |a b a a b b  2 2 2 2 2��
�����³Y|a b�Á�|a c|ÌÀ¯�d]Zi�,��|a b c3 2���
�����³Y�|ÌÀ¯�d]Zip�Á�|�Z]�µÁY�{|��®Ë��|p ab½M�,���ÃZ³|p a�ZË�|p b���
�����³Ya�Á�b�|ÌÀ¯�d]Zi�,|À�Z]�{�§�Ê Ì^��{|��Á{�| a b2 22�Á�|4 a b2 2���
���¦·Y����³Y�|ÌÀ¯�d]Zi|a b½M�,��ÃZ³|a bc���

[��������tÌv���Ë{Z¬»�ÉY�], ,c b a�Ä¯�|Ë�ÁZÌ]�Ê·Zj»�,|a bc�º°u�Á{�Ê·Á�|�Z]��Y�«�]�|a b�Á�|a c|�Z^¿��Y�«�]����
����Ê¼«��Ä��{|���³Yab3�[��»����Á�|�Z]�b  0|ÌÀ¯��z�»�Y��{|��¾ËY�,��.{�Y{�[YÂm�|Àq�Ä·Z�»��
����{|� 310211�ÉZÀ^»�Ä]�Y���|Ë�^]����
���Z]�ÉZÀ^»��{�{|��®Ë��ËZ¼¿��Y�Ã{Z¨f�Y���Ã|�Z«�,�Ê«Z]�½{�¯�Y|Ìa�É�Ã|¿Z»���]�{|��®Ë�ºÌ�¬e�É���d�{�Ä]�Y��

|Ë�ÁM���
����Ê]�|ÌÀ¯�d]Zi�{�Y{�{ÂmÁ�µÁY�{|��dËZÆ¿���
����a�Á�btÌv��{|��Á{��¨��¦·Zz»�Á{�¾ËY��Y�Ê°Ë�¶«Y|u�Ä¯�|¿Yd�Y������Å�ÉY�]��³Ym�Á�n�,tÌv��

ma nb 1|ÌÀ¯�d]Zi�,|�Z]��� ,a b 1���

������³Y�|ÌÀ¯�d]Zi��Ä¿Z¼Ìa(ac bc m�Á�( , )d m c½M�,��ÃZ³�Ä¿Z¼Ìa�(
m

a b
d

���

������³Y|a b�Á�|c b�ϭ� ,a c 1|ÌÀ¯�d]Zi�,|�Z]���|ac b���
������³Y�|ÌÀ¯�d]Zi ,a b 1�Á� ,a c 1½M�,��ÃZ³ ,a bc 1���
������³Y�|ÌÀ¯�d]Zi ,a b 1�Á�|a bc½M�,��ÃZ³|a c���
������³Y�|ÌÀ¯�d]Zi|b c½M���ÃZ³ , ( , )a b a c b ���
������³Y�|ÌÅ{�½Z�¿a�Á�|�Z]�kÁ��É{|�� ,a b 1½M�,��ÃZ³ ,a b a b  1���
������³Y( , )d a a a   25 6 3�Á�a Z½M�,��ÃZ³d|ÌÀ¯�Ä^�Zv»�Y�����
����¶�Zu�|ÌÀ¯�d]Zi�Âf»�Ê Ì^��kÁ��{|��Ä��[����]�Ê·Y���z]��d�Y��Ë~a���
����¦·Y��¶�Zu�|ÌÀ¯�d]Zi���]�Ê·YÂf»�Ê Ì^��{|��Ä��[����z]��d�Y��Ë~a���

[��������¶�Zu�|ÌÀ¯�d]Zi���]�Ê·YÂf»�kÁ��{|��Á{�[����z]��d�Y��Ë~a���
����¦·Y���c�Â��Ä]�{�§�{|���Å��]�»�|ÌÀ¯�d]Ziq 8 1d�Y����

[�������¶�Zu�|ÌÅ{�½Z�¿���c�Â��Ä]�{|��Á{��Å�[�a 6 5�c�Â��Ä]�a 6 1d�Y����

�����tÌv��{|���³Ya�[��»��Ã|¿Z¼Ì«Z]�Á����]�½M�É����]Y�]��Ã|¿Z¼Ì«Z]�,|�Z]���Éa

3
��]���.d�Y�¹Y|¯���

�����ºÌ�¬e�®Ë��{��³Y���Á�¹Â�¬»�Ä]�|uYÁ����Y�Á�Ã|¿Z»�d]Zi�d¼�«�k�Zy�,ºÌÀ¯�Ä§Z�Y�ÄÌ¸��¹Â�¬»�Ä]�|uYÁ�
Ê«Z]��Ã|¿Z»�Ê»�º¯�|uYÁ��{Â���|Ë�ÁM�d�{�Ä]�Y��d¼�«�k�Zy���
����±��]��,{|��Á{�­�f�»�ÄÌ¸��¹Â�¬»�¾Ë�e�®qÂ¯�Á��½M�­�f�»�[��»�¾Ë�e��ZÅ���d�Y����Ä]�Y��{|��Á{�½M

|Ì]ZÌ]���

Ä¿Â¼¿ÄË��¿�Ê¿Zvf»Y�µYÂ���{Y|�Y�É��
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 ��

����{|��Á{��Â¼n»��³Y�,���®qÂ¯�Á��½M�­�f�»�[��»�¾Ë�e��ZÅ���±��]�,|�Z]���¾ËY�­�f�»�ÄÌ¸��¹Â�¬»�¾Ë�e
|Ì]ZÌ]�Y��{|��Á{���

�����ÃZ³�Åa 
5

3 2�Á�a 
3

2 1Ã|¿Z¼Ì«Z]�,|�Z]���ºÌ�¬e�Éa��]���.d�Y�¹Y|¯���
�����½Z°Ë�º«�3277|ÌÀ¯�Ä^�Zv»�Y�����
�����½Z°Ë�º«�

73 257 3|ÌÀ¯�Ä^�Zv»�Y�����
�����{|��d�Y��d¼��º«��¾Ë�yM138627|Ë�ÁM�d�{�Ä]�Y�����
����Ã|¿Z¼Ì«Z]��ºÌ�¬e�É1212�{|���]�Y����|Ë�ÁM�d�{�Ä]����
�����|ÌÀ¯�d]Zi

232 8��]����z]��d�Y��Ë~a���
����Ã|¿Z¼Ì«Z]��³Y��{Y|�Y�ºÌ�¬e�ÉA�Á�B��]����\Ìe�e�Ä]����Á���Ã|¿Z¼Ì«Z]�,|�Z]���ÉA B��]����Ä^�Zv»�Y��

|ÌÀ¯���
������Y�É�ÌË{Z¬»�Äq�ÉY�Y�Ä]mÄ·{Z »�,��Éx y m 20 14.{�Y{�tÌv��[YÂm���
����Ä·{Z »�Ä·ZÌ��É��Éx y 3 2 7��{�Y��Z|ÌÀ¯�¶u����
����Ä·{Z »�ZÌ��É·Ä��Éx y 13 17 100��{�Y��Z¯�¶u�|ÌÀ���
����[YÂm�Ä·{Z »�Ê¸¯�ÉZÅ��Éx y 7 11 69|Ì�ËÂÀ]�Y�����
����Ä·{Z »�Ä·ZÌ��É��Éx y 38 34 120��{�Y��Z|ÌÀ¯�¶u����
��
��
��
��
��
��
��
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 ��

��
��

Ä�]Y��¥Y�³�Á�ZÅ�ZÅ��
Ä�]Y����Y�Ä�Â¼n»�Ë���Å�A B���Y�Ä�]Y��®Ë�Y�A�ÉÁ��Ä]�BÊ»��ºÌËÂ³��Ä�]Y���³Y�Ä�Â¼n»�Ë��ÉY���Y�ÉYA A�

Ê»�ÃZ´¿M�,|�Z]�Ä�Â¼n»�ÉÁ���]�Ä�]Y��½M�ºÌËÂ³��ÉAd�Y�Ã|��¦Ë� e����
��

µZj»�,Ä�]Y���Y�ÊËZÅc�Â��Ä]��d�Y��Ë��ÉZÅ���
���aRb�ZË�(a, b) R�ÃZ³�Å�,a b����

�ÓZ]�¦Ë� e�ª^�����( , ) R2 5�Ê·Á�( , ) R4 1�� ���
����Â���Á{��Å�ÉY�]x, y ZÊ»�¦Ë� e��ºÌÀ¯��(x, y) R�ZË�xRy�ÃZ³�Å�x y��Y�Ê]��»��|�Z]����

�ÓZ]�¦Ë� e�ª^����R9 2�Ê·Á�R12 6���
µZj»���Ä�]Y����ÉRÄ�Â¼n»��{��Y|�Y�É�c�Â��Ä]�Ê¬Ì¬u�{xRy x y xy  2 2 2d�Y�Ã|��¦Ë� e����{|������

.{�Y{�Ä�]Y��É{|��Äq�Z]��
��

Ê³�ËÁ�Ä¿Z³�ZÆq�ÉZÅ�Ä�]Y��®Ë�É��
Ä�]Y���³Y��ÉRÄ�Â¼n»�ÉÁ���]���ÉA½M�,|�Z]�Ã|��¦Ë� e��Ä�]Y��½M�ÃZ³���

���Z]�dÌ�Zy�ÉY�Y{�Ê]Ze��Ê�Z° ¿Y���|À¿Z»�ÉÂ����Å�ÉY�Y�Ä]��³Y�ZÆÀe�Á��³Y�d�Yx�Ä]�ª¸ f»�A�\e�»�kÁ��,
(x, x)��{�R|�Z]����

����dÌ�Zy�ÉY�Y{��Å�ÉY�Y�Ä]��³Y�ZÆÀe�Á��³Y�d�Y�Ê¿�Z¬ex�Á�y�Ä]�ª¸ f»�A�\e�»�kÁ��½{Â]�{ÂmÂ»�c�Â���{�
(x, y)��{�R�\e�»�kÁ��,(y, x)��{��Ì¿�RZ]�{ÂmÂ»�|����

�����Å�ÉY�Y�Ä]��³Y�ZÆÀe�Á��³Y�d�Y�Ê¿�Z¬e{Za�dÌ�Zy�ÉY�Y{x�Á�y�Ä]�ª¸ f»��ËZ¼f»�A�\e�»�kÁ��Á{��Y�(x, y)�Á�
(y, x)�{�Á{�½M��Y�Ê°Ë��j¯Y|u��R|�Z]������³Y�Êe�Z^��Ä](x, y) R�Á�(y, x) R�ÃZ´¿M�x y���

����É| e�dÌ�Zy�ÉY�Y{�ÊËZËY�e�ZË�É�~³Y�e����Å�ÉY�Y�Ä]��³Y�ZÆÀe�Á��³Y�d�Yx�Á�y�Á�z�Ä]�ª¸ f»�A�c�Â���{�,
��\e�»�kÁ��Á{��Å�½{Â]�{ÂmÂ»(y, z)��Á(x, y)��{�R�\e�»�kÁ��,(x, z)��{��Ì¿�R|�Z]�{ÂmÂ»����

��
ºÅ�É��Y�Ä�]Y���Ä�]Y��,|�Z]�Äf�Y{�Y��É| e�Á�Ê¿�Z¬e�,Ê]Ze�Z]�Ê³�ËÁ�Ä���Å�Ä¯�ÉY��ºÅ�É�d�Y�É��Y���
��

Äf°¿�Ä�]Y���{�Y{�Y��É| e�Á�Ê¿�Z¬e{Za�,Ê¿�Z¬e�Ê³�ËÁ�Ä���Å�,ÊÆe�É���
Äf°¿�Ä�]Y���a�Ê³�ËÁ�Á{��Å�,|�Z]�\e�»�kÁ��®Ë�ÉY�Y{��¬§�Ä¯�ÉYd�Y�Y{�Y��É| e�Á�Ê¿�Z¬e{Z��Ä¨·Â»��³Y��Á�µÁY�ÉZÅ

d�Y{�|ÅYÂy��Ì¿�Y��Ê¿�Z¬e�Ê³�ËÁ�Ä�]Y��½M�,|�Z]�½Z�°Ë�\e�»�kÁ��½M�¹Á{���
Äf°¿�Ä�]Y��ZÆÀe��Ê»�Ä¯�ÉY��ÉÁ���]�½YÂe nA a ,a ,..., a 1 2�,Ê¿�Z¬e�,Ê]Ze�Z]�Ê³�ËÁ��ZÆq��Å�Ze�{�¯�¦Ë� e�

|�Z]�Äf�Y{�Y��É| e�Á�Ê¿�Z¬e{ZaÄ�]Y����É n n(a ,a ) , (a ,a ) ,..., (a ,a )1 1 2 2Ê»��|�Z]���
��

µZj»���Ä�Â¼n»���É , , ,A  1 2 3 4d�Y�Ã|��Ã{Y{���Ä�]Y���ÉÁ��ÉYAÄ¯�|ÌÀ¯�¦Ë� e����
������|�Z]�Ê]Ze�Z]���
������|�Z]�½�Z¬f»���
������|�Z]�É| e��
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������|�Z]�½�Z¬e{Za��
�����ËY�e�Á�Ê]Ze�Z]|�Z^¿�½�Z¬f»�Ê·Á�|�Z]�ÊËZ���
�����|�Z]�Äf�Y{�Ê¿�Z¬e{Za�dÌ�Zy��¬§���
�����½�Z¬f»{Za�Ä¿�Á�|�Z]�½�Z¬f»�Ä¿���
�����½�Z¬f»{Za�ºÅ�Á�|�Z]�½�Z¬f»�ºÅ���
�����|�Z^¿��~³Y�e�Ê·Á�|�Z]�Ê]Ze�Z]�Á�½�Z¬f»���
��

µZj»���¹Y|¯��ºÅ�dÌ�Zy�,�Ë���]YÁ���Y�®Ë�.|¿�Y{�É��Y��
���Ä�]Y��¼n»��{�ÉÁZ�e�ÉÄ�Â�Ê¬Ì¬u�{Y|�Y�É���
���Ä�]Y��Ä�Â¼n»��{�É�YÂe�É�Äv¨��®Ë��Â�y�É���
���Ä�]Y��Ä�Â¼n»��{�½{Â]�{Â¼��É��ÉÄv¨��®Ë��Â�y���
���Ä�]Y��®qÂ¯�É�Ä�Â¼n»��{�ÉÁZ�»�ZË��e�Ê¬Ì¬u�{Y|�Y�É���
���Ä�]Y���ÉRÄ�]Z��Z]���ÉxRy x y xy  2 2 2Ä�Â¼n»��{��Y|�Y�ÉÊ¬Ì¬u�{�� ���
��

dÆm�¥Y�³��Ä�]Y��®Ë�Ä]���ZÀf»��Y{��
�³YRÄ�Â¼n»�ÉÁ��Ä�]Y��®Ë���ÉAÊ»�,|�Z]���Ä¯�É�Â��Ä]�{Y{�d^�¿��Y{�dÆm�¥Y�³�®Ë�Ä�]Y��½M�Ä]�½YÂe

Ä�Â¼n»�Ä�Â¼n»�½Z¼Å�¥Y�³�¾ËY��ÂW��É��ÉA|�Z]���Y{�dÆm�µZË�Á�ab


�kÁ���³Y�ZÆÀe�Á��³Y�|�Z]�ÂmÂ»�¥Y�³��{�
�\e�»(a, b)��{�R|�Z]����
µZj»���dÆm�¥Y�³��Ä�]Y��Z]���ZÀf»��Y{�|ÌÀ¯�º���Y���Ë��É��� R (a,b) , (b, b) , (b,d) , (c,e) , (e,c) , (e,d)���

��
Ê³�ËÁ�Ê���]�ZÆq�ÉZÅÄ¿Z³��½M�Z]���ZÀf»�¥Y�³�ÉÁ���Y�Ä�]Y��®Ë�É��

Ä�]Y���³Y��ÉRÄ�Â¼n»�ÉÁ����ÉAÄ�]Y��ÃZ´¿M�,|�Z]�Ã|��¦Ë� e���ÉR���
���dÆm�¥Y�³��³Y�ZÆÀe�Á��³Y�d�Y�Ê]Ze�Z]�Ä�]Y��®Ë��Y���Å��{�½M�Z]���ZÀf»��Y{|�Z]�Ä«Â��®Ë�ÉY�Y{�,���
�����Å�ÉY�Y�Ä]�,�³Y�ZÆÀe�Á��³Y�d�Y�½�Z¬f»�Ä�]Y��®Ëi�Á�j�Ä]�ª¸ f»�A��Y{�dÆm�µZË�½{Â]�{ÂmÂ»�c�Â���{�,ij


�,

��Y{�dÆm�µZËji


|�Z]�{ÂmÂ»��Ì¿����
�����Å�ÉY�Y�Ä]�,�³Y�ZÆÀe�Á��³Y�d�Y�½�Z¬f»�{Za�Ä�]Y��®Ëi�Á�j�Ä]�ª¸ f»�A�,�µZË��³Yij


½M�{Â]�{ÂmÂ»���µZË�ÃZ³ji


�

|�Z^¿�{ÂmÂ»���
�����Å�ÉY�Y�Ä]�,�³Y�ZÆÀe�Á��³Y�d�Y�É| e�Ä�]Y��®Ëi�Á�j�Á�k�Ä]�ª¸ f»�AµZË��³Y�,��ÉZÅij


�Á�jk


�,|¿{Â]�{ÂmÂ»�

½M��µZË�ÃZ³ik


|�Z]�{ÂmÂ»��Ì¿����
��

µZj»���Ä�]Y����ÉRÄ�Â¼n»�ÉÁ����É , , ,A  3 6 7 11�c�Â��Ä]�, ( , ) | |R x y x yd�Y�Ã|��¦Ë� e����
¦·Y������Ä�]Y���ÉR|ÌÀ¯��z�»�Y�����
[������dÆm�¥Y�³��Z]���ZÀf»��Y{R|ÌÀ¯�º���Y�����
k�������ZËMRÄ�]Y��®Ë��ºÅ�É�.Y�q�.d�Y�É��Y��
µZj»���Ä�]Y���Ê³�ËÁ��Y�{Y| e�Äq��Ë���Y{�dÆm�¥Y�³�Ä]���ZÀf»�É�.d�Y�Y{�Y��Ä¿Z³�ZÆq�ÉZÅ��
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Äf°¿�¼n»��³Y�Ä�Â��ÉA�ÉY�Y{�nÊ»�c�Â��¾ËY��{�,|�Z]�Â�����½YÂen22�ÉÁ��Ä�]Y��A{�¯�¦Ë� e����
Äf°¿�dÆm�¥Y�³�®Ë��¬§�Á�®Ë�Ä�]Y���Å��{�Y{��Y{���
Äf°¿��Z]�p�,�z�»��Y��p22Ê»��Y{�dÆm�¥Y�³��dyZ��½YÂe���
µZj»����Z]����Y��e,d,c, b,aÊ»��Y{�dÆm�¥Y�³�|Àq��.dyZ��½YÂe��

��
Ä�]Y��®Ë�ÄË���ZÀf»��Ë�eZ»��

��³YRÄ�]Y���Ä�Â¼n»�ÉÁ��ÉY��ÉnÉÂ����AÊ»�,|�Z]���¶j»�Ê ]�»��Ë�eZ»�®Ë�Ä�]Y��½M�Ä]�½YÂeMÄ^e�»��Y���É
n��³Y�Ä¯�É�Â��Ä]�{Y{�d^�¿�iRj½M��ÄËY�{�ÃZ³��Éijm�Z]��]Y�]�,�Ë�eZ»���¾ËY��Ì£��{�Á���|ÅYÂy��¨��Z]��]Y�]�c�Â�
{Â]����

µZj»����Ä�]Y���³Y��ÉRÄ�Â¼n»�ÉÁ����É A a, b,c,d�,|�Z]�Ã|��¦Ë� e��Ë��c�Â��Ä]��Z]���ZÀf»��Ë�eZ»
Ä�]Y��É�RY��|Ì�ËÂÀ]�������������� R (c,d) , (a,b) , (b, b) , (b,c) , (d,a)��

��
Ê·Â]�µZ¼�Y� �

�Ê·Â]�[���Á��¼m�µZ¼�YÄ�Â¼n»�ÉÁ���É ,01�Ê»�¦Ë� e��Ë��c�Â��Ä]�|¿Â����
       0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1��

� �
�Ë�eZ»�®Ë�¹Á{�½YÂe� �

��³YM(R)��Ë�eZ»�c�Â��¾ËY��{�,|�Z]�Ä�]Y��®Ë���ZÀf»��Ë�eZ» M(R)
2��Ë�eZ»�Ê·Â]�[����Y�M��{�

�,|�Z]��¨���Ì£�½M��Y|¬»�Ä¯�ÄËY�{��Å�[���¹Z´ÀÅ�Ä¯�cÁZ¨e�¾ËY�Z]�|»M�|ÅYÂy�d�{�Ä]��{Ây��|��|ÅYÂy��Â�À»�
{Â]�|ÅYÂy��¨��ÄËY�{�½M��Y|¬»�c�Â��¾ËY��Ì£��{�Á���

µZj»�����³Y�M

 
 


 
  

0 1 1
1 0 1
1 0 0

Z»�,|�Z]���Ë�eM2|Ì]ZÌ]�Y�����

��
��{Ây�Z]�Ä�]Y��®Ë�\Ì¯�e��

Ä�]Y���³Y��ÉRÄ�Â¼n»�ÉÁ����ÉA½M�,|�Z]�Ã|��¦Ë� e��Ä�]Y��\Ì¯�e�ÃZ³��ÉR�c�Â��Ä]�Y��½M�Ä¯��{Ây�Z]�
RORÊ»��ËZ¼¿��Ä�]Y���Y�d�Y�c�Z^��ºÌÅ{��\e�»�kÁ��¶»Z��Ä�]Y��½M�Ä¯�ÉY(i, j)�ÉÂ����³Y�ZÆÀe�Á��³Y�|�Z]�
�|À¿Z»k��{�A�Ä¯�|��d§ZË�(k, j)�Á�(i, k)��{�Á{��Å�R|À�Z]����
µZj»����Ä�]Y����ÉR�ÉÁ�� , , ,1 2 3 4d�Y�Ã|��¦Ë� e��Ë��c�Â��Ä]���Ä�]Y���ÉROR|Ë�ÁM�d�{�Ä]�Y�����

��
� �

Äf°¿���³Y�M(R)f»��Ë�eZ»�Ä�]Y��Ä]���ZÀ��ÉR½M�,|�Z]���ÃZ³M (R) M(ROR)2���
µZj»����Ä�]Y����ÉRÄ�Â¼n»�ÉÁ����É , , ,A  1 02 3d�Y�Ã|��¦Ë� e�¶]Z¬»�c�Â��Ä]�������aRb b a ��
¦·Y�����dÆm�¥Y�³���Y{R.�Ìy�ZË�d�Y�½�Z¬f»{Za�Ä¯�|ÌÀ¯�ªÌ¬ve�Á�|ÌÀ¯�º���Y����
[�������Ë�eZ»( )M RÄ�]��Á�Äf�Â¿�Y�����ÉRoR|ÌÅ{�½Z�¿��ËZÅÂ���Z]�Y�����
��

   0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 1   
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Ä�ËZ¬»��Ë�eZ»�Á{�É��
ºÅ��Ë�eZ»�Á{��³Y�Ä^e�»��ÉE�Á�FÄËY�{�ÉY�Y{�Á{��Å��½M�,|À�Z]�®Ë�Á��¨��ÉZÅ���Ë�eZ»�ÃZ³E®qÂ¯�Y����ZË��e

�ÉÁZ�»FÃZ³�Å��ºÌËÂ³����Å�ÉY�Y�Ä]i�Á�jÄËY�{�,���É���i�½Âf��Á�¹Yj��Ë�eZ»�¹YEÄËY�{��Y����{����ZÀf»�ÉF�
®qÂ¯��c�Â��Ä]�Y��½M�Á�|�Z]�ÉÁZ�»�ZË��eE FÊ»�½Z�¿��ºÌÅ{���

µZj»������³Y�E
 

  
 

1 0 1
0 1 1

½M�6��|À¿Z»��Ë�eZ»�|Àq�ÃZ³F�Ä¯�É�Â��Ä]�{�Y{�{ÂmÁ�F E.��

µZj»�����Ë�eZ»�{Y| e���|À¿Z»�®Ë�Á��¨��ÉZÅF�����Z]�E F�Á�E F|Ì�ËÂÀ]��Ë���Ë�eZ»�ÉY�]�Y�����

E

 
 


 
  

1 0 1 1
0 0 0 1
1 1 0 0

��

Äf°¿���Ë�eZ»�TM MÄËY�{�ÉÁ��¶¼��Z]���ÉZÅM�Á�TMÊ»�¶Ì°�e�Ä¨·Â»�Ä]�Ä¨·Â»�[���Z]��Ì�¿�Ä]��Ì�¿��{Â����
� �

Ê³�ËÁ�Ê���]�Ä¿Z³�ZÆq�ÉZÅ�®Ë�É¥Y�³�½M�Ä]���ZÀf»��Ë�eZ»�ÉÁ���Y�Ä�]Y��� �
Ä�]Y���³Y��ÉRÄ�Â¼n»�ÉÁ���]���Én��ÉÂ��A½M�,|�Z]�Ã|��¦Ë� e��Ä�]Y��½M�ÃZ³���

���ÄËY�{�¹Z¼e��³Y�ZÆÀe�Á��³Y�d�Y�Ê]Ze�Z]�dÌ�Zy�ÉY�Y{��Y���«�ÉÁ��ÉZÅ��]Y�]�½M�Ê¸�|�Z]�����®Ë�ÉÁ���a
Ä�Â¼n»��Én�{Y| e�Ä]�ÉÂ���n n22Ä�]Y���Ê»�Ê]Ze�Z]�É�{�¯�¦Ë� e�½YÂe���

�����Ë�eZ»��³Y�ZÆÀe�Á��³Y�d�Y�Ê¿�Z¬e�dÌ�Zy�ÉY�Y{M|�Z]�½�Z¬f»����Ä�Â¼n»�®Ë�ÉÁ���a��Én�Ä]�ÉÂ���

�{Y| e
n n n n

n
 

 

2 2

2 22 2 2Ä�]Y���Ê»�Ê¿�Z¬e�É�{�¯�¦Ë� e�½YÂe���
�����Å�ÉY�Y�Ä]��³Y�ZÆÀe�Á��³Y�d�Y�Ê¿�Z¬e{Za�dÌ�Zy�ÉY�Y{i�Á�jÄËY�{�Á{��Y�,�ËZ¼f»���Éijm�Á�jim��Y�Ê°Ë��j¯Y|u�

�Z]��]Y�]�Á{�½M��Êe�Z^��Ä]�-|�Z]�T
nM M I ���Ä�Â¼n»�®Ë�ÉÁ���a��Én�{Y| e�Ä]�ÉÂ���

n n
n





2

22 3�
Ä�]Y��Ê»�Ê¿�Z¬e{Za�É�{�¯�¦Ë� e�½YÂe���

���dÌ�Zy�ÉY�Y{�ZÆÀe�Á��³Y�d�Y�É| e�M M2 ���
��

µÂ¼��¹|��Á�µÂ¼��¶�Y��
Ä�Â¼n»��^m��{�Ä�]Y��Ä]�ZÅ�Ê»�µÂ¼��¹|��Á�µÂ¼��¶�Y�,�Ë��É�ºÌËÂ³������

¦·Y��µÂ¼��¶�Y�� �
A B A B A B   ��
A B C A B C A B A C B C A B C            ��

[��µÂ¼��¹|��¶�Y�� �
A B S A B  � �

f°¿Ä��( )A B A B � �
µZj»����Ä�Â¼n»�Â���|Àq���É |A x N x   1 800��]�Ä¿���z]����]�Ä¿�Á�|Àf�Å��Ë~a�����
µZj»������Y��f¼¯�Ê Ì^��{|��|Àq�������]�Ä¯�{�Y{�{ÂmÁ���Á��.|Àf�Ì¿��Ë~a�ºÌ�¬e���
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 ��

Äf°¿�[YÂm�{Y| e���Ê¨À»Z¿�tÌv��ÉZÅkx x ... x n   1 2�Z]�d�Y��]Y�]�n k n k

n k

      
   

   

1 1
1

���

Äf°¿�[YÂm�{Y| e���d^j»�tÌv��ÉZÅ�Ê Ì^����kx x ... x n   1 2�Z]�d�Y��]Y�]�n

k

 
 

 

1
1

���

µZj»����Ä·{Z »���Éx x x  1 2 3 4.{�Y{�Ê¨À»Z¿�Á�tÌv��[YÂm�|Àq�� ���
µZj»����Ä·{Z »���Éx x x x   1 2 3 4 7.{�Y{�d^j»�Á�tÌv��[YÂm�|Àq���
�µZj»���Ê»�ªË���|Àq�Ä]���¾Ì]��Y�½YÂe��,cÁZ¨f»�ÊÀf�]��Â¿��½M�����Ä]�{�¯�[Zzf¿Y�ÊÀf�]��Â¿����Â¿��Å��Y�Ä¯

.{Â��[Zzf¿Y�{|��®Ë�¶«Y|u�ÊÀf�]��
�µZj»���Ä¸¼m�{Y| e�����]�ÉZÅ( )x y z  10|Ì]ZÌ]�Y�����
µZj»����Ä·{Z »���Éx x x x x    1 2 3 4 5 8�����Z]�x , x 2 42 1.{�Y{�Ê¨À»Z¿�Á�tÌv��[YÂm�|Àq���
µZj»����[YÂm�{Y| e��Ä·{Z »�tÌv��ÉZÅ��Éx x x  1 2 3 14��ËY���Z]�Y��, ,x x x  3 2 13 2 1�¾ÌÌ e�
|ÌÀ¯����
µZj»����[YÂm�{Y| e��Ä·{Z »�tÌv��ÉZÅ��Éx x x  1 2 3 14�����Z]�Y��ix  2�ÉY�]�, ,i 1 2 3|Ì]ZÌ]����

��
Äf°¿�[YÂm�{Y| e���d^j»�tÌv��ÉZÅ�Ê Ì^���Ä·{Z »Z¿���Ékx x ... x n   1 2[YÂm�{Y| e�Z]�d�Y��]Y�]���ÉZÅ

Ä·{Z »�d^j»�tÌv���Ék kx x ... x x n


    1 2 1���Z]�d�Y��]Y�]�ÊÀ Ën

k

 
 
 

1���

µZj»����[YÂm�{Y| e��Ä·{Z »Z¿�d^j»�Á�tÌv��ÉZÅ��Éx y z   7|Ì]ZÌ]�Y�����
� �

Äf°¿�[YÂm�{Y| e��Ä·{Z »Z¿�Ê¨À»Z¿�tÌv��ÉZÅ���Ékx x ... x n   1 2[YÂm�{Y| e�Z]���Ê¨À»Z¿�tÌv��ÉZÅ
Ä·{Z »��Ék kx x ... x x n


    1 2 1�����Z]�kx


1 1[YÂm�{Y| e�Z]�ÊÀ Ë��Ä·{Z »�Ê¨À»Z¿�Á�tÌv��ÉZÅ����É

k kx x ... x x n


     1 2 1 1d�Y��]Y�]����Z]�d�Y��]Y�]�ÊÀ Ën k

k

  
 
 

1���

µZj»���[YÂm�{Y| e��Ä·{Z »Z¿�Ê¨À»Z¿�Á�tÌv��ÉZÅ��Éx x x x   1 2 3 4 6|Ì]ZÌ]�Y�����
Äf°¿�®qÂ¯�Ê Ì^��{Y|�Y�{Y| e����Y��en�Z]�,|À�Z]�µÁY�½M�Ä]�d^�¿�Ä¯�Y��(n)Ê»��ËZ¼¿���Ä¯�Êf·Zu��{�Á�ºÌÅ{

�c�Â��Ä]�{|��½Mk
kn p .p .....p  

 1 2
1 2¶�Zu�Ä]���[��|�Z]�Ã|��É�ne�µÁY�¶»YÂ��,(n)Ä�]Y���Y���Ä]��Ë��É

Ê»�d�{�|ËM���
k

(n) n( )( )...( )
p p p

    
1 2

1 1 11 1 1���

µZj»����®qÂ¯�d^j»�tÌv��{Y|�Y�{Y| e����Y��e����Ä]�d^�¿�Ä¯�Y�����|ÌÀ¯�Ä^�Zv»�|À·ÁY����
� ���
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 ��

��
��
���Ä�]Y���É ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )R  1 1 1 3 2 2 3 1 3 2 3 3Ä�Â¼n»�ÉÁ����É , ,A  1 2 3d�Y�Ã|��¥� e����

¦·Y�����dÆm�¥Y�³�Ä�]Y��Z]���ZÀf»��Y{��ÉR|Ì�ËÂÀ]�Y�����
[�������Ë�eZ»( )M RÄ�]Y��½M�®¼¯�Ä]�Á�Ã{�¯��z�»�Y����\¯�»�ÉRoR|ÌÀ¯��z�»�Y�����
���Ä�]Y���ÉRÄ�Â¼n»�ÉÁ����É , , ,A  1 02 3d�Y�Ã|��¦Ë� e�¶]Z¬»�c�Â��Ä]�������aRb b a ��

¦·Y�����dÆm�¥Y�³���Y{R.�Ìy�ZË�d�Y�½�Z¬f»{Za�Ä¯�|ÌÀ¯�ªÌ¬ve�Á�|ÌÀ¯�º���Y����
[�������Ë�eZ»( )M RÄf�Â¿�Y��½M��Y�Á��Ä�]��Zm���ÉRoR|ÌÅ{�½Z�¿��ËZÅÂ���Z]�Y�����
���Ä�Â¼n»��É , , , ,A  1 01 2 3Ä�]Y��Á���ÉR�ÉÁ��A�c�Â��Ä]� ( , ) :R x y x y d�Y�Ã|��¦Ë� e����

¦·Y������dÆm�¥Y�³���Y{�Z]���ZÀf»R|Ì�ËÂÀ]�Y�����
[�������dÆm�¥Y�³��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]��Z]���ZÀf»��Y{R�|ÌÀ¯�ªÌ¬ve�R.�Ìy�ZË�d�Y�½�Z¬f»{Za���

���Ä�]Y���ÉRÄ�Â¼n»�ÉÁ����É , , ,A  1 2 3 4d�Y�Ã|��¦Ë� e��Ë��c�Â��Ä]����
 ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )R  1 1 1 3 2 2 2 4 3 3 3 1 4 2 4 4���

¦·Y������dÆm�¥Y�³�|ÌÀ¯�º���Y��Ä�]Y���Y{� �� �[��Ä�]Y��|ÌÀ¯��z�»�Ä�]Y��¥Y�³�ÉÁ���Y��ÉR�Ê]Ze�Z]�
.d�Y��
k������Ä�]Y���Ì�¿��Ë�eZ»��ÉR|Ì�ËÂÀ]�Y���� �� �{���ÊËZËY�e�dÌ�Zy�,�Ë�eZ»�ÉÁ���YR|ÌÀ¯�Ê���]�Y�����

����Ë�eZ»�{Y| e��|À¿Z»�®Ë�Á��¨��ÉZÅF�����Z]�E F�Á�E F|Ì�ËÂÀ]��Ë���Ë�eZ»�ÉY�]�Y�����

E

 
 


 
  

1 0 1 1
0 0 0 1
1 1 0 0

��

���Ä�]Y���ÉRÄ�Â¼n»�ÉÁ����É , , ,A a a a a 1 2 3 4d�Y�Ã|��¦Ë� e���dÆm�¥Y�³��³Y����ZÀf»��Y{R�c�Â��Ä]�
|�Z]��Ë�������������������������������������������������������������������������������������������������

��
¦·Y������Ä�]Y���ÉR|Ì�ËÂÀ]�\e�»�kÁ��c�Â��Ä]�Y�����
[������Ä�]Y��Z]���ZÀf»��Ë�eZ»��ÉR|Ì�ËÂÀ]�Y�����
k�������Z]���ZÀf»��Ë�eZ»��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]R�|ÌÀ¯�ªÌ¬ve�,R�.�Ìy�ZË�d�Y�½�Z¬f»��

���Ä�]Y���ÉRÄ�Â¼n»�ÉÁ����É , , ,A a b c dd�Y�Ã|��¦Ë� e���dÆm�¥Y�³��³Y��Z]���ZÀf»��Y{R��Ë��c�Â��Ä]�
|�Z]��������������
� �

��
¦·Y������Ä�]Y���ÉRc�Â��Ä]�Y��|Ì�ËÂÀ]�\e�»�kÁ�����
[������dÆm�¥Y�³��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]��Z]���ZÀf»��Y{R�|ÌÀ¯�ªÌ¬ve�R.�Ìy�ZË�d�Y�ÊËZËY�e���
k������Ä�]Y��Z]���ZÀf»��Ë�eZ»��ÉR|Ì�ËÂÀ]�Y�����

���Ä�Â¼n»��Y�Â���|Àq��É |A n N n   1 1262��]�Ä¿����]�Ä¿�Á���z]��.d�Y��Ë~a��

cZÌ^Ì¯�e�Ê¿Zvf»Y�µYÂ��Ä¿Â¼¿� �
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 ��

����¹Z«�Y��Y�®Ë��Å�½M��{�Ä¯�{�Y{�{ÂmÁ�Ê¼«��Ä��{|��|Àq��Á��.|�Z]�Äf§���Z¯�Ä]��Z]�®Ë�¶«Y|u���
����[YÂm�{Y| e�Ä·{Z »�ÉZÅ��Éx x x  1 2 3 8|Ë�ÁM�d�{�Ä]�Y�����
����[YÂm�{Y| e�Ä·{Z »�d^j»�Á�tÌv��ÉZÅ�]Z¬»�É|ÌÀ¯�¾ÌÌ e�Y��¶��x x x  1 2 310 23������������������������������������
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 ��

� �� �
� �

Ã|Ë|a�Ê§{Z�e�É��
Ã|Ë|a�ZË��ËZ»�M�ÄnÌf¿�,�Â«Á��Y�¶^«�Ä¯�d�Y�ÉY�|�Z^¿�¹Â¸ »���«��Â��Ä]�½M�É���

��
Ä¿Â¼¿�ÉZ�§�ÉY�(s)�� �

�®Ë��{Ã|Ë|a�Ä�Â¼n»�Ä]�,Ê§{Z�e�É�Ä¿Â¼¿�ÉZ�§�,¾°¼»�lËZf¿�¹Z¼e�É�Ê»�ÉY�ºÌËÂ³���
µZj»����Y��Ä°��®Ë��Ê»�[Ze�a��Z]��Ä¿Â¼¿�ÉZ�§�-ºÌÀ¯�.{�Y{�Â���|Àq�¶�Zu�ÉY��
µZj»���Ê»�[Ze�a�Y���Ze�®Ë�Á�Ä°��®Ë��Ä¿Â¼¿�ÉZ�§�,ºÌÀ¯�.{�Y{�Â���|Àq�¶�Zu�ÉY��
µZj»����¶»Z��¥���®Ë��Ã�Æ»���Ê]M��ËZ¼f»�É�Á�Ã�Æ»��d�Y�|Ì¨���ËZ¼f»�É���¥���¾ËY��Y��Ê§{Z�e��Â��Ä]�Ã�Æ»�

Ê»�k�Zy�Ä¿Â¼¿�ÉZ�§�,ºÌÀ¯�.{�Y{�Â���|Àq�ÉY��
��

Ê§{Z�e�ÉZÅ|»Z�Ìa�� �
Ä�Â¼n»�Ë���Y�®Ë��Å�Ä]�Ä¿Â¼¿�ÉZ�§�ÉZÅ�Ê»�Ê§{Z�e�|»Z�Ìa�®Ë�ÉY�ºÌËÂ³���

��

Äf°¿�Ä�Â¼n»�®Ë��{���Én|»Z�Ìa�{Y| e�,ÉÂ����ÉZÅk�Z]��]Y�]�ÉÂ���n

k

 
 
 

�ZÅ|»Z�Ìa�¶¯�{Y| e�Á�n2d�Y����

µZj»�����Ë��{Y| e�Ä�Â¼n»�Ä�Â¼n»�ÉÂ���Ä��ÉZÅ��É , , , ,A a b c d e|Ì]ZÌ]�Y�����
µZj»���½M�|»Z�Ìa�,�´Ë|°Ë�Z]��Ze�Á{�[Ze�a��{�]�{|��Á{��Â¼n»�Ä¯�Y����]Y�]�Ã|»M�d�{�Ä�|Ì�ËÂÀ]�,|�Z]����
µZj»����½ZÌ»��Y���Ä¯��¨¿�x�Á�y½M��Y��¨¿�Á{��Ì¿��Ê»�[Zzf¿Y�Ê§{Z�e��Â��Ä]��¨¿��ZÆq�,|Àf�Å�ZÅ�ºÌÀ¯���{Y| e

�Ä¯�Z�§�½M��Y�É|»Z�Ìa�ÉZ��Yx½M��{���Ê·Á�|�Z]�ZÅy.{�Y{�Â���|Àq�,|�Z^¿���
� �

|»Z�Ìa�®Ë�º¼f»�� �
�|»Z�Ìa�º¼f»A�Z]�Y��AÊ»�½Z�¿��ºÌÅ{��AÊ»�w��Êf«Á���Ä¯�|Å{A��|Å|¿�w���

µZj»���Ê»�[Ze�a�Y��Ä°���ZÆq��ºÌÀ¯��Ä°���Y�Ê°Ë�¶«Y|u�Ä¯�½M�|»Z�Ìa�.{�Y{�Â���|Àq�,|�Z]�Á��ZÅ��
µZj»����{Y�§Y�¾Ì]��Y�g, f , e,d,c, b,aÊ»�[Zzf¿Y�Ê§{Z�e��Â��Ä]�Y���¨¿��ZÆq�,�ºÌÀ¯���|»Z�Ìa��³YAÄ¯�|�Z]�½M��{�

fÀ»�{Y�§Y�¾Ì]�,{Y�§Y�¾Ì]��Y�\za�Á�b½M�,|�Z]�{ÂmÂ»�Ê°Ë�¶«Y|u�,��ÃZ³A.{�Y{�Â���|Àq���
���

�Z³�Z�Z¿�ÉZÅ|»Z�Ìa��� �
�|»Z�Ìa�Á{A�Á�B,ºÌËÂ³��Z³�Z�Z¿�Y��|Å|¿�w��É�´Ë{�,{Y{�w��Ê°Ë��³Y�ÃZ³�Å���Êe�Z^��Ä]��A B  ���
Ä¿Â¼¿�ÉZ�§�Äf��³�ÉY��Ä¿Â¼¿�ÉZ�§�ÉZ��Y��³Y�Ä¿Â¼¿�ÉZ�§�½M�Ä]�,|À�Z]���Z¼��¶]Z«�ÉY�Ê»�Äf��³�,ÉY�ºÌËÂ³���

��

Äf��³�ÉZ�§��{�µZ¼fuY��|»Z�Ìa��Â«Á�µZ¼fuY�A�ÉZ�§��{�Ä¿Â¼¿��ÉYS�Z]�d�Y��]Y�]�n(A)
P(A)

n(S)
���

µZj»���½M�µZ¼fuY�,�Ze�Á{�[Ze�a��{��.d�Y��|¬q�|À�Z]��]Y�]�ºÅZ]�Ã|���ÅZ��{Y|�Y�Ä¯��
��

�¶�§���µZ¼fuY� �
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 ��

¶¬f�»�ÉZÅ|»Z�Ìa��|»Z�Ìa�Á{�A�Á�BÂ³�¶¬f�»�Y��½M��Y�®Ë��Å��Â«Á�ÃZ³�Å�ºÌË��É�´Ë{��Â«Á��]�É�ÌiZe�ZÅ
|�Z]�Äf�Y|¿���

Äf°¿��|»Z�Ìa�Á{�Ä¯�½M�ÉY�]�Ê§Z¯�Á�¹�Ó�����A�Á�BÄ¯�d�Y�½M�|À�Z]�¶¬f�»���P(A B) P(A)P(B)���
Äf°¿���³Y�AÁ��B|À�Z]�¶¬f�»�|»Z�Ìa�Á{����

���A�Á�B¶¬f�»��Ì¿��|¿Y���
���A�Á�B¶¬f�»��Ì¿��|¿Y���
��

µZ¼fuY�¾Ì¿YÂ«�� �
�����³YS§�Ä¿Â¼¿�ÉZ��½M�,|�Z]�ÉY��ÃZ³P(S) 1��
�����³YAÄ¿Â¼¿�ÉZ�§��{�ÃYÂz·{�|»Z�Ìa�®Ë���ÉYS½M�,|�Z]���ÃZ³P(A) 0 1� ���
�����³YA�Á�BÄ¿Â¼¿�ÉZ�§��{�ÃYÂz·{�|»Z�Ìa�Á{���ÉYS|À�Z]����

��P(A B) P(A) P(B) P(A B)   �¦·Y��
P(A B) P(A) P(A B)   �[��
P(A B ) P(A B) P(A B) P(A) P(B) P(A B)        1 1   �k��

P(A B) P(A B) P(A B)   �{��
����|»Z�Ìa�Á{��³YA�Á�B]��Z³�Z�Z¿�Z½M�,|À���ÃZ³P(A B) P(A) P(B) ��
���P(A ) P(A)  1��
�����³YnA ,...,A , A2 1½M�,|À�Z]�¶¬f�»�Á{�Ä]�Á{��ÃZ³����

n nP(A A ... A ) P(A ) P(A ) ... P(A )   1 2 1 2  ��

µZj»�����Ê¼Ì��½Zvf»Y��{�Ê�z��Ê·Â^«�µZ¼fuY�2
3

�Ê�ZË����{��{�Á�1
4

���{�Á{��Å��{�Á�1
6

Ê»��|�Z]���µZ¼fuY

Ä¯�|ÌÀ¯�[Z�u�Y��½M���
¦·Y������{Â��µÂ^«���{�Á{��Y�Ê°Ë��{�¶«Y|u��

���[��{Â��µÂ^«�Ê�ZË����{��{��¬§���
k�����{Â��µÂ^«���{�Á{�¾ËY��Y�Ê°Ë��{��¬§���
����{��Ë�pÌÅ��{{Â�¿�µÂ^«���{�Á{�¾ËY��Y�®���

µZj»�����|»Z�Ìa�ÃZ³�Å�,�Ze�®Ë�[Ze�a��{�A��Y��f¼¯�{|��½|��Á����|»Z�Ìa�Á�B�,|�Z]�µÁY�{|��½|��Á��
|ÌÀ¯�¾ÌÌ e���

¦·Y�������ZËMA�Á�B�.Y�q�.|¿�Z³�Z�Z¿��
[�������ZËMA�Á�B¶¬f�»��.Y�q�.|¿Y��
µZj»������³Y�A�Á�B�Á�|À�Z]�¶¬f�»�( ) /P A  0 3�Á�( ) /P A B  0 44�ÃZ´¿M�,( )P B|Ë�ÁM�d�{�Ä]�Y���� ���

µZj»������z��Ä¯�¾ËY�µZ¼fuY�A�Z]��]Y�]�{Â��µÂ^«��Â°À¯��{�3
5

¾ËY�µZ¼fuY�Á����z��Ä¯B��Â°À¯�¾ËY��{�

�Z]��]Y�]�{Â��µÂ^«2
3

d�Y����

¦·Y��¾ËY�µZ¼fuY�.d�Y��|¬q�|¿Â��µÂ^«�½Â»�M�¾ËY��{�Á{��Å�Ä¯��
[��¾ËY�µZ¼fuY���¬§�Ä¯B.d�Y��|¬q�{Â��µÂ^«�½Â¼¿M�¾ËY��{���
k��¾ËY�µZ¼fuY�.d�Y��|¬q�|¿Â��µÂ^«�½Â»�M��{��¨¿�Á{�¾ËY��Y�Ê°Ë��¬§�Ä¯��
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 ��
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