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مقدمه
در قسمت اول با نظریۀ گراف ها که یکی از مباحث ترکیبیات است آشنا شدیم. در این 
قسمت با مباحثی دیگر از ترکیبیات آشنا می شویم. ترکیبیات معمولاً با مجموعه های متناهی 
سر و  کار دارد و لذا یکی از مباحث ترکیبیات، شمارش است. در اینجا با بعضی از ابزارهای 
شمارش آشنا می شویم. کلاً به مقدمات بسنده می کنیم، با این امید که دانش آموزان با این 

آشنایی اولیه انگیزهٔ کافی پیدا کنند که خود در این مباحث به مطالعه بپردازند.
در فصل 7 نشان می دهیم گراف ها چگونه می توانند به فهم مطالب دیگر ریاضی 
کمک کنند. گراف ها و ماتریس های متناظر با آنها با شکل و شمایل شهودی که دارند به 
تجسم مفاهیم انتزاعی کمک می کنند.  یکی از دلایلی که همۀ ما از هندسه خوشمان می آید 
شهودی بودن آن است. گراف نیز همان امتیاز را دارد. به علاوه چون در رسم نمودار گراف 
طول یال ها و یا مکان رأس ها مطرح نیست درک شهودی ساده تر می شود. در بخش 7 ـ1 
بعضی از این استفاده های شهودی را مطرح می کنیم. در مطالعهٔ مجموعه ها نیز می توان 
نمودارهایی به آنها نسبت داد. این نمودارها به درک مفاهیم کمک زیادی می کنند. با 
استفاده از این نمودارها حتی می توانیم مفاهیمی را که یاد گرفته ایم تعمیم دهیم. بخش 
7 ـ3 به این موضوع اختصاص دارد. با تعمیم این مفاهیم یک ابزار شمارشی به نام اصل 
شمول و عدم شمول را خواهیم دید. در فصل 8 یکی دیگر از مباحث ریاضی به نام دنباله های 

بازگشتی را به عنوان یک ابزار شمارشی به کار خواهیم گرفت. 
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7  ـ1ـ رابطه ها و گراف ها
مفاهیم مربوط به رابطه را که در کتاب جبر و احتمال سال سوم دیده ایم یادآوری می کنیم.

از  است  عبارت   B به   A از رابطه  آن گاه یک  باشند،  دو مجموعه   B و  A هرگاه تعریف: 
زیرمجموعه ای از A * B. زیرمجموعه های A * A را رابطه های روی A می گویند.

مثال 1: روی مجموعهٔ اعداد صحیح Z یک رابطهٔ R را می توان چنین تعریف کرد:
	.a ≤ b هر گاه (a,b) ∈ R یا aRb 	

این رابطه همان رابطهٔ معمولی »کوچک تر از یا مساوی با« روی Z است که روی Q، مجموعهٔ 
	 اعداد گویا، و روی R، مجموعهٔ اعداد حقیقی، نیز تعریف می شود.     

مثال 2: برای هر دو عضو x,y ∈ Z تعریف می کنیم:
R ∋ (x,y) یا xRy هرگاه x - y مضربی از 7 باشد. 	

    .3 R پس داریم: 9R2 و 3R11-، ولی 7
	مثال 3: مجموعهٔ A = {1,2,3,4,6,12} مفروض است. به ازای هر دو عضو a,b ∈ A تعریف 

	   .a|b هرگاه aRb :می کنیم
حال فرض کنید A یک مجموعهٔ متناهی و R یک رابطه روی A باشد. به R گراف جهت دار 
G را به صورت زیر نسبت می دهیم. رأس های G اعضای A هستند و رأس a به رأس b متصل است 

.aRb هرگاه

مدل های شهودی
 و 

تجسمی در ترکیبیات

7 
صل

ف
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به  مربوط  گراف   ،1 شکل  مثال،  به عنوان 
نشان  است  شده  داده   3 مثال  در  که  را  رابطه ای 
می دهد. مثلاً رأس 1 به تمام رئوس، حتی به خود 
1، وصل است زیرا عدد 1 تمام اعداد صحیح را 

می شمارد. 

یک  نشانگر  جهت دار  هرگراف  متقابلاً 
رابطه است. مثلاً از گراف شکل 2 نتیجه می شود 
 A = {a,b,c} ٔروی مجموعه R که رابطه ای مانند

تعریف شده است و داریم:
.aRb  ,  aRc  ,  bRb  ,  cRa  ,  cRc

شکل 1ــ گراف جهت دار رابطۀ عاد کردن   

این تناظر بین گراف ها)ی جهت دار( و رابطه ها به درک بسیاری از ویژگی های رابطه ها کمک 
می کند. مثلاً می توانید بازتابی، متقارن بودن یا نبودن رابطه ها را فوراً از روی گراف جهت دار مربوط 
تشخیص دهید. این ویژگی ها در درس های سال های قبل تعریف شده اند. یکی از ویژگی های رابطه ها 
که کاربرد فراوان دارد خاصیت پاد متقارن است. رابطهٔ R را وقتی پاد متقارن گوییم که به ازای هر 
زوج مرتب (a,b)، اگر R ∋ (a,b) و R ∋ (b,a) آن گاه a = b. مثلاً رابطهٔ »کوچک​تر از یا مساوی با« 
در مثال 1 و رابطهٔ »عادکردن« در مثال 3 دو رابطهٔ پاد متقارن اند ولی رابطهٔ مثال 2 پاد متقارن نیست.

حال ارتباط این ویژگی ها را با گراف های جهت دار بیان می کنیم.
یک رابطه بازتابی است اگر و تنها اگر گراف جهت دار متناظر با آن در هر رأس دارای یک طوقه 

باشد. طوقه یالی است که یک رأس را به خودش وصل می کند.
یک رابطه متقارن است اگر و تنها اگر گراف جهت دار متناظر با آن دارای این ویژگی باشد که هرگاه 
از رأسی مانند a به رأسی مانند b یک یال موجود باشد آن گاه از رأس b به رأس a نیز یالی موجود باشد.

شکل 2ــ گراف جهت دار یک رابطه

2 6

12

31

4

a
b

c
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یک رابطه پاد متقارن است اگر و تنها اگر گراف جهت دار متناظر با آن دارای این ویژگی باشد 
که هرگاه از رأسی مانند a به رأسی دیگر مانند b یک یال موجود باشد آن گاه از رأس b به رأس a یالی 

موجود نباشد.
یک رابطه ترایایی است اگر و تنها اگر در گراف جهت دار متناظر با آن اگر از رأسی مانند a به 
رأسی دیگر مانند b یک یال موجود باشد و از رأس b به رأسی مانند c یالی موجود باشد آنگاه از رأس 

a به رأس c نیز یک یال وجود داشته باشد.
مثال 4: با توجه به شکل 2 معلوم می شود که رابطهٔ متناظر با این گراف جهت دار هیچ یک از 
ویژگی های فوق را ندارد )چرا؟(. درصورتی که گراف جهت دار شکل 1 متناظر با رابطه ای است که 

دارای ویژگی های بازتابی، پادمتقارن بودن و ترایایی است.    
	

7  ـ2ـ رابطه ها و ماتریس ها
در قسمت گراف ها به هر گراف یک ماتریس صفر و یک به نام ماتریس مجاورت نسبت داده شد. 
ماتریس مجاورت گراف های جهت دار هم به طور مشابه تعریف می شود. مثلاً ماتریس مجاورت گراف 

جهت دار شکل 2 به صورت زیر است:  

        
	

a b c
a
b
c

 
 
 
  

0 1 1

0 1 0

1 0 1 	
پس می توان این ماتریس را متناظر با رابطهٔ مربوط به شکل 2 گرفت. توجه کنید که درایهٔ ijام 

.iRj ماتریس متناظر مساوی با 1 است اگر و تنها اگر
اکنون می توانیم ویژگی های مربوط به رابطه ها را به زبان ماتریس ها بیان کنیم. مثلاً ویژگی بازتابی 

یعنی اینکه همهٔ درایه های قطر اصلی ماتریس 1 باشند. بقیهٔ ویژگی ها را به زبان ماتریس بیان کنید. 
در این فصل صرفاً ماتریس های صفر و یک را در نظر می گیریم. اکنون یک عمل جمع و یک 
عمل ضرب برای اعضای مجموعهٔ دو عضوی {0,1} تعریف می کنیم که از روی آن »توان دوم« را برای 

ماتریس ها تعریف خواهیم کرد. این توان دوم با آنچه که در جبر خطی دیده ایم فرق دارد.

a b c
a
b
c

 
 
 
  

0 1 1

0 1 0

1 0 1

a b c
a
b
c

 
 
 
  

0 1 1

0 1 0

1 0 1

a b c
a
b
c

 
 
 
  

0 1 1

0 1 0

1 0 1
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به ترتیب زیر  عمل های بولی را  به   موسوم 


+  و  تعریف: روی مجموعهٔ {0,1} دو عمل 
تعریف می کنیم:

1 + 0 = 0 + 1 = 1         ,         0 +  = 0    ,    1 + 1 = 1 	
,= = = =1 1 1 1 0 0 1 0 0 0    	

ij را به صورت زیر تعریف می کنیم: n n
M m

×
 =   با توجه به تعریف بالا، توان دوم ماتریس 

( )
i j i j in nj n n

M m m m m m m
×

 = + + +  0
2

1 1 2 2  

    	
به عبارت دیگر برای به دست آوردن توان دوم یک ماتریس که در اینجا تعریف کردیم مانند توان 
دوم معمولی در ماتریس ها عمل می کنیم ولی در نهایت به جای هر درایهٔ غیرصفر که به دست آمده باشد 

عدد 1 قرار می دهیم.

( )M
 
 =  
  

2

1 1 1

0 1 0

1 1 1

M، آن گاه داریم: 
 
 =  
  

0 1 1

0 1 0

1 0 1

مثال 5: اگر  
 	

 A رابطه ای روی ،RoR باشد ترکیب رابطۀ A ٔرابطه ای روی مجموعه R تعریف: هرگاه
است که با قاعدهٔ زیر تعریف می شود:

.bRc و aRb وجود داشته باشد که b ∈ A هرگاه عضوی مانند a(RoR)c
با توجه به تعریف های فوق قضیهٔ زیر را می توان به سادگی اثبات کرد.

قضیۀ 1: فرض کنید A یک مجموعهٔ  nعضوی، n ∈ N و R یک رابطه روی A باشد. هرگاه 
M(R) ماتریس متناظر R باشد داریم:

الف( M(R) = [O]n*n )یعنی همهٔ درایه هایM(R) صفرند( اگر و تنها اگر R = ϕ؛
ب( M(R) = [1]n*n )یعنی همهٔ درایه های M(R) یک اند( اگر و تنها اگر R = A * A؛ 

.M(RoR) = [M(R)](2) )پ
اثبات: بند )الف( و )ب( بلافاصله از تعریف نتیجه می شوند. برای اثبات بند )پ(، اول فرض 
کنید i(RoR)j. پس عضوی مانند k ∈ A وجود دارد به طوری که iRk و kRj. پس درایه های ikام 
و kjام در ماتریس M مساوی با 1 هستند. درنتیجه درایهٔ ijام در ماتریس M(2) برابر با 1 است. حال 

به عکس اگر درایهٔ ijام در ماتریس M(2) برابر با 1 باشد یعنی

i j i j in njm m m m m m+ + + =1 1 2 2 1  

    	
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 ،mik  =  mkj = 1 از آنجا .mikmkj=1 ًآن گاه حداقل یکی از جمعوندها باید مساوی با 1 باشد. مثلا
	.i(RoR)j پس بنا به تعریف خواهیم داشت .iRk و kRj :که نتیجه می شود

	 مثال6: مجموعهٔ A = {1,2,3,4} و رابطهٔ R روی A به صورت	 
R = {(1,1),(1,2),(2,3),(3,3),(3,4)} 	
 	 .RoR ٔمفروض است. مطلوب است محاسبه

	

M(R)

 
 
 =
 
 
 

1 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 1

0 0 0 0                                                                       

داریم

	[ ]( )M(R) M(RoR)

 
 
 = =
 
 
 

2

1 1 1 0

0 0 1 1

0 0 1 1

0 0 0 0

پس:	

	                            RoR = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4)}و از آنجا           
ij از اندازهٔ  m n

B b
×

 =   ij و  m n
A a

×
 =   تعریف: فرض کنید ماتریس های صفر و یک 

m * n باشند. گوییم A کوچک​تر از یا مساوی با B است و می نویسیم A << B هرگاه به ازای هر 
.aij ≤ bij 1 داشته باشیم ≤ j ≤ n 1 و هر ≤ i ≤ m

 A ٔروی یک مجموعه R2 و R1 ماتریس های متناظر با رابطه های M2 و M1 روشن است که اگر
.M1 << M2 اگر و تنها اگر R1 ⊆ R2 باشند، آن گاه

قضیۀ 2: مجموعهٔ n عضوی n ∈ N ،A، و رابطهٔ R روی آن را در نظر می گیریم. فرض کنید 
M ماتریس متناظر با این رابطه باشد. آن گاه 

)الف( R بازتابی است اگر و تنها اگر In << M. ) In ماتریس همانی n * n است(.
)ب( Rمتقارن است اگر و تنها اگر M = MT. )ماتریس MT ترانهادهٔ M است و آن ماتریسی است 

که از قراردادن سطرهای M به جای ستون های M، با حفظ ترتیب، به دست می آید.(
.M(2) << M ترایایی است اگر و تنها اگر R )پ(

)ت( R پاد متقارن است اگر و تنها اگر M ∧ MT << In. )ماتریس M ∧ MT با عمل روی 
درایه های M و MT نظیر به نظیر با ضرب مؤلفه به مؤلفه تشکیل می شود(.
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اثبات: هرکدام از حکم های فوق با توجه به تعریف های مربوط به سادگی اثبات می شوند. ما 
دو حکم آخر را ثابت می کنیم. 

 ،yRz و xRy ترایایی است. هر گاه R باید نشان دهیم .M(2) << M برای اثبات )پ(، فرض کنید
آن گاه در ماتریس M، درایهٔ سطر xام و ستون yام و همچنین درایهٔ سطر yام و ستون zام برابر 1 است.
درنتیجه درایهٔ واقع در سطر xام و ستون zام در ماتریس M(2) برابر 1است. چون M(2) << M پس درایهٔ 

 .xRz نیز باید 1 باشد یعنی M ام ماتریس z ام و ستونx سطر
به عکس، فرض کنید R ترایایی باشد. باید نشان دهیم که M(2) << M. فرض کنید mxz، درایهٔ 
واقع در سطر xام و ستون zام در ماتریس M(2)، مساوی 1 باشد، آن گاه باید y ∈ A وجود داشته باشد 
 .xRz ترایایی است R و چون yRz و xRy درنتیجه باید .mxy = 1 و myz = 1 : M که در ماتریس

.M(2) << M یعنی نشان داده ایم که .mxz = 1 پس
برای اثبات حکم )ت(، فرض کنید R پاد متقارن باشد. اگر به ازای دو عضو متمایز i و j داشته 
باشیم R ∌ (i,j) آن گاه درایهٔ ijام در M و درنتیجه در M ∧ MT برابر با 0 است. اگر R ∋ (i,j) آن گاه  
R ∌ (j,i). یعنی اگر درایهٔ ijام )i ≠ j( در M مساوی با 1 باشد آن گاه درایهٔ jiام در M مساوی با 0 

.M ∧ MT << In برابر با 0 است. یعنی M ∧ MT ام درij ٔاست. پس در این صورت نیز درایه
به عکس از M ∧ MT << In نتیجه می شود که همهٔ درایه های غیرقطری M ∧ MT صفرند. یعنی 
به ازای i ≠ j داریم mij.mji = 0. در این صورت فقط سه حالت زیر امکان پذیرند: mij = mji = 0 یا 

.i = j آن گاه jRi و iRj   که نتیجه می شود: اگر .mij = 1, mji = 0 و یا mij = 0 , mji = 1
	  	 اثبات بقیهٔ حکم ها را به عنوان تمرین به عهده دانش آموزان می گذاریم.

	قضیه های 1 و 2 ارتباط بین رابطه ها و ماتریس های صفر و یک را نشان می دهند. این قضیه ها با 
وجود سادگی اهمیت زیادی دارند. زیرا بهترین راه معرفی یک رابطه به کامپیوتر از طریق ماتریس صفر و 

یک است. از طریق حکم های فوق می توان با کامپیوتر ویژگی های هر رابطه ای را بررسی کرد.
مثال 7: با استفاده از قضیهٔ 2 می توان یک الگوریتم نوشت و با برنامهٔ کامپیوتری هم ارزی بودن 
رابطه ای را که روی یک مجموعهٔ متناهی A داده شده است امتحان کرد. یعنی رابطهٔ R یک رابطهٔ 

هم ارزی است اگر و تنها اگر M، ماتریس صفر و یک متناظر با آن، دارای شرایط زیر باشد:
 In << M )الف(

 M = MT )ب(          
 M(2) << M )پ(              
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7ـ3ـ اصل شمول و عدم شمول
یکی از ابزارهای شمارش به اصل شمول و عدم شمول معروف است. حالت خاص آن را قبلاً در 
کتاب جبر و احتمال دیده اید. اگر A یک مجموعهٔ متناهی باشد تعداد عناصر آن را با |A| نشان می دهیم. 

فرض کنید A1 و A2 دو مجموعهٔ متناهی باشند. داریم:
)1 (      A A A A A A= + −1 2 1 2 1 2  	

A هر عضوی که فقط به یکی  A+1 2 با توجه به شکل 3 رابطهٔ )1( درست است، زیرا در مجموع 
 A1 ٔمتعلق باشد یک بار به حساب می آید ولی هر عضوی که به هر دو مجموعه A2 یا A1 از مجموعه های
  A A+1 2 A از حاصل  جمع  A1 2 و A2 تعلق داشته باشد دو بار شمرده می شود. پس با کم کردن 

هر عضو از  A1A2 دقیقاً یک بار به حساب می آید. 

رابطهٔ )1( وجه تسمیهٔ »شمول و عدم شمول« را نیز توجیه می کند. زیرا در شمارش اعضای 
مجموعهٔ A1A2، اول همهٔ اعضای A1 و A2 را به حساب می آوریم )شمول( ولی چون در این صورت 

اعضای A1∩A2 دوبار به حساب می آیند آنها را از شمارش خود خارج می کنیم )عدم شمول(.
مثال 8: چند عضو از مجموعهٔ A = {n ∈ N:1 ≤ n ≤ 6300} نه بر5 تقسیم پذیرند ونه بر 3؟
فرض کنید A1 زیرمجموعهٔ A متشکل از مضارب 3 و A2 زیرمجموعهٔ A متشکل از مضارب 

B  متمم1 مجموعهٔ B را نمایش می دهد(. داریم: A را پیدا کنیم ) A1 2 5 باشند. می خواهیم 

A = =1
6300 2100

3 	
A = =2

6300 1260
5 	

شکل 3ــ نمودار ون برای دو مجموعه    

A1 A2

A2

A1

1ــ متمم مجموعهٔ B را گاهی با ′B یا Bc هم نمایش می دهند.به جای متمم گاهی اصطلاح مکمل را به کار می برند.


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A1  مجموعهٔ اعدادی هستند که هم بر 3 و هم بر 5 تقسیم پذیرند پس:  A2 و چون
	 	
A A ( )( )= =1 2

6300 420
3 5



	
درنتیجه با توجه به رابطهٔ )1( داریم:	

 |A1 

 A2| = 2100 +1260 - 420 	
    = 2940                                                                                              

	. A A = − =1 2 6300 2940 3360

و از آنجا 
حال برای n = 3 اصل شمول و عدم شمول را مطالعه می کنیم.                

قضیۀ 3: فرض کنید A1 و A2 و A3 سه زیرمجموعهٔ متناهی از یک مجموعهٔ A باشند. داریم 
A A A A A A A A A A= + + − −1 2 3 1 2 3 1 2 1 3    	
)2 (                        A A A A A− +2 3 1 2 3      	

A1 A2

A1 A3
A2 A3

A2

A1 A1 A2 A3

A3








  شکل 4ــ نمودار ون برای سه مجموعه
دو حالت داریم:

حالت 1: اگر x متعلق به هیچ کدام از مجموعه های A1 و A2 و A3 نباشد، آن گاه x در دو طرف 
رابطهٔ )2(، صفر بار به حساب می آید.

حـالت 2: فــرض کنید x بــه s مجموعـه از مجموعـه هــای A1 و A2 و A3 تعلق داشته بــاشد 
)s ≤ 3 ≥ 1(. آن گاه x یک بار در طرف چپ به حساب می آید، و در طرف راست نیز

اگر s  = 1، یک بار به حساب می آید،
اگر s  = 2، باز هم 1  =  1  -  2 بار به حساب می آید و 

	 اگر s  = 3، در این صورت هم 1  =  1  + 3  -  3 بار به حساب می آید.              

 A از x اثبات: نشان می دهیم که هر عضو
به تعداد مساوی در دو طرف رابطهٔ )2( به حساب 

می آید. به شکل 4 توجه کنید. 


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اثبات بالا را می توان به n مجموعه تعمیم داد و قضیه ای بیان کرد که به اصل شمول و عدم شمول 
معروف است. در مثال های زیر خواهیم دید که چگونه بعضی از مسائل کلاسیک شمارش را می توان 

با اصل شمول و عدم شمول حل کرد.
مثال 9: تعداد توابع پوشا از یک مجموعهٔ 4 عضوی B به یک مجموعهٔ 3 عضوی A را پیدا 
کنید. باید توجه کرد که منظور از تابع f:B  A تابعی است که روی همهٔ اعضای B تعریف شده 

 .f برُد = Rf = A را پوشا می نامیم هرگاه f:B  A است و تابع
. مجموعهٔ تمام توابع f :B → A را با  { }A a ,a ,a= 1 2 3 } و  }B b ,b ,b ,b= 1 2 3 4 فرض کنید
S نمایش می دهیم و ابتدا |S| را محاسبه می کنیم. به ازای هر bj  ∈ B برای f  (bj) سه امکان وجود دارد، 
زیرا f  (bj) امکان دارد a2، a1 یا a3 باشد. این امکان ها به ازای هر دو عضو متمایز B به هم وابسته نیستند 
یعنی مثلاً به ازای هر انتخاب برای هر سه عضو B، عضو چهارم می تواند دارای سه انتخاب باشد. پس 
تعداد کل این توابع 81  = 3 . 3.  3. 3 است. حال فرض کنید Ai مجموعهٔ توابعی باشد که هیچ عضوی 

از B را به ai نسبت نمی دهند.
Ai = {f ∈ S: ai ∉ f (B)}             i = 1,2,3           	 یعنی:

 3 قضیهٔ  در  فرمول ) 2(  از  است.   A A A1 2 3  مجموعهٔ  اعضای  تعداد  شمارش  منظور 
استفاده می کنیم.مشابه استدلال فوق داریم

A A A= = = =4
1 2 3 2 16 	

A A A A A A= = =1 2 1 3 2 3 1   و 	
A A A =1 2 3 0  و	
A A A ( )= + + − + + + =4 4 4

1 2 3 2 2 2 1 1 1 0 45  پس: 	
A A A = − =1 2 3 81 45 36  و از آنجا	
	 که تعداد توابع پوشای از B به A است.                                                                         

برای حل معادلات با جواب های صحیح و با محدودیت های مختلف، می توان از اصل شمول و 
عدم شمول استفاده کرد. برای توضیح این روش، اول به مثال زیر توجه کنید.

مثال 10: فرض کنید k نوع مختلف گل و به تعداد فراوان از هر نوع موجود است. می توان 
ثابت کرد که تعداد انتخاب n گل از این k نوع گل که در آن تکرار نیز مجاز است برابر است با تعداد 
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. n k
n

+ − 
  

1 جواب های صحیح نامنفی معادلهٔ x1 +x2 +...+ xk = n و مساوی است با 
اگر xi را تعداد گل های انتخاب شده از نوع iام بگیریم به سادگی دیده می شود که یک تناظر یک 
به یک بین انتخاب ها و جواب های معادلهٔ فوق موجود است. اثبات برابری تعداد انتخاب ها با مقدار 
داده شده را به عنوان تمرین به عهدهٔ دانش آموزان گذاشته ایم. باید دقت کرد که در این مثال حالت هایی 

	 را هم در نظر گرفته ایم که یک یا چند نوع گل را اصلاً انتخاب نکرده باشیم.	
 i = 1,2,3، را به طوری که به ازای x1 + x2 + x3 = 4 ٔمثال 11: تعداد جواب های صحیح معادله

xi ≤ 2 ≥ 0 باشد پیدا کنید.
مجموعه های A2، A1 و A3 را به ترتیب زیر تعریف می کنیم:

Ai = {   باشد xi > 2 جواب های معادلهٔ فوق به شرطی که{, i = 1,2,3
A را پیدا کنیم. بنابر فرمول ) 2( از قضیهٔ 3 داریم: A A1 2 3 

باید تعداد مجموعهٔ 

A A A S A A A= −1 2 3 1 2 3    	
S A A A A A A A= − − − + + +1 2 3 1 2 1 3  	
A A A A A−2 3 1 2 3                                                 

که در آن S مجموعهٔ تمام جواب های صحیح و نامنفی معادلهٔ فوق است. پس بنا به مثال 10 داریم.

	
S + − =   

3 4 1
4 = 15

	
از طرف دیگــر مثلاً تـعـداد A1 مساوی است بــا تـعـداد جـواب هــای صحیح و نـامنفـی معادلهٔ 
x1 + x2 + x3 =1. زیرا کافی است که در جواب معادلهٔ اخیر به x1، عدد 3 اضافه کنیم تا یک جواب 
معادلهٔ x1 + x2 + x3 =4 با شرط x1 > 2 بـه دست آید و بـرعکس. اما به سادگی دیده می شود که تعداد 
جواب های صحیح و نامنفی معادلهٔ x1 + x2 + x3 =1 مساوی است با 3. پس A1| = 3| و به همین ترتیب 

.|A2| = |A3| = |A1| = 3
از طرف دیگر داریم 

A1 ∩ A2 = A1 ∩ A3 = A2 ∩ A3 = ϕ 	
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. در حقیقت  A A A1 2 3  همین طور A1 ∩ A2 ∩ A3 = φ. پس 6 = 3 - 3 - 3 - 15 = 
6 جواب فوق چنین اند:

(0,2,2),(1,1,2),(1,2,1),(2,0,2),(2,1,1),(2,2,0) 	
	 	

در قسمت نظریهٔ اعداد با تابع حسابی اویلر φ به عنوان »مجلهٔ ریاضی« آشنا شده ایم. منظور از 
φ(n) عبارت است از تعداد اعداد صحیح و مثبت m که کوچک​تر از n یا مساوی با آن بوده و m و n نسبت 

به هم اول باشند. قضیهٔ زیر حالت خاصی از قضیه ای کلی دربارهٔ این تابع است. 
قضیۀ 4: فرض کنید عدد صحیح و مثبت n برابر با حاصل ضرب سه عدد اول و متمایز به صورت 

زیر باشند:
n = p1p2p3 	

(n)در این صورت n( )( )( )p p pφ = − − −
1 2 3

1 1 11 1 1
	

اثبات: مجموعه های Ai را به ترتیب زیر تعریف می کنیم:

Ai = {m:1 ≤ m ≤ n, pi|m},  i = 1,2,3 	
حـــال اصل شــمــول و عــدم شمول را بــرای مجموعــه هــای  Ai   مــی نــویسیم. داریم: 

i = 1,2,3 و برای (n) A A Aφ = 1 2 3 

 
i i i i i

i

nA p , p , p ,..., ( )pp
 =  
 

2 3
	

و   ، i j
i j

nA A p p= ،i  ≠  j ازای  بــــــه  تـیــب  تـــر هـمـیـن  بــــه   .
i

i

nA p= پس

 . اکنون از رابطهٔ ) 2( در قضیهٔ 3 نتیجه می گیریم که: nA A A p p p=1 2 3
1 2 3

 

n n n n n n nn (n) A A A p p p p p p p p p p p p− φ = = + + − − − +1 2 3
1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

 

	
n n n n n n n(n) n p p p p p p p p p p p pφ = − − − + + + −
1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3 	

   
n( )( )( )p p p= − − −

1 2 3

1 1 11 1 1
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.ϕ(42) = 12 مثال 12: ثابت کنید
چون ٧. ٣. ٢ = 42، حکم از قضیهٔ 4 به دست می آید:

( ) ( )( )( )φ = − − − =1 1 142 42 1 1 1 12
2 3 7 	

این نتیجه را می توان مستقیماً هم بررسی کرد. زیرا تمام اعداد صحیح و مثبت نابیشتر از 42 که 
نسبت به آن اول هستند عبارت اند از:

١،٥،١١،١٣،١٧،١٩،٢٣،٢٥،٢٩،٣١،٣٧،٤١ 	
	

7ـ4ـ تمرین ها
1ــ فرض کنید A  =  {1,2,3,4}. برای هریک از حالت های زیرگرافی رسم کنید که رابطهٔ متناظر 

با آن
الف( بازتابی و متقارن باشد ولی ترایایی نباشد،
ب( بازتابی و ترایایی باشد ولی متقارن نباشد،
پ( متقارن و ترایایی باشد ولی بازتابی نباشد.

جواب های خود را با ماتریس های متناظر امتحان کنید.
2ــ فرض کنید A  = {w, x, y, z}. تعداد رابطه های روی A با ویژگی های داده شده در هریک 

از حالت های زیر را بیابید:
الف( بازتابی؛
ب( متقارن؛

پ( بازتابی و متقارن؛
ت( بازتابی و شامل )x,y(؛

ث( پاد متقارن؛
ج( پاد متقارن و شامل )x,y(؛

چ( متقارن و پاد متقارن؛
ح( پاد متقارن، متقارن و بازتابی؛

خ( هم ارزی )راهنمایی: تعداد افرازهای مختلف را پیدا کنید(.
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3ــ فرض کنید A = {1,2,3,4}. دو رابطهٔ R و S روی A به صورت زیر داده شده اند.
R = {(1,2),(1,3),(2,4),(4,4)}, 	
	S = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,3),(2,4)} 	

رابطه های RoR و SoS را پیدا کنید.
4ــ بندهای )الف( و )ب( از قضیهٔ 1 را اثبات کنید.
5   ــ بندهای )الف( و )ب( از قضیهٔ 2 را اثبات کنید. 

 RoR ٔباشد. نشان دهید که رابطه A یک رابطهٔ بازتابی روی مجموعهٔ متناهی R 6  ــ فرض کنید
نیز بازتابی است.

E را در نظر می گیریم. تعداد ماتریس های صفر و 
 
 =  
  

1 0 1 1

0 1 0 1

1 0 0 0

7ــ ماتریس صفر و یک 

یک F با شرط E <<F را بیابید.
8   ــ با استفاده از قضیه هایی که در این فصل خوانده اید نشان دهید که آیا رابطهٔ زیر روی مجموعهٔ 

A = {1,2,3,4} یک رابطهٔ هم ارزی است یا خیر.

R = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(1,3),(2,4),(4,2),(2,1),(3,1)} 	

9ــ یک ماتریس n * n از اعداد متمایز مثلا  n2  ,...,1,2,3 را یک مربع وفقی )یا مربع جادویی( 
می نامیم، هرگاه حاصل  جمع درایه های هر سطر، حاصل جمع درایه های هر ستون، حاصل جمع درایه های 
قطر اصلی و حاصل جمع درایه های قطر فرعی با هم مساوی باشند. به عنوان مثال یک مربع وفقی 3 *  3 

در زیر نشان داده شده است.

672
159
834

ثابت کنید که در هر مربع وفقی 3 * 3 که از اعضای 9,...,1,2,3 تشکیل شده است عضوی 
که در مرکز مربع قرار می گیرد همیشه عدد 5 است.

10ــ گراف G داده شده است. یک برچسب گذاری جادویی G عبارت است از متناظرکردن 
اعدادی، معمولاً صحیح و مثبت، به یال های G به طوری که حاصل جمع اعداد متناظر با یال های مارّ 
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بر هر رأس عددی ثابت باشد. در گرافی که در شکل 5 )الف( داده شده است اعدادی که روی یال ها 
نوشته شده اند یک برچسب گذاری جادویی را نشان می دهد، زیرا حاصل جمع اعداد متناظر به یال های 

مارّ بر هر رأس مساوی با 4 است.
با استفاده از مربع وفقی 3 * 3 یک برچسب گذاری جادویی برای گراف شکل 5 )ب( به دست 

آورید.
11ــ ثابت کنید که تعداد انتخاب n گل از k نوع مختلف گل، که تکرار نیز مجاز باشد مساوی 

 . n k
n

+ − 
 
 

1 است با 

1 3

12

2

1

شکل 5 

 )ب()الف( یک برچسب گذاری جادویی     

1 3

12

2

1

12ــ تعداد جواب های صحیح و مثبت هریک از معادلات زیر را پیدا کنید. 
x1 + x2 + x3 = 7 الف(	
x1 + x2 + x3 = 8   ,    2 ≤ x1 ≤ 3   ,   4 ≤ x2 ≤ 8   ,   x3 ≥ 1 	 ) ب
x1 + x2 + x3 = 14 ,    1 ≤ xi ≤ 7     ,   i = 1,2,3 پ( 	

13ــ مطلوب است تـعـداد شمارهٔ شناسنامه هـای پنج رقمی که در آنها هـریک از رقم هـای 1 ، 3 
و 7 حداقل یک بار ظاهر می شوند.

14ــ در یک نظرخواهی از 100 نفر دانش آموز نتایج زیر به دست آمده است: 60 نفر آنها مجلهٔ 
A را می خوانند، 50 نفر مجلهٔ B، 50 نفر مجلهٔ C، 30 نفر مجله های A و B، 20 نفر مجله های B و 
C، 40 نفر مجله های A و C و بالاخره 10 نفر هر سه مجلهٔ A و B و C را می خوانند. مطلوب است 

تعداد دانش آموزانی که:
الف( هیچ مجله ای نمی خوانند؛

ب( دقیقاً 2 مجله می خوانند؛
پ( حداقل 2 مجله می خوانند.
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15ــ الف( اصل شمول و عدم شمول را در حالت چهار مجموعه بنویسید و آن را اثبات کنید.
ب( در منطقه ای چهار روستا وجود دارد. قرار است راه هایی دوطرفه بین بعضی از روستاها 
ساخته شود به طوری که نهایتاً هیچ روستایی منفرد )یعنی بدون ارتباط با هیچ روستای دیگر( نماند. این 

کار به چند طریق امکان دارد؟
16ــ برای درخت ها برچسب گذاری های مختلف تعریف می شود. یک برچسب گذاری دلپذیر 
برای یک درخت n رأسی عبارت است ازنسبت دادن اعداد n,...,1,2,3 به رئوس آن، به طوری که 
برچسب یال هاn-1  عدد متمایز باشند و برچسب هر یال از قدرمطلق تفاضل برچسب رأس های دو 

انتهای آن به دست آید. مثلاً در شکل 6 )الف( یک برچسب گذاری دلپذیر را می بینیم.
یک برچسب گذاری دلپذیر برای درخت شکل 6 )ب( پیدا کنید: حدس این است که »هر درخت 

یک برچسب گذاری دلپذیر دارد«. ولی این حدس هنوز ثابت یا رد نشده است.

               

شکل 6  

  )الف( یک برچسب گذاری دلپذیر 

مراجع

 1 ــ ایوان نیون، ریاضیات انتخاب یا چگونه بدون شمارش بشماریم. ترجمهٔ علی عمیدی و بتول 
جذبی، مرکز نشر دانشگاهی، تهران، چاپ اول 1368.

2 _ R.P. Grimaldi, Discrete and Combinatorial Mathematics: An Applied 
Introduction, 2nd. ed., Addison- Wesley 1989.

4 6

1

5

7

3 2

4 6

1

5

7

3 2

  )ب(
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مجلۀ ریاضی
مربع وفقی یکی از ساختارهای ترکیبیاتی است که ریاضی دانان شرق دربارهٔ آن کارهای 
بسیاری انجام داده اند و روش های ساخت این مربع ها برای اندازه های مختلف منسوب به 
این دانشمندان است. اصولاً ساختارهای ترکیبیاتی یکی از مهم ترین مباحث ترکیبیات است 
که دارای کاربردهای فراوان نیز هستند. از مهم ترین ساختارهای ترکیبیاتی مربع های لاتین 
و طرح های بلوکی است. یک مربع لاتین عبارت است از یک ماتریس n * n با درایه های 

n,...,1,2,3 به طوری که در هر سطر و در هر ستون درایه های تکراری نباشند.
از کاربردهای مربع های  ارتباط دارند. یکی  نیز  با مربع های وفقی  مربع های لاتین 
لاتین در مبحث رمزنگاری است. به ازای هر n داده شده می توان یک مربع لاتین از مرتبه 
n ساخت. از مربع هایی که در زیر به ازای n = 4 و n = 5 ساخته شده اند می توان به راحتی 

برای حالت کلی نیز ایده گرفت.

١ 	٢ 	٣ 	٤ 	٥
٢ 	٣ 	٤ 	٥ 	١
٣ 	٤ 	٥ 	١ 	٢
٤ 	٥ 	١ 	٢ 	٣
٥ 	١ 	٢ 	٣ 	٤

١ 	٢ 	٣ 	٤
٢ 	٣ 	٤ 	١
٣ 	٤ 	١ 	٢
٤ 	١ 	٢ 	٣

دقت کنید که در هر دو مربع فوق بعضی از درایه های واقع در دو گوشهٔ چپ بالا و 
راست پایین را پر رنگ  نوشته ایم. در مربع اول 4 تا و در مربع دوم 6 تا از این درایه های 
پر رنگ قرار دارند. جالب این است که اگر در هریک از این دو مربع فقط این درایه ها را به 

ما بدهند می توانیم بقیه درایه ها را به طور یکتا به دست آوریم.

کنید  فرض  حال  است.   n 
 
 

2

4
کلی  حالت  در  شده  داده  پر رنگ  درایه های  تعداد 

درایه های یک مربع لاتین اطلاعاتی است که می خواهید به یک شخص مورد اعتماد خود 
بدهید. یک مربع n * n از n2 اطلاعات تشکیل می شود. الگوی فوق پیشنهاد می کند که 
1 از اطلاعات را منتقل کنید. شخص مورد اعتماد می تواند بقیه 

4
فقط کافی است که حدود 

را به طور یکتا پیدا کند. 
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مقدمه

امروزه همهٔ سازمان های دولتى و خصوصى، در هر رسته ای که باشند، اعم از اقتصادی، 

صنعتى، اجتماعى و غىره برای تعىىن سىاست و روند کار آىندهٔ خود ناگزىر به برنامه رىزی 

هستند. تصمىم گىری ها و آىنده نگر ی ها على  رغم وجود اطلاعاتى از گذشته و داده هاىى 

از حال، همواره دستخوش عدم قطعىت هاىى هستند که نمى توان در روىاروىى با آنها با 

ىقىن کامل برنامه رىزی کرد. علم احتمال و بر پاىۀ آن علم آمار با شاخه های متعددش، 

در مقابل لجام گسىختگى اىن عدم قطعىت ها و ىا به اصطلاح عرف در مقابل شانس قد علم 

کرده اند و براساس قوانىن محکم رىاضى، اثر شانس را کنترل مى کنند. استنباط آماری که 

پاىه ای برای تصمىم گىری است بر قوانىن احتمال تکىه کرده است و در حال حاضر کوچک ترىن 

گام پژوهشى در هر زمىنه، مستلزم استفاده از اىن نوع استنباط هاست. کاربرد احتمال در 

کارهای نظامى، فىزىک، ارتباطات، نظرىهٔ اطلاعات، علوم فضاىى، نظرىۀ رمزنگاری و امثال 

آنها به سرعت گسترش ىافته است. با اىن وجود تصور مى رود هنوز در اواىل راهى هستىم 

که سه سدۀ پىش به صورتى مقدماتى آغاز شده است. ما با شما از ابتدای اىن راه همراه 

مى شوىم و با هم چند گامى مقدماتى از اىن راه را طى مى کنىم و از آن جنبۀ احتمال که 

صورتى گسسته دارد سخن مى گوىىم. شاىد که راهنمای شما برای ادامۀ راه باشد.

احتمال    4 
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8   ـ1ـ ىادآوری
خلاصه اى از آنچه را که سال گذشته دربارهٔ احتمال خوانده اىم در زىر مى آورىم:

الف( مى دانىم که اگر آزماىشى ىا پدىده اى قبل از رخداد، نتىجه اش معلوم نباشد ولى نتىجه هاى 
ممکن آن مشخص باشند آن را آزماىش تصادفى ىا پدىدۀ تصادفى مى نامند. مجموعهٔ همهٔ نتاىج 
ممکن را فضاى نمونه اى آزماىش تصادفى مى نامىم. فضاى نمونه اى را با S نشان مى دهىم. هر نتىجهٔ 
ممکن، ىعنى هر عضو S را ىک برآمد مى گوىىم. در هر آزماىش تصادفى تنها ىکى از عضوهاى اىن 

مجموعه رخ خواهد داد. 
مثال 1: قرار است فردا تىم A در مقابل تىم B بازى کند. تىم A چه نتىجه اى به دست مى آورد؟ 

به طور مطمئن نمى دانىم. اما نتىجه هاىى که ىکى از آنها رخ مى دهد عبارت اند از:
a   =A بردن تىم   b =A باختن تىم   c = برابر شدن دو تىم

برآمدى است که  اىن مجموعه  نمونه اى است و هر عضو  پس مجموعهٔ S=  {a,b,c} فضاى 
	 ممکن است رخ دهد. از سه برآمد تنها ىکى رخ مى دهد.    

ب( هر پىشامد، زىر مجموعه اى از فضاى نمونه اى است. مثلاً E1=  {a, b} ىک پىشامد است و 
 E1 ىا مى برد و ىا مى بازد«. در هر حال وقتى مى گوىىم پىشامد A به معناى آن است که در بازى فردا »تىم
رخ خواهد داد به معناى آن است که تنها ىکى از برآمدهاى آن رخ خواهد داد. اگر E2=  {a, c} رخ بدهد 
بدان معناست که تىم A فردا ىا مى برد و ىا برابر مى کند. دو پىشامد را که برآمد مشترکى ندارند ناسازگار 

مى گوىند. سال گذشته اعمال روى پىشامدها را که همان اعمال روى مجموعه ها هستند دىده اىد. 
تذکر: منظور از »رخداد« ىک پىشامد وقوع آن پىشامد، ىعنى مشاهدهٔ عضوى از آن پىشامد 

به عنوان نتىجهٔ آزماىش است. 

8 
صل

ف
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پ( اگر فضاى نمونه اى به جاى 3 برآمد ممکن، n برآمد ممکن داشته باشد تعداد پىشامدها، ىعنى 
تعداد زىر مجموعه هاى آن 2n است. در مثال بالا 8  =  23پىشامد در فضاى نمونه اى حاصل مى شوند 

که عبارت اند از: 
	{a},{ b},{ c},{ a,b},{ a,c},{ b,c},{ a,b,c},φ 	

φ پىشامد ناممکن است. پىشامد S =  {a,b,c} حتماً رخ مى دهد زىرا به معناى آن است که 
ىکى از سه برآمد b ،a و c رخ مى دهد و اىن مسلم است که فردا، در صورت انجام بازى، تىم A ىا 
مى برد، ىا مى بازد و ىا برابر مى کند. پس S رخ مى دهد. لذا S را پىشامد مطمئن مى گوىىم. تعداد 
اعضاى مجموعهٔ S، ىعنى تعداد برآمدهاى فضاى نمونه اى ممکن است متناهى ىا شمارا نامتناهى 
ىا ناشمارا نامتناهى باشد. اگر لامپى را از فراىند تولىد لامپ انتخاب کنىم و بخواهىم سالم بودن آن 
را امتحان کنىم فضاى نمونه اى اىن آزماىش تصادفى دو برآمد دارد، لذا S مجموعه اى متناهى است. 
اگر هدف اىن باشد که سکه اى را آنقدر بىندازىم تا براى اولىن بار رو ظاهر شود فضاى نمونه اى اىن 
آزماىش تصادفى، بى نهاىت برآمد دارد که مى توان اىن برآمدها را با اعداد طبىعى متناظر کرد. وقتى تعداد 
برآمدهاى فضاىى نمونه اى متناهى ىا شمارا نامتناهى باشد آن را فضاى نمونه اى گسسته مى گوىىم. 
تعداد برآمدهاى فضاى نمونه اى ممکن است ناشمارا نامتناهى باشد که در اىن صورت فضاى نمونه اى 

گسسته نىست، مثل انتخاب تصادفى نقطه در بازهٔ  )0,1(.
ت( وقتى فضاى نمونه اى S را براى آزماىشى تصادفى دارىم، احتمال پىشامدهاى فضاى S را 
به صورت مقادىر حقىقى ىک تابع مجموعه اى P تعرىف مى کنىم، که اىن تابع براساس 3 اصل موضوع 

زىر، اعداد حقىقى را به پىشامدها ىعنى به زىر مجموعه هاى S نسبت مى دهد، 
 ،S از A اصل موضوع 1: احتمال هر پىشامد، عددى نامنفى است، ىعنى براى هر پىشامد

P(A)  ≥0 	
		 اصل موضوع 2:
P(S)  =1 	

	اصل موضوع 3 : اگر An ،… ،A2 ،A1 دنباله اى متناهى١ از پىشامدهاى دو به دو ناسازگار 
S باشند آن  گاه 

	P(A1A2 ... An)  =  P(A1) + P(A2) + P(A3) + ... + P(An) 	

١ــ در واقع اگر دنبالهٔ پىشامدها نامتناهى نىز باشد، اصل موضوع 3 استوار است.
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اىن اصول موضوع منسوب به کولموگوروف هستند. هر تابع حقىقى مقدار که در اىن اصول 
صادق باشد به تابع احتمال موسوم است. فضاى S و تابع P و مجموعهٔ پىشامدها را مدل احتمال آزماىش 
تصادفى مى نامند. تعرىف دقىق ترى از مدل احتمال را در مقاطع بالاتر تحصىلى مى بىنىد. دىده اىد که اگر 
A پىشامدى از فضاى نمونه اى گسسته S باشد، P(A) برابر با مجموع احتمال هاى برآمدهاىى است که 
 را نسبت دهد 

n
1 در  A هستند. به خصوص اگر S داراى n برآمد باشد و تابع احتمال به هر برآمد عدد

مى توانىد برقرارى  3 اصل بالا را به سهولت تحقىق کنىد. همان طور که مى دانىد چنىن فضاى نمونه اى 
را ىکنواخت ىا متساوى الاحتمال مى نامند. اگر در اىن فضا پىشامد A متشکل از m برآمد باشد آن  گاه 

mP(A) است که با مفهوم فراوانى نسبى در آمار مطابقت دارد. 
n

=

وقتى مثلاً پىشامدA =  {a,b,c} را دارىم که b ،a و c برآمدها هستند احتمال اىن پىشامد را چنىن 
مى نوىسىم

	P(A)  =  P({a,b,c}) 	

 P({a}) باشد براى سادگى احتمال آن را به جاى {a} در مواردى که پىشامد، تک عضوى مانند
به صورت P(a) مى نوىسىم. 

وقتى فضاى نمونه اى گسسته است در تخصىص اندازهٔ احتمال، لازم نىست که احتمال هر 
زىر   مجموعه ممکن را مشخص کنىم، و اىن امتىاز بزرگى است، زىرا مثلاً اگر فضاى نمونه اى 20 برآمد 
داشته باشد تعداد پىشامدهاى S ىعنى تعداد زىر مجموعه هاى آن 1048576  =  220 است. در اىن حالت 

اگر اندازهٔ احتمال منسوب به رخداد هر برآمد معلوم باشد مدل احتمال مشخص مى شود. 
دىده اىد که روى ىک فضاى نمونه اى مى توان تابع هاى P  ى مختلف تعرىف کرد. 

مثال2: به مثال 1 رجوع کنىد. فرض کنىد در گذشته تىم A مثلاً 20 بار با تىم B مسابقه داده 
است و شراىط زمانى و مکانى و تىمى همهٔ بازى ها ىکى بوده اند، و جمعاً 10 بار تىم A برنده، 6 بار بازنده 
4 بارها برابر کرده است. در 

20
6 بارها بازنده شده و

20
10 بارها برنده، 

20
شده و 4 بار برابر کرده باشد. پس 

3 بازنده خواهد شد و با 

10
برنده، با احتمال 5

10
اىن صورت معقول است که بگوىىم فردا تىم A با احتمال

2 برابر خواهد کرد. پس با توجه به فراوانى نتىجه  هاى بازى هاى گذشته تابع P را به صورتى 

10
احتمال 

تعرىف مى کنىم که به برآمدهاى فضاى نمونه اى  S =  {a,b,c} احتمال هاى زىر را تخصىص دهد.

         
P(a) = 5

10
   ،     P(b) = 3

10   
 ،  

  
P(c) = 2

10
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مى توانىم از روى اطلاعات دىگر، مثلاً ملاحظه مسابقات تمرىن چند روز قبل دو تىم، احتمال هاى 
دىگرى را به برآمدها نسبت دهىم. با معلوم بودن S و P مى توانىم احتمال هر پىشامد S را مشخص 

کنىم، مثلاً 

{ }P( a,c ) P(a) P(c)= + = 7

10
	

	 7 است.      

10
ىعنى احتمال اینکه تىم A برنده شود ىا برابر کند

وقتى فضاى نمونه اى ناشمارا نامتناهى باشد تخصىص احتمال به همه برآمدها عملى نىست. در 
بىشتر اىن حالت ها احتمالى که به هر ىک از برآمدها نسبت مى دهند باىد برابر صفر باشد و تعىىن احتمال 
پىشامدهاىى که احتمال آنها صفر نىست از روى برآمدها مشکل خواهد شد. براى ساختن مدل احتمال در 
اىن حالت ها احتمال ها را به پىشامدها نسبت مى دهىم. همان طور که سال قبل دىده اىم اىن فضاى نمونه اى 
مى تواند به صورت مجموعه اى از اعداد حقىقى مثل بازهٔ  )0,1(  ىا تمام خط حقىقى ىا مجموعه اى از 
 ،P نقاط واقع در فضاى سه بعدى مانند نقاط داخل ىک مکعب و نظاىر اىن ها باشد.  در اىن صورت تابع
همان طور که مى دانىم، به هر پىشامد که متناظر با مثلاً فاصله اى روى خط حقىقى ىا ناحىه اى روى داىره 
ىا ناحىه اى درون مکعب و امثال آن  است عددى را به عنوان احتمال نسبت مى دهد. ما در اىن کتاب تنها 

از فضاهاى نمونه اى گسسته صحبت مى کنىم. 
ث( همان طور که در )ب( گفتىم اگر A و B دو پىشامد از فضاى نمونه اى باشند وقتى که برآمدى 
مشترک نداشته باشند آنها را ناسازگار مى گوىند. اگر A و B برآمدهاىى مشترک داشته باشند، ىعنى
A    B تهى نباشد آن گاه  A    B که خود زىر مجموعهٔ S است، ىک پىشامد است و وقتى رخ مى دهد که 
برآمدى از آن، که ناچار هم عضو A و هم عضو B است، رخ دهد. اگر پىشامد A    B را در نظر بگىرىم 
وقتى اىن پىشامد رخ مى دهد که حدّاقل ىکى از دو پىشامد A ىا B رخ دهد. واضح است اىن برآمد که 
متعلق به A و ىا متعلق به B است مى تواند متعلق به اشتراک A و B هم باشد. در سال قبل دىده اىم که 

P(AB)  =  P(A) + P(B) -P(AB) 	

شکل 1ــ نماىش فضاى نمونه اى، برآمد و پىشامد 

A

B

S

S

A

B

:

:

:

:

فضاى نمونه اى

برآمد

پىشامد

پىشامد

A

B

S

S

A

B

:

:

:

:

A

B

S

S

A

B

:

:

:

:
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فرمول صفحهٔ قبل به شما اجازه مى دهد که وقتى از روى مدل احتمال، احتمال رخداد پىشامد 
 AB  را دارىد احتمال رخداد پىشامد AB و احتمال رخداد پىشامد  B احتمال رخداد پىشامد ،A

را به دست آورىد. برابرى هاى زىر را نىز ىادآورى مى کنىم. 
Aمتمم پىشامد A باشد آن گاه  اگر پىشامد

P(A) P(A)= −1 	
که بى درنگ نتىجه مى شود

	P(φ)  =  1-  P(S)  =  0 	
همچنىن اگر A ⊆ B، آن  گاه 

	P(B  -  A)  =  P(B) -  P(A) 	
P(A)  ≤  P(B) و 	

اىنک پس از اىن ىادآورى ها به بىان مطالبى جدىد در زمىنهٔ احتمال مى پردازىم.

8  ـ2 ـ مدل احتمال شرطى 
فرض کنىد مى خواهىم آزماىشى تصادفى را انجام دهىم. ابتدا فضاى نمونه اى را مشخص مى کنىم 
و احتمالى به رخداد هر پىشامد نسبت مى دهىم و بدىن ترتىب مدل احتمال را معىن مى کنىم. اىن مدل 
را مى شناسىد. حال اگر اطلاعى اضافى دربارهٔ فضاى نمونه اى داشته باشىم، مثلاً به دلىلى بدانىم که 
پىشامد B از اىن فضاى نمونه اى رخ داده است آن گاه معمولاً مدل احتمال قبلى به هم مى رىزد و آگاهى 
از رخداد حتمى پىشامد B در مقدار احتمال ساىر پىشامد ها اثر مى گذارد، که در اىن صورت احتمال هاى 
پىشامدهاى فضاى نمونه اى با احتمال هاى مدل قبلى تفاوت دارند. اگر بتوانىم تحت اىن شرط که پىشامد 
B حتماً رخ مى دهد احتمال پىشامدهاى دىگر فضاى نمونه اى را مشخص کنىم مدل احتمال جدىدى 

به دست مى آىد که آن را مدل احتمال شرطى مى نامىم. قبل از توضىح بىشتر مثالى مى زنىم. 
مثال 3: مى خواهىد ىک تاس قرمز و ىک تاس سفىد را با هم برىزىد. تاس ها همگن اند. مى دانىد 

که فضاى نمونه اى 36 برآمد دارد:

S=})٦ قرمز و ٦ سفید(، …،)١ قرمز و ٦ سفید(،…،)٦ قرمز و ١ سفید(،…،)١قرمز و ١سفید({

 1

36
برآمد  برآمد رخ خواهد داد. احتمال رخداد هر   پس از انجام آزماىش، ىکى از اىن 36 

است. حال فرض کنىد اىن اطلاع اضافى را دارىم که پس از انجام آزماىش مجموع شماره هاى دو 



80
ریاضیات گسسته

تاس حتماً کوچک تر از 7 است. پىشامد »مجموع دو شماره کوچک تر از 7« را B مى نامىم. پىشامد 
B از برآمدهاى زىر تشکىل مى شود: 

	(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5) 	
(2,1), (2,2), (2,3), (2,4) 	
(3,1), (3,2), (3,3) 	
(4,1), (4,2) 	
(5,1) 	

	ىعنى پىشامد B، متشکل از 15 برآمد از 36 برآمد فضاى نمونه اى است. وقتى شرط مى کنىم که B حتماً 
رخ مى دهد، ىعنى ىکى از اىن 15 برآمد نتىجهٔ رىختن دو تاس است. 

برآمدهاىى مثل  (1,6) ىا (2,5) ىا (4,5) و غىره که مجموع دو شمارهٔ آنها 7 ىا بىش  از 7 است 
رخ نخواهند داد. حال که مى دانىم پىشامد B به طور مطمئن رخ مى دهد آن را فضاى نمونه اى جدىد 
فرض مى کنىم و بدىن ترتىب مدل احتمال جدىدى دارىم که آن را مدل احتمال شرطى با شرط »مجموع 
دو شماره کوچک تر از 7 است« مى نامىم. حال اگر بخواهىم به شرط رخداد پىشامد B، احتمال رخداد 
ىک جفت را بدانىم و پىشامد داشتن جفت را با A نشان دهىم در اىن صورت احتمال پىشامد داشتن 
جفت به شرط رخداد پىشامد B را با P(A|B) نشان مى دهىم و مى خوانىم احتمال پىشامد A به شرط 
رخداد پىشامد B و ىا به صورتى ساده احتمال پىشامد A به شرط B. وقتى مى دانىم B رخ داده، تنها 
ممکن است ىکى از 15 برآمد بالا رخ دهد. بىن اىن برآمدها جفت هاى ممکن (1,1)، (2,2) و (3,3) 

1 است، لذا 

15
هستند. چون احتمال رخداد هر برآمد مساوى 

{ }P(A | B) P ( , ),( , ),( , )= = 3
11 2 2 3 3

5
	

در مثال بالا، احتمال شرطى، ىعنى  P(A|B)  را به سادگى حساب کردىم زىرا فضاى نمونه اى آزماىش 
ىکنواخت، ىا برآمدها متساوى الاحتمال ىعنى هم  شانس بودند، ولى اگر احتمال برآمدها ىکى نباشند کار 

کمى مشکل است. قبل از اینکه تعرىف کلى احتمال شرطى 
را مطرح کنىم، به اىن مطلب به صورتى شهودى مى اندىشىم. 

به شکل 2 توجه کنىد. 

شکل 2  

A

B

S
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S فضاى نمونه اى آزماىش است. B پىشامدى است که مى دانىم رخ خواهد داد. A پىشامدى 
است که مى خواهىم به شرط آنکه B رخ دهد، احتمال رخدادش را بىابىم. وقتى B رخ مى دهد که ىکى 
از برآمدهاىش رخ دهد. اگر برآمدى که رخ مى دهد در A    B باشد طبىعتاً A هم رخ مى دهد. پس هر چه 
احتمال رخداد پىشامد  A    B بىشتر باشد احتمال رخداد پىشامد A به شرط B بىشتر است. لذا به طور 

شهودى P(A|B) باىد در رابطهٔ مستقىم با  P(AB) باشد. اىن رابطه را به صورت، 
 )1 (   P(A|B) = KP(AB) 	   

فرض مى کنىم. در اىن برابرى اگر به جاى پىشامد A پىشامد B قرار بگىرد نتىجه مى شود 
	P(B|B) = KP(BB) 	

 ،BB  =  B حتماً رخ مى دهد و B برابر 1 است زىرا B به شرط B اما احتمال رخداد پىشامد
پس برابرى بالا به صورت

	1=K.P(B) 	
K. اگر اىن مقدار را در ) 1( قرار دهىم نتىجه مى شود

P(B)
= 1 در مى آىد و دارىم 

P(A B)P(A | B)
P(B)

=  	

اىن رابطه را به طور شهودى به دست آوردىم. براساس همىن رابطهٔ شهودى تعرىف زىر را براى 
احتمال شرطى ارائه مى دهىم. 

 ،P(B)  ≠0 باشند وقتى S دو پىشامد از فضاى نمونه اى B و A تعرىف احتمال شرطى: اگر
احتمال پىشامد A به شرط اینکه پىشامد B رخ دهد به صورت 

 )2 (   P(A B)P(A | B)
P(B)

=    	
تعرىف مى شود. وقتى P(B)  =0، احتمال شرطى قابل تعرىف نىست. 

تذکر: اگر فضای نمونه ای گسسته و هم شانس باشد می توانیم رابطهٔ احتمال شرطی را ساده کرده 
n(A از آن استفاده کنیم.  B)P(A | B)

n(B)
=  و به صورت 

مثال 4: سازندهٔ قطعات ىدکى ىک کارخانه از روى تجربه هاى گذشته مى داند احتمال اینکه 
سفارشى به موقع براى ارسال آماده شود 0/9 است و احتمال اینکه سفارشى به موقع براى ارسال آماده 
و به موقع تحوىل مشترى شود برابر 0/8 است. احتمال اینکه سفارشى به موقع تحوىل شود به شرط 

آنکه به موقع ارسال شده باشد چقدر است؟ 



82
ریاضیات گسسته

ابتدا قرار مى دهىم: 
	A  = پىشامد آماده بودن به موقع، براى ارسال 	
B = پىشامد تحوىل به موقع سفارش، به مشترى   	

P(A  B)  =  0/8 و P(A)  =  0/9 ،بنابر داده هاى مسأله
زىرا پىشامد A  B به معناى اىن است که سفارش هم به موقع آماده براى ارسال بوده و هم به موقع 
به  به موقع سفارش  ىعنى احتمال تحوىل  آنچه مى خواهىم، P(B|A) است،  تحوىل مشترى مى شود. 

مشترى به شرط آنکه به موقع ارسال شده باشد. بنابر تعرىف احتمال شرطى 

P(A B) /P(B | A)
P(A) /

= = =0 8 8

0 9 9

 	

                                                                                                                       
مثال 5: تاسى همگن را با چشم بسته انداخته اىم. برآمد حاصل را نگفته اند، ولى اعلام کرده اند 

که برآمد حاصل عددى زوج است. احتمال اینکه شمارهٔ 2 ظاهر شده باشد چقدر است؟
قرار مى دهىم: 

 A= پىشامد ظاهر شدن شمارهٔ زوج 	
  B= 2 ٔپىشامد ظاهر شدن شماره 	

به شکل 3 توجه کنىد.   

P(A B)P(B | A)
P(A)

= = =

1
16

1 3
2

 ی ا  n(B A)P(B | A)
n(A)

= = 1

3

  	 لذا 

P(A). به عبارت دىگر مى توانىد تصور کنىد که فضاى نمونه اى  }2,4,6{  = + + =1 1 1 1

6 6 6 2
زىرا 

است که حتماً رخ داده است و لذا روى اىن فضا، رخ دادن 2 داراى ىک شانس از 3 شانس است ىعنى 
1 است.                                                                           

3
احتمال رخداد برآمد 2 برابر 

3
2

1

5

4
6

B

S

A
شکل 3 
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8   ـ3 ـ قاعدۀ ضرب احتمال 
از تعرىف 

	 P(A B)P(A | B) , P(B)
P(B)

= ≠0
 	

	P(AB) = P(B). P(A|B),      P(B)  ≠0 نتىجه مى شود که  	
اىن رابطه به قاعدۀ ضرب احتمال موسوم است. به کمک اىن قاعده مى توان احتمال رخداد 

هم زمان دو پىشامد را تعىىن کرد. 
مثال 6: جعبه اى محتوى 12 لامپ است که مى دانىم 3 تاى آنها معىوب اند. از اىن جعبه به 
تصادف  به  دىگرى  اول، لامپ  بدون جاى گذارى لامپ  برمى دارىم. سپس مجدداً  تصادف 1 لامپ 

بر مى دارىم. احتمال اینکه هر دو لامپ معىوب باشند چقدر است؟ 
ابتدا قرار مى دهىم: 

	  A = پىشامد معىوب بودن لامپ اول 	
	  B = پىشامد معىوب بودن لامپ دوم 	

بنابراىن AB پىشامد معىوب بودن هر دو لامپ است. واضح است که:
P(A) = =3 1

12 4
	

	اگر لامپ اول معىوب باشد، لامپ دوم را از بىن 11 لامپ باقى مانده که 2 تاى آنها معىوب است 
برمى دارىم پس:

	P(B | A) = 2

11
	

لذا از قاعدهٔ ضرب  احتمال دارىم:
	P(A B) P(A).P(B | A) .= = =1 2 1

4 11 22
 	
                                                                                                                      

8 ـ4 ـ استقلال دو پىشامد 
پىشامدهاى A و B دو پىشامد از ىک فضاى نمونه اى هستند که احتمال آنها مثبت است. اگر 
آگاهى از رخداد پىشامد B در احتمال رخداد پىشامد A مؤثر نباشد A را مستقل از B مى گوىند. پس 

براى مستقل بودن A از B باىد 
	P(A|B) = P(A) 	
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ولى مى دانىم که 
P(A B)P(A | B)

P(B)
=  	

 از مقاىسهٔ دو برابرى دارىم: 
P(A B) P(A)

P(B)
= 	

ىا 
 )3 (    P(AB)  =  P(A).P(B) 	

 B از A مستقل باشد باز همىن رابطه برقرار است. پس اگر A از B به سادگى مى توان دىد که اگر
مستقل باشد ىا B از A مستقل باشد باىد رابطهٔ )3( برقرار باشد. از طرفى با داشتن رابطهٔ )3( مى توان به 
رابطه هاى  P(B|A)  =  P(B) و P(A|B)  =  P(A) رسىد. )چرا؟( ىعنى رابطهٔ )3( شرط لازم و کافى براى 

استقلال A از B و B از A است. بر اىن اساس مى گوىىم A و B مستقل اند. پس: 
تعرىف: دو پىشامد A و B از ىک فضاى نمونه اى مستقل اند اگر و تنها اگر 

P(AB)  =  P(A).P(B) 	
اگر P(AB)  ≠P(A).P(B) مى گوىند دو پىشامد وابسته اند. 

مثال 7: فرض کنىد براى رىاست شرکتى 4 داوطلب وجود دارند. احتمال انتخاب شدن همهٔ 
داوطلب ها ىکى است. برآمدهاى انتخاب افراد را به ترتىب با 1 ، 2 ، 3  و 4 نماىش مى دهىم. نشان دهىد 

که پىشامدهاى A={1,4} و B ={1,3} از هم مستقل اند. 
فضاى نمونه اى به صورت S  ={1,2,3,4} است. بنابر داده هاى مثال، 

P( ) P( ) P( ) P( )= = = = 1
1 2 3 4

4
	

مى خواهىم نشان دهىم که پىشامد A ىعنى انتخاب فرد اول ىا چهارم، از پىشامد B ىعنى از انتخاب فرد 
اول ىا سوم مستقل است. واضح است که 

AB  =  {1,4}{1,3  }=  {1} 	
پس: 

P(A B) P( )= = 1
1

4
 	

از طرفى:
	P(A) P(B)= = 1

2
	

در نتىجه:
P(A B) P(A).P(B)= = 1

4
 	
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ىعنى پىشامد هاى A و B از هم مستقل اند. 
توجه: اگر دو پىشامد ىک فضاى نمونه اى ناسازگار باشند ىعنى برآمدى مشترک نداشته باشند 
و احتمال هر دو مثبت باشد آن دو پىشامد از هم مستقل نىستند. به عبارت دىگر ناسازگارى دو پىشامد 

به استقلال دو پىشامد ربطى ندارد. زىرا اگر AB = φ، آن گاه 
P(AB)  =  P(φ)  =0 	

و اگر A و B مستقل باشند باىد 
P(AB)  =  P(A).P(B) 	

از مقاىسهٔ دو برابرى اخىر نتىجه مى شود که 
P(A).P(B)  =0 	

ىعنى دو پىشامد ناسازگار وقتى مستقل اند که P(A)  =0 ىا P(B)  =0، و اگر اىن دو احتمال صفر 
نباشند A و B مستقل  نىستند. 

8   ـ5 ـ فرمول احتمال کل 
اگر فضاى نمونه اى S به n پىشامد Bn،… ،B2 ،B1 افراز شده باشد و اگر A پىشامدى از S باشد 

، i ,...,n=1  ، iP(B ) ≠0 آن گاه به شرط 
 )4 (  

n n

i i i
i i

P(A) P(A B ) P(B )P(A | B )
= =

= ∑ = ∑
1 1

   	
زىرا همان طور که در سال پىش دىده اىم

B1  B2  ...    Bn=  S 	
و هر دو پىشامد Bi  و Bj  وقتى i  ≠  j، ناسازگارند، ىعنى i  ≠  j ،Bi    Bj  = φ، بدىهى است که 

A  =  A    S =  A   (B1   B2   ...   Bn)  =  (A   B1)   (A   B2)    ...   (A   Bn  ) 	
اما همه پىشامدهاى طرف دوم رابطه بالا دو به دو ناسازگارند، پس، طبق اصل موضوع 3، دارىم: 

P(A) =  P(AB1  )  +  P(A B2)  +  ...  +  P(A Bn) 	

شکل 4 ــ افراز فضاى نمونه اى 

B2B1 Bn

AS

. . .
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. اما مى دانىم که با توجه به تعرىف احتمال شرطى 
n

i
i

P(A) P(A B )
=

= ∑
1

 ىا به صورت خلاصه، 

 .
n

i i
i

P(A) P(B )P(A | B )
=

= ∑
1

و با فرض P(ABi) =P(Bi) P(A|Bi) ،P( Bi ) ≠0، پس نتىجه مى شود که
اىن فرمول به فرمول احتمال کل موسوم است. 

مثال 8: سه ظرف همانند دارىم. اولىن ظرف شامل 5 مهرهٔ سفىد و 11 مهرهٔ سىاه است. دومىن 
ظرف شامل 3 مهرهٔ سفىد و 9 مهرهٔ سىاه است، و سومىن ظرف تنها شامل مهره هاى سفىد است. با چشم 
بسته ىکى از سه ظرف را انتخاب و از آن مهره اى در مى آورىم. احتمال اینکه مهره  سفىد باشد چقدر است؟ 
پىشامد استخراج مهرهٔ سفىد را با A نشان مى دهىم. مى خواهىم  P(A)را حساب کنىم پىشامدهاى 

زىر را تعرىف مى کنىم 
B1  =  {ظرف اول انتخاب شود{ 	
B2  =  {ظرف دوم انتخاب شود{ 	
B3  =  {ظرف سوم انتخاب شود{ 	

. از طرفى  P(B ) P(B ) P(B )= = =1 2 3
1

3
بدىهى است 

P(A | B ) , P(A | B ) , P(A | B )= = =1 2 3
5 1

1
16 4

	
حال با توجه به فرمول احتمال کل 

P(A)  = P(B1).P(A|B1)  +  P(B2).P(A|B2)  +  P(B3).P(A|B3) 	

	   	  . . .= + + =1 5 1 1 1 25
1

3 16 3 4 3 48
	

                                                                                                                     
8  ـ6   ـ قاعدۀ بىز

)حالت ساده(. در آزماىش هاى معمولى مواردى وجود دارند که برآمد نهاىى آزماىش به آنچه در 
مراحل قبلى رخ مى دهند بستگى دارد. براى توضىح اىن مطلب ابتدا به معرفى قاعدهٔ بىز مى پردازىم. 

دىدىم که اگر A و B دو پىشامد با احتمال مثبت از فضاى نمونه اى ىک آزماىش تصادفى باشند، 
آن گاه دارىم 

P(A B)P(A | B)
P(B)

=  	
و 

P(A B)P(B | A)
P(A)

=   	
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اگر از برابرى دوم P(AB) ىعنى P(B|A).P(A) را در برابرى اول قرار دهىم، نتىجه مى شود که 

 )5 (  P(A)P(A | B) .P(B | A)
P(B)

=    	

اىن رابطه را قاعدۀ بىز مى نامند.قاعدهٔ بىز در حالت کلى مفصل تر است.تا مس بىز )1761ــ 1702( 
کشىشى انگلىسى بود که حالت کلى تر اىن قاعده را ارائه داد. در مثال زىر ىک مورد استفاده از قاعدهٔ بىز 

را مى بینید. 
مثال 9: وقتى ىک مرکز مخابرهٔ تلگراف، پىامى را به مرکز دىگر مى فرستد گاهى خطاهاىى در 
انتقال صورت مى گىرد. به وىژه وقتى از الفباى مورس براى مخابره استفاده مى شود و کدهاى »نقطه « و 
»خط« را به کار مى برند١ اىن خطاها بدىن صورت است که کدى که مرکز M به صورت نقطه  مى فرستد 
در مرکز N خط درىافت مى شود و ىا برعکس. به تجربه درىافته اند که به طور متوسط در هر متنى که 
مرکزى مى فرستد نسبت فراوانى نقطه به فراوانى خط برابر 3 به 4 است. همچنىن به طور تقرىب مى دانند 
1 نقطه اى که مرکز M مى فرستد در مرکز N در اثر تداخل خطوط مخابره، اشتباهاً خط 

8
که با احتمال 

درىافت مى شود و با همىن احتمال خطى را که مرکز M مى فرستد در مرکز N نقطه درىافت مى شود. حال 
اگر در مرکز N کدى به صورت نقطه درىافت شده باشد چقدر احتمال دارد که اىن کد واقعاً به صورت 

نقطه فرستاده شده باشد؟ 
اگر در فرمول بىز قرار دهىم 

A  = پىشامد فرستادن نقطه 	
 B  = پىشامد درىافت نقطه 	

آن گاه فرمول 
P(A)P(A | B) .P(B | A)
P(B)

= 	
به صورت زىر درمى آىد

 P )نقطه نقطه | فرستادن  )درىافت 
P )فرستادن نقطه( 

= ____________
P )درىافت نقطه(  

.P)نقطه نقطه |درىافت  )فرستادن  الف( 

آنچه مى خواهىم به دست آورىم طرف اول رابطه است. زىرا در مرکز N نقطه اى درىافت شده است و 
مى خواهىم احتمال اینکه اىن کد به صورت نقطه فرستاده شده باشد را بدانىم. پس سه احتمال طرف 

دوم را حساب مى کنىم. 

1ــ اىن روزها، در ارتباط هاى الکترونىکى از کدهاى 0 و 1 استفاده مى کنند.
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P(A)  = P)فرستادن نقطه( = 3

7
)ب( 	

P(B|A)  = P )فرستادن نقطه | درىافت نقطه( = 7

8
)پ( 	

محاسبهٔ سومىن احتمال ىعنى )درىافت نقطه( P کمى مفصل تر است. وقتى نقطه اى درىافت مى شود 
باىد فکر کنىم که نقطه اى فرستاده اند و ىا خطى فرستاده اند که به خطا نقطه درىافت شده است. پس 

 P(B)  = P )درىافت نقطه( = P  )درىافت نقطه  فرستادن نقطه( + )ت( 	
P )درىافت نقطه  فرستادن خط(                                     

اما از فرمول حاصل ضرب احتمال مى توانىم دو جملهٔ طرف دوم را حساب کنىم. 
P )  درىافت نقطه   فرستادن نقطه( = P  )فرستادن نقطه  | درىافت نقطه( .P )فرستادن نقطه( 	

	

P  )درىافت نقطه   فرستادن خط( = P )فرستادن خط |  درىافت نقطه( .P  )فرستادن خط(
.P )فرستادن خط   |  درىافت نقطه( = 1

8  
= )فرستادن خط(P و 4

7
مى دانىم که طبق داده هاى مثال، 

پس:
P )درىافت نقطه  فرستادن خط( .= =1 4 1

8 7 14
	

اگر مقادىر اىن دو جمله را در )ت( قرار دهىم

  P(B)  =  P )درىافت نقطه( = + =3 1 25

8 14 56
)ث( 	

حال اگر )ب(، )پ( و )ث( را در )الف( قرار دهىم جواب مسأله به دست مى آىد: 

P)درىافت نقطه | فرستادن نقطه( .= =

3
7 217

25 8 25
56  

 
	

21 وجود دارد که اىن کد واقعاً به صورت 

25
پس اگر در مرکز N نقطه اى درىافت شود احتمال  

نقطه فرستاده شده باشد. 	
مثال ١٠: در جعبهٔ A1 سه مهرهٔ قرمز و ٤ مهرهٔ آبی و در جعبهٔ A2 پنج مهرهٔ قرمز و ٣ مهرهٔ آبی 
وجود دارد.ی کی از این دو جعبه را به تصادف انتخاب و ١ مهره از آن خارج می کنیم و مشاهده می کنیم 

.= =7 3 3

8 7 8
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که آبی است. چقدر احتمال دارد این مهره از جعبهٔ A1 باشد؟
	A= باشد A1 پیشامد اینکه مهره از 	
B = پیشامد اینکه مهره آبی باشد 	

P(A)P(A | B) P(B | A)
P(B)

= × =

1
2

1
2

( )
× =

× +

4 32

7 534 3
7 8 	

8  ـ7 ـ تمرىن ها
1ــ جعبه اى محتوى 3 مهرهٔ سفىد و 2 مهرهٔ سىاه است. متوالىاً دو مهره به تصادف از جعبه 

بدون جاى گذارى برمى دارىم. 
الف( اگر اولىن مهره سىاه باشد احتمال اینکه دومىن مهره هم سىاه باشد چقدر است؟ 

ب( احتمال اینکه مهرهٔ دوم هم رنگ مهرهٔ اول باشد چقدر است؟ 
اینکه رتبهٔ اول سال آخر رشتهٔ رىاضى دبىرستانى  2 ــ برحسب تجربهٔ گذشته مى دانىم احتمال 
در مسابقهٔ ورودى دانشگاه قبول شود 0/95 است. با توجه به سوابق تحصىلى على در اىن دبىرستان، 
احتمال اینکه او در سال آخر رشتهٔ رىاضى دبىرستان رتبهٔ اول شود 0/9 است. احتمال اىنکه على هم 

رتبهٔ اول شود و هم در مسابقهٔ ورودى دانشگاه قبول شود چقدر است؟ 
3 ــ سکه اى همگن را 3 بار مى اندازىم. اگر A پىشامد رخ دادن رو در دو پرتاب اول، B پىشامد 
 A پىشامد رخ دادن دقىقاً دو پشت در سه پرتاب باشد، نشان دهىد که C رخ دادن پشت در پرتاب سوم و

و B مستقل اند ولى B و C مستقل نىستند. 
4 ــ احتمال زنده ماندن در ىک عمل پىوند عضو برابر 0/5 است. اگر بىمارى پس از عمل زنده 
باشد احتمال اینکه بدن او در طول ىک ماه پىوند را قبول نکند و بمىرد 0/2 است. احتمال زنده ماندن 

ىک بىمار پىوندى پس از اىن دو مرحله چقدر است؟ 
5  ــ جعبه اى شامل 12 لامپ است که 3 تاى آنها معىوب اند. اگر به تصادف 3 لامپ متوالىاً بدون 

جاى گذارى از جعبه بردارىم احتمال اینکه هر 3 لامپ معىوب باشند چقدر است؟ 
، { }( )P a,b,c = 1

2
6 ــ ىک فضاى نمونه اى متشکل از 5 برآمد d ،c ،b ،a و e است. به شرط آنکه  

مطلوب است: P(a) = 1

4  
{ } { }( )P b,c,d a,b,c الف( محاسبهٔ 

{ } { }( )P a a,b,c ب( محاسبهٔ 
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7 ــ 4 مهره به شماره هاى 1 ، 2 ، 3  و 4 را در ظرفى رىخته اىم. اگر بخواهىم دو مهره به تصادف 
از ظرف بىرون بىاورىم شش امکان )1,2(، )1,3(، )1,4(، )2,3(، )2,4( و )3,4( وجود دارند. تفاضل 

هر دو شماره را R و مجموع آنها را S فرض مى کنىم. 
الف( احتمال پىشامدى را که براى آن R=2، به دست آورىد. 
ب( احتمال پىشامدى را که براى آن S =5، به دست آورىد. 

آىا اىن پىشامدها مستقل اند؟ 
پ( اگر در قسمت الف، R برابر ىک باشد و در قسمت ب، S همچنان 5 باشد پىشامدها مستقل اند؟ 
8  ــ در دو جعبه به ترتىب 30 و 20 عدد لامپ همانند وجود دارد. در جعبهٔ اول 5 عدد لامپ 
معىوب و در جعبهٔ دوم 3 عدد لامپ معىوب موجود است. از اولى 10 لامپ و از دومى 8 لامپ به 
تصادف انتخاب مى کنىم و  آنها را به صورت درهم در جعبه اى جدىد قرار مى دهىم. از اىن جعبه به 

تصادف لامپى برمى دارىم. احتمال اینکه اىن لامپ معىوب باشد چقدر است؟ 
9 ــ دو ظرف دارىم. اولى شامل 10 مهرهٔ سفىد و 8 مهرهٔ سىاه است و دومى شامل 12 مهرهٔ 
سفىد و 9 مهرهٔ سىاه است. از ظرف اول به تصادف مهره اى در مى آورىم و در ظرف دوم قرار مى دهىم. 
آن گاه از ظرف دوم به تصادف مهره اى درمى آورىم. احتمال اینکه اىن مهره سفىد باشد چقدر است؟ 

10 ــ تکمىل بناى راهى ممکن است به دلىل اعتصاب کارگران به تأخىر افتد. فرض کنىد احتمال 
اینکه اعتصابى رخ دهد 0/65 باشد و احتمال اینکه اگر اعتصابى نباشد کار به موقع انجام شود 0/8 و 
احتمال اینکه اگر اعتصابى باشد کار به موقع انجام شود 0/3 باشد. احتمال اینکه کار بناى راه به موقع 

انجام شود چقدر است؟ 
11 ــ اگر A2 ، A1 و A3 سه پىشامد از فضاى نمونه اى S باشند ثابت کنىد 

P  (A1 A2   A3) ≤ P ( A1) + P ( A2) + P ( A3) 	
  P(B3   | B2    B1) ،و با احتمال مثبت باشند S سه پىشامد از فضاى نمونه اى B3 و B2 ، B1 12 ــ اگر
به معناى احتمال رخداد پىشامد B3 به شرط رخداد هر دو پىشامد B1 و B2 است. با اىن تعرىف ثابت کنىد

P(B1  B2  B3) = P(B1) P(B2|B1)  P(B3|B2  B1)   	
13ــ اگر  B2 ، B1 و B3 سه پىشامد دو به دو ناسازگار و با احتمال مثبت باشند که اجتماع آنها 

برابر با S است و اگر A پىشامدى از S باشد ثابت کنىد.

i i
i

P(A | B )P(B )P(B | A) , i , ,
P(A | B )P(B )

=

= =
∑

1 1
1 3

1

1 2 3
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9  ـ1ـ متغىر تصادفى گسسته 
به طورى که قبلاً گفتىم در هر آزماىش تصادفى، فضاى نمونه اى را مشخص مى کنىم و به رخداد 
هر پىشامد آن عددى بىن 0 و 1 به عنوان احتمال نسبت مى دهىم. حال مى خواهىم مجموعهٔ دىگرى را 

به جاى فضاى نمونه اى قرار دهىم. ابتدا به مثال هاى زىر توجه کنىد. 
مثال 1: وقتى سکه اى را مى اندازىم، S داراى دو برآمد رو و پشت است. تابع X را بدىن 
صورت تعرىف مى کنىم که حوزهٔ تعرىف )دامنه( آن مجموعهٔ S با دو عضو رو و پشت و حوزهٔ مقادىر 

)برد( آن دو عدد 0 و 1 از محور اعداد حقىقى باشد. به عبارت دىگر 
 X )0 = )رو 	
 X )1 = )پشت 	

شکل 1  

9 
صل

ف
پشت 

رو  

10

چنىن تابع X را متغىر تصادفى مى گوىىم که دو مقدار 0 و 1را اختىار مى کند. چون احتمال رخداد 
1 است پس X=0 که نماىش سادهٔ 0 = )رو( X است و در واقع نمادى براى رخداد برآمد رو 

2
برآمد رو 

1 است. در واقع به جـاى جدول را 
2

1 و همىن طور احتمال X = 1 برابر 
2

است، داراى همان احتمال 





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قرار     مى دهىم. xiهـا مـقـادىر X و piهـا احتمال هـاى متناظر بـا آنهـا هستند. تـوجه کردىد کـه فضاى 
نـمـونـه اى،}پشت، رو{ = S، جاى خود را به مجموعهٔ }1 ، 0{ داده است.                                               

	مثال 2: در انداختن ىک تاس همگن مجموعهٔ S داراى 6 برآمد است. به هر برآمد S، احتمال 
1 را نسبت مى دهىم. اگر X تابعى باشد که بر هر برآمد S عددى صحىح از 1 تا 6 را که همان اعداد 

6
حک شده بر وجوه تاس اند نسبت دهد، ىعنى بر هر برآمد S نقطه اى از محور اعداد حقىقى را نسبت 
دهىم، متغىر تصادفى X با مقادىر صحىح 1 تا 6 به وجود مى آىد که احتمال هر مقدار آن، همان احتمال 

برآمد S متناظر با آن است )شکل 2(. پس جدول زىر براى رىزش تاس نتىجه مى شود.

شکل 2 

پشت      رو      برآمد 

1       احتمال
2

        1
2

 
جدول

 xi          0            1

pi 	1
2

        1
2

 

 xi 	1 	2 	3 	4 	5 	6 

pi
	

1
6 	

1
6 	

1
6 	

1
6 	

1
6 	

1
6

10 32 54 6

S
5

1

6
3

2

4

مثال 3: بر فضاى نمونه اى S، در مثال قبل، مى توان متغىر تصادفى دىگرى را تعرىف کرد. 
تابع X را تابعى بگىرىد که شماره هاى 1 ، 2 ، 3 و 4 را با نقطهٔ به طول 1 و شمارهٔ 5 را با نقطهٔ به طول 2، 

و شمارهٔ 6 را با نقطهٔ به طول 3 از محور اعداد حقىقى متناظر کند )مطابق شکل 3(.
در اىن صورت 

 X )1 ٔشماره( = X )2 ٔشماره( = X )3 ٔشماره( = X )4 ٔ1 = )شماره 	
 X )5 ٔ2 = )شماره 	
 X )6 ٔ3 = )شماره 	

 





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بنابراىن جدول احتمال زىر به دست مى آىد. 

توجه کنىد که رخداد )X = 1( ىعنى رخداد پىشامد }  شمارهٔ 4 ،  شمارهٔ 3، شمارهٔ 2، شمارهٔ 1 {، 
4 است. 	 

6
و مى دانىم اىن پىشامد داراى احتمال 

در متغىرهاى تصادفى اىن سه مثال، تعداد مقادىرى که هر متغىر اختىار مى کرد متناهى بود. متغىر 
تصادفى را در احتمال مقدماتى به صورت زىر تعرىف مى کنند: 

 X بر اعداد حقىقى است. اىن تابع را با S تعرىف متغىر تصادفى1 تابعى از فضاى نمونه اى
نشان مى دهىم. 

همان طور که در مثال هاى قبل دىدىم مجموعهٔ اعداد حقىقى ىک فضاى نمونه اى جدىد است. 
اگر حوزهٔ مقادىر X متناهى ىا شما را نامتناهى باشد متغىر تصادفى X را گسسته مى گوىىم. براى درک 
مطلب فرض کنىد فضاى نمونـه اى }S = }s1 , ... ,sn را دارىم و احتمال هــاىى کـه بــه ترتىب به 
برآمدها   S تخصىص داده اىم pn , ... ,p2 ,p1 باشند. تـابعى مانند X را درنظر مى گىرىم که حـوزهٔ تعرىف 
 ،S و حوزهٔ مـقـادىر آن نقاطـى از محور اعداد حقىقى است، به قسمى که هر برآمد ىا هـر پىشامد S آن

بـا نـقطه اى از محـور مـزبور متناظر باشد. در اىن صورت مطابق شکل 4،	
n kX(s ) x , X(s ) x , X(s ) x , X(s ) x , ... ,X(s ) x=  =  =  =   = 1 1 2 2 3 3 4 2 	

تابع X، متغىر تصادفى است و x2 ،x1، … و xk مقادىر آن هستند. 

شکل 3   

xi 	1 	2 	3

    pi            
4
6 	

1
6 	

1
6

10 32

S

51
6

3

2

4

1ــ در واقع متغىر تصادفى، نه متغىر است و نه تصادفى است، بلکه ىک تابع روى مدل احتمال است. 

0

S2

S1

Sn

x 3x1 x2xk

S3

S4

شکل 4   
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9 ـ2ـ تابع جرم احتمال 
تابع جرم احتمال ىک متغىر تصادفى گسسته X ، تابعى است که به هرىک از مقادىر X ، ىعنى به هر 
ىک از xiها i = 1 , 2 , ... , k احتمال P(X = xi) = pi را نسبت مى دهد. به صورت جدول، دارىم:

بدىهى است که p1 + p2 + ... + pk = 1. اگر نقاط به طول x2 ،x1، … و x3 را نقاطى مادّى 
تلقـى کنىم مـى تـوانىم p2 ، p1، ... و pk را بــه ترتىب جـرم اىن نقاط بگىرىم. بــه همىن دلىل رابـطـهٔ 	

 P(X = xi) = pi  و i = 1 , 2,... , n                                                                                     
تابع احتمال متغىر تصادفى X مى نامند. جدول بالا نشان مى دهد که  را تابع جرم احتمال ىا صرفاً 
مقدار کل احتمال 1 به چه ترتىب بىن مقادىر متغىر X توزىع شده است و آن را جدول توزىع احتمال 
مى گوىند. تعداد مقادىرى که X پذىرفته است متناهى هست. گاهى تعداد مقادىرى که X اختىار مى کند 

نامتناهى ولى شماراست. به مثال زىر توجه کنىد. 
مثال 4: جامعهٔ کودکان زىر ده سال را درنظر بگىرىد. هر کودک را براى اىنکه ببىنىد به بىمارى 

هموفىلى مبتلاست ىا نه آزماىش مى کنند. فرض کنىد متغىر تصادفى را به صورت زىر تعرىف کنىم:
 X = تعداد کودکانى که باىد آزماىش شوند تا اولىن مورد هموفىلى ظاهر شود

ببىنىم که X چه مقادىرى را انتخاب مى کند. ممکن است اولىن نفرى که در جامعهٔ مزبور آزماىش 
مى شود به هموفىلى مبتلا باشد پس در اىن صورت X = 1. ممکن است اولىن نفر مبتلا نبوده، دومىن 
نفر مبتلا باشد پس X = 2 و نظاىر آن. مى توانىد مجسم کنىد که ممکن است ىک مىلىون کودک آزماىش 
شوند و کودکى مبتلا پىدا نشود ىعنى X مى تواند بىش از ىک مىلىون هم باشد. به همىن ترتىب مقادىرى 

که X مى تواند اختىار کند شمارا بوده ولى نامتناهى است. در اىن حالت دارىم 

 P(X = xi) = pi  و i = 1, 2,...

. ىعنى باىد احتمال 1 را بىن بى نهاىت مقدار xi توزىع کرد.         i
i

p
∞

=
=∑

1

بدىهى است، 1

تذکر: هر تابع احتمال مربوط به متغىر تصادفى گسسته X داراى وىژگى هاى زىر است: 
        ii , ,... ,        P(X x )=            ≤ = ≤12 0 1 1ــ 	

 xi            x1            x2       ...      xk

 pi            p1            p2       ...      pk
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i

i
P(X x )= =∑ 1

	 
2ــ

برعکس اگر تابعى به صورت  i = 1 , 2, ... , P(X = xi) = pi داراى دو وىژگى بالا باشد ىک 
تابع احتمال است. 

مثال 5: سکه اى را متوالىاً مى اندازىم. سکه منصف نىست. تعداد دفعاتى که سکه را مى اندازىم 
تا براى اولىن بار رو ظاهر شود متغىر تصادفى X مى نامىم. 

ب( احتمال رخداد هر مقدار X چىست؟  الف( X چه مقادىرى اختىار مى کند؟ 	
الف( ممکن است در بار اول رو ظاهر شود پس X = 1. اگر بار اول رو ظاهر نشود ولى بار دوم 
رو بىاىد X = 2. به همىن ترتىب ممکن است تا پرتاب شمارهٔ 3 ، 4 ، 5 ، …، 1000 ، … براى بار اول رو 

ظاهر نشود، پس X همهٔ مقادىر صحىح طبىعى را اختىار مى کند. 
ب( فرض مى کنىم در پرتاب i ام براى اولىن بار رو بىاىد مى خواهىم احتمال اىن پىشامد ىعنى 
P(X = i) را به دست آورىم. اگر در ىک بار انداختن سکه، H معرف برآمد رو و T معرف برآمد پشت 

(i )−
              

1


TT...TH
بار

باشد، پىشامد 	
                                                                                                                      

بدىن معناست که i-1 بار متوالىاً پشت بىاىد و در i امىن بار رو ظاهر شود. باىد احتمال اىن پىشامد را که 
مستلزم رخداد i برآمد است به دست آورىم. سکه منصف نىست ىعنى احتمال رو آمدن و احتمال پشت 
1 نىست. فرض مى کنىم احتمال ظاهر شدن رو p و احتمال ظاهر شدن پشت q باشد. 

2
آمدن 

واضح است که p + q = 1. هر انداختن سکه از انداختن هاى دىگر مستقل است. حال قبل از محاسبهٔ 
احتمال موردنظر متذکر مى شوىم که اگر براى چند آزماىش تصادفى جدا از هم فضاهاى نمونه اى و 
مدل هاى احتمال را بسازىم و اگر A1 پىشامدى از فضاى اول، A2 پىشامدى از فضاى دوم، … باشد 

آن گاه شرط استقلال A2 ،A1، … از هم را به صورت زىر بىان مى کنند. 
P(A A ...) P(A ).P(A )...=1 2 1 2  	

پس، اگر براى هر انداختن سکه ىک فضاى نمونه اى درنظر بگىرىم، آن گاه مثلاً 
 P(TT) = q.q = q2 	

به همىن ترتىب:
 P(TT...T) = q.q...q = qi-1 	

(i )−
              

1


بار (i )−
              

1


بار
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شکل 5 ــ نمودار مىله اى    

و بالاخره:
 P(TT...،TH) = qi-1.p 	

         پس:  
 P(X = i) =  qi-1.p 	

	اگر i را برابر 1 ، 2 ، … بگىرىم احتمال هاى متناظر با مقادىر X به دست مى آىند. جدول زىر را 
مى توانىم بنوىسىم 

رابطهٔ i = 1 ، 2 ،… ،P(X = i) =  qi-1p تابع احتمال متغىر تصادفى X است.           
	 شما مى توانىد به مىل خود جدولى تشکىل دهىد که سطر اول مقادىر متغىر تصادفى X باشد )هر 
مقدارى که ماىل هستىد به آن نسبت دهىد( و سطر دوم آن احتمال هاىى دلخواه باشند، فقط لازم است که 

مجموع احتمال ها 1 باشد. اگر هر مقدارى 
را که متغىر تصادفى X اختىار مى کند طول 
ىک نقطه، و احتمال متناظر با آن را عرض 
بگىرىم  متعامد  محور  دو  به  نسبت  نقطه  آن 
نمودارى براى احتمال X به دست مى آورىم. 
لازم نىست که واحد طول را روى دو 
محور ىـکى بگىرىم. عـرض هاى نقاط، مقادىر 
p2 ،p1، … و pn هستند که همه بىن صفر و 

 ،… ،x2 ،x1 ىک اند. طول هاى نقاط، مقادىر
xn هستند )مطابق شکل 5(.

 xi            1            2            3        ...          i        ...
 pi             p           qp         q2p       ...      qi-1p     ...

0

p2

p1

p n

x 1 x 2 x n

P

X

در واقع مى توان طول مىله هاى بالاى xn ،… ،x2 ،x1  را احتمال هاى متناظر با آنها گرفت. اىن 
نمودار را نمودار مىله اى مى نامند. براى هر تابع احتمال گسسته مى توانىد چنىن نمودارى رسم کنىد. 
همان طور که گفتىم مى توانىم جدول هاى توزىع احتمال دلخواه فراوانى بنوىسىم اما آن جدول ها و 
مدل هاىى مورد توجه اند که ارزش کاربردى داشته باشند. ذىلاً چند توزىع احتمال مهم را ذکر مى کنىم. 

(i )−
              

1


بار
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9ـ3ـ توزىع برنولى 
وقتى لامپى را امتحان مى کنىم ممکن است سالم باشد ىا معىوب. به طور کلى وقتى کالاىى را در 
موقع خرىد امتحان مى کنىم ىا سالم است و ىا ناقص. وقتى از فردى در مورد اعتىادش به سىگار سؤال 
مى کنىم ىا سىگارى است ىا نىست. از اىن پدىده هاى دو حالتى زىادند. اگر سالم بودن کالا ىا سىگارى 
بودن فرد را با X = 1 و ناقص بودن کالا و سىگارى نبودن فرد را با X = 0 نشان دهىم متغىرى تصادفى 
دارىم که دو مقدار 0 و 1 را اختىار مى کند. اىن آزماىش هاى دو حالته را امتحان مى نامىم و فضاى 

نمونه اى هر امتحان دو برآمد دارد. رىختن سکه هم ىک امتحان است.  
ىا  و  بودن کالا  ناقص  بگىرىم احتمال   p را فرد  بودن  ىا سىگارى  بودن کالا  اگر احتمال سالم 
سىگارى نبودن فرد برابر q است. پس جدول توزىع احتمال زىر را براى هر امتحان دارىم 	                       

مرسوم است که دو برآمد امتحان را پىروزى و شکست مى نامند. برآمدى که مورد توجه است پىروزى 
نامىده مى شود. مثلاً ممکن است لامپ ها را ىک به ىک براى ىافتن لامپى معىوب امتحان کنىم، در اىن 

  

صورت ىافتن لامپ معىوب ىک پىروزى است. اىن جدول را مى توان به صورت رابطهٔ زىر هم خلاصه کرد.                        

i iP q i ,P(X i)
−              == = 

    

1 01

0 i به ازای سایر مقادیر

به طورکلى اگر پىشامد A از ىک فضاى نمونه اى را درنظر بگىرىم و رخداد A را پىروزى گرفته، 
احتمال پىروزى را p فرض کنىم، آن گاه متغىر تصادفى X که به صورت 

 X = 1    رخ دهد A اگر 	
 X = 0    رخ ندهد A اگر 	

تعرىف مى شود داراى تابع احتمال بالاست. 
متغىر تصادفى X را که تنها دو مقدار 0 و ىک را مى پذىرد متغىر برنولى و توزىع احتمال آن را 

توزىع برنولى مى گوىند. 






 xi            0            1
 pi           q             p

 p + q = ١



9  ـ4ـ تمرىن ها 
1ــ پنج سکهٔ منصف را باهم پرتاب مى کنىم. 

الف( فضاى نمونه اى را بنوىسىد. 
ب( ىک متغىر تصادفى تعرىف کنىد که تعداد »شىرها« را نشان دهد. 

پ( تابع احتمال متغىر تصادفى بند ب را بنوىسىد. 
2ــ دو تاس را باهم پرتاب مى کنىم. متغىر تصادفى X را مجموع دو عدد ظاهر شده در روى دو 

تاس تعرىف مى کنىم. 
الف( فضاى نمونه اى اىن آزماىش را بنوىسىد. 

ب( تابع احتمال X را به دست آورىد. 
پ( احتمال اىنکه X ≥ 7 باشد چقدر است؟ 

3ــ ىک تاس پرتاب مى کنىم. متغىر تصادفى X را به صورت زىر تعرىف مى کنىم. 
                                                                                اگر عدد فرد بیاید

X


= 


1

2                                                                                 اگر عدد زوج بیاید	
الف( تابع احتمال X را بىابىد. 

ب( آىا X ىک متغىر تصادفى برنولى است؟ 
4ــ سکه اى منصف را آن قدر پرتاب مى کنىم تا »شىر« بىاىد. 

الف( فضاى نمونه اى اىن آزماىش را بنوىسىد. 
ب( ىک متغىر تصادفى تعرىف کنىد که براساس آن بتوان احتمال شىر آمدن را محاسبه کرد. 

پ( احتمال اىنکه اولىن بار در آزماىش صدم، شىر ظاهر شود چقدر است؟ 
5  ــ توزىع احتمال متغىر تصادفى X به صورت زىر مشخص مى شود. 
iP(X i) i , ,

i
= =                     =   

+2
1 2 3

3 	

P(X j)= =                =   1
4 5 6

14 	
الف( جدول توزىع X را بسازىد. 

ب( نمودار توزىع را رسم کنىد. 
پ( مقدار )P)X ≤ 3 را حساب کنىد. 
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P(X j) j , ,= =                =   1
4 5 6

14



1 است. در روستاىى مردان مسن را تحت 
80

6ــ احتمال اىنکه فردى مسن مبتلا به دىابت باشد  
آزماىش قرار مى دهند. اگر متغىر تصادفى X را برابر با تعداد افرادى تعرىف کنىم که به ترتىب آزماىش 
مى شوند تا اولىن فرد دىابتى مشخص شود، تابع احتمال متغىر X را به دست آورىد. احتمال اىنکه دومىن 

نفر دىابتى باشد چقدر است؟ 
برآمد  با 3  متناظر  اگر احتمال هاى  برآمد دارد.  آزماىش تصادفى 3  نمونه اى ىک  7ــ فضاى 

1 باشد، متغىرى تصادفى روى اىن فضا تعرىف کنىد. 
6

1 و 
2

، 1
3

به ترتىب 
8  ــ نشان دهىد که تابع زىر ىک تابع احتمال است. 

[ ]P(X x) (n x) , x , , ...,n
n

= = − +         =   
2

1
2 1 1 2 	
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