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 بنام خدا     
 

  انتگرال مقدمات  فصل اول
 مقدمه  -  ١.١

شکل  ينساده تر ند مساحت اشکال مسطحه را حساب کنند.  کرده ا  یدانان سع ياضیر يماز زمان قد
با استفاده  ينهمچن است.  يلمستطاست که مساحت آن حاصل ضرب طول در عرض  يلمسطحه ، مستط

 ينهمچن کرد.  يداالضلاع و مثلث را هم پ یتوان مساحت متواز  یگرفتند که م يجهنت يدسیاز هندسه اقل
   کنند. يداآن به چند مثلث ، پ يمرا هم با تقس یتوانستند مساحت چند ضلع

 
  يرشکل ز شود.   یهستند  ، کار مشکل م یقوس يا یحدود منحن یکه دارا یاشکال یاما برا

 
مانند شکل بالا ، روش جز به جز را  یکردن مساحت اشکال يداپ یبود که برا  یشخص يناول يدسارشم

  بکار برد. 
 :Method of  Exhaustionروش جز به جز 
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 يچيدهشکل پ يکدانست در داخل   یکه مساحت آنها را م  يیها یچند ضلع يشترهرچه بمحاط کردن  او با
اما   محاط شده بود. مساحت اشکا ل Limit“ حد “  يتمساحت آن شکل در نهامساحت آنرا بدست آورد.

مربع   يادی، تعداد ز يرکردن مساحت شکل ز يداپ یمثلا برا  حد ، نداشت. يدهاز ا یاطلاع يدسارشم
  بالا خره توانست تمام آن قسمت را پر کند و مساحت آنرا بدست آورد. تا  گذاشت شکل آن داخل 

 
  Preparation for Definite Integral. ينانتگرال مع یراب  یآماده ساز
  . ريشکل ز . ميکن دايرنگ را پ ديقسمت سف یعني    يهمساحت ناح يمخواه  یم يدفرض کن

 
 . ميقسمت قرمز رنگ کار کن یعني    يهناح یآسان تر است که رو  ،  کار ينا یرسد برا  یبه نظر م

و چون ٢و خط و محور   محدود شده است به    Region  هيناح نيا
 ميتوان  ی، م ميکن دايرا پاست ، پس اگر مساحت ۴که مساحت آن  دهند  یمثلث م کي ليتشک
، مجموع  ميمحاط کن   Inscribe يیها لي، مستط حالا اگر مانند شکل   .ميکن دايرا پمساحت 

         طيمح   يیها ليمستطاما اگر مانند شکل   است.ها کمتر از مساحت  ليمستط یمساحت ها
Circumscribe یمسلم است که م  است.از مساحت  شتريها ب ليمستط ی، مجموع مساحت ها ميکن  

   .ميکن دايپ  یها را به اسان ليمساحت مستط ميتوان
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    مجموع , يمکن يادز ها  را يلتعداد مستط يعنی، يمها را کوچک تر و کوچک تر کن يلاگر قاعده مستطحالا 
   شود.  یتر م کيتر و نزد کينزدمساحت ها به  يلمستط ينا یمساحت ها

 یعبارت است از حد مجموع مساحت هادهد که مساحت   یسوق م يدها ينموضوع ما را به ا ينا
  شده است.  طيمح ايمحاط و  یها ليمستط

 قرار دارد.   یاصل تيسه خاص یروتا کنون اظهارت ما در مورد مساحت 
 

است با حاصل ضرب   یمساو ليمستط مساحت :The Rectangle Property:  ليمستط تيخاص
   قاعده در ارتفاع.

کوچک تر و لب اجزائ   ني، که شامل چند  هيناح کيمساحت  :: The Sum Propertyجمع  تيخاص
   کوچک تر. یاجزا نيا یمساحت ها جمعبه لب است ، عبارت است از 

دوم  هيناح کيکه شامل ،  هيناح کي مساحت :The Comparison Property  :   سهيمقا تيخاص
   دوم است. هيمساحت ناح  یبه بزرگاست ، حد اقل 

   کرد ، دارند. ميکه در مورد مساحت خواه یفيدر تعر  یخواص نقش مهم نيا
 

پارش را  یو ما کلمه فارس  پارش . -  افراز با فتح الف - کردن  یبند ميتقس یبه معن Partition کلمه 
 .ميبر  یپارش بکار م ايو  Partition کلمه  یاست براکه همان حرف نماد   .ميبر  یبکار م
 ميآنرا به چند اتاق کوچک تر تقس ،  یوارکشيو با د ميسالن بزرگ دار کياست که  نيامثل بازه  کيپارش 

  یم مي، تقس مينام  یم یفرع یکوچک تر که آنرا بازه ها یبازه را به بازه ها کيهم   در پارش  .ميکن  یم
   .ميکن
 

 ريتابع غ کيمحدود است به نمودار بنام  Region    هيناح کي ديفرض کن : : Partitions   پارش
      ديکن فرض نيهمچن   و و خطوط محور  ودر بازه  وستهيو پ  یمنف
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را   هيناح مساحت ، ميکه در بالا ذکر کرد یتيسه خاص با استفاده از شکل  , است
   .ميکن  یم فيتعر

 
   با را ها بازه نيا  مثبت است. حيعدد صح کي.  ميکن  یم ميتقس یبازه فرعرا به بازه 
   .ميکن  یمشخص م١ یفرع  نقاط

 

          
 
 

مجموعه محدود نقاط  کي از است عبارت Partition   پارش کي   -١.١ فيتعر

١ 

  یو م ميده  ینشان م پارش را با نماد  باشد.١که  یبطور
  م،يسينو

١  

 
تعداد  و بجز   باشد.و هم شامل هم  ديبا   بازه  از پارش، هر  يفتعرطبق 

١  مثلااست. یارياختآنها در  ینقاط و جا
٢

١ ٣
٢

 است.  ٢   یبراپارش    کي٢

١ اي و  باشد. تواند  یم  پارش کي خود٢ نيهمچن 
٢ ۴

١ ٣
۵

    پارش کيهم ٢

١   اما است.٢
۴

٢
۵

١
٢

٧
٨

   .ستينشامل    رايز ستين٢       پارش کي٢

 ،   کنند  یم جاديا   در١     پارش که  یفرع یبازه ها نيا

١عبارتند از  ١ ٢  و طول آنها عبارتند از ١

١ ٢ ١ ١  
 پس 
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Δ ١ 

١پارش  یبرامثلا 
۴

١
٢

١   ميدار٢بازه  یبرا٢

، ١
١
۴

، ٢
١
٢

، ٣ ١ ۴ ٢  

 و 

١
١
۴

١
۴ ٢

١
٢

١
۴

١
۴ ٣ ١

١
٢

١
٢ ۴ ٢ ١ ١  

   یعنينوشت  ،   یفرع یبازه ها  طول    برحسب  توان  یرا م٢  طول  که ديدارتوجه 

١ ٢ ٣ ۴
١
۴

١
۴

١
٢

١ ٢ 

 
  Lower and Upper Sumsو بالا   نييپا  مجموع
در هر   .ميکن یانتخاب م بازه درپارش   کي  .ديملاحظه  کن  را ريشکل ز

  قرار   هيناح  داخل  توان   یم را که  یليمستط نيتر  بزرگ  پارش یفرع    یبازه ها  از  کي
 ايم کرده فرض چون،   دينيب   یمشکل   که در  طور  همان  .ميکن  یداد  ، محاط م

 يک بينهر برای که دانيم می,  مينيمم و ماکسيمم قضيه اساس بر پس,  است پيوستهبازه در
 رااگر.  دارد وجود١يعنی ام کی فرعی بازه درترين کوچک مقدار يکو

 بازه در تواند می که است مستطيلی ترين بزرگپس,  کنيم فرضيعنی ام کی مستطيل ارتفاع
 انجام فرعی های بازه از يک هر برای را کار اين اگر.  شود محاطناحيه در١فرعی
١يعنی,  داشت خواهيمناحيه در محاط مستطيلانوقت.  دهيم ٢ 

 وطولبا ١قاعده دارایمستطيل،و يک بين   هر  یبرا
 ضرب صل حا از است عبارتمساحت لذا.  استارتفاع
 شده محاط های مستطيل تمام های مساحت مجموع که,  زير مجموع,  ديديمشکل در که طور همان
 .  باشد بيشترمساحت از بيشتر نبايد است

١ ١ ٢ ٢  
 درتابعپائين مجموع آنرا و دهيم می نشاننماد با را بالا  مجموع ما

 .  ناميم میپارش با رابطه

١ ١ ٢ ٢ ١  
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٢ ميداشته باش ديکن فرض-١  مثال برای ٢ 

  مطلوب است   
١
٢

١
٣
٢

٢  

١عبارت است از مربوط به پارش  یفرع یهابازه   –پاسخ 
٢

١
٢

١ ١ ٣
٢

٣
٢

٢ 

   .ميکن  یرا حساب م یفرع یبازه ها نيدر هر کدام از ا ممينيمقدار م

١ ، ٢
١
٢

١
۴

، ٣ ١ ١، ۴
٣
۴

٩
۴

 

  . ميکن  یم دايرا پ یطول هر بازه فرع نيهمچن

١
١
٢

١
٢ ٢ ١

١
٢

١
٢

 

٣
٣
٢

١
١
٢ ۴ ٢

٣
٢

١
٢

 

 شکل 
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  . ميدار١پس طبق فرمول شماره 
١
٢

١
۴

١
٢

١
١
٢

٩
۴

١
٢

٧
۴

 

 
١ يدکنفرض  – ٢مثال  برای  باشد. مطلوب است ٢

٢
٣

۴
٣

٢  

 پاسخ 

٢عبارت است از مربوط به پارش  یفرع یهابازه 
٣

٢
٣

۴
٣

۴
٣

٢ 

   .ميکن  یرا حساب م یفرع یبازه ها نيدر هر کدام از ا ممينيمقدار م

١ ١ ، ٢ ١ ، ٣
۴
٣

١
٣

٢
، ۴

٣
٢

 

 
   .ميکن  یم دايرا پ یطول هر بازه فرع نيهمچن

١
٢
٣

، ٢ ٣
، ٣ ٣

، ۴
٢
٣

 

 شود.  یم جهينت١از فرمول شماره 

١
٢
٣

١
٣

١
٣

٢ ٣
٢
٣

۴
٣

٣

۶
 

 شکل 

 
 

  

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



انتگرال آوا  1.1 مقدمه انوشـروان صراف  

8 
 

باشد ، همان طور ١چپ  یدر انتهاممکن است مقدار که  يدکن  یم مشاهده  - توجه 

در مثال ٣و ٢طور که  راست باشد ، همان یممکن است انتها اي  است.٢در مثال ١که 

 نيا  است.٢در مثال ۴باشد ، همان طور که ١داخل  یممکن است نقطه ا اياست. و ٢
   وجود دارد. یدر آن بازه فرع ممينيدارد که کجا مقدار م یبستگ

 
 يلمستط يمتوان  یم يمرا حساب کرد يينو حاصل جمع پا يممحاط کرد ،را   يیها يلمستط که همان طور

   ميکن  یفرض م  .ميو حاصل جمع بالا را حساب کن ميکن طيمح را  يیها

١  

پس طبق   باشد.در   ینا منف وستهيتابع پ کي ميکن  یباشد ، و فرض مپارش  کي
    ام یک یفرعدر بازه  مميمقدار ماکس کي ،و  کي نيبهر  یبرا ممينيو م  مميماکس هيقض

 ليارتفاع مستط مياگر فرض کن جهيدر نت،  شکل   وجود دارد.١
 طيمحاست که ممکن است در آن قسمت  یليمستط نيکوچک ترباشد ، پس  یعنيام  یک

 یها ليمستط یها مساحت  مجموع که شامل  ريو حاصل جمع زمساحت   شود.
   نخواهد بود.شده است ، کمتر از مساحت  طيمح

١ ١ ٢ ٢  

 
 

  یمدر رابطه با پارش  یمجموع بالاو آنرا  ميده  ینشان مبا نماد  حاصل جمع را ينا
 . پس  مينام

١ ١ ٢ ٢ ٢  
 

٢ يدفرض کن – ٣مثال  برای  مطلوب است   باشد.٢
١
٢

١
٣
٢

٢  
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 پاسخ 
   .ميدار یبرا

١
١
٢

١
۴

، ٢ ١ ١ ، ٣
٣
٢

٩
۴

، ۴ ٢ ۴  

 که  ميکرد دايپ١در مثال  چون

١ ٢ ٣ ۴
١
٢

 

  ميپس دار
١
۴

١
٢

١
١
٢

٩
۴

١
٢

۴
١
٢

١۵
۴

 

 شکل 

 
 

١ يدفرض کن – ۴مثال  sin برای مطلوب است   باشد.٢
  ريپارش ز یبرا

٢
٣

۴
٣

٢  

 کيدر هر  مميمقدار ماکس  .ميرا بدست آوردمربوط به  یفرع یبازه ها٢   مثالدر – پاسخ 
   .مي.  ، پس دارميکن  یحساب م یفرع یاز بازه ها

١ ٢
٢ ، ٢

٢
٣

١
٣

٢
 

٣ ١ ، ۴ ٢ ١ 
 چون  
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١
٢
٣

، ٢ ٣
، ٣ ٣

، ۴
٢
٣

 

 داشت  يمپس خواه

٢
٢
٣

١
٣

٢ ٣
١

٣
١

٢
٣

٨
٣

٣

۶
 

 شکل 

 
 

١باشد ، و اگر در بازه   یو نا منف وستهيتابع پ کياگر   کي٢

 یدر بازه فرع مميو ماکس ممينيم ريمقادو باشد ، پس بازه  یاريپارش اخت

١ یاست ، برا١   که یبطور٢
 

 

 است و لذا 
٣  

انتخاب ندارد که چه پارش   ی، فرق ميکرد فيتعرو به علاوه ، آن گونه که   است.
  یعني  باشد.و  نيب یعدد ديبامساحت  ی، در هر حالت ميکرد

مساحت ۴  

 و ٢در بازه ٢، اگر  ميديد٣و ١ یمثلا ، همان طور که در مثال ها
١
٢

١
٣
٢

٢  

 باشد ، پس 
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٧
۴

و
١۵
۴

 

   است. 
 

١ ناتيتمر ١ 
١ ناتيدر تمر  و مطلوب است ۶

١ ٧ ٣
۵
٢

٣
٢

 

 

٢ ٢ ١
١
٢

١
٢

١
٣
٢

٢  

 

٣ ۴ ١
١
٢

١
٢

١
٣
٢

٢  

 

۴ sin
۴ ٢

 

 

۵
٣ ۶ ۶ ٣

 

 
۶ ٣ ٣ ٣ ١ ٢  

 
 

٧ ناتيدر تمر  و مطلوب است ٩
٧ ١ ١ ٢  

 

٨
٢

 

 

٩
٢
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١   

١ ديفرض کن
٢ برای ١ ١ ديباشد و فرض کن٣ ٣

٢
٢ ۵

٢
 دايبا پ  باشد.٣

   .ديبزن نيرا تخم٣تا ١از و محور  نمودار  نيب هيمساحت ناحکردن 
 
 

١ ناتيپاسخ تمر ١ 
١ ناتيدر تمر  و مطلوب است ۶

١ ٧ ٣
۵
٢

٣
٢

 

٧
۵
٢

٣ ٧
٣
٢

۵
٢

٧
٣
٢

٢١ 

٧
۵
٢

٣ ٧
٣
٢

۵
٢

٧
٣
٢

٢١ 

 

٢ ٢ ١
١
٢

١
٢

١
٣
٢

٢  

١
١
٢

١
٣
٢

١
٢

٢
١
٢

۵
٢

١
١
٢

 

٣
٣
٢

١
٧
٢

٢
٣
٢

٢٧
۴

 

٣
٢

١
٢

١ ٢
١
٢

۵
٢

١
٢

٣ ١
١
٢

 

٧
٢

٣
٢

١ ۴ ٢
٣
٢

٣٣
۴
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٣ ۴ ١
١
٢

١
٢

١
٣
٢

٢  

١
١۶

١
٢

١
١
٢

١
٢

١
١۶

١
١
٢

 

١
٣
٢

١
٨١
١۶

٢
٣
٢

٩٩
٣٢

 

١
١
٢

١
١

١۶
١
٢

١
١۶

١
٢

١ ١
١
٢

 

٨١
١۶

٣
٢

١ ١۶ ٢
٣
٢

٣٧١
٣٢

 

 

۴ sin
۴ ٢

 

۴

٧

٢ ٢ ۴

٢

٨
 

٢

٢ ۴
١

٢ ۴ ۴

٢

٢
١  

 

۵
٣ ۶ ۶ ٣

 

١
٢ ۶ ٣

٣

٢ ۶

٣

٢ ۶
 

١
٢ ٣ ۶ ۶

١ ٣  

٣

٢ ۶ ٣
١

۶
١

۶
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٣

٢ ٣ ۶ ۶
٣ ٢  

 
۶ ٣ ٣ ٣ ١ ٢  

٣ ١ ٧ ٢ ١ ١  
٧ ١ ١٧ ٢ ١ ٢۴ 

 
٧ ناتيدر تمر  و مطلوب است ٩

٧ ١ ١ ٢  
 

١ ١ ٢ ٢ 

١ ١ ٣ ٢ ٧ 
 

٨
٢

 

٢ ٢
 

١
٢

١
٢

 

 

٩
٢

 

٢ ٢
١

٢ ٢
١

٢
 

٢
١

٢ ٢
٣
٢

١
٢
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 ١   
 

١ ديفرض کن
٢ برای ١ ١ ديباشد و فرض کن٣ ٣

٢
٢ ۵

٢
 دايبا پ  باشد.٣

   .ديبزن نيرا تخم٣تا ١از و محور  نمودار  نيب هيمساحت ناحکردن 
۴
٩

١
٢

١
۴

١
٢

۴
٢۵

١
٢

١
٩

١
٢

٨۶٩
١٨
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  The Definite Integral  ينانتگرال مع -٢.١
١در بخش    یحالا فرض نا منف  باشد.در بازه   یو نا منف وستهيتابع پ کي ميفرض کرد١

هنوز هم باشد و  وستهيپتابع در  ميکن  یو فقط فرض م ميگذار  یبودن تابع را کنار م
. ميکن  یم فيتعر ريمطابق زاز بازه پارش  کي یو مجموع بالا را برا نييمجموع پا

١ ١ ٢ ٢ 
 و 

١ ١ ٢ ٢  
در  مميمقدار ماکسو مقدار  ممينيمقدار ممقدار و  کي نيمثبت ب حيهر عدد صح یبرا

 ام هستند  یک  یفرع بازه
  

١شماره  فيتعر  -نيانتگرال مع فيتعر ٢ 
عبارت است از عدد تا از  نيانتگرال مع باشد.  وستهيپ  در بازه  ميکن  یفرض م

   بر قرار باشد.از بازه   هر پارش  یبرا ريز یکه نا مساو یبطورمنحصر به فرد 
 

   .ميده  ینشان م ريانتگرال را با نماد ز نيا

 

را هم تابع  نامند.   یرا حدود انتگرال مو . اعداد مينام  یرا علامت انتگرال منماد 
   .نديگو  یانتگرند م

  یعنيکه  ديدانيو م  شده  است. دهياست که کشنماد انتگرال همان حرف اول کلمه  نيا
   حاصل جمع. ايمجموع 

،به  یبستگ عدد است که فقط کي نيمقدار انتگرال مع   کي ريمتغ  دارد.،
 گذاشت. ايحروف  یتوان بجا  یهم باشد.  م یگريد ريهر متق تواند  یاست و م یساختگ ريمتغ

 مثلا  

 

 داشت  ميباشد ، خواه٣و و ٢مثال ، اگر  یبرا 

٢ ٢ ٢
٣٣٣

 

در اصل از مشتق آمده است که بعداً در   ندارد.در  یمفهوم مستقلعبارت  –توجه 
 . ميکن  یصحبت ممورد آن 

   .ميکن  یم فيتعر مساحت را بر حسب انتگرال ، نکيا
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١شماره   فيتعر ٣ و فرض   باشد.در بازه   یو نا منف وستهيتابع پ کي ميکن  یفرض م –

از سمت چپ به خط به محور  نيياز پامحصور از بالا به نمودار  یا هيناح ميکن  یم
و محور نمودار  نياست ب یا هيناحپس   باشد. و از سمت راست به خط

 شکل   شود.  یم فيتعر ريمطابق زمساحت و در بازه 

 

 

 
  دينشان ده باشد. برای ديفرض کن – ١مثال 

  است. 
 پاسخ 
هر  یو لذا برا  تابع ثابت است. کياست ، پس ، مقدار هر مقدار از   یبراچون 

 داشت  ميخواهو  کي نيبهر  یو برادر بازه ١پارش 

 
 پس 

١ ٢  

١ ٢  

١شماره  فيتعر یعني نيمعانتگرال  فيپس طبق تعر  است.   .ميدار٢
 

 

 
 

١شماره  فيباشد ، پس طبق تعراگر   عبارت است از  مربوطه هيمساحت ناح٣
 شکل 
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 که  يدنشان ده– ٢مثال 

١
٢

٢ ٢  

  است. 
 پاسخ 

 نيبهر  یپس برا  باشد. یاريپارش اخت کي١ ميکن  یفرض م
   داشت. ميخواه   و  کي

١ و  
 و 

١
١
٢ ١  

 شکل   است.

 
 

   داشت. يمبا استفاده از اطلاعات بالا ، خواه

١ ١ ٢ ٢  
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١ ١ ٢ ١ ١ ١  

١
٢ ١ ١

١
٢ ٢ ١ ٢ ١  

١
٢ ١ ١  

١
٢ ١

٢ ٢ ١
٢ ٢

٢
١
٢ ١

٢
٢

١
٢ ١

٢
٢ ٢  

١
٢

٢ ٢  

 نيهمچن
١ ١ ٢ ٢  

١ ١ ٢ ٢ ١ ١  

١
٢ ١ ١

١
٢ ٢ ١ ٢ ١  

١
٢ ١ ١  

١
٢ ١

٢ ٢ ١
٢ ٢

٢
١
٢ ١

٢
٢

١
٢ ١

٢
٢ ٢  

١
٢

٢ ٢  

 که  يريمگ  یم يجهمحاسبات نت يناز ا
١
٢

٢ ٢  

١ فيلذا طبق تعر   ميدار٢
 

١
٢

٢ ٢  

  داشت.  ميباشد ، خواه٧و ٣مثلا اگر 
١
٢

٧
٢

٣
٢

٢
٧

٣
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١ فيو براساس تعر    است.٢با  یمساودر شکل     ذوزنقه هيمساحت ناح٣

                
   داشت.  ميباشد ، خواه١و ٣اگر 

١
٢

١
٢

٣
٢

۴
١

٣
 

بخش  در  باشد.   یتواند منف  یمساحت نم رايز , ستينشکل   در  زده هاشور هيمسلما مساحت ناحکه 
١  توان داشت   یم رييتغ  یکه با کم ميکن  یمثابت ۵

١
٢

٢ ٢ ١  

 توان نشان داد که   ی، م ميعمل کرد٢که در مثال  قيهمان طر
 

٢ ١
٣

٣ ٣ ٢     

  ميدار٢باشد ، طبق شماره ٢و مثلا اگر 

٢ ١
٣

٢
٣ ٣ ٨

٣

٢
 

 
١که همان نمودار بخش  رينمودار ز  . دياست ملاحظه کن١
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٨با   یمساو هيپس مساحت ناح
٣

 است.    

۴با   است یمساومساحت  پس ۴است با  یهم مساو یروو چون مساحت  ٨
٣

۴
٣

 

بدست آوردن مقدار  سال قبل بدست آورد. ٢از  شيب دسيکه ارشم یا جهيمطابقت دارد با نت نيا
  مشکل است. و مجموع بالا  نييمجموع پا قياز طر٢مانند   یانتگرال

 
١شماره  فيتعر ۴ 

 باشد ، پس  وستهيپدر بازه  ديفرض کن

 

 
  نيهمچن پاره خط صفر است.  کيمفهوم است که مساحت  نيبه ا فيتعر

٢  

   .ديکن دايرا پ ريمقدارنتگرال  ز  - ٣مثال 

٢
١

۴
 

 پاسخ 

٢
١

۴

٢ ١
٣

۴
٣

١
٣

٢١
۴

١
 

  Riemann Sums مانيمجموع ر
١ فيدر تعر که  یمنحصر به فرد است بطورعدد  کي   نيکه انتگرال مع ميگفت٢

  ميداردر بازه ١هر پارش  یبرا

 

 ممينيبه مقدار م یفرمول بستگ نيا . مانيوجود دارد بنام مجموع ر نيانتگرال مع یهم برا یگريفرمول د
 ديشروع کار فرض کن یبرا  ندارد.١در بازه تابع  مميمقدار ماکس ايو 

  ميپس دار  باشد.١در بازه  یاريعدد اخت کي

برای ١ ٢  
 که  یبطور
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١ ١ ٢ ٢  

١ ١ ٢ ٢  

١ ١ ٢ ٢  
 

 شکل 

 
   توان نوشت.  یبطور خلاصه م ايو 

١ ١ ٢ ٢ ٣  

١و هم چون هم  ١ ٢ و  نيب٢

١قرار دارد ، پس ١ ٢ تواند به عنوان مقدار   یم ٢

و به انتخاب  یبستگ است ، حيتا چه اندازه صح بيتقر نيا  بکار رود. یبيتقر

١ ١ مجموع دارد.٢ ١ ٢  مانير را مجموع٢
   نامند.  یم

١شماره  فيتعر   مانير مجموع  اي۵
  ميکن  یو فرض م  باشد.در بازه  وستهيتابع پ کي ميکن  یفرض م

١  

عدد  کي ميکن  یفرض مو  کي نيبهر  یبرا  باشد.بازه  یاريپارش اخت کي
 باشد ، پس ١ یدر بازه فرع یارياخت

 

١ ١ ٢ ٢  
نشان داده ١شود و با نماد   یم دهينامدر بازه  یبرا مانير  مجموع کي
 پس   شود.  یم

١
١ ١ ٢ ٢  
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 “ گمايس“شود   یخوانده منماد 

٢ ديفرض کن– ۴مثال  ١ ١ديباشد و فرض کن٢ ١ ٣
٢

٢  

  یبرا ريسه انتخاب ز یبرا مانير مطلوب است مجموع  باشد. 

١  
 

١

٢
 

 پاسخ 
  است.  یسمت چپ بازه فرع يینقطه انتها ی، انتخاب اول برا ديکن  یهمان طور که ملاحظه م

 .است یسمت راست بازه فرع يینقطه انتها یانتخاب دوم  برا
 .است یبازه فرع  یانينقطه م یانتخاب سوم  برا

  است.  ريمطابق ز یبرا مانير مجموع

١ ١ ١ ١
١
٢

٣
٢

١
٢

۴

١

 

١ ١ ١ ١
١
٢

٩
۴

١
٢

٢١
٨
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  یبرا

١ ١ ١
٣
٢

١
٢

٢
١
٢

۴

١

 

١ ١ ١
٩
۴

١
٢

۴
١
٢

٣٣
٨

 

 
 

  یبرا

١
٢

١
١
٢

١
۵
۴

١
٢

٧
۴

١
٢

۴

١

 

١
۴

١
١
۴

١
٢۵
١۶

١
٢

۴٩
١۶

١
٢

۴۵
۶١

 

 

 
مختلف  یدر ارتباط با انتخاب ها ماني، مجموع ر ديملاحظه کرد۴همان  طور که در مثال 

١  مانيمجموع ر به یمخصوص یتفاوت داشته باشند ، پس نام ها گريد کيبا  توانند  یم٢

 مجموع سمتمربوطه را  مانيپس مجموع ر١ یچپ بازه فرع یانتهااگر   .ميده  یم
در هر حال با توجه  . ميکن  یم یهم نام گذار یانيمجموع راست و نقطه م قيطر نيبه هم  .مينام  یمچپ 
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و  نيب ديبا مانير یمجموع ها هياست ، پس کلموضوع که  نيبه ا
  . رنديقرار گ

 نيانتگرال مع یبيمقدار تقر١ است که  نيا مانينکته مهم در مورد مجموع ر

  ميسينو  یکند.  پس م  یمحاسبه م را

١

 

 
١ هيقض   کيهر  یبرا باشد.  وستهيپدر بازه  ميکن  یفرض م۶

  است.  حيصح ريکه گفتمان ز یدارد بطوروجود 

 یفرع یاز بازه ها کيباشد و هر پارش بازه  کي١اگر 

  ميداشته باشو  کي نيبهر  یداشته باشد و اگر براکمتر از   یطول
   کند.  یرا بر قرار م رينا معادله ز١ مانير پس مجموع ١   

١
۴  

 
١شماره   هيقض  کرد  انيب نيتوان چن  یرا هم م۶

 یفرع یتمام بازه ها یکه طول ها یهنگام یمانيعبارت است از حد مجموع رانتگرال 
  ميسينو  یو م  شوند.  یم کيبه صفر نزد

١
۵  

  Normنورم و آنرا  مربوط به  یفرع یبازه ها یطول ها نيتر  بزرگ یعنينماد 
  . مينام  یم    

١ ديفرض کن – ۵مثال  ٢ بازه  بيکه به ترتباشند سه پارش مختاف از بازه ٣

مجموع سمت چپ  یرا برا ريانتگرال ز  کنند.  یم ميتقس  یبازه فرع١و ۵و ٣به     را
   .ديبزن   نيتخم یفرع یآن بازه ها

١٢

١
 

   .ميدار١سمت چپ مربوط به  مجموع باشد.١ ميکن  یفرض م – پاسخ
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١ ١
١
٣

۴
٣

١
٣

۵
٣

١
٣

٣

١

 

١
٣

١
٣
۴

٣
۵

٧٨٣٣٣ 

   .ميدار٢مجموع سمت چپ مربوط به  یبرا

١

۵

١

١
١
۵

۶
۵

١
۵

٧
۵

١
۵

٨
۵

١
۵

 

٩
۵

١
۵

١
۵

١
۵
۶

۵
٧

۵
٨

۵
٩

٧۴۵۶٣۵ 

   .ميدار٣مجموع سمت چپ مربوط به  یبرا

١

١

١

١
١

١
١١
١

١
١

١٢
١

١
١

١٩
١

١
١

 

١
١

١
١
١١

١
١٢

١
١٩

٧١٨٧٧١ 

١   بخش درک از بعد ١٢ حيمقدار صح ميتوانست نشان ده ميخواه۶
 یبا شش رقم اعشار١

۶٩٣١۴٧شود   یم
 شود.  یم شتري، دقت محاسبه ب ابديکاهش ب یفرع یکه هرچه طول بازه ها ميريگ  یم جهينت۵لذا از مثال 

  
١ ناتيتمر ٢ 

١ ناتيدر تمر    .ديبدست آورو انتگرال ها را با محاسبه  یبيتقر  ريمقاد٣

١ ٢
٣

١
١ ١ ٢ ٣  

 

٢
٣

١
١

١
٢

١
٢

١
٣
٢

٢
۵
٢

٣  
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٣ ٣۴

۴
۴ ۴

 

 
۴ناتيتمر   در ١١  را حساب نيمع یبخش ، انتگرال ها نيا جيانتگرال و نتا فيبا استفاده از تعر   
   .ديکن

۴ ۴
٣

٢
 

 

۵
١
٣

١

١
 

 

۶
٢

 

 

٧
٣

٣
 

 

٨
١
٣

١
٣

 

 

٩
٧
٢

١
٢

 

 

١ ٢
۵

۵
 

 

١١ ٢
٣

٢
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١٢ ناتيدر تمر ١   .ديکن دايرا پ در بازه داده شدهو محور نمودار  نيب هيناح  مساحت۴
   .دينشان دهرا با حرف  هيناح   مساحت

 

١٢
۵
٢

٢ ٣  

 
١٣ ١ ۴  

 
١۴ ٢ ٣ ١  

 
١۵ ناتيدر تمر  .ديکن دايبا پارش داده شده را پ مانيمجموع ر قيانتگرال را از طر یبيمقدار تقر١٧

   .یانينقطه م  تيابتدا مجموع سمت چپ ، سپس سمت راست و در نها 

١۵ ٢
٣

١
١ ٢ ٣  

 

١۶
١
٢

١ ٢
٢

 

 

١٧
١

١ ٢ ٣ ۴ ۵
۵

١
 

 
١٨ ناتيدر تمر  .ديکن دايپ و پارش داده شده  مانياز مجموع رانتگرال را با استفاده  یبيمقدار تقر١٩

   راست. ابتدا مجموع سمت چپ و سپس سمت 

١٨
۴ ٢

٣
۴

٣
۴

۴

 

 

١٩ ٢ ١
٢

٢

٢

٣

٢
١

١
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٢ ناتيدر تمر  با استفاده از در بازه و محور نمودار  نيب هيمساحت ناح٢١
   .ديکن دايو  پارش داده شده را پ  سمت چپمجموع 

٢ ٢ ٢ ٣ ١
١
۴

١
٢

٣
۴

١  

 

٢١
١

٢
١
٢

١ ٢  

 
١ ناتيپاسخ تمر ٢ 

١ ناتيدر تمر    .ديبدست آورو انتگرال ها را با محاسبه  یبيتقر  ريمقاد٣

١ ٢
٣

١
١ ١ ٢ ٣  

٢ ١ ١ ٢ ١ ۴ ١ ۴ 
١ ٢ ١ ۴ ١ ۶ ١ ١٢  

 

٢
٣

١
١

١
٢

١
٢

١
٣
٢

٢
۵
٢

٣  

١
٢

١
٢

١
٢

١
٢

١
٢

١
٢

١
١
٢

٣
٢

١
٢

٢
١
٢

۵
٢

١
٢

۴ 

١
١
٢

١
٢

١
٢

١
٢

١
٢

١
١
٢

٣
٢

١
٢

٢
١
٢

۵
٢

١
٢

٣
١
٢

۶  

 

٣ ٣۴

۴
۴ ۴

 

٣ ٢

٢ ۴ ۴

٣ ٣

٨
 

۴

٣ ٢

٢ ۴

٣ ٢

٨
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۴ناتيتمر   در ١١  را حساب نيمع یبخش ، انتگرال ها نيا جيانتگرال و نتا فيبا استفاده از تعر   
   .ديکن

۴ ۴
٣

٢
۴ ٣ ٢ ٢  

 

۵
١
٣

١

١

١
٣

١ ١
٢
٣

 

 

۶
٢

٢
٢ ٢  

 

٧ ٣
٣

١
٢

٣
٢

٣
٢

   

 

٨
١
٣

١
٣

١
٢

١
٣

٢
١
٣

٢١
٣
١
٣

 

 

٩
٧
٢

١
٢

١
٢

١
٢

٢
٧
٢

٢

۶
١
٢

٧
٢

 

 

١ ٢
۵

۵
 

 

١١ ٢ ٢
٢

٣

١
٣

٢
٣

٣
٣ ٣۵

٣

٣

٢
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١٢ ناتيدر تمر ١  .ديکن دايرا پ در بازه داده شدهو محور نمودار  نيب هيمساحت  ناح۴
   .دينشان دهرا با حرف  هيناح   مساحت

١٢
۵
٢

٢ ٣  

۵
٢

۵
٢

٣ ٢
٢۵
٢

٣

٢
 

 
١٣ ١ ۴  

١
٢

۴
٢

١
٢ ١۵

٢

۴

١
 

 
١۴ ٢ ٣ ١  

٢ ١
٣

١
٣

٣
٣ ٢۶

٣

١

٣
 

 
١۵ ناتيدر تمر  .ديکن دايبا پارش داده شده را پ مانيمجموع ر قيانتگرال را از طر یبيمقدار تقر١٧

   .یانينقطه م  تيابتدا مجموع سمت چپ ، سپس سمت راست و در نها 

١۵ ٢
٣

١
١ ٢ ٣  

٢ ميکن  یفرض م ، ١    باشد.٣
چپ سمت مجموع ١ ١ ٢ ١ ١ ٢ ١ ٢ 

راست سمت مجموع ٢ ١ ٣ ١ ٢ ١ ۶ ١ ٨ 

ميانی نقطه مجموع
٣
٢

١
۵
٢

١
٣
۴

١۵
۴

٩
٢
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١۶
١
٢

١ ٢
٢

 

   باشد.٢ ميکن یفرض م

چپ سمت مجموع
١
٢

١
٢

١
٢

١ ١  

١
٢ ٢

١
٢

١
١
٢

١
١
٢

١
١
٢

 

راست سمت مجموع
١
٢

١
٢

١
١
٢

٢ ١  

٢
١
٢

١
٢

٢ ١ ١
١
٢

١
٢

١
١
٢

 

ميانی نقطه مجموع
١
۴

١
٢

٣
۴

١
٢

٣
٢

١
٢

 

sin
۴

١
٢

٣
۴

١
٢

٣
٢

١  

٢

٢
١
٢

٢

٢
١
٢

١ ١
٢

٢
١ ٢٩٢٨٩٣ 

 

١٧
١

١ ٢ ٣ ۴ ۵
۵

١
 

١ ميکن  یفرض م ، ١  .باشد۵

چپ سمت مجموع ١ ١ ٢ ١ ٣ ١ ۴ ١  

١ ١
١
٢

١
١
٣

١
١
۴

١
٢۵
١٢

٢ ٨٣٣٣ 

راست سمت مجموع ٢ ١ ٣ ١ ۴ ١ ۵ ١  
١
٢

١
١
٣

١
١
۴

١
١
۵

١
٧٧
۶

١ ٢٨٣٣٣ 

ميانی نقطه مجموع
٣
٢

١
۵
٢

١
٧
٢

١
٩
٢

١  
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٢
٣

١
٢
۵

١
٢
٧

١
٢
٩

١
۴٩۶
٣١۵

١ ۵٧۴۶  

 
١٨ ناتيدر تمر  .ديکن دايپ و پارش داده شده  مانياز مجموع رانتگرال را با استفاده  یبيمقدار تقر١٩

   راست. ابتدا مجموع سمت چپ و سپس سمت 

١٨
۴ ٢

٣
۴

٣
۴

۴

 

sin ٢ ٢

۴
٢

۴
١ ٢ ٧١١

٣
۴

۴

 

٢
۴

٢ ٢

٣
٧٣۵٧ ٢

٣
۴

۴

 

 

١٩ ٢ ١
٢

٢

٢

٣

٢
١

١
 

٢ ١
٢

٢

٢

٢

٢
١
٢

١
٣

٢

٢

٢

٢

٢
١

٣

٢

١
 

۴ ١  

٢
٢

٢
١
٢

١
٢

٢
١
٢

٢

٢

٣

٢

٢

٢
١

٣

٢

١
 

۶٧٣ ٣٣ 
 
 
 
 

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



معينانتگرال  انوشـيروان صراف  انتگرال آوا ١.٢ 

34 
 

٢ ناتيدر تمر  با استفاده از در بازه و محور نمودار  نيب هيمساحت ناح٢١
   .ديکن دايو  پارش داده شده را پ  مجموع سمت چپ

٢ ٢ ٢ ٣ ١
١
۴

١
٢

٣
۴

١  

١
۴

١
۴

١
۴

١
٢

١
۴

٣
۴

١
۴

 

١
۴

٧
٨

١
۴

٢
١
۴

٢٧
٨

١
۴

٢۵
١۶

 

 

٢١
١

٢
١
٢

١ ٢  

١
٢

١
٢

١
٢

١ ١
١
٢

١
٣

١
٢

١
٢

١
٢
٣
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  ينمخصوص انتگرال مع ياتخصوص -  ٣.١  
Special Properties of the Definite Integral 

سه گرفته   يناز  ا ما از انتگرال  يفتعر مساحت.   یاصل ياتبه سه خصوص يمگرد  یبخش بر م يندر ا
کتاب استفاده  ينبخش مکررا در ا ينا يایقضا . يمکن  یم يانو حالا آنها را به زبان انتگرال ب  .  است شده

   خواهد شد.
   .حاصل ضرب قاعده در ارتفاع است با یمساو ليکه مساحت مستط ميدانيم
 

١شماره  يهقض   Theorem 1.7 Rectangle Property ليمستط تيخاص٧
 هر عدد  یبرا

 

 
١بخش ١ال از مث مايمستق جهيباشد ، پس نتاگر اثبات  باشد  اگر   .ديآ  یبدست م٢

١ فيپس طبق تعر   ميدار۴

 

١ فيتعر قيباشد ، پس با تلف اگر  ١بخش ١و مثال ۴    داشت. ميخواه٢

 

 است و  ليارتفاع مستطکه  ديکن  یملاحظه مدر فرمول  –توجه 
 قاعده 

از دو شده است   متشکلکه  هيناح کيکه مساحت  ميکن  یاستفاده م تيخاص نيجمع از ا تيخاص یبرا
است از مجموع مساحت  ، عبارت رنديگ  یهم قرار م یپاره خط رو کيکوچک تر که فقط توسط  هيناح
 شکل   .هيدو ناح  نيا یها
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١ يهقض   Theorem 1.8 Addition Propertyجمع  تيخاص٨
 پس  باشد.  وستهياست ، پکه شامل  یدر بازه ا يمکن  یفرض م

 

 
 یعدد منحصر به فرد فيطبق تعر  باشد. يمکن  یرض مابتدا ف  –اثبات 

 از بازه هر پارش  یبراکه  یاست بطور

 

 که  مياست نشان ده  یپس کاف است. 

، هر برای ١  

و شامل تمام نقاط  ديو فرض کن  باشد.در  یاريپارش اخت کي يمکن  یپس فرض م
١بخش ۵شماره  یبر اساس نا مساو  باشد. نيهمچن   . ميدار١

٢  
در  یمجموعه نقاط٢هم هست ، و اگر باشد که در در  یمجموعه نقاط١حالا اگر 

 هم هست ، پس باشد که در 

١ ٢ و ١ ٢ ٣  
 شکل 

 
  ميدارو  في، بر اساس تعر نيعلاوه بر ا

١ ١ و ٢ ٢ ۴  

   داشت. ميخواه٣شماره  یبا استفاده از معادله هاو  ميکن  یم را با هم جمع۴دو نا معادله شماره 

١ ٢  
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١ ٢  

 هر پارش  یکه برا ميريگ  یم جهينت٢لذا بر اساس شماره 

 

   باشد.، اگر  ميثابت کن دياست که با یزيهمان چ نيا  است.
که  یحالت یبرا را هيقض نکيا توان بکار برد.   یروش را م نيهم هم گريد یها بيترت یبرا

 . ميکن  یباشد ، ثابت م
تعريف اول قسمت اثبات

 

 

تعريف

 

 .  ديکن دايرا پ ريمقدار انتگرال ز – ١مثال 

،
برای ١ ٢

٢ برای ٢ ٣

٣

١
 

 شکل 

 
  ميجمع دار تيبا استفاده از خاص –پاسخ 

٣

٢

٢

١

٣

١
 

١بخش ٢و ١ یبر اساس مثال ها    ميدار٢
١
٢

٢
٢

١
٢ ٣

٢

٢

١

٢

١
 

 و 
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٢ ٢ ٣ ٢ ٢
٣

٢

٣

٢
 

  ميريگ  یم جهيپس نت
٣

١

٣
٢

٢
٧
٢

٣

٢

٢

١
 

٢مقدار  -٢مثال 
 شکل  . ديرا حساب کن١

 
  ميجمع دار تياستفاده از خاص  با   -پاسخ 

١

٢

١

٢٢

١
 

١
٢

١
٢ ٢ ١

٢
٢ ٢

٢

٢

١
 

١
٢

٢
۵
٢

 

از   .ميدار اجيمخصوص احتحالت  کيفقط به  نجايدر ا است.  سهيمقا تياصسوم مساحت ، خ تيخاص
محاط شده  است که در آن یليمساحت هر مستط  یحد اقل به بزرگ هي، مساحت هر ناح ینقطه نظر هندس

 شکل   .ستيشده است ن طيکه بر آن مح یلياست ، و بزرگ تر از مساحت مستط

 
 شکل 
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١ هيقض   Theorem 1.9 Comparison Property سهيمقا تيخاص٩
  ميباس داشته درها تمام یباشد ، وبرا وستهيپدر بازه  ميکن  یفرض م

   
 پس 

 

 
وجود  ميدان  یباشد ، که مدر  مميو ماکس ممينيم ريمقاد١و ١ ميکن  یفرض م–اثبات 

١است. پس  وستهيپدر  رايدارند ز  کي ميفرض کن  است.١
 و     ميداشته باش که یاست بطورو   شامل فقط باشد که در   پارش کوچک

 پس١  

١ و ١  

 قرار دارد ، پس و  نيبچون 

١  

١  

 است. 
و  قايانتگرال دق کي  مقدار کردن دايپ که  یشود ، مخصوصا هنگام  یمکررا بکار برده م سهيقام تيخاص

 Lower Bound نييکران  پاانتگرال را  کي یمساو ايعدد کمتر  کي . ستيممکن ن  یبه اسان اي
  . مينام  یانتگرال مآن    Upper Bound  بالا کران  انتگرال را  کي یمساو ايعدد بزرگ تر  کيو 
 

  . ديکن دايرا پ ريانتگرال ز یو بالا نييپاکران  ،  سهيمقا تياستفاده از خاصبا  – ٣مثال 

١ ۴
١

١
 

١که  ميدان  یمپاسخ  ١ ۴ ٢ برای ١   شکل   است.١

  ميدار سهيمقا تياز خاصبا استفاده 

٢ ١ ١ ١ ١ ۴ ٢ ١ ١ ٢ ٢
١

١
 

 پس 
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٢ ١ ۴ ٢ ٢
١

١
 

٢و  نييپاکران  ٢لذا    انتگرال است.  نيا یبرابالا کران  ٢

 

 
  

١ یفرع هيقض –  سهيمقا تيخاص جينتا ١ 
Consequences of the Comparison Property Corollary 5.10 

 پس   باشد.در بازه   یو نا منف وستهيتابع پ کي ميکن  یفرض م

 

  است. 
 

 ميکن که فرض ميپس مجاز هست است. برای هيبر اساس فرض قض – اثبات 
١ هيپس طبق قض .باشد    ميدار٩

 

 
١ فيتعر طيشرا یکه دارا یا هيکه ناح ميريگ  یبالا نتجه م یفرع هياساس قضبر  عدد نا  کيباشد ، ٣
  انتگرال ها است.  یبرا نيانگيمقدار م هي، قض سهيمقا تيخاص گريد جهينت است.   یمنف
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١ هيقض  انتگرال ها  یبرا نيانگيمقدار م١١
Theorem 1.11 Mean Value Theorem for Integrals  

وجود دارد در عدد مانند  کيپس  باشد.  وستهيپر بازه د ميکن  یفرض م
 که  یبطور

 

باشند.  بر اساس در بازه  مميو ماکس ممينيم ريمقادو  ميکن  یفرض م– اثبات 
 که  ميدان  ی، م سهيمقا تيخاص

 

 است که  یمعن نياست ، به اچون  است. 

 

در عدد مانند  کيکه  ديگو  یم یانيمقدار م هياست ، قض وستهيپدر بازه چون 
 که  یوجود دارد بطور

 

  گريبه عبارت د اي

 

 مقدار

 

  Average (Mean) Value of نامند.   یمدر بازه  نيانگيمقدار م ايمقدار متوسط 
٢ ديفرض کن -۴مثال  برای را ٢در بازه متوسط مقدار   باشد.٢

  . ديکن دايپ
 پاسخ 

  مقدار متوسط  فيطبق تعر
١

٢
٢

٢
 

١بخش ٢و بر اساس فرمول شماره  است.   شکل  . ميدار٢
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١
٢

٢ ١
٢

١
٣

٢
٣ ٣ ۴

٣

٢
 

 
١ ناتيتمر ٣ 

١ ناتيدر تمر   . دي، مقدار انتگرال را حساب کن ليمستط تيبا استفاده از خاص٣

١ ٧
۵

٣
 

 

٢ ١
١

١٧
 

 

٣ ١
١

٢
 

 
۴ ناتيدر تمر   . ديرا حساب کن نتگرالجمع ، مقدار ا تيبا استفاده از خاص۵

۴
٢٢

١

١
 

 

۵ ٢ ٢ ٢
٢

١

٢

١
 

 
۶ ناتيدر تمر جمع مقدار  تيبا استفاده از خاص باشد.  وستهيپدر  ديفرض کن٧
   داده شده بر قرار باشد. یکه تساو ديکن دايپ یرا طورو 

۶
٣

٢
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٧
٣

۵

١

٣
 

 
٨ ناتيدر تمر سپس با   و . ديکن دايرا پتابع داده شده در بازه داده شده  ممينيو م مميماکس ريمقاد١٢

 دايرا پنمودار تابع و محور  نيب هيحت ناحمسا یو کران بالا نيي،کران پا سهيمقا تياستفاده  از خاص
  .ديکن

٨ ١٣ ٣   
 
٩ ٢ ١ ٣  

 

١
١

٢ ٣  

 

١١
۴ ٣

 

 

١٢
٣

 

 
١ را در بازهو محور  ريبع زنمودار تا نيب هيمساحت ناح - ١٣    .ديکن دايپ١

برای
٢ برای

 

 
١ ناتيپاسخ تمر ٣ 

١ ناتيدر تمر   . دي، مقدار انتگرال را حساب کن ليمستط تيبا استفاده از خاص٣

١ ٧
۵

٣
٧ ۵ ٣ ١۴ 

 

٢ ١
١

١٧
١ ١ ١٧ ٨٣ 
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٣ ١
١

٢
١ ١ ٢ ٣  

 
۴ ناتيدر تمر   . ديرا حساب کن نتگرالجمع ، مقدار ا تيبا استفاده از خاص۵

۴
٢٢

١

١
 

١
٢

١
٢ ٢ ١

٢
،

١
٢

٢
٢

١
٢٢

١

١ ٣
٢

 

١
٢

٣
٢

٢
١
٢

٢
٢ ٢ ٢

٢٢

١

١
 

 

۵ ٢ ٢ ٢٢
١

٢
١   

٢ ٢
١ ١

٣
١

٣ ٣ ١
٣١

 

٢ ١
٣

٢
٣ ٣ ٨

٣

٢
 

٢ ٢ ١
٣

٨
٣

٧
٣

٢

١
 

٢ ١
٣

٢
٣

١
٣ ٧

٣

٢

١
 

 
۶ ناتيدر تمر جمع مقدار  تيبا استفاده از خاص باشد.  وستهيپدر  ديفرض کن٧
   داده شده بر قرار باشد. یکه تساو ديکن دايپ یرا طورو 

۶
٣

٢
 

٢

٣

٢

٣٣

٢
 

   است.٢و ٣پس 
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٧
٣

۵

١

٣
 

١

۵

١

٣

٣

۵
 

   است.١و ۵پس 
 
 

٨ ناتيدر تمر سپس با   و . ديکن دايتابع داده شده در بازه داده شده را پ ممينيو م مميماکس ريمقاد١٢
 دايرا پتابع و محور نمودار  نيب هيمساحت ناح یو کران بالا نيي،کران پا سهيمقا تياستفاده  از خاص

  .ديکن
٨ ١٣ ٣   

١٣ 

٣٩ ١٣ ٣ ١٣ ١٣ ٣ ٣٩
٣

 

 
٩ ٢ ١ ٣  

٩ 

٣ ١ ٢ ٩ ٣ ١ ٣۶
٣

١
 

 

١
١

٢ ٣  

١
٣

١
٢

 

١
٣

١
٣

٣ ٢
١ ١

٢
٣ ٢

١
٢

٣

٢
 

 

١١
۴ ٣
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١
٢

٢

٢
 

٢۴
١
٢ ٣ ۴

٢

٢ ٣ ۴

٢

٢۴
٣

۴

 

 
 

١٢
٣

 

٣ 

٣
٣

٣

٣

٣
٣  

 
١را در بازه و محور  رينمودار تابع ز نيب هيمساحت ناح - ١٣    .ديکن دايپ١

،
٢ ،

 

٢ ١
٢

٢ ١
٢ ١

٣
١

٣ ٣
١

١

١

١
 

۵
۶
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  The Fundamental Theorem of Calculusحسابان   یاساس يهقض – ١.۴
به جمع   اجياحت که یبطور ميکن دايپمحاسبه  یبرا  یاست که روش ينبخش ا ينهدف ا

  . مياز انتگرال ها را محاسبه کن یاريبس ميکند تا بتوان  یروش به ما کمک  م نيا . ميزدن ارقام متعدد نباش
١در بخش  ١ فيتعر٢  فيتعرباشد ، پس  وستهيپدر که اگر  ميگفت٣

   باشد. ميکن  یفعلا فرض م شده است. 
  یم نيرا جانش،  ميبکارببر ريرا به عنوان متغ ميکه بتوان نيا یبرا
باشد و  وستهيپدر اگر  عدد است.  کي ميکه گفت دياوريبه خاطر ب . ميکن

حتما در بازه تابع  در مانند  یهر عدد یباشد ، پس براعدد ثابت در  کي
 یگريبا عدد درا عدد   نيا ميتوان  یم جهيدر نت  است. وستهيپ،و  يیبا نقاط انتها یبسته ا
   .ميکن فيتعر ريرا مطابق زتابع  کيو  ميارتباط دهمانند 

، ١  

،مثلا ، اگر   باشد ، پس ١و اگر ١
١
٢

١
٢ ٢ ١

٢

١

١
 

١
١

١
 

٢
١
٢

٢
٢

١
٢ ٣

٢

٢

١
 

  ميدار١و  نيبهر  یبرا قتيدر حق
١
٢

٢ ١
١

 

شده  فيتعر١مانند فرمول شماره باشد و اگر  وستهيپدر کرد که اگر   ميثابت خواه
 Antiderivativeضد مشتق  است. ضد مشتق  گريبه عبارت د ايباشد ، پس 

 
 در بازه  دياست ، فرض کنکه چرا  يمنشان ده يریکه از نظر تصو ينا یبرا
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است چون  باشد.  ديو فرض کنشکل  باشد.   یو نا منف وستهيپ
و نمودار  نيب هيناحعبارت است از مساحت  ميدار١در فرمول  فيپس طبق تعر

در و محور نمودار  نيب هيناحعبارت است از مساحت  و در محور 
 

باشد ،  کينزدبه و اگر   است.در شکل  دار هيسا هيمساحت تمام ناحلذا 
 جهينت است.    کينزد زده زردهاشور ليبه قسمت مستط  یعنيمساحت به مساحت  نيا
 به  ديباباشد ، پس  کينزدبه و که اگر  ميريگ  یم

 باشد و لذا  کينزد

٢  
 
اگر  صادق است٢شماره  نيتوان نشان داد که تخم  یم قيطر نيبه هم  باشد. کينزد ديبا

 که ميريگ  یم جهينت تينها  در ،باشد    کينزد     باشد و

 
  يگربه عبارت د يا

 
  یثابت م انتگرال ها یبرا نيانگيمقدار م هيقض لهيو آنرا بوس ميکن  یم انيب ريز هيقضبالا را در  جهيحالا نت

   .ميکن
 

١ هيقض ١٢ 
را هم   باشد. ميکن  یباشد و فرض م وستهيپدر بازه  ميکن  یفرض م

   .ميکن  یم فيتعر ريز یمطابق تساو

،  

 است ، و  ريمشتق پذدر  پس 
،  

 اثبات 
 ميکن  یو فرض م ميکن  یو فرض م ميدار  یمثابت نگه  در  را    مقدار

 که  ديگو  یجمع م تيخاص  پس   باشد.

 
 یدارد بطور  وجود   و نيب عدد کي ها ، انتگرال یبرا نيانگيم مقدار هيقض بر اساس

 که 

 
 فرض اساس بر چون  است.که  ميدان  یم پس است ، و نيبچون 

  ميدارکردن  نيجانش با ینيجانش هيبر اساس قض پس است  ، وستهيپ در مساله ،
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  گريبه عبارت د اي
 

که در  یقتيتنها حقاما   شده باشد. فيتعردر بازه بسته بوده است که  نيتا کنون فرض ما بر ا
١ هير اثبات قضدمورد  با در و هر نقطه  یبود که برا نيا ميبکار برد١٢

 اگر است موضوع باز هم صادق نياما ا  .رديگ  یقرار مکاملا در بازه ،
و مانند  کران  یب بازه کي یحت  .ميقرار ده مانند یگريهر بازه د بازه بسته یبجا

 نيا  .ميا کرده ثابت  تراست یکل  را که ريز یفرع  هيقض قتيحق در پس  باشد.  تواند   یهم م اي
١ هيقض از یفرع  هيقض  راهم و  ميبر بکار بازه یاگر بجا شود ،  یم جهينت١٢
   .ميکن  نينش جا
 

  ١٣.١Corollary 1.13 یفرع هيقض
  یو فرض م  باشد. وستهينقطه است ، پ کياز  شيکه شامل ببازه مانند  کيدر  ميکن  یفرض  م

  .ميکن  یم فيتعر ريمطابق زدر  را  باشد.در  یارينقطه اخت کي ميکن

،  

 و  است ،  ريپذ مشتق درپس 
، ٣  

١ یفرع هيقض  هيقضاز کتب بنام  یو در بعضاول حسابان   یاساس هيقضکتب بنام  یرا در بعض١٣
   .ديآنرا بنام ديخواه  یکه م  یهر نام  ند. کرده ا ینام گذاردوم حسابان   یاساس
١ ديکن  فرض  - ١ مثال  ،١   مطلوب  است  باشد. 

 پاسخ 
١ یفرع هيبر اساس قض    .ميدار١و و ١٣

١
،  

 مطلوب است   ها.تمام  یبرا باشد٣ ديفرض کن – ٢مثال 
 پاسخ 

١ یفرع هيقض اساس بر    .ميدار١٣
٣ 

٣ ديفرض کن – ٣مثال 
٢

 است  مطلوب  ها.تمام  یباشد برا
 پاسخ 

لذا با  است  ،٢، پس  ميکن  فيتعر٣ لهيرا بوساگر 
  یا رهياستفاده از قاعده زنج

٢ ٢  
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٢است ، پس ٣و چون  ٢   تيو در نها۶
٢ ۶ ٢ ٢ ٣ ۶ 

 
  یم ليدر ذ یآور ادي یآمده است که آنرا برا یا هيآرمان به قلم نگارنده  قض ليفرانسيحساب ددر کتاب 

  . ميآور
 

 ١.٣.٣ يهقض
  ميداشته باشها  در     تمام یاگر  برا باشد.  وستهيپبازه  کيدر  يمکن  یفرض م  - الف

 
  ثابت است.  مقدار کيدر پس 

  ميداشته باشدر هر نقطه  یاگر برا باشند.  وستهيپدر بازه و  ميکن  یفرض م  - ب
 

که  یدارد ، بطور وجودعدد ثابت مانند  کي،  گريبه عبارت د عدد ثابت است.  کيپس 
  ميداشته باش  ها در تمام  یبرا

 
 

مثلا ضد مشتق     عدد ثابت است. کيدر تابع  کي یتمام  ضد مشتق ها تفاوت  ديگو  یبالا م هيقض
   عدد ثابت است. کي نجايا  هستند.٢شکل  یدارا  یهمگ٢ یها
 

، در  اول حسابان  یاساس هيقضکتب آنرا  یدر بعض . ميدر حسابان آماده  هست هيقض نيمهم تر یحالا برا
 حسابان یاساس هيقضرا  هيقض نيما ا ند.  کرده ا ینام گذار دوم حسابان  یاساس هيقضکتب آنرا  یبعض

  .  ديآنرا بنام ديخواه  یکه م یگريهر نام دبا  همشما   .مينام  یم
  

١ هيقض  Theorem 1.14 Fundamental Theorem of Calculusحسابان   یاساس هيقض١۴
  باشد.  وستهيپدر بازه  ديفرض کن

  دارد. در  ضد مشتق کيپس   -الف 
 باشد ، پس در ضد مشتق  کياگر  –ب 

 

 است.
 اثبات 

  ميکن  یاثبات قسمت الف ، فرض م یبرا

،  

١ یفرع هيپس بر اساس قض باشد.    یعني  است.، پس  ميبنامرا اگر ١٣
   است.ضد مشتق  کي

 پس  . ميکرد دايباشد که در قسمت الف پ یضد مشتق ميکن  یاثبات قسمت ب فرض م یبرا
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و  

 
آرمان  ليفرانسيکه در بالا از کتاب حساب د یا هيطبق  قضباشد ، پس ق مشتضد  کيحالا اگر 

 پس ،  عدد ثابت است. کي نجايا  است.که  ميدان  ی، م ميآورد

 

  . ديرا حساب کن ريانتگرال ز– ۴مثال 

٢
٢

 

 پاسخ 
١که اگر  ميدانيم

٣
  یاساس هيپس بر اساس قض  است.٢ضد مشتق باشد ، پس ٣

   .ميحسابان دار

٢ ٢
١
٣

٢
٣ ١

٣
٣ ٨

٣

٢
 

را ۴، کار ساده تر است. مثلا مثال  ميعمل کن ريکه ضد مشتق است مطابق زنماد  یاگر بجامعمولا 
   .ميسينو  یم ريمطابق ز

٢
٣

٣
٢

٢ ١
٣

٢
٣ ١

٣
٣ ٨

٣
 

   .دينرا حساب ک ريانتگرال ز– ۵مثال 
١
٢

۴

١
 

 پاسخ 

٢چون 
٣

٣
ضد مشتق ٢

١
   .مياست ، پس دار٢

١
٢

٢
٣

٣
٢ ۴

١
٢
٣

۴
٣
٢

٢
٣

١
٣
٢

١۶
٣

٢
٣

١۴
٣

۴

١
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   .ديرا حساب کن ريانتگرال ز – ۶مثال 

٢  

 پاسخ 
 .ميپس دار  است.ضد مشتق که  ميدان  یم

٢
٢

١ ١٢  

 
  . ديرا حساب کن ريانتگرال ز– ٧مثال 

١ ٢
١

١
 

 پاسخ 
١ضد مشتق ٢که  ميدان  یم  پس   است.٢

١ ٢ ٢ ١
١

١ ١
٢

١ ١
٢

٢
١

١
 

 
  يیانتگرال بزرگ تر از حد بالا ینييکه حد پا ميتعم  يیحسابان را به انتگرال ها  یاساس هيقض ميتوان  یم

   انتگرال است.
 

١ یفرع هيقض ١۵ 
   .ميباشد ، دارضد مشتق    پس اگر  باشد. وستهيپدر بازه  ديفرض کن

 

 
  اثبات

  . ميحسابان دار  یاساس هيقضبر اساس 

 

١ فيپس بر اساس تعر   ميدار۴

 

   .ميپس دار باشد. ضد مشتق آن ، اگر  یفرع هيحسابان و قض  یاساس هيبر اساس قضپس 
 

۴  
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   .ديرا حساب کن ريانتگرال ز – ٨مثال 

٢ ٣
١

٢
 

 پاسخ 
 که  ميدان  یم

١
٢

۴ ٢ ٣ 

 . مياست ، پس دار

٢ ٣
١

٢

١
٢

۴ ١
٢

١
٢

١
۴ ١

٢
٢

۴ ١
٢

٨
١۵
٢

 

 
 Differentiation and Integration as Inverse Processesمشتق و انتگرال دو عمل معکوس 

  . ميکن باز گو ريمطابق ز ميتوان  یرا م٣فرمول  شماره 
 

۵  

 
، و  ميبدست آورتا  ميرياز آن انتگرال بگ ,  ميشروع کن يوستهتابع پ يکاگر با  يعنی

را  یري، انتگرال گ یريمشتق گ نيبنا بر ا خواهد بود.   یتابع اصل جهي، نت ميريسپس از آن مشتق بگ
، ابتدا از آن مشتق  ميدارد شروع کن وستهيکه مشتق پبع تا کياگر با  گريطرف د  ازکند.   یم یخنث
  یاساس هيبر اساس قض  .ميآور  یبدست م،  ميري، و سپس از آن انتگرال بگ ميريبگ

  ميحسابان دار
 

۶  

 
مرتبه  نيا  تفاوت دارد.  یعدد ثابت با تابع اصل کيکه فقط در  ميآور  یرا بدست م  یپس تابع اصل

 گريد کيمعکوس   یريو انتگرال گ یريپس مشتق گ کرده است.  یرا خنث یري، مشتق گ یريانتگرال گ
  هستند. 

انتگرال  فرمول  کي۶فرمول شماره ،  ميرا بدان یعني، هر وقت که مشتق تابع  ينعلاوه بر ا
 که  ميدان  یمثلا م دهد.   یبه ما م یريگ

٢  

 که  ديگو  یبه ما م۶پس فرمول شماره 
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٢

۴
١

۴

 

 تواند باشد.    یاز آنچه در بالا گفته شد ، م يریتصو يشنما يرطرح ز

 

انتگرال مشتق  
 

عبارت است    يیمثلا در اقتصاد ، تابع در آمد نها دارد.  یاديز یکار برد ها۶فرمول شماره 
 از مشتق در آمد کل 

 Marginal Revenue  يیدر آمد نها
 Total Revenueدر آمد کل 

 ۶پس طبق فرمول شماره 

٧  

 کل  نهيعبارت است از مشتق هز  يینها نهيهز قيطر نيبه هم
 Marginal Cost  يینها نهيهز
  Total Costکل  نهيهز

 ۶پس طبق فرمول 

٨  

عبارت است از مشتق تابع  ميخط مستق کيمتحرک در طول  ئيش کي، سرعت  کيزيدر ف
زمان ، و مستقل  ريرا به عنوان متغاگر   است.مکان 

  داشت.  مي، خواه ميبکار بر یريانتگرال گ یبرا ريمتغرعت و ستابع مکان ، و 

٩  

   وابسته است. ريمتغمستقل و  ريمتغ    پس٢ مياگر داشته باش : یآور ادي
در   است.  ۶در فرمول شماره ت و نقش آن مثل اس یاريعدد اخت کيعدد ٩در فرمول 

رود   یبه عنوان لحظه شروع حرکت بکار مکه  یهنگام لحظه مخصوص زمان است.  کيعمل 
  . نديگو  یم Initial Time  هيزمان اول، آنرا 
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  ت از مشتق سرعت ، عبارت اس ميده  ینشان مآنرا با حرف  که Acceleration شتاب 

١  

عبارت است از  بايشتاب ثابت است و تقرجاذبه   یرويدر اثر ن نيسطح زم کينزد
 ئيجاذبه است ، ارتفاع ش یرويفقط تحت ن ئيش کي مياگر فرض کن .   است هيدرثان هيثانفوت در ٣٢

   .ديآ  یم بدست ريمطابق فرمول زر زمان د
١۶ ٢ ١١  

 
 قرار دارد.  هيدر ثان هيفوت در ثان٣٢شتاب ثابت  کي ريتحت تاث ئيش کي ديفرض کن  - ٩ مثال 

که ارتفاع  دينشان ده  است. هيو سرعت اول هيارتفاع اولدر زمان  ديفرض کن
  یدرست گريبه عبارت د . ديآ  یبدست م١١فرمول شماره  لهيبوسدر هر زمان  ئيش

  . ديرا ثابت کن١١فرمول شماره 
 پاسخ 

 داشت  ميخواه٣٢و و ١با استفاده از فرمول شماره 

٣٢ ٣٢ ٣٢  

 یبجاو با ٩شماره  فرمول و فرمول نيا طبق است. ٣٢پس 
  . ميدار

٣٢ ١۶ ٢ ١۶ ٢ 

  . ديآ  یبدست م١١ل شماره از رابطه بالا فرمو
 
 

١ ناتيتمر ۴ 
١  ناتيدر تمر   . ديکن داياز توابع را پ کي هرمشتق ۵

١ ١ ٣
٢٩

 

 

٢
١
٣

٢
 

 

٣
٢
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۴ ١ ٢
١
٢

٢

 

 

۵ ١ ٢
۴
۵

۴
 

 
۶ ناتيدر تمر   . ديانتگرال را محاسبه کن١٨

۶ ۴
١

 

 

٧
٢

٢
٣
١

٩
٢

١
٢

۴
٣

١
 

 

٨ ٣
٣
٢

٢ ٣
١

٢٧
٢

٣
٢

١٢
٣

١
 

 

٩ ١
١ ١

١ ١
١ ١ ١ ١

١ ١
 

 

١
١
٣

٣
۴

۴
٣ ١

١
٣
٣

٣
۴

١
۴
٣

١

١
 

 

١١
٧
٩

۴

١
 

 

١٢ ۵
٢

١ ۵
 

 

١٣ ۵ ١۴
١

۴
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١۴ ٣  

١۵ ۴

٣

 

 

١۶
١

۴

٢

١
 

 

١٧ ٢٢

۶

 

 

١٨ ۵٢  

 
١٩ ناتيدر تمر    .ديدر بازه داده شده را حساب کنو محور نمودار  نياحت بمس٢٣

١٩ ۴ ١ ١  
 
 

٢
٢
٣

 

 

٢١
١
٢ ١ ۴  

 

٢٢ ٢

۴
 

 
سپس با مشتق گرفتن از تابع بدست   .ديحساب کن رياز توابع ز کيهر  یرا براابتدا  – ٢٣

  . ديرا ثابت کن ريز یتساو یدرست یعني  .ديرا ثابت کن۵فرمول شماره  یآمده ، درست

 

٢ ٢ ١ ۴ 
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 رياز فرمول ز  يینها نهيو هز دلار است.    صابون اول دو پوند ديتول نهيهز ديفرض کن – ٢۴
  . ديآ  یبدست م

٣  
  . ديکن دايرا پپوند صابون ٣ ديکل تول نهيهز
 

  یشروع به حرکت مدر طول محور ه در زمان ،  ک لياتومب کيسرعت  ديفرض کن – ٢۵
  . ديآ  یبدست م ريکند از فرمول ز

١ ٢ ، ١  
  . ديکن دايپ ريز طيدر شرارا  ليمکان اتومب

١در هر زمان  – الف    
   که شتاب صفر است.   یهنگام –ب 
 

بر حسب تن در ساعت  انيآهنگ جر اي زانيشود که م  یترل مکن یسد به نحو کيآب به  انيجر – ٢۶
  است.  ريز یمطابق تساو

١۴
٢۴

، ٢۴  

 شود؟   یروز ، چند تن آب وارد سد م کيدر 
  . ريز قتيتوجه به حق Ba . ديرا بکار بر۶فرمول شماره   يیراهنما

٣٣۶
٢۴

، ٢۴ 

 
١ ناتيپاسخ تمر ۴ 

١  ناتيدر تمر   . ديکن داياز توابع را پ کيهر  مشتق ۵

١ ١ ٣
٢٩

 

١ ٣
٢٩

 
 

٢
١
٣

٢ ١
٣٢

 

١
٣
 

 

٣
٢

 

 باشد ، sin ميکن  یم  فرض
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  ديگو  یم یا رهياست  ، قانون زنج  چون  است.٢پس  
٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٣ ٢ 

۴ ١ ٢
١
٢

٢

١ ٢
١
٢ ١ ٢

١
٢

٢

 

١ ٢
١
٢ ١ ٢

١
٢

٢

 

  ميکن  یفرض م

١ ٢
١
٢ و ١ ٢

١
٢

٢

 

 که  یبطور  است.و ٢ پس  باشد.
 

١ حال  است. ٢
١
  یا رهياساس قاعده زنج است ، بر٢

٢ ٢ ٢ ١ ۴
١
٢ 

  لذا  است.

١ ٢
١
٢ ٢ ١ ۴

١
٢ 

 

۵ ١ ٢
۴
۵

۴
 

١ ميکن  یفرض م ٢
۴
١ پس  باشد.۵ ٢

۴
 است و ۵

۴ ۴ ۴ ۴ ١ ١۶ ٢
۴
۵ 

 که  یاست ، بطور
١۶
۵

١ ١۶ ٢
١

۵ ٣٢
۵١٢

۵
١ ١۶ ٢

١
۵  
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۶ ناتيدر تمر   . ديانتگرال را محاسبه کن١٨

۶ ۴
١

۴ ١ ۴ 

 

٧
٣

١

٣
١

٩
٢

١
٢

۴ 

 

٨ ٣
٣

١

٣
٢

٢ ٣
١

٢٧
٢

٣
٢

١٢ 

 

٩ ١
١ ١

١ ١
١ ١ ١ ١

١ ١
 

 

١
١
٣

١

١

٣
۴

۴
٣ ١

١
٣
۴

٣
۴

١
۴
٣  

 

١١
٧
٩

۴

١

٩
٢

٢
٩ ۴

١
٩
٢

۴
٢
٩ ١  

 

١٢ ۵
٢

١ ۵
۵

١
٢

٢ ٢
١ ۵

١ ٢ ٢  

٧ ۵
٢ ٢۵

٢
١ ٢ ٢ ٨ ۶٢۵ 

 

١٣ ۵ ١۴
١

۴

۵
٢

٢ ١۴
١
۴

۵
٢

١۴ ۴ ۵۶
٩
٢

 

 

١۴ ٣
٣

٣

٢

٣

٢
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١۵ ۴

٣

٢

٢
١
٢

١
٢

٢

٢
۴

٣

 

 

١۶
١

۴

١
٣ ٣

٢
١

١
٢۴

١
٣

٧
٢۴

٢

١
 

 

١٧ ٢٢

۶

٢

۶

٣ ٣ 

 

١٨ ۵٢ ۵ ٢ ١ ١ 

 
١٩ ناتيدر تمر    .ديدر بازه داده شده را حساب کنو محور ار نمود نيمساحت ب٢٣

١٩ ۴ ١ ١  

۴ ١
۵

۵ ١
١

١
۵

١
۵

٢
۵

١

١
 

 
 
 

٢
٢
٣

 

٢
٣

١
٢

١
٣
٢

٢
٣  

 

٢١
١
٢ ١ ۴  

١
٢

۴

١

٢
٣

٣
٢ ۴

١
١۶
٣

٢
٣

١۴
٣
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٢٢ ٢

۴
 

٢ ۴ ١۴  

 
سپس با مشتق گرفتن از تابع بدست   .ديساب کنح رياز توابع ز کيهر  یرا براابتدا  – ٢٣

  . ديرا ثابت کن ريز یتساو یدرست یعني  .ديرا ثابت کن۵فرمول شماره  یآمده ، درست

 

٢ ٢ ١ ۴ 
 پاسخ 

١
٢

٢ ١
٢

٢  

٢ ٢ ٢
٣

٣ ٢
٣

٣  

٢
٣

٣ ٢ ٢  

١  

١  

١ ۴ ٢ ۵ ٢ ۵  

٢ ۵ ١ ۴  

 
 رياز فرمول ز  يینها نهيو هز دلار است.    صابون اول دو پوند ديتول نهيهز ديفرض کن – ٢۴

  . ديآ  یبدست م
٣  

  . ديکن دايپوند صابون را پ٣ ديکل تول نهيهز
 پاسخ 

٢ ٣ ١ ٣ ۵ ٢
٢

٢٢
 

٣ ۵ ٢ ۶ ٢ ٣ ۵ ٢ ۵ ٨ 
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٢چون  ١  است ، پس ٩٨
١ ٩٨ ٣ ۵ ٢ ۵ ٨ 

 که  یبطور

٣ ١ ٩٨ ٣ ٣ ۵ ٣
٢

۵ ٨ ۵ ١٨ دلار  
 
 

  یشروع به حرکت مدر طول محور در زمان  ،  که لياتومب کيسرعت  ديفرض کن – ٢۵
  . ديآ  یبدست م ريکند از فرمول ز

١ ٢ ، ١  
  . ديکن دايپ ريز طيرا در شرا ليمکان اتومب

١در هر زمان  – الف    
 که شتاب صفر است.   یهنگام –ب 

    پاسخ
  ميدار١ یبرا – الف 

١ ٢ ۵ ٢ ١
٣

٣ ۵ ٢ ١
٣

٣ 

  –ب 
١ ٢  

 مياست  ، پس بر اساس قسمت الف دارچون   باشد.۵است ، اگر پس 
  

۵ ۵ ۵ ۵
٢ ١

٣
۵

٣ ٢۵
٣

 

 
بر حسب تن در ساعت  انيآهنگ جر اي زانيشود که م  یکنترل م یسد به نحو کيآب به  انيجر – ٢۶

  است.  ريز یمطابق تساو

١۴
٢۴

، ٢۴  

 شود؟   یروز ، چند تن آب وارد سد م کيدر 
  . ريز قتيبه حق  توجه اب . ديرا بکار بر۶فرمول شماره   يیراهنما

٣٣۶
٢۴

، ٢۴ 

 پاسخ 
،روز عبارت است از  کيآب در  انيمقدار جر و ۶پس بر اساس فرمول شماره ٢۴

   ميدار  يیراهنما
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٣٣۶۶٢۴

٢۴
٢۴ ٣٣۶ ۶٢٧

تن  
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  يریو قواعد انتگرال گ يننا مع یانتگرال ها -١.۵
Indefinite Integral and Integration Rules 

  
 ١۶.١ يفتعر

 نيانتگرال نا مع  زين رادر بازه از  یهر ضد مشتق  باشد. وستهيپدر بازه  يدفرض کن
   دهند.  یم شينمانامند و آنرا با نماد   یمدر بازه 

 
 تابعمانند  یهر عدد ثابت یباشد ، پس برا  نيمع نا  انتگرال کياگر  مسلم است  ،

  رايز است.  نيانتگرال نا مع کيهم 
 

 عدد  کي یدارد ، هر کدام برا نيانتگرال نا مع تينها  یب  وستهيهر تابع پ جهيدر نت
  . ديرا ملاحظه کن ريتوابع ز . ميزن  یم یمثال

٢، ٢ ٣ ، ٢ ٨ ٢ ١  
 کي  گربايتابع د تينها  یتواند ضد مشتق توابع بالا و ب  یم٢پس  است. ٢مشتق تمام توابع بالا 

 . ميکن  یرا به ضد مشتق اضافه معدد ثابت  نيا بنا بر عدد ثابت دلخواه  باشد. 
 مانند  ینماد اتياضيلذا در ر

 

  . ميکن دايرا پ نينا مع یانتگرال ها مي، هر گاه بخواه ميبر  یرا بکار م
 مثلا 

٢ ٢  

  ثابت است. باشد که توجه داشته  . ميکن  یرا ذکر م نيچند انتگرال نا مع ريز  درجدول 

،
١
٢

٢ ، ٢ ١
٣

٣ ،  

١
٢

٢ ، هستند اعداد ،  

١
١

١ ، ، ١ 

،  
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 ١٧.١ هيقض
 پس   باشد. وستهيپدر بازه و  ميکن  یفرض م

 

 
  اثبات

   ميدار  پس باشند. و  نينا مع یانتگرال هاو  ميکن  یفرض م
 

  است.  نيانتگرال نا مع کي نجايا
 

 نيمع یحسابان انتگرال ها  یاساس هيباشند ، پس بر اساس قض وستهيپدر بازه و اگر 
  خواهد بود.  ريمربوطه به شکل ز

 

١  

 
  از دو تابع بسط داد.  شيتوان به ب  یرا م  ١٧.١ هيقض

 
 ١٨.١ هيقض

 پس   . یقيعدد حق کي ميکن  یباشد و فرض م وستهيپدر بازه  ميکن  یفرض م

 

 
 اثبات 

 باشد ، پس  نيرال نا معانتگ کياگر 
 

  ثابت شد.  هيقض  است. نيانتگرال نا مع کياست ، و لذا 
 

در مورد انتگرال  هيقض نياحسابان   یاساس هيباشد ، پس بر اساس قض وستهيپدر بازه اگر 
  یعني  هم صادق است. نيمع
 

٢  

 
 

١ یاياز قضا ١و ١٧   شود.   یم جهينت ريز یفرع هيقض١٨
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١ یفرع هيقض ١٩ 

 باشد ، پس  وستهيپدر بازه و اگر 

 

 
 اثبات 

   پس باشند. و  نينا مع یانتگرال هاو  ميکن  یفرض م
 

 ثابت شد.  هيقض  است. نيانتگرال نا مع کيلذا 
  گريد  روش

 

 

 
   .ميحسابان دار  یاساس هيباشند ، پس بر اساس قض وستهيپدر بازه و اگر 

 

٣  

 
 

   .ديکن دايرا پ ريل ز انتگرا–١مثال 

٢ ٣  

 پاسخ 
١ یفرع هيابتدا از قض ١ هيو سپس قض١٩   . ميکن  یاستفاده م١٨

٢ ٣ ٢ ٣  

٢ ٣ ٢
١
٢

٢ ٣  

٢ ٣  
 

   .ديکن دايرا پ ريل ز انتگرا - ٢مثال 

۴ ٢ ۵ ٣
١

 

 پاسخ 
   .ميريگ  یو سپس انتگرال م ميکن  یجمع انتگرال ها ، انها را جدا م هياستفاده از قض ابتدا با - روش اول  
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۴ ٢ ۵ ٣ ۴ ٢ ۵ ٣
١١١

 

۴ ٢ ۵ ٣
١١

 

۴
١
٣

٣ ١ ۵
١
۴

۴ ١ 

۴
٣

۵
۴

٣١
١٢

 

۴ابتدا از عبارت   - روش دوم  ۴ ۵   یم دايو سپس مقدار آنرا پ ميريگ  یم نيانتگرال نا مع٣
   .ميکن

۴ ٢ ۵ ٣ ۴
٣

٣ ۵
۴

۴ ١ ۴
٣

۵
۴

٣١
١٢

١
 

 
١ یايبا استفاده مکرر قضا ١و ١٧    .ميآور  یبدست م یچند جمله ا کيانتگرال ١٨

 

١
١

١  

١
١ ١ ١

٢
٢  

 
 

   .ديکن دايرا پ ريل ز انتگرا  - ٣مثال 

۴ ٣ ٢ ۴ ٢
٢

١
 

 پاسخ 

۴ ٣ ٢ ۴ ٢
٢

١

١
۵

۵ ٣
١
٣

٣ ۴
١
٢

٢ ٢
٢
١

 

١
۵

٣٢ ٨ ٨ ۴
١
۵

١ ٢ ٢  

١٢
۵

۴
۵

١۶
۵

 

١ هيقض توان  یم٣استفاده از فرمول   با ٩ ١بخش   سهيمقا تيخاص یعني   تثاب  یبه اسان٣
   .  کرد
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١ یفرع هيقض   سهيمقا تيخاص٢

Corollary 1.20   General Comparison Property 
 باشد. پس ،  و باشند.  وستهيپدر و  ميکن  یفرض م

 

 
 اثبات

  ميدار هيبر  اساس فرض قض
 

١ یفرع هيو قض٣فرمول شماره پس بر اساس    ميدار١

 

  جهيدر نت

 

١ یفرع هيقض گريد جهينت باشد ، ،است که اگر  نيا٢
 پس 

 

۴  

 
۴فرمول شماره  مورد استفاده قرار انتگرال ها  یو کران بالا نييکردن کران پا دايپ یبرا توان  یم را 

   انتگرال ها مشکل است. یو کران بالا نييکردن کران پا داياوقات پ شتريفرمول ب نيبدون ا داد. 
 

٢که  دينشان ده – ۴مثال  ١ ۴ ٨
٣

١
   است.١

 پاسخ 
 واضح است که 

١ ١ ۴ ١ ٢ ٢ ۴ ١ ٢
٢
 

  ميدار جهيو در نت

١ ١ ۴ ١ ٢ ٢
١ ٢ 

 که  ميريگ  یم جهينت۴طبق فرمول شماره 
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٢ ١ ١ ۴ ١ ٢
٣

٣
١
١

٨
٣

١

١

١

١

١

١
 

٨چون 
٣

٢ ١انتگرال  یبرا یکوچک تر یکران  بالا کي۴است ، مثال ٢ ۴١
به ١

١بخش ٣در مثال  دهد.   یما م ٢گرال فوق انت یمقدارکران بالا٣  ميبعداً خواه  .ميبدست آورد٢
 .  ميکن دايپ ميتوان  یم یکوچک تر یکران بالا یکه حت ديد
 

 چون 
 

   .ميآور  یبدست م۴ازفرمول  شماره  یگرياست ، فرمول د

 

   .ميدارقدر مطلق  فيلذا بر اساس تعر
 

۵  

 
  ۵.١ ناتيتمر

١شماره  ناتيدر تمر    .ديرا محاسبه کن نيانتگرال نا مع۶

١ ٢ ٧  

 

٢ ٢
١
٣ ٣

٣
۴

٢
٣  

 

٣ ۵ ١
۴

 

 

۴ ٢ ۵  

 

۵ ٣ ٢  
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۶ ٢ ١
٢

 

 
٧ ناتيدر تمر   . ديرا محاسبه کن نيانتگرال مع١۶

٧ ٣ ۴
٢

١
 

 

٨ ٧ ٣٢

۴

 

 

٩ ٣
١
٢

٢

۴

 

 

١ ٣ ٢ ۴ ٢۴

٣

 

 

١١ ٣ ٢
٣

١
٣

١
 

 

١٢ ٢
۵
٢

٢
٢

 

 

١٣ ٢ ۵ ٢ ۵
١

١
 

 

١۴ ۵
٧

۴
 

 

١۵ ۵ ٢
۴

٣
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١۶ اگر

٢ برای
۴

برای٢
۴ ٢

٢  

 
١٧ ناتيدر تمر  .ديسيبنو نيانتگرال نا مع کيرا بر حسب   ، سپس ديريبگمشتق  از تابع١٩

  چون پس باشد ،٢مثلا اگر  
٢

٢ ٢ 
 است ، لذا 

٢ ٢ ٢  

   .ميآور  یبدست م

١٧ ١ ٢
١

 
 

١٨  
 

١٩ ٣ ٧  
 

٢ ناتيدر تمر   . ديکن دايدر بازه داده شده را پو محور نمودار  نيب هيمساحت ناح٢٢
٢ ٣ ٢ ۴ ١ ١  

 

٢١ ٣
١

١ ۴  

 

٢٢ ٢ ٣
۴ ٢

 

 
 که  دينشان ده١ یبرا یها یبا استفاده از نا مساو – ٢٣

 الف 

٢ ١
٣

١
 

 ب 
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٣
٢

٢
۵ ۶

۵
٢۶  

 
 ۵.١ ناتيپاسخ تمر

١شماره  ناتيدر تمر    .ديرا محاسبه کن نيانتگرال نا مع۶

١ ٢ ٧ ٢ ٧  

 

٢ ٢
١
٣ ٣

٣
۴

٢
۵

٣
٢

۴
٣

١٢
٧

٧
۴

۵
٧

٧
۵  

 

٣ ۵ ١
۴

١
۶

۶ ١
٣ ٣

 

 

۴ ٢ ۵ ٢
۵
٢

٢  

 

۵ ٣ ٢ ٣
١
٢

٢  

 

۶ ٢ ١
٢

۴ ٢ ۴ ١
۴
٣

٣ ٢ ٢  

 
٧ ناتيدر تمر   . ديرا محاسبه کن نيانتگرال مع١۶

٧ ٣ ۴
٢

١

٣
٢

٢ ۴
٢
١

٢
١١
٢

١۵
٢

 

 

٨ ٧ ٣٢

۴

٧ ٣ ٢

۴

٣ ۵ ٢ 
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٩ ٣
١
٢

٢

۴

٣
٢

٢ ١ ٢

۴

 

٣ ٢

٨
٢ ٣ ٢

٣٢
۴ ٢

٢
٩ ٢

٣٢
٢ ٢

٢
 

 

١ ٣ ٢ ۴ ٢۴

٣

٣ ۴ ۴

٣

 

١ ٣ ٣
۴ ٣

٣
١

۵ ٣

٣
 

 

١١ ٣ ٢
٣

١
٣

١
٢٧ ٣ ۵۴ ٢ ٣۶ ٨

١
٣

١
 

٢٧
۴

۴ ١٨ ٣ ١٨ ٢ ٨
١
٣
١

١٣۶
٣

 

 

١٢ ٢
۵
٢

٢
٢

٢ ۵
٢

٢
 

۵ ٢

۴
 

 

١٣ ٢ ۵ ٢ ۵ ۴ ٢ ٢۵
۴
٣

٣ ٢۵
١
١

١

١

١

١
 

١۴٢
٣
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١۴ ۵
٧

۴
۵ ۵

٧

۵

۵

۴
 

۵
١
٢

٢ ۵
۴

١
٢

٢ ۵
٧
۵

١
٢

٢
۵
٢

 

   .ميا برداشتابتدا نماد قدر مطلق ر ديکن  یملاحظه م
 

١۵ ۵ ٢
۴

٣
۵ ٢ ۵ ٢

۴

٢
۵

٢
۵

٣
 

۵
٢

٢ ٢
٢
۵
٣

۵
٢

٢ ٢
۴
٢
۵

۶١٣
١

 

 

١۶ اگر

٢ برای
۴

برای٢
۴ ٢

٢  

٢ ٢ ۴
٢

۴

٢

۴

۴٢  

١ ١ ٢ 
 

١٧ ناتيدر تمر  .ديسيبنو نيانتگرال نا مع کيرا بر حسب   ، سپس ديريمشتق بگاز تابع ١٩
  چون پس باشد ،٢مثلا اگر  

٢

٢ ٢ 
 است ، لذا 

٢ ٢ ٢  

   .ميآور  یبدست م

١٧ ١ ٢
١

 

٢چون  ١ ٢
٩

 پس   است.
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٢ ١ ٢
٩

١ ٢
١

 

 
١٨  

 است ، پس ٢چون 

٢  

 
١٩ ٣ ٧  

٢١چون   ، پس  است۶

٢١ ۶ ٣ ٧  

 
 

٢ ناتيدر تمر   . ديکن دايدر بازه داده شده را پو محور نمودار  نيب هيمساحت ناح٢٢
٢ ٣ ٢ ۴ ١ ١  

٣ ٢ ۴ ٣ ۴
١
١

۵ ۵ ١
١

١
 

 

٢١ ٣
١

١ ۴  

٣
١

٢
٣
٢ ٢

١
٢ ۴

١
١۶ ۴ ٢ ٢ ١٢

۴

١
 

 

٢٢ ٢ ٣
۴ ٢

 

٢ ٣ ٢ ٣ ٢

۴

٢

۴

 

٣ ٢
٢

٢
٣

٢

٢
٣

٢

٢
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 که  دينشان ده١ یبرا یها یبا استفاده از نا مساو – ٢٣
 الف 

٢ ١
٣

١
 

  ميپس دار١ یاست براچون 
   ٢ ٢ ١ یفرع هيقضبر اساس  لذا١ یبرا است      .ميدار٢

٢ ٢ ١
٣

٣ ١ ١
٣

١١
 

 ب 
٣
٢

٢
۵ ۶

۵
٢۶  

  ميپس دار١ یاست براچون 

            
٣
٢

٣
١ یفرع هيلذا بر اساس قض١ یبرا است٢   ميدار٢

٣
٢

٣
٢

٢
۵

۵
٢ ۶

٢
۵ ۶

۵
٢۶۶  
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  Integration by Substitution ينیجانش يقاز طر يریانتگرال گ -١ .۶
حالا قاعده  .  يمکرد يلمربوط به انتگرال تبد يایجمع و ضرب مشتق ها را به قضا يایدر بخش قبل قضا

به  يفرانسيلکه در حساب د ياوريدبه خاطر ب  . يمکن  یم يلانتگرال ها تبد یبرا يهرا به قض یا يرهزنج
   يمقلم ، گفت ينهم

 

 دي، مف یريبکار بردن آن در مشتق گ، به همان اندازه  یريدر انتگرال گ یا رهيبکار بردن قاعده زنج
 مانند   يیکند که انتگرال ها  یبه ما کمک م یا رهيمثلا قاعده زنج  است.

۴ cos و ٢ ١  

   .ميسيما اشنا است ، بنو یکه برا یبر حسب توابعرا 
 
 

١ هيقض ٢١ 
  باشند. وستهيپبازه مانند  کيدر و هم باشند که هم  یتوابعو  ميکن  یفرض م

 باشد ، پس در  نينا مع انتگرال کياگر 

١  

 
 اثبات 
  ديگو  یم یا رهيپس قاعده زنج  است.است ، پس  نيانتگرال نا مع کيچون 

 

   شود  یم نيمعنا  نتگرليبالا بر حسب ا یتساو

 

 یو بجا ديبگذار ی، بهتر است بجا ديرا بکار ببر١فرمول شماره  ديخواه  یکه م یهنگام
 داشت  ميپس خواه ديبگذار

 

  یم دهينام ینيجانش قياز طر یريانتگرال گ١فرمول شماره  لهيبوس یريخاطر ، انتگرال گ نيبه هم
   شود.
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   .ديا کن ديرا پ ريانتگرال ز -١مثال 

٣ ٢ ٣ ۵
٩

 

 پاسخ 
٣ ميکن  یفرض م ٣باشد ، پس ۵   مياست.  پس دار٢

٣ ٢ ٣ ۵
٩

٣ ۵
٩

٩

٣ ٢ ٢ ١
١

١  

١
١

٣ ۵
١

 

 نيگزيا جار  یاصل ريپس از انجام انتگرال ، متغ دياست و با یموقت ريمتغ کيکه  ديتوجه داشته باش
  کرد. 

 
  . ديکن دايرا پ ريانتگرال ز – ٢مثال 

۴ cos  

 پاسخ 
 لذا  است. باشد ، پس  ميکن  یفرض م

۴ cos ۴

۴

۴ ١
۵

۵  

١
۵

۵  

 ٣مثال 
  . ديکن دايرا پ ريانتگرال ز

١
٢

٢  

 پاسخ 

١و لذا  ٢باشد ، پس ٢ ميکن  یفرض م
٢

  است. 
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١
٢

٢
١
٢

٢

١
٢

١
٢

١
٢

 

١
۴

١
۴

١
۴

٢  

 یمثلثات یالبته با استفاده از همان . ميبکار بر٢کردن مقدار  دايپ یرا برا٣مثال  ميتوان  یم
  یعني

٢ ١
٢

١
٢

٢  

  داشت.  ميلذا خواه

٢ ١
٢

١
٢

٢
١
٢

١
٢

٢  

١
٢

١
۴

٢  

  ميريگ  یم جهيپس نت
 

٢ ١
٢

١
۴

٢ ٢  

 
  قيطر نيبه هم

 

٢ ١
٢

١
۴

٢ ٣  

 
  . ديآ  یکتاب بکار م نيدو فرمول بالا در طول ا

 
  ۴مثال 

  . ديکن دايرا پ ريانتگر ز
٢  

 پاسخ 
 است ، لذا ٢باشد ، پس ٢ ميکن  یفرض م
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٢ ٢

١
٢

١
٢

 

١
٢

١
٢

٢  

 ۵مثال 
  . ديکن دايرا پ ريزانتگرال 

٢ ١  

 پاسخ 
٢ ميکن  یفرض م   است. ٢باشد ، پس ١

٢ ١ ٢ ١

١
٢ ١

٢

 

٢ یاز تساو . ميکن دايپرا بر حسب لازم است   که  ميريگ  یم جهينت١
١
٢

١  

 لذا 

٢ ١

١
٢

١

٢ ١

١
٢ ١

٢

 

١
٢

١
١
٢

١
٢

١
۴

٣
٢

١
٢  

١
۴

٢
۵

۵
٢

٢
٣

٣
٢  

١
١

٢ ١
۵
٢

١
۶

٢ ١
٣
٢  

 
 ميفرض کن ميتوانست  یم۵مثلا در مثال  کند.   یکار م ینيجانش کياز  شيب،  اوقاتاغلب 
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   ٢ ١ ١باشد، پس   

٢ ١

  جهياست و در نتو لذا ١

٢ ١

١
٢

٢ ١

٢ ١  

١
٢

٢ ١ ٢ ١
٢

۴ ١
٢

٢  

١
١

۵ ١
۶

٣  

١
١

٢ ١
۵
٢

١
۶

٢ ١
٣
٢  

 
  ۶مثال 

  . ديکن دايرا پ ريتگرال زان

۵ ٢ ١  

 پاسخ 

٢  ميکن  یفرض م باشد ، پس ١
٢ ١

 است و 

ت در انتگرال است ، بدس یکه مساوکه  یبطور ميريگ  یفاکتور م۵از  کيحالا 
  . ديآ

۵ ٢ ١ ۴ ٢ ١  

  . ميسيبنورا بر حسب ۴حالا لازم است 

٢ ١ ٢ ٢ ١ ٢ ٢ ١ ۴ ٢ ١
٢

 

 لذا 
 

۵ ٢ ١ ۴

٢ ١
٢

٢ ١  
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٢ ١
٢

 

۶ ٢ ۴ ٢ ١
٧

٧ ٢
۵

۵ ١
٣

٣  

١
٧

٢ ١
٧ ٢

۵
٢ ١

۵ ١
٣

٢ ١
٣

 

 
  Substitution with Definite Integrals نيمع یانتگرال ها یبرا ینيجانش

با استفاده از  . ميرا حساب کنبه شکل   ینيانتگرال مع ميخواه  یم ديفرض کن

  ميحسابان ، دار  یاساس هيو قض١فرمول شماره 
 

۴  

 
  مياست ، پس دار نيانتگرال نا مع کياما ، چون 

 

۵  

 
 که  ميريگ  یم جهينت۵و ۴ یاز فرمول ها

 

۶  

 
 اريدو متد در اخت ايدو راه به  شکل  نيمع یمحاسبه انتگرال ها یپس برا

  موسوم است.  ريمتغ رييفرمول تغکه به ۶استفاده از فرمول  یگريو د ینيجانش قياز طر  یکي . ميدار
  Change of Variable Formula   ريمتغ رييفرمول تغ

 
 
 
 

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف گيری از طريق جانشينی انتگرال - ۶.١  واانتگرال آ

84 
 

 ٧مثال 
  . ديرا حساب کن ريابتگرل ز

۵

۶ ١
٣

١
 

 پاسخ 

 نيروش اول ، ابتدا انتگرال نا معروش  یبرا
۵

۶ ١
 نيو سپس مقدار آنرا ب ميکن  یم دايرا پ٣

۶ ميکن  یپس فرض م . ميکن  یحسآب م کيصفر و  ۶باشد ، پس ١   است.۵
 لذا 

۵

۶ ١
٣

١

۶ ١
٣

١
٣

۵

١
۶

١
٣

١
۶

 

١
۶

١
٢

١
٢

١
١٢

١

۶ ١
٢

 

   تيدر نها
۵

۶ ١
٣

١
١٢

١

۶ ١
٢

١ ١
١٢

١
۴

١
١٢

١
١۶

١
 

 حدود انتگرال  ريي، اما همراه با تغ ميبر  یرا بکار م ینيروش دوم همان جانش یبرا
۶چون   است ، پس ١
  جهيدر نت است. ٢باشد ، پس ١است و اگر ١باشد ، پس اگر 

۵

۶ ١
٣

١
٣

١
۶

١
۶

١
٢

١
٢

٢
١

٢

١

١
 

١
۶

١
٨

١
۶

١
٢

١
١۶
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 ۶.١ ناتيتمر
١ ناتيدر تمر   . ديکن دايداده شده پ نيمقدار انتگرال را با استفاده از جانش٧

١ ۴ ۵ ۴ ۵ 

 

٢  

 

٣ ٢ ٢ 

 

۴ ۴  

 

۵
٢ ٣

٢ ٣ ١
٧
٢

٢ ٣ ١ 

 

۶ ١ ١ ١ 

 

٧ ٣ ٣  

 
٨ ناتيدر تمر   . ديکن ديمقدار انتگرال را پ١٨

٨ ٣ ٢ ٣ ١
١٢

 

 

٩ ٢ ٣ ٢ ٣ ۴
۵

 

 

١ ٣ ٧  
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١١ ١ ۴ ١ ٢ ۴ ٢  

 

١٢
٣

١
 

 

١٣ ۶  

 

١۴ ٢ ٢  

 

١۵
٢

۴  

 

١۶
١ ٢  

 

١٧ ٢ ١
١

٢ ١
 

 

١٨
٢

٣ ١ ۴
١
٣

٨

١
 

 
١٩ت  نايدر تمر   . ديکن دايدر بازه داده شده را پو محور نمودار  نيب هيمساحت ناح٢

١٩ ١ ٣  

 

٢
٢ ١

٢
١ ٢  

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف گيری از طريق جانشينی انتگرال - ۶.١  واانتگرال آ

87 
 

 ۶.١ ناتيپاسخ تمر
١ ناتيدر تمر   . ديکن دايداده شده پ نيمقدار انتگرال را با استفاده از جانش٧

١ ۴ ۵ ۴ ۵ 

۴اگر  ١ اي۴پس  باشد ،۵
۴

   است.

۴ ۵
١
۴

١
۴

١
۴

٢
٣

٣
٢

١
۶

۴ ۵
٣
٢  

 

٢  

 ١ اي  است.پس  باشد ،اگر 

١ ١ ١ ١
 

 

٣ ٢ ٢ 

١ اي  است.٢پس  باشد ،٢اگر 
٢

 

٢ ١
٢

١
٢

١
٢

١
٢

٢  

 

۴ ۴  

   است.پس  باشد ،اگر 

۴ ۴ ١
١
٣

٣ ١
٣

٣  

 

۵
٢ ٣

٢ ٣ ١
٧
٢

٢ ٣ ١ 

٢ اگر ٣ ٢باشد ، پس ١    است.٣
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٢ ٣

٢ ٣ ١
٧
٢

١
٧
٢

٧
٢

٢
۵

۵
٢  

٢
۵

١

٢ ٣ ١
۵
٢

 

 

۶ ١ ١ ١ 

١پس ١ و  است. باشد ، پس ١اگر   لذا   است.٢

١ ١ ٢
٣
٢ ٢

١
٢  

٢
۵

۵
٢ ٢

٢
٣

٣
٢

٢
۵

١
۵
٢

۴
٣

١
٣
٢  

     

٧ ٣ ٣  

  است. باشد ، پس ٣اگر 

٣
٢
٣

٣
٢

٢
٣

٣
٣
٢  

 
٨ ناتيدر تمر   . ديکن ديمقدار انتگرال را پ١٨

٨ ٣ ٢ ٣ ١
١٢

 

٣ ميکن  یفرض م ٣باشد ، پس ١    است.٢

٣ ٢ ٣ ١
١٢

١٢ ١
١٣

١٣ ١
١٣

٣ ١
١٣

 

 

٩ ٢ ٣ ٢ ٣ ۴
۵

 

٢ ميکن  یم  فرض ٣ ٢پس  باشد ،۴    است.٣
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٢ ٣ ٢ ٣ ۴
۵

۵ ١
۶

۶ ١
۶

٢ ٣ ۴
۶

 

 

١ ٣ ٧  

٣ ميکن  یفرض م ١ اي  و است. ٣باشد ، پس ٧
٣

 

٣ ٧
١
٢

١
٣

١
٣

١
٢

١
٣

٢
٣

٣
٢

٢
٩

٣ ٧
٣
٢  

 

١١ ١ ۴ ١ ٢ ۴ ٢  

١ ميکن  یفرض م ٢ ۴ ٢باشد ، پس ٢ ٨ ٢ ١   اي  است.۴
١
٢

١ ۴  

١ ۴ ١ ٢ ۴ ٢
١
٢

١
٢

١
٢

١
٢  

١
٢

٢
٣

٣
٢

١
٣

١ ٢ ۴ ٢
٣
٢  

 

١٢
٣

١
 

 باشد ، پس ١اگر  است. باشد ، پس  ميکن  یفرض م
   است.٣باشد ، پس ٣است و اگر 

١ ١ ٣٣٣

١
 

١ ٣ ١
١ ١  
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١٣ ۶  

   است.باشد ، پس  ميکن  یفرض م

۶ ۶ ١
٧

٧ ١
٧

٧  

 

١۴ ٢ ٢  

٢باشد ، پس ٢ ميکن  یفرض م    است.٢

٢ ٢
١
٢

١
٢

١
٢

١
٢

١
٢

٢
٣

٣
٢  

١
٣

٢
٣
٢  

 

١۵
٢

۴  

باشد ، پس اگر  است. پس  .باشد  ميکن  یفرض م

است و اگر ١
۴

باشد ، پس 
٢

٢
 است. 

٢
۴ ١

٢
١

١ ٢

٢
١

١

٢

٢

١ ٢ ١

٢

٢

١
 

 

١۶
١ ٢  

١باشد ، پس  ميکن  یفرض م
٢

٢ ايو  است. ١    است.١

١ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

٢ ٢  
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١٧ ٢ ١
١

٢ ١
 

٢ ميکن  یفرض م   است. ٢باشد ، پس ١

٢ ١
١

٢ ١

١ ١
٢

 

١
٢

١ ١
٢

٢
٣

٣
٢ ٢

١
٢  

١
٣

٢ ١
٣
٢ ٢ ١

١
٢  

 

١٨
٢

٣ ١ ۴
١
٣

٨

١
 

١ ميکن  یفرض م ۴
١
۴باشد ، پس ٣

٣

٢
باشد ، پس ١اگر   است.٣

   است.٩باشد ، پس ٨است و اگر ۵

٢
٣ ١ ۴

١
٣

٨

١

٣
۴

٣
۴

٩

۵

٩

۵
 

٣
۴

٢
٣

٣
٢ ٩

۵
١
٢

٢٧ ۵ ۵  
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١٩ت  نايدر تمر   . ديکن دايدر بازه داده شده را پو محور نمودار  نيب هيمساحت ناح٢

١٩ ١ ٣  

١
٣

 

 است١س باشد ، پاگر   است.باشد ، پس ١ ميکن  یفرض م
 لذا   است.۴باشد ، پس ٣و اگر  

١
٣ ٢

٣

٣
٢ ۴

١
٢
٣

۴
٣
٢ ١

٣
٢

١۴
٣

۴

١
 

 

٢
٢ ١

٢
١ ٢  

٢ ١
٢

٢

١
 

٢ ميکن  یم ضفر ١ اي و تاس٢ سپ ،باشد ١
٢

 

   .است۵ سپ ،باشد ٢ راگ و تاس٢ سپ ،باشد ١ راگ
 

٢ ١
٢

١
٢

١
٢

١
٢

١
٢

۵

٢

۵

٢

٢

١
 

١
٢

١ ۵
٢

١
٢

١
۵

١
٢

٣
٢
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  The Logarithm as an Integral يتمیتوابع لگار یانتگرال ها - ٧.١ 
١ یفرع يهقض ١بخش ١٣  کيباشد ، پس  وستهيپبازه  کيدر اگر  ديگو  یبه ما م۴

  ريز فيدارد ، با تعروجود در  یبرابنام  “ ضد مشتق  کي یعني  “ نيانتگرال نا مع

،  

فرمول  کي مياست ، خواه بتوان حيگفته صح  نيا  تواند باشد.  یمدر  یهر عدددر فرمول بالا 
   .مينتوان ايو  ميکن دايپ یساده برا

  . ديرا ملاحظه کن ريتابع ز
١ ١ 

فرمول  کي لهي، ضد مشتق آن بوس گريبه عبارت د ايآن  نينا معاست ، اما انتگرال  وستهيپچه  گر
  ميسيبنو ميتوان  یآن نم یاست که برا ايتنها عدد گو١ قتيدر حق  نشده است. انيساده ب

١

١
 

١که در بخش   یبه جدول که در هر  کند یت محسابان ضمان  یاساس هياما قض . دي، مراجعه کن ميآورد۵

 ديدان    یموجود دارد.١ یضد مشتق برا کي ايو  نيانتگرال نا مع کيکه شامل صفر نباشد ،  یبازه ا

  . ستيشده ن فيتعر١  واضح است. شامل صفر باشد ؟  ديچرا بازه نبا
 
ب دو عدد مثبت عبارت است ضر حاصل تميکه لگار ميقلم ، گفت نيبه هم ,در کتاب کامل جبر –  یآور ادي

  یعني آن دو عدد.  یها تميلگار از مجموع
 

 
 

١ فيتعر شده در بازه  فياست تعر یتابع The Natural Logarithm    یعيطب تميلگار٢٢
   .ريز فرمول لهيبوس

١

١
 

 
  است.  یعيطب تميلگار یبرا یگريد نماد

 چون 
١١

١
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  داشت ميخواه یعيطب تميلگار فيپس طبق تعر  است.
 

ln ١ ١  
 

١ یفرع هيبر اساس قض گريد از طرف ١بخش ١٣   ميدار۴
١

١

١
 

 است با  ريمشتق پذ تابع کيپس   است.
 

١
٢  

 

پس شکل  است.  یمطلقا صعودکه  ميريگ  یم جهيپس نت یاست برا١چون 

   است. ريمطابق ز٢شماره  نيانتگرال نا مع
 

١
٣  

 
  Strictly Increasing یمطلقا صعود

 
  . ديحساب کن تميرا بر حسب لگار ريزانتگرال   -١ مثال 

١۶

٢
 

 پاسخ 
  ميدار٣بر اساس فرمول شماره 

١
ln

۶
٢

۶ ٢
۶

٢
 

 
۴که  دينشان ده-  ٢مثال     است.١

 پاسخ 
١ فيبر اساس تعر ١ هيو قض٢٢ ١بخش ٨   . ميدار سهيمقا تيو خاص٣
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۴
١ ١ ١ ١۴

٣

٣

٢

٢

١

۴

١
 

١
٢

٢ ١
١
٣

٣ ٢
١
۴

۴ ٣
١
٢

١
٣

١
۴

١ 

١مثلا  نمودار است.  ريز یها ليمستطمساحت   , بالا جمع یهر کدام از جمله ها
٢

٢  مساحت١

١سمت چپ است و  ليطمست   نياول
۴

۴   سمت راست است.  ليمستط نيمساحت آخر٣

 شکل 

 
 

۴است ، و ١چون  است ، پس بر  وستهيپ جهيو در نت است  ريمشتق پذو چون ١
 که  یو چهار وجود دارد بطور کي نيب،عدد ، بنا م  کي،  یانيمقدار م هياساس قض

١ 
 باي. و تقرستين ايعدد گو نيا منحصر به فرد است. است ، پس  یمطلقا صعودچون تابع 

 است با  یمساو

  انتخاب شد.  Leonhard Euler  لريبنام لئونارد ا یسيدان سو  یاضيمرتبه توسط ر نياولنماد 
  کرد.  ميعدد باز هم صحبت خواه نيدر مورد ا  دارد. یبخصوص یجا اتياضيعدد در ر نيا

 یها تمياست با مجموع لگار یحاصل ضرب دو عدد مثبت ، مساو یعيطب تميکه لگار ميکن  یحال ثابت م
  آن دو عدد.  یعيطب
١ هيقض   Theorem 1.23  Law of Logarithmsها  تميقانون لگار٢٣
  . ميدارو تمام اعداد  یبرا

 
 اثبات 

  ميکن  یفرض ممانند  یهر عدد یبرا , ميدار  یثابت نگاه معدد  
 

  یا رهيطبق قاعده زنج باشد. 
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١ ١
 

٣ هيطبق قض مشتق دارند.  کيو پس  ٣ ٣بخش ١ آرمان  ليفرانسيتاب حساب داز ک٣
 قلم  نيهم به
 

 ١.٣.٣ يهقض
  ميداشته باشها  در     تمام یاگر  برا باشد.  وستهيپبازه  کيدر  يمکن  یفرض م  - الف

 
  مقدار ثابت است.  کيدر پس 

  ميداشته باشدر هر نقطه  یاگر برا باشند.  وستهيپدر بازه و  ميکن  یفرض م  - ب
 

که  یدارد ، بطور وجودعدد ثابت مانند  کي،  گريبه عبارت د عدد ثابت است.  کيپس 
  ميداشته باش  ها در تمام  یبرا

 
 
  یعنيبا هم تفاوت دارند. د ثابت عد کيدو تابع در  نيا 

 
  مياست ، پس دار١که  قتيحق نيو با توجه به ا کي ميبگذار یبالا بجا یاگر در تساو

١  
  جهيدر نت

 
  یعني،  ديآ  ی، بدست م    ميخواست  یکه م یا جهي، نت ميفرض کناگر 

 
  در حسابان نقش دارند.  ريز یها تميخواص لگار

 
، ۴  

ln
١

۵  

، ۶  

 
   است. اينماد اعداد گو      - یآور ادي
   داشت. ميخواه  یعني .ميرا ساده کن١  مثال   پاسخ ميتوان  یم۶استفاده از فرمول  با
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۶ ٢
۶
٢

٣ 

 پس 
١

٣
۶

٢
 

 ميدان  یم١اولا ، طبق فرمول   .ميده  یقرار م ليو تحل هيرا مورد تجز یعيطب تميحالا نمودار تابع لگار
   .ميدار٢و طبق فرمول   است.١که 

١
 

 شود که   یم جهيبالا ، نت یاز تساو
٢

٢

١
٢

 

است ، پس   یون مشتق مرتبه دوم آن منفاست و چ یمطلقا صعود،  ميلذا ، همان طور که قبلا گفت
 شکل   دارد. نييطرف پا تعقر بهدر بازه نمودار 

 توان ثابت کرد   یم
 

 

 
 

 شود که   یم جهينت یا رهيباشد ، پس با استفاده از قاعده زنج ريپذمشتق   مثبت تابع  کياگر 
 

١
٧  
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   .ديکن دايرا پ ريمشتق ز – ٣مثال 

٢
١
٣ 

 پاسخ 
   .ميدار٧و سپس فرمول ۴استفاده از فرمول  با

٢
١
٣

۴ ١
٣

٢
٧ ١

٣
١

٢
٢  

١
٣

١
٢

٢ ١
٢ ١

٣ ٢
 

   .ميکن  یشده است ، رسم م في، تعر تميکه بر حسب لگار یحالا نمودار تابع

١ ديفرض کن -  ۴مثال     .ديرا رسم کننمودار   باشد.٢

١که  یها است به شرطشامل تمام دامنه تابع  - پاسخ  ،  گريبه عبارت د اي  باشد.٢
١ها در بازه تمام    ميدارچون مشتق ١

٢
١ ٢

 

 ر صفر دارد.د ینقطه بحران کيپس   است.
 اي، اگر  مينام  یمتابع  Critical Point  ینقطه بحران کيرا در دامنه عدد 

 “قلم  نيآرمان به هم ليفرانسيکتاب حساب د ”وجود نداشته باشد ياباشد و  
٢

١ ٢
 

   .ميدارم ، مشتق مرتبه دو نيعلاوه بر ا  

٢ ١ ٢ ٢ ٢

١ ٢ ٢

٢ ١ ٢

١ ٢ ٢
 

،ها در بازه تمام  یاست برا  یکه مشتق مرتبه دوم منف ديکن  یملاحظه م ١  پس١
١در بازه  مميمقدارماکس      است ،١

  یم رييتغ  یاز مثبت به منفو اگر  دارد . در   یموضع يمممقدار ماکس  يک تابع
 “قلم  نيآرمان به هم ليفرانسيکتاب حساب د ” است.است و  ايکند. 

 دارد نييبازه تعقر به طرف پا نيو نمودار در ا
 ها در تمام  یاست برا   دارد. اگر  نييتعقر به پاز در بازه بانمودار

 “قلم  نيآرمان به هم ليفرانسيکتاب حساب د ”
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     چون  تيو در نها

١ ١
 

   دارد.١و ١در  یاست ، پس مجانب عمود
  اياگر   دارد.  یدمجانب عمو کي

 “قلم  نيآرمان به هم ليفرانسيکتاب حساب د ”
 شکل   .مينمودار را رسم کن ميتوان  یاطلاعات م نيبا ا
 

 
 

آرمان توسط  ليفرانسيب حساب دبه کتا ديداند  ، با  یمطالب گفته شده بالا را نم لياگر خواننده  محترم دل
  ، مقدمات یگريکتاب و هر کتاب د نياست که استفاده کنندگان ا نيفرض بر ا  .ديمراجعه نما قلم ، نيا

لازمه درک انتگرال ، دانستن   ، دانستن جبر و مثلثات است. ليفرانسيلازمه درک حساب د  لازم را بدانند.
آرمان توسط  ليفرانسيزوم به کتاب کامل جبر و حساب دصورت ل پس لازم است در  حد و مشتق است.

   قلم مراجعه شود. نيا
 است ، پس تابع بازه است و دامنه بازه چون دامنه تابع 

 نيا لذااست در و معادل است در معادل  که     
   دهد.  یرا به ما م ريمطلب فرمول ز

١
٨  

 

١٧انتگرال   - ۵مثال 
   .ديسيبنو تميرا بر حسب لگار٨

 پاسخ 
   .ميدار٨فرمول طبق 

١ ٧
٨

٧ ٨ ٧ ٨
٧
٨

٧

٨
 

   .ميکن دايرا پ ريمقدار انتگرال ز ميخواه  یحالا م
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   .ميدار٨پس طبق فرمول و  ميکن  یفرض م

١

١

١ ٨

 

   .ميآور  یبدست م ريفرمول زپس 

٩  

مانند   یکردن انتگرال دايپ یکه برا دياوريبه خاطر  ب   .ديرا حفظ کن٩ندارد فرمول  یلزوم
    ديده  قرارو  ديکر کنف ینيبه قاعده جانش ديبا٩

 
   .ديکن دايرا پ ريانتگرال ز -٩مثال 

۴

۵ ١
 

 پاسخ 

۵ ميکن  یفرض م ۵پس  باشد ،١ ١ اياست و ۴
۵

   است.۴

۴

۵ ١
١

۵ ١

١

۴

١
۵

١ ١
۵

 

١
۵

١
۵

۵ ١  

نکرده  دايکه تا کنون پ گريد یچهار تابع مثلثات یکردن انتگرال ها دايپ یبرا ميتوان  یرا م٩فرمول 
 که  ميدانيمکردن  دايپ یبرا  .ميبکار ببر ، ميا

 

   .ميرا بکار ببر٩فرمول  ميتوان  یمشتق صورت است ، پس م , چون مخرج کسر بالا 
   لذا  است.پس  باشد ، ميکن  یفرض م
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١

١

١
١

١  

 

و کردن  داياما پ  . ميکن  یعمل م قيطر نيهم به همcotکردن   دايپ یبرا
 که  دياوريبه خاطر بآوردن  بدست یبرا  .ستين  یاسان نيبه ا

٢ و  

 پس 
٢  

 چون 

 

از  ميتوان  یباره م   پس دو  مشتق مخرج است. که صورت کسر انتگرال دوم ،  ديکن  یملاحظه م  است.
 پس  ميکن  یم لذا فرض  .مياستفاده کن٩فرمول شماره 

 
 پس 

١

١

 

١
 

  ميپس دار

١  

 
   .ميکن  یعمل م قيطر نيهم به همکردن  دايپ یبرا
 

 یقلم آمده برا نيآرمان به هم ليفرانسيرسم نمودار که در کتاب حساب د  یاز چگونگ یخلاصه ا ريدر ز
   .ديکن  یملاحظه م یآور ادي
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قلم  نيآرمان به هم ليفرانسيرسم نمودار از کتاب حساب د بخش ، خلاصه قواعد نيا ناتيقبل از طرح تمر
 . ميآور  یم

 امتحان           يتخاص
      کند.   یم  یتلاقدر    محور با

       کند.   یم  یتلاقدر با محور 
       است.  نهيقر نسبت به محور نمودار 
        است.  نهينسبت به مبدا قرنمودار 
 کند.   یم رييتغ  یاز مثبت به منفو   دارد . در   یموضع يمممقدار ماکس يک

 است. است و  اي      
 کند.   یم رييبه مثبت تغ  یاز منفو  دارد. در  یموضع ممينيمقدار م کي

   است.است و  اي      
   یها بجز تعداد کمتمام  یاست برا بازه باز  کياست در  یصعود داياک
  یها بجز تعداد کمتمام  یاست برا  بازه باز  کياست در  ینزول داياک

 ها در تمام  یاست برا تعقر به بالا دارد. ه باز در بازنمودار
 ها در تمام  یاست برا دارد.   نييتعقر به پادر بازه باز نمودار
 معمولا  و  دهد.  یعلامت م رييتغدر  نقطه عطف نمودار  کينقطه 
  اي  دارد.  یمجانب عمود کي

  اي  دارد.    یمجانب افق کي
 

   همان نقطه عطف است. یدگينقطه خم .   از توابع  یاريبس یگ ديکردن نقاط خم دايپ قيطر
   .ديکن داياست ، پرا که در آنها  ريمقاد – ١
علامت  رييتغدر  ايآ دي، مشخص کن ديکرد دايکه در مرحله اول پ رياز مقاد کيهر  یبرا – ٢
   دهد.  یم
   است. یگ دينقطه خمدهد ،   یم علامت رييتغدر اگر  – ٣
 

 اي، اگر  مينام  یمتابع  Critical Point  ینقطه بحران کيرا در دامنه عدد 
 وجود نداشته باشد ياباشد و  

 
١ ناتيتمر ٧ 

١ ناتيدر تمر  ديسيبنو تميپاسخ را بر حسب لگار  .ديکن دايرا پانتگرال  ٣

١
١٣

١
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٢
١

٣

١
۴

٩

١
٩

 

 

٣
٢١٢

۴
 

 
۴ ناتيدر تمر    .ديکن دايدامنه و مشتق تابع را پ٩

۴ ١  
 

۵ ٢ ١  
 

۶
٣
٢

 

 

٧
١

 

 
٨  

 
٩  

 
   .ديکن دايپ  یمشتق ضمن قيرا از طر ريز نيدر تمر

١ ٢ ١ ۵  
 

١١ ناتيدر تمر نقاط عطف ، تعقر و ،  یموضع مياکستر ريبا محور ها ، مقاد  یدامنه ، محل تلاق١٣
   .ديکن آنرا رسم نمودار سپس و  ديکن دايپ را داده شده تابع مجانب خطوط

١١  
 

١٢ ١ ٣  
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١٣ ٢ 
 

١۴ ناتيدر تمر   . ديکن دايانتگرال را پ٢٢

١۴
١

١
 

 

١۵
٢ ۴

 

 

١۶
٣

۴ ۴
 

 

١٧
١ ٣

٣  

 

١٨
١

١

۴

١
 

 
 

١٩  

 

٢  

 

٢١  

 

٢٢
١

 

 
٢٣ ناتيدر تمر    .ديکن دايدر بازه داده شده را پنمودار تابع و محور  نيمساحت ب٢۵

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انتگرال آوا ١.٧  انتگرال توابع لگاريتمی انوشـيروان صراف

105 
 

٢٣
١ ٢  

 

٢۴
٢ ٢

٢ ٣  

 

٢۵ ٣

۴ ٣
 

 
 مطلوب است  باشد. و  ديفرض کن – ٢۶

 
،که  يدثابت کن – ٢٧ که توابع  ديکار نشان ده نيا یبرا،

   دارند.١در مقدار    کيمشتق هستند و هر دو  کي یداراو 
 

 برای ديثابت کن – ٢٨

  ها.  تميو قانون لگار۵با استفاده از فرمول   - الف 

 مقدار هستند در  کيمشتق دارند و  کيو که توابع  نيبا نشان دادن ا    ب 
 

١ ناتيپاسخ تمر ٧ 
١ ناتيدر تمر  ديسيبنو تميپاسخ را بر حسب لگار  .ديکن دايانتگرال  را پ٣

١
١٣

١

٣
١

٣ ١
٣
١

٣ 

 

٢
١

٣

١
۴

١
٩

١
٣

١ ١
٣

١
۴
١
٩

١
٣

١
۴

١
٩

١
۴

١
٩

 

١
٣

ln ١ ۴ ١ ٩
١
٣

۴ ٩  

١
٣

۴ ٩
١
٣

۴
٩
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٣
٢١٢

۴
٢

١
٢

١٢
۴

٢ ١٢ ۴ ٢ ٣
١٢

۴
 

 
۴ ناتيدر تمر    .ديکن دايدامنه و مشتق تابع را پ٩

۴ ١  
  پس  بزرگ تر از صفر است.  یهاشامل تمام که دامنه  ميدان  یم

١ ١ 
   ست.ا١لذا دامنه تابع 

١
١

 

 

۵ ٢ ١  

٢که  یها است ، بطوردامنه تابع شامل تمام   ١پس دامنه   باشد.١
١ اي است. ١و  ١ 

ln ٢ ١
١

٢ ١
٢ ٢ ١

٢ ٢

٢ ١
 

۶
٣
٢

 

٣که  یها است بطور هيدامنه شامل کل
٢

 و ٢  یعني باشد. 

 
ها  تميلگار تياز خاص  تا کار ما ساده تر شود. ميکن  یتابع کار م یرو  یابتدا کم کردن مشتق ، دايپ یبرا

   .ميکن  یاستفاده م

٣
٢

٣
٢

١
٢ ١

٢
٣
٢

ها لگاريتم خاصيت

 

١
٢

١
٣
٢

١

٢
٢

١
٢ ٣ ٢
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٧
١

 

١ اي است ،١و ١دامنه تابع  ١ 
١ ١

١
٢

١ ١

١
٢

١

١
٢

 

١

١
٢

 

 
٨  

   است.١است و دامنه تابع 
 

٩  
 ديبااست پس ١که  ميدان  یو م باشد. که  یها است بطور هيدامنه تابع شامل کل

   است.١لذا دامنه تابع   باشد.١  
١ ١ ١

 

 
 

   .ديکن دايپ  یمشتق ضمن قيرا از طر ريز نيدر تمر

١ ٢ ١ ۵  
  . ميريگ  یم  یمشتق ضمن یاز دو طرف تساو

٢ ١
٢

٢ ١ ۵  

۵
٢
٢

٢
٢

 

٢ ٢

۵ ٢ ٢
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١١ ناتيدر تمر ، نقاط عطف ، تعقر و  یموضع مياکستر ريبا محور ها ، مقاد  یدامنه ، محل تلاق١٣
   .ديکن آنرا رسم نمودار سپس و  ديکن دايپ را داده شده تابع مجانب خطوط

١١  
   است.و شامل  دامنه

برای
برای

 

١
؛

١
٢

 

 گريبه عبارت د  وجود ندارند.و  رايز نقطه عطف وجود ندارد.  ايو  ینقطه بحران
١ و١

   و عطف وجود ندارند.  یپس نقاط بحران ندارند ، شهير ايکدام پاسخ  چيه٢

و   در ها در دامنه تابع ، پس نمودارتمام  یاست براچون 
  دارد.  نييتعقر به طرف پا

  راياست. ز  در  یمجانب عمود
 

نقاط   با محور  یمحل تلاق  است.صفر  یکيندارد حد تابع در نزدبا محور محل تقاطع  
١   رايز  است.١

١ 
١ 

   .ديملاحظه کن لينمودار در ذ

 
 

١٢ ١ ٣  

١معادله  نا ديباکردن دامنه  دايپ یراب ١داشت  ميپس خواه  .ميرا حل کن٣
٣

لذا 

١تابع  نيدامنه ا
٣

 است. 
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٣
١ ٣

٣
٣ ١

٩

٣ ١
٢

 

 گريد به عبارت   و عطف وجود ندارند. یوجود ندارند ، پس نقاط بحرانو چون 

٣ یتساو
٣ ١

٩و 

٣ ١
  ندارند. شهير٢

١ها در دامنه پس نمودار در تمام  یاست برا    چون
٣

  نييتعقر به طرف پا

   دارد.
 چون 

١
٣

١ ٣  

١پس
٣

 چون  است.  یمجانب عمود

١ ، ١ ٣ ١ ٣  
  نقطه مبدا است. نمودار با محور ها   یپس محل تلاق

١پس نمودار در ها در دامنه تمام  یاست براچون 
٣

تعقر به طرف 

 چون  دارد.  نييپا

١
٣

١ ٣  

١پس 
٣

   است. یمجانب عمود

 
١٣ ٢ 

   است.پس دامنه  باشد. که  یها است ، بطور هيشامل کلدامنه 
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٢
٢ ١ ٢

٢

٢ ١
٢

 

١چون  ٢ ١
١

نقطه از  نيدر ااست و چون  ینقطه بحران١است ، پس 

 امتحان  یبرا  دارد. یموضع ممينيمقدار م کي١در کند ، پس   یم رييتغبه مثبت   یمنف

٢

١
٢

١
٢

٢ ٧٧ ٢
٢

٢
۶٩ 

١لذا  ١
٢

  است.  یموضع ممينيمقدار م

٢ یعنيصفر باشد  یمساو ديبابرگشت  ايکردن نقطه عطف  دايپ یبرا ١
 ايباشد و ٢

   عطف است.نقطه ١است پس ١که  ديدان  یو م١ ايو ١
با کمک  ديتوان  یم  دارد. نييطرف پا تعقر بهودار تعقر به طرف بالا و در نمدر بازه 

و اگر  نييباشد در آن بازه تعقر به طرف پااگر   .ديداکنيپ یحساب چند مقدار برا نيماش
    باشد ، در آن بازه تعقر به طرف بالا است.

 چون 
٢  

 . ديکن  یملاحظه م لينمودار در ذ است.  یمجانب عموداست ، پس 
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 در نمودار بالا 

  Local Minimum یموضع ممينيم
  Point of Inflectionنقطه عطف 

 
١۴ ناتيدر تمر   . ديکن دايانتگرال را پ٢٢

١۴
١

١
 

   اسست.باشد ، پس ١ ميکن  یم فرض 
١

١
١

١  

 

١۵
٢ ۴

 

٢ ميکن  یفرض م ١ ايو   است.٢باشد ، پس ۴
٢

 

٢ ۴
١ ١

٢
١
٢

١ ١
٢

١
٢

٢ ۴  

 

١۶
٣

۴ ۴
 

۴ ميکن  یفرض م ۴باشد ، پس ۴ ١ ايو   است.٣
۴

٣ 
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٣

۴ ۴
١
۴

١ ١
۴

١
۴

۴ ۴  

 

١٧
١ ٣

٣  

١ ميکن  یفرض م ١ ايو   است.٣پس  باشد ،٣
٣

 

است ، و اگر ٢پس  باشد ،اگر 
٣

١پس  باشد ،
٢

   است.

١ ٣
٣ ١

٣
١ ١

٣

١
٢
٢

١
٣

١
٢

٢
٢
٣

٢
١
٢

٢
 

 

١٨
١

١

۴

١
 

١ ميکن  یفرض م ١باشد  ، پس  
٢

٢و   است.  ١ 

   است.٣  پس باشد  ،۴و اگر   است.٢  باشد  ، پس١اگر 
١

١

۴

١
٢

١
٢

٣
٢

٢ ٣ ٢ ٢
٣
٢

٣

٢
 

 
 

١٩  

 است.١باشد ، پس  ميکن  یفرض م

١
٢

٢ ١
٢

٢  

 
 

٢  

١باشد ، پس  ميکن  یفرض م ١     است.١
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١
٢

٢ ١
٢

٢  

 

٢١  

 باشد ، پس  ميکن  یپس فرض م  است.که  ميدان  یم
   است.

١
 

 

٢٢
١

 

 که  ميدان  یم

١ ١
 

 باشد ، پس  ميکن  یفرض م
 

١
١

 

 
 

٢٣ ناتيدر تمر    .ديکن دايه را پدر بازه داده شدنمودار تابع و محور  نيمساحت ب٢۵

٢٣
١ ٢  

١ ٢ ٢ ٢ ١
٢

 

 

٢۴
٢ ٢

٢ ٣  

٢ ٢

٣

٢
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٢ ميکن  یفرض م ١ اي است. ٢باشد ، پس ٢
٢

 

   است.١باشد ، پس ٣است ، و اگر ٢باشد ، پس ٢اگر 

٢ ٢

١
٢

١ ١
٢

١
٢

١
٢

١ ٢
١
٢

٢
١

٢

٣

٢
 

 

٢۵ ٣

۴ ٣
 

٣ ٢٣

۴

٣

۴

 

اگر   است.پس  باشد ، ميکن  یفرض م
۴

 پس  .باشد 

 ٢ اگر .   است  
٣

   است.٢باشد ، پس 

٣ ٢ ١
٣

٣
٢

٢

٨
٣

٢
٣

٢
٢

٢

٣

۴

 

 
 مطلوب است  باشد. و  ديفرض کن – ٢۶

 
 

،که  يدثابت کن – ٢٧ و که توابع  ديکار نشان ده نيا یبرا،
   دارند.١مقدار در   کيمشتق هستند و هر دو  کي یدارا

 پاسخ 
 پس   باشد.و  ميکن  یفرض م

١ ١  

 

  گرياز طرف د  است.پس 
١ ١ ١  

١ ١  

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انتگرال آوا ١.٧  انتگرال توابع لگاريتمی انوشـيروان صراف

115 
 

٣ هيلذا بر اساس قض ٣   .است  ميآرمان آورد ليفرانسيساب  داز کتاب حبخش  نيکه در هم١
   است.پس 

 

 برای ديثابت کن – ٢٨

  ها.  تميو قانون لگار۵با استفاده از فرمول   - الف 

 مقدار هستند در  کيمشتق دارند و  کي وکه توابع  نيبا نشان دادن ا    ب 
 پاسخ 
 الف 

١ لگاريتم قانون ١
 

 پس   است.١ ميدار۵بر اساس فرمول 

 

 پس باشد ، و  ميکن  یفرض م–ب 

١ ١ ١
 

١
 

و ١ گرياز طرف د  است.پس 

٣ هيپس طبق قض     ٣ و  ميدارآرمان   ليفرانسيدحساب ١
  الذ
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  Another Look at Areaبه مساحت  يگرد  ینگاه - ٨.١   
١در بخش   مساحت عبارت است از  نيا ،  ميکرد فيتعر  شکل  مانند هيناح کيمساحت ٢

 

 
  شود.   ی، نم ستين یخط افق کي  آن  نييکه مرز پا  یا يهشامل ناح يفتعر يناما ا

 
  ميکن یفرض م و  باشند.  وستهيپدر بازه و  ميکن  یفرض م

برای  
به  نيياز پامحصور از بالا به نمودار  یا هيناح . ميکن  یم فيتعر نيرا چن هيباشد. مساحت ناح

 و به خطوط  نيو از طرفنمودار 
 شکل  . مينام  یمدر بازه و  ینمودار ها نيب هيناحرا  هيناح

 
 

 يهمساحت ناح پس مکان دهد.  ييرتغ یعمود يهکند ، اگر آن ناح ييرتغ يدنبا يهناح يکچون مساحت 
است محور   یبالا هيناح باشد. در شکل  هيهمان اندازه ناح به ديبادر  شکل 

 عدد ثابت و مناسب  کي یبراو     ینمودارها نيب و محصور است
به محور  نيياز طرف پاو  که محصور است از طرف بالا به نمودار ١ هياما مساحت ناح

  شکل باشد. ٢و  یمجموع مساحت ها ديبا
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١ يفحالا بر اساس تعر ١بخش ٣  ديپس با . ميدار٢و ١ یمساحت ها یبرا  يیفرمول ها٢
  باشد.  ريمطابق زمساحت   ميانتظار داشته باش

١ مساحت ٢ مساحت

 

 
 
 

  . يرسيمم يرز يفبه تعر يتپس در نها
 

١ يفتعر   ميو داشته  باش باشند.  هستويپدر بازه و توابع  ميکن  یفرض م٢۴
برای  

  . ديآ  یبدست م ريبصورت زر دو     ینمودارها نيب واقع يهمساحت ناح

١  

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انتگرال آوا ١.٨  نگاهی ديگر به مساحت انوشـيروان صراف

118 
 

  است.در ارتفاع  انگرينما   اند انتگر یکه برا يدباشداشته  توجه
  . ديآ  یاست که داخل نماد انتگرال م یهمان تابع Integrand انتگراند  

 
 ١ل مثا

و     ینمودارها  نيب هيناحمساحت   باشد.و  ديفرض کن
در بازه 

۴
 شکل   .ديکن دايرا پ

 
 پاسخ 
است در بازه چون 

۴
   .ميدار١پس طبق فرمول 

۴۴  

۴
٢

٢

٢

٢
١ ٢ ١    

کنند ، اما   یرا قطع م گريد کيکه فقط در دو نقطه   ميداکنيپ دو نمودار نيب هيمساحت ناح ميخواه  یاگر م
و   ميکن ا ديمحل تقاطع نمودار ها را پ ديده نشده است ، ابتدا بادا ميريکه بر اساس آن انتگرال بگ یبازه ا

  . ميري، و سپس انتگرال بگ رديگ  یقرار م یگريد یکدام نمودار بالا ميمشخص کن
 

 ٢مثال 
٢نمودار نيب هيمساحت ناح  شکل   .ديکن دايرا پ١       و ۴
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 پاسخ 
 .  ميکن  یم داينقاط تقاطع دو تابع را پابتدا مختصات 

٢ ۴ ١ 
٢ ٢ ٣  

١ ٣  
١ يا ٣ 

٢ ینمودار ها نيب ميکن دايمساحت آنرا پ ميخواه  یکه م یا هيپس ناح  و۴
١در بازه ١    و چون   قرار دارد.٣

١ ٢ ۴ ایبر ١ ٣  
  مياست ، دار

١ ٢ ۴ ٢ ٢ ٣
٣

١

٣

١
 

١
٣

٣ ٢ ٣
٣
١

٩ ٩ ٩
١
٣

١ ٣  

٣٢
٣

 

پس   کنند.  یرا قطع م گريد کياز دو نقطه در  شيدر بو  ینمودار ها ديحالا فرض کن
 ینوع یاست ، که هر کدام دارا هيشامل چند ناحدر و  ینمودار ها نيب هيحنا

 شکل   .ميکرده ا فيحال تعر مساحت است که تا به

 
 

 
  تر. کوچک یها هيناح نيا یاست از مجموع مساحت ها عبارت هيناح است که مساحت تمام یعيطب
 یبازه فرع در کدام ميکن مشخص ديابتدا بابازه  درو  نيب هيت ناحمساح محاسبه یبرا

 یفرع  یاز بازه ها کدام هر در سپس   است. یفرع بازه در کدام است و
 نيا یمثال بعد  .ديبدست آ تمام مساحت تا ميآنها را با هم جمع کن تينها و در ميريجداگانه انتگرال بگ 

   دهد.  یرا نشان م مراحل
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 و یها نمودار نيب هيمساحت ناح  باشد.و  ديکن فرض -٣مثال 
 شکل   .ديکن  دايپ را٢ بازه در

 
 پاسخ 

از  یرياست ، ابتدا مقاد است و کجاsinکجا  ميکه مشخص کن نيا یبرا
  است.١کجا  گريد  عبارتبه  اي  .ميکن یم داياست ، پآنها  یکه برا

 یاست برا١که  ميدان  یم
۴

،و  ۵
۴

از   دو تابع است. نيا  ینقاط محل تلاق نيا

است در بازه که  ميابيدر ميتوان  یطلاعات ، ما نيا
۴

۵
۴

است و 

 یدر بازه ها
۴

۵و 
۴

 پس ٢

٢

۵
۴

۵
۴

۴

۴  

۴

۵
۴

۴

٢
۵
۴

 

٢ ١ ٢ ٢ ١ ٢ ۴ ٢ 

 
شکل  به همان قتيدر حق  ی، ول ستين ميکه تا کنون بحث کرده ا  یکه به شکل رسد یمثال بعد ، به نظر م
   مورد بحث ما است.
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  ۴مثال 
١ ینمودار سهم نيب هيمساحت ناح

٢
٢و خط ٢  شکل  . ديکن دايرا پ٢

 
 پاسخ 

 .ميکن  یم دايکنند ، پ  یرا قطع م گريد کيو خط  یکه در آنها نمودار سهمابتدا مختصات   
١
٢

٢ ١
٢

٢ ٢
٢

٢ ٢ ۴ ٢ 

  اي
٢ ٢ ۵ ٢  
٢ ١ ٢  

١
٢

يا ٢ 

١پس 
٢

 هيکه ناح ديکن  یملاحظه مبا توجه به شکل   نقاط تقاطع دو نمودار هستند.٢و 

١بازه  قسمت در کي  .کرد    ميتقستوان به دو قسمت   یرا م
٢

 درقسمت   کيمحور  یرو

١بازه 
٢

١که در بازه آن قسمت از  محور یرو٢
٢

    ینمودارها نيقرار دارد ، ب

  که یبطور  است.١و ١

١ ٢ و ١ ٢  

١که در بازه آن قسمت از 
٢

 که  یبطور  است.٢و ٢    یانموداره نيقرار دارد ، ب٢

٢ ٢ و ٢ ٢ ٢ 
  ميپس دار

١ ١ ٢ ٢

٢

١
٢

١
٢  
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٢ ٢ ٢ ٢ ٢
٢

١
٢

١
٢  

٢ ٢ ٢ ٢ ٢
٢

١
٢

١
٢  

۴ ٢

٣

٣
٢

١
٢

٢ ٢

٣

٣
٢ ٢ ٢

٢
١
٢

 

٢
٣

٨
٣

۴ ۴
١
٣

١
۴

١
٩
۴

 

 
 و     یها معکوس کردن  نقش

Reversing the Roles of x and y 

 
 

 نيب هيراحت تر است اگر ناحتابع و محور   کينمودار  نيب هيظر گرفتن ناحدر ن یاوقات بجا یگاه
انتگرال ، هيکردن مساحت ناح دايپ یبراپس شکل  . ميريرا در نظر بگنمودار تابع و محور 

   .ميکن  یحساب مرا در طول محور 
 

  ۵مثال 
در بازه  یتساوو نمودار محور  نيب هيناح    ديفرض کن

٢
  باشد.

 شکل  . ديکن دايراپمساحت 
 پاسخ 
 یاست براچون 

٢
 است ، پس 

١
٢

٢٢
٢

١
٢ ٢

٢

١
٢

٨
١ 
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  ۶مثال 

١ ینمودار سهم نيب هيمساحت ناح
٢

٢و خط ٢  شکل  . ديکن دايرا پ٢

 
 

 پاسخ 
  . ميکن  یم دايو خط را پ ینقاط تقاطع سهمابتدا مختصات 

١
٢

٢ ١
٢

٢  

٢ ٢  
١ ٢  

١ يا ٢ 
١چون 

٢
٢ ١

٢
١     یاست برا٢  پس ٢

١
٢

٢
١
٢

٢ ١
٢

٢ ٢
٢

١

٢

١
 

١
٢

١
٢

٢ ٢
١
٣

٣ ٢
١

 

١
٢

٢ ۴
٨
٣

١
٢

٢
١
٣

٩
۴

 

 
  . ميبدست آورد۴که در مثال  یا جهيهمان نت
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١ ناتيتمر ٨ 
١ ناتيدر تمر   . ديکن دايدر بازه داده شده را پو محور نمودار  نيب هيمساحت ناح۴

١ ٢ ٢ ١ ٣  
 

٢
٣

 

 

٣ ١ ٢ ١ ١  
 

۴
٢ ١

١
٢

١
٣

 

 
۵ ناتيدر تمر  . ديکن دايتوابع  در بازه داده شده را پ ینمودارها نيمساحت ب٩

۵ ٢ ٣ ٢ ١   
 
۶ ٢ ۴ ٢ ٣  

 

٧ ٢

٣ ۶
 

 

٨ ٢

۴ ۴
 

 

٩ ٢ ٣ ٢ ١ ٣  
 

١ ناتيدر تمر را  هيکنند ، مساحت آن ناح  یرا محصور م هيناح کيو  ینمودار ها١٢
   .ديکن دايپ

١ ٣
١
٣ 

 
١١ ٢ ١ ٢ ٩ 

 

١٢ ٣ ١ ١
٢
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١٣ ناتيدر تمر   . ديکن دايداده شده را پ یها یتساو ینمودار ها نيب هيمساحت ناح١۴
١٣ ٢ ۶ ٢ ۶  

 
١۴ ٢ ٢ ۵ ۴ 

 
  . ديکن دايرا پ هيمساحت آن ناح  کنند.  یرا محصور م هيناح کيسه معادله  ینمودار ها ريز نيدر تمر

١۵ ٢ ٣ ۶
٢

٣
 

 
١۶ ناتيدر تمر   . ديکن ديداده شده را پ یمعادله ها ینمودار ها نيمساحت ب١٧

١۶ ٢ و ٢  
 

١٧ ٢ و ۶ ٢  
 

 ٨.١ ناتيپاسخ تمر
١ ناتيدر تمر   . ديکن دايدر بازه داده شده را پو محور نمودار  نيب هيمساحت ناح۴

١ ٢ ٢ ١ ٣  
٢   عبارت١در بازه    که  یصورت است در٢

٢    عبارت٣بازه   در    ميدار پس  است.٢

٢ ٢ ٢ ٢
٣

١
 

١
٣

٣ ٢
١

١
٣

٣ ٢ ٣ ٢
٣

١٨
۵۶
٣

 

 

٢
٣

 

 در بازه
۴

 است دروعبارت   است cos  ارتعب

۴ ٣
  ميپس دار

٣

۴

۴  
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۴
٣

۴

 

٢ ١
١
٢

٣

٢
٢ ٢ ٢

٣
٢

٣

٢
 

 

٣ ١ ٢ ١ ١  

١عبارت  ١و ١است در ٢ ،است در ٢  پس ١

١ ٢ ١ ٢
١

١
 

١ ميکن  یفرض م  است ، پس ٢باشد ، پس ٢
١
٢

١
٢١

١
 

١
٢

١
٢

٢
٣

٣
٢ ١ ٢

٣

١١١
 

 

۴
٢ ١

١
٢

١
٣

 

٢عبارت  ١
١ت در اس

٢
٢که   یدر صورت ١

١است در 
٣

 پس 

٢ ١ ٢ ١

١
٣

١
٢

 

٢ ميکن  یفرض م ١ اياست و ٢باشد ، پس ١
٢

 پس 

١
٢

١
٢

١
٢

١
٣
۴

١
٢

٨
٩

١

٨
٩
١

١

٣
۴

 

١
٢

٣
۴

١
٢

٨
٩

١
٢

٣
٢
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۵ ناتيدر تمر  . ديکن دايتوابع  در بازه داده شده را پ ینمودارها نيمساحت ب٩
۵ ٢ ٣ ٢ ١   

٢ یراب  پس  ميدار١

٢ ٣ ١
٣

٣ ١
۴

۴ ١
٢

١
١٢

٢
٣

٢٧
۴

١

٢
 

 
۶ ٢ ۴ ٢ ٣  

٢ ۴ ٢ ٢ ٣ ٢ ١ ٢  
٣ یست برااپس  که   یصورت در١ یو برا٢

٢ یاست برا  پس ١

٢ ٣ ٢ ٢ ٣ ٢ ٢ ٣ ٢
١

١

٢

٢

٣
 

١
٣

٣ ٣
٢

٢ ٢
٢
٣

١
٣

٣ ٣
٢

٢ ٢
١
٢

 

١
٣

٣ ٣
٢

٢ ٢ ١
۵
۶

١
۶

۵
۶

١١
۶

 

 

٧ ٢

٣ ۶
 

 یبرا  استو چون 
٣ ۶

  ميدار  پس 

 یبرا  است 
٣ ۶

   لذا   

٢ ۶

٣

۶

٣

 

١
٣

٣
٢
٣

٣ ٣ ٢
٢
٣

٣ ٢ 

 

٨ ٢

۴ ۴
 

 یاست براچون 
۴

 یبرا است و
۴

 
  ميپس دار
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١
٢

١
٢

٢
١
٢

١
٢

٢۴

۴

 

٢
٢

۴ ۴ ٢
٢

۴
۴ 

٨
١
۴

٢

٢ ٨
١
۴

٢

٢
٢

٢

٢
٢ 

 

٩ ٢ ٣ ٢ ١ ٣  

 ٣ یاست براو ١ یاست براچون 
  ميپس دار

٢ ٢ ٣ ٢ ٢ ٣
٣

١
 

١
٣

٣
١ ٢ ٣

١
٣

٣ ٣ ٢ ٣
٣

١
 

٢ ٣ ١
٣

١
٢

٣
١
٢

٩
١
٢

٣
١
٢

٩

٣

٣

١
 

١
٣

١
۴

٢
۵

۵
٢ ٢

٣
٢ ٣

١
٩

١
۴

٢
۵

۵
٢ ٢

٣
٢ ٩

٣
 

١
٣

١
۴

١٨ ٣

۵
۶ ٣

٢
۵

٢ ٩
١
۴

٢
۵

٢۴٣ ۵۴
١٨ ٣

۵
۶ ٣  

۶
۵

٣
٢۶
١۵

 

 
١ ناتيدر تمر را  هين ناحکنند ، مساحت آ  یرا محصور م هيناح کيو  ینمودار ها١٢

   .ديکن دايپ

١ ٣
١
٣ 

 کنند ، اگر   یقطع مدر  را گريد کينمودار ها 
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٣
١
٣ 

٣
١
٣  

١
٣

٨
٣ ١  

يا ١ 
 پس ١است در و ١است در  نيباشد ، همچن

٣
١
٣

١
٣ ٣

١

١
 

١
۴

۴ ٣
۴

۴
٣

١
٣
۴

۴
٣

١
۴

۴ ١ ١
٢

١
٢

١ 

 
١١ ٢ ١ ٢ ٩ 

 کنند ، اگر  یقطع مدر  را گريد کينمودار ها 
٢ ١ ٢ ٩ 
٢ ٢ ٨  

٢ يا ۴ 
٢است در  نيباشد ، همچن  پس ۴

٢ ٩ ٢ ١ ٢ ٢ ٨
۴

٢

۴

٢
 

٢ ١
٣

٣ ٨
۴
٢

١۶
۶۴
٣

٣٢ ۴
٨
٣

١۶ ٣۶ 

 

١٢ ٣ ١ ١
٢
 

 کنند ، اگر  یقطع مدر  را گريد کينمودار ها 
٣ ١ ١

٢
 

٣ ١ ٢ ٢ ١ 
٣ ٢ ٢  

٢ ٢  
٢ ١  

يا ٢ يا ١  
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 پس ٢است در و ١ست در ا نيهمچنباشد ، 

٣ ١ ١
٢

١
٢ ٣ ١

٢

١
 

٣ ٢ ٢ ٣ ٢ ٢
٢

١
 

١
۴

۴ ١
٣

٣ ٢
١

١
۴

۴ ١
٣

٣ ٢ ٢ 

١
۴

١
٣

١ ۴
٨
٣

۴
٣٧
١٢

 

 
١٣ ناتيدر تمر   . ديکن دايداده شده را پ یها یتساو ینمودار ها نيب هيمساحت ناح١۴

١٣ ٢ ۶ ٢ ۶  
 کنند ، اگر  یقطع مدر  را گريد کينمودار ها 

۶ ٢
٢

۶

٢

 

۴ ٢١۶  
يا ۶ 

۶و باشد ، پس نمودار ها در     کنند.  یم  یبا هم تلاق۶

۶
١
٢

٢
٢ ۶

٣

٣
٢

١
١٨

٣ ۶
۶ ٢ ۶

٣
۶ ۶ ١٢ ١٢ 
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١۴ ٢ ٢ ۵ ۴ 
 کنند ، اگر  یقطع مدر  را گريد کينمودار ها 

١
٢

٢ ۵ ۴ 

٢ ٢ ٣  
١ يا ٣ 

٣باشد ، پس نمودار ها در  ٧و ١  پس   کنند.  یرا قطع م گريد کي٣

۴
١
٢

٢ ۵
٣

١

١
٢

٢ ٣
٢

٣

١
 

١
٢

٢ ١
۶

٣ ٣
٢

٣
١

٩
٢

٩
٢

٩
٢

١
٢

١
۶

٣
٢

١۶
٣

 

 
 
 

  . ديکن دايرا پ هيمساحت آن ناح  کنند.  یرا محصور م هيناح کيسه معادله  ینمودار ها ريز نيدر تمر

١۵ ٢ ٣ ۶
٢

٣
 

١و ٢ ینمودار ها
٣

١در ٢    کنند.  یرا قطع م گريد کي١

٣و ٢ ینمودار ها ١در ۶    کنند.  یرا قطع م گريد کي٣

٣ ینمودار ها ١و ۶
٣

   کنند.  یرا قطع م گريد کي٢در ٢
  ميپس دار

٢
١
٣

٢ ٣ ۶
١
٣

٢
٢

١

١

١
 

۴
٣

۴
٣

١۶
٣

٨
٣

٢

١

١

١
 

١
٣

٢ ٢ ۴
١
١

١
٣

١۶ ۴ ٢ ٢
١

٨
٣

۴
٣

۴ 
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١۶ ناتيدر تمر   . ديکن ديداده شده را پ یمعادله ها ینمودار ها نيمساحت ب١٧
١۶ ٢ و ٢  

 کنند ، اگر  یقطع مدر  را گريد کيدار ها نمو
٢ ٢ 

٢ ٢  
يا ١ 

 ،  پس  باشد

٢ ٢ ٢ ٢
١١

 

٢ ٢
٣

٣ ١ ١
٣
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١٧ ٢ و ۶ ٢  
 کنند ، اگر  یقطع مدر  را گريد کينمودار ها 

٢ ۶ ٢ 
٢ ٢ ۶  

٢ ٣ ٢  

٢ يا
٣
٢

 

 باشد ، پس 

۶ ٢ ٢ ۶ ٢ ٢

٣
٢

٢

٣
٢

٢
 

۶
١
٢

٢ ٢
٣

٣
٣
٢
٢

٩
٩
٨

٩
۴

١٢ ٢
١۶
٣

٣۴٣
٢۴
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  یمعکوس توابع مثلثات و يیانتگرال توابع نما - ٩.١
Integrals of Exponential Functions and Inverse Trigonometric Functions 

   قلم مراجعه شود. ينآرمان به هم يفرانسيلجهت اطلاع کامل در مورد حد و مشتق لطفا به کتاب حساب د
 انتگرال 

 که  يمثابت کرد يفرانسيلدر کتاب حساب د

١  

 
 پس   است.

٢  

 
   خودش است. نيانتگرال نا مع کي،  یعيطب يیپس تابع نما

   .ديکن دايرا پ٣انتگرال   -١مثال 
 پاسخ 

  مي، دار ینيبا استفاده از روش جانش
   است.٣باشد ، پس ٣ ميکن  یفرض م

٣

١
٣

١
٣

١
٣

١
٣

٣  

 
   .ديرا حساب کن ريانتگرال ز ٢مثال 

 

 پاسخ 
 ١باشد ، اگر   است.باشد ، پس  يمکن  یفرض م

 پس   است.١باشد ، است ، و اگر 
١

١
 

١
١

١ ١ ١ 
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 که  يمثابت کرد يفرانسيلدر کتاب حساب د

١ ٣  

  تداش ميخواه١ ميبگذار یبجا٣ لفرمو رد راگ لحا

١ ١  

  تداش ميخواه ، ميکن ميتقس١ رب ار بالا همعادل فطر ود راگ
١

١
١ ، ١ 

 
  الذ و

١
١

١ ، ١ ۴  

 
   .يدرا حساب کن يرانتگرال ز - ٣مثال 

٣
٢

١
 

 پاسخ 

٣ ١

٣ ١

٣ ١
٢

١

٢
١

١

٣ ١
٢

٣ ١ ١

٣ ١
١

٣ ١
 

٢ ٢
٣

١

٣ ١
 

 که يمثابت کرد يفرانسيلدر کتاب حساب د

ln  

  تداش ميخواه ، ميکن ميتقس رب ار بالا همعادل فطر ود ره راگ لحا ،است 
 

١
۵  
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  الذ و 
 

١
۶  

 
 

  .يدرا حساب کن يرانتگرال ز  -  ۴مثال 

٣
٣

 

 پاسخ 

٣
١
٣

٣ ٣ ١
٣

٣
٣ ١

٣
٣

٢٧
٣

١
٣

٢۶
٣

٣
 

 
 که يمثابت کرد يفرانسيلدر کتاب حساب د

١

١ ٢

، ١ ١ ٧  

 است ، پس 
١

١ ٢

٨  

 
   .ديرا حساب کن ريانتگرال ز  -۵مثال 

١

٩ ٢

 

 پاسخ 
  . ميريگ  یرا فاکتور م٩ابتدا از مخرج ، عدد 

١

٩ ٢

١

٩ ١
٢

٩

١
٣

١

١
٣

٢
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 ميکن  یفرض م
٣

١باشد ، پس 
٣

   است.

١

٩ ٢

١
٣

١

١
٣

٢

١

١ ٢

٣
١
٣

١

١ ٢

٣  

٣
 

 ن داد که توان نشا  یم قيطر نيبه هم
١

٢ ٢
٩  

 
  . ديکن دايرا پ ريانتگرال ز  - ۶مثال 

١

۴ ٢

 

 پاسخ 

٢شکل  یمخرج دارا ميخواه  یم را مربع  کاليکار عبارت داخل راد نيا یبرا  داشته باشد.٢
   قلم گفته شده است. نيهمان طور که در کتاب کامل جبر به هم  .ميکن  یل مکام

١

۴ ٢

١

۴ ۴ ۴ ٢

١

۴ ٢
٢

 

 لذا   است.پس  باشد ،٢ ميکن  یحالا فرض م

١

۴ ٢
٢

١

۴ ٢

١

۴ ٢

٩

٢
٢

٢
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   .ديرا حساب کن ريز نتگرالا - ۵مثال 

١

۴ ٢

٢ ٢

٣
 

 پاسخ 
 اگر یعني  کند. رييبطور مناسب تغ دياما حدود انتگرال با  باشد.٢ ميکن  یباز هم فرض م

٢و اگر   است.١پس  باشد ،٣   لذا  است.٢باشد ، پس ٢

١

۴ ٢

٢ ٢

٣

١

۴ ٢
٢

١

۴ ٢

٢

١

٢ ٢

٣
 

٢
٢

١

٢

٢
١
٢

 

 که يمثابت کرد يفرانسيلد در کتاب حساب
 

١
٢ ١

١  

 
 است ، پس 

١
٢ ١

١١  

 
   .ديرا حساب کن ريانتگرال ز - ۶مثال 

١
٢ ١۶

 

 پاسخ 
٢مخرج شکل  ميخواه  یم          .ميريگيرا فاکتور م١۶مخرج عدد پس از   داشته باشد.١

١
٢ ١۶

١

١۶
٢

١۶
١

١
١۶

١

۴

٢

١
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 ميکن  یپس فرض م
۴

١پس  باشد ،
۴

 لذا     است.

١
٢ ١۶

١
١۶

١

۴

٢

١

١
٢ ١

۴
١

١۶
١

٢ ١
۴  

١
۴

١
۴ ۴

 

  ميباشد ، داراگر   یپس بطور کل
١

٢ ٢

١
١٢  

 ۶ماند حل مثال  نايسپس ع  د.باش ديفرض کن  توان ثابت کرد.  یرا م١٢فرمول شماره 

به شکل شماره  یچون انتگرال ها  .ديريمشتق بگ١٢از دو طرف فرمول  ايو   .ديعمل کن
   .ديشود که آنرا حفظ کن  یم هي، توص ديآ  یم شيمکرر پ١٢

 
   .ديکن دايرا پ ريزانتگرال  - ٧مثال 

١
٢ ٢ ٢ ١

 

 پاسخ 
٢به شکل مخرج  ميخواه  یم و سپس آن را به صورت   .ميريگ  یفاکتور م ٢پس از عدد   باشد.٢

   .ميسينو  یمربع کامل م
١

٢ ٢ ٢ ١
١
٢

١

٢ ١
٢

١
٢

١

١
٢

٢
١
٢

٢
 

١ ميکن  یم  فرض   .ميده  یانجام م ینيحالا عمل جانش
٢

   است.پس  باشد ،

١
٢ ٢ ٢ ١

١
٢

١

٢ ١
٢

٢

١
٢
١
٢

arctan
١
٢
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٢
١
٢

٢ ١  

  The Remaining Inverse Trigonometric Functions    یمعکوس توابع مثلثات هيبق
   .ديراست بخوان چپ به لطفا از

 arccos اگر فقط و قفط برای ١ ١  و
arccot اگر فقط و قفط مقدار هر برای و  

اگر فقط و قفط برای ١ برای و
٢

يا
٣
٢

 

arccsc اگر فقط و قفط برای ١ برای و
٢

يا ٣
٢

  

 
 است.     یآباست و نمودار sinرنگ قرمز  ، نمودار  ريز ريدر تصو

 
 
 

 و  ینمودار ها
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 است.   یاست و نمودار آب، نمودار قرمز  رنگ  ريز ريدر تصو
 

 
 

 است.    یآباست و نمودار رنگ قرمز  ، نمودار  ريز ريدر تصو
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 است.    یاست و نمودار آب، نمودار قرمز  رنگ  ريز ريدر تصو
 

 
 

 
و  یقلم مشتق ها نيآرمان توسط ا ليفرانسيکه در کتاب حساب د قيبه همان طر

   کرد. دايرا هم پ ريمعکوس توابع ز یتوان مشتق ها  ی، م ميکرد دايرا پ
 

١

١ ٢

١٣  

١

٢ ١
١۴  

١
٢ ١

١۵  

١

٢ ١
١۶  

 
 
 
 

 .ديکن  یه مملاحظ ليمربوطه را هم در ذ یانتگرال ها
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١

٢ ٢
١٧  

١
٢ ٢

١
١٨  

١
٢ ٢

١
١٩  

١
٢ ٢

١
٢  

 
 یمحاسبه انتگرال ها یرا برا  تابع ايو  تابع توان یکه م ديکن  یملاحظه م

 یرا برا ايو تابع  نيهمچن  بکار برد.١٧و ٩شماره 
فرمول  یبراو و   بکار برد.١٨و ١٢ یگرال هامحاسبه انت

 ٢و ١٩ یها
 

١ ٢ ١ ٢١  

  تداش ميخواه ، ميريبگ قمشت٢١ زا راگ

١

١ ٢

٢ ٢ ١

٢ ١

١

٢ ١
 

  سپ
 

١

١ ٢

١ ٢٢  

 
 .ديکن دايپرا  ريانتگرال ز   - ٨مثال 
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١

١ ٢

٣

١
 

 پاسخ 
   .ميدار٢٢و ٢١استفاده از  با

١

١ ٢

١ ٣
١

١٣ ١ ١
٣

١
 

٣ ١ ١ ٢
٣ ١

١ ٢
 

  

 ٩.١ يناتتمر
١ يناتدر تمر    .ديکن دايانتگرال ها را پ٩

١ ۴  

 

٢ ٢
٢

 

 

٣ ٢  

 

۴
١

 

 

۵
٢

٢ ۴
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۶
١

١
 

 

٧
١

٢

 

 

٨
١

١
 

 

٩  

١ ناتيدر تمر   . ديکن دايانتگرال ها را پ١٣

١ ٢  

 

١١ ٣
٢

 

 

١٢ ۵
٢

 

 

١٣ ٢  

 
١۴ ناتيتمر در  . ديانتگرال ها را محاسبه کن٢٣

١۴
١

٢ ١۶
 

 

١۵
١

٩ ٢ ١۶
 

 

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



آوا انتگرال ١.٩ انتگرال توابع نمائی و معکوس توابع مثلثاتی انوشـيروان صراف  

146 
 

١۶
١

٢ ٢ ۴ ۶
 

 

١٧
١

٩ ۴ ٢

 

 

١٨
١

٢ ٢۵
 

 

١٩
٣

١ ٨

 

 

٢
١ ٢

 

 

٢١
٢

١ ۴ ٢
 

 

٢٢
٩ ٢

 

 

٢٣
۴

۴ ١۶ ٢۴ ۴
 

 
٢۴ ناتيدر تمر   . ديانتگرال ها را محاسبه کن٢۵

٢۴
١

١۶ ٢

٢
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٢۵
١

٢ ۴ ٨

٢ ٣ ٢

٢
 

 
   .ديکن دايرا پ ريتوابع ز یو نمودار هامحور  نيمساحت محصور ب-  ٢ ۶  

١
٢ ٢ ۴

و
١
٣

 

٢٧ ناتيدر تمر   . ديکن دايپانتگرال ها را  ٢٨

٢٧ ٢  

 

٢٨
١

٢ ١

١

۵
 

 
٣در و محور نمودار  نيب هيمساحت ناح– ٢٩    .ديرا حساب کن۴

 
 

 ٩.١ ناتيپاسخ تمر
١ يناتدر تمر    .ديکن دايانتگرال ها را پ٩

١ ۴  

١ ايو ۴باشد ، پس ۴ ميکن  یفرض م
۴

 پس  است. 

۴ ١
۴

١
۴

١
۴

۴  

 

٢ ٢
٢

 

١ اياست و ٢باشد ، پس ٢ ميکن  یفرض م
٢

 است ، پس 

٢
٢ ١

٢
١
٢

٢ ١
٢

٢ ١
٢
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٣ ٢  

   است.باشد ، پس  ميکن  یفرض م

٢ ١ ١
١

 

۴
١

 

   است.  باشد ، پس١ ميکن  یفرض م

١
١

١  

 

۵
٢

٢ ۴
 

٢ ميکن  یفرض م ٢باشد ، پس ۴    است.٢
٢

٢ ۴

١
٢

٢ ۴  

 

۶
١

١
 

پس   باشد.١ ميکن  یفرض م
١

   است.

١
١

١
٢

٢ ١
٢

١
٢

 

 

٧
١

٢

 

 ميکن  یفرض م
٢

١باشد ، پس 
٢

 ٢ ايو   است.
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١

٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

 

٨
١

١
 

 پس   است.باشد ، پس ١ ميکن  یفرض م
١

١ ١
١

 

١  
 

٩  

   است.  باشد ، پس ميکن  یفرض م

 

 
١ ناتيدر تمر   . ديکن دايانتگرال ها را پ١٣

١ ٢
١
٢

٢  

 

١١ ٣
٢

٣ ١
١
٣

٣ ٢
١
٣

١ ٣
٢ ٨

٣

٠

٢
 

   است.باشد ، پس  ميبالا فرض کرد اتيدر عمل

١٢ ۵
٢

 

١ اياست  ، و ٢باشد ، پس ٢ ميکن  یفرض م
٢

 

۵
٢ ١

٢
۵

١
٢

١
۵

۵
١

٢ ۵
۵

٢

 

 

١٣ ٢ ١
٢ ١

٢ ١  
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١۴ ناتيتمر در  . ديانتگرال ها را محاسبه کن٢٣

١۴
١

٢ ١۶
١
۴ ۴

 

 

١۵
١

٩ ٢ ١۶
١
٩

١

٢ ١۶
٩

١
٩

٣
۴

٣
۴

١
١٢

٣
۴

 

 

١۶
١

٢ ٢ ۴ ۶
١
٢

١

١
٢

٢

١
٢

١
٢ ٢

 

١
٢

١

٢ ٢

٢

۴
١

٢
 

   باشد.١ ميبالا فرض کرد اتيدر عمل
 

١٧
١

٩ ۴ ٢

١
٢

١

٩
۴

٢

١
٢

٢
٣

 

 

١٨
١

٢ ٢۵

١
۵ ۵

 

 

١٩
٣

١ ٨

١
۴

١

١ ٢

١
۴

١
۴

۴  

   باشد.۴ ميبالا فرض کرد اتيدر عمل
 

٢
١ ٢

١
١ ٢

 

   باشد. ميبالا فرض کرد اتيدر عمل
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٢١
٢

١ ۴ ٢

١
٢

١
۴

٢ ١
۴

٢
٢

 

   باشد.٢ ميبالا فرض کرد اتيدر عمل
 

٢٢
٩ ٢

١
٩ ٢

١
٣ ٣

١
٣

١
٣

 

   باشد. ميبالا فرض کرد اتيدر عمل

٢٣
۴

۴ ١۶ ٢۴ ۴

١

١
۴

٢ ۴

١
١۶

 

١
۴

١

٢ ۴

١
٨ ٢

١
٨

٢ ۴  

۴ ميبالا فرض کرد اتيدر عمل    باشد.۴
 

٢۴ ناتيتمردر    . ديانتگرال ها را محاسبه کن٢۵

٢۴
١

١۶ ٢

٢
arcsin

۴
٢ ١

٢ ۶
 

 

٢۵
١

٢ ۴ ٨

٢ ٣ ٢

٢

١

٢
٢

۴

١
٢

٢
٢

٢ ٣ ٢

٢

٢ ٣ ٢

٢
 

١
٢

٣
۶
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   .ديکن دايرا پ ريتوابع ز یو نمودار هامحور  نيمساحت محصور ب-  ٢ ۶  
١

٢ ٢ ۴
و

١
٣

 

 
 کنند ، اگر   یم  یتلاقنمودار ها در 

١
٢ ٢ ۴

١
٣

 

٣ ٢ ٢ ۴ 
٢ ٢ ١  

١ 
 چون 

١
٣

١
٢ ٢ ۴

 

   .ميپس دار١است در 

١
٣

١
٢ ٢ ۴

١
٣

١

١
٢

٣

١١
 

٣
١

٣

١

٣

١ ١
٣

١

٣

١

٣
 

١
٣

٣

١٨
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٢٧ ناتيدر تمر   . ديکن دايپرا   انتگرال ها٢٨

٢٧ ٢  

 

٢٨
١

٢ ١

١

۵

١١ ١۵ 

١ ١ ١ ۵ ٢۶
١ ١ ١

۵ ٢۶
 

 
٣در و محور نمودار  نيب هيمساحت ناح– ٢٩    .ديرا حساب کن۴

 
 

۴
٣

۴ ٣
۴

٣
 

۴ ۴

٢

٣ ٣

٢
١
٢

۴ ۴ ٣ ٣  
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  ١   اول فصل یا  دوره ناتيتمر١
  مشتق یها فرمول

، ثابت عدد يک  

١ ، ،  

sin  
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ای زنجيره  قاعدده
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 انتگرال  یفرمول ها

حسابان اساسی  قضيه
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 پس و باشد در اگر 
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 باشد ، پس  نيانتگرال نا معاگر 
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  . ديکن دايرا پ ريز یانتگرال ها

١
٣
۵ ٨

۵
٣  

٢ ٣ ٣ ٢
٢
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١ ١

١
 

۴ ٣٣ ٣  

۵ ١  

  . ديرا حساب کن ريز یانتگرال ها
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۵
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۵
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٧

١
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  . ديکن دايپ در بازه داده شده راو محور نمودار  نيمساحت ب ريز ناتيدر تمر

١٢
٧
۴

٢ ١
٢ ۴  
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١٣ ٢ ۴ ٣ ۴  
  . ديکن دايتوابع را پ ینمودار ها نيب هيمساحت ناح ريز نيدر تمر

١۴ ٢ ۵ ۵ ۴ ٢ ۵ ٢ ٢ 
  . ديکن دايرا پ١تا ١از  ريدو رابطه ز ینمودار ها نيب هيمساحت ناح ريز نيدر تمر

١۵ ٣ و ٢ 
  . دياطلاعات لازم را هم ذکر کن . ديرا رسم کن، نمودار تابع  ريز نيدر تمر

١۶ ٢ ۴  
  . ديکن دايمشتق تابع داده شده را پ ريز ناتيدر تمر

١٧ ١ ۵  

١٨
١

١
 

١٩  
٢ ٢  

   .ديکن دايرا پ ريز یانتگرال ها
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٢٧ ٢ ٢  

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



١  انتگرال آوا ١  انوشـيروان صراف ای فصل اول تمرينات دوره     

160 
 

٢٨
۴ ۴ ٢ ١

 

، تعقر و خطوط مجانب را مشخص  یموضع مياکستر ريمقاد  .دينمودار تابع را رسم کن ريز نيدر تمر
   .ديکن

٢٩ ٢ ٣  

٢در و  ینمودار ها نيب هي، مساحت ناح ريز نيدر تمر    .ديکن دايرا پ٢

٣
٢ ١

،
٢ ١

 

   .ديکن دايانتگرال ها را پ ريز ناتيدر تمر

٣١
٢

 

٣٢
١ ۵

٣  

 
 فصل اول  یدوره ا ناتيپاسخ تمر

  . ديکن دايرا پ ريز یانتگرال ها

١
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٣
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١ ميکن  یفرض م ١س باشد ، پ١

٢ ١
 لذا   است.
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٣باشد ، پس ٣ ميکن  یفرض م    لذا    است.٣
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  . ديرا حساب کن ريز یانتگرال ها
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   است.باشد ، پس ١ ميکن  یفرض م
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 ميکن  یفرض م
١

١باشد ، پس 

١
٢

١

١
   است.٢

١اگر 
٢۶

١باشد ، پس 
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  . ديکن دايدر بازه داده شده را پو محور نمودار  نيمساحت ب ريز ناتيدر تمر

١٢
٧
۴

٢ ١
٢ ۴  

 
٧
۴

٢ ١ ٧
۴

۵
٢

١
٢

١
٢

٧
٢ ٢

١
٢ ۴

٢

۴

٢

۴

٢
 

۶۴ ۴ ۴ ٢ ٢ ٢ ۶٨ ۶ ٢ 

 
١٣ ٢ ۴ ٣ ۴  

 

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



١  انتگرال آوا ١  انوشـيروان صراف ای فصل اول تمرينات دوره     

164 
 

 
٢که  ديکن  یملاحظه م ۴ ٣ ١ ٣و ١در است ٣ ۴ 
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  . ديکن دايتوابع را پ ینمودار ها نيب هيمساحت ناح ريز نيدر تمر
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٢ رد تاس نيهمچن   الذ٢
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  . ديکن اديرا پ١تا ١از  ريدو رابطه ز ینمودار ها نيب هيمساحت ناح ريز نيدر تمر
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  . دياطلاعات لازم را هم ذکر کن . ديرا رسم کن، نمودار تابع  ريز نيدر تمر

١۶ ٢ ۴  

١رسم نمودار به بخش  یبرا یآور اديجهت    فصل مراجعه شود.  نيهم٧
٢پس  اعداد بزرگ تر از صفر است.  یعيطب تميکه دامنه لگار ميدان  یم لذا دامنه   باشد. ديبا۴
  است.٢و ٢تابع  نيا

٢
٢ ۴

؛
٨ ٢ ٢

٢ ۴
٢
 

  است.  یبازه ، نزول نيپس تابع در ا٢است در بازه چون 
  است.  یبازه ، صعود نيپس تابع در ا٢است در بازه چون 
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دارد در  ننيپس تابع تعقر به پاها در دامنه تمام  یاست براچون 
 ٢و ٢

٢چون 
٢ ۴ ٢

٢  یاست ، پس خطوط مجانب عمود۴

 ٢و ٢در 
 است.   نهيقراست ، پس نسبت به محور چون 

  
 
 

  . ديکن دايمشتق تابع داده شده را پ ريز ناتيدر تمر
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١ ميکن  یفرض م
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  ميدار یا رهي، پس طبق قاعده زنج
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   .ديکن دايرا پ ريز یانتگرال ها
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١پس  باشد ،٢ ميکن  یفرض م
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 لذا   است.٢
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١
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٢ ميبالا فرض کرد اتيدر عمل    است.٢باشد ، پس ٢
 

، تعقر و خطوط مجانب را مشخص  یموضع مياکستر ريمقاد  .دينمودار تابع را رسم کن ريز نيدر تمر
   .ديکن

٢٩ ٢ ٣  
٢ ٢ ٣ ٣ ۴ ٢ ٩ ٣  
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٢است ، اگر     ٢ ٣ ٣باشد ، پس ٣
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  ميضمنا دار  است.
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٩ گريد
۴

٩لذا نمودار در   باشد.
۴
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۴

با  تعقر به بالا دارد ،

٩نقطه عطف 
۴
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٢چون     است.  یافقمجانب  کياست ، پس ٣

 

٢در و  ینمودار ها نيب هي، مساحت ناح ريز نيدر تمر    .ديکن دايرا پ٢

٣
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   .ديکن دايانتگرال ها را پ ريز ناتيدر تمر
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باشد ، پس اگر   است.باشد ، پس ٢ ميکن  یفرض م
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٢
١

١
١
٣

٣
١

٣
 

 

٣٢
١ ۵

٣  

   است.١باشد ، پس  ميکن  یفرض م

١ ۵
٣

۵
٣

٣
٨

٨
٣

٣
٨

٨
٣  

 
 
 
 
 
 
 

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 

  

  www.riazisara.ir       سايت ويژه رياضيات

  يـزوه هاي رياضـنامه ها و جـدرس
  اسخنامه تشريحي كنكورسوالات و پ

  نمونه سوالات امتحانات رياضي
  نرم افزارهاي رياضيات

  و...
  

  رياضي سرا در تلگرام: كانال سايت

 
 https://t.me/riazisara                              (@riazisara) 



اانتگرال آو ٢.١  انتگرال گيری جزء به جرء انوشـيروان صراف  

171 
 

 فصل دوم 
  يریانتگرال گ یروش ها 

Techniques of Integration 
  Integration by Partsانتگرال گيری جزء به جرء - ١.٢

  یم يلرا در ذ  یاصل یاز انتگرال ها یجرء، خلاصه ا به جزء يریقبل از بحث در مورد انتگرال گ
  . يمآور

۴ ١
١

١  

١
٢

٢ ١
ln  

 

 

 

١
١  

١
٢ ٢

١
٢ ٢

١
 

   .ميکن  یم  یمعرف ريمانند انتگرال ز  يیحساب کردن انتگرال ها یبرا  یبخش روش نيدر ا  

و ٢
١

 

 ميکن  یم  یکه معرف  یروش  کرد. دايتوان پ  ی، نم ميگرفته ا اديکه تا کنون   يیبالا با روش ها یانتگرال ها
   از قاعده ضرب مشتق ، اقتباس شده است.

 که  ميدان  یاز قاعده ضرب م  باشند. ريتوابع مشتق پذو  ميکن  یم فرض
 

  ايو 
١  

   کرد. انيب نيتوان به زبان انتگرال نا مع  یرا م١باشند ، پس فرمول  وستهيپو اگر 
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  ايو 

٢  

که تا  یاز طرق  یبه اسان ميتوان  ی، اما نم ميکن دايرا پانتگرال  ميخواه  یم ديحالا فرض کن
انتگرال را  به صورت حاصل ضرب  نيا ميآگر بتوان   .ميکار را انجام ده ني، ا  ميگرفته ا اديکنون 

   .ميدار٢پس طبق فرمول   را بکار برد.٢توان فرمول   ی، پس م ميسيبنو

٣  

    ميحساب کن  یرا به اساناگر بتوان
انتگرال به  ديآ  یبدست مو به دو قسمت کردن  ميتقس قيکه از طر یريروش انتگرال گ نيا
 موسوم است.   Integration by Parts جرء به جزء یريگ

 جزء به جرء یريانتگرال گ– ١.٢ هيقض
در و  ديباشند ، فرض کن ريمشتق پذدر بازه و  يدفرض کن

 پس   باشند. وستهيپ

۴  

 و 

۵  

 
که  یبطورو کردن  نيبا جانش  توان ساده کرد.  یرا م۴فرمول شماره 

   داشت. ميلذا خواهو 
 

 

 
 پس   آسان تر است.۴آن از فرمول  یآور يادکه 

 

۶  
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  باشد.که  ميانتخاب کن یطورو  ديبا۶بکار بردن فرمول  یبرا 
 نوشتن یبرابشود با  همراه یگريو دبشود   یکيشود ،  ميبه دو قسمت تقس ديبا

در   .ميبدست آوررا از و را از  ميبتوان ديبابه صورت 
انتخاب شود که بتوان از  یطور ديبامشتق گرفت و   یباشد که بتوان به اسان یتابع ديبا جهينت

آسان تر از  ديباانتگرال گرفتن  گرياز طرف د  را بدست آورد. یريانتگرال گ قيطر
   باشد.انتگرال گرفتن 

  . ديکن دايرا پانتگرال  – ١مثال 
 پاسخ 

  ميکن  یپس فرض م کرد.  ميتقسو توان به دو قسمت   یممسلم است که انتگراند 
و  

و sin  
  پس  باشد ،

 

٢انتگرال  – ٢مثال    . ديکن دايرا پ٣
 پاسخ 

٢توان   یم و ٢ ميکن  یکرد ، پس فرض م ميتقس٣و ٢را به دو قسمت ٣
١و ٢باشد ، پس ٣

٣
 لذا   است.٣

٢ ٣ ٢
١
٣

٣ ١
٣

٣ ٢
٢
٣

٣ ٢
٣

٣  

٢
٣

٣ ٢
٩

٣  

  . ديکن دايرا پانتگرال   - ٣مثال 
 پاسخ 

و  ميکن  یحالا فرض م  .ميسينو  یم١را به صورت مرتبه  نيا

 لذا   است.است و ١پس   است.١

١
١  
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   .ديکن دايرا پ٢١انتگرال  – ۴مثال 
 پاسخ 

 لذا  است. و ٢باشد ، پس و ٢ ميکن یفرض م

٢ ٢ ١ ٢ ١ ٢ ٧
١١١

 

   .ميده  یانجام م جزء به جزء قياز طر٢١ یرا رو یريحالا انتگرال گ

 لذا  است. و ٢باشد ، پس و ٢ ميکن   یفرض  م

٢ ٢ ١ ٢ ٢ ١ ٢ ٨
١١١

 

   حساب کرد. مايتوان مستق  یانتگرال را م نيآخر

٢ ٢ ١ ٢ ١ ٢ ٩
١

 

   داشت. مي، پس خواه ميکن  یم قيتلفرا ٩تا ٧  جينتا حالا

٢ ١ ٢ ١ ٢ ١ ٢ ۵ ١ ٢
١

 

  . ديکن دايرا پانتگرال  – ۵مثال 
 –پاسخ 

 است.و باشد ، پس و  ميکن  یفرض م
 لذا  

 

 

   .ميده  یجزءانجام م به جزء یريمرتبه دوم انتگرال گ یحالا برا
 و باشد ، پس و  ميکن  یفرض م

 لذا  است. 
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  داشت.  مي، پس خواه ميکن  یم قيرا با هم تلف جزء به جزء یريدو انتگرال گ جينتا

 

 

کامل کردن پاسخ ، به دو طرف معادله  یبرا  شد. دايدوباره پ هيکه انتگرال اول ديکن  یملاحظه م
  ميپس دار  .ميکن  یرا اضافه م

٢ ١ 

  تيو در نها
١
٢

 

چند جمله  کيکه شامل   يیانتگرال ها یبرا جزء به جزء یريشود که انتگرال گ  یدرخاتمه خاطر نشان م
مخصوصا انتگرال   است ، موثر است. یتابع مثلثات يک ياو  يتمیتابع لگار يک يا يیتابع نما يکو  یا
  بخش است.  يجهکاملا نت يراشکال زبه  یانتگرال ها یبرا جزء به جزء يریگ

ای جمله چند ای جمله چند  

ای جمله چند ای جمله چند  

ایدر تمام اشکال بالا بجز  جمله  است.  یچند جمله ا، یانتخاب برا ينموثرترچند
هم و و  یآسان تر است و ضد مشتق ها یچند جمله ا کي یچون مشتق ها

ای یبرا هستند.  هيشب بايتقر جمله  .موثر است انتخاب چند
 

 و  یکاهش توان ها یفرمول ها
� یفرمول برا کيابتدا در مورد  �2,sin �nxdxnیريکه انتگرال گ نيا یبرا  .ميکن  یبحث م 

پس فرض   است.١ که يدکن  ی، ملاحظه م يمجزء به جزءانجام ده
 ميکن  یم

١پس  باشد ،  و١     و ٢
 لذا   است.

١  
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١ ١ ٢  

١ ١ ٢ ٢  

١ ١ ٢ ١ ٢  

 پس 
١ ١ ٢ ١  

   داشت. ميهستند ، خواه یدارا که یکردن جملات قيتلف با
١ ١ ٢  

   داشت. ميرا خواه ريفرمول ز یپس برا
 

١ ١ ١ ٢ ١  

   داشت. ميخواه قيطر نيبه هم
 

١ ١ ١ ٢ ١١  

   نامند.  یم Reduction Formulas   کاهش توان ها یفرمول هارا ١١و ١ یفرمول ها
اگر   .ميده ليتقل کي ايرا به صفر  نوسيکس اي نوسيتوان س ميتوان  یبالا م یفرمول هابا تکرار 
   هستند. کيهردو ، ٢و ٢طبق قرار داد  باشد ،٢

   .ميدار٢با ١استفاده از  با

٢ ١
٢

sin
١
٢

١
١
٢

١
٢

 

١چون  
٢

١
۴

   .ميپس دار٢

٢ ١
۴

٢
١
٢

 

١بخش ٣بالا همان فرمول شماره   یتساوکه  ديکن  یملاحظه م  یريانتگرال گ قياست که از طر۶
   .ميکرد دايپ ینيجانش لهيبوس

   خواهد بود. ريز  به صورت١١باشد ، فرمول ٢اگر  قيطر نيبه هم
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٢ ١
۴

٢
١
٢

 

١بخش ٢که باز همان معادله شماره  ۶ 
 که  ميده  یبخش نشان م نيا  ناتيتمر در
 

۴ ١
۴

٣ ٣
٨

٣
٨

١٢  

 
 نشان داد که  توان  یم طرق همان به

 

۴ ١
۴

٣ ٣
٨

٣
٨

١٣  

 
   .ديکن دايرا پ۵انتگرال – ۶مثال 

 پاسخ 

۵ ١
۵

۴ ۴
۵

٣  

   .ميدار٣مرتبه دوم در مورد  یبا استفاده از فرمول کاهش توان برا

٣ ١
٣

٢ ٢
٣

 

١
٣

٢ ٢
٣ ١ 

   .تيدر نها

۵ ١
۵

۴ ۴
۵

١
٣

٢ ٢
٣ ١  

١
۵

۴ ۴
١۵

٢ ٨
١۵

 

   .ميدار۵۶ نيانتگرال مع یبرا

۵۶ ١
۵

۴ ۴
١۵

٢ ٨
١۵

۶ 
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١
۵

٣

٢

۴

١
٢

۴
١۵

٣

٢

٢

١
٢

٨
١۵

١
٢

 

٩
١۶

١٢
١٢

٨
٣

٢ ٣
۴٨

 

 
 ١.٢ ناتيتمر

   .ديکن دايپ را ريز نيمع نا یانتگرال ها

١ sin  

٢  

٣ ٢  

۴ ٣  

۵ ٢ ۴  

۶ ٣  

٧ ٣ ٣  

٨ ٢  

٩ ٢ ۴  

١  

١١  

١٢ ٧  

١٣  

  . ديانتگرال ها را حساب کن ريز ناتيدر تمر
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١۴ ۵
١

 

١۵ ٢  

١۶ ٢۴

٣

 

جزء، انتگرال  را حساب  به جزء یريو سپس با انتگرال گ ديانجام ده ینيابتدا عمل جانش ريز ناتيدر تمر
  . ديکن

١٧ ١
١

 

١٨  

١٩  

٢  

  . ديرا نشان ده١٢فرمول شماره   یدرست ريز نيدر تمر

٢١ ۴ ١
۴

٣ ٣
٨

٣
٨

١٢  

 
 ١.٢ ناتيتمرپاسخ 

   .ديکن دايپ را ريز نيمع نا یانتگرال ها

١  

 لذا   است.و باشد ، پس و  ميکن  یفرض م

 

 

٢  

١و ١باشد ، پس و  ميکن  یفرض م
٢

 لذا   است.٢
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١
٢

٢ ١
٢

٢ ١ ١
٢

٢ ١
٢

 

١
٢

٢ ١
۴

٢  

 

٣ ٢  

 لذا   است.و ٢باشد ، پس و ٢ ميکن  یفرض م

٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

 ٣بر اساس مثال 

٢ ٢ ٢  

 پس 
٢ ٢ ٢ ٢  

 

۴ ٣  

١و ١باشد ، پس ٣و  ميکن  یفرض م
۴

 لذا   است.۴

٣ ١
۴

۴ ١
۴

۴ ١
 

١
۴

۴ ١
۴

٣ ١
۴

۴ ١
١۶

۴  

 

۵ ٢ ۴  

١و ٢باشد ، پس ۴و ٢ ميکن  یفرض م
۴

 لذا  است.۴

٢ ۴ ١
۴

٢ ۴ ١
٢

۴ ١
۴

٢ ۴ ١
٢

۴  
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و باشد ، پس ۴و  ميکن  یفرض م۴ یبرا
١
۴

 لذا  است.۴

۴ ١
۴

۴ ١
۴

۴ ١
۴

۴ ١
١۶

۴
١ 

  تيدر نها و

٢ ۴ ١
۴

٢ ۴ ١
٨

۴ ١
٣٢

۴  

۶ ٣  

٣باشد ، پس و ٣ ميکن  یفرض م   است.و ٢
 لذا

٣ ٣ ٣ ٢ ٣ ٣ ٢  

 چون 
٢ ٢ ٢ ٢ ١ 

 لذا  .است 
٣ ٣ ٣ ٢ ۶ ۶  

 

٧ ٣ ٣  

٣باشد ، پس ٣و ٣ ميکن  یفرض م  و٣

  ١
٣

 لذا  ست.   ا٣

٣ ٣
١
٣

٣ ٣ ٣ ٣  

٣ یبرا  باشد ، پس ٣و ٣ ميکن  یفرض م٣

     ٣ ٣ ١و  
٣

 لذا   است.٣

٣ ٣
١
٣

٣ ٣ ٣ ٣  

   .و
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٣ ٣
١
٣

٣ ٣
١
٣

٣ ٣ ٣ cos ٣  

   .تينها  در

٣ ٣
١
۶

٣ ٣
١
۶

٣ ٣  

 

٨ ٢  

١و باشد ، پس ٢و  ميکن  یفرض م
ln ٢

 است.لذا ٢

٢ ٢
١
٢

٢
٢

٢
١

٢
٢

٢  

 

٩ ٢ ۴  

١و ٢باشد ، پس ۴و ٢ ميکن  یفرض م
۴

   است.لذا۴

٢ ۴
٢

۴
۴

٢
۴

۴
٢

۴
۴

٢
۴

۴  

 ۴ یبرا

١و باشد ، پس ۴و  ميکن  یفرض م
۴

   لذااست.۴

۴
۴

۴
١

۴
۴

۴
۴

١

۴
٢

۴ ١ 

  تيو در نها

٢ ۴
٢

۴
٢

۴
٢

٢

۴
٣

۴  

 

١  

 لذا است.و باشد ، پس و  ميکن  یفرض م
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١١  

١باشد ، پس و  ميکن  یفرض م
١  است.لذا و ٢

١ ٢
 

 یبرا
١ ٢ 

١ ميکن  یفرض م  لذا   است.٢    پس٢

١ ٢

١ ١
٢

١
٢

١ ١
٢

 

١
٢

١ ٢  

  تيو در نها
١
٢

١ ٢  

 

١٢ ٧  

 باشد ، پس و ٧ ميکن  یفرض م
٧

١ ٧
٢

٧

١ ۴٩ ٢

،  

 لذا 

٧ ٧
٧

١ ۴٩ ٢

 

٧ ٧
١ ۴٩ ٢
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 یبرا
١ ۴٩ ٢

١ ميکن  یفرض م ۴٩  لذا   است.٩٨باشد ، پس ٢

١ ۴٩ ٢

١ ١
٩٨

١
۴٩ ١

١
۴٩

١ ۴٩ ٢
١ 

  تينهاو در 

٧ ٧
١
٧

١ ۴٩ ٢  

 
 

١٣ ،  

 پس   باشد.و  ميکن  ی. فرض مميکن  یم دايرا پابتدا 
١

١
١ ١

١

١

١ ١
 

حالا 
١

   .ميکن  یم دايرا پ

١
١

١
١

١

١

١

١

١
٢
 

 پس 
١

١

١

١
٢

 

  تيو در نها

١
١

١
٢

١  

 
 

  . ديانتگرال ها را حساب کن ريز ناتيدر تمر

١۴ ۵
١

 

١و باشد ، پس ۵و  ميکن  یفرض م
۵

 لذا   است.۵
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۵ ١
۵

۵ ١ ١
۵

۵ ١
۵

۵ ١
۵

۵
١١١

 

١
۵

۵ ١
٢۵

۵ ١ ١
۵

۵ ١
٢۵

۵ ١
٢۵

۴
٢۵

۵ ١
٢۵

 

 

١۵ ٢  

 لذا   است.و ٢پس  باشد ،و ٢ ميکن  یفرض م

٢ ٢ ٢ ٢  

 ١شماره  نيبر اساس حل تمر

٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

  تيو در نها

٢ ٢  

  

١۶ ٢۴

٣

 

 است. لذا و باشد ، پس ٢و  ميکن  یفرض م

٢ ۴

٣

۴

٣

۴

٣

 

۴

٣

٣
۴

٣
۴

٣

٣
١

٢

١
٢

 

۴

٣

٣
١
٢

٢ 
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جزء، انتگرال  را حساب  به جزء یريو سپس با انتگرال گ ديانجام ده ینيابتدا عمل جانش ريز ناتيدر تمر
  . ديکن

١٧ ١
١

 

است ١  باشد ، پس اگر   است.باشد ، پس ١ ميکن  یفرض م
 ٣    ل لذا بر اساس حل مثا  است.٢باشد ، پس ١و اگر 

١
٢
١

٢ ٢ ٢ ١ ٢ ٢ ١
٢

١

١
 

١٨  

 پس و   است.باشد ، پس  ميکن  یفرض م

١ ١
٢

 

   .ميدار١شماره  نيبر اساس تمر

١ 

  تيو در نها
١
٢ ١  

١
٢

 

 

١٩  

 پس   است.باشد ، پس  ميکن  یفرض م

 

   .ميدار١١شماره  نيبر اساس حل تمر
١
٢

١ ٢
١ 

  تيو در نها
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١
٢

١ ٢  

  

٢  

١باشد ، پس  ميکن  یفرض م
٢

 است. لذا 

٢ ٢  

   .ميدار١بر اساس حل مثال 

١ 

  تيو در نها

٢ ٢ ٢  

٢ ٢  
 

  . ديده را نشان١٢فرمول شماره   یدرست ريز نيدر تمر

٢١ ۴ ١
۴

٣ ٣
٨

٣
٨

١٢  

   ميدار٢    یبرا سپسو  یبرا١با استفاده از فرمول 

۴ ١
۴

٣ ٣
۴

٢  

١
۴

٣ ٣
١۶

٢
٣
٨

 

١
۴

٣ ٣
٨

٣
٨
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  Trigonometric Integrals یت مثلثا یانتگرال ها – ٢.٢
 مانند   يیانتگرال ها

۵ ۴ ، ٣ ٣ و ۵ ٣  

  یبيترکآنها    یتگراند  هاان رايزنامند ،   یم Trigonometric Integrals   یمثلثات یانتگرال هارا 
   هستند. یاز توابع مثلثات

 به شکل  یانتگرال ها
اگر  قتيدر حق  .ميبر خورد کرده ابه شکل   يیتا کنون به انتگرال ها

شود   یم پس انتگرال باشد ،و اگر  شود  یم پس انتگرال باشد ،
٢در بخش  را دو هر که    .ميبحث قرار داد مورد ها ، کاهش توان تحت عنوان١

 نيبا جانش که شود  یم باشد ،١ حالا اگر
١بخش ٢ ل مثا به  .ميکن  یم حساب  را انتگرالکردن   نيبه هم  .ديکن مراجعه۶

کردن  نيبا جانش که ميآور  یم بدست  باشد ، پس١، اگر  قيطر
   .ميکن  یم  را حساب انتگرال

  حياعداد صحوکه سشکل   به یبه انتگرال ها ميگرد  یحالا بر م
٢و  مثبت هستند. و و  اي يا  که یهنگام  يکی .يدآ  یم يشپ   دو حالت پس٢

   زوج هستند.ودو    و حالت دوم ، هر  هر دو فرد هستند. اي
٢مانند   فرد باشد ،اگر   را   انتگراند هيو بق  ميريگ  یم  فاکتور  از ٣

٢  یاستفاده از همان   با ١ ٢    .ميسينو  یم برحسب   
   

٢نتگرال  ا -١ مثال     .ديکن دايرا پ٣
 پاسخ 

 ، پس  ميريگ  یفاکتور مcosاز  ، يمکه در بالا گفت  همان طور
٢ ٣ ٢ ٢ ٢ ١ ٢  

 لذا    است.باشد ، پس  ميکن  یم  فرض  حالا

٢ ٣ ٢

٢

١ ٢

١ ٢

 

٢ ١ ٢ ٢ ۴ ١
٣

٣ ١
۵

۵  

١
٣

٣ ١
۵

۵  
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از  مرتبه نياما ا  .ميکن  یم  یرا ط بالا همان مراحلفرد باشد ،  در  اگر 
٢ یو انتگراند  را با استفاده از همان ميريگ  یفاکتور م ١ بر حسب ٢

   .ميسينو  یم
 

۵انتگرال – ٢مثال     .ديکن دايرا پ۴
 پاسخ 

  . ميپس دار  .ميريگ  یفاکتور مشد ، از  شنهاديهمان طور که در بالا پ
۵ ۴ ۴ ۴  

٢
٢

۴ ١ ٢
٢

۴  

 باشد ، پس  ميکن  یفرض م . ميده  یانجام م ینيحالا عمل جانش
 لذا   است.

۵ ۴ ١ ٢ ٢

١ ٢ ٢

۴

۴

 

١ ٢
٢

۴ ۴ ٢ ۶ ٨  

١
۵

۵ ٢
٧

٧ ١
٩

٩  

١
۵

۵ ٢
٧

٧ ١
٩

٩  

تر  دهيچيزوج باشند ، حساب کردن آن پو هم هم اگر در انتگرال 
   .ميرا کاهش دهو  یکنند که توان ها  یکمک م ريز  یمثلثات  یسه همان  است.

١
٢

٢ ١  

٢ ١ ٢
٢

٢  

٢ ١ ٢
٢

٣  

١از بخش که  ريدو فرمول ز نيهمچن    خواهد بود. دياقتباس شده ، مف۶
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٢ ١
٢

١
۴

٢ ۴  

٢ ١
٢

١
۴

٢ ۵  

 
٢انتگرال  – ٣مثال    . ديکن دايرا پ۴

 پاسخ 
  داشت.  ميبا هم ، خواه٣و ١ یبا استفاده از فرمول ها

٢ ۴ ٢ ٢ ٢  

٢ ٢  

١ ٣ ١
٢

٢
٢

١ ٢
٢

 

١
٨

٢ ٢
١
٨

٢٢ ٢  

 یو برا  است.٢باشد ، پس ٢ ميکن  یفرض م سمت راست ،انتگرال اول  یبرا
٢باشد ، پس ٢ ميکن  یدوم سمت چپ ، فرض مانتگرال   لذا   است.٢

   .ميدار۴با کمک فرمول 

٢ ۴ ١
٨

٢ ٢

١
٢

١
٨

٢ ٢

٢

٢

١
٢

 

١
٨

٢ ١
٢

١
٨

٢ ١
٢

 

۴ ١
١۶

١
٢

١
۴

٢
١

١۶
١
٣

٣  

١
١۶

١
۴

۴
١

۴٨
٣ ٢  
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٢جدول      دهد.  یرا نشان م ليو تحل هيخلاصه از تجز١
 

  روش   يدمف یها یهمان
٢ ١ ٢ کنيد  جانشين فرد   
٢ ١ ٢ کنيد  جانشين فرد   

١
٢

٢

٢ ١ ٢
٢

٢ ١ ٢
٢

 

زوج  ديکاهش دهيا یتوان ها و  

 
 به شکل  یانتگرال ها

را به شکل  یانتگرال هاو     ینا منف حياز اعداد صح یاريبس یبرا
زوج بودن  ايبه فرد  یانتگرال ها ، بستگ نيکردن ا دايباز هم مراحل  پ  .ميکن  یم  دايپ ینيجانش قيازطر

   دارد.و 
٣مانند زوج باشد و اگر   هيو بق ميريگ  یفاکتور م٢از ۴

٢انتگراند  را با استفاده از  ١  ميسينو  یمبر حسب ٢
 

٣انتگرال  – ۴مثال     .ديکن دايرا پ۴
 پاسخ 

٣ ۴ ٣ ٢ ٢  

٣ ١ ٢ ٢  

 لذا   است.٢باشد ، پس  ميکن  یفرض م

٣ ۴ ٣

٣

١ ٢

١ ٢

٢  

٣ ١ ٢ ٣ ۵  
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١
۴

۴ ١
۶

۶ ١
۴

۴ ١
۶

۶  

٣باشد ، مانند فرد و  ميکن  یحالا فرض م حالت از  نيدر ا٣
٢استفاده از   باانتگراند را  هيبق و ميريگ  یفاکتور م ٢ بر حسب ١

   .ميسينو  یم
 

٣انتگرال  – ۵مثال     .ديکن دايرا پ٣
 پاسخ 

٣ ٣ ٢ ٢  

٢ ١ ٢  

 لذا  است. باشد ، پس  ميکن  یفرض م

٣ ٣ ٢ ١

٢ ١

٢

٢

 

٢ ١ ٢ ۴ ٢  

١
۵

۵ ١
٣

٣ ١
۵

۵ ١
٣

٣  

 دايفرد باشد ، پ ايزوج باشد و داده شد ، اگر  حيتوض۵و ۴ یهمان طور که در مثال ها
فرد و است که  نيا گريامکان د  آسان است. یتا حدکردن انتگرال 

٢با استفاده از فرمول   زوج باشد. ٢ مساله را به شکل  ميتوان  یم١
اگر   .ستنديانتگرال ها آسان ن نيکردن ا داياما پ  فرد است. نجايا  ، ميدر آور

١  بخش١باشد، پس طبق فرمول ١    .ميدار٧

۶  

  ميکن  یانتگرال فرض م نيکردن ا دايپ یمشکل تر است.  برا٣کردن  دايپ
 باشد ، ٢ ميکن  یو فرض م  است.پس  باشد ،

 پس 
 لذا   است.
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٣ ٢  

٢  

٢ ١  

٣  

  . ميدار هستند. ٣که شامل   يیجمله ها قيبا تلف

٣ ١
٢

١
٢

 

 .ميدار۶بر اساس فرمول 
 

٣ ١
٢

١
٢

٧  

 
  . ديکن دايرا پ٢انتگرال – ۶مثال 

 پاسخ 
٢ یفرد است ، پس همانزوج و چون  ٢ تا انتگراند  را  ميرب  یرا بکار م١

  یرا بکار م٧و ۶ یسپس فرمول ها  هستند. یکه شامل توان ها ميکن ليتبد یبه جملات
   .ميبر

٢ ٢ ١ ٣  

٣  

١
٢

١
٢

 

١
٢

١
٢
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  یخلاصه م ريرا در جدول زبه شکل   یانتگرال ها  کردن  دايپ طرق مختلف

   .ميکن
  روش   يدمف یهمان

٢ ١ ٢ کنيد  جانشين زوج   
٢ ٢ کنيد ١ جانشين فرد   
٢ ٢ تنها ١ به فرد تبديل ، زوج  

 
٢چون  ١ را  ريبه شکل ز یتوان انتگرال ها  یبالا م یاست ، پس با همان روش ها٢

   کرد. دايپ

 

 
  Conversion to Sine and Cosine نوسيو کس نوسيبه س ليتبد

بر  یان آنها را به انتگرال هاتو  ینباشند ، م ميکه تا کنون بحث کرده ا یکه به اشکال  یمثلثات یهاانتگرال 
   .ميکن یريکرد و سپس انتگرال گ ليتبد نوسيو کس نوسيحسب س

 
٢انتگرال   - ٧مثال    . ديکن دايرا پ۵

 پاسخ 

٢ ۵ ٢
۵

۵

۴

٣
 

١ ٢
٢

٣
 

 لذا   است.باشد ، پس  ميکن  یفرض م

٢ ۵ ١ ٢ ٢

١ ٢ ٢

٣

٣
 

١ ٢
٢

٣

١ ٢ ٢ ۴

٣
 

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انتگرال آوا ٢.٢  انتگرال های مثلثاتی انوشـيروان صراف 

195 
 

١
٣

٢ ١
٢ ٢

٢
٢

٢
 

١
٢ ٢

٢
٢

٣
 

 به شکل  یانتگرال ها
   دارد. یمثلثات یها یبه همان یبستگ  يیانتگرال ها نيکردن چن دايپ

١
٢

١
٢

 

   نوشت. ريتوان به شکل ز  یفرمول بالا را م
١
٢

١
٢

٨  

 
۵انتگرال – ٨مثال     .ديکن دايرا پ٣

 پاسخ 

۵ ٣
١
٢

٢
١
٢

٨  

١
۴

٢
١

١۶
٨  

   کرد. دايتوان پ  یرا هم با همان روش بالا م ريبه شکل ز یانتگرال ها

و  

 
  ٢.٢ ناتيتمر

  . ديکن دايرا پ ريز یانتگرال ها

١ ٣ ٢  

٢ ٣ ٣ ٣  

٣
١
٢

۵ ١ ٢ ١
 

۴ ٢ ٢  
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۵ ۴ ۴  

۶ ١ ٣  

٧ ١ ٢ ١ ٢  

٨
٣

٢
۴  

٩ ۵ ٢  

١ ۵ ۴۴  

١١ ٣

۴
٣

۵
۴

 

١٢
١ ٣ ٣  

١٣ ٣ ۴  

١۴ ۵  

١۵ ٣ ٢  

١۶ ٣ ٣٢

۴

 

١٧ ٢  

١٨
٣

 

١٩
٢

۵
 

٢ ۴  
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٢١ ٢ ٣  

٢٢ ۴ ٢  

٢٣ ٢ ٣  

٢۴ ۵ ٣  

٢۵
١

١
٢

۴

 

 
 ٢.٢ ناتيپاسخ تمر

  . ديکن دايرا پ ريز یانتگرال ها

١ ٣ ٢  

 لذا   است.پس  باشد ، ميکن  یفرض م
٣ ٢ ١ ٢ ٢  

١ ٢ ٢ ٢ ۴ ١
٣

٣ ١
۵

۵  

١
٣

٣ ١
۵

۵  

 

٢ ٣ ٣ ٣  

٣باشد ، پس ٣ ميکن  یفرض م  لذا   است.٣

٣ ٣ ٣
١
٣

٣ ١
١٢

۴ ١
١٢

۴ ٣  

 

٣
١
٢

۵ ١ ٢ ١
 

١باشد ، پس ١ ميکن  یفرض م
 لذا  است. ٢
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١
٢

۵ ١ ٢ ١ ۵ ٢ ۵ ٢      

۵ یبرا  پس  باشد ، ميکن  یفرض م٢
 لذا  است. 

۵ ٢ ١ ٢
٢

٢  

١ ٢
٢

٢ ٢ ٢ ۴ ۶  

١
٣

٣ ٢
۵

۵ ١
٧

٧
١ 

١
٣

٣ ٢
۵

۵ ١
٧

٧
١ 

  تيو در نها
١
٢

۵ ١ ٢ ١ ١
٣

٣ ١ ٢
۵

۵ ١ ١
٧

٧ ١
 

 

۴ ٢ ٢
١

٢ ١
٢

٢
٢

 

١
۴

٢ ٢  

 لذا   است.٢باشد ، پس ٢ ميکن  یم حالا فرض

٢ ٢ ٢ ١
٢

١
٢

٢  

  ميدار۴بر اساس فرمول 

٢ ١
٢

١
۴

٢ ١ 

 لذا 

٢ ٢ ١
۴

٢ ٢
١
٨

٢  

١
٨

١
٢

١
۴

٢
١
٨

١
٣٢

۴  
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۵ ۴ ۴
١ ١

١۶
٢

۴ ١
١۶

۴ ٢  

 لذا   است.٢باشد ، پس ٢ ميکن  یحالا فرض م
١

١۶
۴ ٢

١
١۶

۴ ١
٢

١
٣٢

۴  

٢بخش ١٢بر اساس فرمول    ميدار١
١

٣٢
۴ ١

٣٢
١
۴

٣ ٣
٨

٣
٨

 

١
١٢٨

٣ ٢ ٢
٣

٢۵۶
٢ ٢

٣
١٢٨

 

 

۶ ١ ٣  

 لذا   است.باشد ، پس  ميکن  یفرض م
١ ٣ ١ ١ ٢  

١ ٨ ١
٩

٩ ١
٧

٧  

١
٩

٩ ١
٧

٧  

 

٧ ١ ٢ ١ ٢

١
١ ٢

٢
١

١ ٢
 

٣ ٢
٢

٣ ٢
٢

١
۴

٩ ٢ ٢  

  ميدار۵با استفاده از فرمول 
١
۴

٩ ٢ ٢
٩
۴

١
٨

١
٣٢

۴  

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انتگرال آوا ٢.٢  انتگرال های مثلثاتی انوشـيروان صراف 

200 
 

١٧
٨

١
٣٢

۴  

 

٨
٣

٢
۴  

   است.باشد ، پس  ميکن  یفرض م

است ، و اگر ١باشد ، پس اگر 
۴

باشد ، پس 
٢

٢
 لذا   است.

٣

٢
۴ ١ ٢

٢
۴  

١ ٢

٢
١

١
٢

٢

٢

١

٢

٢

١

١ ٢

٢
١

 

٢

٢
٢ ١ ١

٣
٢

٢ ٢ 

 

٩ ۵ ٢  

 لذا   است.٢باشد ، پس  ميکن  یفرض م

۵ ٢ ۵ ١
۶

۶ ١
۶

۶  

 

١ ۵ ۴۴  

 لذا   است.٢باشد ، پس  ميکن  یفرض م

۵ ۴۴ ۵ ٢ ١ ٢۴  
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۵ ٢ ١
١

٧ ۵ ١
٨

٨ ١
۶

۶ ١ ٧
٢۴

١
 

    

١١ ٣

۴
٣

۵
۴

 

 لذا   است.باشد ، پس  ميکن  یفرض م

٣

۴
٣

۵
۴

٢ ١
۴
٣

۵
۴

 

٢ ١
١
٣

٣
٢

٢

٢
٣

١
٣

٢
٢

٢
 

 

١٢
١ ٣ ٣  

١باشد ، پس  ميکن  یفرض م
٢

 لذا   است.

١ ٣ ٣  

٢ ٢ ١
 

٢ ١ ٢ ١
 

١ ١ ٢ ٢ ٢ ۴ ٢  

٢
۵

۵ ٢
٣

٣ ٢
۵

۵ ٢
٣

٣  

 

١٣ ٣ ۴  

 لذا   است.٢باشد ، پس  ميکن  یفرض م
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٣ ۴ ٣ ٢ ١ ٢  

٣ ٢ ١ ۵ ٣  

١
۶

۶ ١
۴

۴ ١
۶

۶ ١
۴

۴  

 

١۴ ۵  

 است.  لذا باشد ، پس  ميکن  یفرض م

۵ ۴ ١
۵

۵ ١
۵

۵  

 

١۵ ٣ ٢  

 لذا   است.٢باشد ، پس  ميکن  یفرض م

٣ ٢ ٣ ١
۴

۴ ١
۴

۴  

 

١۶ ٣ ٣٢

۴

 

 لذا   است.باشد ، پس  ميکن  یفرض م

٣ ٣٢

۴

٢ ١ ٢٢

۴

 

۴ ٢ ١
۵

۵ ١
٣

٣
١

٢

٢
١۵

٢ ١
١

٢
 

 

١٧ ٢ ٢ ١
٢

٢  
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١٨
٣

 

 لذا   است.باشد ، پس  ميکن  یفرض م

٣ ۴

١
۴

١  

١
٣ ٣

١
٣ ٣

 

١٩
٢

۵

٢

٢
۵ ٢ ٣  

٢ ١ ٢ ٢ ۴  

 لذا   است.باشد ، پس  ميکن  یفرض م
٢

۵
٢ ۴ ٢ ۴  

١
٣

٣ ١
۵

۵ ١
٣

٣ ١
۵

۵  

 

٢ ۴ ٢ ٢ ١  

٢ ٢ ٢  

٢ یبرا   است.٢ باشد ، پس ميکن  یفرض م٢
 پس 

٢ ٢ ٢ ١
٣

٣
١

١
٣

٣
١ 

  ميدار گرياز طرف د
٢ ٢ ١ ٢ 

  تيو در نها

۴ ١
٣

٣  

 

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انتگرال آوا ٢.٢  انتگرال های مثلثاتی انوشـيروان صراف 

204 
 

٢١ ٢ ٣
٨ ١

٢
۵  

١
٢

١
١

۵
١
٢

١
١

۵  

 

٢٢ ۴ ٢
٨ ١

٢
٢ ۶  

١
۴

٢
١

١٢
۶  

 

٢٣ ٢ ٣
١
٢

٢ ٣
١
٢

٢ ٣  

١
١

۵
١
٢

١
١

۵
١
٢

 

 

٢۴ ۵ ٣
١
٢

۵ ٣
١
٢

۵ ٣  

١
۴

٢
١

١۶
٨  

 

٢۵
١

١
١

١
١
١

٢

۴

٢

۴

 

١
٢

٢٢

۴

٢

۴

 

٢

۴

٢ ٢ 
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  Trigonometric Substitutions یمثلثات ينیجانش- ٣.٢
١در فصل اول بخش   یبرا ميگفت . ميبحث کرد ینيجانش قياز طر یريدر مورد انتگرال گ۶

  . ميده  یانجام م ريز قيبه طر ینيعمل جانشبه شکل   یانتگرال
  ميپس دار است. باشد ، پس  ميکن  یفرض م

 

 . ميکرد  یم دايپ  یانتگرال سمت راست بالا را به اسان
 

  ینوع دوم ، فرض م ینيجانش نيآماده شدن جهت ا یبرا  .ميکن  یم  یرا معرف یگريد ینيحالا جانش
  ميکن

١

١ ٢

١  

معادل است با  که  ديکن  یملاحظه م١در فرمول  یها یساده کردن تساو یبرا
 ميدارتابع  فيو طبق تعر،

٢ ٢
 

 یاست براچون 
٢ ٢

 که  ميريگ  یم جهيپس نت

١ ٢ ١ ٢  

   کرد. یسيباز نو ريتوان به صورت ز  یرا م١در فرمول  یتساو نيو لذا دوم
١

يا  

   را انجام داد. ريز ینيتوان جانش  ی، م ميانجام داد١که در فرمول  ینيجانش یپس بجا
٢  

در فرمول بالا 
٢ ٢

  است. 
  . ميده  یرا انجام م ريز ینيعمل جانشکردن انتگرال  دايپ یبرا  یبطور کلو 

٣  
   .ميآور  یرا بدست م ريپس  انتگرال ز

۴  

  نيانتگرال مع یو برا
 

۵  
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همان طور که در  است.  یشامل توابع مثلثات٣در فرمول است که تابع  يعیطب
 ینيجانش  نامند.  یم یمثلثات ینيجانشرا ٣فرمول   است.،  ديکن  یملاحظه م٢

 به شکل  يیها کاليکه انتگرال شامل راد یمخصوصا هنگام یمثلثات
٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ 

  است.  ديباشد ، مف
٢شامل  یانتگرال ها ٢ 

و باشد ، و  مياگر فرض کن
٢ ٢

 پس 
 که  یاست ، بطور

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ١ ٢ ٢ ٢  

٢پس اگر انتگرال شامل   کردن  نيجانش باشد ، با٢
 

 ميکن  یم را حذف  کاليراد
   .ديکن دايرا پ ريانتگرال ز – ١مثال 

١

٢ ١۶ ٢

 

 پاسخ 

١۶چون   ٢ ۴
٢  باشد ، پس  ۴ ميکن  یاست ، فرض م٢

 است ۴     
١

٢ ١۶ ٢

١

١۶ ٢ ١۶ ١۶ ٢

۴  

١

١۶ ٢ ۴ ١ ٢

۴  

١
١۶ ٢

١
١۶

٢  

١
١۶

 

  یرسم مشکل  مثلث مانند کي , ميسيويبن یعني  یاصل ريکه جواب را بر حسب متغ نيا یبرا
  ميداراز مثلث   است.۴مثلث  نيدر ا  .ميکن
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١۶ ٢

 
 

  
 پس 

١

٢ ١۶ ٢

١
١۶

١۶ ٢

١۶
 

  رياگر انتگرال به شکل ز ١در مثال 
٢

١۶ ٢

 

١بخش ٣همراه با  فرمول ۴ ینيبود ، باز همان جانش ملاحظه  ليکه در ذ۶
  ديکن  یم

٢ ١
٢

١
۴

٢ ٣  

  ميداشت
٢

١۶ ٢

١۶ ٢

١۶ ١۶ ٢

۴  

١۶ ٢ ٨ ۴ ٢  

 هيبا استفاده از فرمول زاو . ميسيبنو یعني  یاصل ريبر حسب متغ ديباز هم طبق معمول پاسخ را با
 . ميدارمضاعف و مراجعه به شکل 

٢ ٢ ٢
۴

١۶ ٢

۴ ٨
١۶ ٢ 
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است ، پس ۴چون 
۴

 است ، و لذا 
٢

١۶ ٢

٨ ۴ ٢ ٨
۴ ٢

١۶ ٢  

   .ديرا حساب کن ريز  انتگرال - ٢ مثال 

٢۵ ۴ ٢

۵
٢
۵

٢

 

 پاسخ 

٢۵چون  ۴ ٢ ۵
٢

٢
٢

٢ ميکن  یپس فرض م باشد ، پس ۵
۵
٢

۵و لذا 
٢

   .ميدار یريانتگرال گ حدود یبرا  است.

۵اگر 
٢

باشد ، پس 
٢

۵و اگر  است
٢

پس  باشد ،
٢

با   لذا  است.

١بخش ٢ فرمول کمک   ميآور  یم ليدر ذ که۶

٢ ١
٢

١
۴

٢ ٢  

  . ميدار

٢۵ ۴ ٢

۵
٢
۵
٢

۵
٢

٢
٢

۵
٢
۵
٢

 

۵
٢

۵
٢ ٢ ۵

٢
٢

٢

 

۵ ١ ٢ ۵
٢

٢۵
٢

٢

٢

٢٢

٢

 

 

٢۵
٢

١
٢

١
۴

٢ ٢

٢

٢۵
٢ ۴ ۴

٢۵
۴

 

 
 استفاده کرد. شکل  ريز یضيمحصور داخل  ب هيکردن ناح دايپ یرا برا ٢مثال  ميتوان  یم
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٢

۵
٢

٢

٢

۵
٢

١ 

 
 

٢۵نمودار محصور از طرف بالا به  هيمساحت دو برابر مساحت ناح نيا ۴ در بازه ٢
۵
٢

۵
٢

 شکل  است.
  . ميدار ٢با استفاده از مثال  

٢ ٢۵ ۴ ۴

۵
٢
۵
٢

٢
٢۵

۴
٢۵

٢
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  یلش مساله چا کي

  یضيمساحت محصور داخل ب دينشان ده
٢

٢

٢

٢
١ ،  

 است با  یمساو
 اثبات 

 
 
 

   .ميکن  یم یسيباز نو ريرا به صورت ز یضيمعادله ب
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١
٢

٢
 

تا مساحت تمام  ميکن  یضرب م ۴و سپس حاصل را در  ميکن  یرا حساب م یضيچهارم ب کيمساحت 
 دايرا پ ريانتگرال ز ديپس با  .ميکن  یحساب متا انتگرال را از  . ديبدست آ یضيب

  . ميکن

۴ ۴ ١
٢

٢
١  

است و لذا و   است.باشد ، پس  ميکن  یفرض م
   است.

  ميباشد ، پس داراگر   است.باشد پس اگر 
١

٢
 

  شود.   یم ريبه صورت ز١لذامعادله  

۴ ١ ٢٢ ٢  

٢که   ميدان  یم ٢  پس   است.١

١ ٢ ٢ ٢  

٢بالا را در   جهينت   ميپس دار  .ميده  یقرار م 

۴ ٢٢ ۴ ٢٢ ٣  

 که  ميدان  یباز م

٢ ١
٢

١ ٢  

  . ميپس دار  .ميگذار  یم٣را در   یتساو نيا

۴
١
٢

١ ٢ ٢ ١ ٢٢٢  

٢ ٢
٢

٢ ٢
٢
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٢که شامل   يیانتگرال ها    هستند.٢
و باشد و  مياگر فرض کن

٢ ٢
 است.پس 

 که  یبطور 
٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ١ ٢ ٢  

٢پس اگر انتگرال شامل   ینيعمل جانش، اگر  ميرا حذف کن کاليراد ميتوان  ی، م باشد٢
  . ميرا انجام ده ريز

٢  
 

   .ديکن دايرا پ ريانتگرال ز  - ٣مثال 
١

٢ ٢ ١
 

 پاسخ 
   است.٢باشد ، پس  ميکن  یفرض م

١

٢ ٢ ١

١

٢ ٢ ١

٢  

١
٢

٢
٢

 

٢

١
 

  ميپس دار. با  ديرا ملاحظه کن، شکل  ميسيبنوکه پاسخ را بر حسب  نيا یبرا
 

 

١

٢ ٢ ١

١
٢ ١
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  . ديکن دايرا پ ريانتگرال ز-  ۴مثال 
١

۴ ١۶ ٢

 

 پاسخ 
 چون 

۴ ١۶ ٢ ۴ ١ ۴ ٢ ٢ ١ ٢
٢
 

١باشد ، پس ٢ ميکن  یاست ، پس فرض م
٢

١و 
٢

٢ 
 لذا   است.

١

۴ ١۶ ٢

١

٢ ١ ٢
٢

١

٢ ١ ٢

١
٢

٢  

١
٢

١
٢

٢ ١
۴

 

٢بخش ۶با استفاده از فرمول    ميکن  یتکرار م ليکه در ذ٢

۶  

٢و ٢که  قتيحق نيو ا ١ ۴ ٢   ميريگ  یم جهينت١

١

۴ ١۶ ٢

١
۴

١
۴

 

١
۴

۴ ٢ ١ ٢  

٢که شامل   يیانتگرال ها   .هستند ٢
و  مياگر فرض کن

٢
٣ ايو 

٢
 ميباشد، پس دار

 که  یاست بطور

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ١ ٢ ٢  

٢انتگرال شامل  کيلذا اگر    ريز ینيرا حذف کرد با جانش کاليتوان راد  یباشد ، م٢
،  
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   .ديکن دايرا پ ريانتگرال ز - ۵مثال 

٢ ٩٣

۶
 

 پاسخ 
آن انتگرال  یرو ديکه با یاما چون بازه ا  است.٣و ٣دامنه انتگراند  شامل 

۶ ميريبگ  باشد.٣که دامنه آن در  ميهست یضد مشتق یاست ، پس در جستجو٣

٢چون   ٩ ٢ ٣
٢

  ميکن  یاست ، پس فرض م

٣ ٣  
 

٢که  ديکن  یملاحظه م  نيهمچن باشد.  ٩ ٩ ٢ ٩    است.٣

۴باشد ، پس ۶حدود انتگرال ، اگر  یبرا
٣

باشد ، پس ٣است و اگر 
 لذا   است.

٢ ٩ ٩ ٢ ٩

٣
٣

۴
٣

٣

۶
 

٣
٣

٣ ٣ ٢ ٣ ٢ ١
۴
٣

۴
٣

۴
٣

 

٣ ۴
٣

٣ ٣
۴
٣

۴
٣

٣ ٣ 

   کند.  یخلاصه م ، ميبحث کرد رايکه اخ  يیها ینيجانش ريجدول ز
 عبارت انتگراند   نيجانش

،
٢ ٢

 

 

٢ ٢ 

،
٢ ٢

 

٢  

٢ ٢ 

،
٢

يا
٣
٢

 

 

٢ ٢ 
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   هستند.٢که شامل   يیانتگرال ها 
٢حسب  بر را٢توان   یم کردن مربع ، با کامل ٢ اي٢  اي٢

٢  کدام هر یبرا که  يیروش ها همان سپس  است.که  نيا توجه به با  نوشت.٢
   .ميبر  یبکار م گفته شد ، فرم سه از

   .ديکن دايرا پ ريز انتگرال  - ۶مثال 
١

٩ ٢ ۶ ٢
 

 پاسخ 
   .ميسينو  یمربع کامل م به صورت مخرج را

٩ ٢ ۶ ٢ ٣ ١
٢

١ 

٣ ميکن  یحالا فرض م ٣پس  باشد ،١  و٢
 ١

٣
٢ 

٣که  ديکن  یملاحظه م نيهمچن  است. ١
٢

١ ٢ با   است.١

٢بخش ۶استفاده از فرمول     .ميکه در بالا هم ذکر شد دار٢
١

٩ ٢ ۶ ٢

١

٣ ١
٢

١

١ ١
٣

٢  

١
٣

١
٣

 

١
٣

٣ ١
٢

١ ٣ ١  

١
٣

٩ ٢ ۶ ٢ ٣ ١  
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 ٣.٢ ناتيتمر
   .ديرا حساب کن ريز یانتگرال ها

١ ١ ۴ ٢

١
٢  

٢ ١
٢

۴

٢

٢
 

 

٣
١

٩ ٢ ٢
 

۴
١

٢ ١
٣
٢

 

۵
١

٣ ٢ ٢
۵
٢

١
 

۶
١

٩ ٢ ۴
۵
٢

 

٧
١

٣ ٢
٣
٢

 

٨
١

٢۵ ۴ ٢

۵
۴  

٩
١

۴ ٢ ۴ ٢
 

١
١

١ ٢ ٢
۵
٢

 

١١
١

٢ ٢ ٢ ١

١
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١٢ ٢  

١٣
٢

٩ ٢ ١
 

١۴
١

٢ ۴
 

١۵
٢

١ ٢

 

١۶
٢ ۴٢ ٢

٢
 

١٧ ۴ ٢  

 
 ٣.٢ ناتيپاسخ تمر

 
   .ديرا حساب کن ريز یانتگرال ها

١ ١ ۴ ٢

١
٢  

١ ميکن  یفرض م
٢

١باشد ، پس 
٢

   است.

١اگر  و است،باشد ، پس اگر 
٢

پس  باشد ،
٢

  لذا  است.

١ ۴ ٢

١
٢ ١ ٢ ١

٢
١
٢

٢٢٢  

١
۴

١ ٢
١
۴

١
٢

٢ ٢
٨

٢  

 

٢ ١
٢

۴

٢

٢
 

 باشد ، ٢اگر   است.٢باشد ، پس ٢ ميکن  یفرض م
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پس 
٢

باشد ، پس ٢و اگر  است ،
٢

 لذا   است.

١
٢

۴

٢

٢
١ ٢ ٢ ٢ ٢٢

٢

٢

٢

 

١ ٢
١
٢

٢ ٢

٢

٢

٢

 

 

٣
١

٩ ٢ ٢
 

٣ پس باشد ،٣ ميکن  یفرض م  لذا   است.٢
١

٩ ٢ ٢

١

٩ ٩ ٢ ٢
٣ ٢ ١

٢٧

٢

۴
 

١
٢٧

٢ ١
۵۴

١ ٢
١

۵۴
١
٢

٢  

arctan پس باشد ،٣ ميکن  یم حالا فرض
٣

  ريشکل ز توجه به با  است.

 
   .ميدار

٩ ٢

و
٣

٩ ٢

 

 است و لذا 

٢ ٢
۶

٩ ٢
 

  تينهاو در 
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١

٩ ٢ ٢

١
۵۴

١
١ ٨

٢  

١
۵۴ ٣ ١٨ ٩ ٢

 

 
 

۴
١

٢ ١
٣
٢

 

  رياست و با توجه به شکل ز٢باشد ، پس  ميکن  یفرض م

 
 ميدار

٢ ١
 لذا 

١

٢ ١
٣
٢

١

٢ ١
٣
٢

٢
٢

٣
 

٢ ١
 

۵
١

٣ ٢ ٢
۵
٢

١
 

٢ ميکن  یفرض م
٣

٢ باشد ، پس
٣

 و با توجه به  است.٢

  ريشکل ز
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 ميدار
٣

٣ ٢ ٢
  است ، لذا

١

٣ ٢ ٢
۵
٢

١

٢ ٢ ٢
۵
٢

٢
٣

٢  

١

۴ ٣

١
۵

٢ ١

۴ ٣

٣  

١

۴ ٣
١ ٢  

١

۴ ٣

١
٣

٣  

۴ ٣ ٢ ٢

٣

۴ ٣ ٢ ٢
٣
٢

 

  تيو در نها

١

٣ ٢ ٢
۵
٢

١

۴ ٣ ٢ ٢

٣

۴ ٣ ٢ ٢
٣
٢

١
۵

٢۵
 

 

۶
١

٩ ٢ ۴
۵
٢

 

٢ ميکن  یفرض م
٣

٢ باشد ، پس
٣

  پس  است.
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١

٩ ٢ ۴
۵
٢

١

۴ ٢ ۴
۵
٢

٢
٣ ۴٨ ۵

 

١
۴٨ ۴

١
۴٨

٣

۴

١
۴٨

١ ٢

۴
 

١
۴٨

١
۴

١
٢

 

١
۴٨

١
٣ ٣

١
 

٢حالا اگر 
٣

پس  باشد ،
٩ ٢ ۴

٣
   است.

 
  تيو در نها

١

٩ ٢ ۴
۵
٢

١
۴٨

١
٣ ٣

١
 

٣ ٣

١۶ ٩ ٢ ۴
٣
٢ ١۶ ٩ ٢ ۴

١
٢

 

 

٧
١

٣ ٢
٣
٢

 

 لذا   است.٣پس  باشد ،٣اگر 
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١

٣ ٢
٣
٢

١

٣ ٣ ٢
٣
٢

٣
١
٣

٢  

١
٣

١
٣

٣ ٢

 

 

٨
١

٢۵ ۴ ٢

۵
۴  

۵ ميکن  یفرض م
٢

۵باشد ، پس 
٢

   است.

۵است و اگر باشد ، پس اگر 
۴

باشد ، پس 
۶

 لذا   است.

١

٢۵ ۴ ٢

۵
۴ ١

٢۵ ٢۵ ٢

۵
٢

١
٢

١۶۶  

١
٢

۶
١٢

 

 

٩
١

۴ ٢ ۴ ٢

١

۴ ٢ ۴ ١ ١
 

١

٢ ١
٢

١

 

٢ ميکن  یفرض م ٢باشد ، پس ١  لذا   است.٢
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١

٢ ١
٢

١

١

٢ ١

١
٢

٢ ١
٢

 

١
٢

 

 چون 

٢ ١ ٢ ١
٢

١ ۴ ٢ ۴ ٢ 
  مياست ، پس دار

١

۴ ٢ ۴ ٢

١
٢

۴ ٢ ۴ ٢ ٢ ١  

 

١
١

١ ٢ ٢
۵
٢

 

١ ميکن  یفرض م

٢
١باشد ، پس 

٢
 . ميپس دار  است.

 
 

١

١ ٢ ٢
۵
٢

١

١ ٢
۵
٢

١

٢

١

٢

۴  

١

٢

٢ ١ ٢ ١

٢

١
٣

٣  
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١

٢

١
٣

٢ ٢ ٣

١ ٢ ٢
٣
٢

٢

١ ٢ ٢
١
٢

 

٢ ٣

٣ ١ ٢ ٢
٣
٢ ١ ٢ ٢

١
٢

 

 

١١
١

٢ ٢ ٢ ١

١ ١

٢ ١
٢

٢
١
٢

١
 

١ ميکن  یفرض م
٢

١
٢

١باشد ، پس 
٢

   است.٢

باشد ، پس اگر 
۴

باشد ، پس ١است ، و اگر 
۴

 لذا   است.

١
٢ ٢ ٢ ١

١ ١

٢ ١
٢

٢
١
٢

١
 

١
١
٢

٢ ١
٢

١
٢

٢ ١
٢

۴

۴

۴

۴

 

 

١٢ ٢ ١
۴

١
٢

٢

 

١ ميکن  یفرض م
٢

١
٢

١باشد ، پس 
٢

 لذا   است.

 

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف جانشينی مثلثاتی ٣.٢  آوا انتگرال

225 
 

١
۴

١
٢

٢
١
۴

١
۴

٢ ١
٢

 

١
۴

٢ ١
۴

١
٢

١
٢

٢  

١
۴

١
٢

١
۴

٢  

١حالا اگر 
٢

١
٢

٢باشد ، پس    جهياست و در نت١

٢ ١  
 که  ديکن  یبا توجه به شکل بالا ملاحظه م است. 

٢

١
٢

٢ ٢ 

 که  یاست بطور
٢ ٢ ٢ ٢ ١ ٢ ٢ ۴ ٢ ١ ٢ 

  تينها و در

٢ ١
۴

١
٢

٢

 

١
۴

١
٢

٢ ١
١
۴

۴ ٢ ١ ٢  

١
٨

٢ ١
١
۴

٢ ١ ٢  

١٣
٢

٩ ٢ ١
 

١ ميکن  یفرض م
٣

١باشد ، پس ، 
٣

   است.
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٢

٩ ٢ ١

١
٩

٢

٢ ١

١
٣

١
٢٧

٣  

٢بخش ٧بر اساس فرمول   ،  ديکن  یملاحظه م ليکه در ذ٢

٣ ١
٢

١
٢

٧  

  . ميدار
١

٢٧
٣ ١

۵۴
١

۵۴
 

١حالا اگر 
٣

٩و ٣باشد ، پس  ٢  و لذا   است.١
٢

٩ ٢ ١

١
۵۴

١
۵۴

 

١
١٨

٩ ٢ ١
١

۵۴
٣ ٩ ٢ ١  

 

١۴
١

٢ ۴
 

٢باشد ، پس ٢ ميکن  یفرض م با توجه به   نيو همچن  است.٢
 ،  ميدار ريشکل ز

٢ ۴
و

٢
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  ميلذا دار

١

٢ ۴

١

٢ ۴ ٢ ۴
٢ ٢  

١
٢

١
٢

 

١
٢

١
٢

٢ ۴ ٢
 

 

١۵
٢

١ ٢

 

 
  ميو با توجه به شکل بالا دار  است.٢باشد ، پس  ميکن  یفرض م

١ ٢  

٢بخش ٧و طبق فرمول   است.    .ميکه در بالا هم ذکر شد دار٢
٢

١ ٢

٢

١ ٢

٢ ٢  
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٢ ١ ٣  

١
٢

١
٢

 

١
٢

١
٢

 

١
٢

١ ٢ ١
٢

١ ٢  

 

١۶
٢ ۴٢ ٢

٢
 

   است.٢باشد ، پس ٢ ميکن  یفرض م

٢و اگر   است.باشد ، پس ٢اگر  باشد ، پس ٢
۴

 لذا   است.

٢ ۴٢ ٢

٢

۴ ٢ ۴

٢
٢۴  

٢ ٢ ٢ ٢ ١ ٢ ۴ ٢
٢

۴۴  

 

١٧ ۴ ٢  

٢باشد ، پس ٢ ميکن  یفرض م   ريو با توجه به شکل ز  است.٢

 

 ميدار
۴ ٢

٢
٢بخش ٧طبق فرمول  نيو همچن  است.   ميدار٢
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۴ ٢ ۴ ۴ ٢ ٢ ٢  

٣ ٢ ٢  

۴ ٢

٢
٢

۴ ٢

٢ ٢
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  Partial Fractions یجزئکسر های  -  ٢.۴
را  يرمانند ز  يیانتگرال ها يمخواه  یم . يمکن  یبحث م  ياگو توابع بخش در مورد انتگرال گرفتن يندر ا

  . يمکن يداپ
٢ ٣

٣ ٢ ٢
و

٢ ٢ ٧
٣ ٢ ٢

 

 فرمول 
١

٢ ٢

١
arctan ١  

١که در بخش    شود.   ی، بکار گرفته م ميبحث کرد۶
 

    يریانتگرال گ یبرا ياگوتوابع   یآماده  ساز
Preparing Rational Functions for Integration 

  . يمانجام ده یسازآماده  ابتدا سه مرحله يدبا ، يااز توابع گو يریقبل از انتگرال گ
که درجه صورت  يدتا مطمئن شو يد،کن يمرا بر مخرج آن تقس يااگر ممکن باشد ، صورت تابع گو –الف 
  درجه مخرج کمتر باشد. از  جواب  مانده

 
  . يدانجام ده يرکسر ز یرو الف را یآماده ساز – ١مثال 

٢ ٣

٢ ٣
 

 پاسخ 
  . يمده  یم , انجام  يحصح اعداد يممانند ،  تقس يمعمل تقس

 
 

 لذا 
٢ ٣

٢ ٣
٢

۶
٢ ٣

 

که درجه مخرج کسر   یاست در صورت کيکه درجه صورت کسر بدست آمده  ديکن  یملاحظه م است. 
   بدست آمده دو است.

 
 که  ميريگ  یم جهينت ١پس از مثال 

٢ ٣

٢ ٣
٢

۶
٢ ٣
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 دايانتگرال دوم پمحاسبه   یبرا  یراه ديبا , کردن انتگرال اول سمت راست آسان است  دايپ چون  است.
   .ميکن
 

   .ديانجام ده ريکسر ز یالف را رو یآماده ساز – ٢مثال 
٢ ١
٢ ١

 

 پاسخ 
صورت از درجه مخرج کوچک تر چون درجه و   رجه هم صورت و هم مخرج ، دو است.مثال د نيدر ا

   .ميانجام ده ميعمل تقس ديبا ستين

 
  نيبنا بر ا

٢ ١
٢ ١

١
٢

٢ ١
 

  مياگر داشته باش
٢ ٣

٢ ٣ ٢ ١
 

   ندارد. یالف لزوم یچون درجه صورت از درجه مخرج کوچک تر است ، آمده ساز
 

   .يماست ، کار کن ياتابع گو يکمانده جواب که خود  یرو يدانجام مرحله الف ، با  از بعد
 

   .يريدفاکتور بگ يرز  یعبارت ها مرحله الف، مانند  يماز صورت و مخرج مانده تقس – مرحله ب 

ثابت عدد ، و ٢
٢
 

 عوامل درجه دوم را هم اگر امکان دارد فاکتور  مثبت هستند. حياعداد صحوبالا ،  یدر عبارت ها
   .ديکن مخرج را حذف عوامل مشترک در صورت و تيو در نها  .ديريبگ
 

   .ديانجام ده ريکسر ز یعمل مرحله ب را رو -٣مثال 
٢ ۴

٢ ٣ ٢
 

 پاسخ 
٢ ۴

٢ ٣ ٢
٢ ٢

٢ ١
٢

١
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   .يدانجام ده يرز يایعبارت گو یعمل مرحله ب را رو – ٣ مثال
٢ ٣

٣ ٢ ٢
 

 پاسخ 

٢ ٣
٣ ٢ ٢

٢ ٣
٢

١
٢
 

و یدر مثال ها  ريز موضوعه اصل ، تر مشکل یها حالت یبرا  .بود آسان یريگ فاکتور عمل ١٢
   .کند  یم کمک یا جمله چند یريگ فاکتور یبرا
 

  Lemma 2.2  موضوعه اصل
   .باشد فقط و فقط اگر ، است فاکتور کي عبارت

  اثبات
  که یبطور ، دارد وجود مانند یا جمله چند کي پس ، باشد فاکتور کي اگر

 
  ميدار پس

 
  باشد ريز مطابق    ميکن  یم فرض ، هيقض عکس اثبات یبرا

١
١

١  
  پس ، باشد ميکن  یم فرض و

١
١

١  
  که یبطور ، است

 

١
١ ١

١ ٢  

  که ميدان  یم٢ حيصح عدد هر یبرا اما
١ ٢ ٢ ١  

 لذا  .است٢ شماره راست سمت یها ندو جمع از کي هر یبرا فاکتور کي پس
   .است فاکتور کي

  Summand وند جمع
 

   .ديده انجام ريز کسر یرو را ب مرحله عمل - ۵ مثال
٢ ٢ ٧
٣ ٢ ٢

 

  پاسخ
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 یعني دوم درجه فرمول از استفاده با
٢ ۴

٢
 شهير کسر صورت که شود  یم ملاحظه

  که شود  یم ملاحظه ، مخرج از گرفتن فاکتور یبرا  .گرفت فاکتور آن از توان  ینم پس  .ندارد  یقيحق
٣ ٢ ٢ برای ١  

٢ موضوعه اصل اساس بر پس ٣اگر . باشد فاکتور کي ديبا١ عبارت٢ ٢  را ٢
  داشت ميخواه ، ميکن ميتقس١ بر

٣ ٢ ٢ ١ ٢ ٢ ٢  

٢ که ديگو  یم ما به دوم درجه فرمول هم باز ٢  از توان  ینم پس . ندارد یقيحق شهير چيه٢
  لذا . گرفت فاکتور آن

٢ ٢ ٧
٣ ٢ ٢

٢ ٢ ٧
١ ٢ ٢ ٢

٣  

  
 شامل مخرج که یبطور ميآور  یم بدست یايگو تابع کي ب و الف مرحله انجام از بعد

 . است٢ شکل به اي شکل به  يیها فاکتور ، ثابت  اعداد ضرب حاصل
 عبارت مجموع ورتص به آنرا که است نيا  یريگ انتگرال یبرا یساز  آماده در آخر مرحله

 مخرج در که فاکتور هر  یبرا .ميسيبنو آمده بدست مخرج  یها فاکتور از که  يیها
   .ميسينو  یم ريز شکل به  يیها عبارت ، دارد وجود

١ ٢
٢

۴  

١ ديبا که   . ميکن مشخص را٢

  . ميسينو  یم ريز مانند  يیها عبارت٢ شکل به فاکتور هر یبرا

١ ١
٢

٢ ٢

٢ ٢ ٢
۵  

١ ديبا ازب که ١ و٢   مثلا  .ميکن مشخص را٢

٢ ٣
٢

١
٢ ١ ١

٢
۶  

  و
٢ ٢ ٧

١ ٢ ٢ ٢ ١ ٢ ٢
٧  

،   که    .ميکن مشخص ديبا را،
   .ميکن  یم انيب را یساز آماده مرحله نيسوم حالا
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  ج مرحله
  است آمده۵ و۴ شماره در که  يیها عبارت مجموع صورت به را تابع افتهي  ليتبد شکل

   .ديسيبنو
  یم یجزئ یها کسر روش را ه،آمد بدست ج مرحله در که  يیها کسر  به ايگو توابع ليتبد روش نيا

   .نامند
  یجزئ یها کسر لهيبوس یريگ انتگرال یها مثال

Examples of Integration by Partial Fractions 
 

   .ديکن حساب را ريز انتگرال  -  ۶ مثال
٢ ٣

٣ ٢ ٢
 

  پاسخ
   .آمد بدست ريز جهينت و ميداد انجام انتگراند یرو را ب مرحله ۴ مثال در

٢ ٣
٣ ٢ ٢

٢ ٣
٢

١
٢
 

   .ميده  یم انجام راست سمت کسر یرو را ج  مرحله حالا

٢ ٣
٢

١
٢ ١ ١

٢
٨  

١ در را٨ طرف دو هر، ثابت اعداد محاسبه یبرا
٢

  تا ، کنم  یم ضرب
  ميدار پس  .شوند حذف ها کسر

٢
٣
٢

١
٢

١  

 ١ و یبرا مخصوصا ، باشد قرار بر ريمقاد تمام یبرا ديبا معادله  نيا
   .ميدار یبرا

٣ ١ ٣ 
   .ميدار١ یبرا

٢
١
٢

١ ١ 

  لذا

٢
٣
٢

٣ ١
٢

١  

  ميکن  یم  قيتلف را مشابه جملات سپس و ميده  یم انجام یجبر اعمال راست سمت عبارت یرو
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٢
٣
٢

٣ ٢ ۶ ٣ ٢  

٢
٣
٢

٣ ٢ ۵ ٣ 

 طرف دو هر در توان هم یها بيضر اگر فقط ، باشد قرار بر تواند  یم آمده بدست معادله نيا
   .است۵ راست سمت در و است٢      چپ سمت در بيضر بالا معادله در  .باشند کساني

  پس  .است٣ راست سمت در و  است صفر چپ سمت در٢ بيضر
٣ ٣ 

  شود  یم ريز صورت به٨ معادله جهينت در

٢ ٣
٢

١
٢

٣ ٣
١

١

١
٢
 

  لذا

٢ ٣
٣ ٢ ٢

٢ ٣
٢

١
٢

٣ ٣
١

١

١
٢

 

٣ ٣ ١
١

١ ١ 

٣
١

١
١ ١ 

  . ديکن حساب را ريز انتگرال  -٧  مثال
٢ ٢ ٧
٣ ٢ ٢

 

  پاسخ
  . ميکن  یم قيتلف را٧ و٣ یها شماره ب و الف مراحل انجام یبرا

٢ ٢ ٧
٣ ٢ ٢ ١ ٢ ٢ ٢

٩  

١ در را٩ طرف دو ، ها کسر حذف یبرا ٢ ٢  . ميدار پس  .ميکن  یم ضرب٢
٢ ٢ ٧ ٢ ٢ ٢ ١ 

   .ميدار١ یبرا١   یبرا مخصوصا ، باشد قرار بر ها تمام یبرا  ديبا معادله نيا
١ ۵ ٢  

  پس
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٢ ٢ ٧ ٢ ٢ ٢ ٢ ١  
٢ ٢ ٧ ٢ ٢ ۴ ۴ ٢  

٢ ٢ ٧ ٢ ٢ ۴ ۴ ١  
 فطر دو هر در یمساو یها توان با یها یها بيضر اگر فقط است قرار بر١ معادله

   .باشند کساني
١ ٢ ١  
٧ ۴ ٣  

۴ چون ۴ ٣ ١ ٢ 
 باز ريز صورت به ميتوان  یم را٩ پس . هستند یمساو طرف دو هر در یها بيضر پس
   .ميکن یسينو

٢ ٢ ٧
٣ ٢ ٢

٢
١

٣
٢ ٢ ٢

 

  لذا
٢ ٢ ٧
٣ ٢ ٢

٢
١

٣
٢ ٢ ٢

 

  ميدار پس . ميسيبنو کامل مربع صورت به را مخرج ديبا ، راست سمت انتگرال محاسبه یبرا
٢ ٢ ٢ ١

٢
١ 

٣ و پس ، باشد١ ميکن  یم فرض سپس   ميارد  پس . است٢
٣

٢ ٢ ٢
٣

١
٢

١

٢
٢ ١

 

٢ ١
٢

١
٢ ١

١
٢

٢
٢ ١

٢
١

٢ ١
 

١
٢

٢ ١ ٢  

١
٢

١
٢

١ ٢ ١  

  تينها در و
٢ ٢ ٧
٣ ٢ ٢

٢
١

٣
٢ ٢ ٢

 

٢ ١
١
٢

١
٢

١ ٢ ١  

 

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف کسرهای جزئی ۴.٢   انتگرال آوا

237 
 

   .ديکن حساب را ريز انتگرال  -  ٨ مثال
١

٢ ١
٢

 

  پاسخ
  ميدار ج همرحل انجام یبرا

١

٢ ١
٢ ٢ ١ ٢ ١

٢
 

   .ميکن  یم حذف را ها کسر حالا

١ ٢ ١
٢

٢ ١ ١١  
 

  . است ريز صورت به معادله یبرا
١ ١ ١  

 معادله ، مشابه جملات کردن قيتلف و لازم یها ضرب انجام و١ کردن نيگزيجا زا بعد
   .شود  یم ريز صورت به١١

١ ١ ۴ ٣ ٢ ٢ ١ 
   .ميدار یمساو یها توان با  یها یها بيضر دادن قرار یمساو با

١ ١ 
 

٢ ١ 
 

  پس
١

٢ ١
٢

١
٢ ١ ٢ ١

٢
 

  لذا
١

٢ ١
٢

١
٢ ١ ٢ ١

٢
 

٢ ميکن  یم فرض    .است٢ پس ، باشد١

٢ ١ ٢ ١
٢

١ ١
٢

١
٢

١
٢

 

١
٢

١
٢

١
١ 
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١
٢

٢ ١
١
٢

١
٢ ١ ١ 

  تينها در و
١

٢ ١
٢

١
٢ ١ ٢ ١

٢
 

١
٢

٢ ١
١

٢ ٢ ١ ٢ 

 
 ۴.٢ ناتيتمر

   .ديکن دايپ را ريز یها انتگرال

١
١

 

٢
٢

٢ ١
 

٣
٢ ۴

١
٢

 

۴
۵

٢ ٣

۴

٣
 

۵
٣

٢ ٨ ١۵
 

۶
٢ ١
٢ ٢ ١

 

٧
٢ ١

٢ ١
 

٨
١

٢ ١

١
 

٩
٣

٢
٢

 

١
١ ٢
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 ۴.٢ ناتيتمر پاسخ
   .ديکن دايپ را ريز یها انتگرال

 

١
١

١
١

١
١  

 

٢
٢

٢ ١
١

١
١ ١

 

١
١ ١ ١ ١

 

١ ١ ١ 

١
١

٢
١
٢

 

٢

٢ ١
١

١
٢ ١

١
٢ ١

 

١
٢

١
١
٢

١  

١
٢

١
١

 

 

٣
٢ ۴

١
٢

 

٢ ۴

١
٢ ١ ١

٢
 

١
٢

١ ٢ ۴ 
١ ٢ ۴ ٣ ۵ 

٢ ۴

١
٢

۴ ٣
١

۵

١
٢

 

۴ ٣ ١
۵

١ ١ 
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۴

١
٣

۵
١ ١ 

 

۴
۵

٢ ٣

۴

٣
 

۵
٢ ٣ ٢ ٣

 

٣ ٢ ۵ 
٣ ٢ ۵ ١ ١ 

۵
٢ ٣

۴

٣

١
٢

١
٣

۴

٣
 

٢ ٣ ۴
٣

٢ ٧ ۶
١٢
٧

 

 

۵
٣

٢ ٨ ١۵
 

٣
٢ ٨ ١۵ ۵ ٣

 

٣ ۵ ٣  

٣ ٣ ۵
١۵
٢

٩
٢

 

٣
٢ ٨ ١۵

١۵
٢ ۵

٩
٢ ٣

 

١۵
٢

۵
٩
٢

٣  

 
 

۶
٢ ١
٢ ٢ ١

 

٢ شهير کردن دايپ یبرا   ميدار٢
٢ ٢ ١  
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٢ ۴ ۴

٢
١ ٢ 

  پس
٢ ١
٢ ٢ ١ ١ ٢ ١ ٢

 

١ ٢ ١ ٢ ١ ٢ ١ ٢ ٢ ١  

١اگر   است.٢باشد ، پس اگر   باشد ، پس ٢

١ ٢ ١ ٢ ١ ٢ ٢ ١ ١ ٢  

٢ ٢

٢ ١ ٢
١ 

١اگر   باشد ، پس ٢

١ ٢ ١ ٢ ١ ٢ ٢ ١ ١ ٢  

٢ ٢

٢ ١ ٢
١ 

 لذا 

٢ ١
٢ ٢ ١

٢ ١

١ ٢

١

١ ٢
 

٢ ١ ٢ ١ ٢  
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١ ٢ ١ ٢

٢

٢ ٢ ١
٢

 

 

٧
٢ ١

٢ ١
١

٢
٢ ١

 

٢
٢ ١ ١ ١

 

١ ١ ٢ 

١ ٢
١
٢

٣
٢

 

٢ ١
٢ ١

١
١

٢ ١
٣

٢ ١
 

١
٢

١
٣
٢

١  

 

٨
١

٢ ١
١
٢

٢ ١
٢ ١

٣
٢

١

١
٢

٢
٣
۴

١١١
 

١
٢

٢ ١
٢ ١

١
٢

ln ٢ ١ ١ ١
٢

٣
١

 

٣
٢

١

١
٢

٢
٣
۴

١
٢١ ٣

٢
١

٢ ٣
۴

٣
٢

١
٢

 

٣
٢

٢

٣

٢

٣

٣
٢
١
٢

٣

۶
 

  تينها در و

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف کسرهای جزئی ۴.٢   انتگرال آوا

243 
 

١
٢ ١

١
٢

٣
٣

۶

١
 

 

٩
٣

٢
٢

 

٣

٢
٢ ٢ ٢

٢
 

٢ ٣  
٣ ٢ ٣ ۶ 

٣

٢
٢

٣
٢

۶

٢
٢

 

٣ ٢
۶

٢
 

 

١
١ ٢

 

١ ٢
١

١ ٢ ١ ٢
 

٢ ١ ١ 
٢ ١ ١ ١ 

١ ٢
١

١
١

٢
 

١ ٢  
١
٢
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  The Trapezoidal Rule and Simpson’s Rule يمپسونو قاعده س یا قاعده ذوزنقه - ٢.۵
ممکن است  يرمحاسبه انتگرال ها وجود دارند ، اما اغلب اوقات غ یبرا یمتعدد یکه روش ها یبا وجود

 آن انتگرال را  عددی يقآنها مقداردق يلهوبوس يسيمرا بر حسب توابع شناخته شده بنو  يیبتوان انتگرال ها
  . يمرا حساب کن يرانتگرال ز يقمقدار دق يمتوان  یمثلا نم . يممحاسبه کن

١ ۴
١

١
١  

کردن مقدار  دايپچه   گر  شوند.  یم دايجاده ها و خطوط راه آهن پ ليو تحل هيدر تجز  يیانتگرال ها نيچن
  یآنها م لهيکه بوس ميده  یرا شرح م  يیبخش روش ها  نيممکن است ، اما در ا ريغ١انتگرال  قيدق

   .ميکن دايپنوع انتگرال ها را  نياز ا  یخوب یبيمقدار تقر یتا حدود ميتوان
 نيمحصور ب هيناحکردن انتگرال  دايپ یبرا یمانيمجموع ر لهيکه بوس ديآور  یبخاطر م

ها را مقدار  ليآن مستط یو مجموع مساحت ها ميکرد  یم ميتقس  يیها ليرا به مستطنمودار و محور 
    شکل.ميآورد  یآن انتگرال به حساب م یبيتقر

خط  کي لهيبوس یفرع یاز بازه ها کيدر هر   قسمت از نمودار کي قتيدر حق یمانيدر مجموع ر
   .ميکرد  یم نيگزيمناسب جا یافق

 
 شکل 
 

همان اثر را دارا  يبا، تقر يمکن يگزينجا یافق يرخطوط غ يلهرا بوس نمودار  یحال  اگر قسمت ها
 است. شکل 

 شکل 
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تر از مجموع  قيدقانتگرال  ين، تخم یخطوط افق یبجا یافق يراز خطوط غبا استفاده 
   .ميکن  یم ليمستط نيگزيذوزنقه را جا قتيحق   دراست. یمانير

که بدست  یوجود ، فرمول نيا  با . است  یو نا منف وستهيپدر بازه است که  نياما  ابتدا فرض 
   معتبر است. ستنديهم ن  یکه لزوما نا منف یتوابع ی، برا ميآور  یم
 

  The Trapezoidal Ruleقاعده ذوزنقه 
بازه را به بازه  پارش  ، نيا . ميريگ  یمدر نظر ١پارش  يک

١هر دو نقطه   .ميکن  یم ميتقس یمساو یبا طول ها یفرع و ١

 یها هيناح جهيدر نت . ميکن  یمتصل م گريد کيبه  ميخط مستق کيرا با نمودار  یرو
 شکل   .ميکن  یم جاديشکل ا  یا ذوزنقه

 
  است.  ريام مطابق ز یاست ، فرمول مساحت ذوزنقه ج  ینا منف ميچون فرض کرد

١

٢ ١ ٢ ١  

  . ميآور  یرا بدست م ري، جمع ز یفرع یهر کدام از بازه ها یفرمول برا نيبا استفاده از ا

٢ ١ ١ ٢ ١  

  گريبه عبارت د  است. یبرا ینيکه تخم
 

٢
٢ ١ ٢ ٢ ٢ ١ ٢  

مساحت ذوزنقه   از فرمول راينامند ، ز  یم Trapezoidal Rule    یا ذوزنقهقاعده را ٢فرمول 
   گرفته شده است.

و اگر قاعده کوچک تر را   است. شکل مانند شده در شکل  جاديا یذوزنقه ها  -یآور ادي
  است.  ري، فرمول مساحت مطابق ز ميبنامو ارتفاع را قاعده بزرگ تر را 

٢
 

 شکل 

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انتگرال آوا ٢.۵  قاعده ذوزنقه و قاعده سيمپسون انوشـيروان صراف

246 
 

٣ یبرا – ١مثال  ، ۵ ، مقدار انتگرال  نيتخم یرا برا  یا ذوزنقهقاعده ١
   .ديبکار بر ريز

٢
١٢

١
 

 پاسخ 
   .ميدار٣ یبرا

١٢

١

١
۶

١ ٢
۴
٣

٢
۵
٣

٢  

١
۶

١
۶
۴

۶
۵

١
٢

٧ 

   .ميدار۵ یبرا
١ ١

١
١ ٢

۶
۵

٢
٧
۵

٢
٨
۵

٢
٩
۵

٢
٢

١
 

١
١

١
١
۶

١
٧

١
٨

١
٩

١
٢

۶٩۵۶٣۵ 

 . ميدار١ یبرا
١ ١

٢
١ ٢

١١
١

٢
١٢
١

٢
١٣
١

٢
١۴
١

٢

١
 

٢
١۵
١

٢
١۶
١

٢
١٧
١

٢
١٨
١

٢
١٩
١

٢  

١
٢

١
٢
١١

٢
١٢

٢
١٣

٢
١۴

٢
١۵

٢
١۶

٢
١٧

٢
١٨

٢
١٩

١
٢

 

۶٩٣٧٧١ 
٢چون   پارش کي یفرع یها کند که هر چه تعداد بازه  یم دييما تا محاسبه است ،۶٩٣١۴٧

 با دقت  ما نيتخم١ یبرا قتيدر حق  شود.  یم حاصل٢ یبرا یبهتر نيتخم باشد ، شتريب
١ دقت با ینيمقدارتخم گريد عبارت به ايبود. ١      ٣ ذوزنقه را  قاعده که  یهنگام.    است   

انتگرال را  ینيتابع و مقدار تخم  یقيمقدار حق نيتفاوت ب معمولا ، ميبر  یانتگرال بکار م کي محاسبه یبرا
 ريبا نماد ز و آنرا ميکن  یخطا را مشخص م زانيپس هنگام استفاده از قاعده ذوزنقه م . ميکن  یمحاسبه م

  ميده  ینشان م
 

 است بهحرف اول    خطا. یمعن است بهاول  حرفدر نماد بالا 
به ازائ  یذوزنقه ا یخطا بيتقر مييگو  یو م  است . یفرع یها تعداد  بازه و ، یا ذوزنقه یمعن

  مقدار  ان
nth Trapezoidal Rule Error 
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  . ميکن  یم فيتعر ريو مقدار خطا  را مطابق ز

٢
٢ ١ ٢ ١  

 
مقدار  یبا  قاعده ذوزنقه ا یريانتگرال گ قيبدست آمده از طر ريو مقاد٢  يقیمقدار حقبا استفاده از 

   .ميکن  یم دايپ١در مثال مختلف  ريمقاد یخطا را برا
 

 
 

   .ابدي  یخطا نقصان مکند ،   یم دايپ شيافزاکه  یکه هنگام ديکن  یملاحظه م
 

مشتق مرتبه  یدارادر بازه  ميکن  یفرض م یکران  بالا یفرمول برا کيجهت ارائه 
    باشد.بازه    در یبالا کران ميکن  یو فرض م  دارد. وستهيپو  دوم

  یصدق م ريدر نا معادله زانتگرال   بيتقر یبرا یذوزنقه ا  قاعده رد یپس خطا  
   کند.

 
٣

١٢ ٢
٣  

 
خطا   ميداشته باش نانيکه اطم یبطور ريانتگرال ز یذوزنقه ا نيدر تخممقدار  استمطلوب  - ٢مثال 

   نباشد.١از  شتريب

٢
١٢

١
 

 پاسخ 
   باشد.١و ٢و ١ ميکن  یفرض م٣استفاده از  یبرا

٢
٣
 

  ميپس دار
٢
٣

٢ برای ١ ٢ 

   .ميدار٣بر اساس   است.٢لذا 

٢ ١
٣

٢
١٢ ٢

٢
١٢ ٢

١
۶ ٢

 

 که  ميانتخاب کن یرا طور دياست ، با١ ميداشته باش نانياطم نکهيا یبرا
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١
۶ ٢

١ 

  اي  باشد.

٢ ١
۶

١۶۶
٢
٣

 

        است.١باشد ، پس ١٣لذا اگر 
قاعده  لهيکه بوس یبيو چون مقدار تقر١ ميدار ٢بر اساس مثال    چون

 است  ريبدست آمد مطابق ز١٣با  یا ذوزنقه
١

٢۶
١ ٢

١٣
١۴

٢
١٣
٢۵

١
٢

۶٩٣۵١٧ 

 قرار دارد ، پس ۶۴٩و ۶٩٣ نيب یبيشود که مقدار تقر  یم جهي، پس نت یبا شش رقم اعشار

 

١٢که مقدار  نيبعد از ا
 یمقدار عددو  ميزد نيتخم ١در مثال  یقاعده ذوزنقه ا لهيرا بوس١

١که  مي، ملاحظه کرد ميبدست اورد یرقم اعشار شش انتگرال را با    است.١
١٣ مييبگو ميتوان  یم١٣ یاست که با محاسبه کران  بالا نيا ٢مثال  هنکته قابل توج ١ 

  . یذوزنقه ا جمع  قاعده یبيبدون محاسبه مقدار تقر یاست ، حت
 

  Simpson’s Rule مپسونيقاعده س
    در ميخط مستق یبجا روش نياست. در ا مپسونيانتگرال ، قاعده س یبيمحاسبه تقر یدر روش دوم برا

   شکل . ميبر  یبکار م ی، سهم یروش ذوزنقه ا

 
 
 شکل 
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   کرد. یرا خود آموز اتياضيبافنده بود و ر کيکه ابتدا  یسيدان  انگل یاضير مپسونيس توماس
 روش باز هم از پارش نيدر ا

١  
  یبا طول مساو یفرع بازهرا به که پارش ، بازه  نياما علاوه بر ا  .ميکن  یاستفاده م

 
 دهد  یخسته کننده نشان م و یمحاسبه طولان کي  عدد زوج است. کي ميکن  یکند ، فرض م  یم ميتقس

١و نقطه  سه از ها که یهر کدام از سهم ٢و ١ با  گذرد ،  یم٢
   شود.  یم فيتعر ريفرمول ز

١  

٢ ١ ٢

٢ ٢ ١ ۴  

 دايپ را ريانتگرال ز ميتوان  یمسلم است که م ريدرجه دواست بر حسب متغ یچند جمله ا کيچون 
   .ميکن

٢
 

  ميريگ  یم جهينت یطولان یجبر اتياز عمل بعدا
٢

٣
۴ ١ ٢  

 ونمودار  نيب هيمساحت ناح شياست ، پس انتگرال بالا نما  ینا منف هيچون بر اساس فرض اول
   است.٢ یدر بازه فرعمحور 

٢ یفرع یبازه ها یکار را برا نيا ۴ ۴ ۶  ريهر کدام از ز  .ميده  یانجام م٢
٢ ینماها ۴ ۶ مطابق  ها که یسهم ريز ینواح  یها مجموع مساحت  باشند. زوج ديبا٢

  یعني یاست برا یبي، تقر ميبالا بدست آورد
 

٣
۴ ١ ٢ ٢ ۴ ٣  

٢ ٢ ۴ ١ ۵  
 معروف است Simpson’s Rule مپسونيقاعده سبه ۵فرمول 

 نيا تياهم  . یخواه نا منف و  یخواه منف صادق است ،در بازه  وستهيتمام توابع پ یفرمول برا نيا
 که تفاوت نيبا ا  برد. بکار یمانير مجموع ايو  یقاعده ذوزنقه ا مانند توان آنرا  یم است که فرمول آن

   است. تر قيدق  یليخ
  یبکار م  یقبل یتابع مثال ها همان یبيتقر کردن دايپ ی، آنرا برا مسونيس دادن دقت قاعده نشان یبرا
   برد. توان بکار  یمهر عدد زوج  یبرارا فقط  مپسونيقاعده س که ديباش توجه داشته  .ميبر
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   .ديکن دايپ١ یبرا مپسونيس قاعده با استفاده از را ريانتگرال ز یبيمقدار تقر ٣مثال 
١٢

١
 

 پاسخ 
١ ١

٣ ١
١ ۴

١١
١

٢
١٢
١

۴
١٣
١

٢
١۴
١

٢

١
 

۴
١۵
١

٢
١۶
١

۴
١٧
١

٢
١٨
١

۴
١٩
١

٢  

١
٣

١
۴
١١

٢
١٢

۴
١٣

٢
١۴

۴
١۵

٢
١۶

۴
١٧

٢
١٨

۴
١٩

١
٢

 

۶٩٣١۵  
٢چون   است ، و مقدار وقت صرف شده ١ما با دقت  بياست پس تقر۶٩٣١۴٧

   و قابل قبول است. هم مناسب
 

   .ديکن دايپ۴و  مپسونيرا با  روش س ريانتگرال ز یبيمقدار تقر ۴مثال 

١ ۴
١

١
 

 پاسخ 

١ ۴
١

١

٢
٣ ۴

١ ۴
١
٢

٢ ۴
١
٢

١  

١
۶

٢ ۴
١٧
١۶

٢ ١ ۴
١٧
١۶

٢ ٢ ١٧٩١١ 

 
  ميده  ینشان م ريبا نماد ز و آنرا ميکن  یخطا را مشخص م  زانيم  مپسونيس هنگام استفاده از قاعده

 
 است وحرف اول    خطا. یمعن است بهاول  حرفدر نماد بالا 

  مقدار  انبه ازائ   مپسونيقاعده س یخطا بيتقر مييگو  یو م  است . یفرع یها تعداد  بازه
nth Simpson’s Rule Error 

  . ميکن  یم فيتعر ريو مقدار خطا  را مطابق ز

۴ ١ ٢ ٢ ۴ ١  

 
 شود   یملاحظه م ، ميکرد دايپ ٣مثال  در٢ یبرا که۶٩٣١۴٧ بيبا استفاده مقدار تقر
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بازه  در١ یبرا١از  کمتر ريچشمگ بطور مپسونيس یخطا مقدار شود که  یملاحظه م
١    است.٢

 بازه  درجهت  یکران بالا برا
 کران ميکن  یفرض مو   دارد.در  وستهيمشتق مرتبه چهارم و پ کي ميکن  یفرض م

   باشد.بازه    در۴ یبالا

  یصدق م ريدر نا معادله زانتگرال   بيتقر  یبرا مپسونيقاعده سدر  یپس خطا
   کند.

 
۵

١٨ ۴
۶  

قاعده  لهيبوس زدن نيتخم جهينت و در کند ،  یم ديکاهش پ۴به نسبت ۶در فرمول  یکران بالا
 .است   یعال مپسونيس

 نانيکه اطم یبطور  مپسونيس  قاعده  لهيبوس ريز  انتگرال نيدر تخممقدار  مطلوب است - ۵مثال 
١از  شتريخطا ب  ميداشته باش    نباشد.٣

٢
١٢

١
 

 پاسخ 
  ميدار١و ٢و ١و ۶با استفاده از 

۴ ٢۴
۵
 

۴ ٢۴
۵

٢۴ برای ١ ٢ 

  لذاو ٢۴پس 

٢ ١
۵
٢۴

١٨ ۴

٢۴
١٨ ۴

٢
١۵ ۴

 

  که یبطور ميکن  یانتخاب م یطور راباشد ، ١خاطر که  نانياطم  یبرا
٢

١۵ ۴
١ 

  یعني  باشد.

۴ ٢
١۵

١٣٣ ٣٣٣ 

۴چون   باشد.
۴

٣و ٢۵۶
۴

   .ميانتخاب کن۴ است  یپس کاف است ،٨١
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 ۵.٢ ناتيتمر
 نيا در شده  با دو روش بحث شده  مشخص یها  یانتگرال ها را برا یبيتقر مقدار ريز ناتيدر تمر
 .ديکن ديبخش پ

١
١

٢
٣

١
 

٢
١

۶
٧

١
 

٣ ١ ٣ ٢
۴

 

۴ ۴
۵

١
 

۵ ٢ ۴
١

١
 

۶
١

١
۴ 

 یبيمحاسبه تقر ینا معادله داده شده برا   که یبطور ديکن دايپ حيعدد صح کي ريز ناتيدر تمر
   بر قرار باشد.  انتگرال

٧ ١ ٢
٢

١
 

٨ ١ ۴
۵

١
 

 
 ۵.٢ ناتيپاسخ تمر

 نيا در شده  با دو روش بحث شده  مشخص یها  یانتگرال ها را برا یبيتقر مقدار ريز ناتيدر تمر
 .ديکن ديبخش پ

   باشد. مپسونيقاعده س قياز طر بيتقرباشد و  یقاعده ذوزنقه ا قياز طر بيتقر ميکن  یفرض م

١
١

٢
٣

١
 

٢
۴

١ ٢
١
٢

١
٣

٧
۶

 

٢
۶

١ ۴
١
٢

١
٣

١
٩
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٢
١

۶
٧

١
 

۶
١٢

١ ٢
١
٢

٢
١
٣

٢
١
۴

٢
١
۵

٢
١
۶

١
٧

٢٨٣
١۴

 

٢ ٢١۴٣ 
۶

١٨
١ ۴

١
٢

٢
١
٣

۴
١
۴

٢
١
۵

۴
١
۶

١
٧

۶١٧
٣١۵

 

١ ٩۵٨٧٣ 

٣ ١ ٣ ٢
۴

 

٢
۴

١ ٢ ٢ ٣ ٢ ٢ ٣ ۴١۴٢١ 

٢
۶

١ ۴ ٢ ٣
۴ ۴ ٢

٣
٣ ٢١٨٩۵ 

۴ ۴
۵

١
 

۴
٨

١ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٣ ٣ ٣ ٢ ۴ ۴ ۴  

۵ ۵ ۵ ٢ ٢۵ ٩  
۴

١٢
١ ۴ ٢ ٢ ٢ ٢ ٣ ٣ ٣ ۴ ۴ ۴ ۴  

۵ ۵ ۵ ٢ ١٢١۵٨ 
 

۵ ٢ ۴
١

١
 

٢
٨

٢
٢

٢
٢ ٢

٢

٢
١
٢

٢ 

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انتگرال آوا ٢.۵  قاعده ذوزنقه و قاعده سيمپسون انوشـيروان صراف

254 
 

٢
١٢

۴
٢

٢
٢ ۴

٢

٢
٢
٣

٢ 

۶
١

١
۴ 

٨
١ ٢

١

١
٢

٢

٢
١
٢

٢
١

١
٢

٢

١ ٢ ٩٨٢۵ 

١٢
١ ۴

١

١
٢

٢

٢
١
٢

۴
١

١
٢

٢

١ ٢ ١٢٢٧ 

 
 یبيمحاسبه تقر ینا معادله داده شده برا   که یبطور ديکن دايپ حيعدد صح کي ريز ناتيدر تمر
   بر قرار باشد.  انتگرال

٧ ١ ٢
٢

١
 

 و ١ ميدار٣بکار بردن  یبرا  باشد. ميکن  یفرض م
١
١ در بازه یپس برا  است.٢  پس  است.١ ميدار٢
١   .ميدار٣اساس  بر پس  .ميکن  یم   انتخاب 

٢ ١
٣

١
١٢ ٢

١
١٢ ٢

 

١است اگر ١پس 
١٢ ٢ ١اگر  یعني  باشد.١

١٢
 چون   باشد.

٢
١
١٢

٣ 

    .ميکن  یرا انتخاب م٣است ، پس 
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٨ ١ ۴
۵

١
 

 دايمشتق مرتبه چهارم را پ ديبا۶استفاده از   یبرا  باشد. ميکن  یفرض م
   .ميکن

١ ١  
١ ٣ ١

٢
۴ ٢

٣
 

١در بازه  یپس برا است.  ۴ ميدار۵   یرا انتخاب م٢پس   است.٢
   .ميدار۶بر اساس   .ميکن

۵ ١
۵

٢
١٨ ۴

٢ ۴
۵

١٨ ۴

۵١٢
۴۵ ۴

 

١پس  ۵١٢است ، اگر ۴
۴۵ ۴ ١ ١ یعنيباشد ، ۴ ۵١٢

۴۵

۴
   باشد.

١٨چون  ١ ۵١٢
۴۵

۴
   .ميکن  یرا انتخاب م٢زوج باشد ، پس  ديبااست و ١٩
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  Improper Integralsناسره  یانتگرال ها - ٢.۶
 هياز قض . ميکرده ا فيتعردر بازه  وستهيتوابع پ یرا فقط براتا کنون انتگرال 

 عدد  کي یکران  دار  است، اگر برادر   یتابع نيشود که چن  یم جهينت  ممينيم– مميماکس
  ميشداشته با

 
کران  دار در  مييگو  یباشد ، م یهر بازه ااگر   یبطور کل ايو ها در تمام  یبرا 

 که  یوجود دارد بطورعدد ثابت مانند  کياست ، اگر 
 

 ها در تمام  یبراباشد  ، 
کران   یب   در مييگو یم داخل دامنه اش ، کران دار  نباشد ، داده شده  بازه کيکه در  یهر تابع

   است.
  یتابع نا منف کينمودار  ريز  هيناح مساحت  توان  یم ايکه آ ميکن  یسئوال را مطرح م نيا بخش  نيدر ا

 شکل  م؟يکن فيکران  باشد ، تعر  یبازه محدود ، ب کيکه در 

 
 

کران را   یبازه ب يکدر   یتابع نا منف يک يرز یا يهناحمساحت   توان  یم ياآ يمبدان يمخواه  یم ينهمچن
 کرد؟ شکل  يفتعر

 
که  ديد مي، اما خواهباشند   تينها  یب ديبا   يیها هيناح نيچن یچه ممکن است بنظر برسد که مساحت ها گر

  .ميکن  یم فيرا در دو مورد تعر نيار انتگرال معک نيا یبرا   دار هستند . کران یدر موارد بخصوص
را   يیانتگرال ها نيچن  کران است.  یبازه ب که یهنگام گريکران است ، د  یانتگراند  ب که یهنگام  یکي

  نامند.   یم Improper Integrals  کران   یب یانتگرال ها  اي ناسره یها انتگرال
      دار  کران یانتگرال ها ايسره  یانتگرال هارا دار  کران  یابازه ه یرو وستهيتوابع پ یانتگرال ها

Proper Integrals  نامند.   یم  
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  Integrals with Unbounded Integrandsکران   یب یبا انتگراند ها یانتگرال ها
  Unbounded near c کران است   یب یگيدر همسا مييگو  یساده کردن بحث ، م  یبرا

در ١و ١مثلا   کران باشد.  یآن تابع ب ايو به شکل   یهر بازه باز یگر  براا
    کران هستند.  یصفر ب یگيهمسا

 
  یب یگياست و در همسا وستهيپنقاط  هيکه در کل ميريگ  یدر نظر م  تابع کي - نوع  اول
در بازه تابع در هر  یبرابر اساس فرض مساله شکل   ت.کران اس

  رياگر حد ز  شده است. فيتعرانتگرال    نيا  یپس برا .است وستهيپ

 

همگرا انتگرال  مييگو   یوم مينام   یرا آن حد موجود داشته باشد ، پس 
  Converges  .است
  Diverges  گرا است. وا مييگو  یصورت م نيا ريغدر  

   .ميده  یبه آن نسبت نم یاگر آن انتگرال واگرا  باشد ، عدد
شود ،   یم کينزداز سمت چپ به که  یباشد ، پس هنگام  ینا منفدر در اگر 

اگر  نيعلاوه بر ا  دهد.  یرا نشان م یبزرگ تر و بزرگ تر هيناحانتگرال 
 مقداردر بازه محور  ونمودار  نيب هيناحمساحت همگرا باشد ، 

گرا  وباشد و   ینا منفدر اگر  و بر عکس  است.تگرال ان
  ميسينو  یاست و م نا محدود مساحت یدارا مربوطه هيناح مييگو  یباشد ، م

 

   .ديقدار آنرا حساب کنهمگرا است و م١١که  دينشان ده ١مثال 
 پاسخ 

در صفحه قبل بحث تابع مانند شکل  در مورد . ديرا ملاحظه کنشدن مطلب ، شکل  روشن یبرا
 یکران است ، پس برا  یصفر ب کياست و نزد وستهيپ١در تمام نقاط ١چون   .ميکرد
   .ميدار١
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١
٢ ١ ٢ ١

١
 

٢ ١ ٢ 

 همگرا است و ١١ جهيدر نت

١
٢

١
 

  است.  ٢مساحت  یدارادرشکل   یرنگ هيناح یعني

 
   واگرا است.١١که  دينشان ده  - ٢مثال 

 پاسخ 
١در ١تابع   .ديمراجعه کنباز هم به شکل  و   است. کران   یصفر ب کياست و نزد وستهيپ  

   .ميدار١ یبرا
١ ١ ١

١
 

 اما 
 

  است.  تينها  یبدر شکل   یرنگ هيت ناحمساح یعني  واگرا است.١١لذا انتگرال 
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 همگرا است.٢ ياآ يدکن مشخص  - ٣مثال 
 پاسخ  

در   انتگراند
٢

 یگياست و در همسا وستهيپ
٢

 یبرا  کران است.  یب
٢

 . ميدار

tan cos  

  چون

٢

 

  پس ، است

٢

 

   .است تينها  یب مساحت یدارا مربوطه هيناح و ، است واگرا٢ انتگرال جهينت در
  شکل

 
 نوع دوم 

 مييگو یکران باشد م  یبو هم هم  یگيباشد و در همسا وستهيپنقاط  هيدر کلاگر 
 هر دو انتگرال در نقطه مانند  کي یاست اگر براهمگرا 

   است.واگرا  مييگو  یصورت م نيا ريدر غ  ند.همگرا باشو 
 

 همگرا است ؟  يرانتگرال ز ياآ يدمشخص کن    -۴مثال 
١ ٢

٢

١
 

 پاسخ 
 شکل   است. وستهيپ١کران  است ، و در   ی، ب يیدر هر دو نقطه انتها  انتگراند
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١ يماگر فرض کن

٢
   .ميقرار ده ليو تحل هيرا مورد تجز ريدو انتگرال ز ديباشد ، پس با

١ ٢
٢

و
١ ٢

٢

١

١
٢

٢
٢  

١ یبرا
٢

   .ميدار

١ ٢
٢

٢ ٢
١
٢ ٢

١
۴

٢ ١ ٢ ٢

١
٢  

 چون 
٢  

 پس 

١ ٢
٢

١ ٢
٢

١ ٢ ٢ ١
١
٢

١
٢  

  ميدار و  انتگرال نا سره هم همگرا است. نيدوم قيطر نيهم به
١ ٢

٢
١

١

١
٢

 

   .ميهمگرا است و دار  یپس انتگرال اصل

١ ٢
٢

١ ٢
٢

١ ٢
٢

١ ١
١

١
٢

١
٢

١
 

 نوع سوم 
در که  یبطوردر   نقطه کيدر  بجزاست   وستهيپنقاط  يهدر کلکه   یتابع

و هم است ، اگر هم همگرا  مييگو  یم کران باشد.   یب یگيهمسا
  است. واگرا  مييگو  یصورت م نيا ريدر غ  همگرا باشد.
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١مثلا 
١
٣

٢
   است.همگرا ١

 شکل  همگرا است.  ريانتگرال ز ميده  ینشان م
١

٣

٢

١
 

 
 پاسخ 

١، تابع در  ديکن  یملاحظه مهمانطور که در شکل    یپس فرض م .است بجز در مبدا  وستهيپ٢
  ميکن  یم ميانتگرال را به دو قسمت تقس باشد.  ميکن

١
٣

و
١

٣

٢

١
 

  ميدار١ یبرا
١

٣

٣
٢

٢
٣

١
٣
٢١

 

  ميدار٢ یبرا

١
٣

٣
٢

٢
٣ ٢ ٣

٢
٣

٢
 

١هر دو طرف صفر همگرا است ، لذا پس انتگرال 
٣

٢
  همگرا است. ١

١اما  ١
٢

٢
 ١شماره  نياست.تمرواگرا ١

 
  Integrals over Unbounded Intervalsکران   یب یبازه ها یرو یانتگرال ها
    در اگر  ناسره هستند.  یهم انتگرال هاو به شکل  یانتگرال ها
به ما  قتيحق نيا  انتگرال سره است. کي یبرا باشد ، پس  وستهيپ

  وجود داشته باشد.است اگرهمگرا  مييدهد که بگو  یامکان م
 صورت  نيدر ا
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 قيطر نيهم به همانتگرال نا سره   است.واگرا صورت انتگرال  نيا ريو در غ  است.
   .ميکن  یم یابيارز

 
   .ديکن   دايپ ،   آنرا دارد یاحت محدودمسدر شکل   یرنگ هيکه ناح دينشان ده - ۵مثال   

 
 پاسخ 

 ١  که معادل است با ميکن دايرا پ١ يدبا
   .ميدار١ یبرا

١
١

١
 

 ناسره همگرا است و انتگرال  ني، پس ا استچون 
١ ١ ١

١
 

 است شکل   یرنگ هيناح  مساحت نيا
ضد مسافت   تابعکه  دياوريبخاطر ب سرعت و مسافت بکار برد.  یناسره را برا یتوان انتگرال ها  یم

   سرعت است.تابع  مشتق
  شود.  یبه هوا پرتاب م١با سرعت ١موشک در زمان  کي ديفرض کن  -  ۶مثال 
  دور خواهد بود.  نيزم کرد ، از توان تصور  یکه موشک سر انجام تا آنجا که م ديده نشان

 پاسخ 
 و ١زمان  نيشده ب  یچون مسافت ط  باشد.١ يمکن  یفرض م

١
 

   .ميانتگرال بالا را محاسبه کن دياست ، با
١

١
١١
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١که  ميدان  یمپس چون 
 گذرد ،  یم زمان قدر گرا است و هر و١

    شده. نييتع از قبل تر از مسافت دور    یليخ . دشو  یدور م نياز زم شتريو ب شتريب موشک
 

١در   انتگراندمثلا    مختلف ناسره باشند.طرق  هبانتگرال ها ممکن است 
 صفر یگيدر همسا٢

 شکل   است.کران    یبازه انتگرال هم ب نيهمچن  است. کران  یب

 
١هر دو انتگرال  يک یانتگرا ل همگرا است اگر برا ييمگو  یم یحالت يندر چن

و ٢
١
داد  توان نشان  یم  هستند. ناسره طرف کياز  که هر کدام ديکن  یملاحظه م  همگرا باشند.٢

ها  انتگرال پسدر  کي یباشند  برا همگرا هر  دو واگر 
است واگرا    ميکه نشان ده نيا یپس برا  همگرا هستند. ها در تمام یبرا

واگرا   ايو که  یبطور, ميکن دايپدر  يک است  ی، کاف
   باشد.
   است. واگرا  ريال زانتگر ديده نشان  - ٧  مثال

١
٢

 

 پاسخ 
١ ميده  ینشان م باشد. ١ يمکن  یفرض م

٢

١ جهيواگرا است و در نت١
واگرا ٢

،نشان دادن واگرا بودن  یبرا است.  ١
٢

١مقدار ١
٢

، یاريعدد اخت کي یبرا١ در   
   .ميکن  یم دايپ١

١
٢

١ ١ ١
١

١
 

١چون  ١   است ، پس١
٢

١ جهيواگرااست و در نت١
٢ 

  واگرا است. 
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همگرا باشند و هم  است اگر همهمگرا  مييگو  یم
 صورت  نيدر ا،عدد  کي  یبرا

 

 
 همگرا است.  ريانتگرال ز دينشان ده ٨مثال 

١
٢ ١

 

 پاسخ 
 هستند.  وستهيشان پ در دمنه ايچرا ؟ چون توابع گو ديدان  یم است.  وستهيپراند در انتگ

داده   نشان دادن انتگرال یبرا . ستيمخرج آن هرگز صفر ن رياست ، ز  یقياعداد حق هيتابع کل نيدامنه ا
 همگرا هستند.  ريدو انتگرال ز ميده  یشده  همگرا است ، نشان م

١
٢ ١

و
١

٢ ١
 

 
١

٢ ١
١

٢ ١
 

٢
 

 داشت. ميخواه قيطر نيبه هم
١

٢ ١ ٢
 

  تيو در نها
١

٢ ١
١

٢ ١
١

٢ ١ ٢ ٢
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 ۶.٢ ناتيتمر
 داياگر همگرا هستند ، مقدار آنها را پ نه.  اي، همگرا هستند  ريناسره ز یانتگرال ها ايکه آ ديمشخص کن

  . ديکن

١
١

٩

١
 

٢
١

۴
٢

۴

٣
 

٣
١

٣
٣

۴

٣
 

۴ ٢٢  

۵
١

 

۶
١٢

١
 

٧
٣ ٢ ١

٣
٣

١
 

٨ ٢  

٩
١١

 

١
١ ١

٢

٢

١
 

١١
١

١
١
٣

٢
 

١٢
١

١ ٢

١
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١٣
١

 

١۴
١

٢
 

١۵  

١۶
١ ٢

 

١٧
٣

 

١٨
١

٣٢
 

١٩
١

٣
٢

 

٢
١

١١
 

٢١ ۴  

٢٢  

٢٣  

 
 
 یدر بازه انتگرال دارانمودار انتگراند و محور  نيب هيناح ايکه آ ديمشخص کن ريز ناتير تمرد

   .دياگر هست مساحت را حساب کن نه.  ايمساحت محدود است 

٢۴
١

٣
٢

 

٢۵
٢

 

٢۶
١

١٢
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 ۶.٢ ناتيپاسخ تمر
 داياگر همگرا هستند ، مقدار آنها را پ نه.  اي، همگرا هستند  ريناسره ز یانتگرال ها ايکه آ ديمشخص کن

  . ديکن

١
١

٩

١
 

  رايهمگرا است ، ز
١

٩

١ ١
٩

١ ١ ١
١

 

١ ١ ١ ١  
 

٢
١

۴
٢

۴

٣
 

  رايواگرا است ، ز
١

۴
٢

۴

٣ ۴

١

۴
٢٣ ۴

١
۴ ٣ 

۴

١
۴

١  

 

٣
١

٣
٣

۴

٣
 

  رايهمگرا است ، ز
١

٣
٣

۴

٣ ٣

١

٣
٣

۴

٣

٣
٢

٣
٢
٣ ۴ 

٣

٣
٢

٣
٢

٣
٢
٣

٣
٢

 

 

۴ ٢٢  

  رايواگرا است ، ز
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٢٢

٢

٢

٢

 

٢

 

 

۵
١

 

 پس   است.باشد ، پس ١ ميکن  یفرض م همگرا است. 

١ ١
 

١
١
٢

٢
١
٢ ١

٢

١

٢
 

٢ ١
١
٢ ٢ ٢ ٢ ٢ 

 

۶
١٢

١
 

  رايز واگرا است ،
١٢

١ ١

١

١
ln ٢

٢
 

١
٢  

 

٧
٣ ٢ ١

٣
٣

١
 

١ ميکن  یفرض م  همگرا است.
٢

 باشد. 

٣ ٢ ١

٣
٣

١ ٣ ٢ ١

٣
٣ ١

٣ ٢ ١

٣
٣١

٢

١
٢  
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٣
٢

٣
٢
٣

١
٢ ١

٣
٢

٣
٢
٣ ١

٢
 

٢
٣

٣
٨

٢
٣ ٣

٢
٣

٢
٣

١

٣
٢

٣
٢
٣ ٣

٢
٣

٨

٢
٣

 

٣
٢

٣
٨

٢
٣ ٣

٢
٣
٨

٢
٣

 

      

٨ ٢  

 ميکن  یرض مف واگرا است. 
٢

 پس   باشد.

٢ ٢ ٢

٢

٢  

٢
٢

 

 

   پس انتگرال واگرا است.  طرفه وجود ندارند. کي یکدام از حد ها چيکه ه ديکن  یملاحظه م
 
 

٩
١١

 

 پس   است.١و باشد ، پس  ميکن  یفرض م  واگرا است.
 

١١ ١١ ١
١

١
 

١
٢ ١

١
٢

١
١

١
٢

١
١

 

١
٢

١
١
٢

١
١
٢

١
١
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١
٢

١
١

١
٢

١
١

 

١چون 
١

 است ، پس 

١
٢

١
١

١
٢

١
١

 

 لذا انتگرال واگرا است.  است.
   

١
١ ١

٢

٢

١
 

 واگرا  است. 
١ ١

٢

٢

١

١ ١
٢

١ ١
٢

٢

١
 

١
١

١ ٢ 

١
١ ٢

١
٢

١
 

 چون 

٢
١
٢

١
 

   اگرا است.است ، پس انتگرا ل و

١١
١

١
١
٣

٢
 

   همگرا است.
١

١
١
٣

٢

١

١

١
١
٣

١

١

١
١
٣

٢
 

١

٣
٢

١
٢
٣

١

٣
٢

١
٢
٣ ٢ 

١

٣
٢

١
٢
٢

٣
٢ ١

٣
٢

٣
٢

١
٢
٣  
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١٢
١

١ ٢

١
 

  همگرا است. 
١

١ ٢

١

١

١

١ ٢ ١
 

١
١

٢
 

 

١٣
١

 

   واگرا است.
١ ١ ١

١

١
 

١
١  

   واگرا است.هستند ، پس انتگرال  تينها  یچون هر دو حد بالا ب
 
 
 

١۴
١

٢
 

  همگرا است. 
١

٢
٢

١
١

٢
١

 

١
١

٢
١

٢
١ ١

١
٢

١
 

 
 

١۵  

  واگرا است. 
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١  
  پس انتگرال واگرا است.  حد بالا وجود ندارد. 

 

١۶
١ ٢

 

  واگرا است. 

١ ٢ ١ ٢

١
٢

١ ٢  

١
٢

١ ٢  

 

١٧
٣

 

   واگرا است.

٣ ٣٣
 

٣ ٣ ٣  
 چون 

١  
  است ، پس انتگرال واگرا است. 

١٨
١

٣٢
 

   است.١، پس باشد  ميکن  یفرض م همگرا است. 
١

٣٢

١
٣

١
٣٢٢

 

١
٢ ٢ ٢

١
٢ ٢

١

٢ ٢
٢

١

٢ ٢
٢
 

 

١٩
١

٣
٢

 

 باشد ، پس ۴ ميکن  یفرض م  واگرا است.
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١

٣
٢

١

٣
٢ ٣

١

٣
٢۴

۴
 

٣

١

٣
٢

١
٣

۴
٣

١
٣ ۴ 

٣

١
٣

١
١

٣ ٣

١
٣

١  

٣

١
٣

١
٣

 

   واگرا است.  انتگرال طرفه آخر وجود ندارند ، پس کيچون دو حد 
 

٢
١

١١
 

١باشد ، پس ١ ميکن  یفرض م  واگرا است.
٢

   است.

١
١١

١
١

٢
١١

٢١
 

٢ ١
٢

٢ ١ ٢ ٢  

 

٢١ ۴  

  واگرا است. 

۴ ۴ ١
۴

۴ ١
۴

۴ ١
۴

 

 

٢٢  

 و باشد ، پس و  ميکن  یفرض م همگرا است. 
   است.

 

١  
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١ ١ 
 چون 

 
  ديگو  یم تالياست ، قانون لا پ

١
 

 پس ، 

١ 

  

٢٣  

  واگرا است. 
٢

٢

٢

٢
 

١
٢

٢ ١
٢

٢ 

  پس انتگرال واگرا است.   بالا وجود ندارند. یاز دو حد ها کي چيه
 
 

 یدر بازه انتگرال دارانمودار انتگراند و محور  نيب هيناح ايکه آ ديمشخص کن ريز ناتيتمردر 
   .دياگر هست مساحت را حساب کن نه.  ايمساحت محدود است 

٢۴
١

٣
٢

 

١

٣
٢

١

٣
٢

١
٣

 

١
٣

١
٣

١
٣

 

  مساحت محدود است.  یدارا هيپس ناح
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٢۵
٢

 

٢

١
٢

٢
٢٢

 

١
٢

٢ ١
٢

٢
٢

 

   مساحت نا محدود است. یدارا هيپس ناح
 

٢۶
١

١٢
 

١

١٢

١

١٢
٢ ١ ٢ 

٢ ١ ٢ ٣  

   مساحت نا محدود است. یدارا هيپس ناح
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  Chapter Two Review Exercisesفصل دوم  یدوره ا يناتتمر - ٧.٢
  . يدکن يدارا پ يرز یانتگرال ها

١ ln ٢ ٩  

٢ ٢  

٣  

۴ ٢  

۵ ٢ ٣ ٣  

۶ ۵  

٧ ٣ ٢  

٨ ٢ ١ ٣  

٩
١

 

١
٢

٢ ٢ ١
۵
٢

 

١١
۴

٢ ١
٢

 

١٢
٢ ٣ ١٨

 

 ايآ دياگر ناسره است مشخص کن نا سره.  ايانتگرال داده شده سره است  ايآ ديمشخص کن ريز ناتيدر تمر
   .ديکن دايناسره همگرا ، مقدار آنرا پ اياگر انتگرال سره باشد و  همگرا است. 

١٣
١

٣ ۴

١

٢
 

١۴ ۴  

١۵
١

١

۴

١
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١۶ ۴ ٣۴  

١٧ ٣ ۵۴  

١٨
٢ ١

٢

٢

١
 

 
  مدو لفص یا هدر ناتيپاسخ تمر

  . يدکن يدارا پ يرز یانتگرال ها

١ ln ٢ ٩  

٢ ميکن  یفرض م ٢باشد ، پس و ٩
٢ ٩

   است.و 

ln ٢ ٩ ٢ ٩
٢ ٢

٢ ٩
 

٢ ٩ ٢ ١
٩

٢ ٩
 

٢ ٩ ٢ ١٨
١
٣ ٣

 

٢ ٩ ٢ ۶
٣

 

  

٢ ٢  

 است. و باشد ، پس ٢و  ميکن  یفرض م
٢  

 
 

٣  

  است.و  پس باشد ،و  ميکن  یفرض م
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۴ ٢ ١
٢

١
٢

٢
١
٢

١
٢

٢  

١
۴

٢ ١
٢

٢  

  باشد ، پس٢و  ميکن  یفرض م٢ یبرا

١و 
٢

    است.پس٢

٢
١
٢

٢
١
٢

٢
١
٢

٢
١
۴

٢ ١ 

 لذا 

٢ ١
۴

٢ ١
۴

٢
١
٨

٢  

 

۵ ٢ ٣ ٣  

٣ باشد ، پس٣ ميکن  یفرض م ٢    است.٣

٢ ٣ ٣ ١
٣

١
۶

٢ ١
۶

٢ ٣  

 
۶ ۵ ٣ ٢ ١ ٣ ٢ ٣  

٣ ٢ ٢ ١  

٣ ٢ ٢  

    پس است.٢ پس باشد ، ميکن  یدو انتگرال اول فرض م یبرا
٣ ٢ ٢ ٣  

١
۴

۴ ١
٢

٢
١

١
۴

۴ ١
٢

٢
١ 

  تيو در نها

۵ ١
۴

۴ ١
٢

٢  
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٧ ٣ ٢  

cosو ٢ ميکن  یفرض م ١و ٢باشد ، پس ٢
٢

٢ 
   است.

٣ ٢ ١
٢

٢ ٢ ١
٢

٢ ٢  

١
٢

٢ ٢ ١
٢

٢  

 

٨ ٢ ١ ٣  

١ ميکن  یفرض م ١و ٣باشد ، پس ٣
٣

   است.١

٢ ١ ٣
١
٣

١

٢
١
٣

 

١
٢٧

١
٢ ٢

٣
٢

۵
٢  

١
٢٧

٢
٣

٣
٢

۴
۵

۵
٢

٢
٧

٧
٢  

٢
٨١

١ ٣
٣
٢

۴
١٣۵

١ ٣
۵
٢

٢
١٨٩

١ ٣
٧
٢  

 

٩
١ ١

١
١

 

١ ٢

٢ ٢
٢ ١  

١
 

١
٢

٢ ٢ ١
۵
٢
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١ ميکن  یفرض م ٣باشد ، پس ٣   است. ٢

٢

٢ ٢ ١
۵
٢

٢

١
٢

٩
۵
٢

 

٣ ١
٢

٩ ٢ ٩
۵
٢

٣ ٢ ١
٨١

٩ ٢ ۶ ١
٢

٢  

١
٩

٢ ٢
٢٧

٢ ١
٨١

١ ٢  

١
٢٧

٣ ٢
٨١

٣ ١
٨١

١
٢۴٣

٣  

٨
٢۴٣

١
٣

٢ ٢ ١
٣
٢

٢
٣

١

٢ ٢ ١
٣
٢

١
٨١

١

٢ ٢ ١
١
٢

 

 

١١
۴

٢ ١
٢

 

  است. ٢اشد ، پس ب ميکن  یفرض م
۴

٢ ١
٢

۴

٢ ١
٢

٢  

۴

٢

۴

۴
٢  
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۴

٢

١ ٢
٢

٢

١ ٢ ٢ ۴

٢
 

٢ ٢ ٢  

٢
١
٢

١
٢

cos ٢ ٢
١
٢

١
۴

٢  

٣
٢

١
٢

 

 و با توجه به شکل بالا حالا 

٢ ١
و

١

٢ ١
 

 پس 
۴

٢ ١
٢

٣
٢

١
٢ ٢ ١

 

 

١٢
٢ ٣ ١٨ ۶ ٣

 

۶ ٣ ۶ ٣
 

٣ ۶  

١ ٣ ۶
٢
٣

١
٣

 

٢ ٣ ١٨
٢
٣

١
۶

١
٣

١
٣
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٢
٣

١
۶

١
٣

١
١

 

٢
٣

۶
١
٣

٣  

 
 ايآ دياگر ناسره است مشخص کن نا سره.  ايانتگرال داده شده سره است  ايآ ديمشخص کن ريز ناتيدر تمر

   .ديکن دايناسره همگرا ، مقدار آنرا پ اياگر انتگرال سره باشد و  همگرا است. 

١٣
١

٣ ۴

١

٢
 

 انتگرال نا سره

٣ ۴

١

٢ ۴
٣

٣ ۴ ۴
٣

١
٣ ۴

١

٢
 

۴
٣

١
٣

٣ ۴ ٢ ۴
٣

١
٣

٣ ۴ ١ 

۴
٣

١
٣

١
٣

٣ ۴
١
٣

٢  

۴
٣

١
٣

٧
١
٣

٣ ۴  

   پس انتگرال واگرا است. حد بالا وجود ندارند ،  دواز   کي چيه
 

١۴ ۴  

و  پس باشد ،و  ميکن  یم فرض  انتگرال سره است.
   است.

۴
۴۴  

۴ ۴
٢

۴
٢ ١  
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١۵
١

١

۴

١
 

١ پس باشد،١ ميکن  یم فرض  انتگرال سره است.
٢

١
  و٢

   ٢    است.١
١

١
٢ ١

٢
٢٣

٢

٣

٢

۴

١
 

٢ ٢
٣
٢

۶ ٢ ٣ ۴ ٢ ٢ 

٢
۴
٩

 

 

١۶ ۴ ٣۴  

   است.پس  باشد ، ميکن  یم فرض  انتگرال سره است.

۴ ٣۴ ۴ ١ ٢۴  

۴ ۶ ١
۵

۵ ١
٧

٧
٢

٢

٢

۴

٢

١١٢

٩ ٢

۵۶

٢

٢  

 

١٧ ٣ ۵۴  

   است.٢ پس باشد ، ميکن  یم فرض  انتگرال سره است.

٣ ۵۴ ٣ ١ ٢۴  

٣ ٢ ٣
۴

۴
١ ١

۴

١
۴  
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١٨
٢ ١

٢

٢

١
 

   است. باشد ، پسsec ميکن  یفرض م  انتگرال سره.

٢ ١

٢

٢

١

٢ ١

٢

٢
۴۴  

١ ٢
۴۴  

۴ ٢ ١
٢

٢
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 فصل سوم 
 انتگرال  یکار برد ها

Applications of Integrals  
 

و  یمنحن يکو طول  یحجم ، سطح جانبمحاسبه   جملهانتگرال ، از  یفصل در مورد کار برد ها يندر ا
  کرد.  يمبحث خواه يزيکانتگرال در ف یکار برد ها

 
  Volumes – The cross-Sectional Method عرضی برش شرو اب محج همحاسب – ١.٣

  یسه بعدجسم  يکحجم   محاسبه جهت یکردن فرمول يداپ یبراانتگرال ، بخش در مورد کاربرد  يندر ا
حجم  يمکند که بتوان  یفرمول به ما کمک م  ينا   .يمکن  ی، بحث م آن یعرضبرش   ازمساحت استفاده ،  با

   .يمکن يدامانند کره ، استوانه ، هرم ، مخروط و مانند آنها را پ یاجسام
  ديدان  یم . ريشکل زو ارتفاع با شعاع  ,  يريدبا سطح مقطع ثابت را در نظر بگاستوانه  يکمثلا 

 
   .يدآ  یبدست م يراستوانه مطابق فرمول ز ينا یمساحت برش عرض يامساحت سطح مقطع و 

٢ ،  
   .يدآ  یبدست م يراستوانه طبق فرمول ز ين، حجم ا يجهو در نت

٢  
لزوما در  اما است وستهيتابع پ کي یسه بعد جسم  کيمساحت سطح مقطع  ديحالا فرض کن

 ) ستندين یبا هم مساو  یعرض یمانند استوانه بالا برش ها یعني (ري.شکل زستيثابت نبازه 
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  یم فرضو  کي نيبهر  یبرا  باشد.پارش  کي١ ديفرض کن
حجم  باشد ، کوچکاگر   باشد.١ یفرع بازه در یاريعدد اخت کي ميکن

ضرب مساحت برش  حاصل   با است یمساو بايتقرو ١ نيبآن قمسمت از 
 پس   .و طول  یعرض

مقطع سطح مساحت طول  
١عبارت است از مجموع جسم چون حجم   ديباکه  ميريگ  یم جهينت پس٢

  بايتقر

١

 

 توان گفت   یم لذا  است.در  یبرا یمانيرکه همان مجموع   باشد.

١

 

و حدود انتگرال را  يعنی جسم را  يکسطح مقطع   مساحت يا  یعرضمساحت برش اگر   پس
   .ديآ  یبدست م ريفرمول ز قي، حجم آن جسم از طر ميبدان

 

١  

 
 مين کيمحور  یکه سطح مقطع آن رو  شکل  در ی سه بعد يهمطلوب است حجم ناح -  ١مثال 

 ١ یبرا٢دائره است با شعاع 

               
 پاسخ 

١است با  یمساودائره با شعاع  يمن يهناح يکمساحت که  يدبه خاطر دار
٢

٢ 
   .ديآ  یبدست م ريمطابق ز پس مساحت سطح مقطع
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١
٢

٢
٢ ١

٢
۴ 

   است. ريمطابق ز یسه بعد هيناح نيپس حجم ا
١ ١

٢
۴ ١

١
۴

١
١

١
 

 
   محاسبه نمود.    به و انتگرال را نسبت را جا بجا کرد. و  یمحور ها یها توان نقش  یم
 

٢  

 
 دايحجم هرم را پ  .ميواحد دار٣واحد و قاعده مربع به ابعاد ۴هرم به ارتفاع  کي ديفرض کن- ٢ مثال

  . ديکن

 
 پاسخ 

که هرم از  ديتوجه دار  .ميده  یقاعده هرم قرار م یو مبدا مختصات را رومحور  یمحور هرم را رو
 ديکن  یملاحظه م نيهمچن است. ۴و پس حدود انتگرال  قرار دارد. محور یرو۴صفر تا 

  یرا بر قرار م ريز یتساومربع است که هر ضلع آن  کي۴مقطع هرم در هر نقطه در 
   کند.

٣
۴

۴
٣
۴

۴  

  است.  ريمطابق ز در  پس مساحت سطح مقطع 
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٢ ٩
١۶

١۶ ٨ ٢  

   .ميدار٢پس بر اساس فرمول 
٩

١۶
١۶ ٨ ٢ ٩

١۶
١۶ ۴ ٢ ١

٣
٣ ۴

۴
 

٩
١۶

۶۴ ۶۴
۶۴
٣

١٢ 

 ريباشد، حجم آن مطابق زکه طول هر ضلع آن  و قاعده مربعارتفاع با   هرم کي،    یبطور کل
 است 

١
٣

٢  

 شود.   یبر اساس فرمول بالا م٢پس حجم هرم مثال 
١
٣

٢ ١
٣

٣
٢

۴
١
٣

٩ ۴ ١٢ 

 
  Disk Method سکيروش د

  هيناح کيچرخد ،   یمحول محور در بازه   یو نا منف وستهيتابع پ کيکه نمودار  یهنگام
   .ريز شکل .سطح مقطع مدور است  یکند که دارا  یم جاديا  یبعد سه
 

 
 

 مساحت سطح مقطع است ، پس تابع   چون شعاع سطح مقطع در
٢

 
 است و لذا حجم آن 

 
٢

٣  
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 نامند.  یم سکيروش درا  قيطر نياست ، محاسبه حجم به ا سکيمقطع به شکل د یچون برش ها  است.
  

   .ديکن دايرا پکره با شعاع  يکحجم   -٣مثال 

 
       

 
 پاسخ 

 شکل بالا  . يدآ  یقطرش بدست م دائره حول يمن يککره با چرخاندن  يک
٢ يمکن  یفرض م  پس     یبرا باشد٢

٢ ٢
٢

٢ ٢  

٢ ١
٣

٣ ۴
٣

٣ 

 ) لاديقبل از م٢۵سال    (    شود. یم داده نسبت  يدسارشمبه  فرمول حجم کره 
 

  ريز  ريتصاو است. دهيمخروط سر و ته بر کي یمثال بعد
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و خط عبارت هستند از  یدو نقطه رو  .يريدرا در نظر بگ  چپ  يرسمتتصو   يیبالا  لبه خط 
 

   .ميخط ، معادله آنرا بدست آور یمختصات دو نقطه رودانستن  با ميتوان  یم
١

١

٢ ١

٢ ١
 

 

۴  
 

 . ديآ  یبدست مدر بازه معادله حول محور  ينقص بالا با چرخاندن نمودار ا مخروط نا
  سمت راست.  ريتصو

 
  . يدکن يداحجم مخروط ناقص شکل بالا را پ   -۴مثال 

 پاسخ 
  ميدار٣است ، بر اساس فرمول   شعاع مقطع مخروط ناقص در ۴  درمعادله    چون 

٢

٣

٣

 

٣
٣ ٣  

حجم به صورت  جهيو در نت  مخروط کامل است. کي،  ديآ  یکه بدست م یا هيباشد ، ناحاگر 
   فرمول حجم مخروط است. ميدان  یشود که م  یم ريز

١
٣

٢  

  The Washer Methodروش واشر 
حول محور   ناحيه يک از دوران  که  يمده  یم  ائه ار  یسه بعد   جسم يک حجم   یبرا  یحالا فرمول

    شود.  یم جاديا
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 که  یباشند ، بطوردو تابع و  يدفرض کن
،  

در و  ینمودار ها نيب هيشامل ناح، در و محور نمودار  نيب  هيپس ناح  باشد.
سه  هيلذا حجم ناح  است. در محور ونمودار  نيب هيناح شامل نياست و همچن

 هيدو ناح یمجموع حجم ها یمساو ديشود ، با  یم جادياحول محور  هيناح  که از دوران تمام یبعد
  یعني  باشد.محور حول   دوران   از شده جاديا

 
٢ ٢

۵  

موسوم روش واشر ، به  ميبکار برد۵کردن حجم ها در  دايپ یکه برا  یباشد ، روشاگر 
   است.

 
و نمودار  نيب هيناح   ديفرض کن باشد. ٢ و۵ ديفرض کن - ۵مثال 

   .ديکن دايشود پ  یم جاديامحور  حولکه ازدوران  یسه بعد هيحجم ناح  باشد.٣در 

       
 پاسخ 
۵چون     .ميدار۵پس بر اساس ٣ یاست برا٢

٢۵ ٢ ۴ ٢۵ ٣

٣

۵

۵
٣

٣
 

٢٢۵
٢۴٣

۵
٨٨٢

۵
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 ١.٣ يناتتمر
حجم جسم  در بازه داده شده است. نمودار تابع و محور  نيب هيناح يد، فرض کن يرز يناتدر تمر
   .ديکن دايرا پحول محور شده از دوران  جاديا یسه بعد

١ ٢ ١  

٢ ٣ ٢ ٣  

٣
۴

 

۴ ١  

۵
٣
٢ ١ ۴  

۶ ٣ ١
١
۴ ١ ٢  

حجم جسم  در بازه داده شده است. نمودار تابع و محور  نيب هيناح يد، فرض کن يرز يناتدر تمر
   .ديکن دايرا پحول محور شده از دوران  جاديا یسه بعد

٧ ١ ٢  

٨ ١ ٣ ١ ٢  
حجم جسم سه  در بازه داده شده است. و   نمودار  نيب هيناح يد، فرض کن يرز يناتدر تمر

   .ديکن دايرا پحول محور شده از دوران  جاديا یبعد

٩ ١ ١ ١ ٣  

١ ،
۴

 

داده شده  یمعادله ها ینمودار ها ينب يهشده از دوران ناح يجادا یسه بعد يه، حجم ناح يرز يناتدر تمر
   .ديکن دايپرا و محور 

١١
١
٢

٢ ٣ و ١٢
١
٢

٢ 

١٢ ۵ و ٢ ٢ ٢  
 

 ١.٣ ناتيپاسخ  تمر
حجم جسم  در بازه داده شده است. نمودار تابع و محور  نيب هيناح يد، فرض کن يرز يناتدر تمر
 .ديکن دايرا پحول محور شده از دوران  جاديا یسه بعد

١ ٢ ١  

٢
٢

۵
۵

۵

١
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سمت  ريتصو  شود. جاديا یسه بعد هيدوران  کند تا ناح دياست که با یا هيناحسمت چپ    ريتصو :   توجه
   شده است. جاديا یراست جسم سه بعد

 

             
 

٢ ٣ ٢ ٣  

٣ ٢
٢

٣ ٢ ٣
١
٣

٣ ٣
٣٣

 

٢ ٣ 
سمت  ريتصو  شود. جاديا یسه بعد هيدوران  کند تا ناح دياست که با یا هيناحسمت چپ    ريتصو :   توجه

   شده است. جاديا یراست جسم سه بعد
 

                                   

٣
۴

 

٢ tan
۴۴
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سمت  ريتصو  شود. جاديا یسه بعد هيدوران  کند تا ناح دياست که با یا هيناحسمت چپ    ريتصو :   توجه
   شده است. جاديا یراست جسم سه بعد

            
 

۴ ١  
٢ ٢

١١ ١
٢

٢ ١
۴

٢ ١ 

١
٢

٢ ١
۴

٢ ١
۴ ۴

٢ ١  

سمت  ريتصو  شود. جاديا یسه بعد هيدوران  کند تا ناح دياست که با یا هيناحسمت چپ    ريتصو :   توجه
   شده است. جاديا یراست جسم سه بعد

                  

۵
٣
٢ ١ ۴  

٣
٢

٢

٣

۴
۴ ۴

١ ۴
٢۵۶

۴
٢۵۵

۴

۴

١

۴

١
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سمت  ريتصو  شود. جاديا یسه بعد هيدوران  کند تا ناح دياست که با یا هيناحسمت چپ    ريتصو :   توجه
   شده است. جاديا یراست جسم سه بعد

            

۶ ٣ ١
١
۴ ١ ٢  

٣ ١
١
۴

٢

٢ ٣ ١
١
٢

٢

١

٢

١
 

٣ميکن  یفرض م  باشد. پس ١

٢ ٣ ١
١
٢

٢

١

١
٢

١
٣ ٣

٢
٣

٣
٢ ٩

٢

۴ ٢

٩

٩

٢
 

سمت  ريتصو  شود. جاديا یسه بعد هيدوران  کند تا ناح دياست که با یا هيناحسمت چپ    ريتصو :   توجه
   شده است. جاديا یراست جسم سه بعد

           
 
 
 

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف عرضی برش روش با حجم محاسبه  ١.٣     انتگرال آوا

296 
 

حجم جسم  در بازه داده شده است. نمودار تابع و محور  نيب هيناح يد، فرض کن يرز يناتدر تمر
   .ديکن دايرا پحول محور شده از دوران  جاديا یسه بعد

٧ ١ ٢  
سمت  ريتصو  شود. جاديا یسه بعد هيدوران  کند تا ناح دياست که با یا هيناحسمت چپ    ريتصو :   توجه

   شده است. جاديا یجسم سه بعدوسط   و راست

        
٢ ٢

٢
٢ ٢

١ ٢

٢

١

٢

١

۴

٢
٢ 

٢
۴ ٢  

 

٨ ١ ٣ ١ ٢  

١ ٣
٢

١ ٣ ١
۴

۴ ٢
١

٢

١

٢

١
 

٢ ۴ ١
١
۴

١٩
۴

 

 
سمت  ريتصو  شود. جاديا یسه بعد هيتا ناحدوران  کند  دياست که با یا هيناحسمت چپ    ريتصو :   توجه

              شده است. جاديا یسه بعدجسم   وسط و راست 
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حجم جسم سه  در بازه داده شده است. و   نمودار  نيب هيناح يد، فرض کن يرز يناتدر تمر
   .ديکن دايرا پحول محور شده از دوران  جاديا یبعد

٩ ١ ١ ١ ٣  

١
٢

١
٢٣

١
 

٢ ٢
٣
١

۴
٣

١
 

سمت  ريتصو  شود. جاديا یسه بعد هيدوران  کند تا ناح دياست که با یا هيناحسمت چپ    ريتصو :   توجه
              شده است. جاديا یراست جسم سه بعد
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١ ،
۴

 

٢ ٢۴  

۴ ۴ ٢

٢

٢ ٢
٢

٢
۴  

سمت  ريتصو  شود. جاديا یسه بعد هيدوران  کند تا ناح دياست که با یا هيناحسمت چپ    ريتصو :   توجه
              شده است. جاديا یراست جسم سه بعد
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داده شده  یمعادله ها ینمودار ها ينب يهشده از دوران ناح يجادا یسه بعد يه، حجم ناح يرز يناتدر تمر
   .ديکن دايرا پو محور 

١١
١
٢

٢ ٣ و ١٢
١
٢

٢ 

 ینمودار ها
٢

٢
١٢و ٣

٢

٢
 کنند اگر   یم قطعرا در  گريد کي

٢

٢
٣ ١٢

٢

٢
 

و چون ٣و ٣در  یعنيباشد ، 
٢

٢
٣ ١٢

٢

٢
٣ یبرا است ٣ 

 پس 

١٢
٢

٢

٢ ٢

٢
٣

٢٣

٣
 

١٣۵ ١۵ ٢ ١٣۵ ۵ ٣ ٣
٣

٣

٣
۵۴  

سمت  ريتصو  شود. جاديا یسه بعد هيدوران  کند تا ناح دياست که با یا هيناحسمت چپ    ريتصو :   توجه
              شده است. جاديا یراست جسم سه بعد
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١٢ ۵ و ٢ ٢ ٢  
 

سمت  ريتصو  شود. جاديا یسه بعد هيدوران  کند تا ناح دياست که با یا هيناحسمت چپ    ريتصو :   توجه
است ۵سمت راست ، خط بنفش رنگ   ريدرتصو          شده است. جاديا یراست جسم سه بعد

٢قرمز رنگ خط  ٢   است. خط سبز رنگ محور دوران  که همان محور است و  ٢
 
 

          
 
 

٢و ۵ ینمودار ها ٢  کنند اگر   یقطع مرا در  گريد  کي٢
۵ ٢ ٢ ٢ 

۵چون ٢ اي١در  يعنیباشد ،   ٢ ٢ ١ یاست برا٢ ٢ 
  يمپس دار

۵
٢ ٢ ٢ ٢

٢٢

١
 

۴ ۴ ٣ ١٧ ٢ ٨ ۴
٢

١
 

١
۵

۵ ۴ ١٧
٣

٣ ۴ ٢ ۴
٢
١

 

٣٢
۵

١۶
١٣۶

٣
١۶ ٨

١
۵

١
١٧
٣

۴ ۴
١٧
١۵
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  Volumes: The Shell Method یاستوانه ا یمحاسبه  حجم با روش غشا-٢.٣
٣در بخش   ینمودار ها نيب هيکه از دوران ناح یجسم سه بعد کيکردن حجم  دايپ یبرا یفرمول١

را  یا هيناح نيچن ميتوان  یم  .ميشد ، بدست آورد  یم جاديادر بازه حول محور و 
   .ميکن دايپ  یجسم نيحجم چنمحاسبه  یبرا یو فرمول ميبچرخانحول محور 

حول  ليمستط کيکه ازدوران   یاستوانه تو خال کيپوسته حجم  ميخواه  یم ديجهت  شروع کار فرض کن
    دهد.   ینشان  م داوران کند را ديکه با یليمستط ريتصو  .ميکن دايشده را پ جاديامحور 

 
 

در و خط و خط و خط محور  نيمحدود است ب ليمستط نيا ديکنفرض 
 استوانه کيکند ،  دورانحول محور   ليمستط نياگر ا  باشد.و که   یصورت
 یعني  .ميکن داياستوانه را پ نيحجم پوسته ا ميخواه  یحالا م  .ديآ  یبدست م ريتصو مانند  یتو خال

   تر. رهيت قسمت دست اطراف کيو  صاف یقسمت صورت
 

  ريتصو
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   .ميکن دايرنگ را پ اهيحجم قسمت س ميخواه  یم است.  يرواضح تر ، تصو يرتصو
  ريتصو

 
 

  یم نقطه است.  کيبه صورت محور  . مياستوانه است اگر از بالا به آن نگاه کن شينما يرتصو
  . ميکن دايرنگ را پ یحجم قسمت  آب ميخواه

 
 یرونيتفاضل حجم استوانه باست با  یمساوواضح است که حجم پوسته استوانه 

 . یو حجم استوانه درون
٢ ٢ ٢ ٢ ١  

حجم  بيرونی استوانه حجم داخلی استوانه  حجم
 

 داشت  مي، خواه ميکن نيگزيجابا    راو ١را با اگر 
٢

١
٢

١ ١ ٢  
 

   .يردگ  یمورد استفاده قرار م یفرمول بزود ينا
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  ريتصواست و در بازه   یو نا منف وستهيتابع پ کي يدحال فرض کن
  ريتصو

 

 
 

شود   یم جادياحول محور  هيکه از دوران ناح يردر تصو یسه بعد   حجم جسم يمخواه  یم
محور  ونمودار  نيب هي، ناح ديکن  یملاحظه م ريهمان  طور که در تصو  .ميکن فيرا تعر
  باشد. پارش کي١ ميکن  یفرض م  دارد. قراربازه  در

 یعني  باشد.١   یفرع بازه یانينقطه م ميکن  یم فرضو  کي نيبهر  یبرا
١

٢
    دوران  خطوط نياز جسم ب قسمت آنحجم  کوچک باشد ، اگر  است.

  است. ارتفاع   با  متناظر پوسته استوانه حجم یمساو بايتقر،  و١  کرده
  ريتصو

  ريتصو
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   شود.  یم ريبه صورت ز٢فرمول  ميبگذار یاگر بجا پس   

١ ١ ٢  
١لذا حجم جسم که مجموع    باشد.  ريمطابق ز بايقري دياست ، با٢

٢

پيرامون

١

ارتفاع ضخامت

 

  جهيو در نتدر بازه ٢ یاست برا يمانیمجموع رکه همان 

٢ ٢
١

 

   .ميرس  یحجم م یبرا ريز فيپس به تعر
 

٢ ٣  

   .شود  میتاييد  Shell Method   روش شل اصرار ما در مورد بکار بردن کلمه 
 

دوران کند و اگر حول محور   Disk Method   سکيدوران کند روش داگر نمودار حول محور 
   ميدار Shell Method یاستوانه ا یغشا روش
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٢ يدکن فرض– ١مثال 
٢

٢و  ميداشته باش١  ديفرض کن و  باشد.٣
٢بازه  درو محور نمودار  نيب هيناح   ريتصو  باشد.٣

 
 

و  ريتصوحول محور  هيشده در اثر دوران  ناح جاديا یمطلوب است حجم جسم سه بعد
 

    
           

   هستند.و بالا  ريتصاو
 پاسخ 

٢در بازه در هر نقطه چون ارتفاع پوسته  ٢    عبارت٣
٢

است ، پس ١
   .ميدار٣بر اساس 

٢ ٢
٢

١ ٢ ٣ ۴ ٢ ۵
٣

٢

٣

٢
 

٢
١
۴

۴ ۴
٣

٣ ۵
٢

٢ ٣
٢

 

٢
٨١
۴

٣۶
۴۵
٢

۴
٣٢
٣

١
۴١
۶
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١ ديفرض کن ٢مثال  ٢
٢

 در محور ونمودار  نيب هيناحباشد و 
١بازه    ريتصو  باشد.٣

 
  ريتصو حول محور در اثر دوران  شده   يجادمطلوب است حجم ا

 
 

  ريتصو
 

  
 

 پاسخ 
چون ارتفاع  يرتصو . يدتصور کن يمهن یحلقو  ینان کماچ يکشده را به شکل  يجادجسم ا يدتوان  یم

١در بازه در هر نقطه   ینيرينان ش نيا ١    عبارت٣ ٢
٢

است ، پس بر اساس 
   .ميدار٣

٢ ١ ٢
٢٣

١
 

باشد ، ٢ يمکن  یفرض م  .يمکن  یاستفاده م یمثلثات ينیمحاسبه انتگرال بالا از جانش یبرا
  است. پس 
باشد ، پس ١اگر 

٢
باشد ، پس ٣است و اگر 

٢
 لذا   است.

٢ ١ ٢
٢

٢ ١ ٢

٣

١
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٢ ٢٢

٢

 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢٢

٢

٢

٢

 

٢ ٢ ٢ ١ ٢٢

٢

٢

٢

 

٢
١
٣

٣ ٢

٢

٢
١
٢

٢ ٢

٢

٢ ٢ 

 
نمودار دو تابع حول محور  ينب يهناح يککه در آن  يمکن  یدر مورد حالت مخصوص بحث م يتدر نها

  ميکن  یو فرض مو  باشند وستهيپدر بازه و  ميکن  یفرض م  دوران  کند.
،  

  ريتصو  .باشد بازه در و یها نمودار نيب هيناح ميکن  یم فرض و
  ريتصو

 
 

   .است ريز مطابق محور حول دوران اثر در شده جاديا یبعد سه  جسم حجم 

٢ ۴  

   .ميبر  یم بکار یفيق یبستن کي حجم کردن دايپ یبرا را۴ شماره فرمول
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٣ ديکن فرض -  ٣  مثال ٣ و٢  نيب هيناح ديکن فرض و باشد١
  ريتصو  .باشد١ بازه در و یها نمودار

 

 
  ريتصو محور حول دوران از شده جاديا یبعد سه جسم حجم است مطلوب

  ريتصو
 

 
  پاسخ

٣ چون  ٢ ٣  در نقطه هر در  یبعد سه جسم ارتفاع پس١ یبرا است١
٣ عبارت١ بازه ٢ ٣    .ميدار۴ اساس بر لذا ، است١

٢ ٣ ٢ ٣ ١
١

 

٢ ٣ ٣ ٢ ۴ ٢
١
۴

۴ ٣ ٢ ٢ ١
١

 

٣
٢
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 روش  با اي و واشر  روش  با اي  توان  یم ، شوند  یم جاديا دوران قيطر از که اجسام از یبعض حجم
   .دهد  یم نشان را موضوع نيا یبعد مثال  .است کساني جهينت و  .کرد محاسبه شل
 

  ريتصو  .است٢ و٢ یها معادله نيب هيناح ديکن  فرض   -۴ مثال

 
  یها روش با محور حول دوران قيطر از شده جاديا یبعد سه جسم حجم است مطلوب

  واشر –  الف
  شل  – ب
 

  پاسخ
٣ بخش۵ از استفاده با . ميريگ  یم انتگرال به نسبت ، واشر روش یبرا –  الف    .ميدار١

٢
٢ ٢

٢
۴ ٢ ۴

٢٢
 

۴
٣

٣ ١
۵

۵ ٢ ٣٢
٣

٣٢
۵

۶۴
١۵
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   یجا ديبا   پس .ميريگ  یم انتگرال به نسبت بخش نيهم۴ از استفاده با  ، شل روش یبرا  -ب

 .ميدار٢ در٢ و٢ توابع معکوس  به اجياحت یعني  .ميکن ضيتعو را و
  

١
٢

و  

 .است۴ پس ، باشد٢ اگر و  .است پس ، باشد اگر ديباش داشته توجه
١  یطرف از  .ميريگ  یم انتگرلل به نسبت۴ تا صفر از پس 

٢
 یبرا است

  جهينت در۴

٢
١
٢

٢
٣
٢

١
٢

٢
۴۴

 

٢
٢
۵

۵
٢

١
۶

٣ ۴ ٢
۶۴
۵

۶۴
۶

۶۴
١۵
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 ٢.٣ ناتيتمر
 جسم حجم . باشد شده داده بازه در محور و تابع نمودار نيب هيناح ديکن فرض ريز ناتيتمر در
  . ديکن دايپ را محور حول دوران از شده جاديا یبعد سه

١ ٢ ١ ٣  

٢ ٢ ١ ١  

٣ ١ ١ ٢  

۴ ln ١ ٣  
 نقش کردن جابجا با  .است شده داده بازه در محور و نمودار نيب هيناح ريز ناتيتمر در

   .ديکن دايپ را محور حول دوران از شده جاديا یبعد سه جسم حجم و

۵ ٢ ١ ۴ ١  

۶
١

١ ۴

٢

٢
 

 یبعد سه جسم حجم  .است شده داده بازه در و یها نمودار نيب هيناح ريز ناتيتمر در
   .ديکن دايپ را محور حول دوران از شده جاديا

٧ ١ ٢ ١ ٣  

٨
۴

 

 جاديا یبعد سه جسم hajm . است شده داده بازه در و یها نمودار نيب هيناح ريز نيتمر در
   .ديکن دايپ را محور حول دوران از شده

٩ ٢ ١ ١ ٣ ١  

 حول  شده داده یها معادله یها نمودار نيب هيناح دوران از شده جاديا یبعد سه جسم حجم ريز نيتمر در
   .ديکن دايپ را محور

١ ٢ و ٢ 
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 ٢.٣ ناتيتمر پاسخ
 جسم حجم . باشد شده داده بازه در محور و تابع نمودار نيب هيناح ديکن فرض ريز ناتيتمر در
  . ديکن دايپ را محور حول دوران از شده جاديا یبعد سه

١ ٢ ١ ٣  

٢ ٢ ١
٢ ١ ١

٢
٢
٣

٣
٢ ۴

١
١۴

٣

۴

١

٣
 

 حسم راست سمت و وسط ريتصو و کند دوران محور حول ديبا که است یا هيناح چپ سمت ريتصو
  . است یبعد سه

 

    
٢ ٢ ١ ١  

٢ ٢ ١ ٢
١
٢

٢ ١ ١ ١
٢

٢ ١
١١

 

٢
١
٢

٣ ١
۴

٢ ١ ١ ٢
١
۴

٣ ١
۴

١
٢

٢ ١  

 حسم راست سمت و وسط ريتصو و کند دوران محور حول ديبا که است یا هيناح چپ سمت ريتصو
  . است یبعد سه
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٣ ١ ١ ٢  

٢ ١
٢

١

١

٢ ١
١
٢

١
 

٢
٣
٢

١
٢ ٢

٢
۵

۵
٢

٢
٣

٣
٢ ١ ٣٢

١۵

١
 

 سه حسم راست سمت  ريتصو و کند دوران محور حول ديبا که است یا هيناح چپ سمت ريتصو
  . است یبعد
 

                  
 

۴ ln ١ ٣  

٢ ln ٢
١
٢

٢ ٣
١

٢
١
٢

٣

١

٣

١
 

٩ ٣
٢

٢ ٣
١

٩ ٣ ۴  

 سه حسم راست سمت  ريتصو و کند دوران محور حول ديبا که است یا هيناح چپ سمت ريتصو
  . است یبعد
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 نقش کردن جابجا با  .است شده داده بازه در محور و نمودار نيب هيناح ريز ناتيتمر در
   .ديکن دايپ را محور حول دوران از شده جاديا یبعد سه جسم حجم و

۵ ٢ ١ ۴ ١  

٢ ٢ ١ ۴
١ ۴

٢
١
۴

٢

١

١
 

٢
١
۴

٢
٣

٣
٢ ٢

١
١
٣

٢ ٢ ١  

 یبعد سه حسم راست سمت ريتصو و کند دوران محور حول ديبا که است یا هيناح چپ سمت ريتصو
  . است
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۶
١

١ ۴

٢

٢
 

٢
١ ۴

٢
٢

٢ ٢
١

١ ٢

١
٢

١
٢  

١
٢

٢

۶
 

 
 یبعد سه حسم راست سمت ريتصو و کند دوران محور حول ديبا که است یا هيناح چپ سمت ريتصو
  . است
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 یبعد سه جسم حجم  .است شده داده بازه در و یها نمودار نيب هيناح ريز ناتيتمر در
   .ديکن دايپ را محور حول دوران از شده جاديا

٧ ١ ٢ ١ ٣  

٢ ١ ٢ ٢ ٣ ٢
٣

١

٣

١
 

٢ ٣
٢

٢ ١
٣

٣ ٣
١

٢ ٢٧
٢

٩ ٣
٢

١
٣

٢
٣

    

 
 یبعد سه حسم راست سمت ريتصو و کند دوران محور حول ديبا که است یا هيناح چپ سمت ريتصو
  . است

                        
 

٨
۴

 

٢ ٢ ۴
۴  

٢
٢ ٢

٢
٢ ۴

۴  

٢

٢
٢ ٢  

 یبعد سه حسم راست سمت ريتصو و کند دوران محور حول ديبا که است یا هيناح چپ سمت ريتصو
  . است
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 جاديا یبعد سه جسم حجم  .است شده داده بازه در و یها نمودار نيب هيناح ريز نيتمر در
   .ديکن دايپ را محور حول دوران از شده

٩ ٢ ١ ١ ٣ ١  

٢ ٢ ١ ١ ٣
١

 

٢
١
۴

۴ ١
٢

٢ ١ ٢
١

١ ٣  

١ ٣

٢
٣
۴

١
٣

٢

١
٢

٣
۴

١
٣

٢
٣

٣
٢ ٢

١
 

٢
٣
۴

۴
٩

٢
٢
٩ ١٨

٣۵ ١۶ ٢  

 سه حسم راست سمت ريتصو و کند دوران محور حول ديبا که است یا هيناح چپ سمت ريتصو
  . است یبعد
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 حول  شده داده یها معادله یها نمودار نيب هيناح دوران از شده جاديا یبعد سه جسم حجم ريز نيتمر در
   .ديکن دايپ را محور

١ ٢ و ٢ 
٢ اگر کنندن  یم قطع را گريد کي در ها نمودار  اي در یعني  .باشد٢

٢ چون٢ در    .ميدار پس٢ یبرا است٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٣
٢٢

 

٢
٢
٣

٣ ١
۴

۴ ٢ ٢
١۶
٣

۴
٨
٣

 

 
 یبعد سه حسم راست سمت ريتصو و کند دوران محور حول ديبا که است یا هيناح چپ سمت ريتصو
  . است
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   يریانتگرال گ يلهبوس یمحاسبه طول منحن - ٣.٣
Finding the length of a Curve by Integration 

 
کردند و سپس   یم محاط   در آن یچند ضلع يکدائره ،  يک يطمح يبیکردن تقر يداپ یبرا يمقد يوناندر 
 يشرا افزا یزدند هرچه تعداد اضلاع چند ضلع  یآنها حدس م کردند.   یرا محاسبه م یآن چند ضلع يطمح

  يرتصو تر است.  يکدائره نزد  يقیحق  يطمح به آنها  ينتخم دهند. 
 

 
  . يمبر  یها بکار م یاز منحن ياریمحاسبه طول بس یرا برا يدها ينا

 یعنيباشد ،   یتابع خط کياگر   داشته باشد.در  وستهيمشتق پ کي يمکن  یفرض م
و  نيعبارت است از فاصله ب نمودار طول  ، پسپاره خط باشد   کينمودار 

  یعني  است.

٢ ٢ 
  ريتصو

 
پارش  کي١ ميکن  ینباشد ، فرض م  یتابع خط کيلزوما اگر 

 که هر گوشه آن ،  یارا با محاسبه طول خط چند گوشه طول نمودار   و  باشد.

١ ١  
  ريتصو  .ميآور  یاست  ، بدست م
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١باشد که طول آن قسمت از نمودار  يمکن  یفرض م و ١
طول  یمساو بايتقرکوچک باشد ، اگر   کند.  یمتصل م گريد کيرا به 

١است که   یپاره خط به عبارت   کند.  یمتصل م گريد کيرا به و ١
  گريد

١
٢

١
٢

١  

  یعنيکند.    یمصدق ١در بازه هم در مورد  ينگينمقدار م يهقض

١ ١  
 کرد.  یسيباز نو ريتوان مطابق ز  یرا م١پس شماره ١در  کي یبرا

١
٢

١
٢

١ ٢
١  

١ یکه عبارت است از مجموع طول هانمودار لذا طول مطابق  ديبا بايتقر٢
  باشد.  ريز

١ ٢

١

 

١ یبرا یمانيمجموع ر کيکه   توان گفت   یپس م  است.در بازه ٢

١ ٢ ١ ٢

١

 

   داشت. ميرا خواه ريز فيپس تعر
 

 ١.٣ فيتعر
در بازه نمودار  طولپس   داشته باشد. وستهيمشتق پ کيدر  ميکن   یفرض م

   شود.  یم فيتعر ريز مطابق

١ ٢ ٢  
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 اگر - ١ مثال
٣
٢ ۴ یبراباشد ٢

٣
  ريتصو  .ديکن دايرا پطول نمودار 

 
 پاسخ 

٣
٢

١
٢ 

 پس 

١
٣
٢

١
٢

٢

١
٩
۴

۴
٣

۴
۴  

١ ميکن  یمحاسبه انتگرال بالا ، فرض م یبرا ٩
۴

٩باشد ، پس 
۴

   است.

۴است ، و اگر ١باشد ، پس اگر 
٣

   است.۴باشد ، پس 

١
٩
۴

۴
٣

۴

١

۴
٩

۴
٩

٢
٣

٣
٢ ۴

١
۵۶
٢٧

 

 
١اگر  - ٢مثال 

٨
١ یباشد ، برا ٢   .ديکن دايرا پطول نمودار ٢

  ريتصو
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 پاسخ 

١
۴

 

 پس 

١
١

۴

٢

١
١
٢

١
٢

٢

١۶

٢

١

٢

١
 

١
٢

١
٢

٢

١۶
١

۴

٢٢

١

٢

١
 

١
۴

٢

٨
٢
١

٢
٣
٨

٢

١
 

به  يککه با اضافه کردن  يدکردملاحظه  ٢در مثال 
٢

بدست   کاليداخل راد مربع کامل
   .ميانجام ده یرا به آسان یريو عمل انتگرال گ ميرا حذف کن کاليبه ما کمک کرد که نماد راد نيا ميآورد

   کند.  یبه ما کمک م مپسونيانجام نشود ، قاعده س  یبه اسان یرياگر انتگرال گ
 

 یرودخانه رو  کند.  یعبور م رودخانه کيبزرگراه به طرف شمال شرق ، از عرض  کي  - ٣مثال 
 یمنحن کيمناسب ،  یايرودخانه با زوا یعبور بزرگراه از رو یبرا ريتصو  قرار دارد.محور 

 اگر  شود.   یم جاديدر جاده ا
١
٣

٣ ، ١ ١  

 با    .کنيم  یکش وسط پل را خط ، ديبا رنگ سف ميخواه  یم  است. یمنحنآن  شينماباشد ، پس نمودار 
   .ديکن دايرا پ دينوار سف نيا یبيطول تقر۴و  مپسونياز قاعده ساستفاده 

 
    

 پاسخ 
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 که  ميدان  یاست ، م٢چون 

١ ٢ ٢
١ ۴

١

١

١

١
 

٢انتگرال بالا را در بخش     .ميکن  یم یکپ یاور ادي یو آنرا از آن بخش برا ميمحاسبه کرد ۴مثال ۵
   .ديکن دايپ۴و  مپسونيرا با  روش س ريانتگرال ز یبيمقدار تقر ۴مثال 

١ ۴
١

١
 

 پاسخ 

١ ۴
١

١

٢
٣ ۴

١ ۴
١
٢

٢ ۴
١
٢

١  

١
۶

٢ ۴
١٧
١۶

٢ ١ ۴
١٧
١۶

٢ ٢ ١٧٩١١ 

٢پس    است. ١٧٩١١
 

 ٣.٣ ناتيتمر
  

   .يدکن يداطول نمودار تابع داده شده را پ يرز يناتدر تمر
١ ٢ ٣ ١ ۵ 

٢ ٢ ١
٨

٢ ٣ 

٣ ۴ ١
٣٢ ٢

١ ٢ 

۴ ١ ٢ ١
٨

٢

٢
١ ٢ 

۵
١
۴

sin ؛
۴ ٣

 

۶
١
٣

٣ ١
۴

١ 

مشتق داده  یشده باشد و دارا فياست که در بازه داده شده تعر یتابع يد، فرض کن يرز يناتدر تمر
   .ديکن دايرا پطول نمودار   شده باشد.

٧ ٢ ١ ٢ ٣  
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٨ ٢ ١
٢
٣

٣
۴

 

٩ ١ ٢۵ ١  
 
 

   .ديبزن نيرا تخم ريز یضويطول کمان  ب٢  و  يمپسونبا استفاده از قاعده س

١
٣
٢

۴ ؛٢ ١ ١  

 
 
 

 ٣.٣ يناتپاسخ تمر
   .يدکن يداطول نمودار تابع داده شده را پ يرز يناتدر تمر

١ ٢ ٣ ١ ۵ 
٢ 

١ ٢
٢

۵
۵

١

۵

١
۴ ۵ 

 

٢ ٢ ١
٨

٢ ٣ 

٢
١

٨
 

١ ٢
١

٨

٢

١ ۴ ٢ ١
٢

١
۶۴ ٢

٣

٢

٣

٢
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٢
١

٨

٢

٢
١

٨

٣

٢

٢ ١
٨

٣
٢

٣

٢
 

۵
١
٨

٣
٢

 

 
 

٣ ۴ ١
٣٢ ٢

١ ٢ 

۴ ٣ ١
١۶ ٣

 

١ ۴ ٣ ١
١۶ ٣

٢

١ ١۶ ۶ ١
٢

١
٢۵۶ ۶

٢

١

٢

١
 

۴ ٣ ١
١۶ ٣

٢

۴ ٣ ١
١۶ ٣

٢

١

٢

١
 

۴ ١
١٢ ٢

٢
١

١۶
١

١٢٨
١

١
٣٢

١٩٢٣
١٢٨

 

 

۴ ١ ٢ ١
٨

٢

٢
١ ٢ 

٢
١ ٢

١
٨

١
 

١
٢

١ ٢

١
٨

١
٢

٢

١
 

١
۴ ٢

١ ٢ ٢

١
٢

١
۶۴

١ ٢ ٢

٢

٢

١
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٢
١ ٢

١
٨

١ ٢
٢

٢
١ ٢

١
٨

١٢

١

٢

١
 

١ ٢ ١
٨

١
٢

٢ ٢
١

 

۵
١
٨

٢
١
۴

٢
١

١۶
۵

٧
٨

٢
٣

١۶
 

۵ ١
۴

sin ؛
۴ ٣

   

١
۴

 

١
١
۴

٢
٣

۴

 

١
١

١۶
٢ ١

٢
٢٣

۴

١
۴

٢
٣

۴

 

١
۴

١
۴

٣

۴

٣

۴

 

١
٨

٣ ٢ ٣
١
٨

٢ ٢ ١  

١
٨

٣ ٢
٢ ٣

٢ ١
 

۶
١
٣

٣ ١
۴

١ 

٢ ١
١

۴ ١ ٢
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١ ٢ ١
١

۴ ١ ٢

٢١
 

١ ٢ ١
٢ ١

٢
١

۴ ١ ٢

٢١
 

٢ ١
٢ ١

٢
١

۴ ١ ٢

٢١
 

٢ ١
١

۴ ١ ٢

٢
٢ ١

١
۴ ١ ٢

١١
 

١
٣

٣ ١
۴

١ ۴
٣ ١۶

 

 
مشتق داده  یشده باشد و دارا فياست که در بازه داده شده تعر یتابع يد، فرض کن يرز يناتدر تمر

   .ديکن دايرا پطول نمودار   شده باشد.

٧ ٢ ١ ٢ ٣  

١ ٢ ١
٢

٢
٣

٢

٣

٢

٣

٢
 

١ ٢ ٣
٢

۵
٢

 

 
 

٨ ٢ ١
٢
٣

٣
۴

 

١ ٢ ١
٢٣

۴
٢
٣

٣
۴

٢
٣
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٣
۴

٢
٣

٢

٢
١
٢

١
٢

٢
٣
۴

٢
٣

 

 
 
 
 

٩ ١ ٢۵ ١  

١ ١
٢ ١

۴
١

٢۵

١

٢۵
 

۴
۵

۵
۴ ١

٢۵
۴
۵

١
۵
٢ ۵

۵
٢  

 
 

   .ديبزن نيرا تخم ريز یضويطول کمان  ب٢  و  يمپسونبا استفاده از قاعده س

١
٣
٢

۴ ؛٢ ١ ١  

 

١
٣

٢ ۴ ٢

٢

١
٩ ٢

۴ ۴ ٢

١

١

١

١
 

١
٢

١۶ ۵ ٢

۴ ٢

١
۶

٧ ۴ ۴ ٧
١
٣

٧ ۴
١

١
 

٢ ٢١۵٢۵ 
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  یمعادلات پارا متر یها یمنحن طول  سبه محا -   ٣.۴
Lengths of Curves Defined Parametrically 

   ند. معادله بوده ا يک ياتابع و  يک، نمودار  يمکه تا کنون مورد بحث قرار داده ا يیها یمنحن
 

  
 دائره  يناگر  ا، يدرکنتصو دائره  يک ینقطه رو يک بالا.  يرتصو،   يريددر نظر بگ يکلوييدس يکاما 

  می يکلوييدس کند ،  یم يجادصفحه ا ینقطه رو ينکه ا  ینمودار کند  حرکت يممستق  خط يک در امتداد
نشان  یبرا يگریدتابع نشان داد ، اما راه   يکنمودار  يلهرا بوس ييد يکلوس يکتوان   یگرچه م   .نامند 
 یمنحن  یپارامتر يشبخش اختصاص دارد به نما  ينا .  یترپارا م  يشنما بنام ها وجود دارد یمنحن دادن

 ها.  یمنحن ينها و محاسبه طول ا
  کند.  یدر صفحه مختصات حرکت م  بنام  یمنحن کيدرامتداد ذره  يک يدفرض کن

نقطه را  نيتصات امخ  .، تابع زمان هستند  یمنحن یذره رو اينقطه  نياو پس مختصات 
وجود  هستند ، وستهيپکه در بازه و دو تابع  ميکن  یم فرض .مينام  یمزمان را 

 که  یبطور است ،نقاط  هيشامل کل یمنحن که یدارند ، بطور
و ١  

 یپارا متر ميگوئيو م  نامند.  یم یپارا متر یمعادله هارا ١ یعادله ها، م یحالت نيدر چن
   است.متر  پاراو ١ یمعادله ها لهيبوس شده
  ميسينو  یم یبرا

 
   .ديکن فيشده است توص نشان داده ريز یرا که  با معادلات پارا متر یمنحن--١مثال 

و ، ٢  
 پاسخ 

٢دائره  یروتابع ٢ یبرا ميده  ینشان م ٢  نيا یبرا  قرار دارد.٢
   .ميکن  یم جمع هم و با  .ميرسانيم٢داده شده را به توان  یها هر دو طرف معادله کار ،

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ 

٢ یتساو کنند ،  یقرار م را بر داده شده یها که معادله ینقاط نيبنا بر ا ٢ قرار  بر را هم٢
نقطه  کند ،  یم دايپ شيافزاکه  یهنگام  .دائره نامبرده قرار دارند ینقاط رو نيا پس  کنند.  یم

 از  عبارتند نقطه مختصات چند   کند.  یحرکت م دائره درامتداد

،
٢

،
٣
٢

٢  

٢دائره  جهيدر نت ٢   یم مودهيپ خلاف جهت عقربه ساعت مرتبه   کي قايدق که  است ،٢
  ريتصو  .شود 

  یپارا متر یها معادله
و ، ۴  
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   شود.  یم  یط دائره دو مرتبه ريمس حالت نياست ، اما درا ١همان دائره مثال 
 

 
 

   .ديشده ، رسم کن یپارا متر ريز یادله هارا که مطابق مع یمنح -  ٢مثال  
١ ٢ و ٣ ۴ مقادير تمام برای  

   .ديمايپ  یم ار تجه کدام در ، ابدي  یم شيافزا هک یهنگام ديکن صمشخو 
 

 پاسخ 
 یبرا   نباشد ، وجود ندارد.که شامل و معادله بر حسب  کيشود که   یملاحظه م ١مانند مثال 

   .ميکن  یحل م یرا برا نباشد ، معادله اول  شامل  کهو معادله بر حسب  کيبدست آوردن 
١
٢

١
٢

 

  . ميگذار  یدوم م   یمترپارا  معادلهدر  یمقدار بدست آمده برا نيحالا ا

٣ ۴
١
٢

١
٢

 

١ ٢ ٢  
 بيش یخط دارا نيا  قرار دارد.٢معادله   ميخط مستق یرو یرونقطه  کيپس 
  ريتصو  کند.  یقطع م رامحور ١و در  است٢

١که  شود  یم داده شده ملاحظه یپارا متر یها از معادله ١و ٣ ١ ١ 
  یحرکت م چپ و سمت بالا به طرف یرو،  ابدي  یم شيافزاکه  یهنگام نيا بر ابن  است.
   .ديکن  یملاحظه م ريدر تصو همان طور که  کند.
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   است. ميخط مستق کي انگرينما،  ريبه شکل ز یپارا متر یهر مجموعه معادله ها  یبطور کل
و ، ، ٣  

 
  دردائره به شعاع  کياگر  . ميبخش از آن نام برد نيا یکه در ابتدا دييکلويبه س ميگرد  یحالا بر م

دارد ، دائره قرار  یکه رو  نقطه کي لهيبوس  شده جاديا  یبلغزد ، منحن جهت مثبت محور
   بخش. نيا یتدااب ريتصو  نامند.  یم دييکلويس
 

طبق   نقطه نياو مبدا قرار داشته باشد ، پس مختصات  یرونقطه اگر در زمان 
   است. ريز یمعادله ها

و ١ مقادير تمام برای  
  ريتصو

 
 

   بالا. ريتصو٢است ، با دره تناوب  یتناوب تابع کيکه  ديتوجه داشته باش
 

 شده  یپارا متر ريکه مطابق ز یتابع باشد ، منحن کياگر 
و  

   .بشود یمتر اپار دتوان  یم  یپس نمودار هر تابع  است.نمودار 
 

   ده است.داده ش یکه به صورت پارا متر یمنحن کيطول 
Length of a Curve given Parametrically  

  
  شده است.  یپارا متر ريز یتوسط فرمول ها یمنحن کي ميکن  یفرض م

و برای  
طول کردن فرمول  دايروش پ  داشته باشند. وستهيپ یمشتق هادر و  ميکن  یو فرض م

٣نمودار در بخش  کيکردن فرمو ل طول  دايوش پر  مانند ناّ يع ٣ فيتعر٣   است. ١
  یفرض م١ یباشد ، وبراپارش  کي١ ميکن  یفرض م

   ريباشند، تصو یرونقاط  متناظر  ميکن
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١که نقاط  باشد یطول آن قسمت از منحن ميکن  یم  فرض را به هم و ١
است که نقاط   یطول پاره خط یمساو بايتقرکوچک باشد ، اگر  کند.   یمتصل م

١   گريبه عبارت د  کند.  یبه هم متصل م و١

١
٢

١
٢
 

١
٢

١
٢
 

 که  یوجود دارند بطور١در و مانند  ی، اعداد نيانگيمقدار م هيقضبر اساس 

١ و ١  
١است با مجموع  ی، که مساو یپس طول تمام نمودار منحناست.    بايتقر ديبا٢

٢ ٢

١

 

به  کيدو عدد متفاوت هستند ، اما نزدو  راي، ز ستين یمانيمجموع ر کياگر چه فرمول بالا 
 توان گفت   یبه علاوه م  است. یمانيمجموع ر کي

٢ ٢ ٢ ٢

١

 

  . ميکن فيتعر ريرا مطابق ز یمنحنرسد که طول   یبه نظر م  یپس منطق
 

٢ ٢ ۴  

 اگر  ديتوجه داشته باش
 شده باشد  یپارا متر ريمطابق ز

و برای  
  شود.   ینوشته م ريبه صورت ز۴پس فرمول 

١ ٢  

٣بخش ٢که معادل فرمول     بکار رفته است.تابع  یاست که بجا٣
 

 ريمبدا مختصات قرار دارد و مطابق ز یکه مرکز آن رودائره با شعاع  طيمحمطلوب است   - ٣مثال 
 شده است.  یپارا متر

و برای ٢  
 پاسخ 
 چون 
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و  
 پس 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢
٢٢

 

٢ ١ ٢ ٢
٢٢

 

   .ميهندسه خوانده ا دائره است که در طيهمان فرمول مح نيا
 

  ريتصو  .ديکن دايپ  ، است شده یمتر رپارايز مطابق که دييکلويسکمان طول   - ٢مثال 
و ١ برای ٢  

  ريتصو

  
 پاسخ 

و  
 پس 

٢ ٢
٢

٠
 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢
٢

 

٢ ٢ ٢ ٢
٢

 

٢ ١
٢

 

١ یبرا هيبا استفاده ازفرمول نصف زاو
٢

 

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



صراف انوشـيروان  انتگرال آوا ٣.۴  محاسبه طول منحنی های معادلات پارامتری 

335 
 

١
٢

٢

٢
پس ٢ ١ ۴ ٢

٢
 

چون 
٢

  ميريگ  یم جهينت٢ یاست برا

۴ ٢
٢

٢
٢

٢٢
 

۴
٢

٢ ٨  

 
 

 ۴.٣ ناتيتمر
 یهنگام ديو مشخص کن ديه رسم کنآن داده شد یپارا متر یرا که معادله ها یمنحن ريز ناتيدر تمر

   به کدام سمت است.جهت ،  ابدي  یم شيافزاکه 
١ ٢ و ٢ برای

٢
 

٢ ٢ و ١ برای ٢  
٣ ٢ ٣ و ٢ ٣ مقادير تمام برای  
۴ ٣ و ١  
۵ ٣ و ٢ مقادير تمام برای  
۶ و ٣ تمقادير تمام  برای
٧ ٣ و ٣  

 
   .ديکن ديشده است ، پ فيتوص یپارا متر  که یمنحن طول ريز ناتيدر تمر

٨ ٢ و ٢ ١ ، ٣ 

٩ و  

١ و
١
٢

١ ٢ ١
٢
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 ۴.٣ ناتيپاسخ تمر
 ۴.٣ ناتيتمر

 یهنگام ديو مشخص کن ديآن داده شده رسم کن یپارا متر یرا که معادله ها یمنحن ريز ناتيدر تمر
   به کدام سمت است.، جهت  ابدي  یم شيافزاکه 

١ ٢ و ٢ برای
٢

 

،  ميسيبنوبدون و معادله بر حسب  کيبالا را به صورت  یمتر  پارا یها معادله  ميگر بخواها
   .ميدار جهيدر نت  .ميکن  یو باهم جمع م ميرسانيهر دو معادله را به توان دو م

٢ ٢ ۴ ٢ ۴ ٢  
٢ ٢ ۴ 

۴ ٢ 
 ريمقادمشخص شدن جهت  یبرا  دائره است. مين کيکه معادله بدست آمده  ديکن  یظه مملاح

 پس   . ميگذار  یداده شده م یپارا متر یرا در معادله ها

٢ ،
٢

٢  

  ربع دائره است کيمساله  یپارا متر یمعادله ها قتيدر حق پس
و بر  حسب   رابطه است و سمت راست نمودار یپارا متر  یها نمودار سمت چپ نمودارمعادله

  تنها است. 
  

         
   خلاف حهت عقربه ساعت.جهت 

 
٢ ٢ و ١ یبرا ٢  

  است.  ريتنها ، مطابق زو رابطه بر حسب  کيداده شده را به صورت  یپارا متر یمعادله ها

٢
٢

١
٢

١  
   .ميدارکردن جهت حرکت  دايپ یبرا

١ ١
٢

٢ ٢ ٣ ١
٣
٢

٢  

   .است خلاف حهت عقربه ساعتپس ، جهت 
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و بر  حسب   رابطه است و سمت راست نمودار یپارا متر  یها نمودار سمت چپ نمودارمعادله
  تنها است. 

              
.   
 

٣ ٢ ٣ و ٢ ٣ مقادير تمام برای  
 

و بر  حسب   رابطه است و سمت راست نمودار یرپارا مت  یها نمودار سمت چپ نمودارمعادله
  تنها است. 

 

             
 

  است.   نيياز چپ به راست به طرف پاجهت 
 

۴ ٣ و ١  
و بر  حسب   رابطه است و سمت راست نمودار یپارا متر  یها نمودار سمت چپ نمودارمعادله

  تنها است. 
 

              
   است. نيياز بالا به پاجهت 
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۵ ٣ و ٢ مقادير تمام برای  
و بر  حسب   رابطه است و سمت راست نمودار یپارا متر  یها نمودار سمت چپ نمودارمعادله

  تنها است. 
 

          
  است.   نيياز چپ به راست به طرف پاجهت 

 
۶ و ٣ تمقادير تمام  برای

و بر  حسب   رابطه است و سمت راست نمودار یپارا متر  یها نمودار سمت چپ نمودارمعادله
  تنها است. 

 

            
   از راست به چپ به طرف بالا است.جهت 

 
٧ ٣ و ٣  
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   .ديکن ديشده است ، پ فيتوص یپارا متر  که یطول منحن ريز ناتيدر تمر

٨ ٢ و ٢ ١ ، ٣ 

٢
٢

٢
٢

٢ ٢ ١
٣٣

 

٢ ٢ ١ ٢ ٢ ٣٣٣  

٢بخش ٧پس بر اساس فرمول شماره     .ميدار٢

٣ ٢ ٣ ٢ ٣  

 
٩ و  

٢ ٢  

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

٢ ٢ ٢ ١  

 

١ و
١
٢

١ ٢ ١
٢

 

١

١ ٢

٢

١ ٢

٢١
٢  

١
١ ٢

٢

١ ٢ ٢

١ ٢ ٢

١ ٢ ٢

١
١ ٢

١
٢

١
٢

١
٢  

١
٢

١
١ ٢

١
١ ٢

١
٢  
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١
٢

١
١
٢

١
١
٢

١
٢

١
١

١
٢

١
٢

٣ 
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  Finding Surface Area by Integralانتگرال  يلهبوس یجانبمساحت   محاسبه
 دانستند   یدانشمندان م يامالا يماز قد

 

 
 مکعب  یباشد ، پس مساحت جانب  آن ضلع يکمکعب که طول  يک

۶ ٢ 
  است. 
   کردند.  یمحاسبه م ريمطابق زو ارتفاع با شعاع استوانه  کي یمساحت جانب نيهمچن

 

 
 

٢  
ناقص  مخروط  کي  یجانب اجسام ، بر اساس مساحت یما در مورد مساحت جانب ليو تحل هياما تجز
  ريز ريتصو شده باشد.  دهيآن بر یکه سر و انتها یمخروط است. 

 
 

آن مطابق  ی، پس مساحت جانب باشد٢و ١    آن یو شعاع هامخروط ناقص  يناگر ارتفاع ا
 است.  ريز

٢ ١ ٢

٢ ١ ٢ ١  

 
  یبراشده باشد ، و  فيتعردر بازه  يد، فرض کن  یبطور کل
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حول محور ران نمودار شده از دو جاديا  سطح یمحاسبه مساحت  جانب یبرا یفرمول ميخواه  یم
  . ريز ريتصو . ميکن دايپ

 
در  ميکن  ی، فر م ميبکار ببر یرا در محاسبه مساحت جانبطول نمودار  يمبتوان ينکها یبرا

   .باشد ريپذ قمشت هوستيپ بطور
 ميکن  یم رضف و   باشد.پارش  کي١ ميکن  یحالا فرض م

 اگر  باشد.و ١خطوط دوران کرده  نيمساحت آن قسمت از سطح ب
 یعني , مخروط ناقص متناظر است یمساحت جانب یمساو بايتقر یباشد ، مساحت جانبکوچک 

١ نيخط بطول  یآن مساو بيارارتفاع  که طول یمخروط ناقص و ١
بر اساس   است.و ١آنها   یکه انتها یشعاع ها یدارا است ، و

  یعني١فرمول 
 

١ ١
٢

١
٢

٢  

٣در بخش  یمنحن يکمانند بحث ما در مورد طول  توان بکار برد و   یرا م نيانگيمقدار م هيقض٣
  ميدار١در  کي ینشان داد که برا

١
٢

١
٢

١ ٢ ٣  
  آنها. نيبو   به هم هستند. کينزدو ١کوچک باشد ، است که  نيچون فرض بر ا

 بايتقر  ديبا١هستند ، پس  وستهيپ١در  جهيو در نتچون 
٢ یعني باشد ،     یمساو  جهينت٢ در٣کردن شماره  نيپس با جانش 

 که  ميريگ  یم

٢ ١ ٢  
 ريمطابق ز بايتقر دياست با٢مجموع  یمساوکه   سطح  تمام  یمساحت جانب جهيدر نت
   باشد.

٢ ١ ٢

١
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٢ یبرا یمانيخود مجموع ر نيکه ا ١  ميتوان  یمپس   است.در بازه ٢
   . ميکن فيتعر ريرا مطابق ز یمساحت جانب

٢ ١ ٢

١

 

٢ ١ ٢  

 
 ٢.٣ فيتعر

که از دوران  یسطح یمساحت جانب باشد.  ريو مشتق پذ وستهي، پ  ینا منفدر  ميکن  یفرض م
  . شوديم فيتعر ريشود ، مطابق ز  یم جادياحول محور نمودار 

٢ ١ ٢ ۴  

 
سطح  یمطلوب است مساحت جانب١ یباشد ، برا٣ يدفرض کن - ١مثال 

  ريز ريتصوحول محور شده از دوران نمودار  جاديا
 

 
 

 پاسخ 
٣چون   است ، پس ٢

٢ ٣ ١ ٣ ٢ ٢
٢ ٣ ١ ٩ ۴

١١
 

١ ميکن  یفرض م ٩ ٣۶باشد ، پس ۴ باشد ، پس اگر   است.٣
  هجينت رد  .است١ سپ ،باشد ١ راگ  و  است.١
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٢ ٣ ١ ٩ ۴ ٢
١

١

١
٣۶ ١٨

٢
٣

٣
٢ ١

١

١
 

٢٧
١

٣
٢ ١  

 

١ يدفرض کن -  ٢مثال  ١ یبرا باشد٢
٢

آن  یمطلوب است مساحت جانب
   .ريز ريتصو  شود.  یم جادياحول محور قسمت از کره که از دوران نمودار 

 
 پاسخ 
چون 

١ ٢
 است ، پس 

٢ ١ ٢ ١
١ ٢

٢
١
٢  

٢ ١ ٢ ١
٢

١ ٢

١
٢  

٢ ١ ٢ ١
١ ٢

٢ ١ ٢
١
٢

١
٢

١
٢  

 
  یعنيداده شود ،  یپارا مترسطح شود ،  کي جاديدوران کند و احول محور  ديکه با یاگر منحن

و برای ،  
  يعنی . يدآ  یبدست م یمساحت جانب یبرا يرز ينهفرمول قر پس

٢ ٢ ٢ ۵  
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۴است با   یمساو شعاع  به کره يک یکه مساحت جانب يدنشان ده   -٣مثال  ٢ 
 

 
 پاسخ 

 یها است با معادله یدائره ا مينپس اگر  مبدا مختصات قرار دارد.  یمرکز کره رو يمکن  یفرض م
  ريز

و برای  
   .ميدار۵بر اساس   شود.  یم جادياحول محور است که از دوران  یپس کره سطح

٢ ٢ ٢  

٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

٢ ٢ ٢ ٢ ۴ ٢ 

 
  ريز یپارا متر یبا معادله ها دييکلويس کمان کي ديفرض کن -  ۴مثال 

و ١ برای ٢  
  . دينک دايشده را پ جاديسطح ا یمساحت جانب کند.   یدوران محول محور 

   
 پاسخ   

٢ هيو فرمول نصف زاو۵با استفاده ازشماره 
٢

١
٢

  ميدار
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٢ ١ ١
٢ ٢

٢
 

٢ ١ ٢ ١ ٢ ٢ ٢
٢

 

٢ ٢ ١ ٢ ١
٢

 

٢ ٢ ١
٣
٢ ٢ ۴ ٢

٢

٣
٢٢٢

 

٨ ٢ ٣

٢
٨ ٢

٢
١ ٢

٢

٢٢
 

 ميکن  یفرض م حالا 
٢

١باشد ، پس 
٢ ٢

   است.

 لذا   است.١باشد ، پس ٢است و اگر ١باشد ، پس اگر 

٨ ٢ ١ ٢ ٢ ١ ٢ ١
٣

٣ ١
١

١

١
 

١۶ ٢ ١
١
٣

١
١
٣

۶۴
٣

٢ 

 
 ۵.٣ ناتيتمر

 جاديدر بازه داده شده احول محور که از دوران نمودار  یسطح یمساحت جانب ريز ناتيدر تمر
   .ديکن دايشود ، پ  یم

١ ۴ ٢ ١
٢

٣
٢

 

٢ ۶  

٣ ٢ ١
٨

١ ٢  

۴ ،  
  یم جادياداده شده حول محور  یپارا متر یکه از دوران منحن یسطح یمساحت جانب ريز ناتيدر تمر

  . ديکن دايپ .شود 

۵
١
٢

٢ و برای ٣ ٢ ٢ 

۶ ٢ و برای
٢
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 ۵.٣ ناتيپاسخ تمر
 جاديدر بازه داده شده احول محور که از دوران نمودار  یسطح یمساحت جانب ريز ناتيدر تمر

   .ديکن دايشود ، پ  یم

١ ۴ ٢ ١
٢

٣
٢

 

٢ ۴ ٢ ١
۴ ٢

٢
٣
٢
١
٢

 

٢ ۴ ٢ ١
٢

۴ ٢

٣
٢
١
٢

 

٢ ٢ ۴

٣
٢
١
٢

٨
٣
٢
١
٢
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٢ ۶  

٢
۶

١
١

٢

٢

٢
۶

١
١

۴
 

۴ ١
۶

۶
۴ ١

٣
٢ ۶ 

 
١٢۵

۶ ۶
۴ ١

٣
٢

١٢۵
۶ ۶

۶٢
٣
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٣ ٢ ١
٨

١ ٢  

٢ ٢ ١
٨

١ ٢
١

٨

٢٢

١
 

٢ ٢ ١
٨

١ ۴ ٢ ١
٢

١
۶۴ ٢

٢

١
 

٢ ٢ ١
٨

٢
١

٨

٢٢

١
 

٢ ٢ ١
٨

٢
١

٨

٢

١
 

٢ ٢ ٣ ١
٨

٢
١
۴

٢
١

۶۴

٢

١

٢

١

٢

١
 

٢
١
٢

۴ ١
١۶

٢ ٢
١ ٢

١
٢

٢ ١
۴

٢ ٢
١

 

۶۴
٢ ٢

١
٢

٣٣
۴

٩
١۶ ٢

٢ ٢ ١
١
۴ ۶۴

٢
٢
 

۶٣
۴

٢
١

۶۴
٢

٢
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۴ ،  

٢ ١ ٢ ٢ ١ ٢
١

١
١  

٢ ٢۴

۴

 

٢بخش ٧ رمولاساس ف پس بر    .ميدار٢

٢
١
٢

١
٢

۴

۴

 

٢ ٢ ٢ ١ ٢ ١ ٢ ٢ ٣ ٢ ٢  

  
 
 

  یم جاديار داده شده حول محو یپارا متر یکه از دوران منحن یسطح یمساحت جانب ريز ناتيدر تمر
  . ديکن دايپ .شود 

۵
١
٢

٢ و برای ٣ ٢ ٢ 

٢ ٢ ١ ٢
٣

٢ ١
٣
٢

٢ ٢

٣

٢ ٢

٣
 

٢
٣

٢٧ ٨
٣٨

٣
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۶ ٢ و برای
٢

 

٢ sin ٢
٢ ٢ ٢ ٢٢  

٢ ٢ ٢ ٢ ٢٢  

٢ ٢ ٢
٢  

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



کار –يک انتگرال و فيز انوشـيروان صراف   انتگرال آوا ۶.٣   

352 
 

  Intergrals and Physics – Workکار   -  يزيکانتگرال و ف - ٣.۶  
 يکنفر  يک يدبه عنوان مقدمه ، فرض کن  .يمکن  یبحث م يزيکبخش در مورد مفهوم کار در ف يندر ا

   دهد.  یبه طرف جلو فشار م به نقطه   از  نقطه  را   یچرخ دست

 
 يرثابت باشد ، پس مقدار کار انجام شده مطابق ز  یچرخ دست بهوارده   يرویاگر در تمام مدت ن

  شود.   یم يفتعر
 

کار نيرو  مسافت
 فيتعر نيا . اورديب شما خاطر به را ليمستط مربع کي مساحت ديبا ضرب حاصل

 مسافت شخص آن اگر ، شود شتريب شده انجام کار مقدار ميدار تظاران رايز . رسد یم نظر به  یمنطق
  . ببرد بکار یشتريب یروين اي و براند شيپ به را  یدست  چرخ یشتريب

 کمک ما به انتگرال ، نجايا م؟يکن  یم فيتعر چگونه را کار ، باشد ريمتغ جسم بر وارده یروين اگر
  . ميريگ  یم نظر در فرض چند ، ميده رتباطا کار به را انتگرال نکهيا یبرا . کند  یم

 ميتوان  یم پس . کند  یم حرکت ميمستق خط کي در شود  یم وارد روين آن بر که  یشئ -  اول فرض
   .کند  یم حرکت نقطه به نقطه از محور امتداد در  یشئ که ميکن تصور
    که نيا و شود  یم وارد  یشئ بر ثابت یروين کي و نيب  نقاط تمام در - دوم فرض

   .است وستهيپ در
 در اگر است  یمنف و ، باشد محور مثبت جهت در اگر است مثبت وارده یروين -  سوم فرض
   .باشد محور  یمنف جهت
   .است فوت-پوند حسب رب کار پس ، باشد فوت حسب بر مسافت و پوند حسب بر روين اگر

بر حسب  روين هيثان -گرم -متريسانت یعني ياسدر مق
   است.متر و کار بر حسب ارگ  یمسافت بر حسب سانت نيد
بر حسب  روين هيثان-گرم  لويک-متر یعني اسيدر مق  
   است.، مسافت بر حسب متر و کار بر حسب ژول  وتنين

کند ، ثابت باشد   یمسافت م  یطبه که از   یوارده بر شئ یروي، اگر ن ميديهمان طور که در بالا د
   است.پس کار انجام شده  یعني، 

باشد ، و پارش  کي١ ميکن  یفرض منباشد ، ثابت  الزاما  روياگر ن
 باشد.١ یدر بازه فرع یارينقطه اخت کي  ميکن  یفرض مو  کي نيبهر  یبرا
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کند ، مقدار کار    یحرکت مطرف  به١از   یکه شئ یپس هنگاماشد ، کوچک باگر  
  یمنطق نيهمچناست با  یمساو بايتقر  یفشار وارد بر شئ لهيبوس یعنيانجام شده 
به طرف از   یکه شئ یهنگام روين لهيکار انجام شده بوس ميرسد که انتظار داشته باش  یبه نظر م

١کند ، مجموع   یحرکت م حاصل جمع نشانگر کار انجام شده  نيا  باشد.٢
 بايتقر ديبا پس کار  کند.  یعبور م   یمتوال یفرع یکه از بازه ها یاست هنگام  یشئ یرو

   باشد. ريز جمع حاصل یمساو
نيرو

١

مسافت

 

  شود.   یم يفتعر يرکار مطابق ز يجهپس در نت  است. يمانیرکه اين خود يک مجموع 

١

 

 
 ٣.٣ فيتعر

  کند.  یحرکت مبه نقطه از نقطه  یعنيوارد بر آن  یرويدر اثر ن  یشئ کي ديفرض کن
 ريمطابق ز  یوارد بر شئ  یروين لهيپس کار انجام شده بوس  است. وستهيتابع پ کيدر 

   شود.  یم فيتعر

١  

 
٣ يفدر تعر شود  وارد  یرکت شئدر جهت  ح رويشود که کار مثبت است ، اگر ن  یمستفاد  م حايتلو٣

 وارد شود.   یدر جهت خلاف حرکت شئ روياست اگر ن  یو منف
 

و چون  ميده  یفوت حرکت م١طرف جلو  را بهدار    سوراخ  یچرخ دست کي ديفرض کن  -١  مثال
 ريدر حال  نقصان است و مطابق ز  یوارد بر چرخ دست یرويکند ن  یداخل آن چکه م و آبسوراخ دارد 

   شود.  یم فيتعر

۶ ١
٢

٢
، ١  

 
   .ديکن دايرا پ  یوارد بر چرخ دست  یروين لهيمقدا کار انجام شده بوس

 پاسخ 

۶
٢

٢
۶

٣

۶
١

١
 

۵ پوند فوت  
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  Hooke’s Lawقانون هوک 

   .ديريدر نظر بگ را شود  یم دهيفنر کش کيکه  ی، کار انجام شده هنگام گريثال دم کيبه عنوان 
توسط   که       یاکشساني یارتجاع یروين ديگو  یم١۶٧۶سال    یسيهندسه دان انگل(هوک 

 شده است ، متناسب است با  دهيآن کش  یعياز طول طب شتريواحد بکه به اندازه  فنر کي
 قانون هوک  ايدر مورد مطالب بالا  شتريب حاتيتوض

که مانند   یجسمهر  اياست که توسط فنر  يیروين یکشسان یروين اي يیارتجا یروين
بعد  یجسم ارتجاع ايشود که فنر   یباعث م روين نيا  شود.  یم جاديدارد، ا یکشش و ارتجاع تيکش قابل

دارد  یبستگ روين نيخارج بر آن ، به حالت اول بر گرد د ا یرويه شدن ناز برداشت
 به مقدار 
  بر آن .  رويطول فنر است بعد از وارد کردن نو   فنر است.  هيطول اول١ ريز ريدر تصو

 
و لذا  کند  یکشش مخالفت م ايبا انبساط  رايز ست. ا  یمنف يعنی یکشسان يا یارتجاع ی يرون ينا

 که  یوجود دارد بطور     مثبت عدد ثابت کيپس   است.محور    یدر جهت منف
 

   قابل اعتماد است. یحدود کوچک باشد ، فرمول بالا تا یتا حد قابل قبولشود اگر مقدار   یگفته م
و  از  استضدآن کش دهد  یعياز طول طب شتريواحد بزم است که فنر را که لا  یروين

  یعني  آن است. ینظر مقدار مساو
 

 تا واحد فنر از واحد  کي دنيکش یشود که مقدار کار لازم برا  یم جهينت١پس از فرمول 
    .ديآ  یبدست م ريطبق فرمول ز

٢  

 یکار مييگو  یکند ، م  یاست که فنر اعمال م يیرويکند مخالف ن  یکار م جاديکه ا يیرويچون ن
 فنر انجام شده است. یروين هيبر علاست که 

   
 دارد.  یعدد ثابت مثبت است که به نوع فنر بستگ کيتوجه :
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 کش آن یعيفوت افزون بر طول طب کينوع فنر را  کيکه  نيا یلازم برا یروين ديفرض کن - ١ مثال
 بر طول فوت افزون کي فنر از دنيکش یبرا است مقدار کار لازم مطلوب  پوند است.– فوت١دهد ، 

   .یعيطول طبفوت افزون بر ٣ آن به یعيطب
 پاسخ 
  . ميکن دير پفن نيا یبرامقدار  ديابتدا با

  ميبر اساس فرض مساله دار

١
١

 

با   .ديآ  یفوت کش م کيفنر  ميکن  ی، ملاحظه م ميبر فنر وارد کن رويپوند ن–فوت ١اگر  یعني
  . ميکن دايرا پمقدار  ميتوان  یمحاسبه انتگرال  بالا م

١
١
٢

٢ ١ ١
٢

١
١
٢

١
 

فنر مورد نظر را  نيکه ا نيا یمقدار کار لازم برا ميتوان  یمحالا با دانستن مقدا ر ٢پس 
   .ميکن دايرا پ ميکش ده گريفوت د٣

٢ ١ ٢ ٣
١

١ ٩ ١ ٨ پوند فوت
٣

١

٣

١
 

 
  Work Required to Empty a Tankمخزن  کيکردن   یخال یکار لازم  برا

در   که یا  تلمبه لهيمخزن بوس کي  آب هيتخل یمحاسبه  مقدار کار لازم برا یبرا یفرمول ميخواه  یم
 فيکه منجر به تعر  يیها یگ ژهيکار علاوه بر استفاده از و نيا یبرا  .ميکن دايپمخزن قرار دارد ،  یبالا

٣   یشئ کيحرکت دادن  یمقدار کار لازم  برا یعني . ميکن  یم استفاده یگريد یگ ژهيشد ، از و٣
پس فرض   تااز  ريجاذبه.  ، بدون در نظر گرفتن مس یرويخلاف نبه نقطه ازنقطه 

وزن  یمساو يی رويحد اقل ن ديصورت با نيحرکت کند. و در ا یخط عمود کيدر امتدا   یشئ ميکن  یم
     کند. یجاذبه را خنث یرويتا ن ميناعمال ک  یشئ

ابتدا فرض   .ميرا محاسبه کن  ینيمخزن تا سطح مع کي آب هيتخل یمقدار کار انجام شده برا ميخواه  یم 
فوت مکعب     بخش آب    نيحجم ا  ديکنو فرض  ميببر فوت بالاآب را  یبخش سه بعد کي ديکن

  ريز ريتصو  باشد.

 
 

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



کار –يک انتگرال و فيز انوشـيروان صراف   انتگرال آوا ۶.٣   

356 
 

 
حاصل ضرب وزن آب در ، عبارت است آب  حجم   ينابلند کردن  یکار انجام شده برا،  يفتعربر اساس 

۶٢فوت مکعب آب  کيچون وزن  يعنیکه آب حرکت داده شده  یمسافت پوند وزن دارد ، پس ۵
۶٢آب حرکت داده شده وزن     یعني  است.۵

وزن مسافت ۶٢ ۵  
۶٢ یآب نباشد ، بجاداخل مخزن  عياگر ما  نيگزيرا جا عيفوت مکعب آن ما کيلازم است وزن ۵

  مبدا قرار داشته باشند. یبالا  ، و اعداد مثبت ميکن ارياخت یرا عمودمحور  ديحال فرض کن  .ميکن
 

 
 

 دباش  یمسافت  ديو فرض کن بالا.  ريتصو باشد. تا شود از  هيتخل ديکه با ی، آب ديفرض کن
   .کند یط ديبا بآ هک

باشد ، و فرض مساحت سطح مقطع مخزن در  ديفرض کندر هر   یبرا
 پارش  کي١ ميکن  یفرض م  باشد. وستهيپدر  ديکن

اگر   باشد.١در  یهر عدد ميکن  یفرض مو  کي نيبهر  یبرا  باشد.
چون هر ذره   است. بايتقرو ١سطح  نيکوچک باشد ، حجم آب ب

لازم  کار در بالا ، مقدار  یطبق بحث قبلکنند ،   یط یبيمسافت تقر دياز آب آن قسمت با
با حاصل ضرب وزن  است یمساو بايتقرو ١ نيبالا بردن مقدار آب ب یبرا یعني

۶٢   یعني شده  ،  مودهيپ در مسافت۵
۶٢ ۵  

که مجموع و سطح  نيآب بتمام    بردن بالا یکار لازم برا جهيدر نت
١   بايتقر دياست ، با٢
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۶٢ ۵
١

 

۶٢ یاست برا  یمانيرمجموع  کي نيکه ا   بردن بالا یپس کارانجام شده  برا۵
   است. ريآب مطابق ز

۶٢ ۵
١

۶٢ ۵ ۴  

 
 ديفرض کن فوت. ٨فوت و عمق ١به شعاع  استاستخر شنا به شکل استوانه مدور  يک ٣مثال 

۵استخرتا  عمق   یتمام آب داخل استخر بطور دنيبالا کش یمطلوب است کار لازم برا فوت آب دارد.  
   بماند.  یفوت آب در استخر باق  کيکه فقط 

 

 
 

 پاسخ 
 درپس هر ذره از آب که   است.٨پس   بالا. يرتصو  .يمده  یمبدا مختصات را کف استخر قرار م 

با تلمبه  ديکه با ی، آب نيبر ا فوت بالا آورده شود.علاوه٨ ديکف استخر قرار دارد ، با  یفوت  
محور  ميگسترده است. فراموش نشود فرض کرده امحور  یرو۵تا  کيبالا آورده شود ، از 

   .ديآ  یبدست م ريمساحت سطح مقطع ثابت است و مطابق ز نيهمچن  قرار دارد. یعمود

١
٢

١  
   .ميدار۴لذا بر اساس 

۶٢ ۵ ٨ ١ ۶٢۵
۵

١
٨

۵

١
 

۶٢۵ ٨
١
٢

٢ ۵
١

١٢۵ پوند  فوت

اگر مبدا مختصات  کار بود.   یراحت یبرا را  در کف استخر فقط  قرار دادن مبدا مختصات ٣در مثال      
 ٣اما ,است ١باز هم مساحت سطح مقطع همان  ميده سطح آب قرار یرا رو
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توسط تلمبه خارج  ديکه با  هم یآب است. ٣کند   یط ديرا که هر ذره از آب با یمسافتخواهد بود. 
 داشت  ميخواه  پس  است.محور  یتا صفر رو۴شود از 

۶٢ ۵ ٣ ١ ۶٢۵
۴

٣
۴

 

۶٢۵ ٣
١
٢

٢
۴ ١٢۵ پوند  فوت

 ٣مثال  جهيهمان نت
  ريز ريتصو فوت پر از آب است. ١کره با شعاع  ميمخزن به شکل ن کي ۴مثال 
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   . ميبرسان مخزن  یفوت بالا۶تا  تلمبهبا که تمام آب را  نيا یمطلوب است مقدار کار لازم برا

 پاسخ 
 ۶پس   .يمقرار ده  مخزن یفوقان سطح  یتر است اگر مبدا مختصات را رو مرتبه راحت ينا  

تا صفر ١خارج شود ، از  ديکه با یآب  فوت بالا اورده شود.۶ يدهر ذره از آب با  است.
شعاع برش مقطع در هر  یعنيکه  ديکن  یبالا ملاحظه م ريبا توجه به  تصو  است.محور  یرو

٢معادله نقطه  ١  ريمطابق ز سطح مقطع پس مساحت  کند.  یرا بر قرار م٢
   است.

٢ ١ ٢  
 . ميدار۴بر اساس 

۶٢ ۵ ۶ ١ ٢

١
 

۶٢ ۵ ۶ ١ ۶ ٢ ٣

١
 

۶٢ ۵ ۶ ۵ ٢ ٢ ٣ ١
۴

۴
١  

۶٢ ۵ ۶ ۵ ٢ ٢۵  
۴ ۶٢۵ پوند  فوت
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 ۶.۴ يناتتمر

ه طرف جلو رانده  فوت ب۶فقط   یاگر چرخ دست١مطلوب است مقدار کار انجام شده در مثال  - ١
  شود. 

 
بالا   فوت٨به ارتفاع  یاز پلکان ميخواه  یپوند را م١خوار بار به وزن  یپاکت محتو کي - ٢

  پاکت انجام شود.  نيا یرو ديکه با  یمطلوب است مقدار کار  . ميببر
 
خط  کيرا در طول آن ديتند باد شد کيناگهان   حرکت قرار دارد.  یب اچهيدر وسط در قيقا کي - ٣

 ليماشود تا آنرا   یاعمال م قيکه از طرف باد بر قا يیروين ديفرض کن  آورد.  یبه حرکت م ميمستق
  است.  ريسوق دهد ، مطابق معادله ز هيدور تر از محل اول

١ ۴  
   .قيقا یباد رو لهيمطلوب است کار انجام شده بوس

 
٣،  ميو در آن حالت نگاه دار ميفوت کش ده کينوع فنر را  کيکه  نيا یلازم  برا یروياگر ن - ۴

  . ميفوت کش ده۶  به   فوت٣که فنر را از   نيا یمطلوب است مقدار کار لازم برافوت باشد ، 
 
–فوت ۶، مقدار  ميفوت متراکم کن کيفوت است ، ١آن  یعيفنرکه طول طب کي مياگر بخواه - ۵

  .   ميفوت برسان١٢که طول فنر را به  نيا یمقدارکار لازم برا کار لازم باشد ، مطلوب است پوند 
 
فوت بالا تر از لبه ٣تا ٣که تمام آب داخل استخر مثال  ينا یمطلوب است مقدار کار لازم برا - ۶

   شود. دهيبالا کش به استخر با تلمبه
 
مطلوب   فوت ، پر از آب است.٣فوت و شعاع ١٢مخزن به شکل مخروط وارونه به ارتفاع  کي - ٧

   تمام آب تا لبه مخزن. دنيبالا کش یاست مقدار کار لازم برا
 
   . ميدار١فوت و طول ۴استوانه به شعاع  مين کيبه شکل  نيمخزن بزرگ بنز کي - ٨

 محاسبه ، ميرا تا لبه مخزن پمپ کن نيبا تلمبه تمام بنز نکهيا یزم برااگر مخزن پر باشد ، مقدار کار لا
    پوند وزن داشته باشد.۴٢،  نيفوت مکعب بنز کي ديفرض کن   .ديکن
 
 هيثانارتفاع توپ بعد از   شود.  یبه طرف بالا پرتاب م یپوند ، عمود٢توپ به وزن   کي - ٩
   .ديآ  یم بدست  ريمعادله ز قيطر از

۶ ٨ ١۶ ٢ 
   بر خورد کند. ينکه توپ با زم  یتا زمان

 ينکه توپ به بالا تر  ی، از زمان جاذبه بر توپ يرویطرف نشده  از  انجام کاراست مقدار  مطلوب - الف 
 برسد ،  ينرسد تا به زم  یارتفاع م

گرفته  نيزم یفوت۶اگر توب در ارتفاع ب مطلوب است مقدار کار انجام شده بر توپ هنگام برگشت ، 
  شود. 
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  ۶.٣ ناتيپاسخ تمر
فوت به طرف جلو رانده  ۶فقط   یاگر چرخ دست١مطلوب است مقدار کار انجام شده در مثال  - ١

  شود. 
 پاسخ 

۶ ١
٢

٢
۶

٣

۶
۶ ٣٣٨۴ پوند فوت

۶
 

 
بالا   فوت٨به ارتفاع  یاز پلکان ميخواه  یپوند را م١خوار بار به وزن  یپاکت محتو کي - ٢

 پاکت انجام شود.  نيا یرو ديکه با  یمطلوب است مقدار کار  . ميببر
 پاسخ  

١ ١ ١ ٨ ٨ پوند فوت
٨

 

 
خط  کيآنرا در طول   ديتند باد شد کيناگهان   حرکت قرار دارد.  یب اچهيدر وسط در قيقا کي - ٣

 ليماشود تا آنرا   یاعمال م قيکه از طرف باد بر قا يیروين ديفرض کن  آورد.  یبه حرکت م ميمستق
  است.  ريسوق دهد ، مطابق معادله ز هيدور تر از محل اول

١ ۴  
  .قيقا یباد رو لهيده بوسمطلوب است کار انجام ش

 پاسخ  

١ ۴ ١ ۴ ٢ ١ ۴ پوند  مايل

 
٣،  ميو در آن حالت نگاه دار ميفوت کش ده کينوع فنر را  کيکه  نيا یلازم  برا یروياگر ن - ۴

  . ميفوت کش ده۶  به   فوت٣ که فنر را از  نيا یفوت باشد ، مطلوب است مقدار کار لازم برا
 پاسخ 

٣ ١۵ ٢ ۶
٣

۴ ۵ پوند فوت
۶

٣
 

 
–فوت ۶، مقدار  ميفوت متراکم کن کيفوت است ، ١آن  یعيفنرکه طول طب کي مياگر بخواه - ۵

  .   ميفوت برسان١٢که طول فنر را به  نيا یمقدارکار لازم برا پوند کار لازم باشد ، مطلوب است 
 پاسخ 

  يمدار مساله بر اساس فرض
 

۶
١

 

  گرياز طرف د
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٢

٢
١

٢

١
 

 پس 

٢
۶ ١٢ 

  تيدر نها

١٢ ۶ ٢ ٢ ٢۴ پوند فوت
٢

 

 
فوت بالا تر از لبه ٣تا ٣استخر مثال که تمام آب داخل  ينا یمطلوب است مقدار کار لازم برا - ۶

   شود. دهيبالا کش به استخر با تلمبه
 پاسخ 

آب سه فوت بالا تر از لبه استخر  ديچون با  .ميده  یمبدا مختصات را در کف استخر قرار م , ٣مانند مثال 
   ديباکف استخر ،   یفوتذره آب ،  کيپس   است.١١شود ، پس  دهيبا تلمبه به بالا کش

 محور  یرو۵با تلمبه خارج شود از صفر تا  ديبا که یو آب  فوت به بالا آورده شود.١١
 ۴پس بر اساس ١ ميدار     , یبرش عرض مساحت، ٣مانند مثال   است.

۶٢ ۵ ١١ ١ ۶٢۵ ١١
١
٢

٢ ۵
۵

 

٢۶۵۶٢۵ پوند  فوت
 
مطلوب   فوت ، پر از آب است.٣فوت و شعاع ١٢مخزن به شکل مخروط وارونه به ارتفاع  کي - ٧

   تمام آب تا لبه مخزن. دنيبالا کش یاست مقدار کار لازم برا
 پاسخ 
پس   صات.مبدا مخت یبا راس مخروط رو ميده  یقرار م یعمود ريز ريرا مطابق تصومحور 

که   یآب  فوت به بالا آورده شود.١٢ ديراس مخروط با یفوتذره آب در  کي  است.١٢
  ميمتشابه دار یطبق مثلث ها  است.محور  یرو١٢با تلمبه خارج شود از صفر تا  ديبا
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٣
١٢

١
۴

 

پس 
۴

٢ جهيو در نت
٢

١۶
   .ميدار۴و لذا بر اساس 

۶٢ ۵ ١٢
١٢

٢ ۶٢ ۵
١۶

١٢ ٢ ٣
١٢١٢

 

۶٢ ۵
١۶

۴ ٣ ١
۴

۴ ١٢ ۶٧۵ پوند  فوت

 
   . ميدار١فوت و طول ۴استوانه به شعاع  مين کيبه شکل  نيمخزن بزرگ بنز کي - ٨

 محاسبه ، ميرا تا لبه مخزن پمپ کن نيبا تلمبه تمام بنز نکهيا یاگر مخزن پر باشد ، مقدار کار لازم برا
    پوند وزن داشته باشد.۴٢،  نيفوت مکعب بنز کي ديفرض کن   .ديکن

 پاسخ 
و   است.، پس  ميرار دهق ريز رياست مطابق تصو یکه عمودمحور  یاگر مخزن را رو

   است.محور  یتا صفر رو۴با تلمبه خارج شود ، از  ديکه با ینيبنز

 

٢شود   یمبرش مقطع در عرض   نيعلاوه بر ا ١۶  پس ٢

١ ٢ ١۶ ٢ 

۶٢ یبجا۴٢بکار بردن    و۴لذا بر اساس     .ميدار۵

۴٢ ٢ ١۶ ٢

۴

١۶ ٢

٨
١
٢

١۶
 

۴٢
٢
٣

٣
٢ ١۶ ١٧٩٢ پوند  فوت
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 هيثانارتفاع توپ بعد از   شود.  یبه طرف بالا پرتاب م یپوند ، عمود٢توپ به وزن   کي - ٩
   .ديآ  یم بدست  ريمعادله ز قيطر از

۶ ٨ ١۶ ٢ 
   بر خورد کند. ينکه توپ با زم  یتا زمان
 پاسخ 
 ينکه توپ به بالا تر  یجاذبه بر توپ ، از زمان يرویشده  از طرف ن انجام است مقدار کار مطلوب - الف 

 برسد ،  ينرسد تا به زم  یارتفاع م
٨ يمدان  یم ١ یاست ، براپس   است.٣٢

۴
 

١حد اکثر ارتفاع توپ 
۴

٧    است. فوت٧توپ  مميارتفاع ماکس  پس  

   .مياست ، پس دار٢چون  

٢ ٢ ٧٧
١ ۴ پوند  فوت

 
گرفته  نيزم یفوت۶برگشت ، اگر توب در ارتفاع ب مطلوب است مقدار کار انجام شده بر توپ هنگام 

  شود. 
،  نيتوپ به زم دنياز رس شش فوت قبل رايز . ميده  یم رييتغ۶انتگرا ل به   يیقسمت حد بالا يندر ا

   شود.  یگرفته م

٢ ٢
۶
٧

٢ پوند فوت
۶

٧
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  Moments and Centers of Gravityگشتاور و مرکز ثقل  – يزيکانتگرال و ف  - ٧.٣ 
بر حرکت  يشتریتر اثر ب ينکه بچه سنگ يرندگ  یم يادکنند ، به سرعت   یم  یبچه ها که با الا کلنگ باز

دور تر شود  که اگر بچه سبک تر از محور لغزش الا کلنگ يرندگ  یم يادو  الا کلنگ دارد تا بچه سبکتر. 
  تر موازنه  بر قرار کند.  ينتواند با بچه سنگ  یم

 
در  یاست که باعث حرکت دوران یگشتاور عامل . يمدر مورد گشتاور بحث  کن يمخواه  یبخش م يندر ا

  شود.   یجسم م
  Moments of Point Masses یاذره   يا یا نقطه  یجرم ها یگشتاور ها

نقطه  کيدر    جرم مثبت  یدارا  یشئ يک يدهوم گشتاور ، فرض کندرک بهتر از مف یابتدا برا
  Point Mass ینقطه ا اي یجرم ذره ارا   یشئ نيچن  متمرکز است. در صفحه مختصات

همان گشتاور  اي  .ميکن  یم فيتعررا  حول محور یجرم ذره ا نيگشتاور ا .مينام   یم
  . ريز ريتصوحول محور  چرخش یبرا یذره ا جرم شيگرا زانيم اياست از اندازه  عبارت

 

 
   شود.  یم شتريشود ، مقدار گشتاور ب شتريدو ب نيهرکدام از ا دارد. و به  یمقدار گشتاور بستگ
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دور تر از محور  ايتر و  نيموضوع سازگار است که هر چه شخص سنگ نيما از گشتاور با ا فيتعر نيا
 چرخد.   یباشد ، الا کلنگ آسان تر حول محور م

١ ی،  با  جرم هاداشته باشد    وجود  یذره ا یجرم ها نيچند ديحالا، تصور کن که به ٢
١در نقاط  بيترت ١ ٢    .ريز ريتصو  رند.در صفحه مختصات قرار دا٢

 
 ريز ريتصو هيتوان آنرا شب  یخط قرار داشته باشند ، م کي یرو ینقطه ا یجرم ها نيکه ا  یدر صورت  

  ند.  نشسته االا کلنگ  یبچه رو که  تصور کرد 

 
 

 . ميکن  یم فيتعر نيرا چن گشتاور
 ت از عبارت اس حول محور ینقطه ا یمجموعه جرم ها

 حول محور  ینقطه ا یاز  جرم ها کيجمع هر 
١ ١ ٢ ٢ ١  

، پس  ميتصور کندوران حول محور  جاديمجموعه جرم ها به ا شيگرا زانيرا به عنوان ماگر 
 نقطه یجرم ها مييگو  یصورت م نيوجود ندارد. در ا دنيچرخ یبرا  یشيباشد ، پس گرااگر 

الا کلنگ قرار  یبچه رو نيکه چند یهنگام  است.   Equilibrium  تعادل در نسبت به محور  یا
آنرا به  نيپا به زم  توانند با فشار دادن  یبچه ها م  یدارند و الا کلنگ در حالت تعادل است ، به اسان

 آورند.چرخش 
   کرد. فيتعر نيرا چنحول محور گشتاور توان   یم نيهمچن

١ ١ ٢ ٢ ٢  

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 

367 
 

در حال  نسبت به چرخش حول محور  ینقطه ا یباشد ، پس جرم هاصورت اگر  نيدر ا
   تعادل هستند.

١ ديحالا فرض کن ،  ميکه در بالا بحث کرد ینقطه ا یجرم ها بيترک٢
به  یجرم نقطه ا کياگر که  تيخاص نيبا ا ميکن دايپنقطه  کي ميخواه  یم ديو فرض کن   باشد.
و  بيبه ترتو  ی، پس گشتاور آن حول محور ها ميقرار دهدر جرم 

آن حول محور  گشتاور وشود   یمحول محور  یجرم نقطه ا کيگشتاور     باشد.
  که یبطور شود  یم

١ ١ ٢ ٢  

١ ١ ٢ ٢  
  ديگويبه ما مو  طيشرا نيا

 
١ ١ ٢ ٢  

٣  
١ ١ ٢ ٢  

   نامند.  یداده شده م ینقطه ا یجرم ها مجموعه   Center of Gravity   مرکز ثقلرا نقطه 
 

٢ یبا جرم ها ائيدو گشتاور  و مرکز ثقل اش - ١مثال ۴ ۵  نقاط  یرو بيکه به ترت٧
١ ٢ ٣ ١ ١ ٢ ٣  

  . ديکن دايدارند   را پقرار 
 پاسخ

ز رنگ ، داده شده در نقاط مربوطه هستند و نقطه قرم یها      جرم  رنگ  اهينقاط س ريز ريدر تصو
   مرکز ثقل است. همراه با مختصات آن.

 

 
   هستند. ريگشتاور ها مطابق ز٢و ١بر اساس 

٢ ١ ۴ ٣ ۵ ١ ٧ ١۵ 
٢ ٢ ۴ ١ ۵ ٢ ٧ ٣ ١٩ 
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٢چون  ۴ ۵ ٧    .ميدار٣است ، لذا بر اساس ١٨
١۵

١٨
۵

۶
و

١٩
١٨

 

 
 مسطح حول محور  یها هيگشتاور ناح

Moments of Plane Regions about the y Axis  

 
 

است ، پخش شده   مسطح هيناح کيسر تا سر  کسانيجرم بطور  کيکه  ميکن  یبه بعد فرض م نياز ا
ورق فلز باشد ، جرم در سر  کيثلا اگر م نقطه متمرکز است.  جرم در چند ميکرد  یتا کنون فرض م

در بازه و  وستهيدو تابع پ نياست ب یا هيناح ميکن  یفرض م تا سر ورق فلز پخش است. 
 که  یبطور

 
  ت آن است. مساح یمساو یفرع هيجرم هر ناح ميکن  یفرض م نيهمچن بالا.  ريتصو

فرض و  کي نيب  یبرا  باشد. پارش کي١ ميکن  یفرض م

آن قسمت  ميکن  یو فرض م  باشد.١ یدر بازه فرع یاريعدد اخت کي ميکن  یم
کوچک باشد ، مساحت   اگر  است.و ١ نيباشد که باز 

مربوط گشتاور  نيعلاوه بر ا  است. بايتقربه  مربوط
  شد.  یمتمرکز مخط  یروجرم  اگر  تمام کهباشد  یگشتاور یمساو بايتقر  ديبآبه 

  یعني
محور تا فاصله مساحت  

 
١ یکه مجموع گشتاور ها هيتمام ناحپس گشتاور    بايتقر دياست با٢

محور تا مسافت

١

ارتفاع عرض
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 ريرا مطابق زلذا در  یاست برا یمانيمجموع ر کيخود  نيباشد ، که ا
  . ميکن  یم فيتعر

۴
١

 

  ميباشد ، دارو اگر  

 

 . یکيزيف اي یهندس طيگرفتن شرا نظر بدون در رسد ،  یبه نظر م  یراست معادله بالا منطق انتگرال سمت
  یم هيناح  گشتاور  را۴راست  متسکه انتگرال  یصورت در ( نامند.  یم گشتاور معمولا آنرا 

    دارند.و احتمالات    آمار در ینقش مهم توابع یها گشتاور)  نامند.
 

  خطوط نيمحدود ب باشد ، یليمستطاگر ،حول محور  هيناح گشتاور است مطلوب -  ٢مثال 
، ، ،  

 پاسخ 
  دردر هر نقطه  ليارتفاع مستط   لذا  است.و مثال  نيدر ا
  است ، پسثابت   تابع

٢ ٢

٢ ٢
 

است ، و مساحت که  ديکن  یملاحظه م
٢

و محور مرکز  نيفاصله ب
در  شدياست که اگر تمام جرم متمرکز م یگشتاورهمان  نيکه ا ديتوجه داشته باش نيو همچن  است.

خط  ینقطه رو کي
٢

   .ريز  ريتصوو خطوط  نيراه ب ميو ن

 
 مسطح حول محور  یها هيناح یشتاور هاگ

Moments of Plane Regions about the x Axis 
و  وستهيتابع پ کينمودار  نيب  هيابتدا ، ناححول محور  هيناح کيبه گشتاور  ميگرد  یحالا بر م

  یعني ثابت باشد ، دينموقتا فرض ک  . ديريدر نظر بگ رادر و محور   ینا منف
،  
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 ميدان  یم ، ٢شباهت با مثال  توجه به با .ديکن را ملاحظه ٢مثال  ريتصو  است. ليمستط کيپس 
   شود. فيتعر ريز مطابق ديباحول محور  هيناح گشتاور

مساحت محور تا مرکز از  فاصله

٢
١
٢

٢ ١ ۵  

 پارش  کي١کنم   یثابت نباشد ، پس مانند گذشته ، فرض ماگر 
  خطوط  نيب باشد کهاز  آن قسمت ميکن  یفرض مو  کي نيبهر  یبرا  باشد.

و ١  

باشد ، پس گشتاور ١در بازه  یاريعدد اخت کيو  کوچک باشد ،اگر  .باشد
 با ارتفاع  ليمستط کيگشتاور  یمساو بايتقر ديبامحور  حولبه  مربوط

   .ريز ريتصو  باشد.حول محور ١و قاعده 

 
  یعني

١
٢

٢
١

١
٢

٢  

١مجموع  ديبامربوط به چون    یمساو بايتقر ديباباشد ، پس ٢

١
٢

٢

١

 

١ یاست برا  یمانيرمجموع  کيخود  نيباشد ، ا
٢

  . ميرس  یم ريز جهيپس به نتدر ٢

١
٢

٢ ١
٢

٢

١
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حول و  وستهيدو تابع پ  ینمودارها نيب هيناح کيتوان بسط داد به گشتاور   یمطالب بالا را م
  یعنيدر بازه محور 

١
٢

٢ ٢  

  هيناح ثقل مرکز  فيو تعرحول هر دو محور مختصات  هيناح کي  یگشتاور ها  فيتعار ليدر ذ
  . ميکن  یم خلاصه

 
 ۴.٣ فيتعر

 باشند ، و  وستهيپدر و  ميکن  یفرض م
،  

حول محور گشتاور پس   باشد.در و  ینمودار ها نيب هيناح ميکن  یو فرض م
   است. ريمطابق ز

١
٢

٢ ٢  

 است. ريمطابق زحول محور گشتاور  و

 

   شود.  یم فيتعر ريمطابق زمرکز جرم  ايمرکز ثقل باشد ، پس مساحت مثبت  یدارااگر 

،  
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 باشد.و  یو نمودار هامحور  نيب  محصور دائره مين   کي   هيناح ديفرض کن  -  ٣مثال 
  . ميکه داشته باش  یدر صورت 

٢ ٢ و ٢ ٢ برای  
  ريز ريتصو . ديکن دايرا پگشتاور ها و مرکز ثقل 

 
 

 پاسخ 
١
٢

٢ ٢ ٢ ٢ ١
٢

 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

٢
٣

٢ ٢
٣
٢ ٢

٣
٣ 

  ميداراحت مس  یبرا
١
٢

٢ 

 پس 
٢
٣

٣

١
٢

٢

۴
٣

 

١
٢

٢
 

   دورتر از مبدا مختصات.۴٢ بايقرار دارد و تقرمحور  یمرکز ثقل رو جهيدر نت
۴

٣
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  قرار دارد. محور  یاست و مرکز ثقل رو نهيقرنسبت به محور که  ميديد ٣در مثال 
   یبطور کل

قرار دارد و خط  یروباشد ، مرکز ثقل  نهيقرنسبت به خط اگر  - ١
  ريتصو بايتقر  است.

قرار دارد و خط  یروباشد ، مرکز ثقل  نهيقرنسبت به خط اگر  - ٢
  ريتصو بايتقر  است.

 

                                 
 
 

  ، مرکز آن است.  ليمستط کي ايدائره  کيمرکز ثقل  دينشان ده ۴مثال 
 پاسخ 

 و نسبت به  هياست که ناح مورد سئوال است ، پس واضح هيمرکز ناحاگر 
  ريتصو  است. هياست ، پس مرکز ثقل ناح نهيقر
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 ٧.٣ ناتيتمر
١، درفاصله الا کلنگ  کي یگرم رو لويک٣بچه به وزن  کي - ١ محور  سمت چپ یمتر۵

سمت راست  یمتر  ٢،   درفاصله  گرم لويک٢، به وزن  گريبچه د کي چرخش نشسته است. 
 شود؟   یکدام  سمت الا کلنگ بلند م  حور چرخش نشسته است.م
 
،  گريبعداً دو بچه د سمت چپ الا کلنگ نشسته باشد.  یمتر کي،   یگرم لويک١بچه  کياگر  - ٢
 یکلنگ به فواصل مساوالا  نيگرم در طرف لويک٢به وزن  یگريگرم و د لويک١۵به وزن   یکي

 که الا کلنگ به حالت تعادل یبطور ديکن دايبچه ها را پ ني، محل نشستن ا ننديشنسبت به محور چرخش بن
   .رديقرار گ

 
  . ديکن دايداده شده را پ یدر بازه هاو  ینمودار ها نيب هيمرکز ثقل ناح ريز ناتيدر تمر 

٣ ٢ ٢  
۴ ٢ ٢ ٢  

۵ ١
٢

١
٢

١ ٢  

۶ ١ ٢ ١ ١  

٧
٢

 

 
٢، اگر  ديکن ديرا پو  ینمودار ها نيب هيمرکز ثقل ناح - ٨  و ٢

   باشد.
 
٣و ٢ ینمودار ها نيب هيمرکز ثقل ناح - ٩ ٢و ۶

٣
 . ديکن دايرا پ

 
   .ديکن داياست پ ريروس آن مطابق ز که مختصات یشش ضلع هيمرکز ثقل ناح - ١٠

۶ ١ ١ ١ ۵ ١ ١ ١ ۵  
 

 ديداخل نمودار آسترو هيمرکز ثقل ناح  - ١١
٢
٣

٢
٣    .ديکن دايرا پ١
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  . ديکن دايمهم است ، پ یو معمار یرا که در مهندس ريمرکز ثقل مثلث ز - ١٢

 
 

موسوم است ، و در  یبه سه گوش قوس, را که  ريز  هيناح ثقل مرکز - ١٣
  . ديکن دايمهم است ، پ یمعمار

 
 
 
 

 ٧.٣ ناتيپاسخ تمر
١درفاصله ،  الا کلنگ کي یگرم رو لويک٣بچه به وزن  کي   -١ محور  سمت چپ یمتر۵

سمت راست محور  یمتر  ٢  درفاصله گرم لويک٢، به وزن  گريبچه د کي چرخش نشسته است. 
 شود؟   یکدام  سمت الا کلنگ بلند م  ت.چرخش نشسته اس

 پاسخ 
سمت راست محور مثبت   قسمت که  یبطور , ميده  یمحور چرخش قرار م یرا روصفر محور 

   .ديا یبدست م ريپس گشتاور دو بچه مطابق ز  باشد.
٣ ١ ۵ ٢ ٢ ۵ 

   رود.  یپس سمت راست الا کلنگ بالا م
 
،  گريبعداً دو بچه د سمت چپ الا کلنگ نشسته باشد.  یمتر کي،   یگرم لويک١بچه  کياگر  - ٢
 یالا کلنگ به فواصل مساو نيگرم در طرف لويک٢به وزن  یگريگرم و د لويک١۵به وزن   یکي

 که الا کلنگ به حالت تعادل یبطور ديکن دايبچه ها را پ ني، محل نشستن ا نندينسبت به محور چرخش بنش
   .رديقرار گ
 پاسخ 
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به طرف بچه که قسمت مثبت محور  یبطور ميده  یمحور چرخش قرار م یرا رو مبدا محور 
  یسمت منف  یگرم لويک٢و بچه سمت مثبت   یگرام لويک١۵اگر بچه   باشد.  یگرم لويک١

   بر قرار باشد. ريمعادله ز ديبابر قرار شود  تعادل مياگر بخواه پس ، ننديبنش
١ ١ ١۵ ٢  

١ ۵  
٢ 

نشسته ، قرار   یگرم لويک١محور چرخش همان طرف که بچه  یدو متر ديبا  یگرم لويک١۵پس بچه 
   . نديبنش گريچرخش در سمت د  محور یدو متر  یگرم لويک٢، و بچه  رديگ
 
  

  . ديکن دايداده شده را پ یدر بازه هاو  ینمودار ها نيب هيثقل ناحمرکز  ريز ناتيدر تمر
٣ ٢ ٢  

١
٢

٢ ٢
٢ ١

٢
١
٣

٣ ۴ ٢ ٨
٣

٢
 

٢ ٢ ٢
١
٣

٣ ٢ ٢ ٢
٣

٢٢
 

٢
١
٢

٢ ٢ ٢ ۶
٢

 

٢
٣
۶

١
٩

٨
٣
۶

۴
٩

 

١
٩

۴
٩

 

 
۴ ٢ ٢ ٢  

١
٢

٢
٢

٢
٢٢

 

٢ ٢ ۴ ٢ ٢
٢٢

 

٢ ٢ ٢
٣

٣ ٢ ٨
٣

 

٢ ٢ ۴ ٢ ۴ ٢ ٢ ۴
٢٢
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٨
٣
۴

٢
٣ ۴

 

٢
٣

 

 

۵ ١
٢

١
٢

١ ٢  
١
٢

١
۴

١
۴٢

١
 

١
٢

١
۵

١
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٢، اگر  ديکن ديرا پو  ینمودار ها نيب هيمرکز ثقل ناح - ٨  و ٢

  باشد.
 پاسخ  

  کنند اگر  یم قطعرا  گريد هيدر و  ینمودار ها
٢ ٢  

 پس
٢ ٢ برای  
٢ ٢ برای  
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٣٨
٣۵

 

 
٣و ٢ ینمودار ها نيب هيمرکز ثقل ناح - ٩ ٢و ۶

٣
 . ديکن دايرا پ

 پاسخ 

 
٣و ٢ ینمودار ها ٢و ۶

٣
قطع را در  گريکديدو به دو 

 که  یکنند بطور  یم
٢ ٣ ۶ 

٢
٢

٣
 

٣ ۶
٢

٣
 

١ ميدار بيبالا به ترت یاز معادله ها  باشد. ١ ٢ 
٣ فياستفاده از تعر یبرا   ميکن  یفرض م۵

٢ برای ١ ١
٣ ۶ برای ١ ٢
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   .ديکن داياست پ ريروس آن مطابق ز که مختصات یشش ضلع هيمرکز ثقل ناح - ١٠
۶ ١ ١ ١ ۵ ١ ١ ١ ۵  

 پاسخ 

 
٣  
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 ديداخل نمودار آسترو هيمرکز ثقل ناح  - ١١
٢
٣

٢
٣    .ديکن دايرا پ١

 
  پاسخ

 
 

 
  . ديکن دايمهم است ، پ یو معمار یرا که در مهندس ريمرکز ثقل مثلث ز - ١١

 
 پاسخ 

  ميکن  یحالا فرض م است. است ، پس  نهيقرمثلث نسبت به محور 
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موسوم است ، و در  یبه سه گوش قوس, را که  ريز  هيناح ثقل مرکز - ١٢
  . ديکن دايمهم است ، پ یمعمار

 
 پاسخ 

٢ ميکن  یفرض م
  باشد. و ٢
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  Hydrostatic Force يکاستات يدروفشار ه – يزيکانتگرال و ف  ٣. ٨
 يکصفحه مانند  يک آب ساکن بر  فشار يعنی , يمکن  یبحث م يکاستات يدرودر مورد فشار هبخش  يندر ا

 سد.  يا يوارد
  است. دهنده آب لياز عناصر تشک  یکي دروژني. هدياشنا هست   يدروژنحتما با نام ه

 کيالکتر دروي، ه کيناميد درويمربوط به آب مانند ه اي آبدار یاست به معن شونديپ کي درويه
   .رويو غ

 یرويبعلت  ن  در حال  تعادل که اليعبارت است از فشار وارد شده توسط س کياستات درويپس فشار ه
  گردد.   یجاذبه اعمال م

  Hydrostatic Pressure کياستات درويفشار ه
 ينهر چه ا غواص است.  یفشار بخاطر وزن آب رو ينا شود.   یرا متحمل م یغواص فشار يک

  شود.   یم يشترفشار ب ينتر برود ، ا ينغواص پائ
آن  یبرا فيتعر کيو  ميقرار ده ليو تحل هيمورد تجز شتريرا ب يدهپد ينا يداجازه ده

  . ميکن دايپ
سطح آب قرار  ريز یفوتکه در عمق  ديريفوت مربع را در نظر بگبه مساحت  یافق صفحه  کي

  ريتصو  دارد.

       
بر  ) آب وزن( وزنش یمساو يروین يکصفحه قرار دارد ،  یبالا يماآن قسمت از آب که مستق

فوت  کياست و وزن ارد ، صفحه قرار د یبالا مايکه مستق یچون حجم آب  کند.  یصفحه وارد م
۶٢مکعب آب    . ديآ  یبدست م ريمطابق ز یروين اي، پس فشار   استپوند ۵

 
۶٢ ۵  

  داشت.  مي، خواه ميکن ميتقساگر دو طرف معادله بالا را بر 

۶٢ ۵ ١  

آن پوند  اسينامند و مق  یصفحه م یبر رو Hydrostatic Force   کياستات درويفشار هرا مقدار 
  فوت مربع است.  بر

  عمق صفحه دارد.ه ندارد ، بلکه فقط ب ی، به سطح آن بستگ یصفحه افق کي یرو کياستات درويفشار ه
 کيتاتاس دروي، در مورد فشار ه ميکن  یصحبت م کياستات درويکه در مورد فشار ه ی، هنگام جهيدر نت

آن نقطه  که شامل یهر صفحه افق یرو کياستات درويفشار ه یعني  .ميکن  یآب صحبت م رينقطه ز کيبر 
قانون  قتيدر حق  شود.  ی، بلکه در تمام جهات اعمال م نيينه تنها به طرف پا کياستات درويفشار ه  است.
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نقطه در تمام جوانب بطور  کيبر  کياستات درويهفشار  ديگو  یمپاسکال 
  ريتصو  شود.  یاعمال م یمساو
۶٢سطح آب باشد ، پس مقدار فشار بر آن نقطه  ريفوت زنقطه ،  کياگر  لذا هر چه   است.۵

   آن است. یرو شتريب کياستات درويتر رود ، فشار ه نييصفحه در عمق آب پا
  . ميصحبت کن یصفحه عمود کي یرو کياستات درويدر مورد  فشار ه ميحالا آمده هست

  Hydrostatic Force on a Vertical Plate یصفحه عمود کيبر  کياستات درويفشار ه 
و سد هم  یعمود واريد کي، در مورد  یصفحه عمود کي بر کياستات درويبحث ما در مورد   فشار ه

  کار برد دارد. 
 ديفرض کن که جهت مثبت به طرف بالا باشد.  ی، بطور ميده  یقرار م یرا عمودابتدا محور 

 باشد.محور  یروتا آن قسمت از صفحه که در آب است از  ديسطح آب و فرض کن
  و ريتصو 

 
 

در  است. پس  صفحه از سطح آب بالا تر است.  یکه انتها يدکن  یملاحظه م  يرتصو در
 است. که  یتر از سطح آب است بطور نييصفحه پا یانتها ريکه در تصو  یصورت
در  يمکن  یباشد و فرض معرض صفحه در عمق  ميکن  یفرض م نيهمچن

   باشد. وستهيپ
 فرضو  کي نيبهر  یبرا  باشد. پارش کي١ ميکن  یفرض م

کوچک باشد ، مساحت اگر   باشد.١ یدر بازه فرع یاريعدد اخت کي ميکن  یم
  است. یمساو بايتقر یعنيقرار دارد ، و ١ نيآن قسمت از صفحه که ب

 یمساو بايتقرفشار وارد بر هر نقطه  ميدان  یم١بر اساس  فرمول  نيعلاوه بر ا ريتصو
۶٢است با  است با حاصل ضرب فشار  یمساو بايتقربر پس فشار ۵

۶٢  لذا در مساحت آن بر ۵
فشار مساحت ۶٢ ۵  

١ یبر صفحه ، عبارت  است از مجموع فشار هاچون فشار    بايتقر ديباپس ٢

۶٢ ۵

فشار

١

مساحت

 

۶٢تابع  یاست برا یمانيمجموع ر کيخود  نيو ا  فيتعر جهيدر نتدر ۵
   .ميدارفشار  یبرا ريز
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۶٢ ۵
١

۶٢ ۵  

 ۶.٣ يفتعر
 از آن در آب قرار دارد، و سطح آب   یقسمت يابطور کامل  یصفحه عمود يک يمکن  یفرض م

 باشد. محور  یرو ايآن قسمت از صفحه که در آب قرار دارد ، از  ميکن  یفرض م  است.
 در  ميکن  یفرض م و  باشد. یعرض  صفحه برا ميکن  یفرض م

  است.  ريبر صفحه توسط آب مطابق ز کياستات درويفشار هپس   باشد. وستهيپ

۶٢ ۵ ٢  

۶٢ دي، پس با ميداشته باش نيبنز  مثلا ی گريد عيآب ما یاگر بجا فوت مکعب آن  کيرا با وزن ۵
  . ميعوض کن عيما
 

١فوت و عرض ٣به ارتفاع  نيلساقا یمثلث متساو کي- ١مثال   یعمود واريد کي یفوت رو۵
 ريتصو  سطح آب است. ريفوت ز۶آن  يیکه راس انتها یاستخر شنا قرار دارد ، بطور کي

   .صفحه رب کياستات ودريه رفشا تاس بمطلو

 
 پاسخ 

تا   صورت صفحه از  يندر ا  .يمده  یراس مثلث قرار م یکار ، مبدا را رو  یراحت یبرا
و چون عرض مثلث نصف ارتفاع است ، پس   است.۶و عمق در هر نقطه   ادامه دارد.٣

  ميداردر هر نقطه از  شود  یم جهيمتشابه نت یاز مثلث ها
١
٢
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   .ميدار٢پس بر اساس 

۶٢ ۵ ۶
١
٢

٣١ ٢۵ ۶ ٢

٣٣
 

٣١ ٢۵ ٣ ٢
٣

٣
٣ ٣١ ٢۵ ١٨ ۵۶٢ ۵  پوند

 ميتوانست  یسطح آب ، پس م ريگرفت که راس آن به طرف بالا و سه فوت ز  یقرار م یاگر مثلث طور
ادامه داشت و ٣تا ، صفحه از  زيصورت ن نيدرا.ميمبدا قرار ده یقاعده مثلث را رو

  ميمتشابه دار یبا توجه به مثلث هاا حالا ام  بود.  یم۶عمق هر نقطه 

١ ۵
٣

٣
٣

٢
 

 لذا ، ريتصو

۶٢ ۵ ۶
٣

٢
٣١ ٢۵ ١٨ ٩ ٢

٣٣
 

٣١ ٢۵ ١٨
٩
٢

٢
٣

٣
٣ ٣١ ٢۵ ٢٢ ۵ ٧ ٣ ١٢۵  پوند
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 ٨.٣ ناتيتمر
بر   کياستات درويهم سطح آب باشد ، مقدار فشار ه ١مثال   شکل  یمثلث صفحهراس   ديفرض کن - ١

   .ديصفحه را حساب کن
 
راس آن به طرف   که استالضلاع  یابشخور  به شکل مثلث متساو کي  یانتها ديفرض کن - - ٢
ابشخور باشد ،  یانتها یفوت بالا کياگر سطح آب  فوت است. ٢طول هر ضلع آن   واست  نيپائ

  . ديابشخور را حساب کن یبر انتها کيرو استات ديفشار ه
 
 نياطراف ا است.  یعمود یها واريد   یفواره آب قرار دارد دارا کياطراف   استخر که کي - ٣

قرار   است فوت٢ول هر ضلع آنها الضلاع که ط یمتساو یبه شکل مثلث ها  يیاستخر چراغ ها
هر  بر کياستات درويه فشار ها است.   مثلث یفوت بالا تر از انتها٣سطح آب  ديفرض کن  دارد.

    است. ريز ريقرار گرفتن چراغ ها مطابق تصو بيترت . دياز چراغ ها را حساب کن کي

 
 
اما به   فوت است در آب غوطه ور است. ١جعبه مکعب شکل که هر کدام از ابعاد آن  کي - ۴

فشار تفاضل   که دينشان ده  سطح آب باشد. یموازآن  هيو رود ديفرض کن رسد.   یآب نم یانتها
با  است یجعبه مساو ینييپا هيرو بر کياستات درويفشار ه و جعبه یبالا هيبر رو کياستات درويه

۶٢   پوند. ۵
 معروف است.   Buoyant force  شناور یروينتفاضل بنام   نيا

کند ،   یشناور وارد م یرويدر آن قرار گرفته ، ن که  یبه جسم یاليسهر  ديگو  یم دسيقانون ارشم
  جابجا شده است.  اليّ برابر وزن س روين نياندازه ا
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 ٨.٣ يناتتمرپاسخ 
بر   کياستات درويهم سطح آب باشد ، مقدار فشار ه ١مثال   شکل  یمثلث صفحهراس  ديفرض کن - ١

   .ديصفحه را حساب کن
 پاسخ 

، ی، بجا را ٣اما ،  ميده  یرا ادامه م کيحل مثال     .ميدار سپ ، ميبر  یم ربکا۶

۶٢ ۵ ٣
١
٢

٣١ ٢۵ ٣ ٢
٣٣

 

٣١ ٢۵
٣
٢

٢ ١
٣

٣ ٣ ٣١ ٢۵
٩
٢

١۴ ۶٢۵ پوند  

 
 نيراس آن به طرف پائ  که استالضلاع  یابشخور  به شکل مثلث متساو کي  یانتها ديفرض کن - ٢

ابشخور باشد ، فشار  یانتها یفوت بالا کياگر سطح آب  فوت است. ٢طول هر ضلع آن   واست 
  . ديابشخور را حساب کن یبر انتها کيرو استات ديه

 پاسخ 

 
است و پس   .ميده  یسطح آب قرار م یمبدا را رو

٢
١

٣
 که  یبطور
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٢ ٣

٣
١  

۶٢ ۵
٢ ٣

٣
١

١
 

١٢۵ ٣

٣
١
٣

٣ ١
٢

٢
١

١٢۵ ٣

١٨
١٢ ٢٨١ پوند  

 
 نياطراف ا است.  یعمود یها واريد   یفواره آب قرار دارد دارا کياطراف   استخر که کي- ٣

قرار   است فوت٢ول هر ضلع آنها الضلاع که ط یمتساو یبه شکل مثلث ها  يیاستخر چراغ ها
هر  بر کياستات درويه فشار ها است.   مثلث یفوت بالا تر از انتها٣سطح آب  ديفرض کن  دارد.

   است. ريز ريقرار گرفتن چراغ ها مطابق تصو بيترت . دياز چراغ ها را حساب کن کي

 
 پاسخ 

و راس آنها به طرف بالا است ،  که يیمثلث ها یبرا
٢

٣

٣
که  یاست بطور

٢ ٣

٣
 پس   است.٣

۶٢ ۵
٢ ٣

٣
٣

٣ ٣

٣
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١٢۵ ٣

٣
١
٣

٣ ٣
٢

٢ ٣ ٣

٣
 

١٢۵ ٣

٣
٩
٢

٣ ١٩٩ ٧۶  پوند

و ت ، اس نيراس آنها به طرف پاا  که يیمثلث ها  یبرا
٢

٣ ٣

٣
 یاست بطور

 که 

٢ ٣

٣
٣ ٣  

۶٢ ۵
٢ ٣

٣
٣ ٣

٣ ٣

٣
 

١٢۵ ٣

٣

٣ ٣

٢
٢ ١

٣
٣ ٣ ٣

٣
 

١٢۵ ٣

٣
٩
٢

٣

٢
٢۶٢ ٢۶  پوند
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اما به   فوت است در آب غوطه ور است. ١جعبه مکعب شکل که هر کدام از ابعاد آن  کي - ۴
تفاضل  فشار  که دينشان ده  سطح آب باشد. یموازآن  هيدو رو ديفرض کن رسد.   یآب نم یانتها

با  است یجعبه مساو ینييپا هيرو بر کياستات درويفشار ه و جعبه یبالا هيبر رو کياستات درويه
۶٢   پوند. ۵

 معروف است.   Buoyant force  شناور یروينتفاضل بنام   نيا 
کند ،   یشناور وارد م یرويکه در آن قرار گرفته ، ن  یبه جسم یاليهر س ديگو  یم دسين ارشمقانو

  جابجا شده است.  اليّ برابر وزن س روين نياندازه ا
  خپاس

  هيرو بر  کياستات ودريه رفشا ،باشد  هداشت هفاصل بآ حسط ات تفو هجعب  يیبالا هيرو راگ
  زا تاس  عبارت يیبالا

۶٢ ۵ ١ ۶٢ ۵  
  زا تاس تعبار یينيپا هيرو رب کياستات ودريه رفشا

۶٢ ۵ ١ ١ ۶٢ ۵ ١  
  زا تاس تعبار رفشا ود نيا نيب لتفاض

۶٢ ۵ ١ ۶٢ ۵ ۶٢ ۵  پوند
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  Polar Coordinates یدستگاه مختصات قطب - ٩.٣   
 یاما دسگاه ها . يممشخص کرده ا  یصفحه را با دستگاه مختصات دکارت یرو یتا کنون هر نقطه ا

دستگاه  را به شما  ينبخش ا يندر ا است.  یآنها ، دستگاه مختصات قطب ينتر هم هستند ، که مهم يگرید
  . يمکن  یم  یمعرف

 
  The Polar Coordinate System یتصات قطبدستگاه مخ

 يمکن  ی، بجز مبدا ، فرض م مانند  هر نقطه یبرا . يمکن  یشروع م یبا دستگاه  مختصات دکارت
قسمت  یآن رو هيباشد که ضلع اول هيزاو کيو مبدا باشد ، و  نيفاصله ب
 بهرا است که نقطه   یپاره خط یرو هيرار دارد و ضلع ثانوقمثبت محور 

  ريتصو کند.   یمتصل م مبدا
  ريتصو

 
 

 گريخط د کيقرار دارد و آن   یرونقطه  کيو ثابت که  ميخط مستق کياست از عبارت   هيضلع اول
  ريتصو نامند.   یم یخط دوم را خط ثانو بدهد.  هياوز کي ليتشکچرخد تا   یحول آن نقطه م

  ريتصو

 
 

  ريتصو نامند.   یمنقطه  Set of Polar Coordinates  یمختصات قطبرا   يیدو تا
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٢ از یمضرب هر زوج از   اختلاف  وجود دارد.یانتخاب برا تينها  یبهر  یبرا  .است 
پس باشد ، محور  یرومثلا اگر نقطه 

٢
  ريتصو  انتخاب است. کي

۵ نيهمچن
٢

  ريتصو باشد.  گريتواند انتخاب د  یهم م

                 
 

را هم در نظر ،  ميداشته باش یهر گاه مختصات قطبکار   یراحت یپس برا
  . ميريگ  یم
هم  ريباشد ، پس هر کدام از مختصات ز یبرا یمختصات قطب کي    اگر , گريعبارت  د به
  تواند باشد.     یم یبرا یمختصات قطب کي

٢ ،  
٢ ١ ،  

 
مختصات  یقرار دارد و دارا١ یکه رو ینقطه او  یها ريصوبه ت ميگرد  یباز بر م

١
٢

    همان نقطه باشند. یتوانند برا  یهم م رياست ، مختصات ز
 
 

١
۵
٢

١
٢

١
٣
٢
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  یعلاوه بر مختصات اصل یمختصات قطب تينها  یبهر نقطه   یبراتوان    یم که  نياما ، با وجود ا
 استدارد و آن  یمختصات قطب کيفقط نقطه  مييکه بگو مياصرار داردر نظر گرفت ، 

   باشد.٢و که  یبطور
   باشد.   یتوانند هر عدد  یمکه  یاست، بطور ی، مبدا مختصات قطب تيو در نها

۵نقطه     متعدداست از مختصات  یگريد شينماهم  ريتصو
٣

 
  ريتصو

 

 
   همراه با مختصات آنها. یصفحه مختصات قطب یهم چند نقطه رو٢تصوير 

 ٢تصوير 
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  يگرد يکبه  یو قطب یمختصات دکارت يلتبد
Conversion Between Cartesian and Ploar Coordinates 

که  يمده  یحالا نشان م . یقطب دارد و هم مختصات   یهم مختصات دکارت،  صفحه یرو یهر نقطه ا
 یمختصات قطب یدارانقطه  يک يدفرض کن  است. يرامکان پذ يگریمختصات به د يک يلتبد

 جهينت نوسيو کس نوسيس فيبر اساس تعر  است. یمختصات دکارت یاست و دارا
 که  ميريگ  یم

cos و ٢  
  ريتصوو  ريتمام مقاد یاست برا

 
 

 نيشوند ، و همچن  یمشخص مو     تنها توسطو که  ديکن  یملاحظه م٢بر اساس 
    .ميآور  یرا بدست م ريز یفرمول ها

 
 

٢ ٢ ٢ و tan برای ٣  
 

٣نقطه   یمختصات دکارت  -١مثال  ٢٣
۶

   .ديکن دايرا پ
 پاسخ 

 که  ميريگ  یم جهينت٢از فرمول 

٣
٢٣

۶
٣

۶
٣

۶

٣ ٣

٢
 

٣
٢٣

۶
٣

۶
٣

۶
٣
٢

 

شود   یم یپس مختصات دکارت
٣ ٣

٢
٣
٢
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۵ یبا مختصات دکارتنقطه  یتمام مختصات قطب  - ٢مثال  ۵   . ديکن دايرا پ٣

 پاسخ 
  . ميدار٣از فرمول  . ميکن  یم دايپنقطه  یبرا یابتدا مختصات قطب

٢ ۵
٢

۵ ٣
٢

٢۵ ٧۵ ١  

   است.١پس 

۵ ٣

۵
٣ ۴  

۵که نقطه  قتيحق نيو ا۴از  ۵ که  ميريگ  یم جهيدر ربع دوم قرار دارد ، پس نت٣

٢
٣

١ یمختصات قطب  مجموعه کي پس   است. ٢
٣

 نياز ا یگريهر مجموعه داست و 
   را دارا باشد. ريز مختصات دينقطه با

١
٢
٣

٢ ،  

١
۵
٣

٢ ،  

 
  Polar Equations and Graphsو نمودار ها  یقطب یمعادله ها

 ني، همچن ميکن را رسمو  ینمودار معادله شامل مختصات دکارت ميتوان  یهمان طور که م
 یمعادله ا نيچن ینمودار قطب . ميرا رسم کنو  ینمودار معادله شامل مختصات قطب ميتوان یم

   باشند.مختصات  یاست که دارا یمجموعه نقاط
 

٢دائره  یقطبمعادله  - ٣مثال  ٢   ريتصو است. .  ديکن دايرا پ٢
 پاسخ 

٢که  ميشو  یمتوجه م٣با استفاده از فرمول     است. ايو ٢
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٢یبرا یمعادله قطب کي- ۴مثال    ريتصو . ديکن دايپ٢
 پاسخ 

  ايو ٢ ميدار٣و ٢با استفاده از 
٢ یبرا یمعادله قطب قيطر نيبه هم   ريتصوشود  یم٢

 
 هيگذرد و زاو  یکه از مبدا م  یخط یبرا ديکن دايپ یمعادله قطب کي   -۵مثال 

۴
نسبت به قسمت مثبت 

  ريتصو کند.   یم جاديامحور 

 
 

 پاسخ 
مختصات  یخط دارا نيا یرو یکه هر نقطه ا ميشو  یمتوجه م یمختصات قطب فيبر اساس تعر

۴
پس معادله خط   صفر باشد. ايو   یمنف ايتواند مثبت ،   یمکه  یاست بطور

۴
   است.

  . ديکن  یم را ملاحظه یقطب ینمودار ها نهيسه نوع قر ريز ريتصاو

 
 

  است.  یقطب ینمودار ها یها نهياز قر یم خلاصه اه ريجدول ز
  نهيقر طيشرا  نهيقر

 معادله را بر قرار کند.  ايو اگر  نسبت به محور 
 معادله را بر قرار کند. ايو اگر  نسبت به محور 

 معادله را بر قرار کند. ايو اگر  نسبت به مبدا 
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  . ديرا رسم کن١ ديينمودار آستر ۶مثال 
 پاسخ 

که نمودار  ميريگ  یم جهيپس از جدول بالا نت  است  که ديکن  یابتدا ملاحظه م
است ، پس لازم است ٢ یاوبدوره تن یدارا نوسيبع سپس چون تا  است. نهيقرنسبت به محور 

 نيب ريفقط مقاد
٢

و 
٢

بودن  نهينمودار را با استفاده از قر هيسپس بق , ميريدر نظر بگ یرا برا
   . ميکن  یم رسم 

  . ميآور  یم بدست  ريجدول ز چند نقطه در

٢
 

۶
  

۶
 

٢
  

٣ ٢
٢

 
١ ١

٢
 

 ١  

  
١نمودار  -٧مثال   

٢
   .ديرا رسم کن

 پاسخ 
 نيب ريپس فقط لازم است مقاد  است. نهيقرنسبت به محور پس نمودار چون 

در جدول   .ميکن  یدار را کامل م، نمو نهي.  ، سپس با استفاده از قرميريدر نظر بگ یبراصفر و 
   .ميآور  یچند نقطه را بدست م ريز

 ٢
٣

 ٢
 

٣
   

١
٢

 
 ١

٢
 

٣ ١
٢

 
١
٢
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cos یرز سه برگ  مودار گلن   -٨مثال   .  ديرا رسم کن٣

 پاسخ 
  یرا برا٣ودار معادله پس نم  است. نهيقرنسبت به محور  ینمودار قطب

 
چند نقطه را به ما  ريجججدول ز   .ميکن  ینمودار را رسم م هيبق نهيو سپس با استفاده از قر ميکن  یرسم م

   .دهديم
 ٢

٣
 ٢

 
٣

   

٣ ١ ١  ١ ١  
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 ٩.٣ ناتيتمر
  . ديکن ليتبد یرا به مختصات دکارت ريز یمختصات قطب - ١

٣
۴

٢
۶

٣
٧
٣

۵ ٢
٢

 

٢
٣
٢

۴
٣
۴

۶
٧

١
٢٣

٣
 

١
٢٣

٣
 

 
  . ديسيبنو یقطب دستگاه در  یداده شده را به صورت معادله ها یمعادله ها ريز ناتيدر تمر

٢ ٢ ٣ ۴ 
٣ ٢ ٩ ٢ ١ 

۴           ٢ ٢
٢

٢ ٢ 

۵ ٢ ٢ ٢ ٣ ٢  

۶ ٢
٢ ٣
١

 

 
  . ديکن ليتبد   یدستگاه  دکارت ر د یهارا به صورت معادله  یقطبدردستگاه  یهامعادله  ريز ناتيدر تمر

٧ ٣  
٨ ٣ 
٩ ٢  

 
 است.٢ یمانند نمودار قطب١معادله  ینمودار قطب دينشان ده- ١٠

  
ست راحت تر باشد اگر ابتدا ، معادله اممکن   .ديداده شده را رسم  کن ینمودار معادله ها ريز ناتيدر تمر

   .ديکن ليتبد یرا به صورت معادله در دستگاه دکارت
١١ ۵ 
١٢  

١٣
٧
۶

 

١۴ ۵ 

١۵
٣
٢
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١۶
٣

٢ 

١٧ ٢  
١٨ ١ 
١٩ ٢ ٢ ٩ ٢ ٩ 

٢
١
۴

 

 
  . ديها توجه کن نهيبه قر . ديداده شده را رسم کن یها  معادله یهانمودار ريز ناتيدر تمر

٢١ ٢ ٢  
٢٢ ۴ ٣  
٢٣ ٢ ۶  

٢۴
٢

 

٢۵ ٢ ٢۵  
٢۶ ٢ ۴ ٢  
٢٧ ٢  
٢٨ ٣  
٢٩ ٢  
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 ٩.٣ ناتيپاسخ تمر
  . ديکن ليتبد یرا به مختصات دکارت ريز یمختصات قطب - ١

٣
۴

٢
۶

٣
٧
٣

۵ ٢
٢

 

٢
٣
٢

۴
٣
۴

۶
٧

١
٢٣

٣
 

١
٢٣

٣
 

 پاسخ ها 

٣
۴

٣ ٢

٢
٣

۴

٣ ٢

٢
دکارتی مختصات

٣ ٢

٢

٣ ٢

٢
 

٢
۶

٣ ٢
۶

١ ؛ دکارتی مختصات ٣ ١  

٣
٧
٣

٣
٢

٣
٧
٣

٣ ٣

٢
؛ دکارتی مختصات

٣
٢

٣ ٣

٢
 

۵ ۵ ۵ دکارتی مختصات ۵  

٢
٢

٢
٢

٢ دکارتی مختصات ٢  

٢
٣
٢

٢
٣
٢

٢ دکارتی مختصات ٢  

۴
٣
۴

٢ ٢ ۴
٣
۴

٢ ٢ دکارتی مختصات ٢ ٢ ٢ ٢  

۶
٧

۶
٧

دکارتی مختصات  

١
٢٣

٣
١
٢

١
٢٣

٣

٣

٢
دکارتی مختصات

١
٢

٣

٢
 

١
٢٣

٣
١

٢
١

٢٣
٣

٣

٢
دکارتی مختصات

١
٢

٣

٢
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  . ديسيبنو یقطب دستگاه در  یداده شده را به صورت معادله ها یمعادله ها ريز ناتيدر تمر
٢ ٢ ٣ ۴ 

٢اگر  ٣ ٢باشد ، پس ۴ ٣  پس   است.۴
۴

٢ ٣
 

 
٣ ٢ ٩ ٢ ١ 

٢اگر  ٩ ٢ ٢باشد ، پس ١ ٢ ٩ ٢ ٢  پس   است.١

٢ ١
٢ ٩ ٢

١
٨ ٢ ١

 

١

٨ ٢ ١
 

 

۴           ٢ ٢
٢

٢ ٢ 

٢اگر  ٢
٢

٢ ٢باشد ، پس ٢
٢

٢ ٢ ٢  است. پس ٢
۴ ٢ ٢ ٢ ٢  

 
۵ ٢ ٢ ٢ ٣ ٢  

٢اگر  ٢ ٢ ٣ ٢باشد ، پس ٢ ٢ ٢ ٣ ٢   است.٢
٢

٢ ٣ ٢
 

 

۶ ٢
٢ ٣
١

 

٢اگر 
٢ ٣
١

٢باشد ، پس  ٢
٢ ٢ ٣

١
  پس  است.

٢ ١ ٢ ٣  
٣ ٢ ٢

٢ ٣

٣ ٢ ٢
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  . ديکن ليتبد   یدستگاه  دکارت ر د یرا به صورت معادله ها یدردستگاه قطب یمعادله ها ريز ناتيدر تمر
٧ ٣  

٢باشد ، پس ٣اگر  ٢ اي است و٣ ٢ ٣ 
 

٨ ٣ 
cosباشد ، پس ٣اگر   است ، پس ٣

٣  
٣  

٩ ٢  
٢اگر  ٣باشد ، پس ٢  است. لذا ٢

٢ ٢
٣
٢ ٢  

٢ ٢
٣

۴ ٢ ٢ 
 

 
 است.٢ یمانند نمودار قطب١معادله  ینمودار قطب دينشان ده- ١٠

    پاسخ
باشد ، اگر  است. ٢  معادل ١باشد ، پس اگر

 هر  یکند ، برا  یم  قراررا بر ٢معادله دا است ، پس که معادل مب
هر  ینمودار قطب یپس مبدا رو  کنند.  یرا بر قرار م١معادله که   یصورت در

   هستند.  یکي یقطب یدو معادله است ، و لذا نمودار ها
 

ممکن است راحت تر باشد اگر ابتدا ، معادله   .ديداده شده را رسم  کن یودار معادله هانم ريز ناتيدر تمر
   .ديکن ليتبد یرا به صورت معادله در دستگاه دکارت

١١ ۵ 
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١٢  

 

١٣
٧
۶

 

                 
 

١۴ ۵ 

 

١۵
٣
٢
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١۶
٣

٢ 

 
 

١٧ ٢  

 
 

   ١٨ ١ 
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١٩ ٢ ٢ ٩ ٢ ٩ 

 
 

٢
١
۴

 

 
 
 

  . ديها توجه کن نهيبه قر . ديرا رسم کنداده شده  یها  معادله ینمودارها ريز ناتيدر تمر
٢١ ٢ ٢  

  نسبت به هر دو محور و مبدا.  نهيقر
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٢٢ ۴ ٣  

 نسبت به محور  نهيقر

 
٢٣ ٢ ۶  

  نسبت به هر دو محور و مبدا.  نهيقر
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٢۴
٢

 

 نمودار باشد ،  یرو،       اگر   توجه : نسبت به هر دو محور و مبدا.  نهيقر
٢  

   .است رنمودا یرو مه

 
٢۵ ٢ ٢۵  

  نسبت به هر دو محور و مبدا.  نهيقر
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٢۶ ٢ ۴ ٢  
  نسبت به هر دو محور و مبدا.  نهيقر

 
٢٧ ٢  

 نسبت به محور  نهيقر
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٢٨ ٣  
  نسبت به هر دو محور و مبدا.  نهيقر

 
٢٩ ٢  

 نسبت به محور  نهيقر
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  Area in Polar Coordinates یمختصات قطبمساحت در  -  ١٠.٣
٣همان طور که در بخش  آسان تر  یمختصات قطب ستميها در س یاز منحن یاريبس في، توص ميديد٩

در  ینواح یاز مورد ، محاسبه مساحت ها ی اريدر بس است.  یمختصات دکارت ستميانها در س فياز تعر
١در بخش   آسان تر است. یدستگاه مختصات قطب مقدمات محاسبه    مياست خو  یکه م یهنگام٢

با جمع را  هيو مساحت کل ناح ميکرد  یم ميکوچک تقس یها ليرا به مستط هيناح م،يده حيمساحت را توض
 کيمحاسبه مساحت  یبرا یقطب ستميدر س  .ميآورد  یکوچک بدست م یها ليمستط یکردن مساحت ها

مساحت آنها  ريتصو . ميکن  یم ميقطاع تقس  چند به تزايپ یانرا مانند برش ها، ري، تصو هيناح
   .مياور  یو سپس مجموع آنها رابدست م ميکن  یرا حساب م

تصوير تصوير  

                          
 

  ريتصو . ميکن  یرا محاسبه مو شعاع  هيبا زاوشروع ، مساحت قطاع   یبرا
 

 
عبارت است از قطاع  يک چون مساحت

٢
   .ميدارپس ٢ یعنيضرب در مساحت دائره 

٢
٢ ١

٢
٢ ١  

که  یشده است به شرط فيتعرکه در  ديريرا در نظر بگ  یو نا منف يوستهتابع پ يکحالا 
صفحه  یدر رو ینقاط هيکل باشد که شامل یا هيناح ديفرض کن و باشد٢

   را بر قرار کنند. ريز  یها معادلهنا  آن یقطب مختصات  که مختصات بدشد
و  
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پارش  کي١ ميکن  یفرض م  است.کردن مساحت  فيهدف ما تعر
اگر   باشد.١ ميکن  یفرض مو  کي نيبهر  یو برا  باشد.،
   یعني کوچک باشد ، پس باشد ، و اگر ١در بازه  یاريعدد اخت کي

 قطاع    کي مساحت  یمساو بايتقر ديباو ١خطوط  نيبآن  قسمت  مساحت
  ريتصو  باشد.و شعاع      هيزاو با

 
 بايتقرپس  ميسيبنو یبجا و ميسيبنو یبجا١در  فرمول اگر   

١
٢

    یمساحت ها جمع با است یمساو مساحت یعنيچون  .است ٢

١  یمساو بايتقر ديباپس  است  ،٢

١
٢

٢

١

 

١ یاست برا يمانیمجموع ر يکخود  ينو ا  باشد.
٢

 ديبامساحت  یعنيلذا در ٢
   باشد. ريز فرمول مطابق

١
٢

٢ ١
٢

٢

١

 

 طيشرا با و یقطب مختصات  بامختصات  صفحه ینقاط رو تمام  شاملکه  یا يهناح پس مساحت
  ريز

و  
   است. ريز مطابق باشد ،

 
١
٢

٢ ٢  
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١ ديوايکارد لهياست محصور بوس یا هيناح يدفرض کن- ١مثال  cos 
  . ديکن دايرا پمساحت  ريتصو

 
 پاسخ 

باشد ، پس بر ٢و  مياگر فرض کن  باشد.١ يمکن  یفرض م
١از بخش ٢و فرمول ٢اساس    ميآور  یم ليکه در ذ۶

٢ ١
٢

١
۴

٢ ٢  

  داشت.  ميخواه
١
٢

٢ ١
٢

١
٢٢٢

 

١
٢

١ ٢ ٢
٢

 

١
٢

٢
٢

١
۴

٢ ٢ ٣
٢

 

 
 ٢ ميکن  یشده باشند و فرض م فيتعردر بازه و  ميکن  یمفرض 

 باشد،  و 
برای  

  . ميباشد ، پس دار
 

١
٢

٢ ٢ ٣  

 
 ٢شود به فرمول   یم ليتبد٣باشد ، پس فرمول اگر 
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   .ديکن دايرا پ يرتصو  یقسمت رنگمساحت - ٢مثال 

 
 پاسخ 

  يمکن  یفرض م
١
٢

و  

  . ميدار٣باشد. پس بر اساس 
١
٢

٢ ٢ ١
٢

١
۴

٢ ٢  

١
٢

١
١٢

٣ ١
٣

٣ ١
٢

١
١٢

٨ ٣ ١
٣

٣ ١
١٢

٣
٣

٨
 

 
  ري. تصوديکن دايرا پ١و خارج دائره ٢داخل دائره  هيمساحت ناح - ٣مثال 

   

  
 پاسخ 

دو   یکردن محل تلاق دايپ یبرا  دارد.   قرار و     خطوط ينمورد سوال ب يهناح
  .ميکن  یرا حل م رينمودار معادله ز
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٢ ١
١
٢

 

که  ميکن  یملاحظه م
٣

 ايو 
٣

است ، پس 
٣

و 
٣

   است.

بخش ٢بخش و  نيهم٣با استفاده از ١و ٢ ميکن  یفرض م
١    .ميدار۶

 
١
٢

۴ ٢ ١ ٢ ٢ ١
٢

٣

٣

٣

٣

٣

٣

 

٢
١
٢

١
۴

٢ ٣

٣

١
٢

٣

٣
٣

٣

٢
 

 
 

٣ ناتيتمر ١ 
   .ديکن  دايداده شده را پ   توابع  ینمودارها توسط مساحت محدود ريز ناتيدر تمر

١ ۴ 
٢ ٣ sin  
٣ ٢  
۴ ٩ ٢ يرای

۴ ٢
خط و

٢
 

۵
١
٢

٣ برگی سه رز  گل

۶ ٢ ١ نما دل يا ئيد يو  کارد
٧ ۴ ٣ پاسکال  ليماسون
٨ ٢ ٢۵  

 
   .ديکن دايتابع دوم را پ  نمودار رونيب و نمودار تابع اول داخل هيناح مساحت ريز ناتيدر تمر

٩ ۵ و ١ 
١ ١ و  
١١ ١ ٢ ٢  
١٢ ٢  
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٣ ناتيپاسخ تمر ١ 
   .ديکن  دايداده شده را پ   توابع  ینمودارها توسط مساحت محدود ريز ناتيدر تمر

١ ۴ 

 
١
٢

۴
٢

٨ ٢ ١۶
٢

 

 
٢ ٣ sin  

 
   .ديآ  یبدست م یبرا هيناحتمام  

١
٢

٩ ٢ ٩
٢

١
٢

١
۴

٢
٩
۴

 

 
٣ ٢  

 

١
٢

٢
٢

٢ ٢ ٢
١
٢

١
۴

٢

٣
٢

٢

٣
٢

٢

٣
٢

٢
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۴ ٩ ٢ يرای
۴ ٢

خط و
٢

 

٩همان مساحت را دارا است که  هيناح  یبرا٢
۴ ٢

 

 
١
٢

٩ ٢
٢ ٨١

٢
٢ ٢٢

۴

٢

۴

 

٨١
٢

١
٢

١
٢

۴
٨١
٢

١
٢

١
٨

۴ ٢

۴

٨١
١۶

٢

۴

 

۵
١
٢

٣ برگی سه رز  گل

  است.  ريبرگ مطابق ز کيمساحت    هستند. یسه برگ با هم مساو  هر یمساحت ها

 

١
١
٢

١
٢

٣
٢

١
٨

٢ ٣۶

۶

۶

۶
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١
٨

١
٢

١
٢

۶
١
٨

١
٢

١
١٢

۶۶

۶

۶

۶
۴٨

 

٣مجموع مساحت  پس ١ ١۶
 

 
۶ ٢ ١ نما دل يا ئيد يو  کارد

 
١
٢

۴ ١
٢

٢ ١ ٢ ٢
٢٢

 

٢
٣
٢

٢
١
٢

٢ ٢
٣
٢

٢
١
۴

٢ ٢ ۶
٢

 

 
 

٧ ۴ ٣ پاسکال  ليماسون

 
١
٢

۴ ٣
٢ ١

٢
١۶ ٢۴ ٩ ٢

٢٢
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١
٢

۴١
٢

٢۴
٩
٢

٢
٢

 

١
٢

۴١
٢

٢۴
٩
۴

٢ ٢ ۴١
٢

 

 
٨ ٢ ٢۵  

 
  است.  رياز آنها مطابق ز  یکيمساحت  هستند.  یمساحت مساو یهر دو برگ نمودار دارا

١
١
٢

٢۵
٢ ٢۵

٢
٢۵
٢

٢

٢

٢۵٢

٢

٢  

٢پس مجموع مساحت  ١ ۵ 
 

   .ديکن دايتابع دوم را پ  نمودار رونيب و نمودار تابع اول داخل هيناح مساحت ريز ناتيدر تمر
٩ ۵ و ١ 

 
   .ميباشد ، پس دار١و ۵ ميکن  یفرض م

١
٢

۵
٢

١
٢

١٢
٢

٢ ٢۴  
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١ ١ و  

 
  ميکن  یفرض م

١
sin برای

برای ٢
 

    .ميپس دار باشد ،
١
٢

١
٢ ٢ ١

٢
١

٢٢
 

١
٢

١
٢

١
۴

٢
١
٢

٢
۴ ٢

٣
۴

 

 
١١ ١ ٢ ٢  

 
  ميکن  یفرض م

١
cos ٢ برای

۴ ۴
و

٣
۴

۵
۴

برای
۴

٣
۴

و
۵
۴

٧
۴
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١
٢

١
٢

٢
٢ ١

٢
١

٢
٣
۴

۴

۴

۴

 

١
٢

١
٢

٢
٢ ١

٢
١

٢
٧
۴

۵
۴

۵
۴

٣
۴

 

١
٢

١ ٢
۴

١
٢

١ ٢
۴

۵
۴

٣
۴

۴

۴

 

١
٢

١
٢

٢ ۴

۴

١
٢

١
٢

٢

۵
۴

٣
۴

٢
 

۴
١
٢ ۴

١
٢ ٢

١ 

 
١٢ ٢  

 
  ميکن  یفرض م

٢
٢ ٢

٢
٣
٢

 

   .ميباشد ، پس دار
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١
٢

٢
٢ ١

٢
٢

٢ ٢

٣
٢

٢

٢

٢

 

١
٢

۴ ۴ ٢ ١
٢

۴ ۴
٣
٢

٢

٢

٢

 

١
٢

٩
٢

۴
١
۴

٢ ٢

٢

١
٢

۴ ۴

٣
٢

٢

 

٩
۴

۴ ٢ ۴
١٧

۴
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  Chapter Three Review  Exercisesفصل سوم  یدوره ا يناتتمر  -١١.٣
در بازه داده شده حول محور و  ینمودار ها ينب يهکه از دوران ناح یحجم جسم سه  بعد - ١
   .ديکن دايشود را پ  یم جاديا

١ ، ١  

              
 

در بازه داده شده حول محور و  ینمودار ها ينب يهکه از دوران ناح یحجم جسم سه  بعد - ٢
   .ديکن دايشود را پ  یم جاديا

٢ ٢ ١  
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 هيناح  باشد.و محور ر نمودا نيب هيناح ديباشد ، و فرض کن٣ ديفرض کن -  ٣
  ريز ريتصونامند.  یم یمکعب  قوس

 

 
شده در اثر  جادياحجم جسم  یاستوانه ا یغشا روش اياستفاده از روش شل با  - الف

   .ديکن دايرا پحول محور دوران 
 

  . ديکن دايرا پمرکز  ثقل  - ب
 
 ینمودار ها نيب هيناح ديباشد و فرض کن   و  ديفرض کن - ۴

  ريز ريتصوباشد.در و 

 
   .ديکن دايرا پحول محور دوران  لهيشده بوس جاديحجم  جسم ا - الف
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   .ديکن دايرا پحول محور دوران  لهيشده بوس جاديحجم  جسم ا - ب

 
 

    
 .فوت ١وارتفاع آن   استفوت ٢قاعده  ضلعطول هر   منظم که  یضلع شش قاعده هرم با کي - ۵
   .ديکن دايپرا هرم  حجم  

 
   .ديکن دايرا پطول نمودار  - ۶

۶
۵
۴

 

 

 
   .ديرا رسم کن ريز یپارا متر ینمودار معادله ها - ٧

٢ ١ و ۴ ۶  
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  . ديکن دايرا پ ريز یپارا متر یطول منحن - ٨
١
٢

٢ و ٢ برای ١ 

٢     : يیراهنما ١ ٢ ٢   

  
 
   .ديکن دايرا پ ريطول نمودار تابع ز۴و  مپسونيبا استفاده از قاعده س - ٩

برای
٣ ٣

 

 

 
   .ديکن دايشود ، پ  یم جادياحول محور که از دوران نمودار  یسطح یمساحت جانب - ١٠

١
۴

برای ١ 
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 دايشود ، پ  یم جادياحول محور  ريز یپارا متر یکه از دوران منحن یسطح یمساحت جانب - ١١
   .ديکن

١
٣

٣ و
١
٢

٢ برای ١ ٣ 

      
 

 
باشد ،  نيزآن بن یفوت۵اگر تا عمق   . ميفوت دار۴به شکل کره به قطر  نيمخزن بنز کي - ١٢

   .ديکن دايپ داخل مخزن را نيحجم بنز
 

 ١۵ اگر هر فوت مکعب خاک  شود.  یفوت حفر م٣فوت و شعاع ٢چاه به عمق  کي - ١٣
   .ديکن دايرا پ نيبالا اوردن خاک به سطح زم یکار لازم برا داشته باشد ، مقداروزن   پوند 
 

١ ديفرض کن  - ١۴ ٢
۴

نمودار  نيب هيناح نديباشد ، و فرض کو 
   .ديکن دايمختصات را پ یمحور ها حول    یگشتاورها  باشد.و  یها

٢بخش ٧مساله لازم است از فرمول  نيپاسخ دادن به ا یبرا:   يیراهنما  ، ميآور  یم ليذ که در٢
   .ديکن استفاده

٣ ١
٢

١
٢

٧  
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  . يدنمودار ها را رسم کن يرز يناتدر تمر
١۵ ٢ ٢ 

١۶ ٢ ١
۴

٢  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 فصل سوم  یدوره ا يناتپاسخ تمر
در بازه داده شده حول محور و  ینمودار ها ينب يهان ناحکه از دور یحجم جسم سه  بعد - ١
   .ديکن دايشود را پ  یم جاديا

١ ، ١  

              
 پاسخ 

١
٢ ٢ ١ ٢ ٢

١١
 

۴
٣

٣
٢

١
٢

٢ ١
٢

٢ ١ ٧
٣

١
٢

٢  
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در بازه داده شده حول محور و  ینمودار ها ينب يهکه از دوران ناح یحجم جسم سه  بعد - ٢
   .ديکن دايشود را پ  یم جاديا

٢ ٢ ١  

  
 

 پاسخ 

٢ ٢ ٢
٢

٢
١ ١

٢

١
 

١ ١ ٢  

 
 هيناح  باشد.و محور نمودار  نيب هيناح ديباشد ، و فرض کن٣ ديفرض کن -  ٣

  ريز رينامند.تصو  یم یمکعب  قوس
 

 
شده در اثر  جاديحجم جسم ا یاستوانه ا یغشا روش ايبا استفاده از روش شل  - الف

   .ديکن دايرا پحول محور دوران 
 پاسخ 

٢ ٣ ٢
٣

۵ ٢ ۶۴
۵

٢
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 . ديکن دايرا پمرکز  ثقل  - ب
 پاسخ  

١
٢

٣
٢ ١

١۴
٧ ٢ ۶۴

٧

٢
 

٣
٢ ١

۵
۵ ٢ ٣٢

۵
 

٣ ١
۴

۴ ٢ ۴
٢

 

٣٢
۵
۴

٨
۵

۶۴
٧
۴

١۶
٧

٨
۵

١۶
٧

 

 
 ینمودار ها نيب هيناح ديباشد و فرض کن   و  ديفرض کن - ۴

  ريز ريباشد.تصودر و 

 
   .ديکن دايرا پحول محور دوران  لهيشده بوس جاديحجم  جسم ا - الف

 
 پاسخ 

٢ ٢  

٢ ٢ ٢ 
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   .ديکن دايرا پحول محور دوران  لهيشده بوس جاديحجم  جسم ا - ب

 
 پاسخ 

٢ ٢ ٢ ٢  

٢ ٢  

٢
١
٢

١
٢

٢  

٢ ٢

٢
١
۴

٢
۵
٢

٢ 

   
 .فوت  ١وارتفاع آن   فوت است٢قاعده  طول هر ضلع  منظم که  یضلع شش قاعده هرم با کي - ۵
   .ديکن دايحجم هرم  را پ 

 پاسخ 

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انتگرال آوا ٣.١١    تمرينات دوره ای فصل سوم انوشـيروان صراف

434 
 

فوت فاصله دارد ، طول هر که تا قاعده هرم  یشش ضلع  نيا یعرض برش  کي ميکن  یفرض م
 پس   فوت باشد.ضلع آن 

٢
١

١
١
۵

١  

  . ديآ  یبدست م ري، مطابق ز  برش ني، مساحت اپس 

۶
٣

۴
٢

٣ ٣

۵
١

٢
 

  است. ريز  حجم هرم مطابق تيو در نها

٣ ٣

۵
١

٢ ٣ ٣

۵
١
٣

١
٣ ١ ٢ ٣ مکعب فوت

١
 

 
   .ديکن دايپ راطول نمودار  - ۶

۶
۵
۴

 

 پاسخ 

١
٢

١ ٢

۵
۶

۶

۵
۶

۶

 

۵
۶

۶

۵
۶

۶

 

٢ ٣ ٢ ٣ ٢ ٢ ٣ ٧ ۴ ٣  
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   .ديرا رسم کن ريز یپارا متر ینمودار معادله ها - ٧
٢ ١ و ۴ ۶  

 پاسخ 

 
 
  . ديکن دايرا پ ريز یپارا متر یطول منحن - ٨

١
٢

٢ و ٢ برای ١ 

٢     : يیراهنما ١ ٢ ٢   

  
 پاسخ 

٢ ١
٢

٢
٢١

 

٢ ٢ ٢
٢

٢١
۴ ۴ ۴ ٢

١
 

٢ ٢ ١ ٢
١١

 

٢ ١ ١
١
٢

١  
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   .ديکن دايرا پ ريطول نمودار تابع ز۴و  مپسونيبا استفاده از قاعده س - ٩
برای

٣ ٣
 

 
 پاسخ 

١ ٢ ٢
١ ۴٣

٣

٣

٣

 

٢
٣

١٢
١٧ ۴

٢۵
٩

٢ ٢ ۴
٢۵
٩

١٧ ۴ ٢۵٩٩٩ 

 
   .ديکن دايشود ، پ  یم جادياحول محور که از دوران نمودار  یسطح یمساحت جانب - ١٠

١
۴

برای ١ 

 
 پاسخ 

٢
١
۴

١
١
۴

٢١
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٢
١
۴

١ ٢ ١
٢

١
١۶

٢
١

 

٢
١
۴

٢ ١
٢

١
١۶

٢
١

 

٢
١
۴

١
۴

١
 

٢ ٢ ١
٢

١
١۶

٢ ٢
١
٢

٢ ١
٢

١
٣٢

٢ ١
١

 

٢ ١
١۶

٢ ١
١۶

 

 
 

 دايشود ، پ  یم جادياحول محور  ريز یپارا متر یکه از دوران منحن یسطح یمساحت جانب - ١١
   .ديکن

١
٣

٣ و
١
٢

٢ برای ١ ٣ 

      
 پاسخ 

٢
١
٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٢
١
٢

٢ ۴ ٢
٣

١

٣

١
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٢
١
٢

٣ ٢ ١
٣

١

٢ ١

٢
١
۴

١
۴

٢
 

١
٢

٣
٢

١
٢

١
٢

٢
۵

۵
٢

٢
٣

٣
٢ ۴

٢

۴

٢
 

١
٢

۶۴
۵

١۶
٣

١
٢

٨
۵

٢
۴
٣

٢
١۵

۵۶ ٢ ٢  

 
 

باشد ،  نيآن بنز یفوت۵اگر تا عمق   . ميفوت دار۴به شکل کره به قطر  نيمخزن بنز کي - ١٢
   .ديکن دايپ داخل مخزن را نيجم بنزح

 پاسخ 

 

۴و ١۵ ميکن  یفرض م ۵ یباشد ، برا٢  پس ٧

٢ ١۵ ۴ ٢
۵ ٧

 

٢
١۵
٢

٢ ١
٣

۴ ٢
٣
٢ ۵ ٧ ١٣٧۵

٣
مکعب  فوت

   
 ١۵ اگر هر فوت مکعب خاک  شود.  یفوت حفر م٣فوت و شعاع ٢چاه به عمق  کي - ١٣

   .ديکن دايرا پ نيبالا اوردن خاک به سطح زم یکار لازم برا داشته باشد ، مقداروزن   پوند 
 پاسخ 

٩ ١۵ ٩ ۶٧۵
٢

٢ ٢ ٢٧ مکعب  فوت
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١ ديفرض کن  - ١۴ ٢
۴

نمودار  نيب هيناح نديباشد ، و فرض کو 
   .ديکن دايمختصات را پ یمحور ها حول    یگشتاورها  باشد.و  یها

٢بخش ٧مساله لازم است از فرمول  نيپاسخ دادن به ا یبرا:   يیراهنما  ، ميآور  یم ليذ درکه ٢
   .ديکن استفاده

٣ ١
٢

١
٢

٧  

 

 
 پاسخ 

١
٢

١ ٢
۴

٢
٢ ١

٢
١ ٢ ٢

١١
 

١
٢

١ ٢۴ ٢ ١
۶

٣ ١ 

١
٢

٢ ١
۶

۴  

٢بخش ٧بر اساس فرمول    . مي، دار ميکه در بالا تکرار کرد٢
١
۴

۴
١
۶

 

١
۴

٢ ٢ ١
١
۶

 

١ ٢
۴ ۴

۵
١
٢

١ ٢
۵
۴ ١

٣
٣ ١

١
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۴
۵

٢
۴ ١

٣
٢
۵

۴
۵

٢
۴ ١١

١۵
 

 
  . يدنمودار ها را رسم کن يرز يناتدر تمر

١۵ ٢ ٢ 
 نسبت به محور  نهيقر

 

١۶ ٢ ١
۴

٢  

  نسبت به هر دو محور و مبدا.  نهيقر
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 Review Exercises, Part Oneاول  یسر یدوره ا يناتتمر
  . يدکن يدارا پ يرز یانتگرال ها 

١  

٢ ٣  

٣ ٣ ٢ ۵ ٢  

۴
١

٢
٢
٢

٣
 

۵ ٢
۶

٢  

۶
٣ ٣ ٢

 

٧ ٣ ٢ ٢ ١
۵  

٣ بيش یداراهر مقدار از  یکه خط مماس بر آن برا ديکن دايرا پ یتابع - ٨ ٢
٢ است و ٢

١تابع از نقطه  نينمودار ا    گذرد.  یم٣
هزار نفر در سال  شهر يک  يتجمع رشد يزانشود که م  یزده م ينتخم - ٩

در آن شهر به ازائ  هر هزار نفر ، پنج واحد  یاست که سطح آلودگ افتهيدر  ستيز طيسازمان مح است. 
   .ابدي  یم شيچه مقدار افزاشهر  نيدر ا  یآلودگ زانيم گريتا دو سال د  .ابدي  یم  شيافزا
  قهيدقکه سرعت آن بعد از  یدر حال حرکت است بطور  یشئ يک - ١٠

١ ۴ ٣ ٢  
 کرده است؟   یطچند متر   یشئ نيسوم ، ا قهيدر دق  است. قهيمتر در هر دق

 
  . ديکن دايرا پ ريز یانتگرال ها

١١ ۵  

١٢
٣
۴  

١٣
١
٢
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١۴ ۵  

١۵
١
٢ ٣

٢
٣ ۶  

١۶ ٣
٢
٣

١
 

١٧
٢

 

١٨ ٣ ١
٢

٢  

١٩
١

٣
٣

٢ ٢
٢

٢
 

٢
٢ ٢ ١

٢
 

٢١ ٣ ٢
١

 

٢٢ ٢ ١  

٢٣ ٢ ١
٢

 

 
 
 

 اول یسر یدوره ا يناتتمرپاسخ 
  . يدکن يدارا پ يرز یانتگرال ها

١
١
٢

٢
٣

٣
٢

٢
٣

 

 

٢ ٣ ٣ ٣  
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٣ ٣ ٢ ۵ ٢ ٣ ٢ ۵ ٢ ١  

٣
١
٣

٣ ۵
٢
٣

٢ ٣ ٢
٣

۵ ٢  

 

۴
١

٢
٢
٢

٣ ١
٢

١
٢ ٢ ٣

١
٢  

١
٢

٢ ١ ١ ٣ ٢
١
٢

٢
٢

۶  

 

۵ ٢
۶

٢ ٢ ۶
١

٢ ١  

٢ ۶ ٢  
 
 

۶
٣ ٣ ٢ ٣

٢ ٣
١
٢ ٢

١
٢  

٢
۵

۵
٢ ٣

٢
٣

٣
٢ ٢ ٢

١
٢

٢
۵

۵
٢ ٢

٣
٢ ۴

١
٢  

٢
۵

٢ ٢ ۴  

 

٧ ٣ ٢ ٢ ١
۵ ٢ ۵ ٣ ٢ ١ ٢  

۵ ٣ ١١ ٢ ٢ ۵
١
۴

۴ ١١
١
٣

٣ ٢
١
٢

٢  

۵
۴

۴ ١١
٣

٣ ٢  
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٣ بيش یداراهر مقدار از  یکه خط مماس بر آن برا ديکن دايرا پ یتابع - ٨ ٢
٢ است و ٢

١تابع از نقطه  نينمودار ا    گذرد.  یم٣
  یعني است. مشتق خط مماس بر  بيپس ش باشد. آن تابع  ميکن  یفرض م  - پاسخ

٣ ٢
٢

٢ 

  است.  ريز نيانتگرال نا معپس 

٣ ٢
٢

٢
١
۴

۴ ٢
٢  

١از نقطه با توجه به فرض مساله که نمودار    ميگذرد ، دار  یم٣

٣
١
۴

٢ ٢
۵
۴

 

   است. ريلذا تابع مورد بحث مطابق ز
١
۴

۴ ٢
٢

۵
۴

 

 
هزار نفر در سال  شهر يک  يتجمع رشد يزانشود که م  یزده م ينتخم - ٩

در آن شهر به ازائ  هر هزار نفر ، پنج واحد  یاست که سطح آلودگ افتهيدر  ستيز طيسازمان مح است. 
   .ابدي  یم شيشهر چه مقدار افزا نيدر ا  یآلودگ زانيم گريتا دو سال د  .ابدي  یم  شيافزا

 پاسخ 
نسبت به زمان ، مشتق  تيجمع رييتغ زانيپس م سال بعد باشد. شهر  تيجمع ميکن  یفرض م

 است.  ريز

 

  یعني  است.ضد مشتق  یعني تيلذا تابع جمع

 

 
   کند.  یم دايپ شيافزا ريمطابق ز تيتعداد جمع گريتا دو سال د

 
 

  تيو در نها  شود.  یشهر افزوده م  تيهزار نفربه جمع سه از دوسال  بعد یعني
۵ ٣ ١۵ ميشود اضافه آلودگی به  واحد
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  قهيدقکه سرعت آن بعد از  یدر حال حرکت است بطور  یشئ يک - ١٠
١ ۴ ٣ ٢  

 کرده است؟   یچند متر ط  یشئ نيسوم ، ا قهيدر دق  است. قهيمتر در هر دق
 پاسخ 

 چون  باشد.  قهيدقبعد از   یشئ يیجابجا انگرينما يمکن  یفرض م
 است ، پس 

١ ۴ ٣ ٢ ٢ ٢ ٣  

  . ديمايپ  یرا م ريمسافت ز  یسوم ، شئ قهيدق یدر ط
٣ ٢ ٣ ٢ ٩ ٢٧ ٢ ٢ ۴ ٨  

٣  متر
 

  . ديکن دايرا پ ريز یانتگرال ها

١١ ۵ ١
۶

۶  

١٢
٣
۴

۴
٧

٧
۴  

١٣
١
٢

١
 

١۴ ۵ ۵  

١۵
١
٢ ٣

٢
٣ ۶

٢
٣

٣
٢

٩
۵

۵
٣ ۶  

١۶ ٣
٢
٣

١
٢

٣
٢

١
٢

 

١٧
٢

١
٢

٢
۵

۵
٢  

١٨ ٣ ١
٢

٢
٢
۵

٣ ٢  

١٩
١

٣
٣

٢ ٢
٢

٢
١
٣

٣
٢

٢ ١
٣

٣
٢  
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٢
٢ ٢ ١

٢

١
 

٢١ ٣ ٢
١ ٢

۵
۵ ١

٣
٣  

٢٢ ٢ ١
٢
٧

٧
٢

٢
٣

٣
٢  

٢٣ ٢ ١
٢ ۴ ۴

٣
٣ ١

٢
٢  
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  Review Exercise, Part 2دوم  یسر یدوره ا  يناتتمر - ۴.٢
 

  . يدکن يدارا پ يرز یهاانتگرال 

١ ٢ ٢  

٢ sin ١  

٣
١
٢

١
 

۴ ٣  

۵ ٢  

۶
٢

۴  

٧  

٨ ١ ٢
١

 

٩ ٢ ٣ ١
٢

 

١  

١١  

١٢ ٢  

١٣
١

 

  . ديکن هيتجز یجزئ یرا به کسر ها ريز یايگو یعبارت ها

١۴
٣

٢ ٢
 

١۵
٢ ٢ ٢

٢ ۴
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١۶
٢ ١

٣
 

١٧
٢ ٢ ٢

٣ ٢ ٢
 

١٨
٣ ٢ ٢ ١

٣ ٢ ٢
 

١٩
٢

٢ ٢
 

٢
۴ ٢ ٣ ٢ ٢ ٧

٣ ٢ ٢ ٢
٢

 

 
 

 دوم  یسر یادوره   ناتيپاسخ تمر
  . يدکن يدارا پ يرز یانتگرال ها

١ ٢ ٢  

١ اي٢باشد ، پس ٢ ميکن  یفرض م
٢

 پس  است. 

٢ ٢ ٢
١
٢

 

 

٢ sin ١  

 لذا   است.باشد ، پس ١ ميکن  یفرض م

sin ١ ١  

٣
١
٢

١
 

١باشد ، پس ١ ميکن  یفرض م

�
١ اي٢

   پس  است.٢

١
٢

١
 

١ ١ ١ ١
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۴ ٣  

١ اي٣باشد ، پس ٣ ميکن  یفرض م
٣

  است. 

 لذا   است.٣باشد ، پس است و اگر باشد ، پس اگر 

٣
١
٣

١
٣

٣
٣

 

 

۵ ٢  

١ اي٢   باشد ، پس ٢ ميکن  یفرض م
٢

 لذا   است.

٢ ١
٢

١
٢

١
٢

٢  

 

۶
٢

۴  

٢باشد ، پس  ميکن  یفرض م ١
   است.٢

است و اگر باشد ، پس اگر 
۴

 لذا   است.١باشد ، پس 

٢
۴

١
١ ١ 

  

٧  

 است ، لذا ٢باشد ، پس ٢ ميکن  یفرض م

٢ ٢  

 و  ميکن  یفرض م  .ميکن  یعمل م  جز  به انتگرال جز قيحالا از طر
 لذا   است.و باشد ، پس 

٢ ٢ ٢  

٢ ٢ ٢ ٢  
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٨ ١ ٢
١

 

 باشد ، پس  ميکن  یفرض م
cos  

 

٢
 

١ ١  

١ ٢
١

١ ٢

٢

٢٢  

  یآور ادي  .ميکن  یم استفاده نوسيس یها توان کاهش یاز فرمول ها   حالا 
١ ١ cos

١ ٢  

   .ميدار٢ یبرا

٢ ١
٢

١
٢

١
١
٢

١
٢

 

١
٢

١
۴

٢  

  ميدار تيدر نها

٢٢ ١
٢

sin ٢
١
٢

١
۴

٢ ٢
۴

 

 

٩ ٢ ٣ ١
٢

 

٣ ميکن  یفرض م ١  باشد ٢
٣ ١ ٢ 

٣ ٢ ٢  

٢ ٢
٣

 

١ 
٢ ٣ 

 پس 
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٢ ٣ ١
٢ ٢

٣
٢ ٢

٣
٢ ٢

٣
١
٣

٣
٣

١

٣

١

٣
١

۵٢
٩

 

 

١  

 جز به جز. یريانتگرال گ قياز طر
 
 

 پس 

١  

 
 

١١  

  جز. به  جز  یريانتگرال گ قياز طر
 

 
  پس. 

 

 

١٢ ٢  

 جز به جز.  یريانتگرال گ قياز طر
٢  

٢
٢

١ ٢

٢
 

 پس 

٢
١
٢

٢ ٢
١
٢

٢ ١ ١
٢

٢ ٢
١
٢

 

١
٢

٢ ٢
١
۴

٢  
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١٣
١

 

 جز به جز یريانتگرال گ قياز طر
 
 

 پس 
١

١
١

١ ١ ٢
١ 

 
  . ديکن هيتجز یجزئ یرا به کسر ها ريز یايگو یهاعبارت 

١۴
٣

٢ ٢
٣

١ ٢ ١ ٢
١

١
٢

٢
 

 

١۵
٢ ٢ ٢

٢ ۴
٢

١
٢ ٢

٢
٢ ٢

 

٢
٣

٢
٢

٢
 

 

١۶
٢ ١

٣

٢ ١
٢ ١ ٢ ١

 

    .ميسينو  یکسر م کيراست را به صورت  طرف
 

٢ ١
٢ ١

٢ ١
٢ ١

 

٢هر دو طرف را در     برود. نيتا کسر از ب ميکن  یضرب م١
٢ ١ ٢ ١  

  . ميبر  یم نيطرف راست را از ب یپرانتز ها
٢ ١ ٢ ٢ ٢  

  باشند.  یمساو ديجملات مشابه هر دو طرف با یها بيضر
١ ١ ١ 

١لذا  ٢   تيدر نها است. ١
٢ ١

٢ ١
١ ٢ ١

٢ ١
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١٧
٢ ٢ ٢

٣ ٢ ٢

٢ ٢ ٢
٢ ٢

٢ ٢ ٢
٢ ١

 

١ ٢
 

  . ميسينو  یکسر م کيطرف راست را به صورت 
٢ ٢ ٢

٢ ١
٢ ١ ٢ ١

٢ ١
 

  هستند.  یهستند ، پس صورت ها هم با هم مساو یمخرج ها مساو
٢ ٢ ٢ ٢ ١ ٢ ١  

   .ميکن  یبا انجام عمل ضرب پرانتز ها را حذف م
٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

  . ميکن  یم قيجملات مشابه را تلف
٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

  باشند.  یمساو اديجملات مشابه ب یها بيضر
١ ٢ ٢ ٢ ٢ 

١پس  ١   تياست و در نها١
٢ ٢ ٢

٢ ١
١ ١

١
١

٢
 

 

١٨
٣ ٢ ٢ ١

٣ ٢ ٢

٣ ٢ ٢ ١
٢ ٢ ١

 

   .ميده  یانجام م مي، ابتدا عمل تقس ستيچون درجه صورت کوچک تر از درجه مخرج ن
٣ ٢ ٢ ١

٢ ٢ ١
١

١
٢ ٢ ١

 

١حالا با 
٢ ٢ ١

   .ميکن  یکار م

١
٢ ٢ ١

١

١
٢ ١ ١

٢
 

١

١
٢

١ ١
٢

١
٢

 

١ ١ ١
٢

 
١ ٢ ٢ ٢  
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١ ٢ ٢  
٢ ١ 

١ ١ ١ 
١

١
٢

١ ١
١

١

١
٢
 

  تيدر نها
٣ ٢ ٢ ١

٣ ٢ ٢
١

١ ١
١

١

١
٢
 

 
 

١٩
٢

٢ ٢

٢
٢ ١ ٢ ١

٢ ١
٢ ١

 

٢ ٢ ١ ٢ ٢  
٢ ١ ٢ 

٢ ٣ 
٢

٢ ١
٢ ٣

٢ ١
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٢
۴ ٢ ٣ ٢ ٢ ٧

٣ ٢ ٢ ٢
٢ ٢ ٢ ٢ ٢

٢ ٣ ٢
 

٣ ٢ ٢ ٢ ٣ ٢ ٢ ٢
٢

٣ ٢ ٢ ٢
٢

 

۴ ٢ ٣ ٢ ٢ ٧ ٣ ٢ ٢ ٢ ٣ ٢ ٢ ٢
٢

 
۴ ٢ ٣ ٢ ٢ ٧ ۴ ٣ ٣ ٢ ٣ ٢ ۶ ٢ ٣ ۴  

۴ ۶ ٢ ٣ ۴ ٢ ۴  
٣ ١ ٢ ٣ ٢ ۶ ٢ ٣ ۴ ٢ 

۴ ۶ ٢ ٣ ٧ ۴ ٢ ۴  
١
٢

١ ١ ٣
١
٢

 

۴ ٢ ٣ ٢ ٢ ٧

٣ ٢ ٢ ٢
٢

٢
١

٢ ٢
٣

٢ ٢
٢

١
٢

٣ ٢
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  Review Exercises, Part Threeسوم  یسر یا  دوره يناتتمر – ۴.٣
   .يدکن يدارا پ يرز یانتگرال  ها

١ ٣ ٢ sin ٣ ١  

٢
٢

١

٣
 

٣  

۴ ٢  

۵
٢

٢
 

 

۶
٣

٢

٢

١
 

٧
١

٣ ٩

١
 

٨ ٢
١

 

٩
٣

٢
 

١
١

٢ ١ ٢ ٢ ١
 

١١
١

١
 

١٢ ۴ ٢  

١٣ ٨
۶

 

١۴
٢ ٢ ٣

٣ ٢
 

١۵ ۵  
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١۶ ٣ ١  

١٧
٣ ٢ ۶ ٢
٣ ٣ ٢ ٢

 

١٨
١

٢
٢

٢  

١٩
٢ ٢ ٣

 

٢ ١
۵

٢
 

٢١ ٢  

٢٢ ٣ ٢  

٢٣
٢

١ ٢
 

٢۴ ١  

٢۵
٩ ٢

٣ ١
۴

١
 

٢۶
٢

۴ ٢
 

٢٧
١
٢

١
 

٢٨ ١ ٢
١

 

٢٩
٢ ۴

 

٣
١

٣ ٢ ٢
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٣١
٢

 

١پس  , باشد ديفرض کن  :  يیراهنما
   است.٢

٣٢ ١ ٢ ١
٣

١
 

   .ديکن ميکار ، انتگرال را به دو قسمت تقس نيا یبرا . ديابتدا قدر مطلق را حذف کن ديبا  : يیراهنما
 
 
 

 سوم  یسر یدوره ا ناتيپاسخ تمر
   .يدکن يدارا پ يرز یانتگرال  ها

١ ٣ ٢ sin ٣ ١ ٣ ١  

٣ ميکن یفرض م ٣باشد. پس  ١   ميدار   پساست.٢

٣ ٢ sin ٣ ١ sin ٣ ١  

 

٢
٢

١

٣
٢

۴۶
١۵

 

  باشد. ١    ميکن یفرض م
٢

١

٣ ١
٢ ٢ ٢ ١۴

١

۴

١
 

٢
١
٢ ٢

١
٢

١
٢

٣
٢ ٢

١
٢

١
٢

۴

١

۴

١
 

٢
۵

۵
٢

۴
٣

٣
٢ ٢

١
٢ ۴

١
٢

۴۶
١۵
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٣ ٢  

باشد ، پس     ميکن  یفرض م
٢

   است.٢است و 

٢ ٢ ٢ ٢  

 

۴ ٢ ٢ ٢ ٢  

باشد ، پس و ٢ ميکن  یفرض م :جز به جز  یريانتگرال گ قياز طر
  ميلذا دار  است.و ٢

٢ ٢ ٢  

پس  .باشد و ٢ ميکن  یفرض م :.ميکن  یجز به جز تکرا ر م یريانتگرال گ
 لذا   است.و ٢ ميدار

٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

٢ ٢ ٢  
 
 

۵
٢

٢

١
٢

 

 لذا   است. پس باشد ،٢ ميکن  یفرض م

٢
٢

١
٢

٢ ١ ١
٢

 

        

۶
٣

٢

٢

١

٣
٢

٢  

داشت   ميخواهپس   .ميکن    یکسر را جدا م 
٣

٢
١ 

٣

٢

٢

١

١ ١
٢

٢ ٢
١

٢ ٢
١
٢

٣
٢

٢
٢

١
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٧
١

٢ ٩

١ ١
۶

٢ ۴
١
۶

٢  

  : یجزئ یکسر ها قياز طر
١

٢ ٩

١ ١
٣ ٣ ٣ ٣

١١
 

١
۶

١
٣

١
٣

١
۶

٣ ٣ ١
١

 

١
۶

٢ ۴
١
۶

٢  

٨ ٢
١

 

١ ايو ٢باشد ، پس ٢ ميکن  یفرض م
٢

 پس   است.

٢
١ ١

٢
١

٢
٢

٢
 

 

٩
٣

٢

١
۴

۴

٢
 

٢باشد ، پس      ميکن  یم فرض ١
   است.٢

٣

٢
٣ ١

۴
۴ ١

۴
۴

٢
 

١
١

٢ ١ ٢ ٢ ١
١
٢

١

٢ ١

١
٢

١
١

١ 

   : یجزئ یکسر ها قياز طر
١

٢ ١ ٢ ٢ ١
١

٢ ١ ١
٢

 

١ ١
٢ ٢ ١

 

١
٢

١
١

١
٢

١

١
٢

١
٢ ٢ ١
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٢ ميکن  یانتگرال آخر فرض م یبرا    داشت. ميباشد ، پس  خواه١
١
٢

١
١
٢

١
١

١
۴

٢ ١  

١
٢

١

٢ ١

١
٢

١
١

١ 

 

١١
١

١

٣
٢

 

 
 پس باشد ،١آگر    است.١ پس باشد. ١   ميکن  یفرض م 

 لذا   است.٢ پس باشد ،است و اگر ١
١

١

١
٢

٢ ٢
١

١
٢

٢
٢ ١

٢
١

٢ ٣
٢

٢

١
 

 

١٢ ۴ ٢ ١
٣

۴ ٢
٣

٢ ٢  

۴    ميکن  یفرض م ١ ايو ٢  پسباشد.٢
٢

   است.

۴ ٢ ١
٢

١
٢

١
٢

١
٢

٢
٣

٣
٢  

١
٣

۴ ٢
٣
٢ ٢ ٢  

 

١٣ ٨
۶ ٨

١

١
٨ ٨

٩

٩
 

 لذا   است.و ٨پس   باشد.٨    ميکن  یمفرض 

٨
۶

٨ ٨ ٩ ٨ ٨  

١

١
٨ ٩

٩
٨

١

١
٨ ٨

٩

٩
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١۴
٢ ٢ ٣

٣ ٢
٣ ۵ ١

٣
١ 

  : یجزئ یکسر  ها قياز طر
٢ ٢ ٣

٣ ٢

٢ ٢ ٣
٢ ١ ٢ ١

 

    .ميدارکردن  دايپ یبرا
٢ ٢ ٣ ١ ١ ٢ 

٣ ١ ۵ ١ ٣ 
 پس 

٢ ١
٣ ٣

٢

۵
١

 

٣ ۵ ١
٣

١ 
 

١۵ ۵ ١
۶

۶  

 پس   است. ايپس   باشد.   ميکن  یفرض م

۵ ۵ ١
۶

۶ ١
۶

۶  

 

١۶ ٣ ١ ٣ ٢  

٣  ميکن     یفرض  م  :جز به جز یريانتگرال گ قياز طر   .باشد و ١
 لذا  است . و ٣پس 

٣ ١ ٣ ١ ٣ ٣ ٢  

 

١٧
٣ ٢ ۶ ٢
٣ ٣ ٢ ٢

٣ ٣ ٢ ٢ ، ١ ٢ 

٣      ميکن  یم فرض ٣ ٢ ٣ باشد ، پس٢ ٢ ۶  پس است. ٢

٣ ٢ ۶ ٢
٣ ٣ ٢ ٢

١ ٣ ٣ ٢ ٢  

١ ٢ 
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١٨
١

٢
٢

٢  

 
 ميکن   یفرض م

٢
١باشد ، پس 

٢
 لذا   است.٢ اي

١

٢
٢

٢ ٢
١

٢
٢

١
٢

۴۴  

٢ ٢ ٢ ۴
۴  

   انتگرال وا گرا است.  نيا
 

١٩
٢ ٢ ٣

٣
۴

٣
١
۴

١ ٣ ١ 

  یجزئ یکسر ها قياز طر

٢ ٢ ٣ ٣ ١ ٣ ١

٣
۴

٣

١
۴

١
 

٣
۴

٣
١
۴

١ ٣ ١ 

 

٢ ١
۵

٢

١۴
٣

 

 باشد ، پس ١ميکن     یفرض م 

١
۵

٢

۴

١

٢
٣

٣
٢ ۴

١
١۶
٣

٢
٣

١۴
٣

 

  

٢١ ٢
٢

٢
٢

٢

٢

٢

۴
 

 باشد ، و ٢ ديفرض کن جز به جز.  یريانتگرال گ قياز طر

و ٢پس 
٢

٢
 است ، پس 
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٢
٢

٢
٢  

 باشد ، پس و  ميکن  یفرض م . ميکن  یجز به جز تکرار م یريانتگرال گ 

و  ميدار
٢

٢
  است. 

٢

٢
٢

٢

٢
٢

٢

٢
١
٢

 

٢

٢
٢

٢

٢

٢

۴
 

 

٢٢ ٣ ٢  

٣   يمکن  یفرض م ١ ايو ٢پس   باشد.٢
٢

 است. لذا 

٣ ٢
١
٢

١
٢

١
٢

٣ ٢  

 

٢٣
٢

١ ٢
 

 داشت  ميپس خواه انجام داد.  ميعمل تقس ديابتدد با،  یجزئ یکسرها قيطر از
٢

١ ٢
١

١
٢ ١

 

 

٢۴ ١ ١ ١  

   است.١ ايو باشد ، پس ١     ميکن یفرض م 

١ ١ ١ ١ ١  
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٢۵
٩ ٢

٣ ١
۴

١ ٧
٨

 

٣    ميکن  یفرض م  ٣باشد ، پس ١ باشد ، پس اگر   است.٢
   است.٢باشد ، پس ١است و اگر ١

٩ ٢

٣ ١
۴

١ ٣
۴

٣ ۴ ٣ ٢
١

٢

١

٢

١

٧
٨

 

  

٢۶
٢

۴ ٢

٢ ١
١

١ 

  یجزئ یکسر ها قياز طر 
٢

۴ ٢

٢
٢ ١ ١ ٢ ١ ١

 

٢
٢

١
١

١
١

٢
١ ١  

٢ ١
١

١ 

 

٢٧
١
٢

١ ١
 

١باشد ، پس ١     ميکن  یفرض م
١ ايو ٢

 لذا   است.٢
١
٢

١
 

 

٢٨ ١ ٢
١

١ 

١     ميکن یجز به جز. فرض م قياز طر   ٢باشد ، پس و ٢
 لذا است و 

١ ٢
١

١ ٢ ١ ٢
١

 

و ٢باشد ، پس و ٢ ميکن  ی، فرض م ميکن  یجز به جز تکرار م
 است. لذا 
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١ ٢ ١ ٢
١

١ 

 

٢٩
٢ ۴

٢ ۴ ٢ 

٢    ميکن  یفرض م ١ ايو ٢باشد ، پس ۴
٢

 پس  است. 

٢ ۴

١
٢

١ ١
٢

١
٢ ٢ ۴ ٢ 

 

٣
١

٣ ٢ ٢ ١
٢

١
١ 

  یجزئ یکسر ها قياز طر 
١

٣ ٢ ٢

١

١
٢ ١ ١

٢
 

١ ١
١

٢
١

١
٢

١ ٢
١

١
 

١
٢

١
١ 

 

٣١
٢

 

١پس   باشد     ميکن یفرض م   
 است.٢

٢
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٣٢ ١ ٢ ١ ٣
٣

١
 

   . ميکن  یم ميکار ، انتگرال را به دو قسمت تقس نيا یبرا .  ميکنابتدا قدر مطلق را حذف  ديبا 

١ ٢ ١
٣

١
 

١ ٢ ١ ١ ٢ ١
٣

٢

٢

١
 

١ ٢ ١ ١ ٢ ١
٣

٢

٢

١
 

١ ١ ٣ ١
٣

٢

٢

١
 

 پس 

١ ٢ ١
٣

١
 

٢ ١ ٣ ٢ ٢
٣

٢

٢

١
 

٣

٣
٢
١

٣ ٢
٣

٣
٢
٢

۴
٣

۵
٣

٣ 
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  Review Exercises, Part Fourچهارم  یسر یدوره ا يناتتمر 
  يدکن يدارا پ يرز یانتگرال ها

١ ۴ ٣ ١  

٢ ٢ ١
١
٢

 

٣ ٢  

۴ ٢ ٢  

۵
١

٢

 

۶
٣ ۵ ٢ ۴

٢
 

٧
٣ ٣ ۴

 

٨
٣ ٢ ١

١
 

٩ ١  

١ ٣ ٢ ٢ ٣  

١١ ٢ ٣  

١٢ ٢ ٢ ٣ ۵  

١٣  

١۴
٢

٢
 

١۵
٢ ٣

٢
 

١۶
١

 

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف تمرينات دوره ای سری چهارم   ۴.۴     انتگرال آوا

469 
 

١٧
٢

١ ٢
 

١٨
٢

 

١٩
١

 

٢  

٢١  

٢٢  

٢٣ ٢  

٢۴ ۴ ٢ ٢ ١  

٢۵
١

 

 
 
 
 
 

 چهارم   یسر  یدوره ا يناتپاسخ تمر

١ ۴ ٣ ١ ۴ ٣ ١
۴
٣

٣  

 

٢ ٢ ١
١
٢

٢ ١
١
٣

٣  

 

٣ ٢

٣
٣

٢
٢  

 

۴ ٢ ٢ ٢
٣

٣  
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۵
١

٢

٢
١ ١

٢
٢ ٢  

 

۶
٣ ۵ ٢ ۴

٢
۵ ۴ ٢ ١

٢
٢ ۵

۴
 

 

٧
٣ ٣ ۴ ۵

٢ ٣
١
٢ ۴

١
٢

٢
٧

٧
٢ ٢

٣
٢ ٨

١
٢  

 

٨
٣ ٢ ١

١

٢ ١ ١

١
٢ ١  

١
٣

٣  

 

٩ ١
١
٢

٣
٢

٢
٣

٣
٢

٢
۵

۵
٢  

 

١ ٣ ٢ ٢ ٣ ٣
۵
٢ ٢

٣
٢ ٣

١
٢  

۶
٧

٧
٢

۴
۵

۵
٢ ٢

٣
٢  

 

١١ ٢ ٣ ٢ ٣  

١٢ ٢ ٢ ٣ ۵
٢
٣

٣ ٣
١
٣

٣
٢  

 

١٣ ٢  
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١۴
٢

٢

١
٢

١
٢

٢

٢
٢  

٢ ١ ٢ ١  

 
 

١۵
٢ ٣

٢

٢
٢

٣
٢

 

٢ ٢ ٣ ٢ ٣  

 

١۶
١ ١

٢
١
٢

٢
٣

٣
٢ ٢

١
٢  

 
 

١٧
٢

١ ٢
 

١ ميکن  یفرض م    است.٢باشد ، پس ٢
 

٢
١ ٢

١
١ ٢ ١ ٢  

 

١٨
٢

 

  است. ١باشد ، پس  ميکن  یفرض م
٢

٢ ١
٣

٣ ١
٣

٣  

 

١٩
١ ١

١
 

   است.١باشد ، پس ١ ميکن  یفرض م
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١
١

١
١  

 

٢  

  است. باشد ، پس  ميکن  یفرض م

 

 

٢١
٢

٢
 

٢
٢

 

  است. ٢باشد ، پس ٢ ميکن  یفرض م
٢

٢
١
٢ ٢

١
۴

 

١
۴

٢  

 

٢٢  

   است.باشد ، پس  ميکن  یفرض م

١ ١ ١
٢

١
٣
٢

٣
٢

 

٢
٣

٣
٢  

 

٢٣ ٢  

   است.٢و   است.باشد ، پس ٢ ميکن  یفرض م

٢ ٢
٣
٢ ٢

١
٢  
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٢
۵

۵
٢

۴
٣

٣
٢

٢
۵

٢
۵
٢

۴
٣

٢
٣
٢  

 
 

٢۴ ۴ ٢ ٢ ١  

٢ ميکن  یفرض م ٢باشد ، پس ١    است.١
 

۴ ٢ ٢ ١ ٢
۴
٣

٣
٢  

۴
٣

٢ ١
٣
٢  

 

٢۵
١ ١

١
 

١باشد ، پس ١ ميکن  یفرض م
٢

   است.

١
١

٢
٢ ٢ ١  
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 Review Practice, Part Fiveپنجم  یسر یدوره ا يناتتمر
  . يدکن يدارا پ يرز یانتگرال ها

١
٢ ١
٢ ١

 

٢ ١ ٢
۴

 

٣ ٢ ٢  

۴  

۵  

۶ ٢  

٧
١

۴ ٢
 

٨
٢

 

٩ ٣ ٢ ٢  

١ ٣٣  

١١
١

٣ ٢ ٢ ١
 

١٢
١

١
 

١٣ ٣ ٣  

١۴
٢

١ ۶
 

١۵
١

ln
٢
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١۶
٢

٢ ١
٢

 

١٧ ٢  

١٨
١

٢ ۴ ٢

 

١٩ ١
٢

 

٢
١

٣
 

 
 
 
 
 

 پنجم  یسر یدوره ا يناتپاسخ تمر

١
٢ ١
٢ ١

١
٢

٢ ١
١

٢
٢ ١

 

٢
٢ ١

 

  . ميکن  یعمل م یکسر ها جزئ قياز طر یانتگرال اخر یبرا
٢

٢ ١ ١ ١
١ ١

١ ١
 

٢ ١
 

٢داشت  ميخواه یدو تساو نياز جمع کردن ا  است.٢و پس  ٢ 
 لذا  است. ١و ١پس 

٢
٢ ١

١
١

١
١

 

١ ١ ١  
  تيو در نها

٢ ١
٢ ١

١
١

 

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انتگرال آوا ۴.۵    تمرينات دوره ای سری پنجم انوشـيروان صراف

476 
 

 

٢ ١ ٢
۴

 

١ ميکن  یفرض م ١و ٢باشد ، پس ٢
٢

باشد ، ۴اگر   است.

 لذا   است.١باشد ، پس است و اگر ٩پس 
 

١ ٢
۴

١
۴

١
١
۴

٣
٢

١
٢

١

٩

١

٩
 

١
١

۵
٢

١
۶

٣
٢ ١

٩
١

١
١
۶

٢۴٣
١

٢٧
۶

٢٩٨
١۵

 

 

٣ ٢ ٢  

  ينوسو کس ينوستوان دوم س یفرمول ها : یآور ياد

٢ ١ ٢
٢

٢ ١ ٢
٢

 

  ميپس دار

٢ ٢ ١
۴

١ ٢ ١ ٢  

١
۴

١ ٢ ٢
١
۴

١
۴

٢ ٢  

۴
١
۴

٢ ٢  

 پس   .ميبر  یرا دو باره بکار م نوسي، فرمول توان دوم کس یانتگرال آخر یبرا

٢ ٢
١ ۴

٢ ٢
١
٨

۴  

  تيو در نها

٢ ٢

۴
١
۴ ٢

١
٨

۴  

٨
١

٣٢
۴  
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۴  

١باشد ، پس  يمکن  یفرض م
٢

  است. ٢ ايو 

٢  

 و ٢ ميکن  یفرض م  .ميکن  یجز به جز عمل م یريانتگرال گ قيحالا از طر
  لذا   است.و ٢باشد ، پس 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

  تيدر نها

٢ ٢  

 

۵  

 لذا  است. ١باشد ، پس  ميکن  یفرض م
٢

٢
١
٢

٢  

 

۶ ٢  

٢مضاعف  يهفرمول زاو  :یآور ياد ٢ ٢ ١ 

٢ ٢ ٢ ١ ٢ ٢  

٢ ٢  

باشد ، پس  ميکن  یفرض م  .ميده  یرا انجام م یني، عمل جانش یانتگرال آخر یبرا
 لذا   است.

٢ ٢ ٢ ٢ ٢
٣

٣ ٢
٣

٣  

  تينها و در

٢
٢
٣

٣  

 

٧
١

۴ ٢ ۴ ٢

١
۴ ٢
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۴ ميکن  یانتگرال سمت چپ ، فرض م یبرا   است. ٢باشد ، پس ٢

۴ ٢

١
٢

٢ ٨ ٢ ٢  

٢باشد ، پس ٢ ميکن  یانتگرال سمت راست فرض م یبرا    و٢

٢
   است.

١
۴ ٢

١
۴ ۴ ٢

٢ ٢ ٢ ٢

۴ ٢
 

١
٢ ٢

١
٢ ٢

 

  تيو در نها
١

۴ ٢ ۴ ٢

١
۴ ٢

٨ ٢ ٢ ١
٢ ٢

 

 

٨
٢

 

  لذا  است. ٢باشد ، پس  ميکن  یفرض م

٢
٢  

 
 

٩ ٣ ٢ ٢  

  . يمکن  یم مربع کاملرا  يکالراد يرابتدا عبارت ز

٣ ٢ ٢ ۴ ١
٢
 

  لذا   است.باشد ، پس ١ ميکن  یحالا فرض م

٣ ٢ ٢ ١ ۴ ٢  

۴ ٢ ۴ ٢  

۴ ميکن  یانتگرال سمت چپ ، فرض م یبرا    است.٢باشد ، پس ٢

۴ ٢ ١
٢

١
٣

٣
٢

١
٣

۴ ٢
٣
٢  
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باشد ، پس ٢ ميکن  یانتگرال سمت راست ، فرض م یبرا
٢

و 

   لذا  است.٢

۴ ٢ ۴ ۴ ٢ ٢ ۴ ٢  

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

٢
٢

٢
٢ ٢

 

٢
٢

۴ ٢

٢
 

  تيو در نها

٣ ٢ ٢ ۴ ٢ ۴ ٢  

١
٣

۴ ٢
٣
٢ ٢

٢

۴ ٢

٢
 

١
٣

۴ ١
٢

٣
٢ ٢

١
٢

١
۴ ١

٢

٢
 

 

١ ٣٣  

 باشد ، اگر   است.باشد ، پس  ميکن  یفرض م

است و اگر 
٣

باشد پس 
٣

٢
  لذا  است. 

٣٣ ٣
۴

۴
١ ٩

۶۴

٣

٢  

 

١١
١

٣ ٢ ٢ ١
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  . ميکن  یمخرج را مربع کامل م

٣ ٢ ٢ ١ ٣
١
٣

٢
٢
٣

٢
٣

٩
٢

١
٣

٢

١  

٣ ميکن  یحالا فرض م

٢

١
٣

٣باشد ، پس 

٢
  لذا   است.

١
٣ ٢ ٢ ١

٣

٢ ٩
٢

١
٣

٢

١

١

٢ ٢ ١
 

١

٢

١

٢

٣

٢

١
٣

 

 
 
 

١٢
١

١
 

١و پس  باشد ،١ ميکن  یفرض م ١
١

 لذا   است.

١
١

١
١

 

 . ميدار یجزئ یبا استفاده از کسر ها
١

١ ١
١

١ ١
 

  ميپس دار  است.١و ١است ، لذا ١و پس 
١

١
١ ١

١
 

١  
  يتو در نها

١
١

١ ١  
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١٣ ٣ ٣  

 لذا   است.٣باشد ، پس ٣ يمکن  یفرض م

٣ ٣
١
٣

 

 و  ميکن  یفرض م  .ميکن  یجز به جز عمل م یريانتگرال گ قيحالا از طر
 لذا   است.و باشد ، پس 

١
٣

١
٣

١
٣

 

 باشا ١و ١ يمکن  یم   .فرضيمکن  یجز را تکرار م جز به يریانتگرال گ
 ١و  ١پس 

١
٣

١
٣

١
٣

 

١
٣

١
٣

١
٣

١
٣

 

١به هر دو طرف معادله بالا   تکرار  شد. هيانتگرال اول
٣

 ميپس خواه  .ميکن  یاضافه م
 داشت 

١
٣

١
۶

١
۶

 

  يتو در نها

٣ ٣
١
۶

٣ ٣
١
۶

٣ ٣  

 

١۴
٢

١ ۶
 

٣باشد ، پس ٣ يمکن  یفرض م    است.٢
٢

١ ۶

١
٣ ١ ٢

١
٣

 

١
٣

٣  
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١۵
١

ln
٢

 

   است.١باشد ، پس  يمکن  یفرض م
١

ln
٢

١
٢

١ ١
 

 

١۶
٢

٢ ١
٢

 

٢و ٢ يمکن  یفرض م ١
٢

٢باشد ، پس  ٢ ٢ 

١و 
٢ ٢ ١

 لذا  است. 
٢

٢ ١
٢

٢

٢ ٢ ١
٢

٢ ٢ ٢

٢ ٢ ١
 

٢ ميکن  یفرض م ماندهيباق انتگرال یبرا    است.٢باشد ، پس ١
٢ ٢ ٢

٢ ٢ ١

١ ١ ١

۴
 

١
۴

١ ١
۴

١ ١
۴

٢  

  تيو در نها
٢

٢ ١
٢

٢

٢ ٢ ١
١
۴

٢
٢

۴ ٢ ١
 

 

١٧ ٢ ٢ ٢ ٢  

٢ ١ ٢ ٢ ١ ٢ ٢  

 
 

١٨
١

٢ ۴ ٢
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 ايو ٢ ميکن  یفرض م
٢

 باشد ، پس ٢و 

١

٢ ۴ ٢

٢

۴ ٢ ۴ ۴ ٢

٢
۴ ٢ ٢

 

١
۴

٢ ١
۴

١
۴ ٢

 

۴ ٢

۴
 

١٩ ١
٢

١ ٢ ٢  

٢ ٢  

٢
١ ٢

٢

٢
٢

٢
۴

 

٣
٢

٢
١
۴

٢  

٢
١

٣
 

   .ميدار یجزئ یاز کسرها با استفاده

١
٣ ٣ ٢ ١

٢ ١
٣

٢

٣
 

 لذا ١و ١پس 
١

٣

١
٢ ١ ٢ ١

 

٢ ميکن  یانتگرال آخر ، فرض م یبرا    است.٢باشد ، پس ١

٢ ١
١

٢
١
٢

١
٢

٢ ١  

  تيو در نها
١

٣

١
٢

٢  

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 

  

  www.riazisara.ir       سايت ويژه رياضيات

  يـزوه هاي رياضـنامه ها و جـدرس
  اسخنامه تشريحي كنكورسوالات و پ

  نمونه سوالات امتحانات رياضي
  نرم افزارهاي رياضيات

  و...
  

  رياضي سرا در تلگرام: كانال سايت

 
 https://t.me/riazisara                              (@riazisara) 



فرمول های جبر, مثلثات,حسابان -ضمائم  انوشـيروان صراف  انتگرآوا 

484 
 

  يمضما  فصل پنجم  
Appendix 

 
 یفرمول ها و قواعد جبر

 عمليات جبری 

 

 

 

 

 خواص نا مساوی ها 
  است. و باشد ، پس اگر 
  است. و باشد ، پس و اگر 

  است. و باشد ، پس و اگر 
 خواص قدر مطلق 

اگر
اگر

 

 

 

مثلثی  نامساوی
 خواص توان ها 

١
 

١  

 

١ ١
 

١ ١
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   است.پس ١باشد و اگر 
    است.پس باشد و اگر 

 خواص راديکال ها 
١

 

 

باشد فرد اگر  
 فرمول مسافت 

١اگر نقطه  ١ ٢و نقطه ١ ٢ باشد ، پس فاصله بين اين دو نقطه مطابق زير ٢
   است.

١ ٢ ٢ ١
٢

٢ ١
٢
 

 لگاريتم ها و خواص آنها 
 تعريف لگاريتم 

 
 مثال 

۵ ١٢۵ ٣ زيرا ۵
٣

١٢۵ 
١ ١  

 
 

 
 

 

 
 يه اعداد مثبت است ، يعنی کلدامنه 

طبيعی  لگاريتم
١  

 
 

 اتحاد ها و فاکتور ها 
٢ ٢  

٢ ٢ ٢ ٢ 
٢ ٢ ٢ ٢ 

٣ ٣ ٣ ٢ ٣ ٢ ٣ 
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٣ ٣ ٣ ٢ ٣ ٢ ٣ 
٣ ٣ ٢ ٢  
٣ ٣ ٢ ٢  
٢ ٢  

٢  
 حل معادله درجه دوم 

 فرمول درجه دوم  از طريق - ١
٢ ،  

٢ ۴

٢
 

٢اگر    دارد.   باشد دو ريشه حقيقی۴
٢اگر    يا بهتر است بگوييم يک ريشه حقيقی   دارد  .و هم مانند   باشد دو ريشه حقيقی۴

   دارد.
٢اگر   يعنی پاسخ مانند زير است. دارد.  مختلط ريشهباشد دو ۴

 
   يک عدد مهوم يا تصوری است.هستند و   اعداد حقيقیو اينجا 

 
 مختلط  اعداد

١ ٢ ١  
 
 
 

٢ ٢ 
 

 
 خاصيت ريشه دوم

  است. باشد ، پس ٢اگر 
 مربع کامل کردن 

٢معادله  ٢ ۶  با روش مربع کلمل حل کنيد. را ١
٢ مي. پس دارديکن ميتقس٢ بيمعادله را بر ضر - ١ ٣ ۵ 
٢ مي. پس دارديمنتقل کن گريعدد ثابت را به طرف د - ٢ ٣ ۵ 

 مي. پس دارديو حاصل را به هر دو طرف اضافه کن دي، آنرا مربع کن ديکن ميرا بر دو تقس بيضر - ٣
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٢ ٣
٣
٢

٢

۵
٣
٢

٢

۵
٩
۴

٢٩
۴

 

٣ ميپس دار . ديرياز عبارت سمت چپ فاکتور بگ - ۴
٢

٢ ٢٩
۴

 

٣ ميپس دار . ديدوم استفاده کن شهير تياز خاص - ۵
٢

٢٩
۴

٢٩

٢
 

٣ ميپس دار  .ديحل کن یمعادله بدست آمده را برا - ۶
٢

٢٩

٢

٣ ٢٩

٢
 

   یخط و تابع خط
يا  

   است. بيش یو دارا  گذرد یمخط راست است از نقطه  کينمودار معادله بالا 
  بيش

  خط.  یخط با داشتن مختصات دو نقطه رو کي بيکردن ش دايپ
٢ ١

٢ ١
 

  بيشکل نقطه ش معادله خط به
١ ١  

  یسهم/تابع درجه دوم 
٢ يا ٢  

و به طرف پايين باز باشد شود اگر   نمودار معادله بالا يک سهمی است که به طرف بالا باز می
   است.راس مختصات   باشد.شود اگر   می

 درجه دوم  تابع گريشکل د
٢ يا ٢  

باشد ، به طرف به طرف بالا و اگر اگر  است.  یسهم کينمودار معادله بالا هم 
 مختصات راس هم   شود.  یباز م نييپا

٢ ٢
 

   است.
 دائره 

٢ ٢ ٢ 
   است.که مختصات مرکز آن دائره است به شعاع  کينمودار معادله بالا 

  یضيب
٢

٢

٢

٢
١ 
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واحد سمت آن  یاست ، و راس هااست که مختصات مرکز آن  یضيب کينمودار معادله بالا 
   مرکز. نيي و پاواحد بالاچپ و سمت راست مرکز ، و 

  یهذلول
٢

٢

٢

٢
١ 

 یو راس هاشود با مرکز   یاست که به طرف راست و چپ باز م یهذلول کينمودار معادله بالا 
  یها بيکند با ش  یکه از مرکز عبور م  يیواحد سمت راست و چپ مرکز ، و مجانب ها

٢

٢

٢

٢
١ 

 یو راس هاشود با مرکز   یباز م  نيياست که به طرف بالا  و پا یهذلول کينمودار معادله بالا 
  یها بيکند با ش  یکه از مرکز عبور م  يیمرکز ، و مجانب ها  نييواحد بالا  و پا

 
 ها  یدنباله ها و سر

 است ، پس جمله انم است و تفاضل مشترک جمله  نياگر اول  یدنباله حساب کي یراب
١  

 جمله اول ، مجموع   یدنباله حساب کي یبرا

٢ ١  

بعهد ، پس جمله قسمت مشترک خارج  ايو نسبت مشترک جمله  نياگر اول یدنباله هندس کي یبرا
 انم 

١ 
 جمله اول مجموع  یدنباله هندس کي یبرا

١
١

 

١ ٢ ٣
٢

١
١

 

٢ ١
٢

٢
٢

٣
٢ ٢

۶
١ ٢ ١

١

 

٣ ١
٣

٢
٣

٣
٣ ٣

٢

۴
١

٢

١

 

١ ٢ ٣ ١ ١ ٢  
١ 

 

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



فرمول های جبر, مثلثات,حسابان -ضمائم  انوشـيروان صراف  انتگرآوا 

489 
 

  یها و قواعد مثلثات فرمول
 

  
 

 باشد ، پس آن  یبروباشد و طول کمان رودائره به شعاع  کي یمرکز هيزاو کياگر 
 

 
 The Trigonometric Functions یتوابع مثلثات

  کرد.  يفتوان تعر  یمرا به دو صورت  یتوابع مثلثات
نقطه دائره به شعاع واحد باشد ، مختصات  یرواگر نقطه  دائره واحد.  يقاز طر – ١

عقربه ساعت حرکت  جهترا خلاف ١نقطه  . ميبر  یبکار م یتوابع مثلثات فيتعر یرا برا
   .ميده  یم

 

     
 

١ ١
 

  يمکن يفتعر يهمثلث قائم الزو يقاگر از طر
لمقاب ضلع

وتر
،

مجاور ضلع
وتر

،
مقابل ضلع
مجاور ضلع

 

وتر
مقابل ضلع

،
وتر

مجاور ضلع
،

مجاور ضلع
مقابل ضلع
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  یمنف هيمثبت هستند و بقو توابع در    د.مثبت هستن یتوابع مثلثات تمامدر 
و توابع در   هستند.  یمنف هيمثبت هستند و بقو توابع در   هستند.

   هستند.  یمنف هيمثبت هستند و بق
جه به در يهزاو     
 يانبه راد يهزاو     

      
      

نشده       تعريف
  نشده تعريف    

   وب است.دوره تنا يکدر  یتوابع مثلثات ینمودار ها يراشکال ز
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  یخواص توابع مثلثات
  ينوسس

   يقیاعداد حق يهکل : دامنه 
١  :برد ١ 

 ٢      :دوره تناوب
 ،       : یبا محورافق  یمحل تلاق
        :یبا محور عمود  یمحل تلاق

     :مميط ماکسنقا
٢

٢ ١ ، 

٣ ممينينقاط م
٢

٢ ١ 
 

  نوسيکس
   يقیاعداد حق يهکل : دامنه 

١  :برد ١ 
 ٢      :دوره تناوب

       : یبا محورافق  یمحل تلاق
٢

، 

  ١      :یبا محور عمود  یمحل تلاق
٢     :ممينقاط ماکس ١ ، 

٢ ممينينقاط م ١    
 

 تانژانت 
بجز  یقياعداد حق هيکل  :دامنه

٢
، 

   یقياعداد حق هيکل  :برد
    :دره تناوب

 ، یافقبا محور   یتلاق
    :یبا محور عمود  یتلاق

  :یمجانب عمود
٢

، 
 

 کتانژانت 
 ،بجز  یقياعداد حق هيکل  :دامنه
   یقياعداد حق هيکل  :برد

    :دره تناوب
  :یبا محور افق  یتلاق

٢
، 

 ،  :یمجانب عمود
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 سکانت 
بجز  یقياعداد حق هيکل  :دامنه

٢
، 

١  :برد ١ 
 ٢   :دره تناوب

 ١    :یبا محور عمود  یتلاق
  :یمجانب عمود

٢
، 

 
 کسکانت 

 ،بجز یقياعداد حق هيکل  :دامنه
١  :برد ١ 

 ٢   :دره تناوب
 ،  :یمجانب عمود

 

 
 

 وارونه    یها یهمان

csc
١

،
١ ١

 
 

  قيجمع و تفر یفرمول ها
 

 

١
 

 
 و کتانژنت   تانژانت یها  یهمان

،  
  یثاغورثيف یها یهمان

٢ ٢ ١ 
١ ٢ ٢ ، ١ ٢ ٢  
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 مضاعف  هيزاو یفرمول ها
٢ ٢  
٢ ٢ ٢  

٢
٢

١ ٢
 

 
 زوج  ايفرد 

              
 

 
  هينصف زاو یفرمول ها

sin
٢

١
٢ ٢

١
٢

 

٢
١
١

١
١

 

 ضرب  حاصل یفرمول ها
١
٢

 

١
٢

 

١
٢

 

١
٢

 

  یمثلثات یتوان ها

٢ ١ ٢
٢

٢ ١ ٢
٢

١ ٢
١ ٢
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 بانفرمول ها و قواعد حسا
 فرمول ها و قواعد حد 

 حد   یاساس یفرمول ها
١ ٢  

٢ گويا تابع يا ای جمله چند ابعت يک  

٣  

۴  

۵  

۶  

٧  

٨  

٩  

١ ،  

١١
١ ١

 

١٢ ١ ١  

١٣ ١ 

١۴ اگر ، پس به نزديک ها تمام  برای

١۵ اگر ، پس به نزديک ها تمام  برای
 

 ها  ینيجانش هيقض یمثال برا

١ ٢
١

١ 

 
 حد سمت راست 

 
 چپ  حد سمت
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 پس  باشد ، وستهيپدر و  باشد وستهيپدر اگر 
 

 راست  سمت از وستهيپ
  است ، اگر وستهيپ  نقطه کيسمت راست  ازتابع  کي

 
 راست  سمت از وستهيپ

  است ، اگر وستهيپ  نقطه کيسمت چپ   ازتابع  کي
 

 
 نقطه  کيدر  خط مماس

  اگر باشد ،  در دامنه  ديکن تابع باشد و فرض کي ديکن  فرض

 

خط  صورت نيدر ا  دارد.در  خط مماس کي نمودار مييگ  یم وجود داشته باشد ،
 بالا است.   آن حد بيگذرد و ش  یماز  است که  یخط در بر نمودار مماس

 
 خط مماس  بيش

  پس ، ميده  ینشان م آنرا با نماد داشته باشد ، بالا وجود اگر حد

 
 

 معادله خط مماس 
   است. ريمطابق زدر  خط مماس بر نمودار بيش –معادله نقطه

 
 

  یمماس عمود خط
 باشد ، اگر  وستهيپ در ميکن  یفرض م

يا  

 خط  صورت نيدر ا  دارد. در یعمود خط مماس کي نمودار مييگو  ی، م   باشد
   است. در نمودار یعمود خط مماس یعمود

 
  یمجانب عمود فيتعر
 خط  مييگو  یپس ماگر  ايو    اگر

   است. یبرا یمجانب عمود کي
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 سرعت 
حال  حرکت است ،  درزمان  خط  در کيدر طول  باشد که  یشئ کينشانگر مختصات اگر 

  ريز اگر حد  است. ريمطابق زدر زمان   یشئ یسرعت لحظه ا اي ودر زمان   یپس سرعت شئ

باشد وجود حد اين  اگر

   نيانگيم نهيهز اي متوسط  نهيهز
 ديتول واحداز فروش  درامد حاصلو  واحد ديتول  نهيهز انگرينما ميکن  یفرض م

   .ديآ  یبدست م ريز مطابق فرمولو واحد  نيهر واحد ب نهيهز نيانگيشده باشد ، پس م

 
   .ديآ  یبدست م ريمتبق فرمول زو واحد واحد  نيواحد فروخته شده ب و در آمد متوسط هر

 
   در  يینها نهيهز

 
 در   يیدر آمد نها

 
 

  Squeeze Theorem یچيساندو هيقض
  ميداشته باش و باشد ، مشکلحد  کردن دايپ  یول ميبدان راو توابع  اگر حد 

و  
   است.پس 

  The Intermediate Theorem یانيمقدار م هيقض
و  نيباشد ب یهر عدد ديو فرض کن باشد ، وستهيپدر بازه بسته  ديفرض کن

 عدد مانند  کيپس   باشد. ايو که  یبطور
   است. که یبطور وجود دارددر 

  Continuity یوستگيپ
 است ، اگر  وستهيپ دامنه اش درنقطه  کيدر تابع  کي

 
   نباشد. وستهيپدر اگر  است ، وستهيپ نا در دامنه اشدر نقطه   تابع کي
 

 توابع  ميجمع ، ضرب و تقس یوستگيپ هيقض
در نقطه ،، پس  یهر عددباشند ، و  وستهيپدر نقطه واگر 

   است. وستهيپهم در نقطه باشد ، پس هستند و اگر  وستهيپ
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 توابع مرکب  یوستگيپ هيقض
 باشد ، پس   وستههيپدر نقطه  باشد ، و وستهيپدر نقطه اگر 

 
  است.  وستهيپدر نقطه         پس

 
 طرفه  کي یوستگيپ فيتعر

 است ، اگر  وستهيدر دامنه اش پاز سمت راست نقطه تابع مانند   کي
 

 
 است ، اگر  وستهيدر دامنه اش پاز سمت چپ  نقطه تابع مانند   کي

 
  تينها  یحد در ب

Basic Limit Evaluations at  
،  

١  

٢  

٣
١ ١

 

۴ ندارد وجود افقی  مجانب

۵ ١ توان  بيشترين

۶  

٧  

٨ ندارد وجود عمودی  مجانب
 

٩ ،  

١ ،  

١١ يا در عمودی مجانب  
صفر  ی، سپس مخرج را مساو ديسيکل بنوش نيتر ابتدا کسر را به صورت ساده باشد ، اياگر تابع گو

   است.  یعمود مجانب    .ديمعادله را حل کن  د،يقرار ده
١٢ يا در افقی مجانب  
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  Limit of Trigonometric Functions یحد توابع مثلثات

١ ١ ١  

٢  

٣ ١
١

١ 

۴ ١ 

۵
١

 

۶ ١ 

٧  
 

  Continuity یوستگيپ
اگرتابع  است پيوسته  در

١  

٢ باشد داشته وجود اگر  
٣ باشد داشته وجود اگر  

۴ باشد اگر  
 

 e  فيتعر

 
 
 

  Indeterminate Formsنا مشخص  اي نينا مع اياشکال مبهم 

، ، ، ، ١ ، ،  
 و عوامل مشترک در ديرياز صورت و مخرج فاکتور بگ ، شکل مبهم دارد ، ايتابع گو  کيکه حد  یهنگام

 را  اگر صورت  .ديآ شکل ممکن در نيتر به صورت ساده کسر تا ديحذف کن صورت و مخرج
  ميباش داشته اگر ورا  و مخرج ميفرض کن

 
 پس  باشد ،
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  يبش
 

 
 است.  یز چپ به راست صعودباشد ، خط ااگر 
 است. یاز چپ به راست نزول باشد ، خطاگر 
   است. یباشد ، خط افقاگر
  است.  یباشد ، خط عموداگر 

  Secant Lineخط قاطع 
  Tangent Lineخط مماس 

قاطع خط شيب  
  

مماس خط شيب  
  ميبکار ببر ريمتغ یاگر بجا

قاطع خط شيب  

مماس خط شيب  
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 فرمول ها و قواعد مشتق 
 مشتق   فيتعر

 اگر   باشد.تابع مانند  کيدر دامنه  ميکن  یفرض م

 
  ميسينو  یو م مينام  یمدر حد را مشتق  نيوجود داشته باشد ، ا

 
  نسبت بهمشتق 

 
 
 

 مشتق   یاساس یفرمول ها
 

١  

٢ ١ 

٣  

۴  

۵ ١  

۶  

٧
٢

 

٨ ای زنجيره  قاعده

٩ ١  

١  

١١  

١٢  
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١٣
١

 

١۴
١

 

١۵  

١۶ ١  

١٧  
١٨  

 
 شتاب 

 

 
  ، مشتق هستند.  نميک  یاز توابع که در حسابان به آنها بر خورد م یاريبس

 که  ميا دهيتا به حال د قتيدر حق
 مشتق تابع مکان است  سرعت

مشتق تابع در آمد است   يیدر آمد نها
 است  نهيمشتق تابع هز  يینها نهيهز

 
 

  یتوابع مثلثات یمشتق ها

١  

٢  

٣ ٢ ١
٢

 

۴  

۵
٢

 

۶ ٢ ١
٢

 

٧
١
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٨
١

 

٩
١

 

 
 معکوس   یتوابع مثلثات یمشتق ها

١
١

١ ٢

١

٢ ١
 

٢
١

١ ٢

١

٢ ١
 

٣
١

١ ٢
 

۴
١

٢ ١
 

۵
١

٢ ١
 

۶
١

١ ٢
 

 
 Hyperbolic Functions  کيپرباليتوابع ه

١
٢

 

٢
٢

 

٣  

۴
١

 

۵
١
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۶
١

 
 

  Derivatives of Hyperbolic Functions کيبال پريتوابع ه یمشتق ها

١  

٢  

٣ ٢  

۴  

۵  

۶ ٢  
 

  Inverse Hyperbolic Functions کيبال پريتوابع معکوس ه

١ ٢ ١  

٢ ln ٢ ١ ١  

٣
١
٢

١
١

١ ١  

۴
١ ١ ٢

 

۵
١ ١ ٢

١  

۶
١
٢

١
١

١ ١  
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  Derivatives of Inverse Hyperbolic Functions کيبال پريمعکوس توابع ه یمشتق ها

١
١

٢ ١
 

٢
١

٢ ١
 

٣
١

١ ٢
 

۴
١

١ ٢

 

۵
١

١ ٢

 

 
 L’Hopital ‘s Rule يتالقانون لا پ

 

 
  کيبال پريه یها یهمان

١ cosh  
٢  
٣  
۴  
۵ ٢ ٢ ١ 
۶ ٢ ٢ ١ 
٧ ٢ ٢ ١ 
٨  
٩  

١
١

 

١١ ٢ ١ ٢
٢
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١٢ ٢ ١ ٢
٢

 

١٣ ٢ ٢  
١۴ ٢ ٢ ٢  

١۵
١
١

٢  

١۶  
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 فرمول ها و قواعد انتگرال 
  Basic Integral  یاساس یانتگرال ها

١  

٢
١

١
١ ١  

٣ ١ ١
 

۴  

۵
١

 

۶  

٧  

٨  

٩  

١
١
٢

٢ ٢  

١١
١
٢

٢ ٢  

١٢  

١٣ ۶  

 
 انتگرال ها  یبرا نيانگيمقدار مهيقض

Theorem 1.11 Mean Value Theorem for Integrals  
وجود دارد در عدد مانند  کيپس  باشد.  وستهيپدر بازه  ميکن  یفرض م

 که  یبطور
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١ هيقض   Theorem 1.14 Fundamental Theorem of Calculusحسابان   یاساس هيقض١۴
  باشد.  وستهيپدر بازه  ديفرض کن

  دارد. در  ضد مشتق کيپس   - الف
 باشد ، پس در ضد مشتق  کياگر  –ب 

 

 
  هيقض

  باشند. وستهيپبازه مانند  کيدر و هم باشند که هم  یتوابعو  ميکن  یفرض م
 باشد ، پس در  نينا مع انتگرال کياگر 

 

 
 

  Exponential and Logarithmic Forms يیو نما یتمياشکال لگار

١
١
٢

١  

٢
١ ١  

٣
٢ ٢

 

۴
٢ ٢

 

۵
١

١
٢

١ ١  

۶
١

 

٧
١ ١

 

٨
٢

١
٢

٢  

٩  

١
١

٢ ٢

١
٢
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١١
١

٢ ٢

١
٢

 

 
 Trigonometric Forms یاشکال مثلثات

 ١ sin 

٢  

٣ ٢  

۴ ٢  

۵  

۶  

٧  

٨  

٩  

١  

١١
١

٢ ١
 

١٢
١

١ ٢

٢ ١  

١٣
١

٢ ٢

١
 

١۴
١

٢ ٢

٢ ٢  

١۵
١
٢ ٢

١ ٢ ٢  

١۶  
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١٧ ٢ ١
٢

١
۴

٢  

١٨ ٢ ١
٢

١
۴

٢  

١٩
١ ١ ١ ٢  

٢
١ ١ ١ ٢  

٢١ ٣ ١
٢

١
٢

 

 قاعده ذوزنقه 

٢
٢ ١ ٢ ٢ ٢ ١  

 
  مپسونيس قاعده

٣
۴ ١ ٢ ٢ ۴ ٣  

٢ ٢ ۴ ١  
 

  Hyperbolic Forms کيبال پرياشکال ه

١  

٢  

٣ ln  

۴  

۵  

۶
١
٢

 

٧ ٢  

٨ ٢  
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٩  

١  

 
  Integration by Substitution ینيجانش قياز طر یريانتگرال گ

  مياگر داشته باش
   است.باشد ، پس  ميکن  یفرض م

 لذا   است.است ، پس  ميکن  یفرض م ميمثال اگر داشته باش

١  

 
 جزء به جرء یريانتگرال گ–

در و  ديباشند ، فرض کن ريمشتق پذدر بازه و  يدفرض کن
 پس   باشند. وستهيپ

 

 و 

 

 
 انتگرال  یبرد هاکار 

 
 ميو حدود انتگرال را بدان يعنیجسم را   يکسطح مقطع   مساحت يا  یمساحت برش عرضاگر  

   .ديآ  یبدست م ريفرمول ز قي، حجم آن جسم از طر
 

 

 
   اسبه نمود.مح    به و انتگرال را نسبت را جا بجا کرد. و  یمحور ها یها توان نقش  یم
 

 

  Disk Method سکيروش د
  هيناح کيچرخد ،   یمحول محور در بازه   یو نا منف وستهيتابع پ کيکه نمودار  یهنگام

 سطح مقطع مدور است . یکند که دارا  یم جاديا  یبعد سه
 و لذا حجم آن 
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٢

 

 
  The Washer Methodروش واشر 

 که  یدو تابع باشند ، بطورو  يدفرض کن
،  

در و  ینمودار ها نيب هي، شامل ناحدر و محور نمودار  نيب  هيپس ناح  باشد.
سه  هيلذا حجم ناح  است. در محور ونمودار  نيب هيحنا شامل نياست و همچن

 هيدو ناح یمجموع حجم ها یمساو ديشود ، با  یم جادياحول محور  هيناح  که از دوران تمام یبعد
  یعني  باشد.حول  محور  دوران   از شده جاديا

 
٢ ٢

 

 
 
 Shell Method   روش شل   يا یاستوانه ا یمحاسبه  حجم با روش غشا 

دوران کند و اگر حول محور   Disk Method   سکيدوران کند روش داگر نمودار حول محور 
   ميدار Shell Method یاستوانه ا یغشا روش

٢  

  یطول منحن
در بازه نمودار  طولپس   داشته باشد. وستهيمشتق پ کيدر  ميکن   یرض مف

   شود.  یم فيتعر ريز مطابق

١ ٢  

 داده شده است یکه به صورت پارا متر یمنحن کيطول 
  شده است.  یپارا متر ريز یفرمول ها توسط یمنحن کي ميکن  یفرض م

و برای  
را مطابق  یداشته باشند، پس طول منحن وستهيپ یمشتق هادر و  ميکن  یو فرض م

  . ميکن فيتعر ريز

٢ ٢  

 یمساحت  جانب حاسبهم
که از دوران  یسطح یمساحت جانب باشد.  ريو مشتق پذ وستهي، پ  ینا منفدر  ميکن  یفرض م
  . شوديم فيتعر ريشود ، مطابق ز  یم جادياحول محور نمودار 
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٢ ١ ٢  

 
  یعنيداده شود ،  یسطح شود ، پارا متر کي جاديدوران کند و احول محور  ديه باک یاگر منحن

و برای ،  
  يعنی . يدآ  یبدست م یمساحت جانب یبرا يرز ينهفرمول قر پس

٢ ٢ ٢  

 
 کار 

  کند.  یحرکت مبه نقطه از نقطه  یعنيوارد بر آن  یرويدر اثر ن  یشئ کي ديفرض کن
 ريمطابق ز  یوارد بر شئ  یروين لهيپس کار انجام شده بوس  است. وستهيتابع پ کيدر 

   شود.  یم فيتعر

 

 قانون هوک
 تا واحد فنر از واحد  کي دنيکش یمقدار کار لازم برا

    .ديآ  یبدست م ريطبق فرمول ز

 

 . ميکن  یم فيتعر نيرا چن گشتاور
 عبارت است از  حول محور ینقطه ا یمجموعه جرم ها

 حول محور  ینقطه ا یاز  جرم ها کيجمع هر 
١ ١ ٢ ٢  

   کرد. فيتعر نيرا چنحول محور گشتاور توان   یم نيهمچن
١ ١ ٢ ٢  

 
 نامند.  یداده شده م ینقطه ا یجرم ها مجموعه   Center of Gravity   مرکز ثقلرا نقطه 

١ ١ ٢ ٢  
 

١ ١ ٢ ٢  
 باشند ، و  وستهيپدر و  ميکن  یفرض م

،  
حول محور گشتاور پس   باشد.در و  ینمودار ها نيب هيناح ميکن  یو فرض م

   است. ريمطابق ز
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١
٢

٢ ٢  

 است. ريمطابق زحول محور گشتاور  و

 

   شود.  یم فيتعر ريمطابق زمرکز جرم  ايمرکز ثقل باشد ، پس مساحت مثبت  یدارااگر 

،  
 

 یصفحه عمود کيبر  کياستات درويفشار ه
 ن در آب قرار دارد، و سطح آب از آ  یقسمت يابطور کامل  یصفحه عمود يک يمکن  یفرض م

 باشد. محور  یرو ايآن قسمت از صفحه که در آب قرار دارد ، از  ميکن  یفرض م  است.
 در  ميکن  یو فرض م  باشد. یعرض  صفحه برا ميکن  یفرض م

  است.  ريبر صفحه توسط آب مطابق ز کياتاست درويفشار هپس   باشد. وستهيپ

۶٢ ۵  

۶٢ دي، پس با ميداشته باش نيبنز  مثلا ی گريد عيآب ما یاگر بجا فوت مکعب آن  کيرا با وزن ۵
  . ميعوض کن عيما
 

  يگرد يکبه  یو قطب یمختصات دکارت يلتبد
Conversion Between Cartesian and Ploar Coordinates 

نقطه  يک يدفرض کن . یقطب دارد و هم مختصات   ی، هم مختصات دکارت صفحه یرو یهر نقطه ا
 فيبر اساس تعر  است. یمختصات دکارت یاست و دارا یمختصات قطب یدارا

 که  ميريگ  یم جهينت نوسيو کس نوسيس
cos و ٢  

 و  ريتمام مقاد یاست برا
 

 طيشرا با و یقطب مختصات  مختصات با صفحه ینقاط رو تمام  که شامل یا يهناح مساحت
  ريز

و  
   است. ريز مطابق باشد ،

 
١
٢

٢  

 
 

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 

  

  www.riazisara.ir       سايت ويژه رياضيات

  يـزوه هاي رياضـنامه ها و جـدرس
  اسخنامه تشريحي كنكورسوالات و پ

  نمونه سوالات امتحانات رياضي
  نرم افزارهاي رياضيات

  و...
  

  رياضي سرا در تلگرام: كانال سايت

 
 https://t.me/riazisara                              (@riazisara) 



رياضی انگليسی به فارسیواژه نامه  [Type text] انوشـيروان صراف  

 بنام خدا
  یبه فارس يسیانگل  ياضیواژه  نامه ر 

English to Persian 
Mathematics Dictionary 

 و ترجمه تأليف
 انوشـيروان صـراف

 دبير اسبق دبيرستانهای تهران و شيراز
  )١٣۶۵ -١٣۴٢های  سال(

 مدرس سابق دانشگاه ايالتی ميسوری
 )٢٠٠٩-١٩٩۶های  سال(

 آدرس ايميل 
John_Sarraf@yahoo.com 

 
 
 
 
 
 



 واژه نامه رياضی انگليسی به فارسی [Type text] انوشـيروان صراف

1 
 

 
 
 

Abolish محو کردن 
About  اطراف -در هر دو طرف 
Abscissa طول 
Absolute Value  قدر مطلق 
Accumulated Value  مقدار افزوده شده -مقدار ذخيره شده  -مقدار جمع شده 
Accuracy  دقت -صحت 
Add  اضافه کردن -جمع کردن 
addend  عدد مضاعف -عدد افزوده شده 
Additive Identity عدد خنثی در جمع 
Additive Inverse  مخالف  -قرينه 
Admit  پذيرفتن -قبول کردن 
Algebraic Expression عبارت جبری 
Algebraically به زبان جبری 
Algorithm  مسائلهر شيوه علمی برای حل -الگوريتم 
Align  تنظيم کردن يا شدن 
Along  در امتداد يا در طول 
Alternate  يک درميانی -تناوب 
Altitude  بلندی -فراز  -ارتفاع 
Analyze تجزيه و تحليل کردن 
Angle Measure اندازه زاويه 
Antiderivative ضد مشتق 
Approach نزديک شدن 
Approximate  تخمين زدن 
Arbitrary اختياری 
Arch طاق 
Architecture  معماری 
Area مساحت 
Arithmetic Sequence دنباله حسابی 
Arrangement  قرار دادن -ارايش 
Array  آرايش منظم شماره ها در رديف يا ستون است   -آرايه 
Assert  تآييد کردن -تصريح کردن 

 ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 واژه نامه رياضی انگليسی به فارسی [Type text] انوشـيروان صراف

2 
 

Assign تخصيص دادن 
Assign  دادناختصاص  -تعين کردن 
Assign تعيين کردن تخصيص دادن 
Associative Property خاصيت شرکت پذيری 
Astronomy  ستاره شناسی 
Asymptote  تانژانت منحنی در بينهايت -خط مجانب 
At Least حد اقل 
At Most حد اکثر 
Average  ميانگين -معدل 
Axes محورها 
Axis محور 
Bar Graph نمودار ميله ای 
Base قاعده 
Base پايه 
Basic  ساده -اصلی  -پايه 
Basic بنيادی 
Behavior  رفتار کردن -عمل کردن 
Between ما بين 
Binomial دو جمله ای 
Binomial Coefficient ضريب دو جمله ای 
Bisection Method روش نصف کردن بازه 
Boundary Line خط مرزی 
Bounded کران دار 
Bounded Above از طرف بالا کران دار 
Bounded Below از طرف پائين کران دار 
Braces { } آکولاد ها 
Brackets [ ] کروشه ها 
Break Even سود و زيان شدن   بی 
Buoyant Force نيروی شناور 
Calculate  حساب کردن -محاسبه 
Calculus حسابان 
Calculus  حسابان -رياضيات جامع 
Cancel حذف کردن 
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Carbon Dating تعيين قدمت اجسام کربن دار 
Cartesian Coordinate System محورهای مختصات 
Center مرکز 
Center of Gravity مرکز ثفل 
Central Angle زاويه مرکزی 
Circuit مدار 
Circumference (دايره) محيط 
Circumscribe محيط کردن 
Closed Interval بازه بسته 
Coefficient ضريب 
Coincide منطبق بودن 
Coincide منطبق بودن 
Coincident منطبق 
Column ستون 
Combination ترکيب 
Combine  تلفيق کردن -توأم کردن  -با هم پيوستن 
Combine  يکی کردن -تلفيق کردن  -ادغام کردن 
Combine تلفيق کردن 
Combined   مرکب -ترکيبی 
Comet ستاره دنباله دار 
Common مشترک 
Common مشترک 
Common Ratio  خارج قسمت مشترک -نسبت مشترک 
Commutative Property خاصيت جابجائی 
Complement  مکمل -متمم 
Complex Fraction  کسر مرکب 
Complex Numbers اعداد مرکب 
Complex Rational Expression عبارت گويای مرکب 
Complicated  بغرنج -پيچيده 
Component  سلزنده -جز  -بخش  -مؤلفه 
Component مؤلفه 
Composed with ترکيب شده با 
Composite Function  تابع ترکيبی -تابع مرکب 
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Compound 
بهره پول و بهره متعلق به بهره آن را حساب  -مرکب 
 کردن

Compound Interest ربح مرکب 
Compression  تراکم -فشردگی 
Compute  حساب کردن -محاسبه کردن 
Concept مفهوم 
Conic Sections مقاطع مخروطی 
Conjugate مزدوج 
Connection  پيوند -رابطه 
Consecutive  پشت سر هم -متوالی 
Consistent  سازگار -بی تنلقض 
Constant  مقدار ثابت -عدد ثابت 
Constant Term جمله ثابت 
Construct ساختن 
Contain  دارا بودن -شامل بودن 
Continuity پيوستگی 
Continuous پيوسته 
Contradiction تناقض 
Convergent همگرا 
Coordinate  مختصات 
Coordinate Plane صفحه مختصات 
Correspondence مطابقت 
Corresponding  متناظر -هم نظير 
Corresponding متناظر 
Cross Product طرفين وسطين کردن 
Cross Section  مقطع -برش عرضی 
Cross Section Area مساحت سطح مقطع 
Cube مکعب 
Cube مکعب 
Cube Root ريشه سوم 
Cubed توان سوم 
Curve منحنی 
Cycloid  سيکلوئيد -چرخ نما 
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Cylinder استوانه 
Dashed Line خط چين 
Deal with پرداختن به 
Decay  (مواد راديو اکتيو) کاهش -فرو کاست 
Decimal Places  ارقام اعشاری 
Decompose تجزيه کردن 
Decrease  نزول کردن -کم شدن 
Deduce  نتيجه گرفتن -استنتاج کردن 
Define  معنی کردن -تعريف کردن 
Define مشخص کردن 
Definite  داری حدود -معين  -مشخض 
Degree درجه 
Denominator مخرج 
Dependent وابسته 
Dependent Variable متغير وابسته 
Derivative مشتق 
Derive  استنباط کردن  -اشتقاق يافتن  -استنتاج کردن 
Descending Order به ترتيب نزولی 
Design طراحی 
Designate مشخص کردن 
Determinant  ديترمينانت -مبين 
Determine  حکم دادن -کردن تعيين 
Develop بسط دادن 
Diagonal    اريب -مورب  -قطر 
Diagram نمودار 
Diameter قطر 
Die طاس تخته نرد 
Differentiability ديفرانسيلی 
Differentiable  قابل مشتق گيری -مشتق پذير 
Discontinuous  گسسته -نا پيوسته 
Discriminant  مجزا کننده -مشخص کننده 
Discriminate  مجزا کردن -مشخص کردن 
Disjoint مجزا 
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Disk ديسک صفحه گرد 
Distance  مسافت -فاصله 
Distinct  متمايز -مجزا  -متفاوت 
Distribute  توزيع کردن -پخش کردن 
Distributive Property خاصيت توزيعی 
Divergent واگرا 
Diverse   گوناگون -متنوع 
Divide  کردنتقسيم 
Divide and Conquer جدائی انداز و تسخير کن 
Dividend   بخشی -مقسوم 
Divisor  بخشياب -مقسوم عليه 
Domain دامنه 
Double مضاعف 
Double Angle Formula فرمول زاويه مضاعف 
Downward به طرف پائين 
Due  موعد پرداخت -سر رسيد 
Elastic Force نيروی کشسائی 
Element  عنصر -عضو 
Eliminate حذف کردن 
Elimination حذف 
Ellipse بيضی 
Empty Set مجموعه تهی 
End Behavior وضع انتهائی 
Endpoint نقطه انتهائی 
Engage پرداختن به 
Equality تساوی 
Equally Likely Outcomes  پيش آمد های با شانس مساوی -پيش آمد های هم شانس 
Equation  تساوی -معادله 
Equator خط استوا 
Equilateral Triangle مثلث متساوی الاضلاع 
Equilibrium تعادل 
Equivalent  متشابه -هم ارز  -معادل 
Equivalent Equations  معادله های معادل -معادله های هم ارز 
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Establish  محقق کردن -ثابت کردن 
Evaluate  عددی پيدا کردنمقدار  -ارزيابی کردن 
Even زوج 
Event اتفاق 
Exclude در نظر نگرفتن 
Exclusive  محض -تنها  -صرف 
Exert اعمال کردن 
Exhaustion جزء به جزء 
Expand پسط دادن 
Expand  گستردن -بسط دادن 
Explicitly بطور صريح بيان کردن 
Exponent توان 
Exponential Equation  القوهمعادله مجهول 
Exponential Expression  توان -عبارت توان دار 
Exponential Function تابع مجهول القوه 
Exponential Probability احتمال مجهول القوه 
Extraneous نا مربوط 
Factor عامل 
Factor  فاکتور گرفتن -عامل مشترک  -فاکتور  -عامل 
Factorization فاکور گيری 
Fair  بی عيب - سالم 
False غلط 
Figure  تصوير -شکل 
Finance  امور مالی -مالی 
Finite Sum جمع تعداد محدودی 
Fit جور کردن 
Flatten  صاف شدن -پهن شدن 
Foci کانون ها 
Focus کانون 
Formula فرمول 
Fraction کسر 
Frustum of a cone  مخروط ناقص -مخروط سر و ته بريده 
Function تابع 
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Fundamental اساسی 
Future Value  ارزش آينده 
Gear چرخ دنده 
General Term جمله عمومی 
Geometric هندسی 
Geometric Sequence دنباله هندسی 
Globe کره زمين 
Golden Ratio  عدد طلائی -نسبت طلائی 
Graph  نمايش هندسی -نمودار 
Greater Than بزرگ تر از 
Greatest Lower Bound بزرگ ترين کران پائين 
Group  دسته بندی کردن -گروه بندی کردن  -گروه 
Growth  رويش -رشد 
Half-life (يک ماده راديو اکتيو) نيمه عمر 
Half-Planes نيم صفحه ها 
Head  سر 
Height ارتفاع 
Hemisphere نيم کره 
Hexagon شش ضلعی 
Horizontal افقی 
Horizontal Shift جابجائی افقی 
Hydrostatic Force فشار هيدرو استاتيک 
Hyperbola  هذ لولی 
Identical کاملا همانند 
Identity  خنثی  -اين همانی 
Image  باز تاب -انعکاس  -تصوير 
Imaginary Unit  واحد موهومی -واحد تصوری 
Implicitly بطور ضمنی بيان کردن 
Improper  ناسره -حقيقی  غير -نا جور 
In Term of  بر حسب 
Include به حساب آوردن 
Included  به حساب آمده -شامل شده  -گنجانده شده 
Inclusive  به حساب امده -شامل 
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Inconsistent متناقص 
Increase  صعود کردن -زياد شدن 
Independent Variable متغير مستقل 
Index   شاخص -نما 
Individual شخصی 
Individual Retirement Account حساب باز نشستگی شخصی 
Inequality  نا مساوی -نا معادله 
Infinite بی نهايت 
Initial Side ضلع اوليه 
Input ورودی 
Inscribe محاط کردن 
Instantaneous Velocity سرعت لحظه ای 
Integers اعداد صحيح 
Integrand  انتگراند -عبارت داخل انگرال 
Integration by Parts انتگرال گيری جزء به جزء 
Intensity  مقدار -ميزان  -شدت 
Intercept  تقاطع -ميان بر  -قطع کردن 
Interest  سود -بهره 
Interest Compounded Monthly بهره مرکب ماهانه 
Interest Compounded Quarterly بهره مرکب سه ماهه 
Interest Compounded 
Semiannually   بهره مرکب شـش ماهه 
Interest Compounded Yearly بهره مرکب سالانه 
Intermediate Value مقدار ميانی 
Interpret  توضيح دادن -تفسير کردن 
Interpretation تفسير 
Intersection اشتراک 
Intersection of Sets اشتراک مجموعه ها 
Intervals   فاصله -ميانين  -بازه ها 
Introduction مقدمه 
Inverse Function تابع معکوس 
Invest سرمايه گذاری کردن 
Irrational Numbers اعداد گنگ 
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Is Equal to مساوی است با 
Is not Equal to مساوی نيست با 
Isosceles Triangle مثلث متساوی الساقين 
Joint مشترک 
Launch پرتاب کردن 
LCD کوچک ترين مخرج مشترک 
Least کوچک ترين 
Least Upper Bound کوچک ترين کران بالا 
Left-Hand Limit حد سمت چپ 
Lemma  گزاره ای که درست فرض ميشود -اصل موضوع 
Length طول 
Less Than کوچک تر از 
Like Radicals راديکال های متشابه 
Like Terms جمله های متشابه 
Likelihood  احتمال -امکان 
Limit حد 
Line Segment پاره خط 
Linear   خطی 
Linear Equations   معادله های خطی 
Linear Equations in one Variable معادله های خطی يک مجهولی 
Linear Programming  برنامه ريزی خطی 
Local Maxima ما گزيمم محلی 
Local Minima مينيمم محلی 
Locate  نشان دادن -تعيين کردن  -مشخص کردن 
Location  مکان هندسی 
Logarithmic Function تابع لگاريتمی 
Long Period  دوره طولانی -پروسه طولانی 
Lower Bound پائين کران 
Lower Sum مجموع پائين 
Lowest Term  (کسر) ساده ترين شکل 
Major اصلی 
Marginal Cost هزينه نهائی 
Marginal Revenue درامد نهائی 
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Matrices متريس ها جمع متريکس 
Matrix متريکس 
Method of Exhaustion روش جزء به جزء 
Midpoint نقطه ميانی 
Minor فرعی 
Model   مدل -انگاره 
Model  انگاره -نمونه  -الگو 
Moment گشتاور 
Monomial يک جمله ای 
Multiple مضرب 
Multiple ضريب 
Multiplicative Identity عدد خنثی در ضرب 
Multiplicative Inverse عدد وارونه در ضرب 
Multiply ضرب کردن 
Mutually Exclusive Events اتفاق های ناسازگار 
Natural Numbers اعداد طبيعی 
Negation  انکار -نفی 
Negative منفی 
Negative Square Root ريشه دوم منفی 
No Less Than نه کمتر از 
No More Than نه بيشتر از 
None Empty نا تهی 
Nonlinear غير خطی 
Nonzero  بجز صفر -غير از صفر 
Norm   ميانگين -حد متوسط 
Normal Line (در نقطه مماس) خط قائم بر منحنی 
Notation نماد 
nth Root ريشه انم 
Number Line محور اعداد 
Oblique مورب 
Observation مشاهده علمی 
Odd (مانند عدد فرد) فرد 
One-Sided يک طرفه 
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One-to-one Function تابع يک به يک 
Open Interval بازه باز 
Operations   تقسيم) -ضرب  -تفريق  -انجام عمليات (جمع 
Operations   عمليات 
Opposite  مخالف  -قرينه 
Orbit  دور زدن  -چرخيدن 
Orbit  در مدار چرخيدن -دور زدن  -مدار 
Order ترتيب 
Ordered Pair دو گانه مرتب 
Ordered Triple سه تائی مرتب 
Ordinate عرض 
Origin مبدأ 
Outcome  بازده -پيامد  -نتيجه 
Output خروجی 
Overlap  ری هم افتادن -تداخل کردن 
Pair  جفت -زوج 
Pane  جام -شيشه 
Parabola سهمی 
Parallel موازی 
Parametric پارامتری 
Parametrize پارامتری کردن 
Parentheses  ( ) پرانتز ها 
Partition  تقسيم بندی -پارش 
Path مسير 
Pattern  طرح -نمونه  -الگو 
Payment Period دوره يرداخت 
Pendulum پاندول 
Perfect Square مربع کامل 
Perimeter  محيط -پيرامون 
Perimeter  محيط 
Period  دوره تناوب -دوره 
Periodic تناوبی 
Permutation جايگشت 
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Phenomena پديده ها 
Phenomena پديده ها 
Phenomenon پديده 
Phenomenon پديده 
Phenomenon پديده 
Piecewise-defined function تابع چند ضابطه ای 
Plane صفحه 
Planet سياره 
Plot  نشان دادن ی تعيين کردن 
Point of Intersection  نقطه تقاطع 
Point of Tangency نقطه مماس 
Polar Coordinate دستگاه مختصات قطبی 
Polygonal چند گوشه 
Polynomial  چند جمله ای 
Portion قسمت 
Positive مثبت 
Positive Square Root ريشه دوم مثبت 
Power توان در توان 
Precise دقيق 
Prime Polynomial (غير قابل فاکتور گيری) چند جمله ای اول 
Principal   سرمايه 
Principal Square Root ريشه دوم مثبت 
Probability احتمال 
Probability Model مدل احتمال 
Problem مسآله 
Procedure  اصلوب -روش 
Process  مرحله -جريان  -عمل 
Projectile  پرتابی -پرتاب کردنی 
Proper  محض -سره  -حقيقی 
Properties خواص 
Property  خصوصيت -خاصيت 
Property  خاصيت -خصوصيت 
Punch  نيشگون گرفتن -بين دو انگشت قرار دادن 
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Quadrant  ربع دايره -ربع صفحه 
Quadratic Equation معادله درجه دو 
Quadrilateral چهار ضلعی 
Quantity  کميت 
Quotient خارج قسمت 
Quotient  بهره -خارج قسمت 
Radical  راد يکال 
Radicand عدد زير راد يکال 
Radius (دايره) شعاع 
Random تصادفی 
Range برد 
Rate  سرعت متوسط -حد متوسط  -ميزان  -نرخ 
Rate  مقدار -نرخ  -ميزان  -نسبت 
Ratio  نسبت 
Ratio  خارج قسمت -نسبت 
Rational Exponent   توان گويا -توان کسری 
Rational Numbers اعداد گويا 
Rationalize گويا کردن 
Rationalizing the Denominator  گويا کردن مخرج کسر 
Real Numbers اعداد حقيقی 
Reasonable منطقی 
Reciprocal  معکوس -وارونه 
Rectangle مستطيل 
Rectangular Coordinate System محورهای مختصات 
Recursive باز گشتی 
Reduce ساده کردن 
Reference  مراجعه -رجوع  -ارجاع 
Reflection انعکاس 
Reflector منعکس کننده 
Region  منطقه -بخش 
Regression  رگراسيون -انعکاس 
Regular Pattern الگوی منظم 
Related مربوطه 
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Relation رابطه 
Remainder باقيمانده 
Remarkable قابل توجه 
Represent   بجای چيزی بکار رفتن -مجسم کردن  -نشان دادن 
Resistance مقاومت 
Resistor مقاوم 
Restricted  کنترل شده -محدود شده 
Reverse  ضد -وارونه  -معکوس  -عکس 
Review  مرور کردن -دوره کردن 
Right-Hand Limit حد سمت راست 
Rise  صعود کردن -بالا رفتن 
Roll Die طاس ريختن 
Root ريشه 
Root ريشه 
Roster Form (برای مشخص کردن مجموعه) فهرست وار 
Rotate بر محور خود چرخيدن 
Row رديف 
Rule قاعده 
Sample Space فضای نمونه 
Sandwich ساندويچ 
Satellite ماهواره 
Satisfy شرائط يا الزامات چيزی را برآوردن 
Scatter پراکنده 
Scatter Diagram نمودار پراکندگی 
Scientific Notation  نماد علمی -عدد نويسی علمی 
Secant  سکانت -خط قاطع 
Second Degree Equation  دوممعادله درجه 
Section  قسمت -بخش 
Sector قطاع دايره 
Sector قطاع 
Sequence دنباله 
Set مجموعه 
Set Builder Notation (برای مشخص کردن مجموعه) توصيف مجموعه 
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Sharp Corner نقطه مماس 
Shift  جا بجا شدن -تغير مکان دادن 
Side  ضلع 
Similar متشابه 
Simple Interest ربح ساده 
Simplify ساده کردن 
Situation موقعيت 
Slant  يک وری -کج  -اريب 
Slope  شتاب -شيب 
Slope-Intercept Form برخوردگاه-شکل شيب -تقاطع -شکل شيب 
Smooth Curve  منحنی صاف -منحنی يک دست 
Solid  سه بعدی -جامد 
Solid  جسم سه بعدی -جسم جامد 
Solid Line خط کامل 
Solution  جواب -راه حل  -حل 
Solution Region منطقه جواب 
Solve حل کردن 
Space فضا 
Spandrel سه گوش قوسی 
Special مخصوص 
Special Products  حاصل ضرب های مخصوص -اتحاد های مهم 
Specified  معلوم -معين  -مشخص 
Specify مشخص کردن 
Sphere کره 
Square مربع 
Square مربع 
Square Root  جذر -ريشه دوم 
Square Root Function  تابع ريشه دوم -تابع جذری 
Squeeze  چلاندن -فشردن 
Statement   بيان کردن -اظهار  -بيان 
Statistics آمار 
Steepness  سراشيبی -سرازيری 
Step Function تابع پلکانی 
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Straight Angle  صد و هشتاد درجه استزاويه نيم صفحه که مساوی 
Stretch  کشيده شدن -کش آمدن 
Sub Set زير مجموعه 
Subinterval بازه فرعی 
Submerge غوطه ور 
Subscripted زير نويس دار 
Substitution  جای گزين کردن -جانشينی 
Subtract  کسر کردن -تفريق کردن 
Successive  متوالی -پشت سر هم  -بعدی  -پيا پی 
Sum  افزانه -جمع 
Summand جمع وند 
Support نگهداشتن 
Surface Area    رويه جانبی  –سطح جانبی 
Survey  مطالعه -بررسی 
Swing  حرکت تاب -حرکت پاندولی  -نوسان 
Symbol نماد 
Symmetric  قرينه -متقارن  -هم اندازه 
Symmetry تقارن 
System دستگاه 
Tail دم 
Tangent Line خط مماس 
Technique  تکنيک -روش 
Tendency گرايش 
Term  جمله -کلمه  -اصطلاح 
Terminal Side ضلع ثانوی 
Test Point نقطه آزمايش 
The Same Number  همان عدد -يک عدد 
Theorem قضيه 
Three Dimensional سه بعدی 
Tilt  سرازيری -کجی  -کج کردن  -کج شدن 
Time  مدت -وقت  -زمان 
Time Value of Money ارزش زمانی پول 
Torus  چيزی شبيه لاستيک باد شده -چنبره 
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Toss شير يا خط کردن 
Toss بالا انداختن مانند شير يا خط کردن 
Toss a Coin شير يا خط کردن 
Trace  ترسيم کردن -اثر 
Transformation  تغير -تبديل 
Trapezoid ذوزنقه 
Traverse در امتداد چيزی حرکت کردن 
Trigonometric Identities همانی های مثلثاتی 
Trinomial سه جمله ای 
True صحيح 
Turning Point نقطه عطف 
Two Dimensional دو بعدی 
Unbounded  لا يتناهی -نا محدود 
Undefined نا معين 
Uniformly بطور يکسان 
Uninhibited Decay  محدودفرو کاست نا 
Uninhibited Growth رشد نا محدود 
Union اجتماع 
Union of Sets اجتماع مجموعه ها 
Unique  يگانه -منحصربه فرد يکتا 
Uniqueness منحصر به فرد بودن 
Unit واحد 
Universal جامع 
Upper Bound بالا کران 
Upper Sum مجموع بالا 
Upward به طرف بالا 
Utility  ابزار -وسيله 
Value  قدر -کميت  -مقدار 
Variable متغير 
Variation  واريانس -تغيير  -وردش 
Vault گنبد 
Velocity سرعت 
Verify درستی چيزی را ثابت کردن 
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Vertex  منحنی صاف -منحنی يک دست 
Vertical  قائم -عمودی 
Vertical عمودی 
Vertical Shift جابجائی عمودی 
Voltage ولتاژ 
Volume حجم 
Washer پوسته -حلقه فلزی  -واشر 
Weight وزن 
Whole تمام 
Whole Numbers اعداد حسابی 
Width عرض 
With Respect to نسبت به 
x-intercept محل بر خورد نمودار با محور اکس 
y-intercept محل برخوردنمودار با محور وای 
Zero Factor Property  صفر خاصيت عامل 
Zero of a Polynomial صفر يک چند جمله ای 
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