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�_��G�������+�C�����VAB�g�8 B̂ �� i� �9 Â �� p� �nj��
���0

V�����2�����F�CM4
����A=(�,�)��$,	��(input…)����$,HH	����8�8����
����?	
��C�T

�V���
����8
����8����f: Line (A,B)�8�c: Segment (A,g)�����$,HH	��?C
��C�T

V���

�B�OX�*��5���3,�����
�$HHX�L�$1�"��b����$,HH	��.��
����8���P

dV�$4�����*�����
n���
����8������+��$,	� Â �� p� �T�8�+�j	�������?C���C�T

g:Rotate (f,p�°,A)

V���
����8������+��$,	� B̂ �� i� �T�8�+�j	�������?C��D9�C�T
�+�������9�4���-	���-�HH	����.B�7���"
����"�8�+�jHH	������P

dVj��
�*��>,	��.B�C�M�
h:Rotate (f,f��°,B)

��$,	�����;�OX�8��N�� ��TG ��.�4�}~HH<�������?:L8b�C�T
n���
�����������+

C=Intersect(g,h)
"��W$����������,�
�X�I������8���r�-�	���$HH�����?:K��C�T

V�$4���>	����.B�CX�������������
�Q�'
�f�8�h�9g
n���
�����������+�����$,	��?:�r+�C�T

b:Segment(A,C)
a:Segment(B,C)

���Gc��

@W��P%
����#�H�H��2�+�O(=-�P(�����o���O"F�1f
 Â �� h � ����ABC�T�8�o#��jD�/�K'w��j	������������+�����$,	�

�n���
����8����8�f�"�D�/�s@���a$��8

fP�A=(�, �)
FP�c:Segment(A,1)
gP�h:Rotate (B,h�°,A)
pP�b:Segment(A,C)
�P�a:Segment(B,C)

�{�	�8�� �-�@���8��c���4�"��W$�������
�����r�-�	���
�-	���-�	����*�HH4�+���I���5����8����
�Q�'
�kSettingsl��8�
�j�t���kName�& Valuel�L��&��������kShow Labell�9C�� �����

�Q�'
�)�����"��o���b�8�a�����N'���8���9K'w��CM4����{�	�V���

V����&�����Settings����
�8����
�j�t������Show Label�b���������8
�)�����"��B�T�8�+����w'w������-&���T&HH	�!��2����������b��

n���
���;�������+�����2�(

�������#�H�H��O(=-�?	
��C�T
����ABC���o���"
�jHH���T��o(��8��9"!>1��b�����HH���o�����
�V���
�J�~,������.B�8�QHH�'
�9-HH	�������"��W$����8���������/�.B
����
����8����
�Q�'
�kLaTex Formulal��8��*�HH4�+������
���
����V���
�Q�'
�OK��8��-��3�����8����
�����������+�L��&������5

V�$4����2�������
�����j���6������2�(
SinB=Sinp�°=
\frac{*+�������8}{*+�����N'��C�� �}=
\frac{AC}{BC}=\frac{f}{\sqrt{F��f�pf}=
\frac{\sqrt{F}}{F}

�� ��#�H�H��O(=-�?C
��C�T
CosB=Cosp�°=
\frac{*+�������8}{*+�����N'���8���}=
\frac{AB}{BC}=\frac{f}{\sqrt{F}}=
\frac{\sqrt{F}}{F}

!����#�H�H��O(=-�?C���C�T
TanB=Tanp�°=
\frac{*+�����N'��C�� �}{*+�����N'���8���}=
\frac{AC}{AB}=\frac{f}{f}=f

��"��#�H�H��O(=-�?C��D9�C�T
CotB=Tanp�°=
\frac{*+�����N'���8���}{*+�����N'��C�� �}=
=\frac{AB}{AC}=\frac{f}{f}=f

V����*�4�}~<��g�CM4�������,�
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�kinput..l�-��/����.�$�����-&������"&	�!����������z��
n��
����8����N��$����+�L�$1�"�

fP�Sin(p�°)
FP�Cos(p�°)
gP�Tan(p�°)
pP�Cot(p�°)

V�$4����*����U�����*�4�"&	�!����� ��Q�������+����"


!���
�����2�+�)%
����#�H�H��2�+�O(=-�P(�����o@�O"F�1f
�p�������AB�N'��I+�����.B����"
����ABC�T�8�o#��jD�/�K'w����,��
�";������������B�T�8�+�I+�����8�";���h��������A�T�8�+�I+�����8����8

n���
�j	����+�����$,	�����9-	�
fP�A=(�,�)
FP�c:Segment(A,p)
gP�f:Line(A,B)
pP�g:Rotate(f,h�°,A)
�P�h:Rotate(f,fF�°,B)
�P�C=intersect(g,h)
iP�a:Segment(B,C)
xP�b:Segment(A,C)
��r�-�HH	����h�8�g 9f�����OX�������,HH�
�X�I������8�P

dV��$<��*����U�����8���$4���>	�������
�Q�'

�)�����"��8����
�*��>,HH	��C&/�-�#�60�������ABC���o���+��b��

n���
�����������+�����L��&�
fP�SinB=Sin��°=\frac{AC}{BC}

=\frac{p*\sqrt{g����hg}{x}
=\frac{\sqrt{g}}{F}

FP�CosB=Cos��°=\frac{AB}{BC}
=\frac{p}{x}=\frac{f}{F}

gP�TanB=Tan��°=\frac{AC}{AB}
=\frac{p*\sqrt{g}}{p}=\sqrt{g}

pP�CotB=Cot��°=\frac{AB}{AC}
=\frac{p}{p*\sqrt{g}}=\frac{f}{\sqrt}}
=\frac{\sqrt{g}}{g}

�P�SinC=Sing�°=\frac{AB}{BC}
=\frac{p}{x}=\frac{f}{F}

�P�CosC=Cosg�°=\frac{AC}{BC}
=\frac{p*\sqrt{g}}{x}=\frac{\sqrt{g}}{F}

iP�TanC=Tang�°=\frac{AB}{AC}
=\frac{p}{p*\sqrt{g}}=\frac{f}{\sqrt{g}}
=\frac{\sqrt{g}}{g}

xP�CotC=Cotg�°=\frac{AC}{AB}
=\frac{p*\sqrt{g}}{p}=\sqrt{g}

�@�Gc��

������V��$HH4����}~HH<��p�CMHH4�L�$1�"��"!>1�������,�
�������"�8�+��������w'w������-&HH���+��Q����������� ��T&HH	�!�

n���
����8������+������� ��input...�-��/
fP�Sin(��°)
F) cos(��°)
g) tan (��°)
p) cot (��°)
�P�Sin(g�°)
�P�cos(g�°)
iP�tan (g�°)
xP�cot (g�°)
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����s�H��O��=��P(�����oW�O"F�1f
�8����8�x�������AB�N'��I+�����.B����"HH
����ABC�K'w��?	
��C�T
����9-	�����8���������AC�N'��I+�����8�";������������A�T�8�+�I+����

n���
�j	����CM4�_��G����+�����2�(����;�
fP�A=(�,�)
FP�c:Segment(A,x)
gP�f:Line(A,B)
pP�g:Rotate(f,��°,A)
�P�d:Circle(A,�)
�P�C=Intersect(d,g)

dVj��
����J�~,�������M�����"
��$4����}~<��.�M��8�P
iV�a:Segment(B,CF)
xV�b:Segment(A, CF)

��r�-�HH	����d�8�g�9f�����OX�������,HH�
�X�I������8�P
dV��$<��*����U�����8���$4���>	�������
�Q�'


���o���2��3r�T��o(�9"!>1��b��������o���+���$���j	�������?C
��C�T
���6��7���TG ���8��{�HH	�8�J�~,������kPerpendicularLinel
�-��/����{�	�V���
�Q�'
�)�����"��AB�N'����6��*���/�8�CF

n���
����8�)������"�������+�����L��&��Input...
H=Intersect(l,c)
Segment(H,CF)

n���
����8������+�����$,	��?C���C�T
h=Sin(��°)

dV�$4����*����U�������ii���� ��"
P
S=������x�sin(��°)

dV�$4����*����U�����fx�gh���� ��"
P

�W�Gc��

�
�$��
���M�J�	�y�)*�:~�8���1�J�e��:���o!�O"F�1f
7 �O��=��P(����

�"��HH<�����AB=g�OX�*��5�8�}~HH<�����A=(�,�)�TG ��?	
��C�T
V���
�j	��C&/�����-�#�60

�8�J�~,������djt,����6'���rP�Regular Polygon���o���?C
��C�T
����6��*�4�+������
����V���
�Q�'
�AB�OX�*��5��	�8���8��{�	

V-	����������a�w���������"
����
����8����s@��

���oHH���+��*��>,HH	���HH��9�6'��UHH4�jHH	��+���HH6��?C�<<��C�T
��$,	��+��*��>,HH	�����V���
�jHH	�����CMHH4�����G/�kSegmentl
�8����
����\(�2���O�������G/�N�� ��CHH!��9kO=Intersect(m,n)l
�K'w��+��A�T�8�+���� ��ka=Angle(B,A,O)l��$,HH	��+��*��>,	����

V��������/�a����,��������AOB

�9AB�gP�-HH	��s@�b���8�HH�,��AOB�K'w��.$r�?C��D9�C�T
�9K'w��-�����T&	�!���$,	��+��*��>,HH	�����9d �A � ��� 8�OA�g
����s�����g�g�sin(a)�L��&��k�� �s AB OA Sin A� � � �

f
F �l���6�

�-�����T&	�!�������V�$4����g�xhi����������C1���"
����
����8
���6��m���
�J�����������*�4�"&	�!����� ��-	���0�
��6'��U4

VFg�gx����-	��������"
�S=s��

�!�Gc��

�7��*�C��1���*�����>";�=F��2
�=���s�H��:���o���O"F�1f
7 �O��=��P(�����
��+�)%
���
��+�����N��$-�

�B �fF � �n�\#�V � �A C� � �g � �8�AB=BC�g�nj��
���0
�V�$4����j	��i�CM4�L�$1�"���'&/�����-�#�60�"��<��K'w�����
�CX���b=Angle(C,B,A)��$,HH	��Q�
�"�����B�T�8�+�I+�����a�HH�
� �s AB BC Sin B� � � �

f
F

�TG����+��*��>,	�����8���������/�b����,�
��$,	��Input...�-��/�����$t�������"��V���
�"&HH	�!�����-����

n�������U��������g�h���� ��"
����
����8������+
s=�����g�g�Sin(b)
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7 �M*��
+�7�
���,-��
��#�H�H��N
%���:���o��O"F�1f
�}~<��O=(�,�)��$,	��������d�8�P�L�|,~��"��O�TG ��?	
��C�T

V���

����8�s�64�"��c�I�����c:circle(O,f)��$,	��+��*��>,	�����?C
��C�T
�"�������3r�kCircular Sectorl���o���+��*��>,	�����a���V���
�j	����
���,���9�$0���o������a8��T�����.��
�}~HH<�������V���
�}~<����
��8���6��8�df9�P�TG ���8��{�HH	�8����
�Q�'
�*�����o
����8�
�����"�� ��-
���[@X���-
���-3;P����
�QHH�'
�d�9fP�TG �

V�$4�}~<��a8��N������d-	��-��	
��t���$��s�G/��8���r�-�	����"��������������������?C���C�T
�+���I���5����V���
�Q�'
�Settings��8��{�HH	�8�k� l-�@���8�
������������*�$~#������"�����s�G/�����kColorl�����	�+��*�HH4
��t���$������-�0�>HH4���� ��9kOpacityl�*��o�#�T�
�����������8

V���
�j�t�����

�8�}~HH<��o�������S���N���"HH	�)����������"HH��?C��<<D9�C�T
VdxCM4P����
��o��B����

���Gc��

�#�H�H��N
%�������+�)%
���7�
���hK��o��O"F�1f
�8�g�°�����"�8�+����w'w��I�HH����Q�����j���$X�������
���0
�-3;�9��&;$�;����"
�j��
����*��4��c ������Vj��
�}~<�����eg�°

V-	�����w'w��-3;�.������&��L�$1�"��-
��

��$,	��������M�TG ����,���9g�°�T�8�+�.��
�}~HH<�������?	
��C�T
�Segment���oHH������{�HH	�8�}~HH<��M=(Cos g�) , Sin(g�PP
���x��$!�����OX�*��5�����V���
�jHH	�������M�8�O�TG ������OX�*��5

V�+�	����g�°�T�8�+
�������N�THHG ����,���9eg�°�THH�8�+�.��
�}~HH<�����HH��?C
��C�T
��o������{�	�8����
�}~<��N=(Cos(-g�°),Sin(-g�°))��$,HH	�
����OX�*��5�����9���
�jHH	�����N�8�O�TG ������OX�*��5�Segment�

���������V�+�	����eg�°�T�8�+���x��$!�
�9eh�°�9h�°�����"�8�+�"��<���$��"��8�"�8�+�8������h�CMHH4���

V����*�4�j	��eFf�°�8�fx�°�9eFi�°�9fF�°
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2. www.geogebra.org

���Gc��

�P%
���V%��#�H�H��2�+�O(=-�7�
���h<<K��o���O"F�1f
�#�H�H��N
%������A�/

�{�	�V���
�jHH	��C&/�-�#�60�_��G�����w'w��I�����Q��?	
��C�T
�*�HH4+���T!>1����V���
�Q�'
�"!>1��8���6��8�Slider���o����8�
�Max���� ��9�°����������Min���� ��8����
�J�~,������kAnglel�-#��

���V��������/�h�°����������kIncrementl���� ��8�g��°���������

n���
����8������+�����$,	��Input...�-��/����?C
��C�T
fP�������������	����
FP�Segment(O,A)
gP�����	���
pP���������
�P�����	���
�P�"�������

�*��>,HH	��"��������'
�T!>1�+������$��[8���.��
����������P
dV��������/�#����$������"
����


�������L�$1�����"���,����3r�ABC���o���+��*��>,HH	�����?C���C�T
�8�kLaTeX formulal��8��9Text�"HH��W$HH����I���5����n�HH��

����
����V���
�Q�'
�kAdvancedl��8��9*���5�����5�������z��
���������d�8���",&#�����
���������k$�	�����l�L��&��9�����"��W$���
�J�~,���9-	��&;$�;�.$M�B�CM4�"
�28������	�����5�-��/�+�

n��$4����}~<��L�$1������"��o�����+�����-&������	�V���

%�������
?�	�����
%������"

����w'w����� ��9*�HH4�������I��o�#���$��.����-
������?C��D9�C�T
��(��V�$4����*����U������°�8�h�°�9fx�°�9Fi�°�9g��°�����"�8�+
�9j�������/�p�°����������Increment���� ��9*��o�#���$��L�HH��t�����

�U�������+�����"�8�+����w'w������-&HH��������� ��L�$1�������
ndf��CM4P��4�����$X�*���

��°�9p�°�9h�°�9fg�°�9fx�°�9FF�°�9Fi�°�9gf�°�9g��°

��8��*��o�#���$��Y��6��-�HH�/�����r�-�HH	�I���5�����(�
����$X�������*��o�#���$����
�$X�L�$1�"��9j��
�Q�'
�k�l�-�@�

V��


����Gc��

V�4����$X�E�G����6��-��/����L�w'w������-�#�60�T����
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D�EFG
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3����
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����HU�������	%m��:���� ���� ��h��� ��_@�!�'���Q�_??�����??&��3�����"u-�*
����	��CU	V
���
��/	$.$���F	@b��C
	
�*��0�� ��_������N�9
��C)	���F	;�]��	
� ��=-�*$&���# ��� �j���
�h������k'��!�� �Ev��C
 �'��	%m�'����	Y$��

0_�	:�E�."�Q�C"u-��=����*
�

)�$[�
�2�+��1�J��D9����	�<<DL��M�J�V%�7��
 �O<<���)*
�3��hF���1�J��D9�
<<T������oO<<="-�2���<<�������:~�8�
��y�$%�*�2
#�3$"]"b�
�
#��-0�y�$-
���$��*�}'J0��w��h�
�o$%�"-�O���)*����������E�O���>cS��:+�O%�D-����o���
�
#�M��E�:"+�r��N$-���
*���
�
#0�*�O;���*�2��).*�����E
��uF

o$������
~-�)*�2�

J��Gc����
����2�%�q;�����0�S1����$8+�2�%�q;����2��"=*�&�(I��$-
����
�����d"-�)"q;�>%��&�(I��$-
�����o�������3��r����3$��O*�I�e"b

?O���
%���
��)*�)���������3��r�����+�g�8"=��P"q;

cF�aF+bF e Fab cos(/)
bF�cF+aF e Fca cos(�)
aF�bF+cF e Fbc cos(�)

a b ccos( )
ab

� �
/ �

F F F

F

&�(I��5
��
����3��hF���1�J��D9�
+����
��)*
��M�J�
��O(=-�?)"q;

?$% ����O���)*�).*���>%�
a d ecos C bcos E
d a bcos A ecos D

� �
�

� �
�

�j�����.B��G/�8��8�jHH��
����jHH	�����$~#���6'���3r���,��
�C��&��K'w��8��"������6'���3r�9�G/�����9-HH	��=��8�Vj�HH<
���
�",4$��C1���K'w��8��8��G/�Q����������7$���
�T�v/��\#�V��
���

Vj�������2�����o����S����G/��������
�����8��$4���
L a b abcos A

L e d ed cos C (I)

H b d bd cos E

H e a ea cos D (II)
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(I)    aF+bF e FabcosA=eF+dF e FedcosC

(II)   bF+dF e FbdcosE=eF+aF e FeacosD
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FbF e FbdcosE e FabcosA=FeF e Fdecosc e FaecosD
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Fb(b e dcosE e acosA)=Fe (e e dcosC e acosD)

Fb(b e dcosE e acosA)=Fe (e e dcosC e acosD)

b e d cos C a cos D
e b d cos E a cos A
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eF+aF e FeacosD=bF+dF e FbdcosE
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A (a ); a i j (mod n)

B (b ); b i j (mod n)
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� � �
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f
f f
� �8� A � �

� � ��� �

f
f F
� �����{������"
����
�
	�����o��	�H�

n��,���L�$1�����"��dB�A�8�A�BP�����J���?G��

AB � � � � � �
� �� � � � � ��� � � � � �

f f f
f F f f F f
� � �

BA
�� � � � � �

� �� � � � � ��� � � � � �

f f f F
f f f F F
� �

�
8

V AB BA� ����������8
V��
�j���$X�Y�1$��9���������;�"��;�d-�1�XP���X�{������Q�����"
������{������T������F�a�w����

V��4���",4������;�"��;�-�1�X� A � �
� � �
� �

f
f f
� ��{��H�������"H
��H���������F�F�����{��H����T���o�	�H�

��r�+��B�{������������A�{������{�	�Vj���(�
���t�������� a b
B

c d
� �

� � �
� �

�������*�$~#��8�F�F�{������Q��9s8�4������?G��
nj��
�
��J���-	���8a b a b

AB
c d a c b d

� � � � � �
� �� � � � � �� �� � � � � �

f
f f
�

a b a b b
BA

c d c d d
�� � � � � �

� �� � � � � ��� � � � � �

f
f f
� ��������������������������������������������������������������������������n�S���[���+��8

a = a + b 9�a + c = c + d�8�b + d = d��n-4���j���$X�AB=BA�n.��������/���

�Y��6�� a
S a,c R

c a
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�(�
�%��;< Verify that the matrices                                                        s
1 0

A
1 2

� �
� � ��� �

 and 
0 1

B
1 1
� �

� � �
� �

do not satisfy the commutative property for multiplication.

��63"���= The products are    
  

1 0 0 1 0 1
AB

1 2 1 1 2 1
� � � � � �

� �� � � � � ��� � � � � �
and    0 1 1 0 1 2

BA
1 1 1 2 0 2

�� � � � � �
� �� � � � � ��� � � � � �

so that AB BA� .

In Example 2 we describe all matrices that commute with a particular matrix.

�(�
�%��>< Find all 2�2 matrices that commute with the matrix                                      1 0
A

1 1
� �

� � �
� �

��63"���= We start by letting B denote an arbitrary 2�2 matrix                                              a b
B

c d
� �

� � �
� �

Then the product of matrix A on the left with matrix B on the right is given by 
1 0 a b a a

AB
1 1 c d a c b d
� � � � � �

� �� � � � � �� �� � � � � �
      On the other hand,  

a b 1 0 a b b
BA

c d 1 1 c d d
�� � � � � �

� �� � � � � ��� � � � � �

Setting AB=BA, we obtain
a = a + b      a + c = c + d      and     b + d = d
so that b=0 and a=d. Let S be the set of all 2 �32 matrices defined by 

a 0
S a,c R

c a

  � �� �� 2� !� �
� �� �� "

Then each matrix in S commutes with the matrix A.

!1�� 5� &��+���
�"1�	
The transpose of a matrix is obtained by interchanging the rows and columns of a matrix.
 
���7�7!7���
!1�� 5� &��+���
�"1�	
The transpose of a matrix is obtained by interchanging the rows and columns of a matrix.
!1�� 5� & If A is an m�n matrix, the transpose of A, denoted by At, is the n�m matrix with ij term

t
ij ji(A ) a�

where 1 i n# #  and 1 j m# #

For example, the transpose of the matrix

1 2 3
A 0 1 4

1 2 1

�� �
� �� � �
� ��� �

 is t
1 0 1

A 2 1 2
3 4 1

�� �
� �� � �
� ��� �

Notice that the row vectors of A become the column vectors of At. 
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