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  پیشامد-فضای نمونه ای-پدیده تصادفی(1درس نامه  

 طور قطعی مشخص کرد ن را به به آزمایشی گفته میشه  که قبل از وقوع نشه  نتیجه او  

 .دمیاپشت یا  روگفت سکه  از به زمین نشستن نمیشه پرتاب یک سکه سالم که قبل  .مثل

 

 

 ی از  پدیده های زیر تصادفیه ؟م یککدو 

 وجه آن عدد یک حک شده است . 6انداختن یک تاس  که روی هر  .1

 انداختن دو تاس سالم با هم  .2

 به دنیا آمدن یک نوزاد در ماه خرداد . .3

 ش تصادفی فضای نمونه ای می گیم به مجموعه تمام نتایج یک آزمای

 م.نمایش می دی 𝑆با  رو اون و

 فضای نمونه ای حاصل از پرتاب یک تاس:1مثال)  

 𝑆 = {1,2,3,4,5,6} 

 فضای نمونه ای یک برآمد گفته میشه  به هر عضو . 

 م .ون  پیوسته میگیا به  گسسته و در غیر این صورت ک فضای نمونه ای قابل شمارش باشن به اون اعضای ی اگه 

  ک  هدف ،فضای نمونه ای پیوسته میشه نمونه ای گسسته و در تیر اندازی به سمت ی(در پرتاب یک تاس فضای 2مثال . 

 

 ز فضای نمونه ای یک پیشامد میگیم .به هر زیر مجموعه ا 

 دارای  یه مجموعه اگه𝑛 2 عضو باشه اونوقت𝑛  فضای نمونه ای دارای  داره،پس اگهزیر مجموعه𝑛 2آنگاه  عضو باشه𝑛 پیشامد

 برای آن وجود داره.

  پیشامد 3مثال)𝐴 . که در پرتاب یک تاس عدد زوج بیاید 

 𝐴 = {2,4,6} 

 پدیده تصادفی

 فضای نمو نه ا ی

 پیشامد

 تمرین 

 فصل اول  پدیده تصادفی و احتمال 
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 : به پیشامد  پیشامد حتمی𝑆  پیشامد حتمی می گیم. 

 : یشامد نشدنی یا غیر ممکن می گیمپ  ∅به پیشامد  پیشامد نشدنی. 

  ساده :پیشامدی که فقط یک عضو دارهپیشامد . 

 مد آن که عدد آمده زوج و اول باشه به این صورته :،پیشا(در پرتاب یک  مکعب 4مثال 

 𝐴 = {2} 

 آزمایش تصادفی نتیجه آزمایش ،عضوی از  اگه توی  یه𝐴 باشه ،میگیم 𝐴 . رخ داده است 

  (یک تاس ویک سکه سالم )همگن(را با هم پرتاب می کنیم مطلوب است :5مثال 

 الف(فضای نمونه ای این آزمایش 

 𝑆 = (پ,1)} , (پ,2) , (پ,3) , (پ,4) , (پ,5) , (پ,6) , (1, (ر , (2, (ر , (3, (ر , (4, (ر , (5, (ر , (6,   {(ر

 وتاس زوج باشد پشت ب( پیشامد آنکه  سکه  

 𝐴 = (پ,2)} , (پ,4) ,  {(پ,6)

 یا تاس زوج باشد.پشت ج(پیشامد آنکه سکه 

 𝐵 = (پ,1)} , (پ,2) , (پ,3) , (پ,4) , (پ,5) , (پ,6) , (2, (ر , (4, (ر , (6,       {(ر

  کردن کارت ها یکی را  به طور  را روی یک کارت می نویسیم وپس از مخلوط 23(هر یک از اعداد طبیعی کوچکتر یا مساوی 6مثال

 الف(فضای نمونه ای این تجربه تصادفیقرعه بر می داریم مطلوب است تعیین:

 𝑆 = {1,2,3, … ,20} 

 باشد. 5ب(پیشامد آنکه عدد آمده مضرب 

 𝐴 = {5,10,15,20} 

 باشد. 6ج(پیشامد آنکه عدد آمده کوچکتر از 

 𝐵 = {1,2, … ,5} 
  کنیم :(یک سالم را دو بار  پرتاب می 7مثال 

 الف( فضای نمونه ای این آزمایش تصادفی

 𝑆 = ,ر)} (ر , (پ,ر) , ,پ) (ر ,  {(پ,پ)

 بیایدرو یک بار  ب( پیشامد آنکه لااقل

 𝐴 = ,ر)} (ر , (پ,ر) , ,پ)  {(ر

 بیاید پشتج( پیشامد آنکه فقط دوبار 

 𝐵 =  {(پ,پ)}
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 دو تاس با هم پرتاب می شوند مطلوب است :(1

 تعداد آن. الف(فضای نمونه ای آمدن اعداد روی دو تاس و 

 ب(پیشامد آنکه مجموع اعداد روی دو تاس اول باشد.

 سه سکه را با هم پرتاب می کنیم مطلوب است : (2

 الف(فضای نمونه ای این آزمایش تصادفی

 بیاید. پشتب(پیشامد آنکه حداقل دو سکه 

 بیاید. روج(پیشامد آنکه فقط یک سکه 

 بیاید. پشتد(پیشامد آنکه حد اکثر دو سکه 

 ریزیم :تاس را با هم می   دو (3

 الف( تعداد  اعضا فضای نمونه ای را  بیابید 

 ب( پیشامد آن را بیابید که عدد تاس اول زوج و عدد تاس دوم اول باشد

 باشد. 3ج( پیشامد آنرا بیابید که مجموع عدد های آمده مضرب   

 (84فرزند است )خرداد  3خانواده ای دارای (4

 نمونه ای این آزمایش تصادفی را مشخص کنید .الف(تعداد اعضای فضای 

 که در آن فرزند سوم پسر باشد را مشخص کنید . Aب(پیشامد 

 که در آن حداکثر یک فرزند دختر باشد را مشخص کنید . Bج(پیشامد 

 می نامیم : Bا پیشامد آنکه فرزند سوم پسر باشد ر و Aدر یک خانواده سه فرزندی پیشامد آنکه فرزند اول دختر باشد را   (5

,𝐴الف( فضای نمونه ای را بنویسید     ب(پیشامد های  𝐵.را بیابید 

 پس از مخلوط کردن کارت ها یکی را به طور تصادفی را روی یک کارت می نویسیم و 9هر یک از اعداد کوچکتر یا مساوی (6

 بر می داریم مطلوب است تعیین :

 دفیلف( فضای نمونه ای این تجربه تصاا

 باشد. 4ب(پیشامد آنکه عدد روی کارت مضرب 

 تمرین 
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 ج(پیشامد آنکه عدد روی کارت اول باشد. 

 یک تاس سالم را دو بار می ریزیم :(7

 باشد. 3الف(پیشامد آن را بیابید عدد تاس اول 

 ب(پیشامد آن را بیابید که عدد هر دو تاس یکی باشد.

 انواده ای دارای چهار فرزند است ،مطلوب است :(خ9

 تعداد اعضای فضای نمونه ای الف(

 که دو فرزند سوم و چهارم دختر باشند . 𝐴ب(پیشامد 

 که در آن حداقل یک فرزند پسر باشد . 𝐵ج(پیشامد 

 که در آن تعداد فرزندان  دختر از تعداد فرزندان پسر بیشتر باشد . 𝐶د(پیشامد 

 (82(یک تاس  و یک سکه را با هم پرتاب می کنیم .)خرداد 8

 الف(فضای نمونه ای این آزمایش تصادفی را بنویسید .

 بیاید را مشخص کنید . 5ب(پیشامد آنکه سکه رو یا تاس 

 (83یک تاس و یک سکه را با هم می اندازیم :)دی ماه (13

 الف(فضای نمونه ای این آزمایش تصادفی را مشخص کنید .

 که در آن عدد رو شده ی تاس عددی اول باشد را مشخص کنید . Aب(پیشامد 

 که در آن سکه پشت بیاید را مشخص کنید . Bج(پیشامد 
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  اعمال روی پیشامد ها2درس نامه) 

 

 

1)𝐴 ∪ 𝐵م از دو پیشامد: این پیشامد زمانی رخ می ده که هر کدو 

   به تنهایی یا با هم رخ بدن . 

 

2)𝐴 ∩ 𝐵رخ بدن .که هر دو پیشامد با هم  : این پیشامد زمانی رخ می ده 

 

   

 3)𝐴′که پیشامد  : این پیشامد زمانی رخ می ده𝐴متمم (.رخ نده( 

  

 

 

4)𝐴 − 𝐵 که پیشامد : این پیشامد زمانی رخ می ده𝐴ولی پیشامد رخ ده𝐵 رخ نده. 

 

 

 

5)(𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐵 − 𝐴) زمانی رخ می دهد که یا فقط:𝐴 رخ دهد 

  .)به آن تفاضل متقارن دو پیشامد هم می گوییم( 𝐵یا  

𝐴(اگر 6 ∩ 𝐵 =   در این صورت  دو پیشامد نا سازگار خواهند بود. ∅

 

 . نکات زیر بسیار مورد استفاده قرار می گیرد 

 (𝐴 ∪ 𝐵)′ = 𝐴′ ∩ 𝐵′ 

 (𝐴 ∩ 𝐵)′ = 𝐴′ ∪ 𝐵′ 

 𝐴 − 𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐵′ 

A

A

A B

S

A B

S

 اعمال روی پیشامد ها
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 روپیشامد سکه   𝐵پیشامد آن باشد که در تاس عدد اول بیاید و 𝐴که وتاس سالمی را با هم پرتاب می کنیم .فرض کنیدسکه (9مثال 

 وتاس فرد باشد.پیشامد های زیر را بیابید.پشت پیشامد سکه  𝐶و تاس زوج و 

,𝐴رخ دهد.     ب( 𝐵یا 𝐴الف( 𝐶  رخ دهد.      ج(فقط𝐴 .رخ دهد 

 𝐴 = (پ,2)} , (پ,3) , (پ,5) , (2, (ر , (3, (ر , (5,  {(ر

 𝐵 = {(2, (ر , (4, (ر , (6,  {(ر

 𝐶 = (پ,1)} , (پ,3) ,  {(پ,5)

1. 𝐴 ∪ 𝐵 = (پ,2)} , (پ,3) , (پ,5) , (2, (ر , (3, (ر , (5, (ر , (4, (ر , (6,   {(ر

2. 𝐴 ∩ 𝐶 = (پ,3)} ,  {(پ,5)

3. 𝐴 − (𝐵 ∪ 𝐶) = {(3, (ر , (5, (ر ,  {(پ,2)

 یک سکه و یک تاس سالم را پرتاب می کنیم مطلوب است :(8مثال

′𝐴پیشامد  ∪ 𝐵′   که در آنA  و  5یا تاس پشت پیشامد سکهB باشد 5و تاس  خط پیشامد سکه 

 𝐴 = ,پ)} 1) , ,پ) 2) , ,پ) 3) , ,پ) 4) , ,پ) 5) , ,پ) 6) , ,ر) 5)} 

 𝐵 = ,ر)} 5)}  

 𝐴′ ∪ 𝐵′ = (𝐴 ∩ 𝐵)′ = 𝑆 − ,ر)} 5)} 

 

 

 باشد              4پیشامد مجموع دو تاس بیشتر از  𝐵و 9پیشامد مجموع دو تاس کمتر از  𝐴دو تاس با هم پرتاب می شوند اگر (1

𝐴پیشامد ∪ 𝐵 .را   بیابید 

 خانواده ای دارای سه فرزند است:(2

 الف(فضای نمونه ای مناسب این پدیده تصادفی را بنویسید.

 که در آن فرزند اول یا دوم پسر باشد. 𝐴ب(پیشامد 

 که در آن حداقل دو فرزند دختر باشند را مشخص کنید. 𝐵ج(پیشامد 

𝐴د(پیشامد  ∪ 𝐵′ .را بیابید 

,𝐴اگر (3 𝐵, 𝐶  سه پیشامد مربوط به فضای نمونه ای𝑆  زیر را با استفاده از نمودار ون نمایش دهید.باشد پیشامد های 

 رخ دهد. 𝐵رخ ندهد.               ب(فقط پیشامد  𝐶رخ دهد ولی  𝐵یا 𝐴الف(

 تمرین 
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 اگر رو بیاید سکه را دو بار دیگر پرتاب می کنیم    سکه ای را یک بار پرتاب می کنیم اگر پشت بیاید آن گاه تاس را می ریزیم و(4

 مطلوب است تعیین :

 الف(فضای نمونه ای این تجربه تصادفی 

 که در آن دقیقا یک بار سکه به پشت بیاید.  𝐴ب(پیشامد 

 که در آن دقیقا دو بار سکه رو بیاید. 𝐵ج(پیشامد 

𝐴د(پیشامد  ∪ 𝐵′ 

 بار 6ید پیشامدی از این آزمایش تصادفی را بنویسید که در کمتر از ی کنیم که برای اولین بار رو بیاسکه ای را آنقدر پرتاب م(5

 به این منظور برسیم . پرتاب

 (84کنید .)خرداد  درستی یا نادرستی عبارت های زیر را مشخص(6

𝐴دو پیشامد ناسازگار باشند رابطه  A,Bالف(اگر  ∩ 𝐵 ≠  برقرار است . ∅

 دهد .رخ  Bرخ دهد ولی پیشامد  Aزمانی رخ می دهد که پیشامد  A-Bباشند پیشامد  Sدو پیشامد در فضای نمونه ای  A,Bب(اگر 

,𝐴اگر (7 𝐵 .دو پیشامد معین باشد پیشا مد های زیر را با استفاده از نمودار ون نمایش دهید 

 هیچ کدا م اتفاق نیفتد.  𝐵و 𝐴الف(

 اتفا ق بیفتد.  ′𝐵یا  𝐴ب( 

 پرتاب به این منظور    5پیشامدی باشد که در کمتر از  𝐴سکه ای را آنقدر پرتاب می کنیم تا برای دومین بار  سکه رو بیاید. اگر  (9

 را معین کنید. 𝐴برسیم پیشامد  

 (سکه ای را دو بار می اندازیم مطلوب است :8

 الف(فضای نمونه ای این تجربه تصادفی 

 آن که سکه دو بار پشت بیاید . 𝐴ب(پیشامد 

 آن که سکه یک بار پشت بیاید . 𝐵ج(پیشامد 

𝐴د(پیشامد  ∪ 𝐵′ 

 (خانواده ای دارای دو فرزند است :13

 الف(فضای نمونه ای مناسب برای ترکیب جنسیت فرزندان این خانواده چیست ؟
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 که در آن فقط یک فرزند پسر باشد را مشخص کنید . 𝐴ب(پیشامد 

 که در آن  حداقل یک فرزند دختر باشد را مشخص کنید . 𝐵د ج(پیشام

𝐴د(پیشامد  ∪ 𝐵′ 

 (85درستی یا نادرستی عبارت های زیر را مشخص کنید )خرداد (11

 قابل شمارش باشد آن را یک فضای نمونه ای می گوییم . Sالف(اگر اعضای 

𝐴ب(در پرتاب دو سکه با هم ،پیشامد آن که دقیقا یک بار رو بیاید برابر است با  = {(𝑃, 𝑅), (𝑅, 𝑃)}  

𝐴باشند و  Sدو پیشامد از فضای نمونه ای  A,Bج(اگر  ∩ 𝐵 ≠  که در این صورت آن ها را دو پیشامد ناسازگار می نامیم . ∅

𝐴د(اگر  = (0,1), 𝐵 = 𝐴آنگاه  [1,1−) ∪ 𝐵 =  )برای فصل دوم ((1,1−)

𝐴)با توجه به شکل مقابل پیشامد (12 − 𝐵) ∪ (𝐵 − 𝐴)  (83را هاشور بزنید .)خرداد 

 

 

 

 می توان  ساخت ،روی کارت های متمایزی نوشته و در یک کیسه قرار می دهیم و سپس  5و4و2و1(تمام اعداد دو رقمی که با ارقام 13

 یکی از این کارت ها را به تصادف خارج می کنیم .مطلوب است :

 الف(فضای نمو نه ای این پدیده تصادفی 

 باشد . 4که عدد روی کارت مضرب  𝐴ب(پیشامد 

 باشد . 43که عدد روی کارت کوچکتر از  𝐵ج(پیشامد 

𝐴د( ∪ 𝐵, 𝐴 ∩ 𝐵 

 (83را روی یککارت نوشته و یکی از کارت ها را به تصادف بر می داریم :)شهریور  18هر یک از اعداد زوج و طبیعی کوچکتر از (14

 الف(فضای نمونه ای این آزمایش تصادفی را مشخص کنید .

 بخش پذیر باشد را مشخص کنید . 5که در آن عدد روی کارت بر  Aب(پیشامد 

 که در آن عدد روی کارت اول یا فرد باشد را مشخص کنید . Bج(پیشامد 

𝐴د(پیشامد  ∩ 𝐵 . را مشخص کنید 

𝐴)با توجه به شکل مقابل پیشامد (15 − 𝐵)  (84را هاشور بزنید .)دی 
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  احتمال3درس نامه) 

 یعنی یکی از برآمد های این پیشامد اتفاق بیفتد . 𝐴منظور از رخ دادن پیشامد 

 نمایش می دهیم و با فرمول زیر بیان می کنیم . 𝑃(𝐴)احتمال رخ دادن این پیشامد را با 

 𝑃(𝐴) =
𝑛(𝐴)

𝑛(𝑆)
 

 تعداد اعضای فضای نمونه ای است . 𝑛(𝑆)و  𝐴تعداد اعضای پیشامد  𝑛(𝐴)در این تساوی 

 : از رابطه  بالا نکات مهم زیر به دست می آید 

 𝑃(𝑆) = 1 

 𝑃(∅) = 0 

 0 ≤ 𝑃(𝐴) ≤ 1 
  عدد روی  کارت نوشته ایم . اگر کارتی را به تصادف انتخاب کنیم مطلوب است احتمال آنکه  8تا  1کارت از ارقام  8(روی  13مثال

 باشد. 3مضرب 

 

𝑆 = {1,2,3,… ,9}

A = {3,6,9}

P(A) =
3

9

 

  تاسی پرتاب می شود احتمال آن را بیابید که عدد آمده زوج باشد.(11مثال 

 𝑆 = {1,2,3,4,5,6}, 𝐴 = {2,4,6} ⟹ 𝑃(𝐴) =
3

6
 

 3 عددی به تصادف از فضای نمونه ای)𝑆 = {1,2,3, … انتخاب می شود مطلوب است احتمال این که عدد آمده فرد یا از کمتر  {10,

 باشد 6

 𝐴 = {1,2,3,4,5,7,9}  

 𝑃(𝐴) =
7

10
 

  یکی از فرمول هایی که بسیار مورد استفاده قرار می گیرد ،ترکیب است که در سال دوم با آن آشنا شدید 

 برای یادآوری این فرمول را در زیر می آوریم .

 𝐶(𝑛, 𝑟) = (𝑛
𝑟
) =

𝑛!

(𝑛−𝑟)!𝑟!
 

  تای آنها معیوب است سه لامپ را به طور تصادفی بر می داریم.مطلوب است  4لامپ وجود دارد که  12(در یک جعبه 12مثال

 دیگری معیوب باشد. احتمال آنکه:الف(هر سه لامپ سالم باشد. ب(هر سه معیوب باشد.  ج(یکی سالم و

 𝑛(𝑆) = (12
3
) = 220  

A. 𝑛(𝐴) = (8
3
) =  56 ⟹ 𝑃(𝐴) =

56

220
 

B. 𝑛(𝐵) = (4
3
) =  4 ⟹ 𝑃(𝐵) =

4

220
 

C. 𝑛(𝐶) = (8
1
) × (4

2
) =  48   ⟹ 𝑃(𝐶) =

48

220
 

احتمال رخ دادن یک 

 پیشامد 
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  نفر برای  9دانش آموز قرار است به طور تصادفی  22( از بین 13مثال 

 نفر از این دانش آموزان 13تشکیل تیم کوهنوردی انتخاب شوند اگر 

 نفر دیگر از سا ل دوم باشند مطلوب است احتمال 12از سال اول و 

 دوم انتخاب شوند.نفر از سال   4ل و نفر از سال او 4آنکه  

 

   

 سیب به تصادف بر می داریم مطلوب است احتمال آنکه : 3سیب خراب است  5سیب سالم و  12(از جعبه ای که شامل 1

 الف(هر سه سیب سالم باشد .

 ب(دو سیب سالم و یک سیب خراب باشد .

 بیشتر باشد .ج(تعداد سیب های سالم از تعداد سیب های خراب 

 مهره بیرون می آوریم .مطلوب است احتمال آن  2مهره قرمز وجود دارد .از این کیسه به تصادف  3مهره سبز و 5در یک کیسه (2

 که :الف(هر دو مهره سبز باشد.  

 ب(هر دو مهره قرمز باشند.    

 ج( دو مهره مختلف باشند.   

 ند مطلوب است احتمال آنکه:چهار سرباز و سه افسر در یک ردیف ایستاده ا(3

 افسر ها کنار هم باشند.  ها کنار هم و الف( سرباز

 افسر ها یک در میان باشند. ب(سرباز ها و

 نفر را به تصادف انتخاب کنیم مطلوب است احتمال آنکه: 3زن می خواهیم   3مرد و 4از بین (4

 یک نفر زن باشد . نفر مرد و 2الف( 

 نفر مرد باشند. 2ب( حداقل  

 و هر دو زوج باشند. 9ل آنکه مجموع شماره ها ا هم می اندازیم مطلوب است احتماتاس را ب دو(5

 لنگه به طور تصادفی از میان آنها انتخاب شود .مطلوب است احتمال آنکه : 2جفت کفش متمایز داریم اگر  6(6

 آن جفت کفش درست جور شده باشد.  الف(

 تمرین 
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 فت شامل یک لنگه راست و یک لنگه چپ باشد.ب( آن ج

 (82نفری انتخاب کنیم .مطلوب است محاسبه احتمال آنکه: )خرداد  3مرد و سه زن یک کمیته  5(می خواهیم از بین 7

 الف(حداکثر یک مرد انتخاب شود .

 ب(هر سه مرد باشند .

 ب است مطلو مهره به تصادف خارج می کنیم  3مهره سبز قرار دارد. از ای ن کیسه  4مهره سفید و 6مهره قرمز و  5در کیسه ای (9

 احتمال آن که :الف(هر سه مهره سفید باشد .  

 ب(هر مهره از یک رنگ باشد.   

 نفر آنها با یک دیگر برادر هستند احتمال آن که این دو برادر در ابتدا و انتهای صف  2نفر در یک صف ایستاده اند به طوری که  7(8

 باشند چقدر است؟

𝑆از مجموعه  (13 = {1,2,3, …  بخش پذیر 7عددی را به تصادف انتخاب می کنیم احتمال این که عدد انتخاب شده بر  {500,

 باشد چقدر است؟

 چهار کودک در یک  هفته متولد شده اند .مطلوب است احتمال آن که حد اقل دو کودک در یک روز متولد شده باشند.(11

,1,2,3}از بین اعضای مجموعه (12 …  دو عضو به تصادف انتخاب می شوتد مطلوب است احتمال آنکه :   {900,

 عضو زوج باشند      الف(هر دو 

 ب(مجموع دو عضو زوج باشد 

 می کنیم بدون تکرار ارقام اعداد چهار رقمی ساخته می شوند.از این اعداد به تصادف یک عدد انتخاب  و 8و7و3و2و3با ارقام (13

 ل آن که عدد انتخاب شده زوج باشد؟مطلوب است احتما

نیم.مطلوب است مهره به تصادف انتخاب می ک 3مهره سیاه می باشد  2مهره سبز و 3مهره سفید و 4( از جعبه ای که شامل 14

 (81احتمال:الف(فقط دو مهره سفید باشد ب(حداکثر دو مهره سبز باشد)خرداد 

مهره به تصادف خارج می کنیم احتمال این که  4مهره سبط وجود دارد از این کیسه  3مهره آبی و  4مهره سفید و  5در کیسه ای (15

 (83مهره آبی باشد چقدر است ؟)خرداد 2حداکثر 

 (83سیب به تصادف بر می داریم مطلوب است احتمال آن که )دی ماه  2سیب خراب است  4سیب سالم و  10از جعبه ای که  حاوی (16

 الف(هر سه سیب سالم باشند .
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 ب(دوسیب سالم و یکی خراب باشد .

 ج(تعداد سیب های سالم از تعداد سیب های خراب بیشتر باشد .

(84ت )دی ماه فرزند اس 3خانواده ای دارای (17  

 الف(فضای نمونه ای جنسیت فرزندان این خانواده را مشخص کنید .

 فرزند این خانواده دختر باشد را مشخص کنید . 2که در آن حداقل  Aب(پیشامد 

 فرزند این خانواده پسر باشد را مشخص کنید . 1که در آن فقط  Bج(پیشامد 

 و دختر )یا دختر و پسر (باشند را بدست آورید . ک در میان پسرید(احتمال آنکه فرزندان به صورت 

به تصادف انتخاب کنیم . چقدر احتمال  4دانش آموز کلاس دوم یک تیم  5دانش آموز کلاس سوم و  6می خواهیم از بین (19

 (83دارد:)شهریور 

 الف(هیچ دانش آموز کلاس سوم در تیم نباشد .

 دوم در تیم باشد . ب(یک دانش آموز کلاس سوم و سه دانش آموز کلاس

 دانش آموز سال اول داوطلب شده اند به تصادف سه دانش آموز انتخاب می کنیم 4دانش آموز سال سوم و  5(برا ی تشکیل تیمی 18

 (الف(حداکثر یک نفر سال اولی باشد ب(هیچ کدام سال سومی نباشند.83احتمال آن را بیابید که: )خرداد 

 

 

,𝐴فرض کنید که  𝐵 : دو مجموعه دلخواه باشند . در این صورت  داریم 

𝑛(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑛(𝐴) + 𝑛(𝐵) − 𝑛(𝐴 ∩ 𝐵) 

 

 

,𝐴اگر  𝐵  دو پیشامد دلخواه از فضای نمونه ای𝑆 : باشند در این صورت داریم 

 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

  طرف تساوی مربوط  به اصل شمول و عدم شمول  را بربرای رسیدن به فرمول بالا  کافی است دو𝑛(𝑆) . تقسیم کنیم 

  اگر دو پیشامد𝐴, 𝐵 ناساز گار باشند در این صورت فرمول احتمال بالا به صورت زیر در خواهد آمد 

 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) 

 

 

A
B

 اصل شمول و عدم شمول

 قانون جمع احتمالات 
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 𝑃(𝑆) = 𝑃(𝐴 ∪ 𝐴′) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐴′) = 1 

 نفر را به تصادف انتخاب می کنیم مطلوب است  احتمال آنکه : 3آنها مرد هستند نفر  5نفر که  15بین  از (14مثال 

 الف(هیچ کدام مرد نباشد   ب( حداقل یکی مرد باشد. 

 𝑛(𝑆) = (15
3
) = 455 

 الف(این مطلب که هیچ یک مرد نباشند معادل است با این که همگی زن باشند.

 𝑛(𝐴) = (10
3
) = 120 ⟹ 𝑃(𝐴) =

120

455
 

 د باشد متمم این است که هیچ کدام مرد نباشندب( این مطلب که حداقل یک مر 

 𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴′) = 1 − 𝑃(𝐴) = 1 −
120

455
=
67

91
 

,𝐴اگر  (15مثال 𝐵 دو پیشامد ناسازگار باشند و𝑃(𝐴′) =
1

3
, 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) =

4

5
 را بیابید. 𝑃(𝐵)آن گاه  

 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 0 

 𝑃(𝐴) = 1 − 𝑃(𝐴′) = 1 −
1

3
=
2

3
 

 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) ⟹
4

5
=
2

3
+ 𝑃(𝐵) ⟹ 𝑃(𝐵) =

2

15
 

 

 

𝑃(𝐴)اگر (1 =
1

3
, 𝑃(𝐵) =

1

4
,𝐴و    𝐵  ناسازگار باشند𝑃(𝐴 ∪ 𝐵), 𝑃(𝐴′) .را بیابید 

 (84در جاهای خالی عبارت یا عدد مناسب قرار دهید .)دی(2

 را پیشامد ................می نامیم . ∅پیشامد  Sالف(در فضای نمونه ای 

𝑃(𝐵)باشند و  Sدو پیشامد ناسازگار در فضای نمونه ای  A,Bب(اگر  = 𝑃(𝐴و  0/1 ∪ 𝐵) =  برابر ........است . 𝑃(𝐴)باشد آنگاه  0/7

𝑃(𝐴)اگر (3 =
1

3
, 𝑃(𝐵) =

3

4
𝑃(𝐴دو پیشامد ناسازگار باشند حاصل  A,Bو   ∪ 𝐵)  (83را به دست آورید .)خرداد 

 

 

 

 

 

 احتمال متمم 

 تمرین 
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 باشند.ثیری بر وقوع دیگری نداشته مستقل گوییم هر گاه وقوع یکی تا دو پیشامد را

 مانند به دنیا آمدن فرزندان در یک خانواده  یا رو شدن در این حالت خواهیم داشت.

 عدد زوج در یک تاس و عدد اول در تاس دیگر در پرتاب دو تاس.

,𝐴اگر دو پیشامد  𝐵 . مستقل باشند در این صورت رابطه زیر بین آنها برقرار است 

 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃(𝐵) 

,𝐴نفرات (16مثال 𝐵  به هدفی شلیک می کنند .احتما ل هدف زدن آنها𝑃(𝐴) =
2

5
, 𝑃(𝐵) =

1

4
 شلیک کنندشد.اگر این دو با هم می با 

 ل آن را بیابید که هدف مورد اصابت قرار بگیرد.احتما 

 ثیری بر هم ندارند و مستقل هستنداین دو پیشامد تا

 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴) × 𝑃(𝐵) =
2

5
+
1

4
−
2

5
×
1

4
=
11

20
 

1اگر احتمال پسر یا دختر بودن نوزاد (17مثال

2
 باشد احتمال های زیر را در یک خانواده سه فرزندی بیابید. 

 الف(فرزند اول پسر باشد

 𝑃(𝐴) =
1

2
 

 ب(کلیه فرزندان خانواده دختر باشند.

 𝑃(𝐵) =
1

2
×
1

2
×
1

2
=
1

8
 

 ج(حداقل یک فرزند خانواده پسر باشند. 

 هستند می باشد. این پیشامد متمم پیشامد همه دختر

 𝑃(𝐶) = 1 − 𝑃(𝐵) = 1 −
1

8
=
7

8
 

1سال دیگر  13احتمال زنده بودن مردی تا  (19مثال 

4
1سال دیگر  13واحتما ل زنده ماندن همسرش تا  

3
 است پیدا کنید ا حتما ل آن که : 

  سال دیگر زنده بمانند. 13الف( هر دو تا  

 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃(𝐵) =
1

4
×
1

3
=

1

12
 

 سال دیگر زنده بماند .     13ب(فقط همسر او تا 

 𝑃(𝐴′ ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴′) × 𝑃(𝐵) =
3

4
×
1

3
=
1

4
 

 

 پیشامد های مستقل و وابسته 
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𝑃(𝐴)اگر (1 =
1

3
, 𝑃(𝐵) =

1

4
,𝐴و  , 𝐵  مستقل باشند𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) .را بیابید 

,𝐴اگر (2 𝐵  دو پیشامد از فضای نمونه ای𝑆 و𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) =
1

3
, 𝑃(𝐵) = 𝑥, 𝑃(𝐴) =

1

4
 باشد آن گاه :  

,𝐴الف(اگر  𝐵  ناسازگار باشند𝑥 .را بیابید 

,𝐴ب( اگر  𝐵باشند  مستقل𝑥 .را بیابید 

,𝑥ج(اگر  𝐴 ⊂ 𝐵.را بیابید 

 انتخاب شود د.اگر فردی از این جامعه  در صد زنان شاغل باشن 43در صد مردان  و 93در صد افراد یک جامعه مرد هستند.اگر  43(3

 ل آن که فرد انتخابی شاغل باشد چیست؟احتما

 می گذاریم و  ه به رنگ آن را کنار.مهره ای از کیسه بیرون می آوریم و بدون توج مهره سفید است 4مهره سیاه و  6ی کیسه ادر (4

 ل آن که مهره دوم سفید باشد.سه خارج می کنیم مطلوب است احتمامهره دیگری از کی

 پیشامد برآمد هایی باشد  𝐵پیشامد برآمد هایی که در آن دومین پرتاب رو است و 𝐴( سکه سالمی را دو بار پرتاب می کنیم .اگر 5

,𝐴که درآن فقط دو رو به صورت متوالی ظاهر شده باشد آیا دو پیشامد 𝐵 (83مستقل هستند؟چرا؟) 

درصد است . چقدر  15درصد و احتمال اینکه او ناراحتی کلیه داشته باشد   30داشته باشد  +𝐵احتمال اینکه شخصی گروه خونی (6

 (84احتمال دارد)خرداد 

 و ناراحتی کلیه داشته باشد . +𝐵الف(این شخص گروه خونی  

 یا ناراحتی کلیه داشته باشد . +𝐵ب(این شخص گروه خونی  

 (85روز در نظر بگیرید ()خرداد  365در یک روز از سال متولد نشده باشد ؟)سال را  نفره چقدر احتمال دارد که هیچ دو نفری 6در یک تیم والیبال (7

 مهره سیاه است. کیسه ای به  تصادف انتخاب  5مهره سفید و 4شامل  𝐵مهره سیاه است وکیسه  3مهره سفید و 2شامل  𝐴کیسه (9

 باشد چقدر است؟از آن مهره ای خارج می کنیم  احتمال این که مهره خارج شده سفید  و

 ل  آن را  بیابید کهخاب می کنیم .احتمامهره قرمز وجود دارد سه مهر ه به تصادف انت 6مهره سفید و  5مهره سیاه و  4در کیسه ای (8

 هیچ دو تایی همرنگ نباشند. 

 

 تمرین 
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مال هر یک از پیشامد های زیر را به دست دانش آموز سال سوم می خواهیم یک تیم سه نفره تشکیل دهیم احت 5دانش آموز سال دوم و  6از بین (13

 (85آورید .)خرداد 

 الف(فقط دو دانش آموز از سال دوم باشند .

 ب(حداقل دو دانش آموز از سال سوم باشد .

 آلوده باشند چند برابر  Aل آن که هر دو به بیماری  هستند. در انتخاب دو نفر احتمامبتلا Aدر صد افراد به بیماری  93در یک جامعه (11

 آن است که حداقل یک نفر آلوده نباشند؟

,𝐴اگر (12 𝐵  دو پیشامد مستقل باشند ثابت کنیدA′وB′ .نیز  مستقل هستند 

𝑃(𝐴)دو پیشامد مستقل باشند به طوریکه  A,Bاگر  =
2

5
, 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) =

1

2
 (85را به دست آورید.)خرداد  𝑃(𝐵)آنگاه  

 /. است.احتمال اینکه حداقل یکی از آنها در 3/. و احتمال اینکه علی در کنکور قبول شود 6(احتمال اینکه رضا در کنکور قبول شود13

 (81کنکور قبول شود را به دست آورید.)خرداد 

 (83نفره)خرداد  3چقدر احتمال دارد در یک تیم کوه نوردی (14

 الف(همه در ماه تیر متولد شده باشند ؟

 ب(هیچ دو نفری در یک ماه سال متولد نشده باشند ؟

 (84قدر احتمال دارد )دی ماه چهار نفر را در نظر می گیریم چ(15

 نفر در یک  روز از هفته متولد شده باشند . 4الف(هر 

 ب(هیچ دو نفری در یک روز از هفته متولد نشده باشند .

نفره به تصادف انتخاب کنیم چقدر احتمال دارد  3ش اموز کلاس دوم یک تیم دان 6دانش آموز کلاس اول و  4می خواهیم از بین (16

(84:)شهریور   

 الف(هیچ دانش آموزی کلاس اول در تیم نباشد .

 ب(تعداد دانش آموزان کلاس دوم در تیم انتخابی از تعداد دانش آموزان کلاس اول بیشتر باشد .

 (84تصادف در یک ردیف می ایستند چقدر احتمال دارد )خرداد پنج نفر که دو نفر آنها خواهر یکدیگرند به (17

 الف(دو خواهر کنار هم قرار گرفته باشند .

 دو خواهر در اول و آخر صف واقع شده باشند . ب(
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 عدد تاس زوج بیاید ؟ قدر احتمال دارد حداقل دارد حداقل یک سکه رو و(در پرتاب دو سکه و یک تاس با هم چ1

 1)1
4

       2)1
8

       3)3
4

        4)3
8

   

  

 (82است ؟)سراسری تجربی  4(دو تاس را با هم پرتاب می کنیم با کدام احتمال مجموع دو عدد رو شده مضرب 2

 1)2
9

      2)5
18

      3)1
4

      4)5
12

 

  

خون منفی هستند . احتمال اینکه در خانواده ای دومین  RHدرصد ژن های تشکیل دهنده عامل  43مطالعات ژنتیکی نشان می دهد که (3

 منفی سومین فرزند خانواده باشد چقدر است ؟ RHفرزند با 

1. 0/48 

2. 0/043 

3. 0/34 

4. 0/38 

 

تشکیل شود به چند طریق می توان این شورا را انتخاب کردبه نفره  6زوج زندگی می کنند .قرار است یک شورای  9(در یک آپارتمان 4

 طوریکه فقط زوج زن و شوهر در این شورا باشند ؟

1. 1680 

2. 8008 

3. 4004 

4. 1848 

 

است .احتمال اینکه شخص  3/3و احتمال اینکه ناراحتی قلبی داشته باشد  2/3داشته باشد ، +𝐴احتمال اینکه شخصی گروه خونی (5

 داشته باشد کدام است ؟ +𝐴ناراحتی قلبی یا گروه خونی 

1. 0/44 

2. 0/46 

3. 0/48 

4. 0/5 

شلیک لازم  3 است . او انقدر شلیک می کند تا به هدف بزند احتمال آن که بیش از 3/3(احتمال به هدف زدن تیر توسط تیرانداز 6

 باشدچقدر است ؟

1. 0/340 

2. 0/343 

 مجموعه تست های  فصل احتمال 
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3. 0/348 

4. 0/334 

 در خانواده ای با شش فرزند با چه احتمالی آخرین فرزند سومین پسر خانواده است ؟(7

1. 
1

32
 

2. 
3

32
 

3. 
5

32
 

4. 
7

32
 

را در یک  با ارقام متمایز نوشت را  هر یک روی یک کارت نوشته و همه 3و1و2و3و4و5(تمام اعداد سه رقمی را که می توان با ارقام 8

 باشد کدام است  ؟ 333کیسه قرار می دهیم .سپس یک کارت را برمی داریم احتمال آن که عدد به دست آمده زوج و بزرگتر از 

1. 0/32 

2. 0/36 

3. 0/38 

4. 0/48 

 

م با چه مرتبه مهره ای از ظرف خارج کرده و پس از مشاهده به ظرف بر می گردانی 4مهره قرمز قرار دارد . 2مهره سفید و  2در ظرفی (9

 احتمالی تعداد مهره های سفید و قرمز خارج شده از ظرف با هم برابر است ؟

1. 
108

625
 

2. 
216

625
 

3. 
324

625
 

4. 
54

625
 

مهره قرمز وجود دارد از این جعبه به تصادف ،پی در پی وبدون جایگذاری انتخاب می کنیم   2مهره سفید و سه مهره و  4در جعبه ای (10

 م همرنگ نباشند  کدام است ؟احتمال اینکه مهره های اول و سو

1. 
5

18
 

2. 
12

18
 

3. 
7

18
 

4. 
11

18
 

برای قبولی در یک طرح استخدامی لازم است افراد در دو آزمون شرکت کنند و فردی که در هر دو آزمون قبول شود استخدام می (11

7شوداگر احتمال قبولی فرد در حداقل یکی از این دوآزمون 

16
باشد و احتمال قبولی فرد در هر یک آزمون ها یکسان باشد احتمال  

 استخدام این فرد چقدر است ؟

1. 
1

2
 

2. 
1

4
 

3. 
1

16
 

4. 
1

9
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مهره سیاه در کیسه ای موجود است .یک مهره از این کیسه به تصادف خارج می کنیم و بعد از مشاهده رنگ آن  4مهره سغید و  2(12

کیسه برمی گردانیم اگر مجددا سه مهره از کیسه خارج کنیم احتمال این که فقط دو مهره از این ،آن را به همراه دو مهره از رنگ دیگر به 

 مهر ه سفید باشد کدام است ؟ 3

1. 
2

7
 

2. 
9

28
 

3. 
11

28
 

4. 
13

28
 

 باشد با کدام احتمال شماره های هر دو تاس یکسان است ؟ 7(دو تاس  را با هم میریزیم اگر مجموع دو عددرو شده کمتر از 13

1. 
1

5
 

2. 
1

6
 

3. 
1

8
 

4. 
3

8
 

نفر از بین آنان معرفی شوند با  4نغر داوطلب شرکت در ازمونی هستند اگر به تصادف  3و3و2و1(از هر چهار گروه آزمایشی به ترتیب 14

 (99کدام احتمال از هر گروه یک نفر معرفی شده اند ؟)سراسری ریاضی 

 1)1
8

       2)1
7

        3)3
21

      4)3
14

  

  

قرار دارند . دو مهره با هم بیرون می آوریم با کدام احتمال مجموع شماره های این دو  5و4و3و2و1های  (در طرفی پنج مهره با شماره15

 (97مهره عددی فرد است ؟)سراسری ریاضی خارج کشور 

 1)4      /2)5     /3)6   /4)7  / 

  

خارج می کنیم با کدام احتمال لااقل یکی موش از بین آنها  3موش سیاه موجود است . به تصادف  6موش سفید و  5(در ازمایشگاهی 16

 (81از موش ها سفید است ؟)سراسری تجربی خارج کشور 

 1)8
11

    2)9
11

    3)28

33
   4)29

33
 

  

 در این عدد ظاهر شده است ؟ 2(از بین اعداد طبیعی سه رقمی یک عدد برداشته ایم .با کدام احتمال لااقل یک بار رقم 17

 (96)سراسری ریاضی خارج کشور 

 1)24    /2)25     /3)26     /4)29  / 

  

موش سیاه نگهداری می شوند . به تصادف متوالی سه موش از بین آنها انتخاب می شوند .با کدام  3موش سفید و  5(در آزمایشگاهی 19

 (99احتمال اولین موش سفید و سومین موش سیاه است ؟)سراسری تجربی 

 1)11

56
      2)17

56
     3)13

56
      4)15

56
   

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 

 

Math_Academy                                تهیه و تنظیم :لطفی نژاد           konkur_math @ 

22 

درصد از آنان مهارت قالیبافی دارند اگر یک فرد از بین این  25درصد آنان تحصیلات ابتدایی و  63(در گروه زنان ساکن یک روستا 18

 (83گروه انتخاب شود با کدام احتمال این فرد تحصیلات ابتدایی یا مهارت قالیبافی دارد ؟)سراسری تجربی 

 1)7     /2)75       /3)9    /  4)95    / 

  

(دو تاس سالم را با هم پرتاب می کنیم تا برای اولین بار هر دو  عدد رو شده زوج باشند با کدام احتمال حداکثر در سه پرتاب این 18

 (81نتیجه حاصل می شود ؟)سراسری تجربی 

 1)27

64
    2)37

64
    3)19

32
    4)39

64
 

  

2/ است . 2/ و احتمال انتقال به افراد دیگر 325(احتمال انتقال بیماری مسری به افرادی که واکسن زده اند 23

5
کارگران یک کارگر  

واکسن زده اند اگر فرد حامل بیماری به تصادف با یکی  از کارگران ملاقات کند با کدام احتمال این بیناری منتقل می شود ؟)سراسری 

 (98تجربی 

 1)13  /  2)14     /3)15    /4)16   / 

  

کارت سبز یکسان به تصادف یک کارت بدون جایگذاری بیرون می آوریم سپس کارت دوم را خارج می  4کارت سفید و  3(از بین 21

 (81کنیم با کدام احتمال هر دو کارت همرنگ هستند ؟)سراسری تجربی 

 1)2
7

     2)5
14

     3)3
7

      4)4
7

  

  

,𝐵مهره سیاه است و هر یک از دو ظرف یکسان  5مهره سفید و  4دارای   𝐴(طرف 22 𝐶   مهره سیاه است . به  3مهره سفید و  6دارای

 شده سفید است مهره از آن خارج می کنیم با کدام احتمال دو مهره از مهره های خارج  4تصادف یکی از سه ظرف را انتخاب کرده و 

 (83)سراسری تجربی 

 1)25

63
      2)26

63
      3)10

21
     4)11

21
  

  

 مهره سیاه موجود است .دو مهره متوایا و بدون جایگذاری از آن بیرون  می آوریم  با کدام احتمال  8مهره سفید و  6(در جعبه ای 23

 (82بدون توجه به اولین مهره دومین مهره خارج شده سفید باشد ؟)سراسری 

 1)5
14

     2)3
7

       3)2
5

       4)3
5
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 وریم با کدام احتمال این دو مهره می آمهره قرمز وجود دارد اگر دومهره از آن بیرون  5مهره سیاه و  2مهره سفید  3(در جعبه ای 24

 (84همرنگ نیستند ؟)تجربی 

1. 
28

45
 

2. 
29

45
 

3. 
31

45
 

4. 
32

45
 

تصادفی پی در پی بدون جای گذاری خارج می کنیم با وجود دارد . این مهره ها را به طور  5تا  1مهره با شماره های  5(در کیسه ای 25

 (82کدام احتمال دو مهره با شماره فرد متوالیا خارج نمی شوند ؟)سراسری تجربی 

 1)1       /2)15         /3)2       /4)25   / 

  

کدام احتمال مهره های خارج  مهره از ظرف بیرون می آوریم با3مهره سیاه موجود است . به تصادف   5مهره سقید و  4(در ظرفی 26

 (82شده هم رنگ هستند ؟)خارج 

1. 
1

6
 

2. 
3

14
 

3. 
2

9
 

4. 
5

14
 

 مهره سیاه موجود است . به تصادف یکی ازجعبه ها  6مهره سفید و  3مهره سیاه در جعبه دوم  3مهره سفید و  4(در جعبه اول 27

 (82مهره سفید است ؟)خارج  را انتخاب کرده و دو مهره با هم از آن بیرون می آوریم با کدام احتمال هر دو

1. 
31

168
 

2. 
11

56
 

3. 
17

84
 

4. 
13

56
 

 نفر با کدام احتمال هیچ دو نفری در یک روز هفته متولد نشده اند ؟ 4در بین (29

 1)
120

74
        2)

120

73
           3)

216

74
        4)

216

73
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 (82حداقل دو نفر آنان یکسان است ؟)خارج  (چهار دانش آموز یک کلاس که بر یک نیمکت نشسته اند با کدام احتمال ماه تولد28

1. 
19

48
 

2. 
41

96
 

3. 
23

48
 

4. 
55

96
 

 مهره  2مهره به تصادف با هم خارج می کنیم با کدام احتمال حداکثر  3مهره قرمز 5مهره سیاه و 3مهره سفید  4از ظرفی شامل (33

 قرمز خارج می شود ؟

 1)1
22

        2)21

22
         3)19

22
        4)9

11
 

  

مهره از ظرف بیرون می آوریم با کدام احتمال مهره های خارج 3مهره سیاه موجود است . به تصادف   5مهره سقید و  4(در ظرفی 31

 (82 تجربی  شده هم رنگ هستند ؟)خارج

5. 
1

6
 

6. 
3

14
 

7. 
2

9
 

8. 
5

14
 

تصادف خارج می کنیم . مهره پی در پی و بدون جای گذاری و به  3مهره قرمز وجود دارد . از این کیسه  3مهره آبی و  4در کیسه ای (32

 احتمال این که مهره های اول و سوم همرنگ باشند کدام است ؟

 1)4
7

        2)3
7

       3)3
14

       4)5
14

 

  

مهره آبی وجود دارد از این جعبه مهره ای به تصادف انتخاب می کنیم و به جای آن دو مهره از رنگ  5مهره قرمز و  3در جعبه ای (33

 حال مهره ای به تصادف از جعبه انتخاب می کنیم با چه احتمالی این مهره با مهره اولیه هم رنگ است ؟ دیگر قرار می دهیم

1. 
13

72
 

2. 
31

72
 

3. 
13

36
 

4. 
31

36
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مهره  سفید است . از  3مهره سفید و در ظرف دوم  6مهره یکسان موجود است . در ظرف اول       19و 24(در دو ظرف به ترتیب 34

مره به تصادف برداشته و در ظرف دیگری می ریزیم . سپس  از ظرف آخر یک مهره بیرون می آوریم با کدام  5مهره و از دومی  7اولی 

 (84احتمال این مهره سفید است ؟)ریاضی 

1. 
13

72
 

2. 
7

36
 

3. 
15

72
 

4. 
31

144
 

 ادف از هر ظرفمهره به طور تص 2مهره نارنجی قرار دارد .  2مهره زرد و  B 4مهره نارنجی و درظرف  3مهره زرد و  A ،5(در ظرف 35

 انتخاب می کنیم .چقدر احتمال دارد مهره های خارج شده همرنگ نباشد ؟

1. 0/85 

2. 0/80 

3. 0/75 

4. 0/70 

درصد زنان تحصیل کرده باشند و یک نفر انتخاب شود  53درصد مردان و  43است .اگر  2به  3(در جامعه ای نسبت زنان به مردان 36

 باشد چقدر است ؟احتمال ان که این یک نفر زن یا تحصیل کرده 

1. 
19

25
 

2. 
21

25
 

3. 
69

250
 

4. 
7

25
 

خون منفی هستند . احتمال اینکه در خانواده ای  RHدرصد ژن های تشکیل دهنده عامل  43(مطالعات ژنتیکی نشان می دهد که 37

 منفی سومین فرزند خانواده باشد چقدر است ؟ RHدومین فرزند با 

5. 0/48 

6. 0/043 

7. 0/34 

8. 0/38 

نفره تشکیل شود به چند طریق می توان این شورا را انتخاب کردبه  6زندگی می کنند .قرار است یک شورای زوج  9(در یک آپارتمان 38

 طوریکه فقط زوج زن و شوهر در این شورا باشند ؟

5. 1680 

6. 8008 

7. 4004 

8. 1848 
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است .احتمال اینکه شخص  3/3و احتمال اینکه ناراحتی قلبی داشته باشد  2/3داشته باشد ، +𝐴(احتمال اینکه شخصی گروه خونی 39

 داشته باشد کدام است ؟ +𝐴ناراحتی قلبی یا گروه خونی 

1. 0/44 

2. 0/46 

3. 0/48 

4. 0/5 

 

شلیک لازم  3است . او انقدر شلیک می کند تا به هدف بزند احتمال آن که بیش از  3/3(احتمال به هدف زدن تیر توسط تیرانداز 40

 باشدچقدر است ؟

1. 0/340 

2. 0/343 

3. 0/348 

4. 0/334 

مرتبه مهره ای از ظرف خارج می کنیم و پس از مشاهده به ظرف باز می گردانیم  4مهره قرمز قرار دارد . 3مهره سفید و  2ظرفی (در 41

 .با چه احتمالی تعداد مهره های سفید و قرمز خارج شده با هم برابر است ؟

1. 
108

625
 

2. 
216

625
 

3. 
324

625
 

4. 
54

625
 

 آخرین فرزند سومین پسر خانواده است ؟(در خانواده ای با شش فرزند با چه احتمالی 42

1. 
1

32
 

2. 
3

32
 

3. 
5

32
 

4. 
7

32
 

 

با ارقام متمایز نوشت را  هر یک روی یک کارت نوشته و همه را در یک  3و1و2و3و4و5(تمام اعداد سه رقمی را که می توان با ارقام 87

 باشد کدام است  ؟ 333رگتر از کیسه قرار می دهیم .سپس یک کارت را برمی داریم احتمال آن که عدد به دست آمده زوج و بز

1. 0/32 

2. 0/36 

3. 0/38 

4. 0/48 

 (د رچند عدد سه رقمی ارقام مجاور متمایزند ؟43

1. 576 

2. 648 

3. 729 

4. 720 
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مرتبه مهره ای از ظرف خارج کرده و پس از مشاهده به ظرف بر می گردانیم با  4مهره قرمز قرار دارد . 2مهره سفید و  2(در ظرفی 44

 سفید و قرمز خارج شده از ظرف با هم برابر است ؟چه احتمالی تعداد مهره های 

5. 
108

625
 

6. 
216

625
 

7. 
324

625
 

8. 
54

625
 

زن وجود دارد .این اتوبوس شروع به حرکت می کند اگر یک نفر در ایستگاه یک نفر در ایستگاه دوم و  4مرد و  5(در یک اتوبوس 45

 تگاه پیاده شده باشند کدام است ؟مابقی در آخرین ایستگاه پیاده شوند احتمال آن که همه مردها در یک ایس

1. 
1

2
 

2. 
2

5
 

3. 
1

6
 

4. 
1

4
 

 (چهار نفر در یک کلاس حضور دارند .احتمال ان که هیچ دو نفری در یک روز هفته متولد نشده باشند کدام است ؟131

1. 
242

343
 

2. 
210

343
 

3. 
211

343
 

4. 
120

343
 

زنان مبتلا به چاقی هستند اگر سه نفر از درصد از  23درصد از مردان و  73(شصت درصد افراد جامعه ای را زنان تشکیل می دهند .46

 این جامعه انتخاب کنیم احتمال آنکه حداقل دو نفر به چاقی مبتلا باشند چقدر است ؟

1. 0/36 

2. 0/64 

3. 0/4225 

4. 0/352 
 باشد ؟ dچند کلمه سه حرفی می توان نوشت که حتما شامل حرف  world(با حروف کلمه 47

1. 24 

2. 36 

3. 48 

4. 72 

(برای قبولی در یک طرح استخدامی لازم است افراد در دو آزمون شرکت کنند و فردی که در هر دو آزمون قبول شود استخدام می 48

7شوداگر احتمال قبولی فرد در حداقل یکی از این دوآزمون 

16
باشد و احتمال قبولی فرد در هر یک آزمون ها یکسان باشد احتمال  

 استخدام این فرد چقدر است ؟

1. 
1

2
 

2. 
1

4
 

3. 
1

16
 

4. 
1

9
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مهره سیاه در کیسه ای موجود است .یک مهره از این کیسه به تصادف خارج می کنیم و بعد از مشاهده رنگ آن  4مهره سغید و  2(49

 ،آن را به همراه دو مهره از رنگ دیگر به کیسه برمی گردانیم اگر مجددا سه مهره از کیسه خارج کنیم احتمال این که فقط دو مهره از این

 مهر ه سفید باشد کدام است ؟ 3

5. 
2

7
 

6. 
9

28
 

7. 
11

28
 

8. 
13

28
 

 باشد با کدام احتمال شماره های هر دو تاس یکسان است ؟ 7(دو تاس  را با هم میریزیم اگر مجموع دو عددرو شده کمتر از 50

5. 
1

5
 

6. 
1

6
 

7. 
1

8
 

8. 
3

8
 

 دانشجوی انتخابی سه نفر آنان بومی هستند ؟ 5(بیست درصد از دانشجویان یک دانشگاه بومی هستند با کدام احتمال از 51

1. 0/0256 

2. 0/0512 

3. 0/0948 

4. 0/1024 

𝑃(𝑋را تعداد دفعاتی می گیریم که عدد ظاهر شده زوج باشد  X(تاسی را پنج بار پرتاب می کنیم . متغیر تصادفی 52 =  کدام است ؟ (3

1. 
5

16
 

2. 
3

32
 

3. 
3

16
 

4. 
9

32
 

𝐴(از مجموعه 53 = {1,2,3,4,…  به تصادف سع عدد انتخاب میکنیم . احتمال آنکه جمع سه عدد زوج باشد کدام است ؟ {10,

1. 
1

3
 

2. 
17

120
 

3. 
19

140
 

4. 
1

2
 

مهره سیاه و پنج مهره قرمز موجود است . سه مهره را به تصادف و پی درپی و بدون جایگداری بر می 4(در جعبه ای سه مهره سفید و54

 ره دیگر همرنگ نیستند ؟داریم .با کدام احتمال مهره اول سفید و دو مه

1. 
4

55
 

2. 
5

54
 

3. 
19

110
 

4. 
17

220
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1تیر را به سمت هدف پرتاب می کنیم میدانیم که تیر اول و سوم به هدف برخورد می کند اگر احتمال اصابت هر تیر  6(55

3
باشد با کدام  

 احتمال حداقل سه تیر به هدف برخورد می کند ؟

1. 
8

27
 

2. 
16

81
 

3. 
19

27
 

4. 
65

81
 

 7مهره به تصادف انتخاب می کنیم احتمال آنکه بزرگترین عدد انتخاب شده  4یک تا نه موجود است . مهر ه از شماره  8(در ظرفی 56

 باشد چقدر است ؟

1. 
2

21
 

2. 
5

126
 

3. 
1

9
 

4. 
10

63
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 بازه(1 درسنامه 

 

 بازه نمادی است که برای ساده تر نوشتن یک مجموعه به کار می رود.  

  بازه باز 

 { 𝑥 ∣ 𝑥 ∈ 𝑅, a < 𝑥 < 𝑏 } = (a, b) 

 

  باز ه ی نیم باز 

 { 𝑥 ∣ 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏 } = [𝑎, 𝑏) 
 { 𝑥 ∣ 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏 } = (𝑎, 𝑏] 

  باز ه ی بسته 

 {𝑥 ∣ 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} 
  ممکن است بازه ای از یک یا دو سمت نا محدود یا بیکران باشد در این صورت شبیه به حالت های زیر 

 .           خواهد بود              

 { 𝑥 ∣ 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑥 ≥ 𝑎 } = [𝑎,∞) 

 

 { 𝑥 ∣ 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑥 < 𝑎 } = (−∞, 𝑎) 

 

 { 𝑥 ∣ 𝑥 ∈ 𝑅 } = (−∞,+∞) 

 

 بازه

 فصل دوم تابع 
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 :اشتراک و تفاضل دو بازه به این صورت عمل می کنیم  برای تعیین اجتماع و

 بالای یک محور مشخص می کنیم .  ابتدا دو بازه را با فاصله در پایین و

  اجتماع جایی از محور خواهد بود که حداقل یکی از دو بازه در آن قسمت دیده شود. 

 .اشتراک جایی است که هر دو بازه دیده شوند 

 تفاضل جایی است که فقط بازه اول باشد. 

  متمم نیز جایی است که بازه مورد نظر نباشد 

  برای تعیین مرکز و شعاع بازه(𝑎, 𝑏) 

  مرکز
𝑎+𝑏

2
 

  شعاع
𝑏−𝑎

2
 

 حل نامعادلات از دو فرمول مهم زیر استفاده می شود . در 

 |𝑥| < 𝑎 ⟺ −𝑎 < 𝑥 < 𝑎 

 |𝑥| ≥ 𝑎 ⟺ 𝑥 ≥ 𝑎 ∨ 𝑥 ≤ −𝑎 
 دو بازه  1مثال )𝐴 = [2,4], 𝐵 =  داده شده است حاصل عبارات زیر را بیابید. (3,5]

 𝐴)𝐴 ∪ 𝐵 = [2,5)            𝐵)𝐴 ∩ 𝐵 = [3,4] 

 𝐶)𝐴 − 𝐵 = [2,3)        𝐷)𝐴′ = (−∞, 2) ∪ (4,+∞) 

 [6و2−])(بازه ی  2مثال ∪ ([9و6] ∩  را به ساده ترین صورت بنویسید.  [10و5]

 [−2,6] ∪ [6,9] = [−2,9] 
 [−2,9] ∩ [5,10] = [5,9] 

 2−(نا معادله 3مثال < 4𝑥 + 6 ≤  را حل کرده وجواب را به صورت بازه نمایش دهید. 10

 تقسیم می کنیم 4واحد کم می کنیم  سپس آنها را بر  6از  طرفین برا ی حل این نا معادله  ابتدا 

 −2 < 4𝑥 + 6 ≤ 10 ⟹ −8 < 4𝑥 ≤ 4 ⟹ −2 < 𝑥 ≤ 1 = (−2,1] 

 2|(نا معادله4مثال𝑥 − 1| <  را حل کرده وجواب را به صورت بازه نمایش دهید.  3

 |2𝑥 − 1| < 3 ⟹ −3 < 2𝑥 − 1 < 3 ⟹ −2 < 2𝑥 < 4 ⟹ −1 < 𝑥 < 2 = (−1,2) 

 

 

جواب را  روی محور نشان دهید. حاصل عبارتهای  زیر را یافته و(1  

 (−3,2) ∩ (−1,4) 

 

 (−∞, 5) ∪ (−2,7) 

 اعمال روی بازه ها 

 تمرین 
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𝐴بازه های (2 = (−2,4], 𝐵 =  داده شده اند حاصل عبارتهای زیر را بیابید. (1,5−]

 (𝐴 ∪ 𝐵)′ 

 

 𝐴 − 𝐵′ 

 جواب را به صورت بازه نمایش دهید. نامعادلات زیر را حل کرده و(3

 

 3𝑥 − 2 ≤
𝑥+1

2
 

 

 
2𝑥−1

3
≥
𝑥+1

2
 

 

 3𝑥 − 3 ≤ 2𝑥 + 1 < 3𝑥 + 2  

,𝑎)مرکز بازه   (2−)اگر (4 𝑏)   باشد مقادیر  7باشد وطول این بازه برابر𝑎, 𝑏 .را بیابید 

2𝑥|مجموعه جواب نا معادله (5 − 1| ≥  را به صورت بازه نشان دهید. 2

,∞−)به صورت  𝐴بازه (6 A)است حاصل   (3و4−)به صورت  𝐵و بازه ی   [0 ∩ B)′و𝐴 − 𝐵 .را بیابید 

𝐴اگر (7 = {𝑥 ∣ −3 < 𝑥 ≤ 𝐵و {2 = {𝑥 ∣ 𝑥 ≤
−3

2
,𝐴باشند هر یک از مجموعه های  { 𝐵, 𝐴 ∪ 𝐵 را به صورت بازه نمایش 

 دهید. 

>بازه متناظر جواب نا معادله 𝐴اگر (9 3
1−𝑥

2
𝐵و = (−∞,−2) ∪ 𝐴باشد حاصل  (∞+,1) ∪ 𝐵  را به صورت بازه ی اعداد 

 بنویسید.

 جواب را به صورت بازه نمایش دهید. نامعادله های زیر را حل کنید و (8

 3𝑥 − 2 ≤
𝑥+1

2
 

 

 −2 ≤
𝑥

2
− 1 ≤ 2    
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  و نامعادلات شامل عبارات گویا  معادلات(2درس نامه 

 معادلات گویا معادلاتی هستند کسری که در مخرج آنها متغیر وجود دارد  

 کسری خارجرا از حالت  برای حل این معادلات ابتدا آنها 

 می کنیم )با ضرب طرفین تساوی در مخرج مشترک کسر ها( سپس معادله بدست آمده را حل می کنیم 

  . جواب های بدست آمده نباید ریشه مخرج باشند 

 معادلات زیر را حل کنید.(5مثال

 𝐴)
𝑥+2

𝑥−2
−
𝑥−2

𝑥+2
=

8

𝑥2−4

×(𝑥2−4)
⇒     (𝑥 + 2)(𝑥 + 2) − (𝑥 − 2)(𝑥 − 2) = 8 ⟹ 𝑥2 + 4𝑥 + 4 −

(𝑥2 − 4𝑥 + 4) = 8 ⟹ 8𝑥 = 8 ⟹ 𝑥 = 1 

 𝐵)
𝑥

8
+

2

𝑥−2
=

𝑥+2

2𝑥−4

×8(𝑥−2)
⇒     (𝑥 − 2)𝑥 + 16 = 4(𝑥 + 2) ⟹ 

 𝑥2 − 2𝑥 + 16 = 4𝑥 + 8 ⟹ {
𝑥 = 2   ×
𝑥 = 4   √

 

 است {1−}معادله زیر دارای مجموعه جواب  𝑎به ازای چه مقداراز  (6مثال

 
𝑥−1

3x+4
=
2x2+a

5x+4
 

  را بیابیم. 𝑎مقدار داده شده را قرار دهیم ومقدار  𝑥کافی است به جای 

 
−1−1

−3+4
=

2+𝑎

−5+4
⟹

−2

1
=
2+𝑎

−1
⟹  2 + 𝑎 = 2  ⟹  𝑎 = 0     

 

 

A. معادلات زیر را حل کنید 

 
2𝑥−1

𝑥−4
+ 2 =

1−2𝑥

3𝑥−12
 

 

 
2

𝑥
+
4−5𝑥

3𝑥2
=
5

3
 

 

 
𝑥

8
+

2

𝑥−2
=

𝑥+2

2𝑥−4
 

 معادلات شامل عبارات گویا
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𝑥+1

4
+ 1   =

3𝑥

𝑥+1
 

 

 
3𝑥−2

𝑥
+
2𝑥+5

𝑥+3
= 5 

 

 
2𝑥+3

2𝑥−2
−

5

𝑥2−1
=
2𝑥−3

2𝑥+2
 

 

 
1

𝑥+1
−
1

𝑥
=

1

𝑥−1
−

1

𝑥−2
 

B.  به ازای چه مقدارa  معادله ی𝑥+𝑎

𝑥
−

𝑥

𝑥+𝑎
=

4𝑎

𝑥+𝑎
 (84است . )خرداد  x=1دارای جواب  

C. معادلات زیر را حل کنید. 

 
2𝑥+3

𝑥−1
−
2𝑥−3

𝑥+1
=

10

𝑥2−1
 

 

 
𝑥+2

𝑥−1
+
𝑥−1

𝑥+2
=
17

4
 

 

 
𝑥+1

𝑥−1
−
𝑥−1

𝑥+1
= 3𝑥 (1 −

𝑥−1

𝑥+1
) 

 

 
2𝑥+3

𝑥−1
−
2𝑥−3

𝑥+1
=

10

𝑥2−1
 

 

 
3

3𝑥2−3𝑥−28
=

5

5𝑥2−𝑥−20
 

D.  به ازای چه مقادیری از𝑘  معادله،
4−𝑡

2−2𝑡
=

3𝑡2+𝑘

(𝑡2+1)2−68
𝑡دارای جواب   =  است ؟ 3−

E. به ازای چه مقدار𝑎 معادله ی𝑥

𝑎−𝑥
+
𝑎−𝑥

𝑥
=
𝑎

𝑥
𝑥دارای جواب    =  است ؟ 2

F.  اگر𝑥 = 2𝑥2یک جواب معادله  2

𝑎+𝑥
+
𝑎−𝑥

𝑥
=
𝑎

𝑥
 (85باشد .)خرداد  

 ریشه دیگر این معادله را در صورت وجود به دست آورید . a=0را تعیین کنید .ب(به ازای  aالف(
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 برای حل نامعادلات شامل عبارات گویا  ،همه عبارات را  به یک سمت نامساوی برده 

 ،مخرج مشترک گرفته و به یک کسر تبدیل می کنیم . سپس با تعیین علامت عبارت به دست آمده جواب نامعادله را می یابیم .

  می پردازیم قبل از بیان تمرین های این قسمت به یاد آوری تعیین علامت از سال گذشته 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(نا معادله زیر را حل کنید .7مثال  

 
𝑥2+𝑥+2

𝑥2−3𝑥+2
< 1 

 
𝑥2+𝑥+2

𝑥2−3𝑥+2
− 1 < 0 ⇒

𝑥2+𝑥+2−𝑥2+3𝑥−2

𝑥2−3𝑥+2
< 0 ⇒

4𝑥

𝑥2−3𝑥+2
< 0 

 لطفا ریشه های صورت و مخرج را یافته ,عبارت را تعیین علامت کنید .

 

 نا معادلات شامل عبارات گویا
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,∞−)جواب نهایی برابر است با  0) ∪ (1,2) 

 

 

 هر یک از نا معادله های زیر را حل کنید .(1

 1 −
1

𝑥
< 𝑥 + 1 

 

 
𝑥2−2

𝑥
< 1 

 عبارت زیر قابل محاسبه است ؟ 𝑥به ازای چه مقادیری از (2

√
1

𝑥2
−
3

4

4

 

𝐴اگر (3 = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑅,
5

𝑋
≥ 2} , 𝐵 =  (83باشد )خرداد  (1,2−)

 را با راه حل تعیین کنید . Aالف(جواب مجموعه 

𝐴ب(مجموعه  ∩ 𝐵 . را به وسیله بازه نمایش دهید 

 هر یک از نا معادله های زیر را حل کنید .

 
6−𝑥2

𝑥
> 1 

 

 |
1−𝑥

2𝑥−5
| > 1 

 

 
1

2𝑥2+𝑥+1
≥

1

𝑥2+1
 

 

 عبارت زیر قابل محاسبه است ؟ 𝑥(به ازای چه مقادیری از 4

 √
2𝑥2+𝑥−6

3𝑥2−7𝑥−6
− 5𝑥√16 − 𝑥2 

 

 تمرین 
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(نا معادله 5
𝑥

𝑥+1
−
𝑥−1

𝑥
≥  (83بازه نمایش دهید.)خرداد را حل کرده و جواب را به صورت1−

𝑥+2(نامعادله 6

2𝑥−1
<

1

𝑥−2
 (82را حل کرده و مجموعه جواب را به صورت بازه نشان دهید .)خرداد  

𝑥(نا معادله 7 − 2 ≤
2𝑥−1

𝑥+2
 (81را حل کرده و جواب را به صورت بازه نمایش دهید.)خرداد 

 

 

𝑓(𝑥)(نمودار تابع با ضابطه ی 57 =
2𝑥2−5𝑥+5

𝑥2+1
 کدام است ؟ b-aاست .بیشترین مقدار  y=1پایین تر از خط  (a,b)در بازه ی  

1. 1 

2. 2 

3. 3 

4. 4 

𝑦نمودار تابع  m(به ازای کدام مقدار  59 =
1

2
𝑥2 + (𝑚 − 2)𝑥 +  همواره بالای محور افقی است ؟ 1

1. m>2 

2. 1<m<2 

3. 1 − √2 < 𝑚 < 1 + √2 

4. 2 − √2 < 𝑚 < 2 + √2 

𝑓(𝑥)نمودار تابع با ضابطه ی  m(به ازای کدام مقادیر 58 = 𝑚𝑥2 + 𝑥  همواره زیر خط به معادله یy=1-x قرار دارد ؟ 

1. −1 < 𝑚 < 0 
2. M<-1 

3. M<0 

4. ∅ 

(مجموعه جواب نامعادله ی 63
−2(𝑥4−1)−1

1−𝑥2
≥
𝑥2−𝑥4−1

1−𝑥2
 شامل چند عدد صحیح نیست ؟ 

1. 1 

2. 2 

3. 3 

4. 4 

(عبارت 61
(𝑚−1)𝑥2+2𝑥−1

3𝑥2+1
 کدام است ؟ mمنفی است حدود  xبه ازای جمیع مقادیر  

1. m<0 

2. m<1 

3. -2<m<2 
4. m>-3 

𝑓(𝑥)(اگر نمودار تابع 62 = 𝑥2 − 𝑥 − ,𝑎)در فاصله  2 𝑏)  زیر محور افقی باشد حداکثر مقدارb − a کدام است ؟ 

 1)1       2)3       3)3
2

        4)2  

 سوالات چهار گزینه ای 
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𝑓(𝑥)نمودار تابع با ضابطه ی 𝑚(به ازای کدام مجموعه مقادیر 63 = 𝑥2 − (𝑚 − 2)𝑥 + 𝑚 همواره بالای خط به معادله 

 𝑦 =  قرار دارد ؟1−

1. 𝑅 − [−1,4] 
2. (−1,4) 
3. R − [0,8] 
4. (0,8) 

𝑓(𝑥)(مقادیر  تابع با ضابطه 64 =
1

2
𝑥2 + 2𝑥 + ,𝑎)در بازه ی  6 𝑏)  7بزرگ تر از

2
𝑏است .بیشترین مقدار   − 𝑎  کدام است

 (98سراسری تجربی ؟

 1)4    2)5   3)5/5    4)6  

  

𝑓(𝑥)(نمودار تابع با ضابطه ی 65 =
3𝑥2−2𝑥

𝑥2+4
,𝑎)در بازه ی   𝑏)  پایین تر از خط به معادله ی𝑦 = 𝑏است. بیشترین مقدار  2 − 𝑎  کدام

 (99است ؟)سراسری ریاضی خارج کشور 

 1)4    2)6    3)9    4)∞ 

  

𝑓(𝑥)(اگر 65 = 𝑥2 + 3𝑥, 𝑔(𝑥) = −
1

2
𝑥 + که در بالای محور  محور افقی  قرار   𝑔𝑜𝑓آنگاه مجموعه طول نقاطی از منحنی تابع  2

 (81دارد برابر کدام بازه است ؟)سراسری تجربی 

 1)(−4,1)      2)(−3,2)       3)(−2,1)     4)(−1,4)  

  

𝑓(𝑥)(اگر 66 = (2𝑥 − 𝑔(𝑥)و  2(3 = 𝑥 + ,𝑓نمودار های دو تابع  2 𝑓𝑜𝑔   (82با کدام طول متقاطعند ؟)سراسری تجربی 

 1)1-        2)1
2

        3)1     4)3
2

    

  

𝑚)عبارت  𝑚(به ازای کدام مقادیر 67 − 1)x2 + 6𝑥 + 2𝑚 + مثبت است ؟)سراسری ریاضی خارج  𝑥برای هر مقدار دلخواه  1

 (83کشور 

 1)𝑚 < −2    2)𝑚 > 2/5   3)1 < m < 2/5    4)1 < 𝑚 < 2/5 

  

𝑎)(اگر عبارت 69 − 1)x2 + (𝑎 − 1)𝑥 +  (81به  کدام مجموعه تعلق دارد ؟)سراسری ریاضی  𝑎منفی باشد ؛ 𝑥به ازای هر مقدار  1

 1)1 < 𝑎 < 5   2  )𝑎 < 1     3)∅    4)𝑅 
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𝑦نمودار تابع  𝑚(به ازای کدام مقادیر 68 = (𝑚 − 1)𝑥2 + √3𝑥 +𝑚 همواره در زیر محور افقی است ؟ 

1. 𝑚 <
−1

2
 

2. 
−1

2
< 𝑚 < 1 

3. 1 < 𝑚 <
3

2
 

4. 𝑚 >
3

2
 

(مجموعه جواب نا معادله 73
𝑥2−𝑥−10

𝑥2+𝑥−12
>  کدام یک از بازه های زیر است ؟شامل   10

 1)(1,4)         2)(−3,1)       3)(1,3)       4)(−4,1) 

  

|(مجموعه جواب نامعادله 71
𝑥−3

2𝑥+1
| >  (82به صورت کدام بازه ها است ؟)سراسری تجربی  1

 1)(−3و −1
2
) ∪ (

−1

2
و 1
3
و2−)(2       ( −1

2
) ∪ (

−1

2
و3−)(3      (1و −1

2
)        4)(

−1

2
و 1
3
) 

  

𝑥)(مجموعه جواب نامعادله 72 − 4)|𝑥| < 2𝑥 −  (82کدام است ؟)سراسری  ریاضی 5

1. (1,5) 
2. (1 − √6, 1 + √6) 

3. (1,5) ∪ (1 + √6,∞) 

4. (−∞, 1 − √6) ∪ (1,5) 
𝑓(𝑥)نمودار تابع  𝑎(به ازای کدام مجموعه مقادیر 73 = (𝑎 − 3)𝑥2 + 𝑎𝑥 −  از ناحیه اول محور های مختصات نمی گذرد ؟ 1

 (82)سراسری ریاضی  

1. 𝑎 ≤ 2 

2. 0 < 𝑎 ≤ 2 

3. 2 < a < 3 

4. 0 < a < 3 
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 مثلثات(3 درسنامه 

 

 

 

 

 

 

 

 

 روابط بنیادی

 𝑠𝑖𝑛2𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃 = 1 

 𝑐𝑜𝑠𝜃 × 𝑡𝑎𝑛𝜃 = 𝑠𝑖𝑛𝜃 

 𝑠𝑖𝑛𝜃 × 𝑐𝑜𝑡𝜃 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 

 𝑡𝑎𝑛𝜃 × 𝑐𝑜𝑡𝜃 = 1 

 1+𝑐𝑜𝑡2𝜃 =
1

𝑠𝑖𝑛2𝜃
 

 1 + 𝑡𝑎𝑛2𝜃 = 1

𝑐𝑜𝑠2𝜃
 

 

 (زوایای قرینه:1

 sin(−𝜃) = −𝑠𝑖𝑛𝜃, cos(−𝜃) = 𝑐𝑜𝑠𝜃, tan(−𝜃) = −𝑡𝑎𝑛𝜃, cot(−𝜃) = −𝑐𝑜𝑡𝜃 

 (زوایای مکمل:2

 sin(𝜋 − 𝜃) = 𝑠𝑖𝑛𝜃, cos(𝜋 − 𝜃) = −𝑐𝑜𝑠𝜃, tan(𝜋 − 𝜃) = −𝑡𝑎𝑛𝜃, cot(𝜋 − 𝜃) = −𝑐𝑜𝑡𝜃 

 :π(زوایای با اختلاف 3

 sin(𝜋 + 𝜃) = −𝑠𝑖𝑛𝜃, cos(𝜋 + 𝜃) = −𝑐𝑜𝑠𝜃, tan(𝜋 + 𝜃) = 𝑡𝑎𝑛𝜃, cot(𝜋 + 𝜃) = −𝑐𝑜𝑡𝜃 

 :2𝜋(زوایای با مجموع4

 sin(2𝜋 − 𝜃) = −𝑠𝑖𝑛𝜃, cos(2𝜋 − 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠𝜃, tan(2𝜋 − 𝜃) = −𝑡𝑎𝑛𝜃, cot(2𝜋 − 𝜃) = −𝑐𝑜𝑡𝜃 

 (زوایای متمم :5

 sin (
𝜋

2
− 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

2
− 𝜃) = 𝑠𝑖𝑛𝜃, 𝑡𝑎𝑛 (

𝜋

2
− 𝜃) = 𝑐𝑜𝑡𝜃, 𝑐𝑜𝑡 (

𝜋

2
− 𝜃) = 𝑡𝑎𝑛𝜃 

 یاد آوری از سال اول و دوم
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𝜋(زوایای  با مجموع 6

2
 : 

 sin (
𝜋

2
+ 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

2
− 𝜃) = −𝑠𝑖𝑛𝜃, 𝑡𝑎𝑛 (

𝜋

2
+ 𝜃) = −𝑐𝑜𝑡𝜃, 𝑐𝑜𝑡 (

𝜋

2
+ 𝜃) = −𝑡𝑎𝑛𝜃 

 

 نسبت های مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا:

 𝑠𝑖𝑛 (𝛼 ± 𝛽) = 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑐𝑜𝑠𝛽 ± 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽 
 cos(𝛼 ± 𝛽) = 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑐𝑜𝑠𝛽 ∓ 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽  

 tan(𝛼 ± 𝛽) =
𝑡𝑎𝑛𝛼±𝑡𝑎𝑛𝛽

1∓𝑡𝑎𝑛𝛼𝑡𝑎𝑛𝛽
  

 cot(𝛼 ± 𝛽) =
𝑐𝑜𝑡𝛼𝑐𝑜𝑡𝛽∓1

𝑐𝑜𝑡𝛽±𝑐𝑜𝑡𝛼
 

 

 

 

𝑠𝑖𝑛 (𝛼 استفاده از شکل زیر رابطهبا  ± 𝛽) = 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑐𝑜𝑠𝛽 ± 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽   را 

 ثابت کنید .

 

 

 

 

 با توجه به رابطه های فوق داریم :

 

  2نسبت های مثلثاتی زاویه𝛼: 

 

 𝑠𝑖𝑛2𝛼 = 2𝑠𝑖𝑛𝛼𝑐𝑜𝑠𝛼 
 𝑐𝑜𝑠2𝛼 = 𝑐𝑜𝑠2𝛼 − 𝑠𝑖𝑛2𝛼 = 2cos2α − 1 = 1 − 2𝑠𝑖𝑛2α 

 𝑡𝑎𝑛2𝛼 =
2𝑡𝑎𝑛𝛼

1−𝑡𝑎𝑛2𝛼
 

 𝑐𝑜𝑡2𝛼 =
𝑐𝑜𝑡2𝛼−1

2𝑐𝑜𝑡𝛼
 

 تمرین 

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 

 

Math_Academy                                تهیه و تنظیم :لطفی نژاد           konkur_math @ 

42 

  3نسبت های مثلثاتی زاویه𝛼: 

 𝑠𝑖𝑛3𝛼 = 3𝑠𝑖𝑛𝛼 − 4𝑠𝑖𝑛3𝛼 
 𝑐𝑜𝑠3𝛼 = 4𝑐𝑜𝑠3𝛼 − 3𝑐𝑜𝑠𝛼 

 𝑡𝑎𝑛3𝛼 =
3𝑡𝑎𝑛𝛼−𝑡𝑎𝑛3𝛼

1−3𝑡𝑎𝑛2𝛼
 

 

 

 . عبارت های زیر را ساده کنید 

 
𝑠𝑖𝑛2𝛼

1+𝑐𝑜𝑠2𝛼
 

 

 

 sin (x +
π

3
) 

 

𝑡𝑎𝑛𝛼فرض کنید  (3 =
3

4
, 𝑡𝑎𝑛𝛽 =

5

12
,𝛼و   𝛽 . زوایای حاده باشند ،حاصل عبارت های زیر را بیابید 

 sin (𝛼 + 𝛽) 

 

 cos (𝛼 + 𝛽) 

 

 tan (𝛼 + 𝛽) 

 درستی تساوی های زیر را ثابت کنید .(4

A. sin (
3𝜋

2
− 𝑥) = −𝑐𝑜𝑠𝑥 

B. cos(𝛼 + 𝛽) − cos(𝛼 − 𝛽) =2𝑠𝑖𝑛𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽 

C. 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 

D. 𝑐𝑜𝑡
𝑥

2
− 𝑡𝑎𝑛

𝑥

2
= 2𝑐𝑜𝑡𝑥 

 را بیابید. 75(نسبت های مثلثاتی زاویه 5

,°15(نسبت های مثلثاتی زاویه های 6  را بیابید . 22/5°

𝑠𝑖𝑛𝛼(فرض کنید 7 =
4

5
, 𝑠𝑖𝑛𝛽 =

15

17
 منفرجه باشد ،حاصل عبارت های زیر را بیابید . βحاده و  αو  

 تمرین 
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 sin (𝛼 + 𝛽) 

 

 cos (𝛼 − 𝛽) 

 

 cot (𝛼 + 𝛽)  

 

 𝑠𝑖𝑛2𝛼 

 

 𝑡𝑎𝑛2𝛽 

 

 

 (درستی تساوی های زیر را ثابت کنید .8

 𝐴)𝑡𝑎𝑛𝛼 =
2𝑡𝑎𝑛

𝛼

2

1−𝑡𝑎𝑛2𝛼
 

 𝐵)
2

𝑡𝑎𝑛𝛼+𝑐𝑜𝑡𝛼
= 𝑠𝑖𝑛2𝛼 

 𝐶) sin(𝛼 + 𝛽) + sin(𝛼 − 𝛽) = 2𝑠𝑖𝑛𝛼𝑐𝑜𝑠𝛽 

𝑠𝑖𝑛𝛼(اگر 8 =
3

5
 (82را بیابید .)خرداد  𝑡𝑎𝑛2𝛼زاویه منفرجه باشد ،حاصل  𝛼و  

sin(𝛼(درستی رابطه 13 + 𝛽) + sin(𝛼 − 𝛽) = 2𝑠𝑖𝑛𝛼𝑐𝑜𝑠𝛽 ( 81را نشان دهید.) خرداد 

𝑡𝑎𝑛𝛼(فرض کنید 11 =
3

4
 (83را به دست آورید . )خرداد  𝑠𝑖𝑛2𝛼زاویه ای حاده باشد حاصل  αو 

𝑡𝑎𝑛𝛼فرض کنید (12 = −
1

2
 (85را محاسبه کنید .)خرداد  𝑐𝑜𝑠2𝛼زاویه ای منفرجه باشد عبارت  αو 

 (84درستی برابری مقابل را ثابت کنید )خرداد (13

 
𝑠𝑖𝑛2𝛼

1+𝑐𝑜𝑠2𝛼
= 𝑡𝑎𝑛𝛼 

𝑓(𝑥)(دامنه تابع 8 = tan (𝑥 +
𝜋

3
 )صبر کن تو دامنه تابع حل کن ((83)خردادرا به دست آورید.(
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  سوالات چند گزینه ای 

𝑐𝑜𝑠(اگر74 (𝑥 +
𝜋

3
) + 𝑐𝑜𝑠 (𝑥 −

𝜋

3
) =

2

3
 تجربی ( 83کدام است ؟)سراسری  𝑐𝑜𝑠2𝑥باشد مقدار   

 1)−2

9
        2)−1

9
      3)1

9
       4)2

9
    

  

tan(اگر75
2𝜋

3
sin (

3𝜋

2
− 𝑥) = cosباشد ، مقدار    1 2𝑥 (99 -کدام است ؟ )سراسری تجربی 

 1)−
2

3
            2  )−

1

3
        3 )1

3
               4)2

3
 

  

𝑡𝑎𝑛𝛽(اگر 76 =
1

2
αو  − β =

𝜋

4
 (84کدام است ؟)تجربی  𝑠𝑖𝑛2𝛼مقدار  

1. 45/  

2. 6/  

3. 75/  

4. 9/  

sin(اگر 77 𝑥 + cos 𝑥 = sin4باشد ، حاصل  2√− 𝑥 + cos4 𝑥 چقدر است ؟ 

 1)1             2)1
2

                3)1
4

            4)1
8

 

sin(اگر 79 2𝑥 =
1

4
sin)باشد ، حاصل   𝑥 + cos 𝑥)2 کدام است ؟ 

 1)3
2

           2 )5
4

              3 )9
8

            4)17

16
 

 

𝑐𝑜𝑠2𝛽(اگر 78 =
3

5
𝑠𝑖𝑛زاویه حاده باشد مقدار  βو  (

𝜋

3
− 𝛽) کدام است ؟ 

 1)√3−2

2√5
      2) 

√3−1

2√5
    3) 

2√3−1

2√5
    4) 

√3+1

2√5
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  تابع 4درس نامه) 

 

 قانون یا ضابطه ای است که بین دو مجموعه تعریف می شود و به هر عضو از مجموعه 

 تابع را به صورت های مختلف می توان نمایش داد.اول یک و تنها یک عضو از مجموعه دوم را نسبت می دهد.

 

 در صورتی تابع را نشان می دهد که از هر عضو مجموعه اول  

 .دقیقا یک فلش خارج شود. 

 

 

 

 هنگامی تابع  را نشان می دهد که مولفه )مختص( های اول زوج های مرتب با هم مساوی نباشند.

 تابع است  𝑓مجموعه 

 𝑓 = {(4,5), (3,2), (7,1)} 

𝑔 تابع نیست 

 𝑔 = {(7,3), (2,1), (7,4)} 

 

 مقادیر (9مثال𝑎, 𝑏 .را به گونه ای بیابید که مجموعه زیر یک تابع را نشان دهد 

 𝑓 = {(4,3), (4,2𝑎 − 1), (7,5), (1,8), (9 − 𝑎, 𝑏 + 4)} 

 2𝑎 − 1 = 3 ⟹ 𝑎 = 2 ⟹ 𝑓 = {(4,3), (7,5), (1,8), (7, 𝑏 + 4)} 

 𝑏 + 4 = 5 ⟹ 𝑏 = 1 ⟹ 𝑓 = {(4,3), (7,5), (1,8)} 

 

 

 (کدام یک از مجموعه های زیر یک تابع را نشان می دهد .1

A. {(−1,0), (0,1), (2,3), (√−1
2

, 4)} 

B. {(−1,2)} 

C. {(0,0), (2,1), (3,2), (−1,0), (2, −2)} 

D. {(1,1), (2,3), (−1,−1), (−2,5)} 

 تابع

 نمودار و ن

 زوج مرتب

 تمرین 
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,𝑎مقادیر (2 𝑏 را به گونه ای بیابید که مجموعه زیر تابع باشد  

𝑓 = {(1,3), (𝑎 − 2,6), (1,2𝑎 − 3), (1, 𝑏)} 

 

 

 

 

 

 خواهد بود بع با استفاده از ضابطه به صورت مقابلنمایش تا

}که درآن  
𝑓: 𝐴 → 𝐵

𝑦 = 𝑓(𝑥) = ⋯          
𝐴دامنه 𝐵وهم دامنه  =    خواهد بود=

 

 

 

 عدد داده شده را قرار دهیم تا مقدار تابع بدست آید.، 𝑥برای تعیین مقدار تابع در یک نقطه کافیست به جای 

 اگر تابع (8مثال𝑓(𝑥) = 4𝑥2 − ,𝑓(0)داده شده باشد مقدار  5 𝑓(2), 𝑓(−1) .را بیابید 

 𝑓(0) = 4 × (0)2 − 5 = −5 

 𝑓(2) = 4 × 22 − 5 = 11 
 𝑓(−1) = 4 × (−1)2 − 5 = −1 

 اگر تابع 13مثال)𝑓(𝑥 + 1) = 𝑥2  آن گاه𝑓(𝑥)  را بیابید.سپس𝑓(1) .را بیابید 

 𝑥 + 1 = 𝑎 ⟹ 𝑥 = 𝑎 − 1 ⟹ 𝑓(𝑎) = (𝑎 − 1)2 
 𝑓(1) = 0 

 

 

 

𝑓(𝑥)تابع (1 = 𝑥2 −  داده شده است ،مقادیر زیر را حساب کنید . 4

 𝑓(3), 𝑓(5), 𝑓(𝑓(3)) 

 

 

 نمایش تابع با استفاده از ضابطه 

 مقدار تابع در یک نقطه

 تمرین 
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,𝑎(مقادیر 2 𝑏  را چنان بیابید که مجموعه𝑔 = {(−1, 𝑏 + 3), (7,1), (−1,4 − 𝑎), (7, 𝑎)} (.83خردادیک تابع باشد) 

𝑓(𝑥)(اگر 3 =
𝑥−1

𝑥+1
−)𝑓باشد ، 

1

𝑥
𝑓(𝑥)را یافته و درستی تساوی ( × 𝑓 (−

1

𝑥
) =  را بررسی کنید .  1−

𝑓(𝑥اگر  (4 − 1) =
𝑥+3

𝑥+1
 را بیابید. 𝑓(𝑥)باشد ضا بطه تابع  

𝑓(𝑥اگر تابع(5 − 1) =
𝑥

𝑥+1
 را بیابید. 𝑓(3)را یافته و 𝑓(𝑥)باشد ضابطه 

𝑓(𝑥)تابع (3 = 3𝑥  است مقدار𝑓(1 − 𝑥) + 𝑓(𝑥 +  را بیابید. (1

𝑓(𝑥)هرگاه (4 = √3 + √2 − 𝑥 باشد مقادیر𝑓(1), 𝑓√𝑥 +  را بیابید. 3

 

 

 

𝑓(𝑥)(اگر 93 = √𝑥 + 2|𝑥|  مقدار𝑓(𝑓(−144))  (99کدام است ؟)سراسری تجربی 

 1     12(4     9(3     6(2(تعریف نشده  

  

𝑓(𝑥)(اگر 91 = 2 − |𝑥 −  (83برابر کدام است ؟)سراسری ریاضی خارج کشور  𝑓(𝑓(𝑥))ضابطه تابع |2

 1)𝑥     2)4 − 𝑥     3)𝑓(𝑥)      4)2 − 𝑓(𝑥)   

  

𝑓(𝑥)(در تابع با ضابطه 92 = 𝑥2 − 2[𝑥]  مقدار𝑓(−
1

2
𝑓(√3))  (83کدام است ؟)سراسری تجربی خارج کشور 

 1)75/1    2)25/2    3)5/2     4)75/2  

  

𝑓(𝑥)(در تابع با ضابطه 93 = 𝑎. 𝑏𝑥𝑏 > 𝑓(−2)داریم و  0 =
3

2
𝑓مقدار   (

3

2
 (81کدام است ؟)سراسری تجربی  (

 1)6    2)9     3)12      4)24  

  

𝑓(𝑥)(اگر نمودار تابع 94 = 𝑎𝑏𝑥 − 𝐴از دو نقطه  1 (−
1

2
,
1

2
) , 𝐵(1,11) بگذرد𝑓(−1)  (83کدام است ؟)سراسری تجربی 

 1)−3

4
     2)−1

2
       3)−1

4
     4)3

4
 

  

𝑓(𝑥(اگر 95 − 3) = 𝑥2 − 4𝑥 + 𝑓(1باشد انگاه  5 − 𝑥)  (83کدام است ؟)سراسری تجربی 

 1)x2 + 1    2)x2 + 3      3)x2 + 4𝑥 + 5      4)𝑥2 − 4𝑥 + 5   

 سوالات چهار گزینه ای 
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  تابع(نمودار 5درس نامه 

𝑦در حالت کلی به صورت  توابع درجه اول فرم = 𝑎𝑥 + 𝑏  . است 

 شیب خط داریم: و از خط  برای تعیین معادله آنها نیاز به یک نقطه

𝐴نقطه مورد نظر  اگر  [
𝑥𝐴
𝑦𝐴
 باشد معادله تابع از فرمول زیر بدست می آید. 𝑚وشیب برابر  [

 𝑦 − 𝑦𝐴 = 𝑚(𝑥 − 𝑥𝐴)  

  .    رابطه مقابل شیب را بیابیم دو نقطه را داشته باشیم  باید ابتدا ا زشیب  اگر به جای یک نقطه و 

 𝑚 =
𝑦𝐵−𝑦𝐴

𝑥𝐵−𝑥𝐴
 

 

 

  معادله خطی را مشخص کنید که محور𝑥  3−ها را در نقطه ای به طول

2
 بگذرد . (1,5)قطع کند و ازنقطه  

 به روش انتقال دیدید . 2نامیده می شود  را  در ریاضی رسم نمودار این توابع که سهمی 

𝑦اگر تابع درجه دوم  به صورت  = 𝑓(𝑥) = 𝑥2 : را داشته باشیم 

𝒚 (تابع1 = 𝒇(𝒙 + 𝒂) به اندازه :𝒂 .واحد نمودار به سمت چپ می رود 

𝒚 تابع (2   = 𝒇(𝒙 − 𝒂) به اندازه :𝒂 .واحد نمودار به سمت راست می رود 

𝒚(تابع3   = 𝒇(𝒙) + 𝒂 به اندازه :𝒂 .واحد نمودار به سمت بالا می رود 

𝒚( تابع4   = 𝒇(𝒙) − 𝒂 به اندازه :𝒂 .واحد نمودار به سمت پایین می رود 

  5)𝒚 = −𝒇(𝒙)  تابع نسبت به محور :𝒙 .قرینه می شود 

  6)𝒚 = 𝒌 𝒇(𝒙)  عرض تمام نقاط در :𝒌 .ضرب می شود 

 چند حالت بالا باشد.(ممکن است تابع داده شده ترکیبی از 7 

 

 

 

 نمودار توابع درجه  اول 

 نمودار توابع درجه دوم

 تمرین 
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 روش دیگر 

𝑦اگر یک تابع در جه دوم در حالت کلی به  صورت  = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  باشد ابتدا از رابطه𝑥 =
−𝑏

2𝑎
 سهمی را طول نقطه راس  

 را بهسپس دو نقطه در دو طرف راس انتخاب کرده و راس می یابیم و با جایگذاری  آن در معادله عرض این نقطه نیز بدست می آید.

 آنها وصل می کنیم. 

  اگر در معادله تابع𝑎 .مثبت باشد این نقطه می نیمم  تابع واگر منفی باشد ماکزیمم تابع خواهد بود 

 

𝑓(𝑥)بع ( نمودار تا11مثال = 𝑥2 − 4𝑥 +  رارسم کنید.  3

𝑥 =
−𝑏

2𝑎
= −

−4

2
= 2 ⟹ 𝑦 = −1⟹ 𝑆(2,−1)راس سهمی 

𝑦محل برخورد نمودار با محور  = 0 ⟹ 𝑥 = 1, 𝑥 = 3 ∶ 𝑥 

𝑥 = 0 ⟹ 𝑦 = 3 ∶ 𝑦محل برخورد با 

𝑥 =  خط تقارن:2

𝑓(𝑥)در تابع   (12مثال = 𝑎 𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐   مقادیر𝑎, 𝑏  را به گونه ای بیابید که𝑓(1) = وتابع محور عرض ها را در نقطه ای به  6

 عبور کند. (1,10−)از نقطه  قطع کند و 5عرض 

 𝐴(0,5) ∈ 𝑓 ⟹ 𝑓(0) = 5 ⟹ 0 + 0 + 𝑐 = 5 ⟹ 𝑐 = 5 

   𝐵(−1,10) ∈ 𝑓 ⟹ 𝑓(−1) = 10 ⟹ 𝑎 − 𝑏 = 5 

  𝐶(1,6) ∈ 𝑓 ⟹ 𝑓(1) = 6 ⟹ 𝑎 + 𝑏 = 1 

𝑎از حل معادلات بدست آمده خواهیم داشت : = 3, 𝑏 = −2  

 

 

 نمودار توابع زیر را رسم کنید.(1

 𝐴)𝑦 = 𝑥2 − 8𝑥 + 15 

 

 

 تمرین 
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 𝐵)𝑦 = 𝑥2 − 4𝑥 + 4   

𝑓(𝑥)اگر (2 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  باشد مقادیر𝑎, 𝑏, 𝑐  را طوری بیابید که این سهمی محور𝑦  و محور  3را در نقطه ای به عرض𝑥  را 

 بگذرد . 𝐴(2,3)قطع کند و از نقطه  1در نقطه ای به  طول  

 توابع زیر را رسم کنید(3

 𝑦 = 𝑥2 − 𝑥 − 2 

 

 𝑦=𝑥2 + 6𝑥 + 5      

𝑦تابع (4 = 𝑎𝑥2 + 𝑥 + 𝑏  مفروض است .ضرایب𝑎, 𝑏  را چنان بیابیدکه منحنی از نقطه ی𝐴(2.−2)   بگذرد ومحور𝑦  ها را در 

 قطع کند. 3نقطه ای به عرض 

𝑦تابع  دو(5 = 𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏, 𝑦 = 𝑥 + 2𝑏  .مفروضند𝑎, 𝑏   را طوری بیابید  که نمودار های این دو تابع روی محور𝑥 هادر نقطه ای

 یکدیگر را قطع کنند. 2به طول 

𝑓(𝑥)در سهمی  (6 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  مقادیر𝑎, 𝑏, 𝑐   را به گونه ای بیابید که سهمی خط𝑦 = 𝑥 +  به  طول های  را در نقاطی 1

 قطع کند. -1و محور عرض ها  را در نقطه ای به عرض  1و2

𝑦(در تابع 7 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 − ,𝑎مقادیر  2 𝑏  را طوری بیابید  که نمودار تابع از نقطه𝐴(−1,2)  بگذرد و محور𝑥  را در نقطه ای به 

 (82.)خرداد قطع کند  1طول 

𝑓(𝑥)اگر (9 = {
𝑎𝑥 − 3   𝑥 < 0
2𝑏𝑥2    𝑥 ≥ 0

  ،a,b  را طوری بیابید که نمودار تابع از نقطه𝐴(2,−3)  بگذرد و داشته باشیمf(-2)=3 (85.)خرداد 

𝑓(𝑥)اگر (8 = 𝑥2 + 𝑎𝑥 − 3𝑏  مقادیرa,b  را طوری بیابید که این سهمی محورx  قطع کند و از نقطه  3ها را در نقطه ای به طول

(1,  (84بگذرد .)خرداد  (4−

𝑦دو تابع (13 = 𝑥2 + 𝑎𝑥 − 3𝑏, 𝑦 = −𝑥 + 𝑏  داده شده اند . مقادیرa,b  را چنان بیابید که نمودار های این دو تابع روی محورx  در

 (83همدیگر را قطع کنند .)خرداد  1نقطه ای به طول 

𝑓(𝑥)(اگر11 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  باشد𝑎, 𝑏, 𝑐  را به گونه ای بیابید که این سهمی محور𝑦  و محور  4را در نقطه ای به عرض𝑥  را 

 (81نیز بگذرد.)خرداد (1,2)قطع کند و از نقطه  -1در نقطه ای به طول 
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  توابع چند ضابطه ای6درس نامه) 

 دامنه تابع به چند قسمت تقسیم شده و برای هر یک   ،در بعضی توابع

 این توابع را چند ضابطه ای گوییم .به تنهایی یک ضابطه تعریف می شود.

 م باید مقدار متغیر را در ضابطه مربوط به ناحیه خودش قرار دهیم.بیاگر بخواهیم مقدار  تابع را در این توابع بیا

𝑓(𝑥)در تابع (13مثال = {
4𝑥 − 1    𝑥 < 2

𝑥2 − 3       2 ≤ 𝑥 ≤ 5
1 + 2𝑥      𝑥 > 5

 مقادیر زیر را بیابید. 

 𝐴)𝑓(3) = 32 − 3 = 6  
 𝐵)𝑓(6) = 1 + 2 × 6 = 1 

 

  

𝑓(𝑥)اگر  (1 = {
𝑥 + 1      𝑥 ≥ 0
−𝑥        𝑥 < 0

باشد مقدار عددی عبارت  
𝑓(𝑓(−2))

𝑓(1)+𝑓(−1)
 را بدست آورید.

𝑓(𝑥)در تابع (2 = {
4 − 2𝑥     𝑥 ≥ 1
1 + 𝑥2     𝑥 < 1

 را بیابید. 𝑓(𝑓(−1))مقدار    

𝑓(𝑥)به صورت  𝑓(تابع 3 = {√
2 + 𝑥    𝑥 ≥ 1

√2 − 𝑥    𝑥 < 1
 داده شده است . برابری های زیر را کامل کنید . 

 𝑓(√2 − 1) = ⋯          𝑓(3 − √2) = ⋯     𝑓(−√2) = ⋯ 

 𝑓(0) = ⋯       𝑓(𝑓(−1)) = ⋯ 

𝑓(𝑥)نمودار تابع (4 = {
2 − 𝑥    𝑥 < 2
𝑥2            𝑥 ≥ 2

 را رسم کنید. 

𝑓(𝑥)تابع  (5 = {
1 + 𝑥2       𝑥 ≥ 0

1 +
𝑥

2
          𝑥 < 0

 را بیابید. 𝑓(𝑓(−1))مفروض است. این تابع را رسم کنید و 

𝑦(نمودار تابع 6 = −2|𝑥 −  (85را رسم کنید .)خرداد  |3

𝑓(𝑥)در تابع  (7 = {
𝑥 − 1    𝑥 < 0
2 − 𝑥2     𝑥 ≥ 0

𝑓(1مقدار    −  را بیابید. (3√

𝑓(𝑥)اگر (9 = {
𝑥 + 3        𝑥 < −1
𝑥2      𝑥 ≥ −1

 را بیابید. 𝑓(𝑓(−4))باشد  

𝑓(𝑥)اگر  (8 = {
𝑥2 − 8𝑥      𝑥 > 0
7       𝑥 = 0

7𝑥 − 4         𝑥 < 0

 .𝑓(𝑓(𝑓(0)))باشد مطلوب است حاصل  

 

 توابع چند ضابطه ای

 تمرین 
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𝑓(𝑥)نمودار تابع (13 =
√𝑥2

𝑥
+ 𝑥2.را رسم کنید 

 (نمودار توابع زیر را رسم کنید .11

 𝐴)𝑓(𝑥) = {𝑥
2 − 4  𝑥 < 2
𝑥 + 3   𝑥 ≥ 2

 

 

 𝐵)𝑓(𝑥) = −|3𝑥 + 1| 

 

𝑓(𝑥)(تابع 12 = {𝑥
2 + 3    𝑥 < 0
𝑥 − 1    𝑥 ≥ 0

 (82داده شده است .)خرداد   

 الف(نمودار تابع را رسم کنید .

 را بیابید . 𝑓(𝑓(−1))ب(حاصل 

𝑓(𝑥)(نمودار13 = {
1 + 𝑥2     𝑥 ≥ 0

1 −
𝑥

2
        𝑥 < 0

 (81را به دست آورید.)خرداد 𝑓(𝑓(−4))را رسم کرده و

𝑓(𝑥)تابع  = {1 − 𝑥
2      𝑥 ≥ 0

−𝑥 + 2    𝑥 < 0
 (84داده شده است . )خرداد  

 را محاسبه کنید . f(f(-2))را رسم کنید .    ب(مقدار  fالف(نمودار تابع 

𝑓(𝑥)تابع (14 = {𝑥
2 + 2     𝑥 < 0
2     𝑥 > 0

 (83را در نظر بگیرید . )خرداد  

 را به دست آورید . fرا رسم کنید . ب(دامنه تابع  fالف(نمودار تابع 

   دامنه تابع7درس نامه) 

 قرار بگیرند ومشکلا تی نظیر صفر شدن مخرج کسر و   𝑥منظور از دامنه یعنی مجموعه اعدادی که  مجاز هستند در تابع به جای 

 .وج و...پیش نیایدزمنفی شدن عبارت زیر رادیکال با فرجه 

  اگر دامنه یک تابع مشخص نشده با شد دامنه  برابر بزرگترین مجموعه ممکن می گیریم که این خاصیت را داشته 

 نشان می دهیم.  𝐷باشد.دامنه را با حرف 

 دامنه این توابع تمام اعداد حقیقی است.

 دامنه تابع زیر را بیابید .(14مثال 

 𝑓(𝑥) = 4𝑥2 − 5𝑥 + √11 ⇒ 𝐷 = 𝑅 

 توابع چند جمله ای
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  دامنه این توابع به صورت زیر است.

 𝐷 = 𝑅 −  { ریشه های مخرج}

𝑓(𝑥)دامنه تابع (15مثال  =
5𝑥−3

𝑥2−4
 را بیابید. 

 𝑥2 − 4 = 0 ⟹ 𝑥 = ±2 ⇒ 𝐷 = 𝑅 − {2, −2} 

 

 دامنه این توابع برابر دامنه عبارت زیر رادیکال است .

 

 

 منفی نشود.عبارت زیر رادیکال دامنه برابر اعدادی است که به ازای 

𝑓(𝑥)بع دامنه تا(16مثال  = √𝑥2 − 5𝑥 +  را بیابید.6

𝑥2با توجه به مطالب گفته شده  − 5𝑥 + 6 ≥  ریشه های عبارت را یافته و تعیین علامت می کنیم در نتیجه خواهیم داشت: 0

 𝐷 = (−∞, 2] ∪ [3,+∞)  

 

 

𝑓(𝑥)اگر تابع لگاریتمی را به صورت  = log𝐺(𝑥) 𝑃(𝑥) باشد شرایط حکم فرما بر این تابع به صورت زیر خواهد بود 

 {

𝑃(𝑥) > 0
G(x) > 0
G(x) ≠ 1

 

𝑓(𝑥)دامنه تابع (17مثال  = log𝑥+2(2𝑥 +   را بیابید.  (6

 {
2𝑥 + 6 > 0 ⟹ 𝑥 > −3
x + 2 > 0 ⟹ 𝑥 > −2
x + 2 ≠ 1 ⟹ x ≠ 1

⟹ 𝐷 = (−2,+∞) − {1} 

 

 

 برای یافتن دامنه این توابع فقط دامنه کمان تابع را می یابیم.

 توابع گویا

 دامنه توابع رادیکالی با فرجه فرد 

فرجه زوجتوابع را دیکالی با   

لگاریتمیتوابع   

کسینوستوابع شامل سینوس و   
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 𝑓(𝑥) = tan 𝑢 ⟹ 𝐷𝑓 = {𝑥|𝑢 ≠ 𝑘𝜋 +
𝜋

2
} , 𝑓(𝑥) = cot 𝑢 ⟹ 𝐷𝑓 = {𝑥|𝑢 ≠ 𝑘𝜋} 

𝑓(𝑥)دامنه تابع(19مثال  = tan 2𝑥 .را بیابید 

 𝐷𝑓 = {𝑥|2𝑥 ≠ 𝑘𝜋 +
𝜋

2
} = {𝑥|𝑥 ≠

𝑘𝜋

2
+
𝜋

4
} 

 

 دامنه هر یک از ضابطه ها را یافته و از ان ها اجتماع می گیریم .

 

 

 

 دامنه توابع زیر را بیابید.

1. 𝑓(𝑥) = 5𝑥2 − 10𝑥 + 17 

2. 𝑓(𝑥) = √
2𝑥+1

𝑥2+1

3
 

3. 𝑓(𝑥) =
21

√4−𝑥2
 

4. 𝑓(𝑥) =
√𝑥

𝑥2−1
 

5. log
10

𝑥−1

𝑥
 

6. 𝑓(𝑥) = cot (𝑥 −
𝜋

4
) 

7. 𝑓(𝑥) =
√𝑥−2

𝑥2−3𝑥−4
 

8. 𝑓(𝑥) = √𝑥 + 1 + √𝑥 − 1 

9. 𝑓(𝑥) = {
𝑥 + 1    𝑥 ≥ 2
3𝑥       𝑥 < 0

 

  82خرداد) 

10. 𝑦 =
𝑥+5

𝑥2−4𝑥+4
 

 

11. 𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − 3𝑥 

 

 توابع شامل تانژانت و کتانژانت

ضابطه ای توابع چند  

 تمرین 
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12. 𝑔(𝑥) = 𝑥(𝑥 + 2)(𝑥 − 1) 
 

 

13. 𝑓(𝑥) = √2𝑥 − 𝑥2 

 

14. 𝑓(𝑥) =
1

𝑥2−3𝑥−4
 

 

15. 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
+

1

𝑥−1
 

 

16. 𝑓(𝑥) =
𝑥+5

𝑥2−2𝑥−3
 

 

17. 𝑓(𝑥) = √
2−𝑥

1−𝑥
 

18. 𝑔(𝑥) = √
5

𝑥2+𝑥−12

3
 

 

19. 𝑓(𝑥) =
√4−𝑥2

|𝑥|
 

 

20. 𝑓(𝑥) =
2+√3+𝑥

√−𝑥
 

21. 𝑓(𝑥) =
√2−𝑥

𝑥2−9
  

22. ℎ(𝑥) =
2𝑥

√𝑥+1
2  

23. 𝑓(𝑥) =
1+√𝑥+2

√𝑥
3  

 

24. 𝑓(𝑥) = log𝑥(1 − 𝑥
2) 
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25. 𝑓(𝑥) = log(3 − 𝑥2) 

 

26. 𝑓(𝑥) = log(2 − 𝑥)2 

 

27. 𝑓(𝑥) = sin (𝑥 +
𝜋

4
) 

28. 𝑔(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠
1

𝑥
 

29. 𝑘(𝑥) = tan (𝑥 −
𝜋

4
)  

30. 𝑔(𝑥) = cot (2𝑥 −
𝜋

2
) 

31. 𝑓(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛 (3𝑥 −
𝜋

6
) 

 

32. 𝑔(𝑥) = { 𝑥    − 3 < 𝑥 ≤ 2
3𝑥 − 4       2 < 𝑥 ≤ 4

 

 

  سوالات چهار گزینه ای 

𝑓(𝑥)(دامنه تابع با ضابطه 96 = √1 − log(𝑥 −  (96به کدام صورت است ؟)سراسری تجربی خارج کشور  (1

 1)(1,2]     2)[2,10]        3)[1,11)       4)(1,11] 

  

𝑓(𝑥)اگر 87) = √2𝑥 − 𝑥2  دامنه تابع𝑓(3 − 𝑥)  (82کدام است ؟)سراسری تجربی 

 1)[02و]       [3و1](4      [2و1](3      [3و0](2 

 

𝐥𝐨𝐠(𝐥𝐨𝐠(دامنه تابع 99 𝐬𝐢𝐧𝟐𝐱) کدام است ؟ 

1) ∅ 
2) 𝐑 

3) {
𝛑

𝟐
} 

4) {𝐤𝛑 +
𝛑

𝟐
} 
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𝒇(𝒙)(اگر 98 = 𝟏 − (
𝟏

𝟐
)
𝒙

𝒚باشد دامنه تابع   = √𝒙𝒇(𝒙)  (83کدام بازه است ؟)سراسری ریاضی 

1. [−𝟏, 𝟏] 
2. (−∞,𝟎) 
3. (−∞,∞) 
4. (𝟎,∞) 

 

𝒚(شکل روبرو نمودار تابع 90 = 𝒇(𝒙)  است . دامنه تابع√𝒙𝒇(𝒙) (29)سراسری ریاضی کدام است ؟ 

1. [𝟎, 𝟐] 

2. [−𝟑. , 𝟐] 

3. [−𝟒,−𝟑] ∪ [𝟏, 𝟐] 

4. [−𝟑, 𝟎] ∪ [𝟏, 𝟐] 

 

𝒇(𝒙)(تابع 81 = 𝐥𝐨𝐠𝟑(𝒂𝒙 + 𝒃)  فقط برای مقادیر(−
𝟏

𝟐
, 𝒇(𝟒)با معنی است . اگر  (∞ = 𝒇آنگاه  𝟐 (

−𝟒

𝟗
کدام است)سراسری  (

 (84ریاضی

1. 2-  

2. 1-  

3. 
𝟏

𝟐
 

4. 1 

𝑥}(اگر مجموعه 92 ∈ 𝑅:−2 < 𝑥 < 𝑓(𝑥)دامنه تابع با ضابطه ی  {2 = 𝑥2 + 2𝑥  باشد آنگاه برد تابع با ضابطه ی𝑦 = |𝑓(𝑥)|  

 ؟ کدام بازه است

1. (−2,10) 
2. (2,10) 
3. [0,10) 

4. (
9

4
, 10) 

𝑦شکل مقابل نمودار تابع  (83 = 𝑓(𝑥)  و نیمساز ربع اول و سوم است . دامنه تابع𝑦 = √𝑥 − 𝑓−1(𝑥) کدام است ؟ 

1. (0,2] 
2. [2,3] 
3. [2,8] 
4. [3,8] 
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𝑦(اگر تابع به صورت مقابل باشد دامنه تابع 84  = 𝑥√
1

−𝑓(𝑥)
 کداماست ؟ 

A. (−∞, 0) 
B. (0,∞) 
C. (−∞,−2) ∪ (0,∞) 
D. (−2,0) 

 

 

𝑦(نمودار تابع 85 = 𝑓(2𝑥)  به شکل زیر است . دامنه تابع𝑦 = 3𝑓(√𝑥) +  کدام است ؟ 1

A. [4,16] 
B. [0,64] 
C. [0,4] 
D. [4,64] 

 

 

𝑔(𝑥)با ضابطه ی  gبه شکل زیر باشد دامنه ی تابع  fاگر نمودار  (86 =
𝑓(1−𝑥)

𝑓(𝑥)
 کدام است ؟ 

1. (−1,1) − {0} 
2. [0,1] 
3. [−1,1] − {0} 
4. (0,1] 
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  ترکیب توابع –(عملیات روی توابع 9درس نامه 

,𝑓اگر 𝑔 . دو تابع باشند مجموع ،تفاضل ،ضرب و تقسیم آنها به صورت زیر تعریف می شود 

 

 

 

 

   دامنه  تابع حاصل جمع ،تفریق و ضرب برابر اشتراک دامنه ها است 

 𝐷𝑓±𝑔 = 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔  , 𝐷𝑓×𝑔 = 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔 

  دامنه ها به جز اعدادی که مخرج را صفر می کنند .دامنه  تابع حاصل تقسیم برابر اشتراک 

 𝐷𝑓
𝑔

= 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔 − {𝑥|𝑔(𝑥) = 0} 

,اگر(18مثال  𝑓(𝑥) =
1

𝑥−2
, 𝑔(𝑥) =

1

√𝑥−2
𝑓باشد دامنه وضابطه تابع  × 𝑔, .رابیابید 

 {
Df = 𝑅 − {2}

Dg = (2,+∞)
 

 𝐷𝑓×𝑔 = (2,+∞)(𝑓× 𝑔) =
1

(𝑥−2)√𝑥−2
 

𝑓دو تابع  (23مثال = {(1,2), (3,5), (8,4), (−1,0)}, 𝑔 = {(1,8), (3,9), (5,2), 𝑓داده شده اند    {(8,0) + 𝑔, 𝑓 − 𝑔, 𝑓 ×

𝑔,
𝑓

𝑔
  رابیابید.

𝑓 + 𝑔 = {(1,10), (3,14), (8,4)}𝑓 − 𝑔 = {(1,−6), (3, −4), (8,4)} 

 𝑓 × 𝑔 = {(1,16), (3,45), (8,0)}   ,
𝑓

𝑔
= {(1,

2

8
) , (3,

5

9
)} 

 

,𝑓ترکیب دو تابع   𝑔  را که به صورت𝑓𝑜𝑔 : نمایش می دهیم به صورت  زیر تعریف می کنیم 

 𝑓𝑜𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) 

 باشد. 𝑓در دامنه تابع  𝑔(𝑥)به طوریکه 𝑔دامنه این تابع برابر است با اعضایی از دامنه تابع 

 

 به تصویر زیر دقت کنید .

 

 

توابع عملیات روی   

 ترکیب توابع

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 

 

Math_Academy                                تهیه و تنظیم :لطفی نژاد           konkur_math @ 

60 

  .اگر دو تابع به صورت زوج مرتب باشند در این صورت از نکته زیر می توان استفاده کرد 

 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑔, (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑓 ⟹ (𝑥, 𝑧) ∈ 𝑓𝑜𝑔     

𝑓(𝑥)توابع (21مثال = √𝑥, 𝑔(𝑥) =
1

𝑥
,𝐷𝑓𝑜𝑔داده شده اند  𝑓𝑜𝑔 را بیابید. 

 {

Df = [0,+∞) , 𝐷𝑔 = 𝑅 − {0}

Dfog = (0,+∞)

(fog) = f(g(x)) = f (
1

x
) =

1

√x

 

𝑓اگر ( 22مثال = {(2,1), . (3, −2), (5,0)}, 𝑔 = (5,2), (−1,4),  را بیابید. 𝑓𝑜𝑔باشند تابع  {(0,3)

 Dfog = {𝑥 ∈ 𝐷𝑔 ∣∣ 𝑔(𝑥) ∈ 𝐷𝑓 } = {5,0}  

 f og = {(5,1), (0, −2)} 

 

 

𝑓(𝑥)اگر (1 = √𝑥 + 3, 𝑔(𝑥) = 4 − 𝑥 : باشد مطلوب است محاسبه 

 (2𝑓 − 𝑔)(1) 

 

𝑔ب(ضابطه و دامنه 

f
 

𝑓(𝑥)اگر (2 = {
𝑥 − 1    , 𝑥 < 3
2𝑥        𝑥 ≥ 3

𝑔(𝑥)و  = {
5𝑥     𝑥 < 3
7𝑥      𝑥 ≥ 3

𝑓)باشند تابع   − 2𝑔)(𝑥) .را بیابید 

𝑓اگر (3 = {(1,0), (0,2), (−1,3), (2,4), 𝑔و  {(3,1) = {(0,1), (1,2), (2,3), (3,  باشد حاصل عبارات زیر را  بیابید. {(1−

 𝐴)𝑓 + 𝑔 

 

 𝐵)2𝑓 × 𝑔  

 

  𝐶)
𝑓+2𝑔

𝑔−𝑓
 

 

 

 تمرین 
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𝑓(𝑥)اگر (4 = 2𝑥 + 1, 𝑔(𝑥) = √𝑥2 + باشد  حاصل عبارت  5
2𝑓−3𝑔

𝑓𝑔+5𝑓
 را بیابید.(2)

 

  در هر مورد دامنه و ضابطه𝑓𝑜𝑔 .رابیابید 

 5)𝑓(𝑥) = 𝑥2, 𝑔(𝑥) = √𝑥 

 

 6)𝑓(𝑥) =
2

𝑥−1
, 𝑔(𝑥) =

1

𝑥+2
 

 

 7)𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥, 𝑔(𝑥) = √1 − 𝑥2 

 

 8)𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 + 1, 𝑔(𝑥) = |𝑥| 

 

𝑓(𝑥)اگر (8 = 5𝑥 + 2, (𝑔𝑜𝑓)(𝑥) = 7𝑥 −  را حساب کنید. 𝑔(𝑥) باشد آن گاه  9

 

𝑓(𝑥)(اگر 13 = 𝑥 + 𝑎, 𝑔(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ، باشد𝑎, 𝑏, 𝑐 : را طوری تعیین کنید که داشته باشیم 

𝑓𝑜𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 3𝑥 + 4 

 

𝑓(𝑥)اگر (11 = 𝑥 + 3, 𝑔(𝑥) = √𝑥2 −  باشد آن گاه  مطلوب است محاسبه: 1

 (𝑓𝑜𝑔)(𝑥) 

 

 (2𝑓 − 𝑔)(−1) 

𝑓(𝑥)اگر (12 = 3𝑥 + 2, 𝑔(𝑥) = 2𝑥2 − 𝑥 + (𝑎)(𝑓𝑜𝑔)را طوری بیابید که  𝑎مقدار    1 = (𝑔𝑜𝑓)(𝑎) 

𝑓(𝑥)اگر (13 = 𝑥 + 2, 𝑔(𝑥) = √1 − 𝑥2  : باشند.مطلوب است 

𝑓ضابطه  الف(دامنه و  

g
 𝑔𝑜𝑓ب(ضابطه           
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𝑓به صورت   𝑓اگر تابع (14 = {(1,3), (2,3),  را بدست آورید. 𝑓𝑜𝑓باشد تابع  {(3,1)

𝑓(𝑥)اگر (15 = {
1 − 𝑥     𝑥 ≥ 1
𝑎𝑥 − 1     𝑥 < 1

𝑓𝑜𝑓(2)و   =  را بدست آورید. 𝑎باشد مقدار  5

𝑓(𝑥)اگر (16 = sin   𝑥, 𝑔(𝑥) = √1 − 𝑥2 باشد مقدار𝑔𝑜𝑓(
𝜋

4
 را بیابید. (

𝑓(𝑥)اگر  (17 =
1

𝑥
 را بیابید . 𝑓(𝑓(3))را یافته ،سپس  𝑓𝑜𝑓(𝑥)باشد  

𝑓(𝑥)( اگر 19 = 𝑡𝑎𝑛𝑥, 𝑔(𝑥) = √
2𝑥

1+𝑥2
 را به ساده ترین صورت بنویسید . 𝑔𝑜𝑓باشد ، 

𝑓(𝑥)دو تابع (18 = √1 − 𝑥, 𝑔(𝑥) = √𝑥 −  (85را در نظر بگیرید .)خرداد  1

 را با استفاده از تعریف به دست آورید . gofالف(دامنه 

𝑝(𝑥)ب(تابع  = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) . را به دست آورید 

𝑓(𝑥)توابع (23 = 𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑔(𝑥) = √1 − 𝑥2  (84داده شده اند . )خرداد 

 را با استفاده از تعریف به دست آورید . gofالف(دامنه تابع 

 را تشکیل دهید . gofب(تابع 

2𝑓)ج(حاصل عبارت  − 3𝑔)(0) . رابیابید 

𝑓(𝑥)توابع (21 =
3𝑥

𝑥−1
, 𝑔(𝑥) = √𝑥  (83داده شده اند . )خرداد 

 را تشکیل دهید .  fogالف(تابع 

 را با استفاده از تعریف به دست آورید . fogب(دامنه تابع 

)ج(مقدار  
𝑓−𝑔

2𝑔
)  را محاسبه کنید . (4)

𝑓(𝑥)(دو تابع 22 = 3𝑥2 − 1, 𝑔(𝑥) =
𝑥

𝑥2−4
 (83داده شده اند: )خرداد

 را با استفاده از تعریف بیابید. 𝑔𝑜𝑓الف(ضابطه و دامنه تابع

𝑓)ب(مقدار − 3𝑔)(1) .را محاسبه کنید 

𝑓(𝑥)(توابع 23 = 2𝑥 − 4, 𝑔(𝑥) = √𝑥 −  (82داده شده اند .)خرداد  6

 را بنویسید . 𝑔𝑜𝑓الف(ضابطه  تابع 

 را با استفاده از تعریف بیابید . 𝑔𝑜𝑓ب(دامنه تابع 
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𝑓(𝑥)(اگر24 = 𝑥 + 3, 𝑔(𝑥) = √1 − 𝑥 (81دو تابع باشد)خرداد 

,𝑓الف(دامنه 𝑔 ابیابیدر 

 را با استفاده از تعریف بیابید 𝑔𝑜𝑓ب(دامنه تابع 

 را بنویسید. 𝑓𝑜𝑔ج(ضابطه 

  سوالات چهار گزینه ای 

𝑓(𝑥)(اگر 87 = |𝑥|, 𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 + 𝑓𝑜𝑔(1باشد حاصل   1 − √2) − 𝑔𝑜𝑓(1 −  (98کدام است ؟)سراسری تجربی  (2√

 1)4(1 − √2)       2)4(√2 − 1)       3)4      4)4√2    

  

,𝑓(اگر توابع 89 𝑔   باشند و            به عنوان ماشین به صورت𝑔(𝑥) = 3𝑥 +  𝑓(5)،آنگاه  4

 (81کدام است ؟)سراسری تجربی خارج کشور 

 1)1    2)2      3)3     4)4    

  

𝑓(تابع 88 = {(2,1), (3,2), (4,5), 𝑔و  {(1,7) = {(1,2), (3,1), (𝑎, 3), (𝑏,  مفروض اند .اگر              {(1

  (4,2) ∈ 𝑓𝑜𝑔, (4,1) ∈ 𝑔𝑜𝑓  باشند دو تایی(𝑎, 𝑏)  (83کدام است ؟)سراسری رباضی 

 1)(3,4)   2)(4,5)     3)(4,3)      4)(5,4) 

𝑓(𝑥)(اگر 133 = √𝑥 + |𝑥| و𝑔(𝑥) =
1

𝑥2−4𝑥
 (97کدام است ؟)سراسری تجربی خارج کشور  𝑔𝑜𝑓دامنه تابع  

 1)(0,8) ∪ (8,∞)      2)𝑅 − {0,8}        3)𝑅 − {0}      4)(0,∞) 

  

f(x)(اگر 131 =
𝑥+1

𝑥−1
, 𝑓𝑜𝑔(𝑥) =

𝑥2+2

𝑥2−1
 (94کدام است ؟)سراسری تجربی  𝑔(1)مقدار  

 1)2    2)3    3)4    4)5   

  

𝑔(𝑥)(اگر 102 = 2𝑥, 𝑓𝑜𝑔(𝑥) =
𝑥

𝑥−3
 (81کدام است ؟)سراسری ریاضی  𝑓(3)مقدار  

 1)4-     2)2-    3)2    4)4  

  

 

𝑓(𝑥)(اگر 103 = (2𝑥 − 𝑔(𝑥)و  2(3 = 𝑥 + ,𝑓نمودار های دو تابع  2 𝑓𝑜𝑔   (82با کدام طول متقاطعند ؟)سراسری تجربی 

 1)1-        2)1
2

        3)1     4)3
2
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𝑓(𝑥)(اگر 104 = 𝑥2 + 3𝑥 و𝑔(𝑥) = −
1

2
𝑥 +  که در بالای محور افقی قرار گیرد ، 𝑔𝑜𝑓مجموعه طول نقاط از منحنی تابع  2

 برابر کدام بازه است ؟

1. (−4,1) 

2. (−3,2) 

3. (−2,1) 

4. (4, −1) 

𝑓(𝑥)(اگر 105 =
𝑥

2−𝑥
, (𝑔𝑜𝑓)(𝑥) =

1

2
𝑥  ضابطه ی تابع𝑔 : برابر است با 

1. 
𝑥

𝑥+1
 

2. 
𝑥−1

𝑥
 

3. 
𝑥

𝑥−1
 

4. 
𝑥+1

𝑥
 

𝑓(𝑥)(اگر 106 = 𝑐𝑜𝑠𝑥, (𝑔𝑜𝑓)(𝑥) = 1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥  آن گاه مقدار(𝑔𝑜𝑔)(√3 −  کدام است ؟ (2

1. 73 − 40√3 

2. 5 − 4√3 

3. 69 − 30√3 

4. 25 + 48√3 

 

𝐟(𝐱)(اگر 137 = 𝐱𝟐 − 𝟓𝐱  و𝐠(𝐱) = √𝟔 − 𝐱  باشند دامنه تابع𝐠𝐨𝐟 کدام است ؟ 

1) [−𝟔, 𝟏] 

2) [𝟐, 𝟑] 

3) [−𝟏, 𝟓] 

4) [−𝟏, 𝟔] 

 

𝐟𝐨𝐟(𝐱)تابع نزولی خطی باشد به طوریکه  𝐟(اگر 108 = 𝟒𝐱 + 𝐟مقدار  𝟑 (−
𝟓

𝟐
 کدام است ؟ (

1) 1 

2) 5/1  

3) 2 

4) 3 

 

𝐟(𝐱)(اگر 109 = (√𝟐)
𝐱

𝐠(𝐱)و   = 𝐥𝐨𝐠𝟒 𝐱  آنگاه تابع𝐠𝐨𝐟  بر روی𝐑 چگونه است ؟ 

 صعودی و نزولی  (1

 نزولی  (2

 صعودی  (3

𝐱برای  (4 ≤  تعریف نشده 𝟎
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f(x)(اگر 113 = x2 + 4x + 5, fog(x) = x2 − 8x +  کدام می تواند باشد ؟ g(7)باشد آنگاه  17

1) 1 

2) 1-  

3) 5 

 صفر (4

𝐟(𝐱)(با شرط 111 = 𝐱𝟑 − 𝟑𝐱 , 𝐱 ≤ 𝐠(𝐱)در تابع با ضابطه ی  𝟏 = 𝐱𝟑 + 𝐱  بیشترین مقدار𝐠𝐨𝐟 کدام است ؟ 

1) 8 

2) 13 

3) 12 

4) 33 

 

𝒈(𝒙)(اگر 112 = 𝟐𝒙 − 𝟑, 𝒇(𝒈(𝒙)) = 𝟒(𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 +  (83کدام است ؟)ریاضی  𝒇(𝒙)باشد تابع  (𝟓

1. 𝐱𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑 
2. 𝐱𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟓 
3. 𝐱𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟓 
4. 𝐱𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟑 

 

 

𝒇(𝒙)اگر (113 = 𝟐𝒙 + 𝟑, 𝒈(𝒇(𝒙)) = 𝟖𝒙𝟐 + 𝟐𝟐𝒙 +  (82در کدام است ؟)سراسری ریاضی   𝒇𝒐𝒈باشند ضابطه  𝟐𝟎

1. 𝟐𝒙𝟐 − 𝟕𝒙 + 𝟑 
2. 𝟐𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟕 
3. 𝟒𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏𝟑 
4. 𝟒𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟏𝟏 

𝑓(𝑥)اگر (114 = √3 − 𝑥, 𝑔(𝑥) = log2(𝑥
2 + 2𝑥)  باشند دامنه𝑓𝑜𝑔  (84کدام است ؟)تجربی 

1. [−4,2] 
2. [−2,0] 
3. [−4,−1] ∪ (1,2] 
4. [−4,−2) ∪ (0,2] 
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  حد1درس نامه) 

 نزدیک می شود 𝑎به عددی ثابت مانند  xوقتی می گوییم متغیری مانند

 نزدیک کنیم ولی𝑎را به  xیعنی اینکه هر چقدر که بخواهیم 

x برابر نمی شود وآن را با نماد 𝑎با xهیچ گاه   → 𝑎 . نمایش می دهیم 

  اگرx  از اعداد بزرگتر از𝑎 به عدد𝑎  نزدیک شود اصطلاحا می گوییمx میل می کند به 𝑎 از سمت راست و می نویسیم: 

 𝑥 → 𝑎+ 

  اگرx  از اعداد کوچکتر ازa  به عددa  نزدیک شود اصطلاحا می گوییمx  میل می کند به𝑎از سمت چپ و می نویسیم: 

 x → 𝑎− 

 تعریف شده باشد می گوییم𝑎در یک همسایگی مانند عدد  fاگر تابعی مانند  

xوقتی  fحد تابع   → 𝑎  برابر عددی مانندL است 

 نزدیک شود وبه صورت مقابل آن را نمایش می دهیم : Lبه عدد f(x)هر گاه 

 lim
x→𝑎
f(x) = L 

 تعریف شده باشد می گوییم𝑎در یک همسایگی عدد  fاگر تابعی مانند 

xوقتی  fحد راست تابع   → 𝑎+ برابر عددیمانندL است 

 نزدیک شود وبه صورت مقابل آن را نمایش می دهیمLبه عدد  f(x)گاه  هر

 lim
x→𝑎+

f(x) = L  

𝑥وقتی  𝑓تعریف شده باشد می گوییم حد تابع  𝑎در یک همسایگی عدد  𝑓اگر تابعی مانند  → 𝑎−  برابر عددی مانند𝐿 است 

 نزدیک شود وبه صورت مقابل آن را نمایش می دهیم         𝐿به عدد  𝑓(𝑥)هرگاه 

ثابت میل کردن به یک عدد  

 تعریف حد

 حد چپ و راست

 فصل سوم  حد و پیوستگی 
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 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) =   𝐿     

  نکته مهم: اگر تابعf  در نقطه𝑎 دارای حد راست وچپ باشد واین دو با هم برابر باشند تابعf در  این نقطه 

 دارای حد  است  و این حد برابر مقدار حدود راست و چپ است.

 

 

𝑓(𝑥)حد تابع (23مثال  = 𝑥 + 𝑥را وقتی  1 →  با استفاده از جدول بیابید. 2

 

 

  

 نزدیک می شود  بنابراین  می نویسیم 3نزدیک می شود مقدار تابع نیز به عدد  2به عدد 𝑥همانطور که می بینیم وقتی 

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2
(𝑥 + 2) = 3 

 

 

 بیابید.زیر را با استفاده از جدول  حد

o lim
x→1
(2x + 1) 

 

o lim
x→−1

(x − 2) 

 

 بیابیم در این قسمت می خواهیم حد تابع را با استفاده از  نمودار

𝑥.برای تعیین حد وقتی  → 𝑎 خط استاز طریق نمودار کافی    

𝑥 = 𝑎      را در نظر گرفته𝑦 نقطه برخورد نمودار به این خط از سمت چپ  حد چپ واز سمت راست حدراست را معین می کند. 

 به صورت زیر داده شده است موارد خواسته شده را بیابید. 𝑓نمودار تابع (24مثال

 ب) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑓(𝑥)-الف) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑓(𝑥) 

 

حد از راه جدولبررسی   

 بررسی حد از راه نمودار

 تمرین 
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𝑥با توجه به نکته گفته شده وقتی  →  خواهیم داشت:  0

𝑙𝑖𝑚نتیجه :در 
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 4   

 

𝑥اما وقتی    →   داریم :     1

𝑥این دو حد با هم برابر نیستند پس تابع وقتی  چون و →  حد ندارد. 1

 

 

 حد توابع زیر را در صورت وجود بیابید .(1

 

 

 

 

 

 

lim
𝑥⟶1

𝑓(𝑥) =? lim
𝑥⟶1

𝑓(𝑥) =? 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 lim
𝑥⟶−2

𝑓(𝑥) lim
𝑥⟶1

𝑓(𝑥) 

 تمرین  
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{
lim
x→1−

f(x)

lim
x→1+

f(x)
 

 

 

 

  

{
lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥)

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥)
 

 

𝑓(𝑥)(نمودار تابع 2 = {
−1

2
𝑥        𝑥 ≥ 1

4 − 𝑥2     𝑥 < 1
 (83بررسی کنید.)خرداد   x=1رسم کنید و با استفاده از آن وجود حد تابع را در را  

 (83با استفاده از نمودار زیر ،عبارت خواسته شده را بیابید .)خرداد (3

 lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) − 3 lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) + 𝑓(1)  

 

 

 (84با استفاده از نمودار زیر عبارت خواسته شده را در صورت وجود بیابید .)خرداد (4

 lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) − lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) + 2𝑓(1) 

 

 

 

 

 (98حاصل عبارت مقابل را بیابید.)خرداد  𝑓(با توجه به نمودار تابع 5

 3 lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) − lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) + 2𝑓(3) 
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 (99حدود مقابل را محاسبه کنید.)خرداد  𝑓(با توجه به نمودار تابع 6

limالف(
x→−2

𝑓(𝑥))بlim
x→3
f(x))جlim

x→1
f(x) 

  

 تعیین حد با استفاده از تعریف  و جدول کاری طولانی است

 بنابراین  از قضایای  زیر برای تعیین حد استفاده می کنیم . 

f(x)(اگر 1 = k  باشد که در آنk یک عدد ثابت است داریم 

 lim
x→𝑎
f(x) = k    

f(x) (اگر2   = xباشد داریم 

 lim
x→𝑎
f(x) = 𝑎 

lim(اگر3 
x→a
f(x) = L1 , lim

x→a
g(x) = L2 باشند داریم 

 A) lim
x→a
(f(x) ± g(x)) = L1 ± L2 

 B) lim
x→a
(f(x) − g(x)) = L1 − L2 

 C) lim
x→a
(f(x) × g(x)) = L1 × L2 

 𝐷) lim
𝑥→𝑎

(
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
) =

𝐿1

𝐿2
 

 (𝐿2 ≠ 0) 

 زیر را  خواهیم داشت:از قضایای گفته شده نتایج 

  اگر𝑚 یک عدد ثابت باشد وlim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿 :خواهیم داشت 

 lim
𝑥→𝑎

𝑚𝑓(𝑥) = 𝑚𝐿 

 lim
x→a
xn = 𝑎n 

 اگرlim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿  آن گاهlim
x→a
(𝑓(𝑥))n = Ln 

 اگرlim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿  آن گاهlim
x→a

√f(x)
𝑛 = √L

n 

 اگر𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎0 :یک چند جمله ای باشد داریم 

 lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) 

 :حد توابع مثلثاتی 

 𝑎(در هر نقطه مانند 1

 lim
x→𝑎
𝑠𝑖𝑛𝑥 = sin 𝑎 

 lim
x→𝑎
cos 𝑥 = cos 𝑎 
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𝑎که  𝑎(در هر نقطه مانند2  ∈ 𝐷𝑓      : 

 lim
𝑥→𝑎

tan 𝑥 = tan 𝑎  , lim
𝑥→𝑎

cot 𝑥 = 𝑐𝑜𝑡𝑎 

 

xراست تابع را در  در تابع مقابل ابتدا حد چپ و(25مثال =  یافته سپس بررسی کنید که تابع در این نقطه حد دارد یا نه؟ 2

o 𝑓(𝑥) = {
2𝑥 + 5      𝑥 ≤ 2
𝑥3 + 1   𝑥 > 2

 

 {
lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = 2 × 2 + 5 = 9

lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = 23 + 1 = 9  
 ⟹ lim

𝑥→2
𝑓(𝑥) = 9 

𝑓(𝑥)در تابع (26مثال = {
𝑎𝑥 − 3    𝑥 < 2
𝑏𝑥2 − 5𝑥    𝑥 > 2

,𝑎مقادیر   𝑏 :راطوری بیابید که 

o {
lim
x→−1

f(x) = 4                          

lim
x→2−

f(x) + lim
x→2+

f(x) = 5
  

 lim
𝑥→−1

𝑓(𝑥) = 𝑎(−1) − 3 = 4 ⟹ 𝑎 = −7  

 

 {
lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = 2 × (−7) − 3 = −14

lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = 𝑏(2)2 − 5(2) = 4𝑏 − 10
       ⟹ 4𝑏 − 10 = −14   ⟹ 𝑏 = −1    

 

 

𝑓(𝑥)را چنان بیابید که تابع  𝑎مقدار (1 = {
|𝑥 + 2| − 𝑎   𝑥 ≥ 2

𝑥2 + 3      𝑥 < 2
 دارای حد  باشد. 2در نقطه ی  

𝑓(𝑥)تابع (2 = {
(𝑎 + 1)𝑥 + 3      𝑥 > −3

−2𝑥2 + 𝑏   𝑥 < −3
,𝑎مفروض است مقادیر    𝑏 : را طوری بیابید که 

 lim
x→−4

𝑓(𝑥) = و1− lim
x→−1

f(x) = −4 

𝑓(𝑥(در صورتی که 3 + 2) =
𝑥+4

𝑥
 ،lim

x⟶3
𝑓(𝑥) . را حساب کنید 

,𝑎مقادیر (4 𝑏 د که در بیرا طوری بیا𝑓(𝑥) = {
𝑎𝑥 + 𝑏         𝑥 ≥  −1
𝑎𝑥2 − 1    𝑥 < −1

 داشته باشیم  

 lim
x→−1

𝑓(𝑥) = 1 

5) 𝑎, 𝑏  اشته باشد و دحد -2را طوری بیابید که تابع داده شده درlim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = 2 

 تمرین 
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 𝑓(𝑥) = {
√2𝑥2 − 4     𝑥 ≥ 2
𝑥 + 𝑏    − 2 < 𝑥 < 2
𝑥2 + 𝑏𝑥 + 3𝑎    𝑥 < −2

 

𝑓(𝑥)(تابع 6 = {
(𝑎 + 1)𝑥 + 3       𝑥 > −2

−2𝑥2 + 1      𝑥 < −2
 حد داشته باشد . -2را چنان بیابید که تابع در نقطه  𝑎مفروض است .عدد   

𝑓(𝑥)(تابع 7 = {
𝑎𝑥 + 𝑏    𝑥 > 3

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 2    𝑥 < 3
,𝑎مفروض است .عدد های    𝑏 را چنان بیابید که 

 lim
𝑥⟶3+

𝑓(𝑥) = 6, lim
𝑥⟶3−

𝑓(𝑥) = 2 

𝑓(𝑥در صورتی که (9 − 3) =
𝑥+5

𝑥−1
limباشد  

𝑥→1
𝑓(𝑥)  (85را حساب کنید .)خرداد 

  0(بررسی حالت 2درس نامه

0
 

 برای تعیین حد یک تابع کافی استید دید مباحث قبل همانطور که در 

 به عدد داده شده را قرار دهیم ولی ممکن است   𝑥به جای  

0از جمله این حالت ها حالت ابهام برخورد کنیم. حالتی به نام 

0
limاگر است.  

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 0, lim

𝑥→𝑎
𝑔(𝑥) = limآنگاه داریم  0

x→𝑎

𝑓(𝑥)

g(x)
=
0

0
 . 

0در محاسبه حد هایی که به صورت ابهام 

0
 در می آیند و برای رفع ابهام به نکات زیر توجه کنید  

 اگر صورت و مخرج به صورت چند جمله ای باشند و𝑥 ⟶ 𝑎  ابتدا باید،𝑥 − 𝑎  صورت وبه عنوان عامل صفر کننده در 

𝑥 مخرج ایجاد شود .این کار می تواند با  تجزیه و یا تقسیم صورت ومخرج بر − 𝑎  انجام شود .و یا روشهایی مانند هورنر 

 )سپس عامل صفر اگر صورت یا مخرج و یا هر دو به صورت  رادیکالی باشند ، ابتدا باید آنها را گویا کرد )به چه صورت ؟ 

 کرد . کننده را در صورت و مخرج ظاهر

 (27مثال

 1)lim
𝑥→(−1)

𝑥2+2𝑥+1

𝑥+1
= lim

𝑥→−1

(𝑥+1)2

𝑥+1
= lim
𝑥→−1

(𝑥 + 1) = 0 

 2)  Lim
    𝑥→−1

𝑥+1

𝑥+√𝑥+2
=   lim
       𝑥→−1

(𝑥+1)(𝑥−√𝑥+2)

(𝑥+√𝑥+2)(𝑥−√𝑥+2)
= lim
𝑥→−1

(𝑥+1)(𝑥−√𝑥+2)

𝑥2−𝑥−2
=

lim
𝑥→−1

(𝑥+1)(𝑥−√𝑥+2)

(𝑥−2)(𝑥+1)
 =   

2

3
  

 

 .حاصل حدهای زیر را بیابید(1

 lim
𝑥→2

𝑥−2

𝑥2+2𝑥−8
 

0

0
 بررسی حالت

 تمرین 
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 lim
𝑥→1

𝑥3+𝑥2−2𝑥

𝑥−1
 

 

 lim
𝑥→3

𝑥2−9

2𝑥2+𝑥−21
 

 

 lim
𝑥→−2

𝑥+√𝑥+6

𝑥+2
 

 

 lim
𝑥→4

𝑥−4

√𝑥−2
 

 lim
𝑥→3

√𝑥+2−√5

𝑥−3
 

 

 حد توابع زیر را بیابید.(2

 lim
𝑥→1

𝑥−√𝑥

√𝑥−1
 

 lim
𝑥→

√𝑥+2−2

𝑥2−4
 

 

 lim
𝑥→5

2−√𝑥−1

𝑥2−6𝑥+5
 

 

 lim
𝑥→−3

𝑥+√6−𝑥

𝑥+3
 

 

 lim
𝑥→2

𝑥3−𝑥2−2𝑥

𝑥−2
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 lim
𝑥→2

2−√𝑥

3−√2𝑥+1
 

 

 lim
𝑥→1

𝑥−1

𝑥−√2−𝑥
 

 

 lim
𝑥−1

𝑥2−𝑥−2

𝑥2−2𝑥−3
 

 lim
𝑥⟶−2

3𝑥2−12

2−𝑥−𝑥2
 

 lim
𝑥⟶−2

2𝑥+√𝑥+18

√3𝑥+7−1
 

 

o lim
𝑥⟶−1

3𝑥3+𝑥2+𝑥+3

𝑥2+2𝑥+1
 

  سوالات چهار گزینه ای 

lim(حاصل 115
𝑥→1

√𝑥−1

𝑥2−1
 کدام است ؟ 

1. 
1

4
 

2. 
1

2
 

3. 1 

4. 2 

lim(حاصل 116
𝑥⟶−2

𝑥+√2+√2−𝑥

𝑥+2
 کدام است ؟ 

1. 
1

2
 

2. 
3

4
 

3. 
7

8
 

4. 
15

16
 

lim(حاصل 117
𝑥→0

[𝑥2]

𝑥2
 کدام است ؟ 

 صفر .1

2. 1 

3. ∞ 
 نعریف نشده  .4
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lim(حاصل 119
𝑥→(−2)−

𝑥2−[𝑥2]

√−2𝑥2
3

+2
 کدام است ؟ 

1. 2-  

2. 3-  

3. 6-  

4. ∞ 

(حد عبارت 118
|𝑥2−𝑥−2|

2𝑥−√𝑥2+12
𝑥وقتی    ⟶  (83کدام است ؟)سراسری ریاضی  −2

 1)3-       2)2-    3)2      4)3     

(حد کسر 123
(𝑥−1)4+2(𝑥2−1)

(𝑥2−1)4+3(𝑥−1)
𝑥وقتی   ⟶  (83کدام است ؟)آزاد  1

 1)2
3

     2)4
3

      3)1
16

     4)1 

  

lim(حاصل 121
𝑥⟶1

1−√𝑥

2−√5−𝑥
 (99کدام است ؟)سراسری تجربی خارج کشور  

 1)4-    2)2-     3)2     4)4     

  

lim(اگر122
𝑥⟶∞

𝑎𝑥+9

1−𝑥+√𝑥+1
= 𝑥باشد آنگاه حد کسر وقتی  3 ⟶  (82کدام است ؟)سراسری  3

 1)1    2)2    3)4     4)5   

  

𝑓(𝑥)(شکل مقابل نمودار تابع با ضابطه 123 =
4𝑥2+𝑎𝑥+𝑏

𝑥−1
,𝑎)است . دوتایی مرتب   𝑏) کدام است ؟ 

 1)(0و−  (0و4) (4   (1و4−) (3    (0و4−)(2     (4

  

 

 

 

 

lim(حاصل 124
𝑥⟶−3

𝑥2+2𝑥−3

𝑥+√𝑥+12
 کدام است ؟ 

 1)−24

7
       2)24

7
        3)4

7
       4)−4

7
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  قضیه فشردگی3درس نامه) 

 

,𝑓اگر برای سه تابع  𝑔, ℎ : داشته باشیم 

 

∀𝑥 ∈: ℎ(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) 

lim
𝑥⟶𝑥0

ℎ(𝑥) = lim
𝑥⟶𝑥0

𝑔(𝑥) = 𝐿 

 

 آنگاه خواهیم داشت :

 lim
𝑥⟶𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐿 

 

 

𝑥به ازای هر فرض کنید (1 ≠  داشته باشیم : 0

 3 − 𝑥2 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 3 + 𝑥2 

𝑥را در  𝑓(𝑥)حد  =  بیابید . 0

3f(x)|داشته باشیم: 𝑥(اگر به  ازای هر 2 − 1| ≤ (𝑥 − limحاصل   2(2
x→2
𝑓(𝑥) .را بیایبد 

𝑥ی هر (اگر به ازا3 ∈ (
−𝜋

2
,
𝜋

2
3داشته باشیم  ( − (cos  𝑥)2 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 2 + 𝑥2    مطلوب است:  

 lim
x→0
𝑓(𝑥) 

 بر حسب رادیان زاویه ای  دلخواه باشد: 𝑥قضیه :اگر 

lim
𝑥⟶

sin 𝑥

𝑥
= 0 

 )ربع چهارم به طور مشابه(در ربع اول باشد داریم : 𝑥اگر 

 

 با توجه به شکل داریم :

>مساحت  مثلث  𝑂𝐴𝑇  مساحت قطاع< 𝑂𝐴𝑃  مساحت مثلث𝑂𝐴𝑃 

 قضیه فشردگی
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1

2
𝑂𝐴 × 𝑃𝐻 <

1

2
𝑥 × (𝑂𝐴)2 <

1

2
𝑂𝐴 × 𝐴𝑇 

در نتیجه داریم :  
PH

OA
< 𝑥 <

𝐴𝑇

𝑂𝐴
 

 اما داریم

 
AT

OA
= 𝑡𝑎𝑛𝑥,

𝑃𝐻

𝑂𝐴
=
𝑃𝐻

𝑂𝐵
= 𝑠𝑖𝑛𝑥 

𝑡𝑎𝑛𝑥بنا براین خواهیم داشت :    ≥ 𝑥 ≥ 𝑠𝑖𝑛𝑥 

 و سپس معکوس کرد ن نامساوی داریم: 𝑠𝑖𝑛𝑥با تقسیم طرفین نامساوی بر 

 cos 𝑥 <
𝑠𝑖𝑛𝑥 

𝑥
< 1 

 با استفاده از قضیه فشردگی خواهیم داشت : 

 lim
𝑥→0

sin𝑥

𝑥
= 1 

 lim
𝑥→0

𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
= 1 

 lim
𝑥→0

𝑥

tan𝑥
= 1 

 lim
𝑥→0

𝑥

tan𝑥
= 1 

 . فرمول های زیر در حد گیری با استفاده از قضیه فشردگی می تواند مورد استفاده قرار گیرد 

 1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥        

 1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 2𝑠𝑖𝑛2𝑥 

 1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 2𝑠𝑖𝑛2 𝑥
2
 

 𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 2 sin 𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥 

 

 بیابید .حد های زیر را (29مثال

 lim
𝑥→0

𝑥2

1−cos2𝑥
= lim
𝑥→0

𝑥2

2𝑠𝑖𝑛2𝑥
= lim
𝑥→0

1

2
×

𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
×

𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
=
1

2
 

 

 lim
𝑥→−2

tan (𝑥+2)

4−𝑥2
= lim
      𝑥→−2

tan (𝑥+2)

𝑥+2
×

−1

𝑥−2
= 1 ×

−1

−2−2
=
1

4
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 حاصل حد های زیر را بیابید.(1

 lim
𝑥⟶0

𝑠𝑖𝑛3𝑥

𝑥
 

 

 lim
𝑥⟶0

2

3𝑥
𝑠𝑖𝑛

3𝑥

2
 

 

 

 lim
𝑥⟶0

𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑠𝑖𝑛3𝑥

𝑥3
 

 

 lim
𝑥⟶0

tan𝑥−𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥3
 

 

 lim
𝑥→

𝜋

8

sin(2𝑥− 
𝜋

4
)

𝑥−
𝜋

8

 

 

 lim
𝑥→0

𝑥×𝑠𝑖𝑛𝑥

1−𝑐𝑜𝑠2𝑥
 

 

 حد های زیر را بیابید.(2

 lim
𝑥→0

1−cos   𝑥

sin  𝑥
 

 lim
𝑥→0

𝑥 sin   3𝑥

1−cos2𝑥
 

 

 lim
𝑥→0

1−cos  2𝑥

3𝑥2
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 lim
𝑥→0

sin𝑥2

1−cos  2𝑥
 

 

 lim
𝑥⟶

𝜋

3

sin (3𝑥−𝜋)

𝑥−
𝜋

3

 

 

2داشته باشیم  𝑥(اگر به ازای هر 3 − 𝑥2 ≤ 𝑔(𝑥) ≤ 2𝑐𝑜𝑠𝑥  حد تابع𝑔(𝑥)  را در𝑥 =  (82تعیین کنید .)خرداد  0

𝑥(اگر به ازای هر4 ∈ (−𝜋, 𝜋) :3داشته باشیم − 𝑐𝑜𝑠2𝑥 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 4 − 𝑡𝑎𝑛
𝑥

2
𝑥وقتی  𝑓(𝑥)حد تابع   →

𝜋

2
 را بیابید 

 (81)خرداد 

x)داشته باشیم  𝑥(اگر به ازای هر5 − 2)2 ≤ 2𝑓(𝑥) ≤ 4 + 𝑥2  حاصلlim
x→0
(𝑓(𝑥) +  (98را به دست آورید.)خرداد  (3

  سوالات چهار گزینه ای 

lim(حاصل 125
𝑥⟶1

1+𝑐𝑜𝑠𝜋𝑥

𝑥3−𝑥2−𝑥+1
 کدام است ؟  

1. 
𝜋

4
 

2. 
𝜋

2
 

3. 
𝜋2

4
 

4. 
𝜋2

2
 

 

lim(حاصل 126
𝑥⟶1+

𝑡𝑎𝑛𝜋𝑥

|𝑥2−1|
 کدام است ؟ 

1. −π 
2. 

−𝜋

2
 

3. 
𝜋

2
 

4. Π 

  

lim(حاصل 127
𝑥⟶0+

𝑥−𝑡𝑎𝑛3𝑥

√1−𝑐𝑜𝑠𝑥
 کدام است ؟ 

 

1. −2√2 

2. −√2 
3. 2 

4. 2√2 
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lim(حاصل 129
𝑥⟶

𝜋

2

𝑡𝑎𝑛𝑥−1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
 (81کدام است ؟)سراسری تجربی خارج کشور    

 1)1-   2)−1

2
      3)1

2
       4)1   

 

lim(حاصل 128
𝑥⟶

𝜋

4

1−𝑠𝑖𝑛2𝑥

(1−𝑡𝑎𝑛𝑥)2
 (92کدام است ؟)سراسری ریاضی    

 1)1
2

    2)1      3)2       4)∞  

  

lim(حاصل 133
𝑥⟶0

𝑡𝑎𝑛𝑥

𝑥2−√𝑥
 (97کدام است ؟)سراسری ریاضی  

 1)𝜋
3

     2)−𝜋

3
      3)2𝜋

3
    4)3𝜋

2
 

  

lim(حاصل 131
𝑥⟶0

1−𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑥𝑡𝑎𝑛𝑥
 (83کدام است ؟)سراسری تجربی خارج کشور   

 1)1
4

       2)1
2

       3)1    4)2     

  

lim(حاصل 132
𝑥⟶0

√𝑐𝑜𝑠𝑥−√𝑐𝑜𝑠3𝑥

1−𝑐𝑜𝑠𝑥
 کدام است ؟  

1. 1 

2. 2 

3. 3 

4.  

lim(حاصل 133
𝑥⟶0

𝑐𝑜𝑠𝑥−𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑥2
 (81کدام است ؟)سراسری تجربی  

 1)−1

2
      2)1

2
       3)1     4)3

2
 

  

lim(حاصل 134
𝑥⟶0+

𝑥−𝑡𝑎𝑛3𝑥

√1−𝑐𝑜𝑠𝑥
 (95برابر کدام است ؟)سراسری ریاضی خارج کشور  

 1)−2√2    2)−√2      3)2       4)2√2 

  

lim(حاصل 135
𝑥⟶

𝜋

2

+

√1+𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑐𝑜𝑡𝑥
 کدام است ؟ 

 1)√2       2)−√2        3)2       4)2-  
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lim(حاصل 136
𝑥⟶0

𝑠𝑖𝑛𝑥−𝑡𝑎𝑛𝑥

2𝑥3
 کدام است ؟ 

1. 
1

6
 

2. 
−1

6
 

3. 
1

4
 

4. 
−1

4
 

 (تعمیم حد 4درس نامه

 

  نزدیک می شود 𝑎به عددی مانند  𝑥متغیر این حد زمانی رخ می دهد که 

 یا از هر عدد منفی کوچکتر شود  در  این حالت می گوییم حد تابع بینهایت است . هر عدد مثبت بزرگترمقدار تابع از  و

 {
lim
x→𝑎
f(x) = +∞

lim
x→𝑎
f(x) = −∞

 

𝑓(𝑥)نمودار زیر  رفتار تابع  =
1

|𝑥|
 را در اطراف 

 صفر نمایش می دهد . 

 

 

𝑓(𝑥)همچنین نمودار زیر رفتار  تابع  = −
1

|𝑥|
 را در اطراف  

 صفر نمایش می دهد .

 

 

 

 

 نکات زیر در حل این نوع حدود لازم است. توجه به قضایا و

 

 اگر𝑛  یک عدد طبیعی زوج باشد آنگاه   

 lim
x→0

1

xn
= +∞ 

 حد بینهایت 
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 اگر𝑛                           یک عدد طبیعی فرد باشد آنگاه 

 lim
x→0−

1

𝑥n
= و∞− lim

x→0+

1

xn
= +∞ 

 

   اگر, lim
𝑥→0
𝑔(𝑥) = 0, lim

x→0
f(x) = 𝐿 > 0𝑔(𝑥)  در یک همسایگی نقطه𝑎  مثبت باشد آن گاه 

 lim
x→𝑎

𝑓(𝑥)

g(x)
= +∞ 

  اگر, lim
𝑥→0
𝑔(𝑥) = 0, lim

x→0
f(x) = 𝐿 > 0𝑔(𝑥)  در یک همسایگی نقطه𝑎  منفی باشد آن گاه 

 lim
x→a

𝑓(𝑥)

g(x)
= −∞ 

  در دو قسمت بالا اگر𝐿 <  آنگاه علامت بینهایت ها در جواب  عوض می شود. 0

 حد به سمت صفر میل کند با توجه به اینکه از سمت اعداد بزرگتر از صفر به صفر نزدیک شده است یا  ،وقتی در مخرج کسر 

 استفاده می کنیم.  +0و−0سمت اعداد کوچکتر از صفر به ترتیب از نمادهای  از

 (28مثال

 1) lim
x→1+

−5𝑥2

x2−1
=
−5

0+
= −∞   

 2) lim
𝑥→𝜋+

cot 𝑥 = lim
𝑥→𝜋+

cos 𝑥

sin 𝑥
=
−1

0−
= +∞   

 

 3)lim
𝑥→

1

2

+

4𝑥+1

2𝑥−1
=

3

0+
= +∞  

 

 

 

 حاصل حد های زیر را بیابید.(1

 lim
𝑥→

𝜋

2

+

1

1−𝑠𝑖𝑛𝑥
 

 lim
𝑥→4−

2𝑥−3

(𝑥−4)2
 

 lim
𝑥→(

𝜋

2
)
+
𝑡𝑎𝑛2𝑥    
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 lim
𝑥→0+

𝑠𝑖𝑛5𝑥

𝑥.𝑡𝑎𝑛3𝑥
 

 lim
  𝑥→1+

−5𝑥2

𝑥2−1
 

 زیر را بیابید. حاصل حد های(2

 lim
𝑥→2−

𝑥+3

|𝑥−2|
 

  

 lim
𝑥→

𝜋

2

1

cos  𝑥
 

 

 lim
𝑥→𝜋

cot  𝑥 

 

 lim
𝑥→2−

𝑥2+5

2−𝑥
 

 

 lim
𝑥→3−

3

(𝑥−3)2
 

 

 lim
x⟶1+

2𝑥+3

x−1
 

 

 lim
𝑥⟶−1+

−1

(𝑥+1)2
 

 

 lim
𝑥⟶2−

−𝑥+3

(𝑥−2)3
 

 

 lim
𝑥⟶

𝜋+

9

𝑡𝑎𝑛 (3𝑥 −
𝜋

3
) 
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 lim
𝑥⟶

𝜋−

3

tan 𝑥+√3

𝑡𝑎𝑛𝑥−√3
 

 

o lim
𝑥⟶0+

1

1−𝑐𝑜𝑠𝑥
 

 

 

  میل می کند یعنی ∞+به سمت  𝑥هنگامی که می گوییم متغیر 

 می تواند بزرگ  وبزرگتر شود به طوری که   𝑥هر چقدرکه بخواهیم 

𝑥از هر عدد دلخواه مثبتی بزرگتر باشد ومی نویسیم  → 𝑥)به طور مشابه می توانیم   ∞+ →  را تعریف کنیم( ∞−

𝑥حالا می خواهیم رفتار تابع را وقتی  →  .بررسی کنیم ∞±

 

 𝑓(𝑥) = 𝑘⇒ lim
𝑥⟶±∞

𝑓(𝑥) = 𝑘 

 

{
 
 

 
 limx→±∞

xn = 𝑛زوج    ∞+

lim
x→+∞

xn =    𝑛فرد  ∞+

lim
x→−∞

xn = 𝑛فرد  ∞−

 

 lim
𝑥→𝐿
𝑔(𝑥) = 𝑔(𝐿), lim

x→+∞
f(x) = 𝐿 ⇒ lim

x→+∞
𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑔(𝐿) 

 

 {
lim
x→+∞

f(x) = 𝐿1

lim
x→+∞

g(x) = L2
⇒

{
 
 

 
 limx→+∞

(𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)) = L1 ± L2

lim
x→+∞

(f(x) × g(x)) = L1 × L2

lim
X→+∞

f(x)

g(x)
=
L1

L2

 

 lim
x→±∞

f(x) = 𝐿 ⇒ {
lim
x→±∞

√f(x)
n

=  √𝐿      
𝑛 𝑛فرد

lim
x→±∞

√f(x)
n = √L

n
   L ≥ 𝑛زوج  0

 

  بیابیم.برای تعیین حد یک چند جمله ای کافی است جمله ای که بزرگترین توان را دارد در نظر گرفته حد آن را 

 صورت و مخرج داردمخرج چند جمله ای هستند ،جمله ای که بیشترین درجه را در  در تعیین حد یک تابع کسری که صورت و 

 را انتخاب می کنیم :  

  می شود . ∞اگر توان صورت بیشتر از مخرج باشد حاصل 

  اگر توان صورت و مخرج برابر باشد حاصل برابر است با ضریب بزرگترین درجه صورت به  ضریب بزرگترین 

 حد در بینهایت
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 .درجه مخرج 

  اگر توان صورت کمتر باشد حاصل صفر می شود 

 (33مثال 

 lim
𝑥→−∞

2𝑥4−3𝑥2+5

−𝑥3+2𝑥
= lim
𝑥→−∞

2𝑥4

−𝑥3
= lim
𝑥→−∞

−2𝑥 = +∞  

 lim
𝑥→−∞

2𝑥−1

√4𝑥2+𝑥+1
= lim
𝑥→−∞

𝑥(2−
1

𝑥
)

√𝑥2(4+
1

𝑥
+
1

𝑥2
)
= lim
𝑥→−∞

𝑥(2−0)

|𝑥|√4+0+0
= lim
𝑥→−∞

2𝑥

−2𝑥
= −1   

     

 

 

 حاصل حد های زیر را بیابید (1

 lim
𝑥→+∞

−𝑥4+2𝑥3+1

6𝑥3+3𝑥4−1
 

 

 lim
𝑥→+∞

5𝑥+1

3𝑥+√𝑥2−1
 

 lim
𝑥→−∞

−3𝑥+7

6𝑥+√4𝑥2−1
  

 

 lim
𝑥→+∞

5𝑥2+√3𝑥+5

4𝑥2−5𝑥+1
 

 

 حاصل حد های زیر را بیابید(2

1. lim
𝑥→+∞

2𝑥−1

√3𝑥2+𝑥
 

2. lim
𝑥→−∞

3𝑥−√𝑥2+1

5𝑥+√4𝑥2+1
 

3. lim
𝑥→+∞

(3𝑥2−1)(𝑥+1)

𝑥2−2
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4. lim
𝑥→∞

3𝑥2+√𝑥−1

5𝑥−√𝑥
 

 

5. lim
𝑥→∞

2𝑥+√𝑥+2

4𝑥+√4𝑥2+1
 

 

6. lim
x⟶±∞

−𝑥

3
+ 4 

 

7. lim
𝑥⟶±∞

(−𝑥4 + 𝑥2 + 2)  

 

8. lim
𝑥⟶±∞

4𝑥3−𝑥2+1

−2𝑥3+𝑥−2
  

 

9. lim
𝑥⟶±∞

𝑥−5

2𝑥2+𝑥−1
 

 

10. lim
𝑥→±∞

6𝑥2+𝑥−2

3𝑥−5
 

 

11. lim
𝑥⟶±∞

3𝑥4+𝑥2−1

−𝑥2+5
 

 

12. lim
𝑥→+∞

−3𝑥2+√𝑥−2

𝑥2+5𝑥−1
 

 

13. lim
𝑥⟶±∞

3𝑥𝑛−7𝑥+2

2𝑥𝑛+1+6𝑥𝑛−1
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 (83)خرداد حد های زیر را در صورت وجود بیابید . (3

A. lim
𝑥→2

𝑥2−4

3−√𝑥+7
 

 

B. lim
𝑥→0

𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥

1−𝑐𝑜𝑠2𝑥
 

 

C. lim
𝑥→3+

𝑥+1

9−𝑥2
 

 

 

D. lim
𝑥→±∞

10𝑥2+√𝑥2+𝑥

2𝑥2+1
 

 

 (85هر یک از حد های زیر را بیابید .)خرداد (4

A. lim
𝑥→−2

√𝑥+6+𝑥

𝑥2−4
 

 

B. lim
𝑥→0−

𝑥−2

𝑠𝑖𝑛𝑥
 

 

C. lim
𝑥→0

𝑡𝑎𝑛4𝑥

𝑐𝑜𝑠4𝑥𝑠𝑖𝑛2𝑥
 

 

D. lim
𝑥→+∞

−6𝑥+√𝑥+1

3𝑥−√4𝑥2−1
 

 

 (84حد های زیر را محاسبه کنید )خرداد (5

A. lim
𝑥→1

2−√𝑥+3

𝑥2−1
 

 

B. lim
𝑥→

𝜋

2

+

2

𝑐𝑜𝑠𝑥
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C. lim
𝑥→±∞

8𝑥3−2𝑥2+5

−2𝑥4+3𝑥−1
 

 

D. lim
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛𝑥𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑠𝑖𝑛3𝑥

𝑥3
 

 

 (82(حاصل هر یک از حد های زیر را بیابید .)خرداد 6

A. lim
x⟶4

√𝑥−2

x2−16
 

 

B. lim
𝑥⟶0

sin 2𝑥 tan 3𝑥

𝑥2
 

 

C. lim
𝑥⟶3−

𝑥2+1

3−𝑥
 

 

D. lim
𝑥⟶+∞

3𝑥2+√6𝑥+2

4𝑥2+5𝑥
6 

 

 (81(حاصل حد های زیر را بیابید.)خرداد 7

A. lim
x→2

x2−2𝑥

3−√x+7
 

 

B. lim
x→+∞

2𝑥+√𝑥+1

5x+√4x2+1
 

 

 

C. lim
x→0

1−cos2x

x2
 

 

D. lim
x→1−

3

(x−1)2
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 (83(هر یک از حد های زیر را بیابید.)خرداد8

A. lim
x→4

x2−16

√x+12−𝑥
 

 

B. lim
x→0+

1

1−𝑐𝑜𝑠𝑥
 

 

C. lim
x→±∞

(x−1)(x−2)(4−x)

2𝑥3+1
 

 

 

 (98(حد توابع زیر  رابیابید.)خرداد 9

A. lim
x→1

𝑥−√𝑥

√𝑥−1
 

 

B. lim
x→+∞

2x2−√x2+2x

1−x
 

 

C. lim
x→0

𝑡𝑎𝑛𝑥−𝑠𝑖𝑛𝑥

x3
 

 

D. lim
x→2−

𝑥+3

|x−2|
 

 

 (99هر یک از حد های زیر را بیابید.)خرداد  (10

A. lim
x→5

2−√𝑥−1

x2−6x+5
 

 

B. lim
x→−∞

√x2−2x+1

2x+3
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C. lim
x→0

𝑥𝑠𝑖𝑛3𝑥

1−cos2x
 

D. lim
x→3+

𝑥+1

9−x2
 

𝑓(𝑥)(اگر تابع 11 = {
√2𝑥2 − 4         𝑥 ≥ 2
𝑥 + 𝑏        − 2 ≤ 𝑥 ≤ 2
𝑥2 + 𝑏𝑥 + 3𝑎       𝑥 < −2

,𝑎باشد   𝑏  راطوری بیابید که تابع𝑓  در نقطه𝑥 =  دارای حد بوده و 2−

lim
x→2+

𝑓(𝑥) =  (99باشد.)خرداد  2

  سوالات چهار گزینه ای 

lim(اگر 136
𝑥⟶(−2)+

𝑎𝑥+3

6+𝑥−𝑥2
=  کدام است ؟ 𝑎حدود  ∞−

1. 𝑎 < 1 

2. 𝑎 > 1 

3. 𝑎 > 0 

4. 𝑎 < 0 

 

𝑓(𝑥)(اگر 137 =
2𝑥+5

𝑥2−4𝑥+3
, 𝑔(𝑥) = 2𝑥  آنگاهlim

𝑥⟶1+
𝑔(𝑓(𝑥)) کدام است ؟ 

 صفر .1

2. 1 

3. ∞ 

4. 
1

2
 

𝑓(𝑥)(در تابع  با ضابطه 139 =
𝑎𝑥𝑛−3𝑥+1

3𝑥2+𝑥
limاگر   

𝑥⟶∞
𝑓(𝑥) =

2

3
 (81کدام است ؟)سراسری تجربی خارج کشور  𝑓(−1)آنگاه  

 1)2-    2)3
2

     3)2     4)3  

  

𝑓(𝑥)(نمودار تابع با ضابطه ی 138 =
𝑎𝑥+1+√4𝑥2+9

3𝑥−2
limمی گذرد  (2,1)از نقطه  

𝑥⟶∞
𝑓(𝑥)  (81کدام است ؟)سراسری تجربی 

 1)−1

3
    2)1

3
     3)2

3
     4)1 

  

𝑓(𝑥)(در تابع با ضابطه ی 143 =
3−√𝑥2+5

𝑎𝑥𝑛+4
limاگر 

𝑥⟶∞
𝑓(𝑥) =

1

2
limباشد  

𝑥⟶2
𝑓(𝑥)  (83کدام است ؟)سراسری تجربی 

 1)1
3

    2)2
3

     3)3
4

      4)3
2
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lim(حاصل141
𝑥⟶−2

(
3

2𝑥2+5𝑥+2
−

4

𝑥2−4
 (83کدام است ؟ )سراسری تجربی   (

 1)−7

12
       2)−5

12
      3)5

12
       4)7

12
 

  

lim(اگر 142
𝑥⟶+∞

𝑎𝑥𝑛−2𝑥+1

(2𝑥−1)2
= 𝑎باشد  3

𝑛
 کدام است ؟  

 1)24       2)6     3)12      4)3   

  

𝑓(𝑥)(هر گاه 143 =
𝑥−𝑥2

√1+𝑥−1
limباشد حاصل    

𝑥⟶−∞
𝑓(𝑥 + √𝑥2 −  کدام است ؟ (1

 1)1-      2)2-      3)1      4)2   

  

𝑓(𝑥)(در تابع 144 =
𝑎𝑥−√𝑥2−𝑥+3

𝑥−3
limاگر  

𝑥⟶−∞
𝑓(𝑥) = limباشد حاصل  2

𝑥⟶−2
𝑓(𝑥) کدام است ؟ 

 1)1-      2)1       3)−9

5
        4) 9

5
         

  

𝑓(𝑥)(در تابع با ضابطه ی 145 =
𝑎𝑥𝑛+15

3𝑥−√4𝑥2+15𝑥
limاگر  

𝑥⟶−∞
𝑓(𝑥) = limباشد آنگاه  1−

𝑥⟶3
𝑓(𝑥)  (84کدام است ؟)تجربی 

1. 6-  

2. 4-  

3. 3 

4. 5 

lim(حاصل 146
𝑥⟶−2

(
3

2𝑥2+5𝑥+2
−

4

𝑥2−4
 (83کدام است ؟)سراسری  (

1. 
−7

12
 

2. 
−5

12
 

3. 
5

12
 

4. 
7

12
 

lim(اگر147
𝑥⟶∞

𝑎𝑥+9

1−𝑥+√𝑥+1
= 𝑥باشد آنگاه حد کسر وقتی  3 ⟶  (82کدام است ؟)سراسری  3

 1)1    2)2    3)4     4)5   
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𝑓(𝑥)(اگر در تابع 149 =
𝑎𝑥3+𝑏𝑥2−𝑏𝑥+4

2𝑥3−2
limداشته باشیم   

𝑥→1
𝑓(𝑥) = limحاصل  2

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) کدام است ؟ 

1. -1 

2. -4 

3. -2 

4. -8 

 پیوستگی 5درس نامه ) 

 را پیوسته گوییم هر گاه در هیچ نقطه ای  بریدگی نداشته باشد . 𝑓تابع 

 ،تعریف زیر را داریم :از این مطلب کلی 

𝑥را در نقطه  fتابع   = 𝑎 :پیوسته گوییم هرگاه شرایط زیر برقرار باشد 

 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 

 .حد تابع در این نقطه موجود باشد 

 مقدار تابع در این نقطه=حد تابع در این نقطه 

𝑥در  𝑓به بیان دیگر تابع  = 𝑎 پیوسته است هرگاه: 

 𝑓(𝑎) = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) 

 قضایا ی مربوط به  پیوستگی                         نکات و 

 تابع اگر دو𝑓, 𝑔  نقطه مورد  نظردر یک نقطه پیوسته باشند مجموع وحاصل تفریق وحاصل ضرب وحاصل تقسیم دو تابع در  

 پیوسته است.با این تذکر که در حالت تقسیم مخرج باید مخالف صفر باشد.

  اگر تابع𝑓  درنقطه𝑥 = 𝑎  پیوسته باشد آنگاه تابع𝑘𝑓(𝑥)  در𝑥 = 𝑎 .پیوسته است 

  اگر تابع𝑓  درنقطه𝑥 = 𝑎 پیوسته باشد آنگاه تابع|𝑓(𝑥)|  در𝑥 = 𝑎 پیوسته است 

  اگر تابع𝑓  درنقطه𝑥 = 𝑎  پیوسته باشد ودر یک همسایگی از این نقطه مثبت باشد تابع√𝑓(𝑥)   نقطه پیوسته  در این 

 است.

  اگر تابع𝑓 قطه درن𝑥 = 𝑎 پیوسته باشد وتابع𝑔(𝑥)  در𝑓(𝑎)  پیوسته باشد آنگاه تابع𝑔𝑜𝑓(𝑥)  در𝑥 = 𝑎 

 پیوسته   است.

 .توابع چند جمله ای در هر نقطه از اعداد حقیقی پیوسته است 

 .توابع گویا در همه نقاط به جز ریشه های مخرج پیوسته است 

  دامنه تعریفشان پیوسته است.توابع رادیکالی با فرجه فرد در هر نقطه از 

 توابع رادیکالی با فرجه زوج در هر نقطه از دامنه تعریفشان پیوسته است به شرط آنکه در آن نقاط مقدار زیر 
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 رادیکال مثبت و در همسایگی آن نقطه تعریف شده باشد.

 (31مثال 

𝑥پیوستگی تابع زیر را در  =  بررسی کنید . 2

 𝑓(𝑥) = {𝑥
3 + 5𝑥    𝑥 ≥ 2
7𝑥 + 4    𝑥 < 2

 

 {

lim
x→2+

f(x) = 23 + 5 × 2 = 18

lim
x→2−

f(x) = 7 × 2 + 4 = 18

𝑓(2) = 18

 

𝑥پس تابع در  =  پیوسته است . 2

 (32مثال 

,𝑎مقادیر  𝑏  را به گونه ای بیابید که تابع𝑓(𝑥) = {
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 1     𝑥 > 2
3                  𝑥 = 2

(𝑎 + 1)𝑥 − 𝑏     𝑥 < 2
𝑥در   =  پیوسته باشد.  2

 {

lim
x→2+

f(x) = 4𝑎 + 2𝑏 + 1

lim
x→2−

f(x) = 2(a + 1) − b

f(2) = 3

 

 برای این که تابع پیوسته باشد باید سه مقدار بدست آمده با هم برابر باشند که خواهیم داشت:

 {
4𝑎 + 2𝑏 + 1 = 3
2(a + 1) − b = 3

 

𝑎در نتیجه  =
1

2
 , 𝑏 = 0   

 

 

  .پیوستگی توابع داده شده را در نقاط داده شده بررسی کنید

 1)𝑓(𝑥) = {

𝑥2−3𝑥+2

𝑥2−1
      , 𝑥 ≠ 1

1

2
          , 𝑥 = 1

 

 

 2)𝑓(𝑥) = {
𝑥2 −

𝑥−1

|𝑥−1|
         , 𝑥 ≠ 0

2         ,        𝑥 = 0
 

 

 تمرین 
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 3)𝑓(𝑥) = √𝑥2 − 4        𝑥 = −2 

,𝑎مقادیر ( 4 𝑏  را به گونه ای بیابید که تابع زیر در𝑥 =  پیوسته باشد. 0

 𝑓(𝑥) = {

𝑠𝑖𝑛2𝑥

√2−2𝑐𝑜𝑠𝑥
     𝑥 > 0

𝑎                       𝑥 = 0
𝑥 − 1 + 𝑏           𝑥 < 0

 

𝑓(𝑥)را طوری بیابید که تابع  𝑎(حدود 5 = {
−2𝑥 + 𝑎   𝑥 ≥ 1 
𝑥2 + 3𝑥     𝑥 < 1

𝑥در   =  پیوسته نباشد . 1

 پیوستگی توابع زیر را در نقاط داده شده بیابید .(6

 1)𝑓(𝑥) = {
−3𝑥 + 5    𝑥 ≥ 1  
𝑥2 + 4       𝑥 < 1

 

 2)𝑓(𝑥) = {

𝑥+1

𝑥−1
        𝑥 > 3

2            𝑥 = 3
5𝑥 − 13      𝑥 < 3 

 

 3)𝑓(𝑥) = {
𝑠𝑖𝑛2𝑥        𝑥 >

𝜋

4
1

2
+ 𝑐𝑜𝑠2𝑥      𝑥 ≤

𝜋

4

 

 4)𝑓(𝑥) = √1 − 𝑥     𝑥 = 1 

,𝑎(اعداد 7 𝑏را طوری بیابید که تابع𝑓(𝑥) = {
𝑎𝑥 + 1      𝑥 > −2
13       𝑥 = −2

2𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 − 1    𝑥 < −2
𝑥 در نقطه  =  پیوسته باشد  2−

𝑓(𝑥)پیوستگی تابع (9 = {

|𝑥−2|

𝑥−2
     𝑥 < 2

−1       𝑥 = 2
3 − 𝑥2      𝑥 > 2

 (83بررسی کنید .)خرداد  x=2را ر نقطه ای به طول  

𝑓(𝑥)را چنان بیابید که تابع  a,bعدد های (8 = {

|𝑥|+𝑎𝑥

𝑥
      𝑥 < 0

2      𝑥 = 0
𝑥3 + 4𝑏     𝑥 ≥ 0

 (85در نقطه ی صفر پیوسته باشد .)خرداد  

𝑓(𝑥)را چنان بیابید که تابع  aحدود (13 = {
−2𝑥 + 𝑎    𝑥 ≥ 1
𝑥2 + 3𝑥     𝑥 < 1

 (84پیوسته نباشد .)خرداد  x=1در نقطه ی  

𝑓(𝑥)را طوری بیابید که  تابع  𝑎(مقدار 11 = {
−4𝑥 + 𝑎   𝑥 > −1 
−6𝑥        𝑥 = −1
𝑥2 − 5𝑥      𝑥 < −1

𝑥در نقطه ی    =  82پیوسته باشد .)خرداد  1−

𝑓(𝑥)تابعپیوستگی (12 = {
𝑥2−1

𝑥2−3𝑥+2
     𝑥 ≠ 1

−3        𝑥 = 1
𝑥را در    =  (81بررسی کنید.)خرداد   1

𝑓(𝑥)را طوری بیابید که تابع  𝑎(حدود 13 = {2𝑎 + 𝑥
2      𝑥 ≥ 2

𝑥3 − 𝑥      𝑥 < 2
𝑥در   =  (83پیوسته نباشد.)خرداد  2

𝑓(𝑥)فاصله پیوستگی تابع (14 = √
6

𝑥2−4𝑥+3
 (98را تعیین کنید .)خرداد  
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𝑓(𝑥)(پیوستگی تابع 15 = {3𝑥 +
|2𝑥|

𝑥
    𝑥 ≠ 0

2      𝑥 = 0
𝑥را در نقطه ی   =  (97بررسی کنید)خرداد  0

𝑓(𝑥)(فاصله پیوستگی تابع 16 =
𝑥2−1

𝑥3−2𝑥2
 (97)خرداد را به دست آورید.

 سوالات چهار گزینه ای 

𝑓(𝑥)(تابع با ضابطه ی 153 = {
𝑎𝑥2 − 3        𝑥 > 2
5        𝑥 = 2

2𝑥 + 𝑏        𝑥 < 2

 کدام است ؟ a+bپیوسته است  x=2در نقطه ی  

1. 2 

2. 3 

3. 4 

4. 5 

𝑓(𝑥)تابع با ضابطه ی  a(به ازای کدام مقدار 151 = {
√𝑥2−6𝑥+9

𝑥2−9
       𝑥 ≠ 3

𝑎         𝑥 = 3
 پیوسته است ؟ x=3در نقطه ی  

1. ±
1

6
 

2. −
1

6
 

3. 
1

6
 

 هیچ مقدار  .4

𝑔(𝑥)(اگر تابع 152 = {
𝑥2 + 𝑎𝑥       𝑥 > 1
𝑥3 + 2𝑥       𝑥 = 1

3𝑏 + cos(𝑥 − 1)      𝑥 < 1
 کدام است ؟ b-aپیوسته باشد مقدار  x=1در نقطه  

1. 
−4

3
 

2. 
−2

3
 

3. 
8

3
 

4. -2 
 

𝑓(𝑥)( تابع با ضابطه ی 153 = {
𝑎𝑠𝑖𝑛2𝑥  

𝜋

4
≤ 𝑥 <

3𝜋

4

cos (𝑥 +
𝜋

4
)  
3𝜋

4
≤ 𝑥 < 2𝜋

  در  
3𝜋

4
کدام است ؟)سراسری تجربی خارج   𝑎پیوسته است .مقدار  

 (83کشور 

 1)1-  2     1−(3(صفر

2
     4)1 

  

𝑓(𝑥)( اگر تابع با ضابطه ی 154 = {
𝑎𝑥 + 𝑏   𝑥 > 2

𝑥2 + 𝑏𝑥 − 1    𝑥 < 2
𝑓(2)با شرط    = کدام 𝑎بر روی مجموعه اعداد حقیقی پیوسته باشد  5

 (81است ؟)سراسری تجربی خارج کشور 

 1)1-    2)1    3)2    4)3  
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𝑓(𝑥)تابع با ضابطه ی  𝑎(به ازای کدام مقدار 155 = {𝑥
2 + 𝑎𝑥 − 5       𝑥 > 2
𝑎𝑥 − 1      𝑥 ≤ 2

 بر روی مجموعه اعداد حقیقی پیوسته است ؟ 

 (81)سراسری تجربی

 1    2(4   -2(3(هیچ مقدار     2(هر مقدار     

  

𝑓(𝑥)(تابع با ضابطه ی 156 = {
|𝑥2+𝑥−2|

𝑥−1
        𝑥 ≠ 1

𝑎         𝑥 = 1
 (83پیوسته است ؟)سراسری تجربی  1در  𝑎به ازای کدام مقدار  

     هیچ مقدار 4     3(3   -3(2(هر مقدار) 

 

𝑓(𝑥)تابع با ضابطه ی  𝑎(با کدام مجموعه مقادیر 157 = {
1

𝑥+𝑎
      𝑥 ≥ −1

𝑥2 + 𝑎𝑥     𝑥 < −1
 (97پیوسته است ؟)سراسری خارج کشور  -1در  

 1){12√و}      1}(2 − 1و2√ + √2}    3)∅     4)𝑅 

  

𝑓(𝑥)(تابع با ضابطه ی 159 = {

1−𝑡𝑎𝑛2𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
     0 ≤ x ≤

𝜋

4

𝑎𝑐𝑜𝑠3𝑥     
𝜋

4
≤ 𝑥 ≤

𝜋

2

𝜋در نقطه  𝑎به ازای کدام مقدار   

4
 (83)سراسری تجربی پیوسته است ؟ 

 1)−2√2      2)1-      3)√2     4)2  

  

𝑓(𝑥)تابع با ضابطه ی  𝑎(به ازای کدام مقدار 158 = {
3𝑥 − [𝑥]     𝑥 < 2
𝑎        𝑥 = 2
𝑥 + 2    𝑥 > 2 

𝑥در نقطه    =  (82پیوسته است ؟)سراسری  2

 1)4     2)5/4       3)5     4 هیچ مقدار) 

  

𝑓(𝑥)(تابع 163 = [
−3

𝑥−1
,𝑎)در بازه ی  [

7

4
 کدام است ؟ 𝑎فقط در دو نقطه ناپیوسته است . حداقل مقدار   (

 1)8
5

          2)3
2

          3)10

7
         4)11

8
 

  

𝑓(𝑥)(تابع با ضابطه ی 161 = {

1−𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
       𝑥 ≠

𝜋

2

𝑎          𝑥 =
𝜋

2

𝑥در نقطه ی  𝑎به ازای  کدام مقدار   =
𝜋

2
 پیوسته است ؟  

 1      2√(2(صفر

2
   1(4(هیچ مقدار     3         
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𝑓(𝑥)تابع  𝑎(به ازای کدام مقدار 162 = {

4𝑥−𝜋

1−𝑡𝑎𝑛𝑥
       0 < 𝑥 <

𝜋

4

𝑎𝑠𝑖𝑛2𝑥     𝑥 ≥
𝜋

4

در نقطه ای به طول  
𝜋

4
 پیوسته است ؟ 

 1)1      2)2       3)1-       4)2-    

  

𝑓(𝑥)تابع با ضابطه   𝑎(به ازای کدام مقدار 163 = {
𝑠𝑖𝑛

𝜋

𝑥
     1 ≤ 𝑥 ≤ 6

𝑎 + 𝑐𝑜𝑠2
𝜋𝑥

36
     𝑥 > 6

پیوسته است  1بر روی مجموعه اعداد حقیقی بزرگتر از  

 (84؟)تجربی 

1. 
−1

2
 

2. 
−1

4
 

3. 
1

4
 

4. 
1

2
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  آهنگ تغییر 1درس نامه) 

𝑦فرض کنیم تابعی مانند  = 𝑓(𝑥)  را در اختیار داریم .به  متغیر𝑥  متغیر مستقل و به𝑦   .متغیر وابسته  گوییم 

,𝑥1بین دو مقدار  𝑥نیز تغییر خواهد کرد.اگر تغییرات  𝑦تغییر کند مقدار xبنابراین  اگر مقدار 𝑥2  را با△ 𝑥  وتغییرات 

𝑦 بین  دو مقدار𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2)  را با△ 𝑦 :نمایش دهیم خواهیم داشت  

 {
△ 𝑥   =     𝑥2 − 𝑥1
△ y = f(x2) − f(x1)

 

  

 

 

𝑦آهنگ متوسط تغییر تابع  = 𝑓(𝑥)  وقتی متغیر روی بازه ای از𝑥1  تا𝑥2  تغییر کند 

 از رابطه زیر به دست می آید .

 
𝑓(𝑥2)−𝑓(𝑥1)

𝑥2−𝑥1
 

𝑥2با قرار دادن  − 𝑥1 = ℎ ⇒ 𝑥2 = 𝑥1 + ℎ . کسر بالا به صورت زیر در می آید 

 𝑓
(𝑥1+ℎ)−𝑓(𝑥1)

h
 

 (33مثال 

𝑓(𝑥)در تابع  = 𝑥2 − 3𝑥 + 𝑥1آهنگ متوسط تغییر تابع را وقتی   2 = 𝑥2و  3 =  تعیین کنید. 5

 𝑓(𝑥1) = 𝑓(3) = 9 − 9 + 2 = 2 

 𝑓(𝑥2) = 𝑓(5) = 25 − 15 + 2 = 12 

تغییرآهنگ متوسط   

 فصل چهارم مشتق
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∆𝑦

∆𝑥
=
𝑓(𝑥2)−𝑓(𝑥1)

𝑥2−𝑥1
=
𝑓(5)−𝑓(3)

5−3
=
12−2

2
=
10

2
= 5 

 

 

𝑓(𝑥)در تابع  = 𝑥2 − 3𝑥 + 𝑥1آهنگ متوسط تغییر تابع را وقتی 2 = 1, 𝑥2 =   است را بیابید. 3

 

 

 

 

 از رابطه  𝑥1در  𝑓آهنگ  لحظه ای تغییر تابع 

 lim
ℎ⟶0

𝑓(𝑥1+ℎ)−𝑓(𝑥1)

h
 

 به دست می آید .

 (34مثال 

𝑥(𝑡)حرکت ها در حرکت است دارای معادله  𝑥متحرکی که بر روی محور = 𝑡2 − 4𝑡 +  است. 3

𝑡الف(سرعت متوسط این متحرک را در فاصله زمانی  = 2 → 𝑡 =  بیابید. 6

𝑡ب(سرعت لحظه ای آن را در زمان  =  بیابید. 12

4  =15−(−1)

4
  =𝑥(6)−𝑥(2)

6−2
 =سرعت متوسط

lim
t→12

x(t)−x(12)

t−12
= lim
t→12

t2−4t+3−99

t−12
= lim
t→12

t + 8 =  سرعت لحظه ای=20

 

 

 

𝑥(𝑡)معادله حرکت متحرکی بر یک محور افقی به صورت (1 = 𝑡2 − 2𝑡 −  بیابید.  5رادر  ثانیه  𝑥است. آهنگ آنی تغییر  1

 

 

آنی تغییرآهنگ   

 تمرین 

 تمرین 
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𝑓(𝑥)در تابع (2 = 𝑥2 − 3𝑥 :مطلوبست محاسبه 

= 𝑥1الف( آهنگ متوسط تغییر آن از  𝑥2تا  2 = 4 

𝑥0ب( آهنگ لحظه ای تغییر آن در نقطه ی  = 5 

,𝑀(𝑥(نقطه 3 𝑦)  را بر نمودار تابع𝑦 = 𝑥2  انتخاب می کنیم  و تصاویر𝑀 را بر𝑜𝑥 و𝑜𝑦   به ترتیب𝐴 و𝐵  می نامیم .اگر𝑆  اندازه 

 و آهنگ لحظه ای تغییر را در 𝑥نسبت به  𝑠مشخص کنید .آهنگ تغییر  𝑥را بر حسب تابعی از  𝑆باشد ، 𝑂𝐴𝑀𝐵مساحت مستطیل  

𝑥0 =  به دست آورید . 4

𝑉(حجم آب یک استخر در حال تخلیه بر حسب لیتر  به وسیله برابری 4 = 120(2500 − −50𝑡 + 𝑡2)   به زمان𝑡  بر حسب 

 دقیقه اول را پیدا کنید .آهنگ لحظه ای خالی شدن را در دقیقه دهم از آغاز تخلیه بیابید . 9دقیقه بستگی دارد .آهنگ متوسط تغییر در 

𝑦معادله حرکت یک متحرک به صورت (5 = 𝑥2 + 𝑥 + 𝑥را در  yاست . آهنگ آنی تغییرات  1 =  به دست آورید. 3

𝑓(𝑥)آهنگ متوسط تغییر تابع (6 = 2𝑥 − 𝑥را به ازای  1 = 𝑥∆و  2 =  به دست آورید. 0/1

𝑓(𝑥)(تابع 7 = 𝑥2 + 6𝑥 − 7 

 تغییر می کند را بیابید . 6تا  2الف(آهنگ متوسط تغییر تابع وقتی متغیر از 

𝑥0ب(آهنگ لحظه ای تغییر تابع در  =  را بیابید . 4

𝑓(𝑥)(آهنگ متوسط تغییر تابع 9 = √𝑥 +  (82تغییر می کند را بیابید .)خرداد  9تا  3وقتی متغیر از   1

𝑓(𝑡)(معادله حرکت متحرکی به صورت 8 =
1

2
𝑡2 − 3𝑡 +  (81می باشد .)خرداد  1

𝑡الف(سرعت متوسط این متحرک را در فاصله زمانی  = 𝑡تا 0 =  بیابید. 4

𝑡را در 𝑓(𝑡)ب(آهنگ آنی تغییرات  =  بیابید. 7

𝑥(𝑡)(معادله حرکت یک متحرک روی خط مستقیم به صورت 13 = 3𝑡2 − 4𝑡 + است. سرعت متوسط این  متحرک  را در فاصله  2

𝑡زمانی  = 𝑡و  1 =  (83محاسبه کنید.)خرداد  3

𝑓(𝑥)(آهنگ تغییرات تابع 11 =
1

2
𝑥2 وقتی𝑥 (97تغییر کند را به دست آورید.)خرداد  2/2به  2از 

𝑓(𝑥)تابع (12 = 𝑥2 + 2𝑥 −  (84داده شده است . )خرداد  1

 الف(آهنگ متوسط تغییر این تابع را وقتی متغیر از نقطه ی یک تا سه تغییر میکند تعیینکنید . 

 به دست آورید . x=2ب(آهنگ لحظه ای تغییر این تابع را در نقطه ی 
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𝑓(𝑥)آهنگ متوسط تغییر تابع (13 = 2𝑥 −  (83دست آورید .)خرداد تغییر می کند به  3/5به  3را وقتی متغیر از  1

 سانتی متر در بیاید .اگر به باد کردن بادکنک ادامه  13(یک بادکنک کره ای شکل را باد کرده ایم تا به صورت یک کره به شعاع 14

 ثانیه اول به  23دهیم به طوریکه در هر ثانیه یک میلی متر به شعاع آن  افزوده شود ،آهنگ متوسط تغییر مساحت این بادکنک را در 

 به دست آورید . 13دست آورید .آهنگ لحظه ای افزایش مساحت سطح کره را در ثانیه 

  مشتق2درس نامه) 

 

 

 

 

 

 

 

 خط قاطع است  که شیب آن از رابطه زیر به دست می آید . 𝑃0𝑃در شکل بالا شیب خط 

 
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

x−x0
 

 نزدیک کنیم  خط قاطع به خط مماس  نزدیک می شود . پس شیب خط مماس به صورت زیر  𝑃0را به  𝑃اگر نقطه 

 خواهد  بود .

 lim
x⟶𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

x−x0
 

 .........................................................................................................................( !)چقدر آشنا

 به صورت زیر تعریف می کنیم . 𝑥0را در نقطه  𝑓باشد در این صورت مشتق تابع  𝑓نقطه ای از دامنه تابع  𝑥0اگر 

 f ′(𝑥0) = lim
x⟶𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

x−x0
 

𝑥اگر  − 𝑥0 = ℎ  . بگیریم خواهیم داشت 

 𝑓′(𝑥0)lim
h⟶0

𝑓(𝑥0+ℎ)−𝑓(𝑥0)

h
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 با توجه به  مطالب گذشته می توان رابطه بین شیب خط مماس و آهنگ لحظه ای تابع در یک نقطه و مشتق تابع در آن نقطه  را به 

 صورت زیر بیان کرد .

fاگر  ′(𝑥0)  وجود داشته باشد ،تابع را در نقطه𝑥0 . مشتق پذیر می گوییم 

,𝑎)را در بازه  𝑓تابع  𝑏)  . مشتق گوییم هر گاه در هر نقطه این بازه مشتق پذیر باشد 

 برای یافتن مشتق کلی یک تابع کافی است از رابطه زیر استفاده کنیم .

 𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
 

 (35مثال 

𝑓(𝑥)مشتق تابع  = 𝑥2  را در𝑥 =  با استفاده از تعریف بیابید. 2

 𝑓′(2) = lim
𝑥→2

𝑓(𝑥)−𝑓(2)

𝑥−2
= lim
𝑥→2

𝑥2−4

𝑥−2
= lim
𝑥⟶2

(𝑥+2)(𝑥−2)

𝑥−2
= lim
𝑥→2
(𝑥 + 2) = 4 

 (36مثال

𝑓(𝑥)مشتق تابع  = 3𝑥 +  را با استفاده از تعریف بیابید.1

 𝑓′(𝑥) = lim
ℎ𝑥→0

𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
= lim
ℎ→0

3(𝑥+ℎ)+1−(3𝑥+1)

ℎ
= lim
ℎ→0

3𝑥+3ℎ+1−3𝑥−1

ℎ
= lim
ℎ→0

3ℎ

ℎ
= 3  

 

 

 مشتق توابع زیر را با استفاده از تعریف در نقطه داده شده بدست آورید.

 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 4𝑥      , 𝑥 = 1  

 

 𝑓(𝑥) = √5𝑥 − 1           , 𝑥 = 2 

 

 𝑓(𝑥) = 3𝑥 − 1    , 𝑥 = 2 

 

 𝑓(𝑥) = 2√1 − 𝑥  , 𝑥 = −3 

 

𝑦=√4(با استفاده از تعریف مشتق تابع 5 − 𝑥   (99را به دست آورید.)خرداد 

 تمرین 
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 را با استفاده از تعریف به دست آورید.مشتق تابع زیر (6

 𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑥−1
        , 𝑥 = 2  

 

 𝑓(𝑥) =
1

1−𝑥
       , 𝑥 = −1 

 

 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 3𝑥2 − 2    , 𝑥 = 1 

𝑦با استفاده از تعریف مشتق تابع (7 = √4 − 𝑥  .را بدست آورید 

𝑓(𝑥)(با استفاده از تعریف مشتق تابع 9 = 𝑥3 + 2𝑥  را در نقطه𝑥0 =  (81بیابید )خرداد  1−

𝑓(𝑥)(با استفاده از تعریف مشتق تابع 8 =
𝑥

𝑥−1
𝑥را در نقطه ی  =  (98به دست آورید.)خرداد  2

  سوالات چهار گزینه ای 

𝑓(𝑥)(اگر 165 = (𝑥 − 2)√𝑥2
limحاصل  3

∆𝑥⟶0

𝑓(−1+∆𝑥)−𝑓(−1)

∆𝑥
 (94کدام است ؟)تجربی خارج  

 1)2     2)3    3)2
3

      4)4
3
  

  

𝑓(𝑥)(در تابع با ضابطه 166 = 𝑥 +
1

𝑥
2به عدد  2آهنگ متوسط تغییر تابع وقتی متغیر از عدد   + ℎ  8تغییر می کند برابر

9
 است  

 (96کدام است ؟)سراسری تجربی  ℎمقدار 

 1)5/1     2)2      3)5/2      4 )3 

  

𝑓(𝑥)(آهنگ متوسط تغییر تابع 167 = √𝑥 +  چقدر است ؟ [1/25,3]در بازه ی  1

 1)6
7

       2)2
7

       3)2
11

         4)1 

  

𝑓(𝑥)(آهنگ متوسط تغییر تابع 169 = log2(𝑥 + −]در فاصله ی  (2
7

4
,  کدام است ؟ [6

 1)20

31
        2)20

17
          3)10

17
        4)10

31
 

  

 

 

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 

 

Math_Academy                                تهیه و تنظیم :لطفی نژاد           konkur_math @ 

104 

𝑓(𝑥)(آهنگ متوسط تغییر تابع 168 = 𝑥
2

𝑥از  3 = 𝑥تا 1− = 𝑥چند برابر آهنگ لحظه ای تغییر در  8 =  است ؟ 1−

 1)1
2

        2)2         3)−1

2
        4)2-  

  

𝑓(𝑥)(در تابع با ضابطه ی 173 =
36

𝑥2
12√چقدر از آهنگ لحظه ای آن در  3تا  2آهنگ  متوسط تابع  از   

 بیشتر است ؟ 3

 (83)سراسری تجربی

 1)1    2)5/1    3)2   4)5/2   

  

𝑓(𝑥)(در تابع با ضابطه ی 171 = (2𝑥 + 1)
−1

 چقدر  4از آهنگ لحظه ای آن در نقطه  12تا  4آهنگ متوسط تغییر تابع از نقطه   2

 (83بیشتر است ؟ )سراسری تجربی 

 1)7

540
       2)11

540
      3)7

270
       4)11

270
 

  

cos2−1(مقدار مشتق 172 𝑥

2−sin2 𝑥
𝑥به ازای     =

𝜋

4
 (81 -کدام است ؟)سراسری تجربی 

 
4

9
           2  )5

9
         3 )7

9
            4)8

9
 

  

1√(مقدارمشتق 173 + 𝑡𝑎𝑛2
1

𝑥
𝑥به ازای   =

3

𝜋
 (81کدام است ؟)سراسری تجربی خارج  

 1)−2𝜋2√3

9
      2) 

−2𝜋2

9
      3) 

2𝜋2

9
        4) 

2𝜋2√3

9
       

  

𝑦(اندازه مشتق تابع به معادله ی 174 =
1−𝑡𝑎𝑛2𝑥

1+𝑡𝑎𝑛2𝑥
𝑥به ازای    =

𝜋

8
 (98کدام است ؟)سراسری تجربی   

 1)2-    2)1-     3)1
2

   4)1  

 

𝑦(مشتق تابع 175 = 𝑐𝑜𝑠3(𝜋𝑥2)  در نقطه𝑥 =
1

√3
 کدام است ؟ 

 1)3𝜋

8
       2) 

−3𝜋

8
    3) 

3𝜋

4
       4)− 

3𝜋

4
 

  

𝑦(مقدار مشتق تابع 176 =
1+𝑠𝑖𝑛𝑥

1−𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑥در   =

5𝜋

6
 چقدر است ؟ 

 1)4√3        2) 2√3       3)− 4√3     4)−2√3 
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𝑦( مشتق تابع 177 = 2𝑠𝑖𝑛2 (
𝜋

6
−
𝑥

4
𝑥به ازای   ( =

𝜋

3
 (83کدام است ؟  )سراسری تجربی    

 1)−√3

2
     2)−1

2
     3)−1

4
      4)−1

8
 

  

𝑔(𝑥)(اگر 179 =
1

4
√5𝑥 − 9, 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛2𝜋𝑥  مشتق تابع𝑓𝑜𝑔  (81کدام است ؟)سراسری ریاضی  2به ازای 

 1)3
4

      2)5
8

     3)3

4
π      4)5

8
π  

  

𝑦(اگر 178 = √2𝑢 −
1

𝑢
, 𝑢 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥  مقدار𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝑥به ازای   =

𝜋

4
 (99کدام است ؟)سراسری تجربی  

 1)8    2)13     3)12     4)15   

  

𝑦(از رابطه 193 = 𝑠𝑖𝑛(𝑥 − 2𝑦) + √𝑥 − 2𝑦  مقدار مشتق𝑦  نسبت به𝑥  (95کدام است ؟)سراسری تجربی  (1و2)در نقطه 

 1)2
7

      2)3
7

      3)2
5

      4)3
5

 

  

𝑓(𝑥)(در تابع با ضابطه ی 191 = |𝑥|. [𝑥]  مقدار𝑓−
 (0) − 𝑓+

  (97کدام است ؟)سراسری تجربی  (0)

 1)1-   2    2(4    1(3(صفر    

  

𝑓(𝑥)(در تابع با ضابطه ی 192 = 𝑥√𝑥 + |𝑥 − +𝑓مقدار  |1
’ (1) + 3𝑓−

’  (83کدام است ؟)سراسری تجربی  (1)

 1)2    2)3      3)4    4)5   

  

𝑓(𝑥)(اگر تابع با ضابطه 193 = {
1 + 𝑐𝑜𝑠𝜋𝑥    𝑥 > 1
𝑏𝑥2 + 𝑥     𝑥 ≤ 1

 کدام است ؟ 𝑎بر روی اعداد حقیقی مشتق پذیر باشد  

 (81)سراسری ریاضی خارج کشور 

 1)1      2)−1

2
     3)1-     4)1

2
 

  

𝑓(𝑥)   (تابع با ضابطه ی194 = {
sin2 𝑥 − cos 2𝑥   ,     0 < 𝑥 ≤

𝜋

4

𝑎 tan 𝑥 + 𝑏 sin 2𝑥   ,
𝜋

4
< 𝑥 <

𝜋

2

𝑥در نقطه    =
𝜋

4
کدام است ؟)سراسری 𝑏مشتق پذیر است .   

 (83-تجربی 

 1 )1-           2)−
1

2
          3) 1

2
          4)1 
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𝑓(𝑥)(در تابع 195 =
𝑥2+𝑎𝑥+𝑏

[𝑥]
+𝑓رابطه ی 

‘ (2) + 𝑓−
’ (2) = 𝑎برقرار است . مقدار  9 + 𝑏 کدام است ؟ 

 1)5-      2)6-      3)7-      4)9-   

  

𝑓(𝑥)(تابع با ضابطه ی 196 = {
𝑙𝑛𝑥 + 𝑎    𝑥 ≥ 1
𝑏𝑥2 + 1     𝑥 < 1

𝑥در نقطه   = 𝑎مشتق پذیر است . 1 + 𝑏 کدام است ؟ 

 1)1         2)2        3)3        4)1
2

 

  

 همانطور که قبلا دیدیم شیب خط مماس بر نمودار در هر نقطه با مشتق 

 تابع در آن نقطه برابر است .

 یافتن معادله خط مماس بر یک نقطهبنابراین برای 

 از تابع کافی است مشتق تابع در آن نقطه را یافته 

 و با استفاده از مختصات آن نقطه ،معادله خط مماس بر 

 آن تابع را بنویسیم .  

 𝑚 = 𝑓′(𝑥0) 

 

 (37مثال 

𝑦شیب خط مماس بر منحنی  = 𝑥3 + 𝑥0را در نقطه    1 =   با استفاده از تعریف بیابید. 1

 𝑚 = 𝑓′(1) = lim
𝑥→1

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
= lim

𝑥→1

𝑥3+1−2

𝑥−1
 

 = lim
𝑥→1

𝑥3−1

𝑥−1
= lim
𝑥→1

(𝑥−1)(𝑥2+𝑥+1)

𝑥−1
= lim
𝑥→1

𝑥2 + 𝑥 + 1 = 3 

 (39مثال 

𝑓(𝑥)معادله خط مماس بر منحنی تابع با ضابطه  = 𝑥2 − 𝑥  در نقطه𝐴 [
−1
2
 رابیابید [

 𝑚 = 𝑓′(−1) = lim
𝑥→−1

𝑓(𝑥)−𝑓(−1)

𝑥+1
 

 = lim
𝑥→−1

𝑥2−𝑥−2

𝑥+1
= lim
𝑥→−1

(𝑥+1)(𝑥+2)

𝑥+1
= −3 

 𝑦 − 𝑦0 = 𝑚(𝑥 − 𝑥0) ⟹ 𝑦 − 2 = −3(𝑥 + 1) ⟹ 𝑦 = −3𝑥 − 1 
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𝑦معادله خط مماس بر نمودار تابع   (1 = 𝑥2  در نقطه ای به طول𝑥 =  واقع بر منحنی را بیابید. 1−

𝑦(معادله خط  مماس  بر منحنی تابع 2 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥  را در نقطه ای به طولπ  (98واقع بر  منحنی بنویسید.)خرداد 

𝑦(معادله خط قائم بر منحنی 3 = (
𝑥

2
)
3
−  (99واقع بر منحنی به دست آورید.)خرداد  2را در نقطه ای به طول 1

𝑦معادله خط مماس بر منحنی (4 = 𝑥3 + 𝑥 + 𝑥را در نقطه ای به طول  1 =  واقع بر این منحنی به دست آورید. 1

 را معکوس وقرینه کنیم تا شیب خط عمود بدست آید. 𝑓′(𝑥0)برای تعیین شیب  خط عمود بر نمودار تابع کافی است (5

𝑦قائم بر منحنی تابع  معادلات خطوط مماس و(6 = √4𝑥 +  در نقطه ای به طول صفر واقع بر منحنی را بیابید. 1

𝑦(شیب خط مماس بر نمودار تابع 7 = 𝑥2 − 𝑥  را در نقطه𝑥 =  (82بیابید .)خرداد  5

𝑦(معادله خط مماس بر منحنی تابع 9 = 2𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑥را در نقطه ای به طول  1 =
𝜋

6
 (97واقع براین منحنی به دست آورید.)خرداد  

  سوالات چهار گزینه ای 

𝑦(خط مماس بر منحنی به معادله 197 = 𝑥3 − 𝑥2  واقع بر آن منحنی را در نقطه ی دیگر  1درنقطه𝐴  قطع می کند عرض این نقطه

 (97کدام است ؟)سراسری تجربی خارج کشور 

 1)3-    2)2-     3)2    4)3 

  

𝑦(خط مماس بر منحنی به معادله ی 199 = 𝑥3 + 3𝑥2 + 𝑥بر خط به معادله ی  1 − 3𝑦 =  عمود است .این خط مماس از  2

 (98نقطه ای با کدام مختصات می گذرد ؟)سراسری تجربی 

 1()32و-4()4(     2و-6()3(      1و4)(2(     1و ) 

  

𝑦(خط به معادله ی 198 = 2𝑥 − 𝑦بر منحنی به معادله ی  1در نقطه ای به طول  5 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 +   𝑎مماس است . 1

 (96کدام است ؟)سراسری تجربی 

 1)2    2)3      3)4     4)6   

  

𝑦3(خط مماس بر نمودار 183 + 3𝑥𝑦2 − 3𝑥3𝑦 =  از کدام نواحی محور های مختصات می گذرد ؟ (1,1)در نقطه  1

 1    اول و دوم و چهارم 4(اول و دوم و سوم  3(اول و چهارم    2(اول و سوم) 

 تمرین 
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𝑒2𝑦(خط قائم بر منحنی به معادله ی 181 + 𝑙𝑛𝑥 +
𝑦

𝑥
=  محور عمودی را با کدام عرض قطع می کند ؟ (1,0)در نقطه  1

 (96)سراسری تجربی خارج کشور 

 1)3-     2)2-   3)1
2

    4)1 

  

𝑦2(عرض از مبدا خط قائم بر منحنی به معادله ی 182 = 𝑦 ln(𝑥2 − 3) + 2𝑥  2)در نقطه,  کدام است ؟ (2−

 (83)سراسری تجربی خارج کشور 

 1)−2

3
     2)−1

2
     3)2

3
      4)3

4
 

  

ln(𝑥2(خط مماس بر منحنی به معادله ی 183 − 𝑦) = √𝑦 + 1 − 𝑥  نیمساز ناحیه اول را در چه طولی قطع می کند  (2,3)در نقطه

 (83؟)سراسری تجربی 

 1)3
4

    2)5
4

      3)4
3

      4)5
3

  

  

𝑓(𝑥)(عرض از مبدا خط مماس بر معکوس تابع 184 = 𝑥𝑒𝑥  که𝑥 > 𝑥در نقطه  0 = 𝑒  واقع بر𝑓−1 کدام است ؟ 

 1)1        2)1
2

        3)1
3

        4)1
4

 

  

𝑦(خط قائم بر منحنی 185 = 𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥 + در نقطه ای به طول صفر واقع بر منحنی نیمساز ناحیه اول را در نقطه با کدام طول قطع   2

 می کند ؟

 1)4
3

       2)3
4

         3)2      4)1    

  

𝑦(عرض از مبدا خط مماس بر منحنی به معادله 186 = ln√
𝑠𝑖𝑛𝑥 

1+𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑥در نقطه   =

𝜋

2
 (82واقع بر آن کدام است ؟)سراسری تجربی  

 1)−𝜋

4
      2) 

−𝜋

2
       3) 𝜋

4
      4) 𝜋

2
       

  

𝑥𝑦√4( در تابع ضمنی 187 +
1

𝑦
− 2𝑥 =  منظور شده است.معادله خط مماس بر منحنی آن  𝑥بر حسب متغیر   𝑦تابع    1

 (83کدام است ؟ )سراسری تجربی   (4,1)در نقطه  

 1)𝑦 + 2𝑥 = 9      2)2𝑦 − 𝑥 = −2       3)3𝑦 + 𝑥 = 7       4)3𝑦 − 𝑥 = −1 

𝑦بر منحنی  𝑘(از نقطه وی محور عمودی با شیب های صفر و 189 = 𝑥2 − 2𝑥 + 𝑎 +  کدام است ؟ 𝑘رسم نموده ایم .مقدار  1

 1)2-      2)3-       3)4-      4)5-   
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  سرعت یک متحرک3درس نامه) 

 

 لحظه ای: سرعت متوسط و

 𝑓(𝑡)برابر tو در لحظه  𝑓(𝑡0)فاصله آن از مبدا برابر   t0فرض کنید متحرکی بر روی یک محور در حال حرکت است.اگر در لحظه 

 در این صورت سرعت متوسط متحرک از فرمول زیر بدست می آید. باشد

𝑉 =
𝑓(𝑡)−𝑓(𝑡0)

𝑡−𝑡0
 سرعت متوسط )آهنگ متوسط تغییر(

𝑡اگر  − 𝑡0 .به صفر میل کند سرعت متوسط به سرعت لحظه ای نزدیک می شود پس سرعت لحظه ای از فرمول زیر  بدست می آید 

𝑉′(𝑡0) = lim
𝑡→𝑡0

𝑓(𝑡)−𝑓(𝑡0)

𝑡−𝑡0
 سرعت لحظه ای

 : چند نکته مهم 

 مشتق دوم:مشتق تابع𝑦′ = 𝑓′(𝑥) را در صورت وجود مشتق دوم نامیده وبا نماد𝑦′′ نمایش می دهیم 

  اگر معادله حرکت یک متحرک𝑆 = 𝑓(𝑡)  و به ترتیب با  نماد باشد مشتق اول آن برابر سرعت ومشتق دوم را شتاب نامیده

𝑎 (𝑡), 𝑉(𝑡)نمایش می دهیم 

  تابعی مانند𝑓 . که در همه نقاط دامنه خود مشتق پذیر هستندرا توابع مشتق پذیر می گوییم 

  تابعی که به هر نقطه از دامنه𝑓  مشتق𝑓 .را نظیر می کند تابع مشتق نامیده می شود 

 ابع اگر تنتیجه شرط لازم برای مشتق پذیر بودن یک تابع در یک نقطه این است که تابع در آن نقطه پیوسته باشد در 

 نقطه ای پیوسته نباشد مشتق پذیر هم نیست. در

 

 

𝑥در حال حرکت است دارای معادله ی 𝑥(متحرکی که روی محور 1 = 𝑡2 − 2𝑡 −  است . سرعت متوسط این متحرک را در فاصله  1

 بیابید . 3و1و 3و سرعت لحظه ای آن را در لحظه های  4تا  1زمانی 

 بر حسب ثانیه  𝑡(توپ تنیسی را به هوا پرتاب کرده ایم . اگر مسافت پیموده شده توسط توپ برحسب متر به صورت تابعی از زمان 2

𝑆به صورت  = 12𝑡 − 3𝑡2 ثانیه اول بیابید . 2شد .سرعت متوسط توپ را در با 

𝑡حساب کنید و در چه ارتفاعی ؟در لحظه ی 𝑡سرعت آن را در لحظه ی =  پس از پرتاب وضعیت توپ چگونه است و سرعت آن  4

 چقدر است ؟

 سرعت یک متحرک

 تمرین 
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 پرتاب به سمتمتر بر ثانیه به هوا پرتاب می کنیم .اگر جهت مثبت فاصله از نقطه ی  33توپی را با سرعت اولیه (3

𝑆بالا باشد معادله ی حرکت به صورت  = −
1

2
𝑔𝑡2 + 30𝑡،بنابرایناست. 𝑥 = −4/9𝑡2 + 30𝑡 است. 

 مطلوب است محاسبه:

 .الف(سرعت لحظه ای توپ در پایان یک ثانیه پس از پرتاب

 ثانیه پس از پرتاب . 3ب(سرعت لحظه ای توپ در پایان 

  قوانین مشتق گیری 4درس نامه) 

 

 𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑘 ⇒ 𝑦′ = 0  

 𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑘𝑥 ⇒ 𝑦′ = 𝑘  

 𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 ⇒ 𝑦′ = 𝑛𝑥𝑛−1  

 𝑦 = 𝑢 ± 𝑣 ± 𝑤 ±⋯ ⇒ 𝑦 = 𝑢′ ± 𝑣′ ± 𝑤′ ±⋯  

 y = u × v ⇒ y′ = u′ × v + v′ × u  

 y =
u

v
⇒  y =

u′×v−v′×u

v2
  

 y = un ⇒ 𝑦 = 𝑛 × 𝑢′ × 𝑢𝑛−1  

 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑢 ⇒ 𝑦′ = 𝑢′ × 𝑐𝑜𝑠𝑢  

 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑢 ⇒ 𝑦′ = 𝑢′ × (−𝑠𝑖𝑛𝑢)  

 𝑦 = 𝑡𝑎𝑛𝑢 ⇒ 𝑦′ = 𝑢′ × (1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑢)  

 𝑦 = 𝑐𝑜𝑡𝑢 ⇒ 𝑦′ = −𝑢′ × (1 + 𝑐𝑜𝑡2𝑢)  

 y = √u ⇒ 𝑦 =
u′

2√u
  

 𝑦 = 𝑓𝑜𝑔(𝑥) ⇒ y′ = f′(g(x)) × g′(x)  

 y = √𝑢𝑚
𝑛

⇒ 𝑦′ =
mu′

n √un−m
n     

 (38مثال 

  مشتق توابع زیر را بیابید.

 1)𝑦 = 𝑠𝑖𝑛5𝑥 ⟹ 𝑦′ = 5 × 𝑐𝑜𝑠5𝑥  
 2)𝑦 = 3𝑡𝑎𝑛25𝑥 ⟹ 𝑦′ = 6 × 𝑡𝑎𝑛5𝑥 × 5(1 + 𝑡𝑎𝑛25𝑥) 
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 بیابید.مشتق توابع زیر را 

 𝑦 = 𝑥(𝑥2 − 𝑥 − 1)3 

 𝑦 =
1

𝑐𝑜𝑠𝑥+𝑠𝑖𝑛𝑥
 

 𝑦 = 2𝑐𝑜𝑠2 (
𝜋

6
−
𝑥

4
) 

 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛3√𝑡  

 𝑦 = 𝑡𝑎𝑛2𝑥 − 2𝑐𝑜𝑡𝑥 

 𝑦 =
1

𝑥2+3𝑥+2
 

 𝑦 =
𝑥

2𝑥+√𝑥
 

 𝑦 =
cos 𝑥

1+sin𝑥
 

 𝑦 = sin 𝑥 − 2𝑐𝑜𝑠3(2𝑥) 
 𝑦 = 2𝑐𝑜𝑠3(𝑥2 − 5𝑥) 

𝑓(𝑥)اگر  (11 = √𝑥 − 𝑥2  باشد مقدار𝑓′(
1

2
 رابیابید. (

𝑦مشتق تابع (12 = 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛√𝑥  را در نقطه𝑥 = 𝜋2 .بیابید 

𝑦معادله خط قائم بر منحنی (13 = 𝑥2 − 3𝑥 +  را در محل تلاقی آن با محور عرضها بنویسید. 2

 مشتق توابع زیر را به دست آورید.(14

 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛32x + 5 cot x 
 𝑦 = (5𝑥 + 1)(𝑥3 + 4𝑥 − 7) 

 𝑦 =
√4−𝑥2

𝑥3
 

 𝑦 = (
2𝑥+1

3𝑥+2
)
2
 

 𝑦 = tan( 2𝑥2 + 1) sin 𝑥 

 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 

 𝑦 = 3𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 2𝑐𝑜𝑠3𝑥 

 مشتق توابع زیر را در نقطه داده شده بیابید(15

 𝑦 = 3𝑐𝑜𝑠𝑥𝑠𝑖𝑛2𝑥  , 𝑥 = 𝜋 

 

 

 تمرین 
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 𝑦 =
𝑠𝑖𝑛2𝑥

1+𝑐𝑜𝑠2𝑥
   , 𝑥 = 0 

 𝑦 = 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛√𝑥  , 𝑥 = 𝜋2 

 𝑦 =
1−𝑡𝑎𝑛

𝑥

2

1+𝑡𝑎𝑛
𝑥

2

   , 𝑥 =
𝜋

2
 

𝑓(𝑥)مشتق تابع (16 = √6 − 2𝑥  (84را به دست آورید و دامنه مشتق پذیری ان را مشخص کنید .)خرداد 

𝑓(𝑥)دامنه مشتق پذیری تابع (17 = 2𝑥 + √𝑥  (85را مشخص کنید . )خرداد 

 (83در جاهای خالی عبارات مناسب قرار دهید .)خرداد (19

𝑓(𝑥)الف(دامنه مشتق پذیری تابع  = √𝑥 ................ برابر است با 

𝑔(𝑥)بر نمودار تابع  ب(شیب خط مماس =
1

𝑥
 برابر است با ............... x=1در  

 (84مشتق توابع زیر را به دست آورید . )خرداد (18

A. 𝑓(𝑥) =
(𝑥−2)5

𝑥2−3𝑥
 

B. 𝑔(𝑥) = √𝑥 (
1

𝑥
) 

 

C. ℎ(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠2(5𝑥) − 𝑡𝑎𝑛(𝑥3 − 4𝑥) 

 (85مشتق توابع زیر را بیابید .)خرداد (23

A. 𝑓(𝑥) = √
2𝑥−4

𝑥+5
 

B. 𝑔(𝑥) = (1 + 𝑠𝑖𝑛4𝑥)4 × 𝑡𝑎𝑛
1

𝑥
 

 (83مشتق توابع زیر را به دست آورید . )خرداد .(21

A. 𝑓(𝑥) = (
2𝑥+1

𝑥
)
4

 

B. 𝑔𝑥) = (√5 − 7𝑥) (4 −
𝑥

3
) 

C. ℎ(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛𝑥 − 2𝑐𝑜𝑠3𝑥 

 (82مشتق توابع زیر را بیابید .)خرداد .(22

 𝑓(𝑥) = (3𝑥4 − 2𝑥 + 1)(𝑥3 + 𝑥) 

 𝑔(𝑥) =
√𝑥3+1

4𝑥−5
 

 ℎ(𝑥) = 𝑐𝑜𝑡5𝑥 + 𝑐𝑜𝑠3𝑥 
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 (81مشتق توابع زیر را به دست آورید .)خرداد (23

 𝑓(𝑥) =
1

2𝑥+1
+ (√𝑥)(𝑥 + 5) 

 𝑔(𝑥) = 4𝑡𝑎𝑛 (
𝑥

3
) + 𝑐𝑜𝑠36𝑥 

 (83مشتق توابع زیر را بیابید.)خرداد (24

 𝑔(𝑥) = (𝑥5 − 3𝑥)(𝑥 + 1)4 

 ℎ(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛3 (
𝑥

2
) − 𝑐𝑜𝑡𝑥 

 (98مشتق توابع زیر را به دست آورید .)خرداد (25

 𝑓(𝑥) = (1 − 4𝑥3)√1 + 2𝑥 + 𝑥2 

 𝑔(𝑥) =
−𝑥2+𝑥
𝑥

3
+2

 

 ℎ(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛32𝑥 + 5𝑐𝑜𝑡𝑥 

 (99را بیابید.)خرداد مشتق توابع زیر (26

 𝑓(𝑥) = (𝑥3 − 2𝑥 + 1)4 +
1

2𝑥+1
 

 𝑔(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛√𝑥. 𝑐𝑜𝑠2𝑥 

 ℎ(𝑥) =
√4−𝑥2

𝑥3
 

 مشتق تابع های زیر را به دست آورید..(27

 𝑓(𝑥) = √𝑥2 − 4𝑥
3

 

 𝑔(𝑥) = 5𝑠𝑖𝑛2(𝑥 − 1) − 𝑐𝑜𝑡√𝑥 
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