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  آكادمي رياضي  مهندس روحانيبه سبك روحاني                                           3رياضي    

 مولف و مدرس: مهندس روحاني  2 رياضي 

 

 

امتحانات نهايي داخل و خارج  رسي و دكتاب  سؤال متنوع و حل شده از سؤالات 1000اي كامل به همراه اين مجموعه شامل درسنامه
ه رويكرد با توجه ب ن كتابشده . اي . تمام نكات لازم براي شما ارائهه از كشور به همراه سؤالات مفهومي و تأليفي از متن كتاب درسي

ن نهايي راي امتحابتدوين شده و سعي كردم كاستي هاي اونو پوشش بدم .  از طرفي نحوه ي نوشتن پاسخ تشريحي ،   3كتاب رياضي 
ؤالات حل سمفاهيم و  فاده ازكه با است بطوريهتدوين كتاب سازو كار.  "اندازه بنويسي و نمره سوال رو كامل بگيري "هم ارائه شده تا به

"  توضيح دار"ريحي و آزمون شبيه سازي شده امتحان نهايي همراه با پاسخنامه كاملاً تش 8شده قادر به حل سؤالات بعدي باشي .  

  آوردم تا شما سوالات امتحان نهايي رو قبل از برگزاري ديدار كنيد .

سؤالات نشويد  غافل وجه از آن نيد و به هيچكهاي كتاب درسي شروع ها و تمرينلثااز حل م بايدبراي موفقيت در درس رياضي 
فظ كردن . آفت موفقيت شما حنشهاي كتاب درسي طراحي ميها و مثالامتحانات نهايي و حتي كنكور به طور مستقيم از تمرين

كه حل هر  قت كنيدخواندن حل مسأله كارساز نيست، داكتفا كردن به  ه ودرس درست ! تسلط بر مفاهيم مستلزم فهماتهپاسخ تمرين
 . رياضي از طريق حل مسئله براي حل سؤالات جديدتر و درك مفاهيم اساسي هسؤال براي شما كمكي

 :ميده دقت به موارد زير موفقيت شما را افزايش 
   . اريف در حل مسئلهمفاهيم و تع كاربردتوجه  به چنين ررسي موضوعات به صورت تشريحي و مفهومي و همب -1
   .و اينكه روش هاي مختلف حل يه سوال رو يادبگيري ي زيادات با حوصلهيادگيري عميق موضوع -2
ول سعي كنيم مثال هاي حل شده كتاب رو هم بايد امن  اعتقاد به ( البتهلات حل شده و پس از آن حل تمرين وابررسي نمونه س -3

 رجوع به پاسخ.خودمون حل كنيم ) و در صورت نيافتن راه حل 
مرين حل شده است، ت 1٠٠٠و حفظ كردن  ندن تر از خوبيش به مراتبخودتون حل مي كنيد تمرين كه  5٠ارزش  ه بدونيدخوب

به حل آن دتون هايي است كه خوها و تمرينترين آن براي حل مسأله رياضي مثالترين قسمت يادگيري و كاربرديمهم چون
 پردازيد.مي

وتاه مدت ين درس در كظار نداشته باشيد در اانت ره ،بنابراين تكرار و تداوم از ياد ميو در صورت عدم  ه فرآيند يادگيري رياضي تدريجي
نتيجه درسي  هردر ارت ومهتسلط  اتفاق مي افته .ا كنيد بلكه اين مهم آهسته و پيوسته با تمرين مطالب آموخته شده پيدكامل تسلط 

 . يهتلاش مستمر و پيگير
 

بي پايان  ما سپاسشاز من دريغ نكنيد تا مجموعه بهتري ارائه بشه از صبر و حوصله و دقت  اين كتاب رالطف كنيد كمي و كاستي 
 از ودقت نظر تشكر مي كنم . دارم 

 را از ايشان دريغ داشتم .بسياري وقت نثار همسر و فرزندانم كه براي تاليف اين مختصر ، سپاس و عشق 
  

نيني گَلمجامحمد صادق روحا:   0241 بهمن  كرج   

 به جای مقدمهه
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 به سبك روحاني 3رياضي               آكادمي رياضي مهندس روحاني                                                                            

 3  3ديدار با سوالات امتحان نهايي رياضي 

  مشتق 4فصل   

 راحتي از رابطه زير حاصل مي شود .با داشتن مختصات دو نقطه غير هم طول واقع بر خط به ، مي دانيم شيب يك خط   

 
  

 
 
 
 
 

                                                                             
                                                  B A

AB
B A

y ym tan
x x

�
� � �

�
 

 
Bفرض كنيد دو نقطه  , A   روي نمودار تابعf   باشند خطي كه اين دو نقطه را به هم وصل 

 :   مي كند اصطلاحاً خط قاطع گفته مي شود و شيب آن 

B A
AB

B A

y y f (b) f (a)m
x x b a

� �
� � �

� �
 

 به اندازه كافي  Bنزديك بشه عملاً وقتي  Aيواش يواش به نقطه  Bحالا تصور كن نقطه 

 و شيب اين خط خواهد شد . Aنزديك بشه خط قاطع تبديل به خط مماس در نقطهAبه

          .  است هم قابل تعيين 

                            AB A b a

f (b) f (a)if B A m m lim tan
b a�

�
� � � � � �

�
 

 

fاگر  (x)  يك تابع باشد شيب خط مماس بر تابعf  در نقطهA( a , f(a)  به صورت زير تعريف مي شود . (

               
x a

f (x) f (a)f (a) lim
x a�

�� � �
�

 

 به شرط اينكه اين حد موجود باشد . 

                                                       اين حد را به اين شكل هم مي توان نوشت :                                        
h

f (a h) f (a)f (a) lim
h�

� �� � �m 

fشيب خط مماس بر تابع )  1  (x) x�  در نقطهx �  را تعيين كنيد . 1

 چشم  :پاسخ    �

                     
x x

x xf ( ) lim lim
x� �

� �� � �
�1 1

1 11 1 ( x )� 1 ( x )
�

�

1
21

 

 A    شيب خط مماس بر منحني در نقطه ي

 

  

 
  

 A    شيب خط مماس بر منحني در نقطه ي

 Aشيب خط مماس بر منحني در نقطه ي    

 

 

 

 

  

 خط قاطع 

 خط مماس 
 شيب خط قاطع 
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 مولف و مدرس: مهندس روحاني  4 رياضي 

  مماس بازي 

 در همسايگي  نقطه اي صعودي باشد ، خط مماس  fنمودار تابع  اگر

 بر نمودار تابع در آن نقطه نيز صعودي خواهد بود در نتيجه شيب 

 و برعكس  خط مماس يعني مشتق هم مثبت مي باشد .

 

 اس در همسايگي  نقطه اي نزولي  باشد ، خط مم fنمودار تابع اگر 

 بر نمودار تابع در آن نقطه نيز نزولي خواهد  بود در نتيجه شيب 

 . خط مماس يعني مشتق در آن نقطه هم منفي مي شود 

 

 شچون خط مماساز طرفي هر جا تابع  ماكزيمم يا  مينيمم  كلاسيك بشه مشتق تابع صفره  

 و شيبش صفره افقيه    

 

  . باشد از چپ به راست مقدار مشتق  افزايشي  استهر جا تقعر يا گودي تابع رو به بالا 

 

 

 هر جا تقعر يا گودي تابع رو به  پايين  باشد از چپ به راست مقدار مشتق كاهشي است . 

 

 در اين شكل از چپ به راست ابتدا گودي تابع رو به بالاست  يعني در اين بازه مشتق روندي صعودي يا

 كاهشي يا نزولي مي شود افزايشي دارد از نقطه ستاره دار به بعد كه گودي تابع رو به پايين مي شود مشتق تابع  

		در بازه    fآمده است نمودار تابع  fدر جدول مقابل بعضي از مقادير تابع  )  2 
,2  كدام مي تواند باشد  ؟  6
 

      1  (         2    ( 
 
 

      3  (        4  ( 

 : پاسخ    �

�درست است . از طرفي :   4يا   1دارد . يعني گزينه هاي  مطابق جدول تابع روندي صعودي    � � �� � �
� � � �

2 12 26 2 3 26 32 3
3 2 4 3 5 4 6 5  � � �12 26 2 3 26 32 3� � � �� � �3 2 3 5 و اين  5

 ن است .درست است  چون گودي اين تابع رو به پايي  4يعني  شيب هاي خط مماس بر منحني از چپ به راست كمتر مي شود بنايراين گزينه 

 

6 5 4 3 2 x 
3230262012f (x)
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 5  3ديدار با سوالات امتحان نهايي رياضي 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

�xبع در این نقطه زاویه دارد و مش� �بع وجود ندارد  ، ولی شیب دو نیم مماس  در  a�  
 قابل تع#ن است .

�xبع در  a�  مش� ناپذیر و مماس کامل ندارد  به این  نقطه گوشه گفته می شود             

                                   f (a) f (a)� �� �� 

�xبع صعودی و مش� �بع ، و شیب خط مماس در  a�  . مثب4د 

�بع مش� پذیر و مماس پذیر است .  معادله خط مماس بر �بع در نقطه 
x a�          y f(a) f (a)(x a) y mx n�� � � � � � 

�xبع نزولی  و مش� �بع ، و شیب خط مماس در  a�  . منفی اند 

�بع مش� پذیر و مماس پذیر است . َ معادله خط مماس بر �بع در نقطه 
x a�          y f(a) f (a)(x a) y mx n�� � � � � � 

      

xماک:مم  یا مینیمم دارد و مش� �بع  و شیب خط مماس در�بع  a�  . صفر اند 

�xبع مش� پذیر و مماس پذیر است .  معادله خط مماس بر �بع در نقطه  a�

 f (a)y f(a) f (a)(x a) y f(a)� ��� � � 



� �
� 

      
�xبع صعودی یا  نزولی است و مش� �بع  و شیب خط مماس در a�  .بی نهای4د 

�xبع مش� نا پذیر و مماس پذیر است .  معادله خط مماس بر �بع در نقطه  a� 

    f (a)y f(a) f (a)(x a) x a� ���� � � 



� � 
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 مولف و مدرس: مهندس روحاني  6 رياضي 

) اگر  3  
x

f (x)lim
x��

�
� �

�1
4  باشد  شيب خط مماس در نقطه ...................... برابر .........................  است  31

 پاسخ:    ��   

                 
x a x

f (x) f (a) f (x (A( , ) , f ))f (a) lim lim a , f( )
x a x� ��

� �� � � � � � � �
�

�� � � �� � �
� 1

1 4 1 34 3 1 1 41 

Bشيب خطي كه نقاط )  4 , A  و   1با طول هايx � fروي تابع مشتق پذير   1 (x)   : را به هم وصل مي كند برابر است با
sin(x )

x

��

�
2

3 2   

xشيب خط مماس بر اين تابع  در    �  را تعيين كنيد . 1

               پاسخ:  �   
sin(x )f (x ) f ( ) f (x ) f ( ) cosx

(x ) x x x

��� � � � �� � � �
� � � �
1 1 1 1 2
1 1 3 2 3  ABشيب خط  2

     
x x x

f (x ) f ( ) f (x ) f ( ) cosxlim lim lim(x ) x x� � �

� � � � � � �� � � � �
� � � �
1 1 1 1 1 1
1 1 3 2 2 2m lim lim(x ) x xx x

lim lim 2) x x) xx xx �
�1 1

22�
 شيب خط مماس 

xدر نقطه اي به طول  fزير خط مماس بر نمودار  ) در نمودار 5   � fرسم شده است . اگر  3 ( ) , f( )� � �3 6 3    را  Bمختصات نقطه   7

 كنيد . مشخص        

 را به دست مي آوريم .  Aبر منحني در نقطه  خط مماس معادلهاول   پاسخ: �      

               By (x ) y x y ( )� � � � � � � � � �7 6 3 6 11 6 4 11 13 

 

 )    1401مماس  باشد .  ( دي    fبر نمودار تابع  Aدر نقطه  dبه صورت زير رسم شده است . اگر خط  f) نمودار تابع  6

الف ) حاصل      
x

f (x) f ( )lim
x�

�
�2

2
 را بيابيد  .  2

Bب ) شيب خط هاي مماس در نقاط      , A  . را مقايسه كنيد 

  پاسخ:     �   

  الف  )                     
x

f (x) f ( )lim f ( ) tan
x�

� �� � � � �
�2

2 42 22 2 

Aب )                                                            Bm m� 

)fدر شكل مقابل  داريم   f)  براي تابع  7 ) , f ( ) /�� �4 24 4 1 Cبا توجه به شكل مختصات نقاط  5 , B  1400را بيابيد ( خرداد   ( 

 پاسخ:   �   

xمعادله خط مماس بر منحني در نقطه            a�           :y f(a) f (a)(x a)�� � � 
xمعادله خط مماس بر منحني در نقطه          � 4                   :y / (x )� � �24 1 5 4 

           
B

C

y / ( ) /

y / ( ) /

� � � �

� � � �

1 5 3 4 24 22 5

1 5 5 4 24 25 5
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 به سبك روحاني 3رياضي               آكادمي رياضي مهندس روحاني                                                                            

 7  3ديدار با سوالات امتحان نهايي رياضي 

��) نمودار تابع  8 �f x  به صورت مقابل است . اگرm  ؟   درست نيستشيب خط مماس در هر نقطه باشد كدام گزينه 

 
 

       1      (      Am �  
       2   (    D Bm m��   
       3  (    C Am m��  
       4 (    Bm ��  
 
Aمنفي است  پس :     Aمثبت ولي درنقطه   C:  چون مشتق  در نقطه   3گزينه    پاسخ:  ��   Cm m� 
 

f است در چند نقطه مشخص شده  روي نمودار تابع  رابطه   f) شكل مقابل مربوط به نمودار تابع  9
f

�
�

 برقرار است ؟  

   1  (1          2  (2 

  3  (3      4  (4  

 
  پاسخ:    �

     f
f

�
�

 اين يعني نقاطي كه مقدار تابع و مشتق تابع هم علامت باشند . يعني هر هم زمان مثبت و يا هم زمان منفي باشند .  

 مقدار و مشتق تابع هر دو مثبتند   Bدر نقطه                        هولي مشتق تابع مثبت همقدار تابع منفي  Aدر نقطه  

 مقدار تابع منفي و مشتق تابع صفره   Dدر        و مشتق منفيه      همقدار تابع مثبت  Cدر نقطه  

 مقدار تابع صفر و مشتق تابع مثبته   Fدر  نقطه                              مقدار تابع منفي ولي مشتقش مثبته   Eدر نقطه  

 د  .ندر شرايط مسئله صدق مي كن  B,Gنقاط  پس   هم مقدار تابع منفيه و هم چون نزولي مشتق منفيه  Gدر نقطه   

 

 )    1401كداميك از گزينه ها درست است   ( خرداد    fبا توجه به نمودار تابع )  10

cالف )       b am m m� bب )    � a cm m m� � 

aپ )       b cm m m� aت  )    � c bm m m� � 

 گزينه  پ  درست  است پاسخ:      �
 
 
f) اگر نمودار تابع  11 (x)  شكل رو به رو باشد در كدام بازهf (x)�  است  ؟  �

 پاسخ:      �     
 تابع هر جا كه روندي نزولي دارد مشتق آن منفي است     

�پس بازه       
,��  . جواب مسئله خواهد بود 2

 

 

 

 

 
 

 

اش ف
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  آكادمي رياضي  مهندس روحانيبه سبك روحاني                                           3رياضي    

 مولف و مدرس: مهندس روحاني  8 رياضي 

fدر شكل مقابل  حاصل )  12 ( ) g ( )�� ��1  را تعيين كنيد  . 1

 

 پاسخ:      �

 

xدر نقطه معادله خط مماس       �� )               :    fيعني تابع  g بر منحني 1 )y (x ) x f(x) x� �� � � � � � � �
�

2 12 1 3 3 3 11 ( )(x )) 

xاين خط در نقطه       � fهم عرض است و هم ، هم شيب است يعني :  gهم با  1 ( ) g( )
f ( ) g ( )

� � �
� �� �
1 2 1 2
1 3 fدر نتيجه   1 ( ) g ( )� �� � � �1 1 3 3 6 

 

 با توجه به شكل مقابل كدام گزينه صحيح است  ؟ ) 13

       1  (
x

f (x)lim x�

� �
�3

6 13           2   (
x

f (x)lim x�

� �
�3

1 43 � 4 

      3  (
x

f (x)lim x�

� �
�3

1 23 � 2          4  (
x

f (x)lim x�

� �
�3

3 23 

xمطابق شكل خط در :  پاسخ  �   �  بر منحني مماس است يعني  :  3

      
x x x

f (x) f ( ) f (x) ( ( ) ) f (x)f ( ) lim lim limx x x� � �

� � � �� � � � �
� � �3 3 3

3 2 3 4 13 23 3 3 2� 

 

xبه طول  A) در نقطه  14 � yروي منحني   1 x� �4   .قطع كرده است  Bها را در  xخطي بر منحني مماس شده است ، امتداد اين خط محور  5
 كدام است ؟  �BAباشد ، اندازه  Aتصوير نقطه  �Aاگر        

 
 
 

                        :  پاسخ �    
L

x

tan m
x

AAtan BABA BA

�

� � � �
�

� �� � � � � �� �

1

4 2
32 4 5

2 3 9
3 2

  

 

) اگر  15
h

hlim f( ) f (x h)�
�

� �
31m f( xدر نقطه   fو معادله خط قائم بر منحني  ( � kyبه  صورت   1 x� �2  .را بدست آوريد kباشد مقدار  4

                         :  پاسخ �

xشيب خط قائم بر منحني در نقطه                          � 1       :
h

h hlim mf( ) f (x h) f (x h) f ( ) f ( )�

� �� � � � � ��� � � �
1 3 31 1 1m f( )) 

                ky x y x kk k k
� � �� � � � � � � � �2 4 2 22 4 3 3 
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 اي روي منحني:خط مماس و قائم در نقطه يمعادله 

y منحنی نمایش �بعبر  a ای به طول در نقطه   L   اگر خطمی دانیم الان دیگه    f(x)� ،مماس باشد 
 آید: Cر به دست می یشیب خط مماس از رابطه

 
                        � �

x a

f (x) f (a)m tan lim f a
x a�

� �� � � �
�

 

 حالا  اگه معادله خط  مماس و قائم بر �بع رو خواست به شکل Cر عمل  کن   

 
       

yبا استفاده از تعريف مشتق، مشتق تابع  )16 x� �2 ي خط مماس بر منحني اين تابع را محاسبه نمايد. سپس به كمك آن معادله 1اي به طول را در نقطه 1
 )نهايي  واقع بر منحني تابع بنويسيد.                                    ( 1اي به طولدر نقطه

 پاسخ:�

                                                                                      
x x x x

f (x) f( ) x ( ) (x )(x )f ( ) lim lim lim lim(x )
x x x

A L : y (x )
( )

� � � �

� � � � � �� � � � � � �
� � �

� � � �
� �

2

1 1 1 1

2

1 1 1 1 1 11 1 21 1 1
1 2 11 1 (x )(x(x

 

xyي خط مماس بر نمودار تابع ) معادله 17
x

�
� �ي را در نقطه 2 �A ,3  )نهايي  ( به دست آوريد.  3

پاسخ:                                                                                                �
� � � � � �y m y y x
x
�� �� � � � � � � � � �
�

32
2 2 3 2 3
2

 

f)  با استفاده از تعريف، مشتق تابع  18 (x) x� �حساب كنيد. سپس معادله خط قائم بر نمودار تابع را در نقطه aرا در نقطه 3 �A ,1  به دست آوريد.  1

 

 پاسخ: �
� �� �

� �

x a x a x a

x a x ax af (x) f (a) x af '(a) lim lim lim a
x a x a x a

f (x) x f '(x) x f '( ) m m' L : y (x )

� � �

� � �� �
� � � �

� � �
� �

� � � � � � � � � � � � �

2 23 3
2

23 2

3
1 13 1 3 1 3 1 13 3

 

      خواهيم مماس يا قائم در آن رابنويسيم معلوم كنيد.اي كه مي) اول مختصات نقطه1

و   را تعيين كنيد اين همان شيب خط مماس است.    مشتق بگيريد و   ) از تابع2

 )خوانتعريف مي (بعضي وقتا اين مشتق رو از راهشيب خط قائم است.    

 شوند:ي خط قائم به شكل زير نوشته ميي خط مماس و معادله) معادله3

 

 

  خط قائم   خط مماس 

 خط قائم

   Aيخط مماس در نقطهشيب 

  مشتق همون شيب خط مماسه  
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 مولف و مدرس: مهندس روحاني  10 رياضي 

fي خط مماس بر تابع) معادله 19 (x) x� �3 xيدر نقطه1 ��  را بنويسيد.1
 پاسخ:��

x x x

f (x) f( ) xf (x) x f ( ) lim lim lim
x x (x ) �� � �

� � ��� � � � � � � � ��
� � �

3
3

21 1 1 3
1 1 1 11 1 1 1 1

limli � � ��  

xبنابراين خط مماس بر تابع در � :L  ي آن همان طول نقطه است.هاست و معادلهyخطي موازي محور1 x � 1 
 

yمنحني تابع )  20 x x� � �2  . بنو يسيد  Aقطع مي كند . معادله خط قائم بر منحني تابع را در نقطه   Aمحور عر ض ها را در نقطه   1
 :پاسخ�    

                                                                                
� � � �

� � � �

x
A f x x f m m

y m
L : y x y x

� �� � �� � � � � � � � � �
� �

� � � � � � � � �

12 1 1 11
1 1 1

��� 1� m�

�����
                   

 
y)  نقاطي  از نمودار تابع  21  x x� � �3 2  را تعيين كنيد كه خط مماس بر منحني دراين نقاط موازي نيمساز ربع اول و سوم با شد     1

  :پاسخ�      
 راين داريم : ا ست . بناب   1شود زيرا شيب نيمساز ربع اول و سوم  1يعني نقاطي را بايد بيا بيم كه مشتق تابع در اين نقاط                     

                                                                                                y x x y x x x�� � � � � � � � � � � �3 2 22 1 3 2 1 1 1  
 

�نقاطي از منحني تابع )   22 �f x x x� �3 yرا تعيين كنيد كه خط مماس بر منحني در آن نقاط موازي خط  3 x� � �3 1  .باشد  
 پاسخ:�   

                                              � �y x m f x x x x�� � � � � � � � � � � � �2 23 1 3 3 3 3 3 6 2 

xf) معادله خط مماس بر تابع با ضابطه  23  (x) x
��
�

4 6
 در نقطه تلاقي منحني  با نيمساز ناحيه اول  را تعيين كنيد .  1

 پاسخ:�    

            xxf(x) x x x x x xx x
� ���� � � � � � � � � � � �� ��

2 2 14 6 4 6 5 61 6
x
x

�
� �

��
���
���
��
�

 

                                                          

(x ) ( x )xf (x) f (x) f ( )x (x ) (x )

y (x )

� � �� � � �� �� � � � � � �
� � �

�� � �

2 2
4 1 1 4 64 6 1 1 261 25 51 1

26 65

f ( ) � �1 2f ( ) � ���

 

 

xf(x)عرض از مبدا خط مماس بر منحني تابع  ) 24  x
�� 2 xدر نقطه به طول    3 �  را تعيين كنيد .  2

          :پاسخ� 

    

� �

x

x ( ) x( )x xf (x) f , f (x) f ( )x x

f ( ) y (x ) y�

� � �
�� �� �� � � � � � �

� � � � � 


� �

2

2 1 2 32 2 32 3 1 12 2 32 22 2 4

1 1 12 22 2 4 

�
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x) اگر خط  25  y�� �2 xدر نقطه اي به طول   4 �� yبر منحني تابع    1 f(x)��  مماس باشد حاصلf ( )
f ( )�

1
 كدام است  ؟  1

    1  (1  2  (��1 3  (2  4  (��2 

 خط مماس بر منحني در نقطه تماس با منحني هم عرض و هم شيب است  .  پاسخ:��  

                       f ( )x y y x m f ( ) , f ( ) ( )
f ( )

��� � � � � � � � � � � � � � � � � �
�

1 22 4 2 4 2 1 1 2 1 4 2 11 2 
 

yدر شكل مقابل ،خط رسم شده بر نمودار )  26 ax x� �  كدام است ؟   aمماس است .مقدار  2

        1(�
15
4                          2(�

7
2                         3(�

13
4                             4(�3  

 :پاسخ�   
 
 

                    
� �(

L : y (x ) y x

a
a

x ay x x ay x )x
a

a � � � ��



� � � � � � � � � ��

�

�

�
� � � � �

�

� � �� � � � � �2 22 4 1 31 1 54

4 4 44
6 1 4��

��

x ))

� �







�

�

�

�4 (xx
� 4 x(x
� 4 (x

a�
 

3معادله خط مماس بر منحني تابع با ضابطه )  27 22 3 5f(x) x x x� � � 1xدر نقطه اي به طول  � �  . را بنويسيد  �

                                                                 :پاسخ�
f (x) x x x f (x) x x

f ( ) f ( )

y f ( ) f ( )(x ) y (x ) y x

�� � � � � � � �

�� � � � �

�� � � � � � � � � � � �

3 2 22 3 5 3 4 3
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 9(x ) y x 9(x ) y x �

                    

yنمودار تابع  ) 28 f(x)�  شكل مقابل است  ، حاصلf ( ) f ( ) f ( )�� � �� � �2 1  كدام است  ؟   ( 

 پاسخ:�          

xتابع شامل دو نيم خط  است كه در مبداء بر هم عمودند و داريم  :                     m

x m

� � � ��
�
� �� � � ��

1
3

3
m� �

m������ �
 

                     

x x x

y f (x) f ( ) f ( ) f ( ) ( ) ( )
x x x

�

� �� �� �
� � �� � � �� � � � � � � � � � � � �� �
� �� � � �
� �
� �

1 1
3 3 1 172 1 3 33 33 3

x�� ���
1�
3���

� ) () 1 () ((3 (
x� �

���
�

3�
��

 

 

 بر هم  مماس باشند آن گاه : )  اگر يك خط و يك منحني و يا ( دو  منحني  ) در   1
 

               

ك ط) ك اگ

 

 هم عرضي  دو تابع 

 هم شيبي  دو تابع 
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 مولف و مدرس: مهندس روحاني  12 رياضي 

fفرض کنید �بع : مشتق تابع در يك نقطه (x) یدر یک همسایگی نقطهaف شده باشد. اگر حدQتع
x a

f (x) f (a)lim
x a�

�
�

موجود باشد، یعنی عدد شود  

fگوTم �بع میاً اصطلاح (x)  درx a��  مش� پذیر است و مقدار آن را با نماد�� �f a� دهیم.نمایش می 

�� �
x a

f (x) f (a)f a lim
x a�

�� �
�

 

 ارز است به صورت Cر است:تعQف دیگری که با تعQف فوق همم

� �
h

f (a h) f (a)f a lim
h�

� �� � m  

fتذکر: اگر این حد عدد یکWX نشود و یا وجود نداشته باشد، �بع  (x) یدر نقطه x a� .مش� ناپذیر است 
 

 .شودمی اسZاده Cر هایبرای محاسبه مش� �بع در یک نقطه از یکی از روش

� �
x a

f (x) f (a))f a lim
x a�

�� �
�

1  � �
h

f (a h) f (a))f a lim
h�

� �� �2 m  

 
 :کنیمدر روش اول به شکل Cر عمل می �

f. محاسبه ۱ (a)    ۲ تع#ن .f (x) f(a)�    ۳ تشکیل و ساده کردن .f (x) f(a)
x a
�
�

. محاسبه حد ۴     
x a

f (x) f(a)lim
x a�

�
�

 آن ابهام رفع هایاست و روشکه دارای ابهام  
 .دیدیم حد در را
 
 :کنیمدر روش دوم به شکل Cر عمل می �

f. محاسبه ۱ (a)    ۲ تع#ن .f (a h)�    ۳ محاسبه .f(a h) f(a)�    . محاسبه حد ۴    �
h

f (a h) f (a)lim
h�

� �
0

 است. که دارای ابهام       
 
 
f(x)پذيري تابع با استفاده از تعريف مشتق، مشتق)  92 x | x |� � xرا در نقطه 2 �  )( نهايي  مورد بررسي قرار دهيد.  2
 پاسخ:�

� � x

x x

x

x(x )lim f '( )
f (x) f ( ) x | x | xf lim lim

x x x(x )lim f '( )
x

�

�

�

�

� � �

�

�� � ��� � � � �� � � � �� � � �� � � �
� ��

2
2 2

2

2 2 22 2 22 2 2 2 2 22

x
lim

���
�

������ �
��
���

2  

 تابع در اين نقطه مشتق پذير نيست. زيرا مشتق چپ و راست آن با هم برابر نيست.
 

fبا استفاده از تعريف مشتق، مشتق تابع)  30 (x) x� �2 xينقطهرا در 1 a� .نهايي  ( محاسبه كنيد( 
 پاسخ:�

h h h

h h

f (a h) f(a) (a h) a a ah h af (a) lim lim lim
h h h

ah hlim lim a h a
h

� � �

� �

� � � � � � � � � � �� � � �

�
� � � �

2 2 2 2 2

2

1 1 2 1 1

2 2 2

m lim lim
h h hh hh

h
m lim a

h �
2 2a h
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با توجه به شكل  نشان  دهيد  حاصل حد   )  31
x

f (x)g(x) g(x)lim
x�

�
�2

3
fچند برابر     2 ( )��  )   1402( خرداد  است .    2

 پاسخ:��
 

 

 

x x x

g( ) , f ( )
f (x)g(x) g(x) f (x) f (x) f ( )lim lim g(x) lim g(x) f ( )g( ) f ( )

x x x� � �

� �
� � � � �� � � � � � �

� � �2 2 2

2 5 2 3
3 3 2 2 2 5 22 2 2

 

fبا استفاده از تعريف، مشتق تابع )  32 (x)
x

�
xرا در نقطه  1 �  بررسي كنيد. 1

 پاسخ:�

x x x x x

x
f (x) f( ) xx xf '( ) lim lim lim lim lim

x x x x(x ) x� � � � �

�
�� � �

� � � � � � �
� � � �1 1 1 1 1

1 111 1 11 11 1 1 1  

fمشتق پذيري تابع )  33 (x) x� �2 xرا در نقاط  1 �  بررسي كنيد. 1
 پاسخ:�

                                                                                                                                        � �
� � � � � �

� � � � � �

x

x

x

x x
lim fx xf lim

x x x
lim f

x

�

�

�
�

�

�
�

� � �
�� ��� � � �� � � �� � � �� �� � �� ��

2
1

1

1

1 1 2 11 11 1 1 1 2 11

�
x
lim �

��

�
�
��
������ �
��
���

1 

fمشتق تابع   ) 43 (x) x x� �3 xي را در نقطه 3 �  با استفاده از تعريف مشتق بيابيد. 1
 پاسخ:�

� �
� �� �

� �x x x x

x x xf (x) f ( ) x xf lim lim lim limx x
x x x� � � �

� � �� � �� � � � � � � �
� � �

23
2

1 1 1 1

1 41 3 41 4 61 1 راه اول)                         1

� � � � � � � � � � � �

� � � �

h h h

h h h

h h h hf h f ( ) h h
f lim lim lim

h h h
h h hh h hlim lim lim h h

h h

� � �

� � �

� � � � � �� � � � � �
� � � �

� �� �
� � � � � �

2 33

23 2
2

1 3 3 3 3 41 1 1 3 1 41

3 63 6 3 6 6

m lim lim
h h hh hh

� �
h h

m lim lim h�h hhh �
�� 3 6 6�h �

راه دوم)                 

 

fمشتق تابع  با استفاده از تعريف مشتق،  ) 53 (x) x�   )( نهايي  را به دست آوريد.  �4
 
 پاسخ:�
 

� �
� � � � � �

� �
� �
� �� � � �� �

h h

h h

x h x x h x x h x
f x lim lim

h h x h x

x h x hlim lim
xh x h x h x h x

� �

� �

� � � � � � � � � � � �
� � � � �

� � � �

� � � � � �
� � �

�� � � � � � � �

4 4 4 4 4 4
4 4

4 4 1
2 44 4 4 4

m lim
h hh

� �� � � ��h� �� �
m lim

� � h�h h� ��h� �� � ��� x h�x h x h� � � ��h� � �
 

 ناپذير است.تابع در اين نقطه مشتق

 گويا كردن
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 )  1400مشتق پذير نيست   ( خرداد  Aدر نقطه   fنشان دهيد كه تابع  Aدر نقطه   f) با محاسبه مشتق راست و مشتق چپ تابع  63

 پاسخ:    ��

                     مي دانيم :                 
x a

f (x) f (a)f (a) lim
x a�

�� �
�

 

                  
x x

(x )xf ( ) lim , f ( ) lim
x x� �� �

� �

� � ��� �� � � �
� �1 1

1 1 11 11 11 1,,
x (x )� 1 � �1 

 
f) با توجه به نمودار تابع   37 (x)   1400به سوالات زير پاسخ دهيد .   ( خرداد  ( 
 الف  ) طول نقطه اي كه مشتق در آن صفر است را بنويسيد .    

 ب  ) طول نقطه گوشه تابع را بنويسيد .      
 پ ) طول نقطه اي كه در آن مقدار تابع و شيب  خط هر دو منفي است  .       

 
 پاسخ: �     

xالف  )                          b�                         ( بx d�                                        (  پx c� 
 

 فره ص(                                     )  مشتق تابع در اونجا  هرجاماكسيمم يا مينيمم  كلاسيك داشتيم                
                
 ا زاويه دار داريم  . يدر هر  نقطه كه تابع بشكنه و مشتق چپ وراست دو مقدار عددي متفاوت و يا يكي عددي و ديگري بينهايتي بشه نقطه گوشه                

 
 هاي زير را تعيين كنيد.درستي يا نادرستي عبارت)  38

f كه تابعالف) شرط لازم و كافي براي آن (x) درx a� نادرست    پذير باشد، آن است كه در اين نقطه پيوسته باشد.مشتق 

 پيوستگي فقط شرط لازم مشتق پذيري است            

  درست        اي مشتق پذير نيست.هر تابع مشتق پذير، پيوسته است ولي هر تابع پيوستهب )         
 

 درست شيب خط مماس بر منحني در نقطه تماس برابر با مشتق تابع در نقطه تماس است .    پ)   

 

xاگر خط  ت)         a�   مماس بر منحني تابعf (x)  در نقطه(a , f (a) fباشد آن گاه    ( (a)�    . نادرست موجود است 

 وقتي خط مماس بر منحني قائم است يعني مشتق تابع در اين نقطه بي نهايت است                   

 

   است . تربيش Bي از شيب خط مماس در نقطه Aي رو، شيب خط مماس در نقطه) در شكل روبهث       
 چون وقتي گودي تابع به سمت پايين باشد از چپ به راست مشتق كاهش مي يابد نادرست                 
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  پذيري شرط لازم مشتق 

 

yمشتق راست: در تابع f(x)اگر��
h

f (a h) f(a)lim
h��

� �m
�

fموجود باشد (عدد شود) اين حد را مشتق راست تابع (x)درx a�� ناميده و با نمادf (a)���

xدر  fيادت باشه اين حد وقتي قابل محاسبه است كه تابع  دهند.نشان مي a��   . پيوستگي راست داشته باشد 
 

yمشتق چپ: در تابع f(x)اگر��
h

f (a h) f(a)lim
h��

� �m
�

fموجود باشد (عدد شود) اين حد را مشتق چپ تابع (x)درx a�� ناميده و با نمادf (a)��� نشان
xدر  fبازم يادت باشه اين حد وقتي قابل محاسبه است كه تابع  دهند.مي a��   . پيوستگي چپ داشته باشد 

 
 
 

 اي مشتق پذير نيست.هر تابع مشتق پذير، پيوسته است ولي هر تابع پيوسته
 عملاً پيوستگي شرط لازم مشتق پذيري است ولي كافي نيست.

 اند ولي مشتق پذير نيستند.يعني توابعي وجود دارند كه پيوسته
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
  

 
 
 
xدر fثابت كنيد اگر تابع )  93 a�� گاه تابع پذير باشد. آنمشتقf درx a�� .پيوسته است 

كافي است نشان دهيم پاسخ:��  
x a
lim f(x) f (a)
�

� 

                                            
x a x a x a x a

x a x a

f (a) f (a) f (x) f (a)lim f(x) f (a) lim(x a)( ) lim(x a) lim f (a)x a x a

lim(f (x) f (a)) lim f(x) f (a)

� � � �

� �

� � �� � � � � � � � �
� �

� � � � �

f (a)�� �

 

 
 

 

فقط پيوستگي راست داشته باشد در آن نقطه مشتق چپ ندارد و مشتق راست نيز بايد بررسي شود و  اگر تابعي در 
 چنين اگر تابعي فقط پيوستگي چپ داشته باشد در آن نقطه مشتق راست ندارد و مشتق چپ آن بايد بررسي شود.هم

 

 يك نقطه به روش زير عمل كنيد:براي حل مسائل مربوط به مشتق پذيري در 
ها برقرار نبود مشتق آن نيز وجود ندارد. اگر يكي از پيوستگيرا بررسي كنيد. يعني بايد ) پيوستگي تابع در 1

 اي و براكتي)خصوص در توابع قدرمطلقي، چند ضابطه(عدم وجود مشتق را بيان كنيد. به

 عدد شود كنيم. اگرداشته باشيم:) مشتق چپ و راست را ازراه تعريف بررسي مي 2  
 مشتق پذير است.گوييم تابع در مي
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 گوييم مشتق وجود ندارد:در حالات زير مي
 

xبع در )تا 1  a�� مانند: پيوسته نباشد		 
f (x) xيكه در نقطه�x پيوستگي چپ ندارد، بنابراين مشتق چپ نخواهد داشت. در نتيجه �
 باشد.    پذيرنميمشتق

                                                                                                      	 

x

x
f ( ) lim

x���
�

�
� � � �

x
 �

	 

x

x
) lim

�

�
�m

x���
� � 

  
 
 
f، مانند: مشتق چپ و راست با هم برابر نباشند) 2 (x) xيدر نقطه�x  پذير نيست.. تابع در اين نقطه پيوسته است ولي مشتق�
 

� �

� �

x x

x

x x

x xlim lim fx x xf ( ) lim
x x xlim lim f

x x

� �

� �

�
� �

�

�
� �

� �
�� � ��� � �� � � �� � �� �� � � �� ��

1

1

f
x x �f�1

x �

x
1m

x�

xlim x �
x
lim
����

�����
�
��
���

m
����

limlim
xx ����

lim

x

x
) lim

�
m

x
lim

� �
�
��
�
�
��
�

� �
xlim x� �limlim

xx �
lim

 

 

 

f. مانند: نهايت شودمشتق چپ يا راست بي) 3 (x) x� �3 xي در نقطه1 �� 1 . 
 

x x

xf ( ) lim lim
x (x ) �� �

�� � � � � ��
� �

3

21 1 3
1 1 11 1 1 � � ��  

 
 

x. مانند: مشتق تابع قابل تعيين نباشد) 4 cos xf (x) x
x

� ��� �
� ��

1

x �
xي در نقطه �   

x x

xcos
xf ( ) lim limcos cos

x x� �

�
� � � � �

�

1
1cos cos
x

�
x

li
x

) lim
���
m limlim

x
  قابل تعيين نيست       

 

��در توابع دو يا چند ضابطه اي  :   : يادمان باشد �
f (x) x a

y
g x x a

���� � ���
��محور اصلي سوالات براي نقاط مرزي دامنه تابع ا ست   �x a� در

 اين نقاط اول پيوستگي تابع را چك مي كنيم ، سپس با توجه به نوع پيوستگي مشتق مي گيريم .

 

x) مشتق پذيري تابع :    40 xf (x)
x x

�� � ��� �
� ���

22 3 1
3 4 xرا در نقطه   1 ��  )     1402بررسي كنيد .  (  حسابان  خرداد   1

 پاسخ:�       
xتابع در                                                                         �� پيوسته است  .                                           1

x x
lim x lim x f( )

�� �� �
� � � � � � �2

1 1
2 3 1 3 4 1 1  

xf                                            تابع در اين نقطه مشتق ناپذير است .                                                                      ( ) x f ( )� ��
� �� � � �11 4 4 1 3 

 مطلق
                       حدي

���������	
��
�	�
��	��
www.riazisara.ir



 
 
 
 
 

 به سبك روحاني 3رياضي               آكادمي رياضي مهندس روحاني                                                                            

 17  3ديدار با سوالات امتحان نهايي رياضي 

) اگر  41
ax x

f (x)
x x x

�� ��
� �

� � ��
2

1
3 xدر   1 �  )   1401را محاسبه كنيد  .  ( خرداد   aمشتق پذير باشد ، مقدار   

 پاسخ:�

                          
x x

x

f ( ) limx x lima( )

f ( ) ( x ) f ( ) (a) a

� �

�� � �

� � � � � �

� �� � � � � �

2 3 1 1 1

2 3 3

x�x
) limx x lima( )

���

2 1x lima( )x �
x

mx x lima( )
�

1x lima( )x �

( ) ( )x) ( x ) f ( ) (a) ax ��x ) f ( ) (a) ax x �(f (
 

 
 

xرا در نقطه  ) مشتق پذيري تابع مقابل 42 ��  )  1400( دي ماه       بررسي كنيد  .   �1

                                                                                         x xf (x)
x x

�� � � ��� �
� � ���

2 3 1
2 6 1

 

 پاسخ:��     

                                
x x

x x

x x

x (x )(x )f ( ) lim lim
x ( ) x

lim x lim x f ( )
x (x )f ( ) lim lim
x ( ) (x )

� �

� �

� �

�
�� ��

�� ��

�
�� ��

� � � � �� � � � � ��
� � ��

�� � � � � � �
� � � �� � � � � �

� � ���

2

1 1
2

1 1

1 1

3 4 1 11 21 1
3 4 2 6 1

2 6 4 2 11 21 1

 

 
xتابع در        �  مشتق ناپذير است .  �1

 

x) تابع  43  x xf (x)
x x

� � ��� �
� ���

2 1
1 xرا در نظر  بگيريد . مشتق پذيري تابع را در نقطه   1 �  )   1402بررسي كنيد . ( حسابان دي ماه   1

 پاسخ: �     

xتابع در                        �                                              پيوسته است  :                                                                                          1
x
limf(x) f ( )
�

� �
1

1 2  

xچون مشتق چپ و راست با هم برابر نيستند تابع در           �            . مشتق ناپذير  است   1
x

x x

xf ( ) lim
x

(x )x xf ( ) lim lim
x

�

� �

�
�

�
� �

� �� � �
�

�� �� � �
�

1

2

1 1

1 21 11

121 1
(x )

x
�

�

2
1 � 3

   

ax)  اگر تابع    44 x
f (x)

x x x
� ���� �
� � ���

2
1
3 xدر  1  )    1401را محاسبه كنيد . ( خرداد   aمشتق پذيري باشد مقدار  �

 پاسخ:�     

xتابع در        پيوسته است  :                                                                                                 �
x x
lim ax lim x x f( )

� �� �
� � � � � �21 3 1 1

x
m ax lim x x

� ����
lim x xlim x ( ) 1) �  

 

xبايد مشتق چپ و راست در       xf               برابر باشند.                         � ( ) ( x ) f ( ) a a� � �� �� � � � � � �2 3 3 3( )x( ) ( x ) f ( ) a ax ��x ) f ( ) a ax x  
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��تابع ) 45 �f x x� xدر نقطه ي  �1 �� ��مشتق ندارد. مقدار  � � � �f f� �� �� �  كدام ا ست ؟ ( سراسري خارج كشور )   �

 پاسخ:�
xنقطه مشتق ناپذيري تابع                   �                          ريشه داخل قدر مطلق ا ست پس داريم :        

 

                              
x x

x
x x xlimf(x) lim f( ) f (x) x f (x)
x x x

x
� �

� ��� � � �� ��� � � � � � � � � �� � �� �� �� �
� ��

1
1 2 11 1 1 11

2 1
x

mf(x) lim
�

( )f ( )f ( )f 

 

                          � � � � � � � �f , f f f
x x�� � � �

� �� � � �� � � � � � �
� �

1 1 1 1 12 22 1 2 1� � � � �, f f f� � � � ����ff ��� � �
1 1 1 1� �f � � � ��� 12 2� �,, � �

x2 1 x� 2 � � 
 
 

��هاي چپ و راست تابع با استفاده از تعريف مشتق، مشتق)  46 �f x x� � xرا در  2 ��  )در صورت وجود بيابيد.   ( نهايي  2
 
xتابع در پاسخ: �� �  پذير نيست.مشتق 2

              

                                                                    � �
� �

� � � �

x

x x

x

xlim fx xlim x f ( ) f lim
xx

lim f
x

�

�

�
�

� �

�
�

� �� �
� � ��� � � � � �

� ��
�� � �

�

2
2 2

2

2 1 22 22 2 2 22 1 22

x
lim

x��
�

2
( )f ( )f ( ) 

 
 

x)  تابع با ضابطه  47 x
f (x)

ax bx x

� � ��� �
� ���

2
4 1 2

2
 ) 1401(كنكور مجدد كدام است ؟   bروي مجموعه اعداد حقيقي مشتق پذير است . مقدار  

    1 ( 7
3   2  (7

6   3  (�5
6   4  (�5

12 
 پاسخ:�

               
� �

x x

x
x

f ( ) lim x lim a b a b

b

f f ( ) ax b a b
x

� �� �

� �
�

�
� � � � � � � � �
�� � ��
�
� � �� � � � � � � �
� ��

2 2

2
2

2 4 1 3 4 2 4 2 3
7
3

4 4 22 2 2 46 32 4 1

 

 

�اگر )  48 � � �sin x x
f x

x x

� � ��� �
� � ��

2

2
1 1

1 1
�باشد، آنگاه حاصل   � � �

h

f h f
lim

h�

� �1 1
m كدام است؟ 

 1 (3 2 (2 3 (1- 4 (2- 
 

�                                                                        2گزينه  پاسخ:�   � � �
xxh

f h f
lim f ( ) ( x ) x

h � ���

� �
� �� � � � � � �2

11
1 1 1 1 2 2m 

  

 بررسي پيوستگي
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)  تا بع  49
�� � xx sin x

f (x) x

x x

� � ��
�

� ��
�

� ��
�

2

2

1 12
1 1

1 1
 تعريف شده كدام يك از گزاره هاي زير درست ا ست  ؟ 

      1  (f      درx �� xدر    f)   2                                               مشتق دارد.           1 ��  مشتق راست دارد ولي مشتق چپ ندارد . 1
     3  (f   در  x �� xدر    f)   4     مشتق چپ دارد و لي مشتق راست ندارد . 1 ��  مشتق چپ و را ست ندارد . 1
 
 

پاسخ:  �   
x
lim f(x) f ( )

��
� � �

1
1 1f ( ) 1)  تابع نه پيوستگي چپ دارد نه پيوستگي راست پس نه مشتق چپ دارد و نه مشتق راست  �

 

)  با فرض  50 
x x

f (x) x
bx a x

�� ��� ��
� � ��

1 1
1

1
fاگر حاصل   ( ) f ( )� �� �� �

31 1  كدام است؟ aباشد.  2

        1(�2    2(2    3(3    4(�3  

                                         :پاسخ�  

                                                                                                                                      
x

x

xlim ( ) ( x )
x

b a
lim (bx a) b a

�

�

�

�

�� � � �� ��� � � ��
� � � ��
��

1

1

1 1
1

  

                    x
b

f ( ) ( ) , f ( ) b f ( ) f ( ) b
ax� � � � �
���� � � �� � � � � � � � � � �
� ���

1
21 1 3 1 31 1 1 12 2 2 2 22  

 

در تابع با ضابطه ي )  51
x x

xf (x)
x ax b x

� � ��� �
� � � ��

2

1 1

1
f، مقدار   ( )� fموجود است.  1 ( )�1  كدام است؟ 2

 

1(�3 2   2(�2 2   3(�2 2 2   4(�3 2 2  
 پاسخ: �

       
x x

x x

lim f (x) lim f (x) f ( ) a b

a , b
f ( ) f ( ) x a a

x

� �� �

� �
� �

� � � � � � � ��
� � � � ��
� � �� � � � � � � ���

1 1

1 12

1 1
1

11 1 1 2 2 2

a b

, b �                       

                                                                     x xf (x) f ( ) ( )x
x x

�� � �� � � � � � � ��
� � ��

2
2

1 1 1 2 1 2 1 2 2 2
1 1

 

 شرط  پيوستگي
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g(x)فرض كنيد  )  52 x k
f(x) , g(x) ax bx c (a )

g (x) x k
���

� � � � �� � ��
2 به  kيك تابع مشتق پذير باشد ، حداكثر مقدار   fباشد . اگر    (

bشرط   c a��  )   1400(    كنكور  تجربي   ، كدام است  ؟   �

     1  (3
4   2  (1    3  (3    4  (4 

 3:  گزينه    پاسخ:�  

                      

g(x) x k ax b x k a b bf (x) f (x) ak b a k
g (x) x k a x k a a

b b bak bk c ak b a( ) b( ) c a( ) b
a a a

b b b ba b b c a b b a c a a a b a
a a a a
b ab b k b a k (
a

� � �� � ��� � � � � � � � � �� �� � �� �

� � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � �

�
� � � � � � � � � � � � �

2 2

2 2 2 2

2

2 22 2 12 2 2

2 1 1 2 12 2 2
2 2 24 2 4 4

41 4 14 2b k ) max(k)
a

� � � �1 2 3 3

 

 انتخاب كنيد. Bهاي ستون را از بين گزينه Aپاسخ هر عبارت ستون)  53

 
 
 
 
 
 
 
 پاسخ:��

           صحيح است.» و«ي ) گزينه1

                                                                                    f fx D , f (x) D ( , )
x �

�� � �� � � � �� � � � � �� ! �" #

1 2 11 2 2 22 1 2D 

 
xتابع در صحيح است.» ج«ي ) گزينه2 � 	                       آن وجود ندارد.پيوستگي چپ ندارد، بنابراين مشتق چپ 1 


x
lim x f( )

�

�

�
$ �� � � �% #1

2 2 1 1 2 
 
 
 

x                          صحيح است.» د«ي ) گزينه3

x x

x

x
limx x xf ( ) lim lim f ( ) f ( )

x x x
lim

x

�

�

�
� �� �

�

� �
��� � � � �� � �� � � � � ��� � �� � �� ��

2
2 2

2

2 12 2 22 2 22 2 2 12

li
x �

lim   

 
aيادت باشه :   b b a� � x  و    � �  ريشه مرتبه اول داخل قدر مطلقه و مشتق چپ  وراست در اين نقطه دو عدد قرينه اند .   2

 

 
 
 
 

 Bستون 
 د) صفر 1الف) 

)ب)  , )��
1
 4هـ)  2

)و)  ج) وجود ندارد , )��
1
2 

 Aستون 
yي مشتق پذيري تابع) دامنه1 x� �1  كدام است؟2
	) مشتق چپ تابع 2 
y x� xيدر نقطه2 �  كدام است؟1
y) در تابع 3 x� fحاصل �2 ( ) f ( )� �� ��2  كدام است؟ 2
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  تابع مشتق  و   شتق  تابعم

��در بازه ي  fفرض كنيد تابع   �a,b  تعريف شده باشد در اين صورت اگر�� �f x�  در هر نقطه�� �x a,b& حد      � �� � �
h

f x h f(x)
lim f x

h�

� �
��m   

�موجود و متناهي باشد تابع   �f x�  تعريف شده ا ست  ،  بنابراين دامنه ي� �f x�  : عبارت است از 
 

                                                                                                                          � � � �
f f

h

f x h f x
D x D lim

h�
�

� '� �� �� &� (
� �� )

 

 
 

fي تابع مشتق تابع) دامنه 54 (x) x� �  را تعيين كنيد.1
 :پاسخ�

f fD [ , ) , f (x) D [ , ) { } ( , )
x ��� � �� � � � � �� � � � � ��
�

11 1 1 12 1  

 
fيتابع با ضابطهتابع مشتق )  55 (x) x� �2  ي آن را بنويسيد.را تعيين نموده و دامنه1
 تابع در تمام مجموعه اعداد حقيقي پيوسته است. خب ميريم سراغ مشتق پذيري :پاسخ�

                                                                                      

f

x x x
f (x) x f (x)

x x x

f ( ) f ( ) D R  �� �

� �� � �� �� ��� � � � �� �
� �� � � � �
� �� �

� '� �� � � � � � � � (
� )

1 12 1 22 22 1 1 12 1 22 2

1 1 12 22 2 2

 

 
 وجود ندارد. ) مشتق توابع زير را حساب كنيد. در كدام نقطه از دامنه تابع، مشتق 56

x) f (x) x ) f (x) ) f (x) x
x

� � � � �
�

2
23

21 2 3 1 11  

 پاسخ:�

f)f (x) D R { }
x

�� � � � �3 2
11

3
}  

          * +f

x
x(x ))f (x) D R

x x(x )
x x

�
�� � � � � �

�
� �

2 2

2 2
2 2

2 2

2
12

2 11 1

+ 

        

                                                                        f f

x
xx)f (x) D D R

x x x
�

�� � � � � �
� � � � �

2

2 2 2

2
2 13

2 1 1 2 1 1 1
 

  

موجود و متناهي 
باشد 

 ي زير راديكال و مخرج كسر مشتق ريشه

 مشتق پذير نيست.در اين نقطه 

البته مي تونيم از راه تعريف مشتق هم بريم  

���������	
��
�	�
��	��
www.riazisara.ir



 
 

  آكادمي رياضي  مهندس روحانيبه سبك روحاني                                           3رياضي    

 مولف و مدرس: مهندس روحاني  22 رياضي 

��تابع با ضابطه ي )  75 � ax bx x
f x

x x

� � ��� �
���

2

3
1
1

fمفروض ا ست ، با فرض   fD D aمقدار عددي   ��� b��  كدام ا ست ؟  

     1  (3               2  (2               3  (1                4  (4 

 پاسخ:��   
xدامنه تابع مشتق با دامنه تابع برابر است يعني تابع بايد در تمام دامنه تابع مشتق پذير باشد ، به خصوص نقطه ي مرزي دامنه               � 1         

                                                                                                                                � � � � � � � �

x xax bx x a b

f a b f a b

a , b a b

� �

� �

� � � � �

� �� � � � � � �

� � � � � �

2 3
1 1

2

1

1 2 1 1 3 1 2 3

2 1 3

               

 )در جاهاي خالي عبارت مناسب قرار دهيد: 58
fي مشتق پذيري تابعالف) دامنه (x) x� . .................... برابر است با 

g(x)ب) شيب خط مماس بر نمودار تابع
x

�
xدر  1 �  برابر است با ...................... . 1

 پاسخ:�    

	 � � �f ff (x) x D , f (x) D ,
x ��� � � �� � � � ��

1
2� � �f�, f (x) D ,� �f�

x
�� ��

1
2  (الف

g (x) m g ( )
x
�� �� � � � �2

1 1 1  (ب

f) با استفاده از تعريف مشتق نشان دهيد اگر  95 (x) x�       وx fآنگاه      � (x)
x

� �
1

 )    1402.  ( حسابان خرداد   2

 پاسخ:�   

    
h h h h

x hf(x h) f (x) x h x x h x hf (x) lim lim lim lim
h h h

x
x h x ( x h x)� � � �

� �� � � � � �� � � �
� �

�
�

�
�h h

m lim lim lim
h hhh x h x ( x h x)h h � h ( x h x x)� �

�
1

2 

 
 

	تابع ، ) دامنه و ضابطه تابع مشتق   60 
f (x) x�  . را تعيين كنيد 
 شتق ناپذير. در نتيجه مچپ ندارد در مجموع نا پيوسته است پيوستگي پاسخ:  تابع در تمام نقاط با طول صحيح پيوستگي راست دارد ولي �

 است ولي در ساير نقاط پيوسته و مشتق پذير و مشتقش صفر است  .

                                                                                                        	 

x

f (x) x f (x)
x

,�
��� � � �
� &�

x,
 

 

 

  

وجود ندارد 

 اول بررسي پيوستگي
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fتابع دامنه مشتق  ) 61 (x) x� �   را تعيين كنيد  . 1
xي تابع در سه نقطه پاسخ:  � ,x ,x�� � � �1 1, 1,x  .دار است بنابراين مشتق ناپذير استزاويه �

 
 
 

 

راست  تق چپ ونقطه ضعف توابع قدر مطلقي در مشتق ريشه هاي مرتبه اول داخل قدر مطلقند تابع در اين نقاط گوشه يا زاويه  دارست و مش   
*                                                                    در اين نقاط دو عدد قرينه مي شود .   پس  :       +fD , ,�� � � �1 1* +, ,* 1, , 

 

x) تابع  62 xf (x)
x x

�� � � ��� �
� ���

2 2 1
1 		را در نظر بگيريد مشتق پذيري آن را دربازه هاي   1 
( , ) , ,�� �1 2 		و     1 
,1  بررسي كنيد .  2

  پاسخ:  ��  

	تابع در بازه          
,�2  مشتق پذير است .   1

)در بازه          ,        مشتق پذير است   ��1(

	در بازه           
,1 x( چرا  ؟  ) چون  تابع در  مشتق ناپذير است  .   2 �  پيوستگي راست ندارد بنابراين در اين نقطه مشتق ناپذير است  .   1

 

 نمودار تابعي را رسم كنيد كه مشتق آن )   63

 در يك نقطه برابر صفر باشد .    الف )          

                                     f(x) x x f (x) x x�� � � � � � � � �2 4 5 2 4 2  

  ب ) در تمام نقاط مثبت باشد .           

                                                                   f(x) x x f (x) x�� � � � � �3 23 1 

xپ )در            �   باشد .  3برابر    2

                          f(x) x x f (x) x f ( ) ( )� �� � � � � � � � �2 2 1 2 2 2 1 3  

 

 ت ) در تمام نقاط منفي باشد .           

                                             f(x) x x f (x) x ��� � � � � � �3 22 3 2  

  ث ) در تمام نقاط يكسان با شد .           

                                                                   f(x) x f (x)�� � � �3 2 3  

 

 
يا گوشه نقاط اين در مط ابع قدر داخل اول مرتبه  هاي
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 قضاياي مشتق 
gاگر   ,f  هر دو در نقطهx a��   مشتق پذير با شند  ،  آنگاه  توابعf g ,kf ,f g�� xنيز در    � a��  مشتق پذيرند و 

                                                                                                                                                           

�� � � � � � � �

� � � � � �

� � � � � � � � � � � �

) f g a f a g a

) kf a kf a

) f g a f a g a g a f a

� � �� � �

� ��

� � �� � �

1
2
3

  

 
xدر  gو   fاگر   a��   مشتق پذير  وg  در يك همسايگيa            :  مخا لف صفر با شد آنگاه 

                                                                                             

                                                         
� � � �

� �

� � � � � � � � � �
� �

g a
) a

g g a

f a g a g a f af) a
g g a

� ��� -
� .

" /

� � ��� -
� .

" /

2

2

11

2
   

 
 

f)فرض كنيد  64 (x) پذير وتابعي مشتقa عددي حقيقي باشد با محاسبه و حدگيري نشان دهيد تابعg(x) f(ax)�� نيز مشتق پذير و
g (x) af (ax)��    باشد.مي ��

                                       :پاسخ��
         

h h h

g(x h) g(x) f (ax ah) f(ax) f (ax ah) f(ax)g (x) lim lim (a)lim af (ax)
h h ah� � �

� � � � � �� �� � � �m lim (a)lim
h h ahh hh

( )( ) 
 

fاگر )  65 , g ي در نقطهx a� نشان دهيد ،شندمشتق پذير با. 

                                                                                                                                                                             � � � � � � � � � �f g f a g a g a f a� � �� � � 
 پاسخ:�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � �� � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � �

x a x a

x a x a x a

f g x f g a f x g x f a g x f a g x f a g a
f g a lim lim

x a x a

f x f a g x g x g a f a f x f a g x g a
lim lim g x lim f a

x a x a x a

f a g a g a f a

� �

� � �

� � � � � ��� � � �
� �

� � � � �
� � �

� � �

� ��

 

f) اگر توابع  66 ,g   مشتق پذير باشند وg ( ) , g( ) , f ( ) , f( )� �� � � � �2 6 2 8 2 5 2 f)حاصل  3 g) ( )��  را به دست  آوريد  2
 ) 1401( خرداد                         :پاسخ� 

                                                                                                         � � � � � � � � � �( )f g f g g f ( )� � �� � � � � � � � �2 2 2 2 2 5 8 6 3 22 
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f) اگر توابع  76 , g   مشتق پذير باشند وg ( ) , g( ) , f ( ) , f( )�� �� � � � �3 3 3 4 3 4 3 )gحاصل  5 ) ( )
f

�  . را به دست  آوريد 3

 :پاسخ��    

                 � � � � � � � � � �
� �

g f f gg ( ) ( ) ( ) ( )
f f

� � �� � � � �� - � � � .
" / 2 2

3 3 3 3 3 5 4 4 313 253 5

xدر  fتابع )  86 a�  مشتق پذير و� �f a  :ثابت كنيد �

� � � � � �
� �

f a
a

f x f a

� �� -
� � . .

" /
2

1   

 پاسخ:�

� � � �
� � � �

� � � �
� � � � � � � �� �

� � � � � �
� � � �

� � � �

� � � � � �
� �
� �

x a x a x a x a

f a f x
f x f af x f a f x f a f x f a

a lim lim lim lim
f x x a x a x a f x f a x a f a f a

f a
f a

f a f a f a

� � � �

� - � - �
� .  .�  .  . � �� - � �" / " /� � � � � . . � � � �" /

����� � � 2

1 1
1 1

1
 

 

g(x)) اگر  69 x , f (x)
x x

� � �
� �

3
2

11
1

fبا شد ، حاصل    g g f�  را به دست آوريد . ��

          : پاسخ �      
 ريم  دقت  كن بعضي وقتا بهتره اول حاصل ضرب يا تقسيم رو بريم  بعد ساده كنيم در نهايت مشتق بگي                                             

 

                                       � �
� �� �

� � � � � �
x x xxf g g f f g f g x f g g f x

x x x x

� � ��� �� � � �� � � � � � � � � � � � � �
� � � �

23
2 2

1 11 1 1 1
1 1

          

 

�) اگر  70 � � � x xf x , g x
x x x

�
� �

� � �2
1

3 6 9
آن گاه حاصل    

� �
g f f g

f

� � ���

� xدر   2 �  كدام ا ست ؟ 4

        1  (3
4                            2  (�3

4                             3  (1
 ) صفر  4                            2

     : پاسخ �    
               نيم بعد مشتق بگيريم    اول بايد تشخيص بديم مشتق داده شده  مشتق چه عبارتيه بعد كه فهميديم ، اون عبارت رو بسازيم تا جاي ممكن ساده ك                 

                                                                                          � � � � x x x xf x f (x) , g x
x (x ) x x (x )

� � ��� � � �
� � � � �2 2 2
1 1

3 3 6 9 3
 

 

                                                                
� �

� �
x x

g f f g g (x ) x x f ( )
f xf

(x )

�� -�
 .�� � ��� �� - � .� � � � � � � � � � � .  .��" /�  . .�" /

2
2

2

1 1 33 1 4 11 42 2 4
3
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g) نمودارتوابع   71 , f  . شكل مقابل است مقدارهاي زير را به دست آوريد 

h(x)اگر   الف )       f(x) g(x)�� h  مطلوب است  :     � ( ) , h ( ) , h ( )�� � �3 2 1 

 :    پاسخ �          

       

x x x
f (x) f (x)

x x x

g(x) x g (x)

� � � ��� ��� � �� �� � � � � � �� �

�� � � � � �

2 2 2 2
2 8 2 4 2 2 4

4 1

f (x)
� � ��� � �

��
���

2 2 2x x� ��� �� ����� ��
���

 

                                        
h ( ) f ( ) g( ) g ( ) f ( ) ( )

h ( ) f ( ) g( ) g ( ) f ( ) ( ) ( )( )
h ( ) f ( ) g( )

h (x) f (x

g ( ) f ( )
h ( ) f ( ) g( ) g ( ) f ( )

) g(x) g (x) f (x)

( ) ( )( )

h ( ) f ( )

�� �

� �

� � �� � � � � � � � � �

� � �� � � � � � � � � ��
� � �� � � � � � � � �� � � � � � � ��

�

� � �� �

�

�

�

�

�

1 1 1 1 1 2 3 1 2 4

2 2 2 2 2 2 2 1 4 82 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 4

3 3 g( ) g ( ) f ( ) ( )( ) ( )( )�� � � � � � � �3 3 3 2 1 1 2 4

 

fاگر ب  )      (x)k(x)
g(x)

kمطلوب است  :       � ( ) , k ( ) , k ( )�� � �3 2 1  

 :    پاسخ �       

                                                           

f ( )g( ) g ( )f ( ) ( ) ( )( )k(x)
(g( ))

f ( )g( ) g ( )f ( ) ( ) ( )( )k ( )
(g( ))f ( )g( ) g ( )

f (x)g(x) g (x)f (x)k(x)
(g(x)

f ( )k (x)
f ( ) g( ) g ( )f ( )(g( )) k ( )

(g(

)

))

�
�

�
�

� �� � �
� � �

� �� � � �� � � �
�

�

��� � �
� ��� �

��
�

�

2 2

2

2

2

2

1 1 1 1 2 3 1 2 8
91 3

2 2 2 2 2 2 1 42 422 2 2 2
2 2 2 22 22 2

( ) ( )( )

f ( )g( ) g ( )f ( ) ( )( ) ( )( )k(x)
(g( ))

�
��
�

� �� �
��

� �� � � �
� � �2

2 1 4 24

3 3 3 3 2 1 1 2
13

 

xg(x)) با توجه به شكل اگر  72
f (x)

�
2

gآنگاه     ( )��  كدام است  ؟ 1

           :  پاسخ �   
( )

tan m f ( )

xf (x) x f (x) ( )f ( ) f ( )y y
f (x) f ( )

�� � � � � �

� �� � �� �� � � � �
2

12 2

4 2 1 22
2 2 1 1 1 8 2 3

1 16 8
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gنمودار توابع  ) 73 , f  به صورت مقابل است، حاصلf( ) ( )
g

�  كدام است 2

    1(�
1
3                       2(�

1
2  

    3(��3    4(�2  

                          : پاسخ �

                                                                                                

m(f ) f (x) , m(g) g (x)
( )

( )( ) ( )( )f f ( ) g( ) g ( ) f ( ) /( ) ( )
g (g( )) ( )

� �� �� � � � � � �
� � �

� �� �� � � �� � � � �2 2

5 3 115 2 4 2

11 3 32 2 2 2 4 5 122 2 3 9 2

, m(g) g (x) � �
3 1( ) ( ) ���

� 5

 
3اگر منحني )   74 2 6y x ax bx� � � 2بر خط   � 1y x� 1xدر   � �  كدام است ؟  bمماس باشد ،   �
    1  (13                  2  (7                   3  (12                 4  (6  
                         پاسخ:�   

           

� � � �

� � � �

xx

xx

x ax bx x a b

x ax bx x a b

a , b

����

����

� � � � � � � � �

� �� � � � � � � � � �

� �

3 2
11

3 2
11

6 2 1 6

6 2 1 2 1

7 13

 

 

�) با توجه به نمودار زير مشتق تابع  57 �
� �

g x
f x

xدر نقطه    a�  كدام است ؟ 

       1  (�3
4         2  (4

3         3  (�4
3                          4  (3

4  

 پاسخ:�     
 
 

      

y (x ) y x g(x) x g (x) , f (x) x

x a
x x x x

x

� � �� � � � � � � � � � � � � � �
�

� � ��
� � � � � � � � � ��

2 2

1 2 2 2 1 21 2

22 2 1

x ))(�1
1 2�

(x

x
x

�
� �

��
���
�
��
���

 

                � �
� �

a

g x g (a)f (a) f (a)g(a) ( ) ( ) ( ) ( )
f x f (a) ( )

��

�� - � �� � � � � �
� � � . .

" /
2 2

2

1 4 4 4 3
4 4 
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gدر شكل زير نمودار توابع چند جمله اي )  76  , f   داده شده  است . اگرf ( x )h(x)
g(x x)

�
�

�2
2 hباشد . حاصل   1 ( )�  كدام است  ؟  3

    1  (�26
9     2  (14

9               3   (14                4  (�4
3 

 
 پاسخ:�      

 
 

                               

y (x ) x g(x) x f ( )

f ( x ) f ( x ) g(x x) ( x )g (x x) f ( x )h(x) h (x)
g(x x) (g(x x))

f ( ) g( ) ( )g ( ) f ( ) ( )( ) ( )( )( )h ( )
(g( )) ( )

� �� � � � � � � � � � � � �
�

� �� � � � � � � � ��� � �
� �

� �� � � � � �� � � �

2 2

2 2 2

2 2

4 9 9 9 5 15 9

2 1 2 2 1 2 1 2 1

2 5 6 5 6 5 2 1 3 5 1 4 143 96 3

x ))(�4
5 9�

(x

 

 

xرا طوري تعيين كنيد تا منحني  m)  مقدار  77 my
x
�

�
� yبر خط    1 x� �2  مماس باشد  .    1

 پاسخ:�           
 

 ه تلاقي اين دو ريشه مضاعف داشته باشد  .لدو تابع بر هم مماس اند پس بايد معاد          

                                                             x m x x m x x x x m
x
�

� � � � � � � � � � � �
�

2 22 1 2 1 2 2 11  
 باشد .  �چون معادله درجه دوم است برا ي ريشه مضاعف بايد             

                                                                                                         ( )( m ) m m �
� � � � � � � � �

34 4 2 1 8 12 2 

 معادله خط مماس  شيب خط مماس 
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 مشتق توابع: يهاي محاسبهروش
      f(x) c f (x)��� � � 

�� � � �f (x) sin x cos x f x ��� � � � �2 2 1 
�� �

� �

n n

n n

f (x) ax f x nax

f x au f '(x) anu u

�

�

�� � �

�� � �

1

1 

�� �f (x) x f x x�� � �7 62 14  
�� � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � �
h(x) f (x) g(x) h x f x g x
h x f x g x h x f x g x g x f x

� � �� � � � �

� � �� � � � �
 

�� �� � � � � �� � � �� �f (x) x x x x f x x x x x x x x�� � � � � � � � � � � � � �2 3 2 3 2 2 22 3 1 4 2 3 4 3 4 2 3 12 4 2 3 1  

�� � � �
� � � � � � � � � � � �

� �
f x f x g x g x f x

h x h x
g x g x

� ��
�� � � 2 

�� � � �
� � � �� �

� �
x x xxh x h x

x x

� � �� �� � �
� �

22

2
2 1 1 11

1 1
 

�� � � �
� �

� �
� �

� � � �n m
n n m

ax b ad bcf x f x
cx d cx d

au b ad bcf (x) f x u
cu d cu d

muf x u f x
n u �

� ��� � �
� �

� �� �� � �
� �

�
�� � �

2

2 

 
 
 
 
 

   . مشتق بگيريد ) 78

                                                                                                            �� � � � � �) f x x x f x x x
x

�
�

�� � � � � �
1 1 112 2 21 1 11 12 2 2  

 
                                                                                                                                                     

                                                                                              � � � �
� �

x (x ) ( )( x ) x) f (x) f x ( )( )
x xx

� � � � �� - �� � � .� �" / �

4
3

2
2 1 2 2 1 2 1 2 12 42 22

 

                                                                                  

                        � �
� �

� �
� � � � � � � � � �

� �
x x x x x

) f x f x
x x

� � � � �
�� � �

� �

3 2 32 2 2

2
3 1 3 6 3 1 1 3 1 1

3 1 1
 

� � � � � � � �) y x x y x x x
x

�� � � � � � �5 5 414 2 1 2 1 5 2 2 1
2  

� �
� � � � � � � �

� �
x x x xx) y y

x x

� � � �� �� � �
� �

2 22

2 4
2 3 5 2 3 3 5 115

3 5 3 5
 

� � � � � �n n 1y y n ��� � � �  عبارت هاي جبري  مشتق عبارت جبري عبارت هاي جبري      �

 توان  عبارت كسري با يك توان كمتر عبارت كسريمشتق 

 مهم 

 مهمند  

 مشتق تابع ثابت صفره  
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 آوريد. (ساده كردن مشتق الزامي نيست.) مشتق توابع زير را به دست)  79
 

x)f (x)
x
�� -�  .

" /

52 11  x) g(x) ( x)( )� � �2 5 7 4 3                    

 پاسخ: ��
(x) ( )( x ) x) y ( )( )

xx
x) y ( ) ( x)

x

� � �� �

�� � � � �
�

4
2

2 1 2 1 2 11 5
7 12 4 5 73 32 5 7

 

 
 )    1400( خرداد     ابع زير را به دست آوريد. (ساده كردن مشتق الزامي نيست.)ومشتق ت)  80

                                                                                                                                                xf(x) , g(x) ( x )( x )
x
�

� � � �2 39 2 3 4 2 5 

 پاسخ: �

                                                                                                                 
( x ) ( x )x xf (x) f (x)

x ( x )

� �
� �� � � 2

19 9 29 2 2 

                                                        g(x) ( x )( x ) f (x) ( x) ( x ) ( x ) ( ) ( x )�� � � � � � � � � � �2 3 3 2 23 4 2 5 6 2 5 3 2 5 2 3 4 
 

 )   1401( خرداد   يد. (ساده كردن مشتق الزامي نيست.)مشتق تابع زير را به دست آور)  81

xf                  پاسخ:�     (x)
x

�
�

�
9 2

1 

                                                                      
(x ) ( x )x( )x (x ) (x )xf (x) f (x)

x x x x
x x x

� � �� �� � ���� � � � �
� � � �

� � �

2 2
9 1 9 2 119 2

9 2 1 11
1 9 2 9 2 9 22 2 21 1 1

 

 
 )    1399( شهريور    مشتق الزامي نيست.)ابع زير را به دست آوريد. (ساده كردن ومشتق ت)  82

                                                         x xf(x) x (x ) , g(x) (x x ) , h(x)
x

� �
� � � � � � �

� �

2
2 2 7 5 73 2 1 3 1 2 9 

 
 پاسخ: �

                                                                

f (x) x (x ) f (x) (x ) ( x) x
x

g(x) (x x ) g (x) (x x ) ( x )
x x ( x )( x ) ( )(x x )h(x) h (x)

x ( x )

�� � � � � � � �
�

�� � � � � � � �

� � � � � � � � ��� � �
� � � �

2 2

2 7 2 6

2 2

2

33 2 1 1 2 3 22 3 2
3 1 7 3 1 2 3
5 7 2 5 2 9 2 5 7

2 9 2 9

 

fاگر  )  83 (x) ( x )
x

� � 3 2 fباشد، حاصل  28 ( )�  كدام است؟ 8

1(25
24    2(25

12    3(3 5
12

5    4(3 5
24

5  

 پاسخ: � 

                                    f ( ) ( )( x ) ( )( ) ( )( )
xx x

� �
� � � � � � � �3 2

2 3
8 2 8 1 1 5 258 2 2 1 4 2 58 3 24 123
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 )   1402مشتق توابع زير را به دست  آوريد . ( ساده كردن الزامي نيست  )    ( خرداد )  84

                                             xf(x) ( x )(x ) , g(x) , h(x) ( x )
x

� �
� � � � � �

�

2
3 5 47 13 2 4 2 16  

                                  پاسخ:�

f (x) ( x )(x ) f (x) (x ) ( x )( x )
x

x x(x ) ( )( x )g(x) g (x)
x (x )

h(x) ( x ) h (x) ( x ) ( x )

�� � � � � � � � �
�

� � � � � � ��� � �
� �

�� � � � �

3 3 2

2 2

2

5 4 5 3 4

33 2 4 4 3 3 22 3 2

7 1 14 6 1 7 1
6 6

2 1 4 2 1 1 x )4x

 

g(x)اگر )  85 x , f(x) x� � �32 f)باشند . حاصل   1 g) ( ) (f g) ( )�� �� � �4  )       1402را به دست  آوريد  . ( حسابان  دي ماه     1

 پاسخ:�   

                                                                      

( (x ) x ( x ) )( )
x

(( )( ) ( ))

(f g) ( ) (f ( (x ) )( )
x

( )

g) ( )� �� � � � � �� � �

� � � �� � � �

��

�

2 2 316 24 1

1 3 41596 64

1 12
16 42

2
16 19 2

16 4 3 4

 

)در نقطه dخط )  86 , )��1 �1برابر dمماس است . اگر شيب خط fبر نمودار تابع  5
g(x)و  2 x f(x)� gباشد ، مقدار 3 ( )��  كدام است ؟ �1

   1  (�4
3   2  (�1

3   3  (7
6   4  (13

 )   1401( كنكور دي    6
 

fبا توجه به فرض مسئله  داريم  :    پاسخ: ��  ( ) , f ( ) ��� � � � 11 5 1  در نتيجه :   2
 

 
x

g ( ) f (x) x f (x) ( )
x ��

�� �� � � � � � � � � � �3
3 2

1

1 1 1 131 5 13 2 63
 

 
gنمودارتوابع )  87 , f   شكل مقابل است اگرh(x) fog(x)�   آنگاه   h ( )�  را به دست آوريد .  3

 :    پاسخ �        

 

                               

x x x
f (x) f (x)

x x x

g(x) x g (x)

� � � �� ��� � �� �� � � � � � �� �

�� � � � � �

2 2 2 2
2 8 2 4 2 2 4

4 1

f (x)
� � ��� � �

��
���

2 2 2x x� ��� �� ����� ��
���

 

          f (x) x
g(x) x h ( ) g ( )f (g( )) g ( )f ( ) ( )( )�

�� �
� � � � �



� � � � � � �2

4 3 3 3 3 1 1 2 2 
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fاگر )  88 (x) x x�� �23 �  با شد حاصل 4 �� � �
h

f h f
lim

h�

� � �2 1 1
2m  كدام ا ست  ؟ 

      1  (1                 2  (1-      
     3  (2-             4  (2  

 پاسخ: ��    

                � � � � � � � �
xh h

f h f f h f
lim lim f ( ) ( x )

h h ��
� �

� � � � � � �
�� � � � � �1

2 1 1 1 2 1 2 21 6 4 12 4 4 4m lim2 4h hh��
 

 

fفرض كنيد )  89  (x) x x� �3 �در اين صورت  2 � � �
h

f h f h
lim

h h h�

� � �
� �3 2

1 2 1 2
2 3m

h
 كدام ا ست  ؟  

      1  (5
3                               2  (3

5     

    3  ( 4
3            4  (5  

 پاسخ: �   

           
� � � � � � � �

xh h

f h f h f h f h
lim lim f ( ) ( x x)

h h h h �� �

� � � � � � � �� � � � �
� �

2
13 2

1 2 1 2 1 2 1 2 2 2 4 41 3 22 3 3 3 3 3m lim
h 2 3 3h h hh h hh

 

 

fفرض كنيد   ) 90 : �پذير و مشتق �� � � � 2
2 1h

f x h f x h
lim sin

h x�

� � � �
�

�
m  حاصل� �3f  كدام است؟ �

       1 (1
2 2 (1

4 

 3 (1
8 4 (1

16 

 پاسخ: �       

                                      � � � �
h

f x h f x h
lim f (x) sin f ( ) sin f ( )

h x�

� � � � �� � �� � � � � � �
�

2 2
2

1 12 2 3 34 2 41
m 
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 33  3ديدار با سوالات امتحان نهايي رياضي 

 مشتق توابع مركب

x يدر نقطه g(x)فرض كنيم تابع  a��  مشتق پذير و تابع�� �f x  در�� �g a گاه تابع مشتق پذير باشد. آن�� � � �� �h x f g x�  درx a��  مشتق پذير
 است و داريم: 

�� �� � � � � � � �� �h(x) f g x h a g a f g a� � �� � �   

�� �� � � � � �� � � �� �m mf u u f u , u m u u ��� � � �� � 1                                                                                                                            
 

�اگر) 91 �� � �
x

f h f
lim

h�

� � �
�

2 2 2
3m  باشد، مشتق تابع� �f x � xدر  1 ��  را به دست آوريد. 5

 :پاسخ��
� � � � � � � � � � � �

� �� � � � � �

h h

x

f h f f h f
lim lim f f

h h

f x f x f
x

� �

�

� � � � �� �� � � � � � �
�

� -� � -� �� � � � � � � .  .� " /" / 5

2 2 2 2 2 22 23 3
1 1 1 2 11 1 24 4 3 62 1

m lim
h hh   

 

�اگر  )  92 �f x
x

� �
�2

1
2 fگاه مشتق تابع باشد، آن 3

x
� -
 .
" /

xرا در  1 �
2

 به دست آوريد.  2

 پاسخ:�

� �
f f

x xx x
x

� -
 .�� - � � �� - � - � -  .�� � � � � � � . .  .  .  . � �" / " / " /" / � - .� . ." /" /

2 2 22
2

2
2

1 1 1 1 1 1 22 2 2 3 712 3
 

�اگر )  93 �f x x� � �2 �باشد، مشتق تابع  1 �y f x x�  )نهايي  ( تعيين كنيد.  xرا نسبت به  �25
  

�     :پاسخ� � � � � � � � � �y f x x y ( x x) f ( x x) y x f x x x x x� � � � �� � � � � � � � � � � � � �
22 2 2 2 25 5 5 1 1 5 1 1 5 1� � � � � � ��� � � � �� � � � � � �22 2� � � � � ��f� � � � �� �x x�x f x x xf x x x� � � � � x�x f x x xf x x x� � � � � 

 
                      

�مشتق  ) 94 �f x �3 6 xي در نقطه 2 �  كدام است؟  2به طول  ايدر نقطه fاست. مشتق تابع   �2برابر   1
                        پاسخ: �

      � �� �
� �

� � � � � �
x

x

x x f x f x f f
x�

�

� -
 .� � �� � � � � � � � � � � � � � . .�" /

3 3 3
21 3

1

6 66 2 2 1 6 2 6 2 2 2 2 4123 6 2
 

 
 

f) اگر  95 , g   توابع مشتق پذير باشند وg ( ) , g( ) , f ( )� �� � �3 5 3 2 2 y،  مشتق تابع  3 f(g(x))�   درx �  را تعيين كنيد .  3
 پاسخ  �

  y f(g(x)) y ( ) g ( )f (g( )) g ( )f ( )� � � � �� � � � � � �3 3 3 3 2 5 3 15 
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 مشتق توابع زير را به دست  آوريد .)  96
 پاسخ ��   

                                                   

x x ( )(x ) ( x)( x )f (x) f (x)
x x (x )

( ) (x ) ( x) ( x )
x (x )g(x) g (x)

x x
x

� � � � � � � � �� - � -�� � � .  .� � �" / " /

� � � � � � �
� � ��� � �

� � �� -�  .�" /

8 7 2

2 2 2 2

2

2 2
3

2 2
3

2

3 1 3 1 3 5 2 3 185 5 5

3 5 2 3 1
3 1 5

5 3 13 5

 

 

xf) مشتق تابع  97 (x)
x

�
�

�
9 2

 )    1401را به دست  آوريد  ( ساده كردن الزامي نيست   )    (  خرداد   1

 

                                                                 پاسخ  � 
u( u )

u

( )(x ) ( )( x )
x (x )f (x) f (x)
x x

x

�
��

� � �
� ��� 




� �
� �

�

2
2

9 1 1 9 2
9 2 1

1 9 22 1

                 

 

xfي)  در تابع با ضابطه 98 (x)
x

� -�
�  . .�" /

32
2 ، حاصل3

x

f (x) f( )lim
x�

�
�2

2
 ، كدام است؟2

1(�21       2(�18                         3(12                          4(15 

       پاسخ:�

                                                                                      � �xx xf (x) f
x x x

x

�
� - � - �� ��� � � .  . .  .� � � -" / " / �

 .�" /

3 2 2
7

2 32 232 3 2 3 22 2 3

   

                                                                                                      � � � �
x

f (x) f( )lim f f
x�

� � �� � � �
�2

2 2 2 212            
)   اگر 99

x

f (x) f ( )lim
x�

�
�

�1
1 y، مشتق تابع51 f ( )

x
�

xدر2 �  كدام است؟ 2

1( 5
4   2 (�5

2    3 (5
2     4 (�5

4   

                       پاسخ:�
� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �

� � � �

x x x

xx

f x f f x f f x f
lim lim x lim x f

xx x x

f f f f
x xx

� � �

��

� -� � �
�� � � � � � � � � .�� � � " /

�� -� � � � �� - � -� � �� � � � � � � . .  .
" / " /" /

1 1 1

2 22

1 1 15 1 1 2 1 511 1 1

5 2 2 2 1 1 5 51 12 2 2 2 4
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 35  3ديدار با سوالات امتحان نهايي رياضي 

��اگر مشتق )  100 �3 1y f x� 1xدر نقطه   � �باشد مقدار  6برابر   �� �� � �2 3 2
x

f x f
lim

x�

� �
m  كدام است ؟ 

       1  (6    2  (3     3  (2    4  (3
2  

 پاسخ: ��   

                                                                     
� �

� � � �

x

x

y f x y f ( x ) y f ( ) f ( )

f x f
lim f ( )

x

�

�

� � � � �� � � � � � � � � �

� �
�� � � �

13 1 3 3 1 3 2 6 2 2

2 3 2 3 2 3 2 6m

          

f)  اگر 101 (x) x | x |� �
4 1
5 g(x)  و 5 x | x |�  ، كدام است؟ fogباشند، مشتق تابع  �4

 ) مشتق ندارد.4                           4)3                                3)2          2)1

 پاسخ:�

                                                                           

� �

� �

x xx x
f (x) x | x | g x

x xx x

x x
fog fog

x x

� �� ��� � � �� � ��� ��

�� �� �� ��

3 54 1 5 35 5

3 33

 

 
fهرگاه )  102 ( x ) f( x) x x� � � � � �22 1 3 1 2 16 8 �با شد مقدار   8 �f �  كدام ا ست ؟ 1

       1  (8-             2  (2-  
      3  (8               4  (2  
 
 پاسخ:�

  xf( x ) f( x) x x f ( x ) f ( x) x f ( ) f ( )�� � � �� � � � � � � � � � � � 


� � � � � �22 1 3 1 2 16 8 8 2 2 1 6 1 2 32 8 4 1 8 1 2
� 
 
 

اگر )  103
x

f (x) f ( )g(x) x , lim
x�

�
� � �

�1
1 31 1 �با شد آنگاه  2 � � �fog �  كدام ا ست ؟  �

         1  (�2
3         2  (2

3 

         3  (3
4           4  (3

2 
  پاسخ:�   

                                                                           
x

f (x) f ( )g(x) x g (x) , f ( ) lim
xx �

�� �� � � � � �
�� 1

1 1 31 1 1 22 1 

                   � � � � � � � �fog x g (x)f (g(x)) f (g(x)) fog g ( )f (g( )) f ( )
x

� �� � � � � �� � � � � � � �
� �

1 1 1 3 31 2 2 42 1 2 1� g ( )f (g( ))� 1� ( )f ( ( ))� �� ��
2� f ( ) �1��
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  آكادمي رياضي  مهندس روحانيبه سبك روحاني                                           3رياضي    

 مولف و مدرس: مهندس روحاني  36 رياضي 

  توابع   نمودار

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

f) نمودار تابع  104 (x)   شكل مقابل است با بيان دليل مشخص كنيد كدام يك از نمودار هاي زير نمودار مشتق تابعf (x)   98است ( خرداد  ( 

 

 

 

 پاسخ:  �
 تابع ابتدا صعودي است پس مشتق مثبت است و سپس تابع به ماكسيمم مي رسد و مشتق صفر مي شود در نهايت تابع نزولي است پس    

 مشتق منفي مي شود . در نتيجه گزينه  ب   درست  است  .    

  

  

f , f� 

  

  

 

  

 
 

fاكيداً صعودي باشد . نمودار fدر هر بازه كه -1 بالاي  �
هاست يعني مثبت است و در هز بازه كه اكيداً  xمحور 

fنزولي باشد ، نمودار  ها  است يعني منفي  xزير محور  �
 خواهد بود .

 

ثابت باشد ( خط افقي باشد  )  fازه كه نمودار در هرب-2
fنمودار  ها است . xروي محور  �

 

fخط راست مايل باشد نمودار  fاگر نمودار -3 خط   �
 ود . افقي خواهد ب

 

xدر  fاگر  -4 a�  ، زاويه دار باشدf xدر  � a�  

 نا پيوسته است .   
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 37  3ديدار با سوالات امتحان نهايي رياضي 

fبه صورت زير تعريف شده باشد، ضابطه و نمودار تابع fتابع   اگر ) 105  .را بنويسيد ��

                                                                                                                                                                                                                                   
x x

f (x) x x
x x

�� ��
�� � � ��
� � ��

2
3 2

1 2
2 1 2

� � 2x��� � 

 پاسخ:  �          

                

                                   
x x x

f (x) f (x) x xx x
xx x

�� �� ��
� ��� � � � �� � �� �
� � �� � ��

2
3 2 3

2 21 2
2 22 1 2

 2x�� �2 

 

 

) نمودار مشتق)  106 f fتابع با ضابطه  ��( (x) x x� �2  را رسم كنيد  . 4

 پاسخ: ��   

                   x x x x x
f(x) x x f (x)

x xx x x

� � � � ��� �� � � � �� � � �� � ���

2
2

2
4 2 44 2 44

x
f (x)

��
� �

��
��

2 4x
f ( ) ���� ��

�� 

 

 

 

 

x)  اگر  107 xf (x)
x x

� �
� �

��

3 1
3 fباشد نمودار تابع  1 (x)�  . را رسم كنيد 

xتابع در  پاسخ:  �   �          نا پيوسته و مشتق ناپذير  است .  1
x x

f ( ) lim x lim x
� �� �

� � � �3
1 1

1 1 3 3 

                 x x x xf(x) f (x)
xx x

� �� �� �� � �� �
��� ��

3 21 3 1
3 13 1

 

 

xتابع در     � f                                   مشتق چپ دارد ولي راست ندارد چون در اين نقطه پيوستگي راست ندارد .    1 ( )
f ( )
�

�

� ��
� � ��

1 3
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  آكادمي رياضي  مهندس روحانيبه سبك روحاني                                           3رياضي    

 مولف و مدرس: مهندس روحاني  38 رياضي 

fشكل مقابل  است  نمودار  f) نمودار تابع  108   كدام است  ؟   ��

 

           1  (    2  ( 

 

 

         3  (      4  ( 

 

  پاسخ: ��

 نفي تابع ابتداء صعودي است پس مشتق مثبت است سپس مشتق صفر مي شود و چون بعد از اين نقطه تابع نزولي است مشتق م  

  1دوبار  مشتق صفر مي شود پس از اين نقطه تابع صعودي است و مشتق مثبت مي شود در مبدا هم مشتق مثبت است پس گزينه   

  درست است  .  كاملا  

 

 

f) اگر نمودار تابع  109   كدام گزينه است  .  fشكل مقابل باشد نمودار   �

 

    1  (      2  ( 

 

 

 

    3  (      4  ( 

 

 

   پاسخ: �

   f   3تابعي خطي  ( مايل  )  و  نزولي است  .بنابراين گزينه  fتابع  و منفي است بنابراين  ( تابع ثابت   )   خطي   افقي �

 درست  است .   
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 39  3ديدار با سوالات امتحان نهايي رياضي 

xنمودار تابع )  110  xf (x)
(x ) x

� � � ��� �
� ���

2
1 2 2

1 2
 ) با  تغيير   1401را رسم  كنيد  و به سوالات زير پاسخ دهيد ( دي ماه   

xدر نقطه    f) آيا تابع  الف         �� ��ب ) آيا تابع در بازه   مشتق پذير است  ؟  2 �,��  مشتق پذيراست چرا  ؟ 2

xدر  fج ) مشتق راست تابع             ��  را به دست آوريد .  2

 

 

 پاسخ: ��      

xالف ) مطابق شكل ، تابع در        �  پيوستگي راست دارد 2

 ولي پيوستگي چپ ندارد بنابراين در اين نقطه مشتق ناپذير است .           

�ب ) تابع در بازه                     �,��  مشتق پذير است  چون تابعي چند جمله اي خطي است و در تمام نقاط اين بازه مشتق 2

yپذير است و داريم  :      (x )� � �2 1  

                      پ )      

x x x

x f (x) x

(x )x ( ) x xf ( ) lim lim limx x x� � ��
� � �

� � � �

�� � � � � � �� � � � �
� � � �2 2 2

2 1 2

21 2 3 1 1 1 12 2 2 1 1 (x )� 2 ( )
�

� �
1
22 1 1

 

 

kنمودار توابع ) 111 , t , h , g , f  .  را به نمودار مشتق آنها نظير كنيد 

 

  

  

 

                          1                                             2                                  3                               4                                    5  

 

 

 

          

                              2                                      4                                 1                                     3                     5 
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  آكادمي رياضي  مهندس روحانيبه سبك روحاني                                           3رياضي    

 مولف و مدرس: مهندس روحاني  40 رياضي 

 مشتق توابع شامل عامل صفر كننده: 

   شود.محاسبه ميرو هضرب به شكل روبدانيم مشتق حاصلطور كه ميهمان

                         �� � a a a aauv u v v u� � �� �                   
��در توابعي به فرم  حال � � � � �x xf x u v�  كه در آن�� �au ��و  � �xv  درx a�� داريمپيوسته باشد ،: 

�� � � � � �a af a u v� ��  

�� �f a ( )( )� �   

 
 
 
    
 
 
 
 
 

f(x)) مشتق تابع  112 (x )(x )(x )(x )�� � � � �1 2 3 xمفروض است. مشتق آن را در نقطه 4 ��  به دست آوريد. �4
 پاسخ: ��

�عامل صفر   �x �  كنيم.است. بنابراين از اين عبارت مشتق گرفته در الباقي فقط مقدار گذاري مي4
)f ('( () ( ))( )� � � � �� � � �� 64 1 4 2 4 34 1 ( ))(() � �6)(()  

xyي) مقدار مشتق تابع با ضابطه 113 (x )
x
�

� �
�

3 21 2 xيرا در نقطه1 �  به دست آوريد.1

 پاسخ:�

           
x

y ( ) ( ) ( )
x

x |
�

� -
� � � � �  

"

�
..
/�

33 3
1

21 11 12
31 3   

�) اگر  114 � � �f x x x x x� � � �32 22 �باشد ، حاصل  7 � � �
h

f h f
lim

h�

� � � �1 1
m   92كدام ا ست ؟ ( سراسري   ( 

        1  (6-                               2  (3-                           3  (�3
2                           4  (�3

4 

 پاسخ:�    

            � � � �
xh

f h f
lim f ( ) ( x ) x

h
x ��

�

� � � �
�� � � � � � � � � ��3

1
21 1 1 2 1 3 2 67m 

 
 

x(xاگر  )  115 )(x )f (x)
(x )(x )(x )(x )

� �
�

� � � �
5 6

1 2 3 �مقدار  ،  با شد 4 �f �  را به دست  آوريد  �5

 پاسخ:�           

                           � � x
(x)(x )

(x )(x )(x )(
f ( ) (

x )
) � �

��
�

� � �
�

� � �
�5

55 1 24
6

1 2 3 4 

 

 مشتق عامل صفر كننده مابقي عوامل

 

ها در اي بخواهند كه يكي از عاملباشند، اگر مشتق را در نقطهدر توابعي كه به صورت ضرب چند عامل در هم مي
       ها ضرب كنيم، و سپس شود، كافي است فقط از عامل صفركننده مشتق گرفته و در بقيه عبارتآن صفر مي

 . طول نقطه را در آن قرار دهيم
 

 مشتق عامل صفر الباقي

 مشتق عامل صفر
 الباقي

 الباقي مشتق عامل صفر

 الباقي مشتق عامل صفر
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 41  3ديدار با سوالات امتحان نهايي رياضي 

  مشتق توابع شامل براكت      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

	در تابع با ضابطه  )  116 
f (x) x x�     مقدار� � � �/ /f f�� ��� � �/� f�� �f    87كدام است  ؟ ( سراسري تجربي  ( 
       1  (��1                           2  (                            3  (1                             4  (2 
 پاسخ:��

                                                                                                                                                        

	 


� � 	 


x

x

x

x

lim x x

x
lim

xx x
f lim

x
x

lim
x

�

�

�

�

�

�

�
�

�

$ �� �% #

$ �� �% # �
�

�
� � �

�
$ �� �% # �
�

1

	m x x	

m
�

x �

m
�

�$ � �%$$%%$ #��##�

� � �#��##�

 
��

x� �

�
x

x
lim�
�
m ��

� � �#��##� 1� 1# � 1

 

 
fمجموع مشتق چپ و را ست تابع  ) 117 (x) x x[x]� � �2 xدر نقطه   3 �  كدام ا ست ؟    

  2)  4                1)  3      ) صفر   2              -1)  1      
                 : پاسخ�       

x
lim x x[x]

�

�

�
$ �� � � � � � �% #

2 3 3 3
� % #

�$ � 3�$ �� � �%
$
%
$$
% #

��
##
� 

 

                                                           
� �

� �

[ ]
x x

[ ]
x x

f (x x( ) ) ( x)
( ) ( )

f (x x( ) ) ( x )

�

�

�
� � �

��
� � �

� � �



� � � � � �
�� � � � � ��
� � �



� � � � � � � � ���

2

1 2

3 2
1 1

1 3 2 1 1

]� �








�

��

]��








1
x� 1x( x )x � �

� x(x x( ) ) ( x)� x��
2 ) () (x xx) � �(

 ) 1) � �

� (x� 2

 

 
�)  اگر  118 �	 
f (x) x x� � �1 2 /مقدار   1 /f ( ) f ( )� ��1  كدام ا ست ؟  1

 ) صفر 4                 1)  3             3)  2               -1)  1          
 پاسخ:�     

                                        

� �	 


� �	 

	 


	 


x

x

x x

x

lim x x f ( )

lim x
x xf (x) f ( )lim lim f ( ) f ( )

x x
lim x

�

�

�

�

�

�

� �
� �

�

$ �� � � � �% #

� � �
�� �� � � �� � � � � � ��� � � � ���

1

1

1 1

1

1 2 1 3 1

2 1 3
1 2 11 1 1 3 2 11 1 2 1 2

f ( )�$$ ��
%% ## f (% #

 

 

 

 
در توابعی که شامل براکت هس4د ابتدا `وستگی �بع را در نقطه داده شده بررسی می کنیم .سپس در یک همسایگی مناسب `رامون 

 قرار می دهیم .م4اسب با آن را صحیح تکلیف قسمت براکتی را تع#ن نموده یعنی عدد             
 در نهایت با توجه به نوع `وستگی مش� می گیQم .                          

 

 

 متفاوتهولي مشتق چپ وراستش 

اين يعني پيوسته است 
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  آكادمي رياضي  مهندس روحانيبه سبك روحاني                                           3رياضي    

 مولف و مدرس: مهندس روحاني  42 رياضي 

	اختلاف مشتق چپ و راست تابع ) 191 
f (x) x x� �2 9 xدر  2 ��  چقدر است؟ 3

1(66    2(6    3(36    4(18       

   پاسخ:��

xتابع در                � 	پيوسته است  چون :    3 

x

f ( ) lim x x
�

� � � �2
3

3 9 2	 

x
lim x x	
�

�2
3

lim x  پس مشتق چپ و راست را حساب كرده و از هم كم مي كنيم  .  	

     
x f (x) (x ) f (x) x f ( )

( )

x f (x) (x ) f ( ) x f ( )

�

�

$ �� �% #
�

$ �� �% #
� �

�
� �� 




� � � � � � � � � ��

� � � � ��
�
� � �� 




� � � � � � � � � � � � � ��

2 3 6 2

2 3 5 2

3 9 6 12 3 12 3 36
36 3 66

3 9 5 3 1 3 1 3 3

) 66) �

x f ( )�� 1 3 3x f ( ) � � � � �

 

 

xfاگر )  120 (x) [x]
x

�
�

2

باشد، حاصل  1
h

f ( h) f ( )lim
h��

� �3 3
�

 كدام است؟ 

   1 (1
4    2(1

2    3(3
4    4(3

2  

                          پاسخ:�       

                              h

f ( h) f ( ) x x xlim f ( ) f (x) [x] x f(x)
h x x x

�

�

$ ��% #
�

�

� � �� � � � 



� � � �
� � �

2 2 23 23 3 23 3 21 1 1� 

                                                                                                                                             
X

x(x ) xf ( )
(x ) �

� � �� � � � �
�

2
2

3

4 1 2 24 18 6 33 4 4 21
  

 
�اگر )  121 � 	 
f x x x� �2 �مقدار 1 � � �f f� �� ��1  كدام ا ست ؟ 1

 ) قابل تعيين نيست 4            1)  3             2)  2             3)  1  

 پاسخ: �   
xبه ازاي   � xداخل براكت صحيح مي شود و تابع داخل براكت صعودي ا ست پس  تابع در  1 � فقط پيوستگي راست دارد و پيوستگي چپ ندارد .   1

 بنابراين مشتق راست دارد ولي مشتق چپ ندارد 

                                                                                � � � �
� �

x

x

f x x

f x
� �

� �

�� � �

� �
1

1

3 3 

xyاگر  )  122
x

�
�آنگاه حاصل  �1 �y y y x�� �2 2  كدام است؟ 1

 1 (x2       2 (x2 3 (x4 4 (x�2 

 پاسخ: �      

          � � � � xy y y x y (x ) (x ) x
x

�� -��� � � � � � � . .�" /

22 22 1 1 1 21 

 چون پيوستگي چپ ندارد مشتق چپ ندارد
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xf) اگر  123   (x)
x
�

�
�

1
��آن گاه مقدار  1 �f ( )� �1  كدام  است  ؟  2

    1  (2    2  (4    3  (6    4  (1  
 پاسخ:��

                                        x y xy yx y x x(y ) y x f (x)
x y x

�� � � � �
� � � � � � � � � � � � � �

� � �
11 1 11 1 11 1 1 

                                                                         � � � �xf (x) f (x) f ( )
x (x )

� � �� � � �� � � � �
� �

1 1 1
2

1 2 2 21 1 

�                               يادت باشه �
x b x a
x

x

(f (b)) f ( )
f (a) f ( )

(x )

�
� � � �� �� ��

��

� -
 .�� � 







� � � � .

� � �  .
 .�" /

1 2 31 11

2
3

1 1 12 223
1

 

 

)  با فرض   124
x x

f (x) x
bx a x

�� ��� ��
� � ��

1 11
1

fاگر حاصل    ( ) f ( )� �� �� �
31 1  كدام است؟ aباشد.  2

     1(�2     2(2    3(3    4(�3  

 پاسخ: �
 

   

      

  

 

  

x x x xf (x) f (x) b ax
bx a xbx a x

x
f (x) f ( ) , f ( ) bx

b x

b b b a a

� �

�� � � � �� �� � � � � ��� �
� ���� � ��

� ��� � �� � � ��
� ��

� � � � � � � � � �

1 1 1 11 11

1 1 11 12 21
1 3 2 22 2 a�� �
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 :  متوسط آهنگ   و  تغيير  آهنگ 
 
 
 
 
 
 
 
 

��تابع )  251 �f x ي با ضابطهf (x) x x�� � �2 5  داده شده است. 4
 تعيين كنيد. xالف) دستور كلي آهنگ متوسط تغيير اين تابع را نسبت به متغير 

xب) آهنگ متوسط تغيير اين تابع را وقتي  / , x�� � �4 3/ , x, x  را به دست آوريد. �
xج) آهنگ آني را در  ��  به دست آوريد. 3

 
 پاسخ: ��

                                                                                                                                        
� � � � � �x x x x x xy

x x
� � � � � � � � ��

�
� �

2 25 4 5 4
 (الف 

                                                                           
� � � � � � � �� �/ /y / / /

x / / /

� � � � � � �� � �
� � �

�

2 23 4 5 3 4 4 3 5 3 4 1 2 16 2 3 36
4 4 4

�� � � ��� �/ �2 � � � ��/�4 5 3 4 4 3� � ��/ /� � �� � � ��/ /� � �� �� � ��/� //� �
/ / /

� �4 4 4/ /
 (ب�

                                                                            � � � � � � � � � � � �
x

f x x f x
lim f x f x x x

x� �

� � � �� �� � � � � � � �
�

2
33

3 5 4 2 5 11m ج) 

 
 

�اگر )  261 �f t t t� �2 tدر بازه ي زماني   fباشد ، نسبت آهنگ متوسط تغيير  tنمايش جمعيت يك نوع باكتري در زمان   3 /� �1 1 به آهنگ لحظه  2
tدر  fاي تغيير  �  كدام ا ست ؟   1

 پاسخ:�      

                                                                                                       

� � � � � � � �� � � �

� � � �x

/ /f / f / /
/ /

/f t /
�

� � ��
� � �

�

� � � � � �

2

1

1 2 3 1 2 1 31 2 1 1 4 5 21 2 1 2 2

5 21 2 3 5 1 45

/ /�
4/ 5 2/

/ 2/

4
 

 
	) در چه نقطه اي از بازه  127 
,9 fآهنگ لحظه اي  25 (x) x� با آهنگ متوسط آن برابر است ؟ 
 پاسخ:�      

                                   � � � � � �f f
, f x x x

x x
� � �� � � � � � � � �
�

25 9 25 9 2 1 1 1 4 1625 9 16 16 82 2  

 

 داده شده ييعني مشتق تابع در نقطهاي، همگي بر تابع، تغيير آهنگ يا تغيير آني، تغييرات لحظهشيب خط مماس            

  يشيب خط مماس در نقطه  تغيير آهنگ                        
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tدر لحظه  .ليتر مايع است  4) گنجايش ظرفي  281  ثانيه از رابطه ي   tسوراخي در ظرف ايجاد ميشود اگر حجم مايع باقي مانده در ظرف پس از   �

�� �t
tV � -� � .

" /

2
4 1 1

t� -���
"
  
"

1� �� 
"
  1 .

//
..
//

	به دست مي آيد در چه زماني آهنگ تغيير لحظه اي برابر آهنگ تغيير متوسط  آن در بازه     
,1  
 مي شود  ؟   1,

 
 پاسخ:��  

                                                                 

� � � � � �
V V t t, V t

t t

� � � � � �� - � - � -�� � � � � � � .  .  .� " / " / " /

� � � �

1 4 4 1 8 48 1 11 1 1 1 1 1 1 1

2 1 55

� � �V� t t� - � --- ��� -
.
--
.�V t�4 1 8 4� � t tV t�� �� - � - � -�� -- �� --1- �

.
--
.  

��
 8 8- �-- ��� 4 1�� - ��� -- ��1� - �

 
��
 .

--
.  
��
 

1� - ��� -- ��
.

" / " /
..
// "

  
/
..
//

� �, V t�� 1.  ..
// "

  8 11 11 1 1 1� �
� " / " /

..
// "

  
"" /

..
//

� � �.1� �.  �, V t�� � 8
"
  ..

// "
  1 .  

"
  ..

// "
  1"

  
"" /

..
// "
  
""

1 .  

1�

  

 
سم از سطح ججسمي را از سطح زمين به طور عمودي پرتاب مي كنيم . جهت حركت به طرف بالا را مثبت  در نظر مي گيريم . فرض كنيد ارتفاع اين )  129

h(t)زمين در هر لحظه از معادله  t t� � �25 4 t  :  به دست مي آيد . مطلوب است 
	الف ) سرعت متوسط در بازه    
,1 tب ) سرعت لحظه اي در زمان                      2 � 3 

 پاسخ:�   

                                                                                             

h(b) h(a) h( ) h( )
b a

h (t) t h ( )

� � �
� � � �

� �

� �� � � � � �

2 1 6 35 252 1 1

1 4 3 1

�
35� 25

t h ( )�� 1t h ( )h ( �
 

 
f) آهنگ متوسط تغيير تابع  130 (x) x� �2 	روي بازه  xنسبت به تغيير  16 
,3
xاز آهنگ لحظه اي تابع در  3, �  چقدر كمتر ا ست ؟  2

1)  2    ) صفر                  1       
18                       3  (1

12                          4  (1
9 

 
  پاسخ:�    

              ( ) ( )� � �
1 1
3 3                              

f (b) f (a) f ( ) h( )
b a

xf (x) f ( )
x

� � �
� � � �

� �

� �� � � � � �
��2

3 25 16 1
3 3 3

2 2 2 2 12 32 2 16 182 16

)) 25) �
�

 

                                  

fدر تابع اي با ضابطه ) 131 (t)
t

�
tآهنگ تغيير آني در لحظه   24 � tاز لحظه  fچقدر  از آهنگ متوسط تغيير  4 � tتا   3 �  بيشتر ا ست  5

      1  (1           2  (1
2         3  (2          4  (3

2 
  1گزينه  پاسخ:� 

                      

f (b) f (a)
b a

f (x) f ( )
t ( )

( ) ( )

�� �
� � � � �

� �

� �� �� � � � � �

� � � � �

2 2

24 24
48 85 3 165 3 2

24 244 154
15 16 1

� 24
48 8

� �16

f ( 24f ( ) ��� 15) � � �
24)

 

 

 الف  (         متوسطسرعت   

  لحظه اي    ( ب   سرعت   

تغيير        متوسطآهنگ   

آهنگ  لحظه اي تغيير     

تغيير        متوسطآهنگ   

 آهنگ آني  

 اختلاف  

 اختلاف  

 حالا آهنگ تغيير رو مساوي تغييرات متوسط قرار مي ديم 
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xfيدر تابع با ضابطه)  132 (X)
x
�

�
xي، در نقطهxتغيير تابع نسبت به تغيير متغير، آهنگ متوسط 1 �� 0/با نمو1 اي تابع در اين ، از آهنگ لحظه44

 )94-تر است؟(خارجقدر كمنقطه، چه

1(1
30 2(1

24   3(1
12   4(1

6 

 : پاسخ  �    

                        
/

f ( / ) f ( ) /
/ /

��
� � �

�

44
1 44 1 51 2
1 44 1 44 6

/
�

44
5

/
�2

44/
  

                                
x (x )

xf (x) f ( )
x

� �
� �� � � �

1 12 1 1  

�                                                                                                                                                       مقدار برابر است با:اختلاف اين دو           �
5 11 6 6 

fمعادله حركت متحركي برابر )  133 (t) t t�� � �2 4 		كدام باشد تا اختلاف سرعت متوسط متحرك روي بازه  aمي باشد  8 
, a2  با سرعت لحظه اي
tدر  لحظه  ��  كيلو متر بر ساعت باشد  ؟   2برابر 5

 پاسخ  :   � 

        

� � � �

t

a af (a) f ( ) (a ) aa a a

f (t) t f ( ) (a ) a�

� � � � �� �� � � �
� � �

� �� � 

� � � � � � � �

2 2

5

4 8 4 8 82 2 22 2 2

2 4 5 6 2 6 2 1
 

 

yاگر خط مماس بر منحني  ) 134 x x� � � xدر نقطه   1 a��    واقع بر منحني باشد ،  5و    2موازي با خط گذرنده بر دو نقطه به طول هاي  
 كدام است ؟  aمقدار 

      1  (4    2  (3     3  (13
4     4  (7

4  

 پاسخ  :   �   

                                    

f (x) x x f (x) f (a)
x a

f ( ) f ( )f ( ) , f ( )

a a a
a a

� �� � � � � � � � �
� �

�
� � � � � � � � � �

�

� � � � � � � � � � � �
� �

1 11 1 12 1 2 1

5 2 25 5 5 1 3 2 2 2 1 1 5 2 3

1 2 1 1 3 9 131 1 13 3 2 4 42 1 2 1

 

 
 

تغيير        متوسطآهنگ   

 آهنگ  لحظه اي 

  متوسطآهنگ   

آهنگ لحظه    اختلاف سرعت ها 

 آهنگ  لحظه اي همان شيب خط مماس است  

 آهنگ  متوسط همان شيب خط قاطع است  
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  كاربرد مشتق  5فصل 
fد و هر جا تابع صعودي بود مشتق تابع مثبت مي شد خب يعني با تعيين علامت تابع بود مشتق تابع منفي مي ش هر جا تابع نزولي ديديم  ميشه يكنوايي  ��

 رو بررسي كرد . fتابع 
 

�براي تعيين يكنوايي تابع پيوسته  �f x گيريم و تابع مشتق را تعيين علامت (صعودي يا نزولي بودن تابع)، ابتدا از تابع مشتق مي
 زولي است.نعني تابع ست، يهايي كه مشتق منفي اهايي كه مشتق مثبت باشد، يعني تابع صعودي است و در بازهكنيم در بازهمي

x x x
f
f
� � � �

1 2
� �  

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

fاي تابع در چه بازه)  135 (x) x x�� �23  ؟ است صعودي 18
 پاسخ: ��       

� � � �f x x x f x x x�� � � � � � � �23 18 6 18 3��   
x x
f

�
� � �

3
�

 

�ي تابع در بازه   �,�� �ي نزولي و در بازه 3  است. صعودي  ��3,�
 

 
 

�تعيين كنيد تابع  )   136 �f x x x�  . در كدام بازه نزولي است   �2
 پاسخ: �       

  .ه همواره منفي باشدرا تعيين كنيم كه مشتق تابع در اين بازبازه اي  يعني بايد            
 

� �f x x x x
x x

� � � � � � � � � � 






� � �
1 1 1 1 12 2 4 16 162 2 x x x

x
�� �� 





��� �

1 1 1 12�� 4 16 162
 

 

 ) اول از �بع مش� بگیQد.۱
  اهاW که �بع مش� پذیر نیستجالبته . و آوgد دست به را مش� هایرا حل کنید و gشه) معادله۲
 (ممكن است احتياج به جدول. و نقاطی که مش� وجود ندارد  مش� را تع#ن علامت کنید ها،) با توجه به gشه۳
 داشته باشيد.) 

     مش� علامت که ایصعودی است. و در هر بازه  �بع یعنی باشد مثبت مش� علامت که ای) در هر بازه۴
 نزولی است.منفی باشد یعنی �بع            

 با توجه به دامنه 
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f تابع)  137 (x)
x

� 2
�  يبازه روي را 1 �,� �  �,� �  ي بازه روي را تابع اين بودن نزولي يا صعودي. بگيريد نظر در� �,� �  �,�  . كنيد تعيين�

 

�           پاسخ:�� � � � � � � �xf x f x , f x
x x x

� �� �� � � � � 0& �� �2 4 3
1 2 2 � � �, f x� �� �  

� بازهبنابراين در  �,� ��,�  .است نزوليتابع  �
 
 

�تابع ) 138 �f x x
x

� �  ؟است اي صعوديدر چه فاصله 22

�              پاسخ:� � � � � �x
f x x f x x x x

x x x
���� � � � � � � � � � � �

3
2 3

2 2
2 12 2 2 1 1�3 1 1x x�� �� �x 

 

�را طوري تعيين كنيد تا تابع با ضابطه  mحدود  )  139  � mxf x
x m

�
�

�
�در بازه ي  1 �,��  همواره نزولي باشد   � 

                                                                        را طوري تعيين كنيم كه مشتق تابع در اين بازه همواره منفي باشد .                                           mيعني بايد  :پاسخ�    

                          � � � � � �
� � � �

� �m x m mx mf x f x m m
x m x m

� � � �� �� � � � � � � � � � �
� �

2
2

2 2
1 1 1 1 1 1m�� 2 1 1��                       

xو از طرفي بايد ريشه مخرج كسر در اين بازه نباشد يعني                m m� � � � � 2m����� � �mدر نهايت :   2 � � �1 2 1  m� �2 1� � 

 

xfتابع  ) 140 (x)
x

�
�2 4

bصعودي اكيد است. بيشترين مقدار  [a,b]در بازه ي   a� كدام است؟ 

1(4 2    2(4    3(2    4(2 2  

                    پاسخ:�   
x x xy x x x

(x ) (x )
x x b a

� � �� � � � � � � � � � � � � �
� �

� � � � � � � � �

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2
4 2 4 4 4 4

4 4
2 2 2 4

x x��� 2 2� �4 x x2 2x��� ��� ���
                

 

xتابع)  411 ay
x a
� �

�
�

2 )در بازه ي  1 ,  كدام است؟ aنزولي اكيد است. حدود  ��2(

      1(a� � �2 1    2(a � �2   3(a � �1   4( a� � � �2 1 

 پاسخ:�     
 

fاولا بايد ريشه ي مخرج( مجانب قائم) در اين بازه نباشد.ثانيا بايد  x        منفي باشد. � a x a a a� � � � � � � � � � �2 2x����� 

                       a
a

a ay a a a
(x a)

��
��

� �� � � � � � � � � 


� � � � �
�

2
2 1

2 1 1 1 2 1a a��� ��� 1 1aa�� ��� ��  
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xy) جهت تغييرات تابع   142 
x
�

�
�2
1

1
 را بررسي كنيد  .    

 پاسخ:��   

                                                                                       
x(x )x

x xxy y
xx (x ) x

�� �
� ���� � � �

�� � �

2
2

22 2 2

111 11
11 1 1

 

xf) تابع  143 (x)
x

�
�

2

2  در چه بازه اي صعودي و در چه بازه اي نزولي است ؟   1

 پاسخ: �       

                                           x x(x ) x(x ) xf (x) f (x) f (x) x
x (x ) (x )

� �� �� � � � � � � �
� � �

2 2 2

2 2 2 2 2
2 1 2 2

1 1 1  x � 

)در بازه                                  , )�� مشتق تابع منفي است پس تابع نزولي اكيد است                                           (
x x
f

�
� � �

 
�

 

)در بازه                                 , )� �,  مشتق تابع مثبت است پس تابع صعودي  اكيد است                                           (

 از گزاره هاي زير درست است ؟  موردچند )  144  

 الف ) هر تابع كه اكيداً نزولي باشد ، در هر نقطه كه مشتق پذير باشد ، مشتق آن منفي است .       

 ب ) اگر تابعي در بازه اي اكيداً صعودي باشد در آن بازه مشتق پذير است  .        

 ج ) اگر مشتق تابعي در نقطه اي صفر باشد ، تابع در همسايگي آن نقطه ثابت است .        

  . د ) ضرب دو تابع اكيداً صعودي هميشه تابعي صعودي است        

 ) هيچ كدام 4                                              3)  3                                            2)  2                                             1)  1    

 پاسخ: �    

 درست است  4گزينه      

 براي هر مورد مثال نقض ارائه مي كنيم .      

      1   (� � � �f x x cosx f x sinx�� � � � � � �        اين تابع اكيداً نزولي و در همه نقاط مشتق پذير است و در بي نهايت نقطه   �1

 لامت نمي دهد .مشتق آن صفر مي شود ( منفي نمي شود  )  ولي در اين نقاط مشتق تغيير ع             

     2  (	 
y x x�  اكيداً صعودي است ولي در بي نهايت نقطه مشتق ناپذير است   �

    3  (y x�  در نقطه صفر مشتقش صفر مي شود ولي در همسايگي اين نقطه ثابت نيست  2

g) دو تابع  4     x , f x� � �را در بازه   �2 �,�1 fهر دو صعودي اند ولي    � g x� � �  در همين بازه نزولي است   3

 

  

    
�تابع در بازه      �,�� �اكيداً صعودي  و در بازه  1 �,  اكيداً نزولي است .  ��1
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��اگر  ) 451 �y f x�   و اكيداً صعودي باشد ، چند تابع از توابع زير اكيداً  نزولي است ؟ منفي تابعي 

��الف  )            �f x�                 (  ب�� �f x2                    ( ج�� �f x3                ( د�� �x f x� ��ه )                  �3 �x f x�2  

 ) چهار 4 ) يك  3  ) سه 2 ) دو  1   

 درست است .  2گزينه    پاسخ:�  

                                                                                                                                                                                        �� � � �f x , f x�� �� �, f x�� �  

                                                                                                                                                  

�� �� � � � � �

� �� � � � � �

� �

� �� �

� �

f x f x

f x f x f x

ff
f

x f x x f

x f x f

� �� � � � � �

� �� � �

�� � � �

� �� � � � � � �

� �� � � �

2

3
3 2

3 2

2

2

3

3

2

�

  

 

fكه تابع  بزرگترين بازه از )  146 (x) x x�� � � �32 6  )   1402خرداد درآن صعودي اكيد باشد را با استفاده از جدول تغيييرات بيابيد  (  11

    پاسخ:�   

                                                             f(x) x x f (x) x x��� � � � � � � � � � � �3 22 6 11 6 6 1 

  

   x 
��  �� �� �� �f x� 

  چون مشتقش منفي است .  نزولي است د گزينه 

  ه  با توجه به معلومات يكنوايي قابل تعيين نيست .گزينه در 

 چون مشتقش مثبت  است  است صعودي ج گزينه 

		در بازه  
,�1 1  
 اكيداً صعودي است 

    

    

 چون مشتق منفي است  گزينه الف نزولي است

  چون مشتق منفي است  نزولي استب گزينه 
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 اكسترمم هاي نسبي  
 نقاط بحراني  

xنقطه ي   a��  متعلق به دامنه تابع را نقطه بحراني تابعf اين نقطه تابع تعريف شده باشد و مشتق تابع در اين نقطه صفر يا وجود ندارد ، درمي نامند هرگاه
 شود .                        

                                                                                                                                                                                           
�� � � �

f) a D
) f a f a

&��
� � �� ���

1
2   

fبراي به دست آوردن نقاط بحراني تابع  با توجه به دامنه از تابع مشتق مي گيريم و مي پرسيم   كجا صفر مي شود يا كجا وجود ندارد .  ��

 .مي شود كجا مشتق بي نهايتي ج )  الف كجا ناپيوسته است  ب ) كجا مشتق چپ وراست نابرابرند    : انواع وجود ندارد  

 خارج كشور  )  99نقاط بحراني را تعريف كنيد . ( خرداد )  147

 

 

 

 

 

 

 

 

 

yنقاط بحراني تابع با ضابطه ي  )  481 x x� �3 3  را به دست  آوريد  .  23

 پاسخ:��

                                                           � �
� �

� �

� �
f

f x x x x x , x
x xD R , f x
x x f x x x x x , x

� � � � � � � � �
��� � �
� � � � � � � � �

2
2

23 23 3 2 2

3 6 3 2 2
3 6

3 3 3 3 3

� �x x x x x ,� �2 2x x x x x , xx x x x� � �

x , x 3x , x �

  

 

fنقاط بحراني تابع با ضابطه   ) 149 (x) x x� � � �1  .را بيابيد  2

 پاسخ:� 
  .   تابع داده شده يك تابع آبشاري است      

� و مجموعه نقاط بحراني آن  :        
 	 �, ,�� � ��1 2	 ,	 ��2		 

  

 وجود ندارد

 وجود ندارد  

*مجموعه نقاط بحراني : +, ,2 3           +, ,2 3,  

 بحراني 
مشتق 

  صفر

 بحراني 
مشتق 

  صفر

 بحراني 
 وجود  مشتق

 هنداره زاويه دار

 بحراني 
مشتق 

  صفر

  نيست  بحراني
تابع در اين نقطه 

 تعريف نشده

 بحراني  هردونقطه
وجود  مشتقچون 

 نداره
در همسايگي راست  

اولي و در همسايگي 
چپ دومي تابع 

 تعريف نشده

هردونقطه بحراني 
 مشتق وجود نداره

بين اين دو نقطه 
بيشمار نقطه 
مشتقشان صفر 

 است
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��نمودار تابع )  501 �f x x x� �2  رسم كنيد و نقاط بحراني تابع را تعيين كنيد . 4

 پاسخ:�

        �� � � � � � � �
x x x x x

f x x x x f x x x

x xx x x

� � � � � �
� �� �� � � � � � � � � � �� �
� �

� �� � ���

2

2

2

4 2 4
4 4 2 4 4

2 4 44 4
� � � �f � � � �

�
�� � � ��

��
���
�
��
�

2 4 4� �x xx� �4 � �x f x� ��� ���  

       
� � � �

�� � � �
� � � �

f , f
f x x x

f , f

� �

� �

� �� � � �
�

� � � � � � � ��
� � �� � ��

4 4
2 4 2

4 4 4 4

� � �, f� ���� 4� �, f�f � �

� �x x� ��� 2 4 2�x xx � �� �  

**تابع سه نقطه بحراني دارد .            +, ,2 4+, ,2 4,  

 

 باشند  اگر متعلق به دامنه تابع نقاط ابتدا و انتهاي بازه كتاب درسي  با توجه به تعريفنكته  مهم    : 

 هستند . نقاط بحراني تابع                    

y   ) نقاط بحراني توابع زير را به كمك رسم نمودار توابع پيدا كنيد  . 151 x x , y x x , y x x� � � � �22 4 

 پاسخ:��  
                

                      x x x
y x x

x x x
� � ��� � � �

� ���

2

2
2 22

2 2
 

     

xدر     � xمشتق ناپذير  و در   2 �  مشتق صفر  است . بنابراين نقاط  بحراني اند .  1

                   
x x x

y x x x x x
x x x

� � �
�

� � � � � ��
� � ��

2

2 2

2

4
4 4 4

4 4
 � � 4x��� � 

 

xدر   , x� � 4, x � xمشتق وجود ندارد و در   4 � *مشتق صفر است  پس مجموعه نقاط بحراني  2 +, ,2 4  +, ,2  مي باشند . ,4

 

 

x x
y x x

x x
� ��� � �
� ���

2

2 

xدر     مشتق  تابع  صفر است و تنها نقطه بحراني تابع است  . �

xدر  , x�  مشتق وجود ندارد  �4

  در اين نقطه مشتق صفر است    اين نقاط زاويه دارند .
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f) نقاط بحراني تابع  521 (x) x x� �31
		را در بازه    3 
,�2  بيابيد  . 2

    پاسخ:��   
          f (x) x x f (x) x x�� � � � � � � � �3 21 1 13 x 

�تابع در تمام بازه         �,�2 *مشتق پذير است بنابراين مجموعه نقاط بحراني اين تابع در بازه داده شده :  2 +, , ,� �2 1 1  مي باشد . 2
             

 

 

 

xنقاط بحراني تابع )  153 x xf (x)
x x

� � �
� �

� ��

2 2 1
4 2  را تعيين كنيد  .  1

 پاسخ: �

در نقطه مرزي دامنه ابتدا با پيوستگي شروع مي كنيم  .      
x x

f ( ) limx x lim x
� �� �

� � � � � �2
1 1

1 2 3 4 2  تابع در اين نقطه مشتق ناپذير  2

 ل مشتق تابع را بررسي مي كنيم   .ااست  بنابراين اين نقطه بحراني است  ح         

                    x x x x xf(x) f (x) f x x
x x x

� �� � � �� �� � � � � � � � � � �� �
� � �� �

2 2 1 2 2 1 2 2 14 2 1 4 1 x 1x xx � � 

حراني بك نقطه ياين نقطه بحراني نيست چون در دامنه ضابطه خود قرار ندارد بنابراين در هيچ نقطه اي مشتق تابع صفر نمي شود . و فقط     
*دارد :   +1 

 

fنقاط بحراني تابع با ضابطه   )  541 (x) x$ �� % #
	در بازه   2 
,�1  را تعيين كنيد .  2

 پاسخ:�    

 

 

 

 

 

*تابع در نقاط  +, , , ,�1 1 2 3 	مشتق ناپذير و در ساير نقاط بازه داده شده مشتقش صفر است پس تمام بازه   2 
,�1  بحراني اند  2
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 است  .واژه اكسترمم نسبي براي ماكسيمم و مينيمم تابع بكار برده مي شود كه تعاريف آنها به شرح زير 

xنقطه  c��  نسبي تابع  ماكسيمم طولf ًعرض اين نقطه از تماميدر يك همسايگي متقارن اين نقطه تابع تعريف شده باشد ، و ثانيا  است كه اولا 

��                  عرض هاي اين همسايگي بزرگتر يا مساوي است  . به زبان رياضي يعني :    � � � � �) x c , c f c f x0 & �1 �1 � �1 

 

 

��در اين حالت   �f c   نسبي تابع  ماكسيمم را مقدارf   . مي نامند  

 

xنقطه     c��  نسبي تابع  مينيممطولf  عرض اين نقطه از تمامي  تابع تعريف شده باشد ، و ثانياً، است كه اولاً در يك همسايگي متقارن اين نقطه 

��     . به زبان رياضي يعني :   باشديا مساوي كوچكتر نيز عرض هاي اين همسايگي     � � � � �) x c , c f c f x0 & �1 �1 � �2 

                                                                      

�در اين حالت   �f c   را مقدار مينيمم نسبي تابعf        . مي نامند 

                                                                                                                                                                      

 

 

 

y) طول نقاط اكسترمم نسبي  551 x x x� � � �3 21 5 6 13  را تعيين كنيد  .  2

 : پاسخ�   

         x
y x x x y x x (x )(x )

x
���� � � � � � � � � � � � � � ��

3 2 2 21 5 6 1 5 6 2 33 2 3
�

� �
��
���
���
��
�

 

Aينقطهbوa) به ازاي چه مقادير 561
�1
yمينيمم  تابع  2 x ax b� �  باشد؟مي �2

 پاسخ: �

  رو صفركنه . ول تابعااگر يك نقطه اكسترمم يك تابع چند جمله اي خطي باشه اولاً بايد مختصاتش در ضابطه تابع صدق كنه و ثانياً طول اين نقطه بايد مشتق  

                                                                                                                                                  
� �

ay x a x a

f b b

�� � � � � � � � � �

� � � � � � �

2 1 22

1 1 2 2 3

x���

  

 
 

  

   نشده .نقاط ابتدا و انتهاي بازه نمي توانند اكسترمم نسبي باشند زيرا تابع در همسايگي متقارن آن ها تعريف       
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f) نمودار تابع  با ضابطه   157  (x) x bx d�� � �3 bبه صورت شكل مقابل است مقادير  2 , d     1401را تعيين كنيد .  ( دي   ( 

  پاسخ�  

 

 

           

x
f (x) x bx d f (x) x bx x( x b) bx b

f ( ) ( ) ( ) d d

���
��� � � � � � � � � � � ��

� � � � ���
� � � � � � �

3 2 2

3 2

3 2 3 2 2 2 33
2 2 3 2 1 5

x( x b) bx b
�� � ��
��
���
�
��
�

x( xx 2 

 

)) اگر نقطه   158 , )2 fنقطه اكسترمم نسبي تابع    1 (x) x bx d�� � �3 ,bباشد . مقادير  2 d   1400را به دست  آوريد .  ( خرداد   ( 

 : من چيزي نميگم خودتون مي دونيد . پاسخ�     

 

y) تابع  159 x x�  چند نقطه اكسترمم نسبي  دارد نوع آن ها را تعيين كنيد  .  �2

                    پاسخ �   
x x

x x x
y x x y x

x x x
x x

� ��
� � �� ��� � � � � �� �

� ��� � � ��

2
2

2

2 1

2 1
 

xتابع در     fمشتق ناپذير است .  چون  (    � ( ) , f ( )� ��� �� � � �1 1  ) , f ( )��� �� 1, f ( ) � x)  و  در    � � �
1
 مشتقش  صفر است  .   2

 

 

 

 

��با توجه به شكل تابع  ) 160 �f x .  و نقاط روي آن به سوالات زير پاسخ دهيد 
                                                    الف ) طول نقاط اكسترمم نسبي تابع اند .      

 ب ) طول نقاطي كه ماكسيمم مطلق تابع است .       

 .  پ ) طول نقاطي كه  تابع  بحراني است ولي اكسترمم نسبي نيست       
 پاسخ�    

xالف )                     b , x d�� xپ )   ندارد   ب )           � a , x f , x e�� � � 
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xتابع  )   161 x af (x)
x
� �

�
�

2

 كدام است؟ aفاقد اكسترمم نسبي است. حدود  2

   1(a �� �6   2(a �� �6   3(a �� �6   4(a �� �6  

 پاسخ�     

                     ( x )(x ) (x x a) x x x x ay
(x ) (x )

� � � � � � � � � �� � � �
� �

2 2 2
2 2

2 1 2 2 3 2
2 2

   

                    x x a a a a� � � � � � � � � � � � � � � � �2 4 2 16 8 4 4 24 6� � � �16 8 4 4 24a aa a����� ���� ��� ����� ��� ��� ��� ����� ���  

fنمودار تابع  )  162 (x) x x ax b�� � � �3  كدام است؟ bبه صورت مقابل است.  23

      1(1   2(2    3(3   4(4  

 :  پاسخ�   

                         x x
y x x a y ( ) a y x x x(x )

x
� ���� � �� � � 


� � � � � � � � � � � � ��

2 23 6 3 6 3 2 2(��y (
� y (
x

) a y x x x(x )
x
��

� � �
��
��� ����
��
�

2) ��) a y x x x(xx x) a y x 2  

                                                                                                                                                      b b� � � � � �
2 8 12 4� 8 12� ��  

xاگر در نقطه ي  قضيه فرما : a��   تابع�� �f x   ماكزيمم يا مينيمم نسبي داشته باشد ، و�� �f a�  موجود باشد  آنگاه�� �f a� � خواهد بود به عبارت    
 ديگر هر نقطه اكسترمم نسبي تابع يك نقطه بحراني آن است ولي عكس قضيه فرما در حالت كلي درست نيست .

xاگر  سيمم مطلق : ماك  a��   نقطه اي از دامنه تابع  به طوري كه  براي هرfx D&&     داشته باشيم�� � � �f a f x�   يعني عرض نقطهa  از تمامي   عرض
��هاي اين تابع در تمام دامنه بزرگتر يا مساوي باشد . آنگاه  �f a  ماكسيمم مطلق تابعf  مي ناميم 

 
xمينيمم مطلق :  اگر  a��   نقطه اي از دامنه تابع  به طوري كه  براي هرfx D&&     داشته باشيم�� � � �f a f x�  يعني عرض نقطهa  از تمامي  عرض هاي

��اين تابع در تمام دامنه  كوچكتر  يا مساوي باشد . آنگاه  �f a  مينيمم  مطلق تابعf   . مي ناميم 
 
 

 در توابع يكنوا به راحتي ماكسيمم و مينيمم مطلق را مي توان تعيين نمود .
                                                                                                                 

                                                                                       �� � � �
� �
� �

max

min

y f b
if x a ,b f x f

y f a

� ���0 & � � 2 � �
���

                       

 
f) ماكزيمم و  مينيمم مطلق  تابع با ضابطه   163  (x) x x�� � �3 2 		را در بازه    1 
,�2  تعيين كنيد .   3

 پاسخ:��  
	يعني  تابع در تمام دامنه اش اكيداً يكنوا صعودي است :                  
f(x) x x x , f (x) x�� � � � 0 & � � � �3 22 1 2 3 3 2   

                  max miny f( ) ( ) , y f( ) ( ) ( )� � � � � � � � � � � � � �3 33 3 2 3 1 34 2 2 2 2 1 11 
 

                                                                                                                                     

                                                                                           � � � �
� �
� �

max

min

y f a
if x a ,b f x f

y f b

� ���0 & � � 3 � �
���

f                        
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xf   ماكزيمم و  مينيمم مطلق  تابع با ضابطه)  164 (x)
x
�

�
�

2
		را در بازه    3 
,4 1 
 تعيين كنيد .   

 پاسخ: �    
 

xf(x)مشتق مي گيريم  :           f (x)
x (x )
� ��� � �
� � 2

2 1
3   :مشتق  تابع همواره  منفي است و در بازه داده شده يكنوا نزولي  است بنابراين  3

                      �� � � �max miny f a f( ) , y f b f( )� �
� � � � � � � �

� �
4 2 1 2 84 2 14 3 1 3 7

2 8) �
1) 1) 2�

3 7�
�3�

 
 
 
 
 

                                                                                                                                                                                                    
 
yمطلق تابع پيوسته   min,maxبراي تعيين   f(x)��  در بازه		 
a,b  ابتدا نقاط بحراني تابع را تعيين كرده و جدو ل زير را  تنظيم مي كنيم. 

 
 
 
 

     
 

طر دوم سيشترين مقدار بآنگاه  . مي با شد  اين نقاط تابع به ازاي  و سطر دوم مقاديرو نقاط ابتدا و انتهاي بازه  سطر اول نقاط بحراني تابع در اين فاصله 
 ماكسيمم مطلق و  كمترين مقدار سطر دوم مينيمم مطلق تابع در اين بازه خواهد بود .

 
 

yبيشترين مقدار تابع ) 165 x x x� � � �3 23 9 	ي، در بازه5 
,�2  ، كدام است؟ 2

 پاسخ:�
�ي    ع را بازهعرض نقاط بحراني تاباز تابع مشتق مي گيريم و نقاط بحراني را تعيين و مقادير تابع به ازاي اين نقاط را به دست مي آوريم .  ابتدا  �,�2 2  

x f( )
f x x x f x x

x ( , )
� � � � � � � � � ���� � � � � � � � � � � � , ��

3 2 2 1 1 1 3 9 5 13 9 5 3 6 9 3 2 2
x
x

�
� �

��
���
���
��
�

  

f                                                                      عرض تابع را در نقاط ابتدايي و انتهايي اين بازه به دست مي آوريم.داريم: ( )
f ( )

� � � � � � ��
� � � � � � ��

2 8 12 18 5 3
2 8 12 18 5 17 

بين مقادير به دست آمده ،بيشترين مقدار را به عنوان ماكزيمم مطلق تابع در اين بازه  ، درآخر
 معرفي مي كنيم:

   

  

          na x x x x ..................x b1 2 3 4       x 

        � � � � � � � � � � � �nf a f x f x f x ...............f x f b1 2 3 � �f x 

2 �1 �2 x
�17 1 3 � �f x 

maxy � 10 

 هر تابع پيوسته در بازه اي بسته ماكسيمم و مينيمم مطلق دارد  .            
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f(x)ماكزيمم و مينيمم مطلق تابع)  661 | x | (x )�� � ]در فاصله 1 , ]��2  را به دست آوريد .  1

 پاسخ:�      

                      
x x x x

x x x
f (x) f (x) x

x x x
x x x x

� � � � � � � � ��
� �� �� �� � � �� �
� � �� ��

�� � � � � � � � � �
�

2

2

12 1 2 1 2

12 1 2 1 2

x����� � �
12 1xx����� ��� 2

x����� � �
12 1xx����� 2

 

ست  ي  موجود ن

 
 
   
 

                                                                                                                                                                
 
 
 
 
 

اگر تابع)  671
x x

f (x) a x
x x

� � �
�

� ��
� � ��

2 3 1
1

3 2 1
xدر  �   بپذيرد؟ تواندنميچند مقدار صحيح را  aنيمم نسبي داشته باشد،ماكزيمم يا مي 1

 پاسخ:�       
 
 با توجه به شكل داريم :                             

                                                                                                                                  
( )x a

a R [ , )
( )x a

� � � '
� & � �(� � � � )

1 1 2 11 2
بي  س مم ن زي ماك
بي  س يمم ن  مي ن

 تواند بپذيرد.ا نمير و �1و�2سه مقدار صحيحaپس

 

fمقادير ماكزيمم و مينيمم مطلق تابع)  681  (x) x | x |� � �2 	 يرا در بازه 1 
,�2  به دست آوريد.  2

  شبيه سازي كن  رفيق من كه ميگم :   پاسخ�      

x x x x x
f(x) x | x | f (x)

x xx x x

� � � � � � � � � ��� �� � � � � � �� � � � � � ��� � � � � ���

2
2

2
1 1 2 2 1 1 21 2 1 2 11 2 1

f (x) x x

f ( )
f (x) x

f ( )
�

�

�� � � � � � � ���
� � � � ��� � � � � � � � � � �� ��

12 1 2
1 31 1 1

x �� 1x 2
 

1 0 �1
2 �2 x 

2 0 1
4 �2 � �f x 

2 �1
2 �1 �2 x 

7 3
4 1 5 � �f x 

مورد  ، در توابع نا پيوسته در حالت كلي نمي توان از نكته فوق براي تعيين ماكسيمم و مينيمم مطلق استفاده نمود ، و بهتر است نمودار تابع
 بررسي قرار گيرد .

  غ ق ق 

  ق ق 

 وجود ندارد 

 ماكزيمم  مطلق  مينيمم مطلق 

 ماكزيمم  مطلق  مينيمم مطلق 
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f(x)مقدار ماكزيمم مطلق تابع  )  169 x x� � � �2 12  كدام است؟   2

         1   (1    2  (2    3  (2   4  (2 2 

 پاسخ: �   

f
x x

f (x) x x D [ , ]
x x

f '(x)
x x

� � � ��
� � � � � � �� � � � ��

� �
� �

2 22 12 2 2 612 2 6
1 2

2 2 2 12 2

x�����
x�����

  
�� �f x�  در بازه ي�� �,2 كافي است مقادير  f فاقد نقطه ي بحراني است.بنابراين براي تعيين ماكزيمم مطلق تابع  fتعريف شده  و مخالف صفر است ،پس  6

xتابع را به ازاي  �� xو  2 ��  محاسبه كنيم : 6

                                                                                f( ) , f ( )� � �2 2 2 6 2 

yماكزيمم مطلق تابع  ) 170 x x� �  كدام ا ست ؟  24

     1  (2               2  (4             3  (2            4  (2 2 

 پاسخ: �   

                                       راه اول  

� � � �max min

xf x x
x

y f , y f

� � � � � � � �
�

� � � � � �

2
2

2
4 2

4

2 2 2 2

��

 

 

yدر تابع  ) 171 x a x� �2 axنقاط بحراني   2 �
�

2
aو ماكسيمم و  مينيمم مطلق     a,� 2 2

2  مي باشند2

max            راه  دوم :               
ay � � �

2 4 22 2 

f(x)اگر تابع )  172 ax bx� � �3 xدر نقطه ي  7 � aباشد،حاصل  10داراي ماكزيمم نسبي  1 b� دام است؟ك 

1(6-   2(4-   3(�
11
2    4(�

13
2  

 پاسخ: �
x

f '(x) x x x(x )
x
��

� � � � � � � ��
23 6 3 2 2�  

�نقطه ي  �,1 1  است.پس داريم :  f نقطه ي ماكزيمم نسبي تابع   �

� �f ( ) a b a b a
a b

bf '( ) a b

�� � � � � � � � � � ��� �� � � � �� �
� � �� � � �� ��

31 1 7 1 3
2 691 3 2

� �a b a b� � 3a b a b� � �

a b �
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 مولف و مدرس: مهندس روحاني  60 رياضي 

fاگر مقدار ماكزيمم نسبي تابع )  173 (x) x a
x

� � �
 باشد، مقدار مي نيمم نسبي آن كدام است؟ 6برابر  4

    1(10    2(14    3(��2    4(��8  

 پاسخ:�  

xy x x
x x

�� � � � � � � � � �
2 2

2 2
4 41 4 2���  

f ( ) a a f( )� � � � � � � � � � � � � �
�
4 42 6 2 6 10 2 2 10 142 2  

 

��تابع  ) 174   �f x     : با ضابطه يx x
y

x x

� ��� �
� ���

3

2
1

2 1 1
 چند نقطه بحراني و چند اكسترمم نسبي دارد  ؟  

 دو اكسترمم نسبي –) دو بحراني  2سه اكسترمم نسبي                                        –) سه بحراني  1       

 يك اكسترمم نسبي –) سه بحراني  4يك اكسترمم  نسبي                                       –) دو بحراني  3      

 پاسخ:�   

 

 مطابق شكل تابع در سه نقطه بحراني است و فقط در يك نقطه اكسترمم نسبي است  .        

 

 

 

��وجود ندارد چون ناپيوسته است   � � � � � � �� � � �x x xf x f , f , f , f
x x � �

� � � ��� � � � �� � � � � � ��
� � ���

23 1 1 1 3 1 4 1
4 1 1 � �, f� � �ff ��  

xنقطه بحراني و فقط يك نقطه اكسترمم دارد  :  3بنابراين   �    

 

fمقادير ماكزيمم و مينيمم مطلق تابع )  175 (x) x x�� �3 		را روي بازه     26 
,�2  )  1402بيابيد  ( حسابان دي ماه   3

 پاسخ:� 

                                             f(x) x x f (x) x x x(x ) x , x��� � � � � � � � � � � �3 2 26 3 12 3 4 4x(x ) x , x �x(x ) xx(x ) 

 

 

 

3   ��2 x 
��27   ��32 �� �f x 

 ماكزيمم  مطلق  مينيمم مطلق 

  

ي
 تابع در اين نقطه زاويه دارد   

مشتق تابع در اين نقطه از منفي به مثبت    
تغيير علامت ميدهد پس اين نقطه مينيمم 

ا
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 ياد آوري   

 

 دارد .   اشاره به ماكزيمم يا مينيمم      اصطلاح اكسترمم    

 

 است  . اگر منظور طول باشد حتما واضح بيان خواهد شد .  منظور از اكسترمم هاي تابع  عرض نقاط  

 

f   در نقاط اكسترمم    يا برابر صفر است يا وجود ندارد  .  �

 

 ممكن است تابع پيوسته نباشد .  در نقاط اكسترمم 

 

 ( اكسترمم هاي نا پيوسته ) در نقاط اكسترمم ممكن است مشتق تغيير علامت ندهد .  

 

 اكسترمم نسبي نيز هست .  aدر    fتعريف شده باشد آنگاه   aمتقارن داراي اكسترمم مطلق باشد و در همسايگي  aدر نقطه  fاگر تابع  

 

 هاي زير را تعيين كنيد.نادرستي عبارتدرستي يا ) 176

f كه تابعالف) شرط لازم و كافي براي آن (x) درx a� پذير باشد، آن است كه در اين نقطه پيوسته باشد.مشتق 

 باشد.اش تعريف شده باشد، اكسترمم نسبي هم ميكه اين تابع در همسايگي fي اكسترمم مطلق تابع ب) هر نقطه

xپ) اگر a� ي اكسترمم نسبي تابع نقطه طولf (x)گاهباشد، آنf (a)�  است. �

f ت) تابع       (x) x� 3 x  به طول نقطهدر  2  باشد.ناپذير ميشتقاكسترمم مي داراي نقطه  �

 پاسخ:�

 الف  ) درست نيست پيوستگي فقط شرط لازم مشتق پذيري است  .    

 ب )  درست  است .    

y)  درست نيست مي تواند اين گونه نباشد مثل   پ      x�   درx �  

 ت )  درست  است      

 

 نسبي 

 مطلق  

 نسبي 

 مطلق  

  ماكزيمم

   مينيمم 

 نسبي 

 نسبي 

 مطلق  

 مطلق  
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          بهينه سازي        

               
 

 بهتره بدوني 
 
 

 در مثلث قائم الزاويه  موارد زير را داريم :
 
 
 
 
 
 
 

        c a b�� �2 2 2    cMC � 2       
a x(x y)
b y(x y)
h xy

�� �

� �

�

2

2

2
 

 
 .قضيه تالس در طرح سوالات بهينه سازي  اهميت دارد  

 
 
 
 
 
 
 
 

a3، اندازه ارتفاع برابر است با  :    aدر هر مثلث متساوي الاضلاع به طول ضلع   
a23و مساحت آن برابر است با  :     2

4 
 
 در هر مثلث متساوي الساقين ارتفاع وارد بر قاعده ،  نيمساز  و ميانه و عمود منصف هم  مي باشد .  
 
 

 بهينه سازي :  روش كلي     

 ( به خصوص هنگامي كه ايده ي اوليه نداريد ) در صورت نياز ترسيم شكل براي درك بهتر مسئله .  -1     

 و تبديل آن به يك تابع يك متغيره.ايجاد رابطه بين معلومات و مجهولات مسئله و فرموله كردن آن  -2    

 به ازاء نقاط بحراني را به دست مي آوريم  و با توجه به ماهيت ، نقاط بحراني تابع را تعيين، مقادير تابع ، پس از تشكيل تابع مسئله  -3    

 جواب مسئله خواهد بود.  از تابع  يا مينيمم حاصلماكزيمم ، سوال               
 

كل سازيروش بهينه
 

AB AC
BD CE

AB AC BC
AD AE DE

�

� �

 

 

  

  

  

 

 

 

 

 

 

 

  

   

 

 تالس جزء به جزء

تالس جزء به كل 
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1آن ها  ) دو عدد حقيقي چنان بيابيد كه تفاضل  177  )   1401باشد  و حاصل ضربشان كمترين مقدار  ممكن گردد . (  دي     
 پاسخ:��   

             
x y
p xy x( x) x x p x x , y
� �

�� � � � � � � � � � � � �2
1

1 1 2 1 5 5) p) ��2x) x x p x xx x
 

 
 متر است  اگر مساحت مستطيل ماكزيمم باشد مقدار مساحت را به دست  آوريد .ي سانت 24محيط يك مستطيل ) 178
 پاسخ:�

          ( )x y x y , S xy x( x) x x S x x S�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2
32 2 24 6 6 6 6 2 3 18 9 9x 

 
 

 )   1401سانتي متر طول و عرض مستطيلي با بيشترين مساحت را بيابيد  (  دي   14) دربين مستطيل هايي با محيط ثابت  179
 كنيد   ياسخ:   مثل بالايي شبيه سازپ �   
 

12/) دربين تمام مستطيل هايي كه مساحت ثابت  180  سانتيمتر مربع دارند ، كمترين محيط را بيابيد .    25
 
 اسخ:   پ  �   

                              

max

/S xy / y P x y x
x x
x /P (x) x / / y /

/x x

P ( / / )

� � � � � � � � �

�� � � � � � � � � � � �

� � �

2

2 2

12 25 2512 25 2 2 2
25 2 25 12 252 12 25 3 5 3 53 5

2 3 5 3 5 14

x2x
2x /x x //  

 
 xماكزيمم بسازيم ، اگر از چهار گوشه ورقه چهار مربع به ضلع  م يك جعبه مكعب شكل در باز با حج a) مي خواهيم با يك ورقه مربع شكل به ضلع  181
 كدام  است  ؟ aبريده شود ، اندازه قسمت بريده شده بر حسب   
 

 پاسخ:    �  

                                   
ax

V (a x) x a x ax x V x ax a
ax

� ����� � � � � � � � � � � �
� �
��

2 2 2 3 2 2 22 4 4 12 8

6

����� �
��
���
�
��
�

 

 
 

برش بزنيم و آن ها را كنار  x ضلع  ر گوشه آن مربع هاي بهاسانتيمتر داريم مي خواهيم از چه 6سانتيمتر و عرض   16ورق مستطيل شكلي با طول )  182
 چقدر باشد تا حجم جعبه بيشترين مقدار ممكن  شود  .  xبر مي گردانيم  تا جعبه سرباز  بسازيم  . مقدار   xبگذاريم . سپس لبه جعبه ها را به اندازه 

 
 پاسخ:    �

 

(x)

V x( x)( x) x x x , x

V x x x x ( x )(x )

x , x

� � � � � � � �

� � � � � � � � � � � �

� � �

3 2

2 2

16 2 6 2 4 44 96 3

12 88 96 3 22 24 3 4 6
46 3

x 3x �

x x ( x )(x ) �2x x ( x )(xx xx  

 
 

 

 ق ق ن 

 ق ق  

 قابل  قبول  
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y) كم ترين فاصله منحني   183  x�� yاز خط   2 x�� � �4  را به دست آوريد  ؟   2
 پاسخ: �     

                                        �� � � � � �
x x

h x h x x x h
� � � �

�� � � � � � � � � �
�

2 4 2 4 8 2 22 4 2 2
1 16 17 17

�� 

 
 

M) مينيمم فاصله نقطه  418 ,� -
 .
" /

3
2

-
.
--
.
/
..
//

yاز منحني    x�  كدام ا ست ؟  2

 پاسخ:�   

                                                                                                  

�� � � �

� �

� � min

h x MB x x x x , x

h x x x

h h

� -� � � � � � � � � �� .
" /

�� � � � � � �

� � �

2 2 23 922 4
12 1 2

3 3
2 2

x � ��

x x �
�� �� �

12 1xx 2
�� 3

2

 

 
 

 

yكوتاه ترين فاصله ي مبدا مختصات از نقاط منحني به معادله ي )  185
x

� 2
 كدام است؟ 2

       1(1    2(3    3(2    4(2  

 پاسخ: �

                                            
� � uu

uA ,O y AO y
�� ��

�� � � � � 




� � �� �
� �

�

2 2
4 5

2

4 1622  

                                                             minAO� � � � � � � � � � � �
�

6 2
5

162 8 2 2 1 3  

 ست ؟ باشد در شكل مقابل بيشترين مساحت ناحيه هاشور زده كدام ا  12و ارتفاع آن   36اگر قاعده مثلث )  186

              
         پاسخ: �       

                                                
 
 
 

                                                                 
� � � �

� � � � � � � �y max y

x y x y S xy S y y y y

S y y S S �

�
� � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � �

2

2
6

12 3 12 3 12 36 336 12

36 6 6 36 6 3 6 1 8� � � � � � � �max yy S Smax �

2
6 36 6 3 6 1 8� � � � � � � �y S Smax � � �

2
6

 

  

 اينجا تالس زديم جز به كل   

 در دامنه تابع  قرار ندارد

x  hنقطه بحراني تابع   �
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  باشد ، بيش ترين مساحت مستطيل محاط شده در شكل را بدست آوريد .   3) اگر شعاع ربع دايره  187
 
 

       
 
 
   

             پاسخ:��

(x)

y x , x

x xS xy x x S x S x
x x

� � � �

� �� �� � � � � � � � � � � � �
� �

2

2 2
2 2

2 2

9 3

9 2 99 9 29 9

� � 3x��� �

S x �
2

9xx2x
2

  

 

  

 
 
 

 ) در شكل مقابل بيشترين مساحت ناحيه هاشور زده را تعيين كنيد  . 188
 

    اسخ:پ� 
yناحيه هاشور زده يك مستطيل است كه دو راس آن روي منحني                x� �  قرار دارند  212

 بنابراين داريم  :                
     � � � � � �(x) (x)S x x x x S x x S�� � � � � � � � � � � � �2 3 2

22 12 24 2 24 6 2 32x 
 
 
�ساعت پس از تزريق از رابطه ي   t)غلظت يك داروي شيميايي در خون  981 � tf t

t
�

�3 به دست مي آيد چند ساعت پس از تزريق غلظت آن در   54
 خون بيشترين مقدار ممكن را خواهد داشت .

 پاسخ: �   

                                               � �
� �

� � � �
� �

t t t tf t f t t t t
t t

� � � � � �� �� � � � � � � � � � � �
� �

3 2 3
3 3

2 23 3

1 54 3 2 54 2 54 27 3
54 54

t t� 3 3tt2 54 27t tt �� ��tt   

 
 يك استوانه در باز با حجم ماكزيمم بسازيم . شعاع قاعده ارتفاع و حجم اين استوانه چقدر است . π27) مي خواهيم با يك صفحه فلزي به مساحت  190

 
 پاسخ: �

                               
/

r

π πr rV πr h , S πr πrh π h
πr r

r r r rV πr ( ) π( ) V π( ) r
r

� �
� � � � � � �

� � �
� � � � � � �

2 2
2 2

2 3 2
2

27 272 27 2 2

27 27 27 3 32 2 2

 

 

rبنابراين                                                  شعاع :    � hو   ارتفاع  :   3 �
� �

27 9 Vو  حجم  بايد  :             36 πr h π( )( ) π� � �2 23 3 27 

3 
 

9
2  x 

  
9
2  � �S x 

  

 

 مساحت مستطيل  عرض طول

 حجم  استوانه   مساحت استوانه  
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4اندازه ي قطر مستطيلي برابر )   191   است. بيشترين مقدار مساحت مستطيل چقدر است؟ 2

     1(8 2   2(16 2   3(32    4(16  

 پاسخ: �    

                                                                                                                 

x

x y y x

xS x x S x x
x

� � � � � �

��� � � � � � � �
�

2 2 2

2 2
2

32 32

232 32
2 32

                                                                                             maxx x S� � � � � � � � � �232 2 4 4 32 16 16x

 د وقتي مجموع دو متغير مثبت مقدار ثابتي باشد حاصل ضرب آنها وقتي ماكزيمم مي شود كه آن دو متغير با هم برابر باشنل راه تستي  : اح

                                                                                                                  
max

x y x y x y
S x y

� � � � � � � �
� � � � �

2 2 2 232 16 4
4 4 16

  

3بين مخروط هايي كه طول مولد آن ها )  921  مي باشد ماكزيمم حجم كدام است  ؟ 3
 
   پاسخ: �  

                  

h max

V hr , r h r h V ( h h )

V ( h ) h V ( )

� �
� � � � � � � � �

� �� � � � � � � � � �

2 2 2 2 2 3

2

27 27 273 3

27 3 3 54 183 3

 

 
طيل چقدر متر باشد آنگاه عرض مست 30) مطابق شكل پنجره اي داريم. اگر قطر نيم دايره با عرض مستطيل برابر باشد و محيط پنجره  193

 باشد تا بيشترين نور دهي  را داشته باشد ؟
 پاسخ:   �  

                                 

x xx x xp x y , S xy x

x x xS x x S x x

x x

�� -� � .� �� - � -� � � � � � � � �  . .  .
" / " /  . .

" /

� � ��� � � � � � � � � � �

� �� -� � � � � � . � � �" / �

2 2

2 2
2

3 22 32 2 2 2 4 2

15 158 2 4 4 2
15 61 154 2 414

x x�
� 2,,

  

 باشد، شعاع قاعده را چقدر اختيار كنيم تا حجم آن ماكزيمم شود؟ 25اگر مجموع شعاع قاعده و ارتفاع يك استوانه )  194

         1 (11 2( 1                                        3( 32
3  4 (51 

 درست  است   2پاسخ: گزينه �     

                              � �
� �r

h r , V r h r r r r

V r r r r r , r

� � � � �� � � � � �

� � � � � � � � � � � � �

2 2 2 3

2

15 15 15
3 3 3 1 1� �r r r r r , r� �2 1r r r r r , rr r � � �
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كيلو متر است . او مي خواهد  4برابر   Hقرار دارد كه فاصله آن از نزديك ترين نقطه ساحل يعني نقطه   Aعلي درون قايقي در نقطه )  195 
و   2را قدم مي زند  ) فرض كنيد سرعت حركت قايق    Bتا   Hقرار دارد ( فاصله   Hكيلومتري   8در ساحل برسد كه در   Bبه نقطه 

برسد در چه نقطه اي از ساحل بايد از قايق پياده  Bكيلومتر بر ساعت باشد . براي اين كه علي  در كوتاهترين زمان به   4سرعت پياده روي  او 
 شود  ؟

 پاسخ:   �

                             

xx t

xx t

x xt t t

x xt
x x

x x x x

x

�
� � �

�
� � �

� �
� � � �

� � � � � �
� �

� � � � �

� � �

2
2

1

2

2

1 2

2 2

2 2

1616 2
88 4

16 8
2 4

1 2 1 2 12 42 16 16
416 2 3 16 3

48 8 3

�
  

 
 ه رپنج شد ومحيطمستطيل برابر با پهناي داريم. اگر قطر نيم دايره با به شكل يك مستطيل و نيم دايره  اي بر روي آن داريم پنجره اي ) 196

 )   1402( خرداد  تا بيشترين نور دهي  را داشته باشد ؟ ابعاد آن را طوري بيابيد متر باشد   6
 

 پاسخ:   �

                                                           
�� �

(r) (r)

r rp r r h h

S r r r S r r r

� � �
� � � � � � �

�� � � � � � � � � � � �
� �

2 2

6 22 2 6 2
1 66 2 6 42 4

 

           max

( )r rh h
� � �� � � � �� � � �

� �

66 26 2 64
2 2 4 

 

 

 استوانه اي به حجم ماكزيمم محاط كرده ايم ، مقدار اين حجم كدام ا ست ؟ 3) در  كره اي به شعاع   20  )  719

       1  (2                2  (4                    3  (6                     4  ( 8 
 

h         اول يه شكل مي كشيم  . داريم  :          پاسخ: �       hR r r� � � � � �
2 2

2 2 23 34 4 

     
h max

max

hV hr h( ) ( h h ) V ( h ) h

V ( )( )

h
hhr h( ) ( h h ) V ( h )h
h ) ( h h ) V ( h )h

( )( )

�� � � � � � � � � � �

� � �

2
2 3 21 33 3 3 24 4 4

42 3 44

  

 
�
6

4  r 

�   � � �S x� 
   max    � �S x 

 طول مسير قايق

 مسير پياده روي زمان پياده روي 

 زمان قايق سواري
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f  تابع    )  819    (x) x x x� � �3 21 5 63  .مفروض است  2
 الف ) اين تابع در چه بازه اي صعودي و در چه بازه اي نزولي است .     

		ب)  ماكزيمم و مي نيمم مطلق آن را در بازه      
,1  . را تعيين كنيد     4

             پاسخ: �       

                                                      x
f(x) x x x f (x) x x (x )(x )

x
���� � � � � � � � � � � � ��

3 2 2 21 5 6 5 6 2 33 2 3 

                                                                      
 
 
 
 

 

 

��x دو متغير مثبت به طوري كه x,y   گر ا )  199 �2 6  را تعيين كنيد .    xy ماكزيمم مقدار     64

        پاسخ: �     

                               
x y p xy x( x) x x p (x) x x

p( ) ( ( ))
��� � � � � � � � � � � � � �

� � �

22 64 64 2 64 2 64 4 16
16 16 64 2 16 512

x �
                   

 
y براي تابع)  200 x� � 		 نقاط بحراني و نوع اكسترمم هاي نسبي آن را تعيين كنيد و در بازه     2 
,�5  ماكسيمم و مينيمم مطلق تابع   3

  را تعيين كنيد .          
        پاسخ: �      

                 * +

x x x
( x ) x x

f x f (x) , ,
(x ) x x

x x x

� � � � � � �� �
� �� � � � � � � � �� ��� � � � � � �� �� � � � � � �� �
� �� � �� �

2 2 1 2
2 2 1 22 2 22 2 1 2

2 2 1 2

*x *
� ���
��
�
�� *f (x) �� +2+2* ,*( )( )
�
�
��
�

,*f (x) 2xx
( )

��
*f (x) ,,  

 

 

 

 

 

4  3  2  1  x  
 

          ��        �  
    

��       ��     
 

/5 3  
 /4 5  /4 6 /3 8  

 
 

    x  
     

 
     

 

�� �f x�

�� �f x

��
������ �f x�

�� �f x

اول از تابع مشتق گرفتيم بعد نقاط بحراني رو حساب كرديم 
بعد مشتق رو با توجه به نقاط بحراني تعيين علامت كرديم تا 

شود سپس مقادير تابع را براي ابتدا و يكنوايي تابع تعيين 
انتهاي بازه و نقاط بحراني به دست آورديم بيشترين و 

 كمترين مقدار تابع تعيين مي شود  .

        

 يمممين ماكسيمم ممميني
  

  �

  

 ماكسيمم مينيمم
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