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 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 

 

امتحانات نهایی داخل و خارج  کتاب درسی و  سؤال متنوع و حل شده از سؤالات 1000ای کامل به همراه  این مجموعه شامل درسنامه

شده . این کتاب با توجه به رویکرد . تمام نکات لازم برای شما ارائه ه از کشور به همراه سؤالات مفهومی و تألیفی از متن کتاب درسی

تدوین شده و سعی کردم کاستی های اونو پوشش بدم .  از طرفی نحوه ی نوشتن پاسخ تشریحی ، برای امتحان نهایی   3کتاب ریاضی 

که با استفاده از مفاهیم و سؤالات حل  بطوریهتدوین کتاب سازو کار.  "اندازه بنویسی و نمره سوال رو کامل بگیری "هم ارائه شده تا به

" توضیح دار "آزمون شبیه سازی شده امتحان نهایی همراه با پاسخنامه کاملاً تشریحی و  8شده قادر به حل سؤالات بعدی باشی .  

  آوردم تا شما سوالات امتحان نهایی رو قبل از برگزاری دیدار کنید .

سؤالات نشوید  غافل وجه از آن  های کتاب درسی شروع کنید و به هیچ ها و تمرین ل ثااز حل م بایدبرای موفقیت در درس ریاضی 

. آفت موفقیت شما حفظ کردن نش های کتاب درسی طراحی می ها و مثال امتحانات نهایی و حتی کنکور به طور مستقیم از تمرین

خواندن حل مسأله کارساز نیست، دقت کنید که حل هر اکتفا کردن به  ه ودرس درست ! تسلط بر مفاهیم مستلزم فهماتهپاسخ تمرین

 . ریاضی از طریق حل مسئله برای حل سؤالات جدیدتر و درک مفاهیم اساسی هسؤال برای شما کمکی

 :میده دقت به موارد زیر موفقیت شما را افزایش 

   . اریف در حل مسئلهمفاهیم و تع کاربردتوجه  به چنین  بررسی موضوعات به صورت تشریحی و مفهومی و هم -1

   .و اینکه روش های مختلف حل یه سوال رو یادبگیری ی زیاد یادگیری عمیق موضوعات با حوصله -2

مثال های حل شده کتاب رو هم باید اول سعی کنیم من اعتقاد  به ) البتهلات حل شده و پس از آن حل تمرین وابررسی نمونه س -3

 رجوع به پاسخ.خودمون حل کنیم ( و در صورت نیافتن راه حل 

تمرین حل شده است،  1000و حفظ کردن  ندن تر از خو بیش به مراتبخودتون حل می کنید تمرین که  50ارزش  ه بدونیدخوب

به حل آن دتون هایی است که خو ها و تمرین ترین آن برای حل مسأله ریاضی مثال ترین قسمت یادگیری و کاربردی مهم چون

 پردازید. می

انتظار نداشته باشید در این درس در کوتاه مدت  ره ،بنابراین  تکرار و تداوم از یاد میو در صورت عدم  ه فرآیند یادگیری ریاضی تدریجی

نتیجه هر درسی در ومهارت تسلط  اتفاق می افته .ا کنید بلکه این مهم آهسته و پیوسته با تمرین مطالب آموخته شده پیدکامل تسلط 

 . یهتلاش مستمر و پیگیر
 

از من دریغ نکنید تا مجموعه بهتری ارائه بشه از صبر و حوصله و دقت شما سپاس بی پایان  این کتاب رالطف کنید کمی و کاستی 

 از ودقت نظر تشکر می کنم . دارم 

 را از ایشان دریغ داشتم .بسیاری وقت نثار همسر و فرزندانم که برای تالیف این مختصر ، سپاس و عشق 
  

نینی گَلمِجامحمد صادق روحا:   1402 فرودینکرج    

 مقدمه مولف
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  مشتق 4فصل     

 راحتی از رابطه زیر حاصل می شود . می دانیم شیب یک خط با داشتن مختصات دو نقطه غیر هم طول واقع بر خط به  

 

  

 

 

 

 

 

                                                                                                                                                B A
AB

B A

y y
m tan

x x


  


 

 
Bفرض کنید دو نقطه  , A   روی نمودار تابعf   باشند خطی که این دو نقطه را به هم وصل 

 :   می کند اصطلاحاً خط قاطع گفته می شود و شیب آن 

B A
AB

B A

y y f(b) f (a)
m

x x b a

 
  

 
 

 به اندازه کافی  Bنزدیک بشه عملاً وقتی  Aیواش یواش به نقطه  Bحالا تصور کن نقطه 

 و شیب این خط شد . خواهد Aنزدیک بشه خط قاطع تبدیل به خط مماس در نقطهAبه

          .  است هم قابل تعیین 

                             
AB A

b a

f (b) f (a)
if B A m m lim tan

b a


     


 

 

fاگر  (x)  یک تابع باشد شیب خط مماس بر تابعf  در نقطهA( a , f(a)  به صورت زیر تعریف می شود . (

               
x a

f (x) f (a)
f (a) lim

x a


  


 

 به شرط اینکه این حد موجود باشد . 

                                                       این حد را به این شکل هم می توان نوشت :                                        
h

f (a h) f (a)
f (a) lim

h

 
   

fشیب خط مماس بر تابع (  1  (x) x  در نقطهx   را تعیین کنید . 1

    چشم  :پاسخ 

                     
x x

x x
f ( ) lim lim

x 

 
  

1 1

1 1
1

1 ( x ) 1 ( x )




1
21

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  شیب خط قاطع 

 A    شیب خط مماس بر منحنی در نقطه ی

 A    شیب خط مماس بر منحنی در نقطه ی

 Aشیب خط مماس بر منحنی در نقطه ی    

 

 
 

 

 
 

 

 

 خط قاطع 

 خط مماس 
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  مماس بازی 

 در همسایگی  نقطه ای صعودی باشد ، خط مماس  fنمودار تابع  اگر

 بر نمودار تابع در آن نقطه نیز صعودی خواهد بود در نتیجه شیب 

 و برعکس  خط مماس یعنی مشتق هم مثبت می باشد .

 

 در همسایگی  نقطه ای نزولی  باشد ، خط مماس  fنمودار تابع اگر 

 بر نمودار تابع در آن نقطه نیز نزولی خواهد  بود در نتیجه شیب 

 . خط مماس یعنی مشتق در آن نقطه هم منفی می شود 

 

 شچون شیب خط مماساز طرفی هر جا تابع  ماکزیمم یا  مینیمم  کلاسیک بشه مشتق تابع صفره  

 و شیبش صفره افقیه    

 

  . هر جا تقعر یا گودی تابع رو به بالا باشد از چپ به راست مقدار مشتق  افزایشی  است

 

 

 هر جا تقعر یا گودی تابع رو به  پایین  باشد از چپ به راست مقدار مشتق کاهشی است . 

 

 در این شکل از چپ به راست ابتدا گودی تابع رو به بالاست  یعنی در این بازه مشتق روندی صعودی یا

 کاهشی یا نزولی می شود افزایشی دارد از نقطه ستاره دار به بعد که گودی تابع رو به پایین می شود مشتق تابع  

در بازه    fآمده است نمودار تابع  fدر جدول مقابل بعضی از مقادیر تابع  (  2 ,2  کدام می تواند باشد  ؟  6

 

      1  )         2    ) 

 

 

      3  )        4  ) 

    پاسخ : 

درست است . از طرفی :   4یا   1دارد . یعنی گزینه های  مطابق جدول تابع روندی صعودی      
  

   

2 12 26 2 3 26 32 3
3 2 4 3 5 4 6 5

و این  

 درست است  چون گودی این تابع رو به پایین است .  4یعنی  شیب های خط مماس بر منحنی از چپ به راست کمتر می شود بنایراین گزینه 

 

 
  

 

 

 

 

6 5 4 3 2 x 

32 30 26 20 12 f (x) 
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xتابع صعودی و مشتق تابع ، و شیب خط مماس در  a  . مثبتند 

xتابع مشتق پذیر و مماس پذیر است .  معادله خط مماس بر تابع در نقطه  a

          y f(a) f (a)(x a) y mx n      

     tan m f (a)    
  

xتابع نزولی  و مشتق تابع ، و شیب خط مماس در  a  . منفی اند 

xتابع مشتق پذیر و مماس پذیر است . َ معادله خط مماس بر تابع در نقطه  a

          y f(a) f (a)(x a) y mx n      

     tan m f (a)    
  

xتابع ماکزیمم  یا مینیمم دارد و مشتق تابع  و شیب خط مماس در a  . صفر اند 

xتابع مشتق پذیر و مماس پذیر است .  معادله خط مماس بر تابع در نقطه  a

 f (a)
y f(a) f (a)(x a) y f(a)

      

     tan m f (a)    

xتابع صعودی یا  نزولی است و مشتق تابع  و شیب خط مماس در a  .بی نهایتند 

xتابع مشتق نا پذیر و مماس پذیر است .  معادله خط مماس بر تابع در نقطه  a 

    f (a)
y f(a) f (a)(x a) x a

      

                        tan m f (a)     

 

 

xتابع در این نقطه زاویه دارد و مشتق تابع وجود ندارد  ، ولی شیب دو نیم مماس  در  a  

 قابل تعیین است .

xتابع در  a  می شود مشتق ناپذیر و مماس کامل ندارد  به این  نقطه گوشه گفته             

                                   f (a) f (a)   
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( اگر  3  
x

f (x)
lim

x


 

1

4
3

1
 باشد  شیب خط مماس در نقطه ...................... برابر .........................  است  

       :پاسخ 

                 
x a x

f (x) f (a) f (x
(A( , ) , f )

)
f (a) lim lim a , f( )

x a x 

 
       


     

 1
1 4 1 3

4
3 1 1 4

1
 

Bشیب خطی که نقاط (  4 , A  و   1با طول هایx  fروی تابع مشتق پذیر   1 (x)   : را به هم وصل می کند برابر است با
sin(x )

x





2

3 2
   

xشیب خط مماس بر این تابع  در      را تعیین کنید . 1

     :پاسخ               
sin(x )

f (x ) f ( ) f (x ) f ( ) cosx

(x ) x x x




    
   

   

1 1 1 1 2
1 1 3 2 3 2

 ABشیب خط  

     
x x x

f (x ) f ( ) f (x ) f ( ) cosx
lim lim lim

(x ) x x  

      
    

   

1 1 1 1 1 1
1 1 3 2 2 2

 شیب خط مماس 

xدر نقطه ای به طول  fزیر خط مماس بر نمودار  ( در نمودار 5    fرسم شده است . اگر  3 ( ) , f( )  3 6 3    را  Bمختصات نقطه   7

 کنید . مشخص        

       :بر منحنی در نقطه  خط مماس معادلهاول   پاسخA  . را به دست می آوریم 

               
B

y (x ) y x y ( )         7 6 3 6 11 6 4 11 13 

 

 (    1401مماس  باشد .  ) دی    fبر نمودار تابع  Aدر نقطه  dبه صورت زیر رسم شده است . اگر خط  f( نمودار تابع  6

الف ( حاصل      
x

f (x) f ( )
lim

x



2

2
2

 را بیابید  .  

Bب ( شیب خط های مماس در نقاط      , A  . را مقایسه کنید 

        :پاسخ  

  الف  (                     
x

f (x) f ( )
lim f ( ) tan

x


    

2

2 4
2 2

2 2
 

Aب (                                                            Bm m 

)fدر شکل مقابل  داریم   f(  برای تابع  7 ) , f ( ) / 4 24 4 1 Cبا توجه به شکل مختصات نقاط  5 , B  (   1400را بیابید ) خرداد 

      :پاسخ 

xمعادله خط مماس بر منحنی در نقطه            a           :y f(a) f (a)(x a)   

xمعادله خط مماس بر منحنی در نقطه           4                   :y / (x )  24 1 5 4 

           
B

C

y / ( ) /

y / ( ) /

   

   

1 5 3 4 24 22 5

1 5 5 4 24 25 5
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نمودار تابع (  8 f x  به صورت مقابل است . اگرm  ؟   درست نیستشیب خط مماس در هر نقطه باشد کدام گزینه 

 
 

       1 )     
Am   

       2 )   
D Bm m  

       3  ) C Am m  

       4 )    Bm   

 

    :چون مشتق  در نقطه   3گزینه    پاسخ  :C   مثبت ولی درنقطهA     : منفی است  پسA Cm m 

 

 است در چند نقطه مشخص شده  روی نمودار تابع  رابطه   f( شکل مقابل مربوط به نمودار تابع  9
f

f



 برقرار است ؟  

   1  )1          2  )2 

  3  )3      4  )4  

 

    :پاسخ  

     
f

f



 این یعنی نقاطی که مقدار تابع و مشتق تابع هم علامت باشند . یعنی هر هم زمان مثبت و یا هم زمان منفی باشند .  

 مقدار و مشتق تابع هر دو مثبتند   Bدر نقطه                     هولی مشتق تابع مثبت همقدار تابع منفی  Aدر نقطه  

 مقدار تابع منفی و مشتق تابع صفره   Dدر        و مشتق منفیه      همقدار تابع مثبت  Cدر نقطه  

 مقدار تابع صفر و مشتق تابع مثبته   Fدر  نقطه        مقدار تابع منفی ولی مشتقش مثبته   Eدر نقطه  

 د  .ندر شرایط مسئله صدق می کن  B,Gنقاط  پس   هم مقدار تابع منفیه و هم چون نزولی مشتق منفیه  Gدر نقطه   

 

 (    1401کدامیک از گزینه ها درست است   ) خرداد    fبا توجه به نمودار تابع (  10

الف (      
c b a

m m m     ) ب
b a c

m m m  

پ (      
a b c

m m m     )  ت
a c b

m m m  

      :گزینه  پ  درست  است پاسخ 
 

f( اگر نمودار تابع  11 (x)  شکل رو به رو باشد در کدام بازهf (x)   است  ؟ 

           :پاسخ 

 تابع هر جا که روندی نزولی دارد مشتق آن منفی است     

پس بازه       ,  . جواب مسئله خواهد بود 2
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 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

fدر شکل مقابل  حاصل (  12 ( ) g ( ) 1  را تعیین کنید  . 1

 

      :پاسخ 

 

xدر نقطه معادله خط مماس        )               :    fیعنی تابع  g بر منحنی 1 )
y (x ) x f(x) x

 
       



2 12 1 3 3 3 1
1

 

xاین خط در نقطه        هم عرض است و هم ، هم شیب است یعنی :  gهم با  1
f ( ) g( )

f ( ) g ( )

  

  

1 2 1 2
1 3 1

fدر نتیجه    ( ) g ( )    1 1 3 3 6 

 

 با توجه به شکل مقابل کدام گزینه صحیح است  ؟ ( 13

       1  )
x

f (x)
lim

x




3

6 1
3

           2   )
x

f (x)
lim

x




3

1 4
3

 

      3  )
x

f (x)
lim

x




3

1 2
3

          4  )
x

f (x)
lim

x




3

3 2
3

 

    مطابق شکل خط در :  پاسخx   بر منحنی مماس است یعنی  :  3

      
x x x

f (x) f ( ) f (x) ( ( ) ) f (x)
f ( ) lim lim lim

x x x  

   
    

  3 3 3

3 2 3 4 13 2
3 3 3

 

 

xبه طول  A( در نقطه  14  yروی منحنی   1 x 4   .قطع کرده است  Bها را در  xخطی بر منحنی مماس شده است ، امتداد این خط محور  5

 کدام است ؟  BAباشد ، اندازه  Aتصویر نقطه  Aاگر        

 

 

 

     پاسخ  :                        
L

x

tan m
x

AA
tan BA

BA BA



   



     

 

1

4 2
32 4 5

2 3 9
3 2

  

 

( اگر  15
h

h
lim

f( ) f (x h)


 
3

1
xدر نقطه   fو معادله خط قائم بر منحنی    kyبه  صورت   1 x 2  .را بدست آورید kباشد مقدار  4

 پاسخ  :                         

xشیب خط قائم بر منحنی در نقطه                           1       :
h

h h
lim m

f( ) f (x h) f (x h) f ( ) f ( )


     

   

1 3 3
1 1 1

 

                ky x y x k
k k k

  
        

2 4 2 22 4 3
3
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 ای روی منحنی: خط مماس و قائم در نقطه ی معادله  

y منحنی نمایش تابعبر  a ای به طول ‌در نقطه  L  اگر خطمی دانیم الان دیگه   f(x) ،مماس باشد 
 آید: ‌زیر به دست می ی‌شیب خط مماس از رابطه

 
                         

x a

f (x) f (a)
m tan lim f a

x a


   


 

 حالا  اگه معادله خط  مماس و قائم بر تابع رو خواست به شکل زیر عمل  کن   

 
       

yبا استفاده از تعریف مشتق، مشتق تابع  (16 x 2 ی خط مماس بر منحنی این تابع را  محاسبه نماید. سپس به کمک آن معادله 1ای به طول  را در نقطه 1

 (نهایی  واقع بر منحنی تابع بنویسید.                                    ) 1ای به طول در نقطه

:پاسخ 

                                                                                      
x x x x

f (x) f( ) x ( ) (x )(x )
f ( ) lim lim lim lim(x )

x x x

A L : y (x )
( )

   

     
      

  

   
 

2

1 1 1 1

2

1 1 1 1 1 1
1 1 2

1 1 1
1

2 1
1 1

 

ی خط مماس بر نمودار تابع  ( معادله 17
x

y
x


 2

ی  را در نقطه  A ,3  (نهایی  ) به دست آورید.  3

                                                                                                :پاسخ
 

   y m y y x
x


          


32

2
2 3 2 3

2
 

f(  با استفاده از تعریف، مشتق تابع  18 (x) x حساب کنید. سپس معادله خط قائم بر نمودار تابع را در نقطه aرا در نقطه 3 A ,1  به دست آورید.  1

 

 :پاسخ 

  

 

x a x a x a

x a x ax af (x) f (a) x a
f '(a) lim lim lim a

x a x a x a

f (x) x f '(x) x f '( ) m m' L : y (x )

  

   
   

  

 
            

2 23 3
2

23 2

3

1 1
3 1 3 1 3 1 1

3 3

 

  

 

   خواهیم مماس یا قائم در آن رابنویسیم معلوم کنید.ای که می( اول مختصات نقطه1

و  را تعیین کنید این همان شیب خط مماس است.  مشتق بگیرید و ( از تابع2

 (خوان)بعضی وقتا این مشتق رو از راه تعریف میشیب خط قائم است.   

 شوند:ی خط قائم به شکل زیر نوشته میی خط مماس و معادله( معادله3

 

 

 خط قائم

  Aی شیب خط مماس در نقطه

 

  خط قائم   خط مماس 

  مشتق همون شیب خط مماسه  
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 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

fی خط مماس بر تابع ( معادله 19 (x) x 3 xی در نقطه1   را بنویسید.1

:پاسخ 

x x x

f (x) f( ) x
f (x) x f ( ) lim lim lim

x x (x )
  

  
        

  

3
3

21 1 1 3

1 1 1 1
1 1

1 1 1
 

xبنابراین خط مماس بر تابع در  :L  ی آن همان طول نقطه است. هاست و معادلهyخطی موازی محور1 x  1 

 

yمنحنی تابع (  20 x x  2  . بنو یسید  Aقطع می کند . معادله خط قائم بر منحنی تابع را در نقطه   Aمحور عر ض ها را در نقطه   1

    پاسخ: 

                                                                               
   

   

x
A f x x f m m

y m

L : y x y x

 
           

 

        

1
2 1 1 1

1

1 1 1

                                                                                                                                              

 

y(  نقاطی  از نمودار تابع  21  x x  3 2  از ربع اول و سوم با شد  را تعیین کنید که خط مماس بر منحنی دراین نقاط موازی نیمس   1

      پاسخ:  

 ا ست . بنابراین داریم :    1شود زیرا شیب نیمساز ربع اول و سوم  1یعنی نقاطی را باید بیا بیم که مشتق تابع در این نقاط                     

                                                                                                y x x y x x x           3 2 22 1 3 2 1 1 1  

 

نقاطی از منحنی تابع (   22 f x x x 3 yرا تعیین کنید که خط مماس بر منحنی در آن نقاط موازی خط  3 x  3  .باشد 1

   :پاسخ 

                                               y x m f x x x x            2 23 1 3 3 3 3 3 6 2 

 

x( معادله خط مماس بر تابع با ضابطه  23 
f (x)

x






4 6
1

 در نقطه تلاقی منحنی  با نیمساز ناحیه اول  را تعیین کنید .  

    :پاسخ 

            
xx

f(x) x x x x x x
x x

 
           

 

2 2 14 6 4 6 5 6
1 6

 

                                                          

(x ) ( x )x
f (x) f (x) f ( )

x (x ) (x )

y (x )

     
       

  


  

2 2

4 1 1 4 64 6 1 1 26
1 25 51 1

26 6
5

 

xعرض از مبدا خط مماس بر منحنی تابع  ( 24 
f(x)

x




2 xدر نقطه به طول    3   را تعیین کنید .  2

 پاسخ:          

    

 

x

x ( ) x
( )x x

f (x) f , f (x) f ( )
x x

f ( ) y (x ) y

  
        

      

2

2 1 2 3
2 2 32 3 1 12 2 32 2

2 2 4

1 1 12 2
2 2 4
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x( اگر خط  25  y 2 xدر نقطه ای به طول   4  yبر منحنی تابع    1 f(x)  مماس باشد حاصل
f ( )

f ( )

1
1

 کدام است  ؟  

    1  )1  2  )1 3  )2  4  )2 

  :خط مماس بر منحنی در نقطه تماس با منحنی هم عرض و هم شیب است  .  پاسخ 

                       
f ( )

x y y x m f ( ) , f ( ) ( )
f ( )


                 



1 2
2 4 2 4 2 1 1 2 1 4 2 1

1 2
 

 

yدر شکل مقابل ،خط رسم شده بر نمودار (  26 ax x   کدام است ؟   aمماس است .مقدار  2

        1)
15
4

                          2)
7
2

                         3)
13
4

                             4)3  

   پاسخ: 

                    

 (

L : y (x ) y x

a
a

x ay x x ay x )x
a

a
   

        







    



       2 22 4 1
3

1 1
5

4

4
4 4

4

6 1 4
 

gدر شکل زیر نمودار توابع چند جمله ای (  27 , f   داده شده  است . اگر
f ( x )

h(x)
g(x x)




2
2 1

hباشد . حاصل    ( )  کدام است  ؟  3

    1  )
26
9

     2  )
14
9

 

   3   )14     4  )
4
3

 

      :پاسخ 

                               

y (x ) x g(x) x f ( )

f ( x ) f ( x ) g(x x) ( x )g (x x) f ( x )
h(x) h (x)

g(x x) (g(x x))

f ( ) g( ) ( )g ( ) f ( ) ( )( ) ( )( )( )
h ( )

(g( )) ( )


            



         
  

 

      
   

2 2

2 2 2

2 2

4 9 9 9 5 1
5 9

2 1 2 2 1 2 1 2 1

2 5 6 5 6 5 2 1 3 5 1 4 143
96 3

 

 

 

 بر هم  مماس باشند آن گاه : (  اگر یک خط و یک منحنی و یا ) دو  منحنی  ( در   1

 

               

 

 

 

 هم عرضی  دو تابع 

 هم شیبی  دو تابع 

 

 
 

 معادله خط مماس  شیب خط مماس   
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 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

fفرض کنید تابع : مشتق تابع در یک نقطه  (x) ی در یک همسایگی نقطهaتعریف شده باشد. اگر حد
x a

f (x) f (a)
lim

x a




موجود باشد، یعنی عدد شود  

fگوییم تابع  میاً اصطلاح (x)  درx a  مشتق پذیر است و مقدار آن را با نماد f a دهیم. نمایش می 

 
x a

f (x) f (a)
f a lim

x a


 


 

 صورت زیر است:ارز است به ‌تعریف دیگری که با تعریف فوق هم
 

h

f (a h) f (a)
f a lim

h

 
   

 
fتذکر: اگر این حد عدد یکتایی نشود و یا وجود نداشته باشد، تابع  (x) ی‌در نقطه x a .مشتق ناپذیر است 

 
 .شود‌می استفاده زیر های‌برای محاسبه مشتق تابع در یک نقطه از یکی از روش

 
x a

f (x) f (a)
)f a lim

x a


 


1   

h

f (a h) f (a)
)f a lim

h

 
 2  

 

 کنیم‌در روش اول به شکل زیر عمل می: 
f. محاسبه 1 (a)    2 تعیین .f (x) f(a)    3 تشکیل و ساده کردن .f (x) f(a)

x a




. محاسبه حد 4     

x a

f (x) f(a)
lim

x a




 را آن ابهام رفع های‌است و روشکه دارای ابهام  

 .دیدیم حد در
 

 کنیم‌در روش دوم به شکل زیر عمل می: 
f. محاسبه 1 (a)    2 تعیین .f (a h)    3 محاسبه .f(a h) f(a)     4 محاسبه حد .  

h

f (a h) f (a)
lim

h

 

0
 است. که دارای ابهام    

 

f(x)پذیری تابع  با استفاده از تعریف مشتق، مشتق(  28 x | x |  xرا در نقطه 2   () نهایی  مورد بررسی قرار دهید.  2

:پاسخ 

  x

x x

x

x(x )
lim f '( )

f (x) f ( ) x | x | x
f lim lim

x x x(x )
lim f '( )

x









 





     

    
      

 

2

2 2

2

2
2 2

2 2 22
2 2 2

2 2
2

 

 تابع در این نقطه مشتق پذیر نیست. زیرا مشتق چپ و راست آن با هم برابر نیست.
 

fبا استفاده از تعریف مشتق، مشتق تابع(  29 (x) x 2 xی را در نقطه1 a .(نهایی  ) محاسبه کنید 

:پاسخ 

h h h

h h

f (a h) f(a) (a h) a a ah h a
f (a) lim lim lim

h h h

ah h
lim lim a h a

h

  

 

          
   


   

2 2 2 2 2

2

1 1 2 1 1

2
2 2
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fبا استفاده از تعریف، مشتق تابع (  30 (x)
x


1

xرا در نقطه     بررسی کنید. 1

:پاسخ 

x x x x x

x

f (x) f( ) xx xf '( ) lim lim lim lim lim
x x x x(x ) x    




  
      

   1 1 1 1 1

1 1
11 1 1

1 1
1 1 1 1

 

fمشتق پذیری تابع (  31 (x) x 2 xرا در نقاط  1   بررسی کنید. 1

:پاسخ 

                                                                                                                                         

   
 

   
 

x

x

x

x x
lim fx x

f lim
x x x

lim f
x













  
    

   
      

 

2
1

1

1

1 1
2 11 11

1 1 1
2 1

1

 

fمشتق تابع   ( 32 (x) x x 3 xی  را در نقطه 3   با استفاده از تعریف مشتق بیابید. 1

:پاسخ 

 
  

 x x x x

x x xf(x) f ( ) x x
f lim lim lim limx x

x x x   

    
       

  

23
2

1 1 1 1

1 41 3 4
1 4 6

1 1 1
راه اول(                                              

 
         

 
 

h h h

h h h

h h h hf h f ( ) h h
f lim lim lim

h h h

h h hh h h
lim lim lim h h

h h

  

  

          
   

  
     

3 33

23 2
2

1 3 3 3 3 41 1 1 3 1 4
1

3 66 3
3 6 6

راه دوم(                          

 

fمشتق تابع  با استفاده از تعریف مشتق،  ( 33 (x) x 4  .نهایی  را به دست آورید ()  

 

:پاسخ 
 

 
     

 

 

     

h h

h h

x h x x h x x h x
f x lim lim

h h x h x

x h x h
lim lim

xh x h x h x h x

 

 

           
    

   

     
  

       

4 4 4 4 4 4

4 4

4 4 1

2 44 4 4 4

 

 

 (  1400مشتق پذیر نیست   ) خرداد  Aدر نقطه   fنشان دهید که تابع  Aدر نقطه   f( با محاسبه مشتق راست و مشتق چپ تابع  34

    :پاسخ 

                     می دانیم :                 
x a

f (x) f (a)
f (a) lim

x a


 


 

                  
x x

(x )xf ( ) lim , f ( ) lim
x x  

 

  
    

 1 1

1
1 11 1

1 1
1 1 x (x ) 1

 1 

 
 
 

 ناپذیر است. تابع در این نقطه مشتق

 گویا کردن
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 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 

  پذیری مشتق شرط  لازم       

 

yمشتق راست: در تابع f(x)اگر
h

f (a h) f(a)
lim

h

 
f)عدد شود( این حد را مشتق راست تابعموجود باشد  (x)درx a نامیده و با نمادf (a)



xدر  fیادت باشه این حد وقتی قابل محاسبه است که تابع  دهند. نشان می a   . پیوستگی راست داشته باشد 

 

yمشتق چپ: در تابع f(x)اگر
h

f (a h) f(a)
lim

h

 
fموجود باشد )عدد شود( این حد را مشتق چپ تابع (x)درx a نامیده و با نمادf (a)

 نشان

xدر  fبازم یادت باشه این حد وقتی قابل محاسبه است که تابع  دهند. می a   . پیوستگی چپ داشته باشد 

 

 

 

 ای مشتق پذیر نیست. هر تابع مشتق پذیر، پیوسته است ولی هر تابع پیوسته

 کافی نیست.عملاً پیوستگی شرط لازم مشتق پذیری است ولی 

 اند ولی مشتق پذیر نیستند. یعنی توابعی وجود دارند که پیوسته

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

xدر fثابت کنید اگر تابع (  35 a گاه تابع  پذیر باشد. آن مشتقf درx a .پیوسته است 

  :کافی است نشان دهیم پاسخ
x a
lim f(x) f (a)


 

                                            
x a x a x a x a

x a x a

f (a) f (a) f (x) f (a)
lim f(x) f (a) lim(x a)( ) lim(x a) lim f (a)

x a x a

lim(f (x) f (a)) lim f(x) f (a)

   

 

 
        

 

    

 

 

 

 

فقط پیوستگی راست داشته باشد در آن نقطه مشتق چپ ندارد و مشتق راست نیز باید بررسی شود و  اگر تابعی در 

 آن باید بررسی شود. چنین اگر تابعی فقط پیوستگی چپ داشته باشد در آن نقطه مشتق راست ندارد و مشتق چپهم

 

 

 برای حل مسائل مربوط به مشتق پذیری در یک نقطه به روش زیر عمل کنید:

ها برقرار نبود مشتق آن نیز وجود ندارد. اگر یکی از پیوستگیرا بررسی کنید. یعنی باید ( پیوستگی تابع در 1

 ای و براکتی(قدرمطلقی، چند ضابطهخصوص در توابع )عدم وجود مشتق را بیان کنید. به

 عدد شود کنیم. اگرداشته باشیم:( مشتق چپ و راست را ازراه تعریف بررسی می 2  

 مشتق پذیر است.گوییم تابع در می
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های چپ و راست تابع  با استفاده از تعریف مشتق، مشتق(  36 f x x  xرا در  2   (در صورت وجود بیابید.   ) نهایی  2

 :تابع در پاسخx                پذیر نیست. مشتق 2

                                                                     
 

 
 

x

x x

x

x
lim f

x x
lim x f ( ) f lim

xx
lim f

x








 





 

  
     

 
  



2

2 2

2

2
1 2

2 2
2 2 2

22
1 2

2

 

 

 

xرا در نقطه  ( مشتق پذیری تابع مقابل 37  1   .  (  1400) دی ماه       بررسی کنید 

                                                                                         
x x

f (x)
x x

   
 

  

2 3 1
2 6 1

 

     :پاسخ 

                                x x

x x

x x

x (x )(x )
f ( ) lim lim

x ( ) x
lim x lim x f ( )

x (x )
f ( ) lim lim

x ( ) (x )

 

 

 


 

 


 

    
     

  
      

       
   

2

2 1 1

1 1

1 1

3 4 1 1
1 2

1 13 4 2 6 1
2 6 4 2 1

1 2
1 1

 

 

xتابع در         1  . مشتق ناپذیر است 

 

(  تا بع  38

  x
x sin x

f (x) x

x x


 


 


 


2

2

1 1
2

1 1

1 1

 تعریف شده کدام یک از گزاره های زیر درست ا ست  ؟ 

      1  )f  در     x  x  در  f(   2         مشتق دارد.          1   مشتق راست دارد ولی مشتق چپ ندارد . 1

     3  )f   در  x  xدر    f(   4      مشتق چپ دارد و لی مشتق راست ندارد . 1   مشتق چپ و را ست ندارد . 1

 

     :پاسخ
x

lim f(x) f ( )


  
1

1  تابع نه پیوستگی چپ دارد نه پیوستگی راست پس نه مشتق چپ دارد و نه مشتق راست  1

  

با فرض  (  39
x

x
f (x) x

bx a x




 
  

1
1

1
1

fاگر حاصل   ( ) f ( )   
3

1 1
2

 کدام است؟ aباشد.  

       1)2    2)2    3)3    4)3  

  شرط پیوستگی                                                                             :پاسخ
x

x

x
lim ( ) ( x )

x

b a

lim (bx a) b a










  




  
   



1

1

1
1

1
  

                                                              x

b
f ( ) ( ) , f ( ) b b

ax
  


        

 
1

21 1 1 3
1 1

2 2 2 22
  

  

 بررسی پیوستگی
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 گوییم مشتق وجود ندارد: در حالات زیر می
 

x( تابع در 1 a :پیوسته نباشد مانند f (x) xی که در نقطهx  پیوستگی چپ ندارد، بنابراین مشتق چپ نخواهد داشت. در نتیجه

باشد.                                                                                        پذیرنمی مشتق 
x

x
f ( ) lim

x



    

  
 

f( مشتق چپ و راست با هم برابر نباشند، مانند: 2 (x) xی در نقطهx  پذیر نیست. پیوسته است ولی مشتق. تابع در این نقطه 

 

 

x x

x

x x

x x
lim lim f

x x x
f ( ) lim

x x x
lim lim f

x x

 

 


 




 

 
       

      
 

1

1

 

 

fنهایت شود. مانند:  ( مشتق چپ یا راست بی3 (x) x 3 xی  در نقطه1  1 . 
 

x x

x
f ( ) lim lim

x (x )
 


     

 

3

21 1 3

1 1 1
1

1 1
 

 

x( مشتق تابع قابل تعیین نباشد. مانند: 4 cos x
f (x) x

x




 
 

1
xی  در نقطه  

x x

xcos
xf ( ) lim limcos cos

x x 


    



1
1         قابل تعیین نیست 

f( با توجه به نمودار تابع   40 (x)   (  1400به سوالات زیر پاسخ دهید .   ) خرداد 

 الف  ( طول نقطه ای که مشتق در آن صفر است را بنویسید .    

 ب  ( طول نقطه گوشه تابع را بنویسید .      

 پ ( طول نقطه ای که در آن مقدار تابع و شیب  خط هر دو منفی است  .       

 

      :پاسخ 

xالف  (                          b                         ) بx d                                        )  پx c 

 

در تابع با ضابطه ی (  41
x x

xf (x)

x ax b x


 

 
   

2

1
1

1
f، مقدار   ( ) fموجود است.  1 ( )1  کدام است؟ 2

1)3 2   2)2 2   3)2 2 2   4)3 2 2  

 :پاسخ 

         
x x

f ( ) f ( ) f ( ) a b , f ( ) f ( ) x a a
x

   

 
              1 12

1
1 1 1 1 1 1 1 2 2 2                                                                                

             
x x

a , b f (x) f (x) f ( ) ( )x
x x


 

           
  

2

2

1
11 1 2 1 2 1 2 2 2

1 1
 

 مطلق
 حدی
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 انتخاب کنید. Bهای ستون  را از بین گزینه Aپاسخ هر عبارت ستون( 42 

 

 

 

 

 

 

 

:پاسخ 

           صحیح است.« و»ی  ( گزینه1

                                                                                    f fx D , f (x) D ( , )
x



 
          

 

1 2 1
1 2

2 22 1 2
 

 

xتابع در صحیح است.« ج»ی  ( گزینه2                         آن وجود ندارد.پیوستگی چپ ندارد، بنابراین مشتق چپ 1 
x
lim x f( )







     1
2 2 1 1 2 

 

 

                          صحیح است.« د»ی  ( گزینه3
x

x x

x

x
lim

x x x
f ( ) lim lim f ( ) f ( )

x x x
lim

x







 
 



 
    

       
    

 

2

2 2

2

2
12 2 22 2 2

2 2 2
1

2

 

 
 های زیر را تعیین کنید. درستی یا نادرستی عبارت( 43

f که تابع الف( شرط لازم و کافی برای آن (x) درx a نادرست    پذیر باشد، آن است که در این نقطه پیوسته باشد. مشتق 

 پیوستگی فقط شرط لازم مشتق پذیری است            

  درست        ای مشتق پذیر نیست. هر تابع مشتق پذیر، پیوسته است ولی هر تابع پیوستهب (         

 

 درست شیب خط مماس بر منحنی در نقطه تماس برابر با مشتق تابع در نقطه تماس است .    پ(   

 

xاگر خط  ت(         a   مماس بر منحنی تابعf (x)  در نقطه(a , f (a) fباشد آن گاه    ( (a)    . نادرست موجود است 

 بی نهایت است وقتی خط مماس بر منحنی قائم است یعنی مشتق تابع در این نقطه                   

 

   است . تر بیش Bی  از شیب خط مماس در نقطه Aی  رو، شیب خط مماس در نقطه در شکل روبه( ث       

 چون وقتی گودی تابع به سمت پایین باشد از چپ به راست مشتق کاهش می یابد نادرست                 

 

 

 

 Bستون 

 د( صفر 1الف( 

)ب(  , )
1
2

 4هـ(  

)و(  ج( وجود ندارد , )
1
2

 

 Aستون 

yی مشتق پذیری تابع ( دامنه1 x 1  کدام است؟2

( مشتق چپ تابع 2 y x xی در نقطه2   کدام است؟1

y( در تابع 3 x 2 حاصلf ( ) f ( ) 
 2  کدام است؟ 2
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( با توجه به نمودار زیر مشتق تابع  44
 

 

g x

f x
xدر نقطه    a  کدام است ؟ 

          1  )3
4

         2  )4
3

         3  )4
3

                          4  )3
4

  

     :پاسخ 

 

 

      

y (x ) y x g(x) x g (x) , f (x) x

x a
x x x x

x


               



  
        



2 2

1 2 2 2 1 2
1 2

2
2 2

1

 

                
 
 

a

g x g (a)f (a) f (a)g(a) ( ) ( ) ( ) ( )

f x f (a) ( )


        
    

 
2 2

2

1 4 4 4 3
4 4

 

 

yنمودار تابع  ( 45    f(x)  شکل مقابل است  ، حاصلf ( ) f ( ) f ( )


    2  کدام است  ؟   1

 

 

              :پاسخ 

 

تابع شامل دو نیم خط  است که در مبداء بر هم عمودند و داریم  :           
x m

x m


  


    

1
3
3

 

                     

x x x

y f (x) f ( ) f ( ) f ( ) ( ) ( )

x x x



 
 

 
  

                
    
 
 

1 1
3 3

1 172 1 3 3
3 3

3 3
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  تابع مشتق  و   تابعمشتق      

در بازه ی  fفرض کنید تابع   a,b  تعریف شده باشد در این صورت اگر f x  در هر نقطه x a,b حد      
 

 
h

f x h f(x)
lim f x

h

 
   

موجود و متناهی باشد تابع   f x  تعریف شده ا ست  ،  بنابراین دامنه ی f x  : عبارت است از 

                                                                                                                          
   

f f
h

f x h f x
D x D lim

h




   
  
  

 

 
fی تابع مشتق تابع ( دامنه 46 (x) x   را تعیین کنید.1

پاسخ: 

f fD [ , ) , f (x) D [ , ) { } ( , )
x


            



1
1 1 1 1

2 1
 

 

 
 

fی تابع با ضابطهتابع مشتق (  47 (x) x 2  ی آن را بنویسید. تعیین نموده و دامنهرا 1

تابع در تمام مجموعه اعداد حقیقی پیوسته است. خب میریم سراغ مشتق پذیری :پاسخ 

                                                                                     

f

x x x

f (x) x f (x)

x x x

f ( ) f ( ) D R   

 
    

     
     
  

 
         

 

1 1
2 1 2

2 22 1
1 1

2 1 2
2 2

1 1 1
2 2

2 2 2

 

 

 وجود ندارد.  ( مشتق توابع زیر را حساب کنید. در کدام نقطه از دامنه تابع، مشتق 48

x
) f (x) x ) f (x) ) f (x) x

x
    



2
23

21 2 3 1 1
1

 

:پاسخ 

f)f (x) D R { }
x

    
3 2

1
1

3
 

 

           f

x

x(x )
)f (x) D R

x x
(x )

x x




     


 

2 2

2 2
2 2

2 2

2
1

2

2 1
1 1

 

        

                                                                        f f

x

xx
)f (x) D D R

x x x


     

    

2

2 2 2

2

2 13
2 1 1 2 1 1 1

 

  

موجود و متناهی 

 باشد 

 ی زیر رادیکال و مخرج کسر مشتق  ریشه

 در این نقطه مشتق پذیر نیست.

 البته می تونیم از راه تعریف مشتق هم بریم  

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 
 

 

 

  آکادمی ریاضی  مهندس روحانیبه سبک روحانی                                           3ریاضی    

 ریاضی 
20 

 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

تابع با ضابطه ی (  49 
ax bx x

f x
x x

  
 



2

3

1

1
fمفروض ا ست ، با فرض   fD D    مقدار عددیa b  کدام ا ست ؟  

     1  )3               2  )2               3  )1                4  )4 

   :پاسخ 
xدامنه تابع مشتق با دامنه تابع برابر است یعنی تابع باید در تمام دامنه تابع مشتق پذیر باشد ، به خصوص نقطه ی مرزی دامنه                1         

                                                                                                                                       

x x
ax bx x a b

f a b f a b

a , b a b

 

 

    

       

     

2 3
1 1

2

1

1 2 1 1 3 1 2 3

2 1 3

               

 (در جاهای خالی عبارت مناسب قرار دهید: 50

fی مشتق پذیری تابع الف( دامنه (x) x . .................... برابر است با 

g(x)ب( شیب خط مماس بر نمودار تابع
x


1

xدر     برابر است با ...................... . 1

    :پاسخ 

)الف    f ff (x) x D , f (x) D ,
x

       
1

2
 

 

)ب g (x) m g ( )
x


     2

1
1 1  

 

( دامنه و ضابطه تابع مشتق تابع  51   f (x) x  . را تعیین کنید 

 در نتیجه مشتق ناپذیر است ولی پاسخ:  تابع در تمام نقاط با طول صحیح پیوستگی راست دارد ولی چپ ندارد در مجموع نا پیوسته است .

 در سایر نقاط پیوسته و مشتق پذیر و مشتقش صفر است  .

                                                                                                         

x

f (x) x f (x)

x




   
 

 

fتابع دامنه مشتق  ( 52 (x) x    را تعیین کنید  . 1

  :ی  تابع در سه نقطه پاسخx ,x ,x   1  .دار است بنابراین مشتق ناپذیر است زاویه 1

 
 
 

 

 

نقطه ضعف توابع قدر مطلقی در مشتق ریشه های مرتبه اول داخل قدر مطلقند تابع در این نقاط گوشه یا زاویه  دارست و مشتق چپ و راست    

در این نقاط دو عدد قرینه می شود .       پس  :              f
D , ,   1 1 

 

 اول بررسی پیوستگی

 وجود ندارد 
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 قضایای مشتق     

gاگر   ,f  هر دو در نقطهx a   مشتق پذیر با شند  ،  آنگاه  توابعf g ,kf ,f g     نیز درx a  مشتق پذیرند و 

                                                                                                                                                           

       

     

           

) f g a f a g a

) kf a kf a

) f g a f a g a g a f a

    

 

    

1

2

3

  

 

xدر  gو   fاگر    a   مشتق پذیر  وg  در یک همسایگیa            :  مخا لف صفر با شد آنگاه 

                                                                                                                                                               

 
 

 

 
       

 

g a
) a

g g a

f a g a g a f af
) a

g g a

  
 

 

   
 

 

2

2

1
1

2

   

 

 

fفرض کنید( 53 (x)    پذیر و تابعی مشتقa عددی حقیقی باشد با محاسبه و حدگیری نشان دهید تابعg(x) f(ax) نیز مشتق پذیر و

g (x) af (ax)  باشد. می   

پاسخ:                                       

         
h h h

g(x h) g(x) f (ax ah) f(ax) f (ax ah) f(ax)
g (x) lim lim (a)lim af (ax)

h h ah  

     
     

 

fاگر (  54 , g ی  در نقطهx a نشان دهید ،شندمشتق پذیر با. 

                                                                                                                                                                                      f g f a g a g a f a     

:پاسخ 

   
                   

                 
 

   
 

       

x a x a

x a x a x a

f g x f g a f x g x f a g x f a g x f a g a
f g a lim lim

x a x a

f x f a g x g x g a f a f x f a g x g a
lim lim g x lim f a

x a x a x a

f a g a g a f a

 

  

        
 

    
  

  

 

 

 
 

f( اگر توابع  55  ,g   مشتق پذیر باشند وg ( ) , g( ) , f ( ) , f( )     2 6 2 8 2 5 2 f)حاصل  3 g) ( )  را به دست  آورید  2

 ( 1401) خرداد                         :پاسخ 

                                                                                                                  
( )

f g f g g f ( )          
2

2 2 2 2 5 8 6 3 22 
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 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

f( اگر توابع  56 , g   مشتق پذیر باشند وg ( ) , g( ) , f ( ) , f( )     3 3 3 4 3 4 3 حاصل  5
g

( ) ( )
f
  . را به دست  آورید 3

    پاسخ: 

                  
       

 

g f f gg ( ) ( ) ( ) ( )

f f

       
   

  2 2

3 3 3 3 3 5 4 4 31
3

253 5
 

xدر  fتابع (  57 a  مشتق پذیر و f a  ثابت کنید: 

 
 

 

 

f a
a

f x f a

  
   

 
2

1
  

:پاسخ 

 
 

   
   
        

     
   

   

 
   

 

 

x a x a x a x a

f a f x

f x f af x f a f x f a f x f a
a lim lim lim lim

f x x a x a x a f x f a x a f a f a

f a
f a

f a f a f a

   

    
               

           


   2

1 1

1 1

1

 

 

g(x)( اگر  58 x , f (x)
x x

  
 

3
2

1
1

1
fبا شد ، حاصل    g g f  . را به دست آورید 

       پاسخ :          

 بعضی وقتا بهتره اول حاصل ضرب یا تقسیم رو بریم  بعد ساده کنیم در نهایت مشتق بگیریم  دقت  کن                                              

 

                                        
  

 
   

x x xx
f g g f f g f g x f g g f x

x x x x

                   
   

23

2 2

1 11
1 1 1

1 1
          

 

( اگر  59   
x x

f x , g x
x x x


 

  2
1
3 6 9

آن گاه حاصل    
 

g f f g

f

  


2

xدر      کدام ا ست ؟ 4

        1  )
3
4

                            2  )
3
4

                             3  )
1
2

 ( صفر  4                            

     پاسخ :     

                    اول باید تشخیص بدیم مشتق داده شده  مشتق چه عبارتیه بعد که فهمیدیم ، اون عبارت رو بسازیم تا جای ممکن ساده کنیم بعد مشتق بگیریم                 

                                                                                             
x x x x

f x f (x) , g x
x (x ) x x (x )

  
   

    2 2 2
1 1
3 3 6 9 3

 

 

                                                                
 

 

x x

g f f g g (x )
x x f ( )

f xf

(x )

 
                     
   

2

2

2

1 1 33 1 4 1
1 42 2 4
3
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gنمودار توابع  ( 60 , f  به صورت مقابل است، حاصل
f

( ) ( )
g
  کدام است 2

    1)
1
3

    2)
1
2

  

    3)3    4)2  

 پاسخ :                          

                                                                                                

m(f ) f (x) , m(g) g (x)
( )

( )( ) ( )( )
f f ( ) g( ) g ( ) f ( ) /

( ) ( )
g (g( )) ( )

 
       

  

 
    

    2 2

5 3 1
1

5 2 4 2

1
1 3 32 2 2 2 4 5 122

2 3 9 2

 

 

با توجه به شکل اگر (  61
x

g(x)
f (x)


2

gآنگاه     ( )  کدام است  ؟ 1

 

    پاسخ  :                         

                            

( )

tan m f ( )

xf (x) x f (x) ( )f ( ) f ( )
y y

f (x) f ( )

     

   
     

2

12 2

4
2 1 2

2
2 2 1 1 1 8 2 3

1 16 8

 

 

 

)در نقطه d(خط  62 , )1 1برابر dمماس است . اگر شیب خط fبر نمودار تابع  5
2

g(x)و   x f(x) gباشد ، مقدار 3 ( ) 1 کدام است ؟ 

   1  )4
3

   2  )1
3

   3  )7
6

   4  )13
6

 (   1401) کنکور دی    

  :با توجه به فرض مسئله  داریم  :    پاسخf ( ) , f ( )


   
11 5 1
2

 در نتیجه :   

 

 
x

g ( ) f (x) x f (x) ( )
x 


           3

3 2
1

1 1 1 131 5 1
3 2 63

 

 

3اگر منحنی (  63 2 6y x ax bx      2بر خط 1y x    1درx     ، مماس باشدb  کدام است ؟ 

    1  )13                  2  )7                   3  )12                 4  )6  

   :پاسخ                         

         

   

   

xx

xx

x ax bx x a b

x ax bx x a b

a , b





        

          

 

3 2
11

3 2
11

6 2 1 6

6 2 1 2 1

7 13
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 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 مشتق توابع: ی های محاسبه روش 

      f(x) c f (x)   

   f (x) sin x cos x f x     2 2 1 

 

 

n n

n n

f (x) ax f x nax

f x au f '(x) anu u





  

  

1

1
 

 f (x) x f x x  7 62 14  

     

               

h(x) f (x) g(x) h x f x g x

h x f x g x h x f x g x g x f x

      

      
 

          f (x) x x x x f x x x x x x x x             2 3 2 3 2 2 22 3 1 4 2 3 4 3 4 2 3 12 4 2 3 1  

 
 
 

 
       

 

f x f x g x g x f x
h x h x

g x g x

 
   2 

   
    

 

x x xx
h x h x

x x

  
  

 

22

2

2 1 1 11
1 1

 

   
 

 
 

   n m

n n m

ax b ad bc
f x f x

cx d cx d

au b ad bc
f (x) f x u

cu d cu d

mu
f x u f x

n u


 
  

 

 
   

 


  

2

2 

 

 

 

 
 

   . مشتق بگیرید ( 64  

                                                                                                                 ) f x x x f x x x
x




     

1 1 1
1

2 2 21 1 1
1 1

2 2 2
  

 
                                                                                                                                                     

                                                                                                 
 

x (x ) ( )( x ) x
) f (x) f x ( )( )

x xx

     
   

   

4
3

2

2 1 2 2 1 2 1 2 1
2 4

2 22
 

                                                                                  

                         
 

 
         

 

x x x x x
) f x f x

x x

    
  

 

3 2 32 2 2

2

3 1 3 6 3 1 1 3 1 1
3

1 1
 

       ) y x x y x x x
x

      
5 5 41

4 2 1 2 1 5 2 2 1
2

 

 

       
 

x x x xx
) y y

x x

   
  

 

2 22

2 4

2 3 5 2 3 3 5 11
5

3 5 3 5
 

     
n n 1

y y n


          عبارت های جبری  مشتق عبارت جبری عبارت های جبری 

 توان  عبارت کسری با یک توان کمتر مشتق عبارت کسری

 مهم 

 مهمند  

 مشتق تابع ثابت صفره  
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 مشتق توابع زیر را به دست آورید. )ساده کردن مشتق الزامی نیست.((  65

x
)f (x)

x

 
  
 

52 1
1                   

x
) g(x) ( x)( )  2 5 7 4

3
  

 :پاسخ 

(x) ( )( x ) x
) y ( )( )

xx

x
) y ( ) ( x)

x

  
 


    



4
2

2 1 2 1 2 1
1 5

7 1
2 4 5 7

3 32 5 7

 

 

 (    1400) خرداد     دست آورید. )ساده کردن مشتق الزامی نیست.(ابع زیر را به ومشتق ت(  66

                                                                                                                                                
x

f(x) , g(x) ( x )( x )
x


   2 39 2

3 4 2 5 

 :پاسخ 

                                                                                                                 
( x ) ( x )

x xf (x) f (x)
x ( x )

 


  
2

1
9 9 2

9 2 2 

                                                        g(x) ( x )( x ) f (x) ( x) ( x ) ( x ) ( ) ( x )          2 3 3 2 23 4 2 5 6 2 5 3 2 5 2 3 4 

 

 (   1401) خرداد   ید. )ساده کردن مشتق الزامی نیست.(مشتق تابع زیر را به دست آور(  67

    :پاسخ                  
x

f (x)
x






9 2
1

 

                                                                      

(x ) ( x )x
( )

x (x ) (x )xf (x) f (x)
x x x x

x x x

  


      
   

  

2 2

9 1 9 2 119 2
9 2 1 11

1 9 2 9 2 9 2
2 2 2

1 1 1

 

 

 (    1399) شهریور    مشتق الزامی نیست.(ابع زیر را به دست آورید. )ساده کردن ومشتق ت(  68

                                                         
x x

f(x) x (x ) , g(x) (x x ) , h(x)
x

 
      

 

2
2 2 7 5 7

3 2 1 3 1
2 9

 

 

 :پاسخ 

                                                                

f (x) x (x ) f (x) (x ) ( x) x
x

g(x) (x x ) g (x) (x x ) ( x )

x x ( x )( x ) ( )(x x )
h(x) h (x)

x ( x )

       


       

        
  

   

2 2

2 7 2 6

2 2

2

3
3 2 1 1 2 3 2

2 3 2

3 1 7 3 1 2 3

5 7 2 5 2 9 2 5 7
2 9 2 9

 

fاگر ( 69 (x) ( x )
x

 
3 2 28

fباشد، حاصل   ( )  کدام است؟ 8

1)
25
24

    2)
25
12

    3)
3 5
12

    4)
3 5
24

  

  :پاسخ 

                                    f ( ) ( )( x ) ( )( ) ( )( )
xx x

 
       

3 2
2 3
8 2 8 1 1 5 25

8 2 2 1 4 2 5
8 3 24 123
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fاگر (  70 (x) x x 23   با شد حاصل 4
   

h

f h f
lim

h

  2 1 1

2
 کدام ا ست  ؟  

      1  )1                2  )1-         3  )2-             4  )2  

     :پاسخ 

                
       

x
h h

f h f f h f
lim lim f ( ) ( x )

h h


 

      
     1

2 1 1 1 2 1 2 2
1 6 4 1

2 4 4 4
 

 

fفرض کنید (  71  (x) x x 3 در این صورت  2
   

h

f h f h
lim

h h h

  

 3 2

1 2 1 2
 کدام ا ست  ؟  

      1  )
5
3

          2  )
3
5

         3  ) 
4
3

            4  )5  

    :پاسخ 

           
       

x
h h

f h f h f h f h
lim lim f ( ) ( x x)

h h h h


 

      
    

 

2
13 2

1 2 1 2 1 2 1 2 2 2 4 4
1 3 2

2 3 3 3 3 3
 

 

fفرض کنید  (  72 :  پذیر و  مشتق
    2

2 1h

f x h f x h
lim sin

h x

   



حاصل   3f  کدام است؟ 

       1 )
1
2

 2 )
1
4

 3 )
1
8

 4 )
1
16

 

        :پاسخ 

                                   
   

h

f x h f x h
lim f (x) sin f ( ) sin f ( )

h x

    
        



2 2
2

1 1
2 2 3 3

4 2 41
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 مشتق توابع مرکب  

x ی در نقطه g(x)فرض کنیم تابع  a  مشتق پذیر و تابع f x  در g a گاه تابع  مشتق پذیر باشد. آن    h x f g x  درx a  مشتق پذیر

 است و داریم: 

         h(x) f g x h a g a f g a       

                                                                                                                                      
m m

f u u f u , u m u u
    
1

 

اگر( 73
   

x

f h f
lim

h

  


2 2 2
3

باشد، مشتق تابع   f x  xدر  1   را به دست آورید. 5

پاسخ: 

       
   

      

h h

x

f h f f h f
lim lim f f

h h

f x f x f
x

 



    
       



   
          

    5

2 2 2 2 2 2
2 2

3 3
1 1 1 2 1

1 1 2
4 4 3 62 1

  

 

اگر  (  74 f x
x

 
2

1
2 3

fگاه مشتق تابع  باشد، آن 
x

 
 
 

1
xرا در   

2
2

 به دست آورید.  

:پاسخ 

 
f f

x xx x

x

 
                                    
   

  

2 2 22
2

2
2

1 1 1 1 1 1 2
2

2 2 3 71
2 3

 

اگر (  75 f x x  2 باشد، مشتق تابع  1 y f x x 25  را نسبت بهx  .( نهایی  ) تعیین کنید 

پاسخ:              y f x x y ( x x) f ( x x) y x f x x x x x                 
22 2 2 2 25 5 5 1 1 5 1 1 5 1 

                      

مشتق  ( 76 f x 3 6 xی  در نقطه 2   کدام است؟  2به طول  ای در نقطه fاست. مشتق تابع   2برابر   1

 :پاسخ                        

        
 

     
x

x

x x f x f x f f

x




 
                
 
  

3 3 3

21 3
1

6 6
6 2 2 1 6 2 6 2 2 2 2 4

123 6 2
 

 مشتق توابع زیر را به دست  آورید .(  77

    پاسخ 

                                                   

x x ( )(x ) ( x)( x )
f (x) f (x)

x x (x )

( ) (x ) ( x) ( x )

x (x )
g(x) g (x)

x x

x

           
     

     

      

  
  

   
  

 

8 7 2

2 2 2 2

2

2 2
3

2 2

3
2

3 1 3 1 3 5 2 3 1
8

5 5 5

3 5 2 3 1
3 1 5

5 3 1
3

5

 

fاگر (  78 , g   توابع مشتق پذیر باشند وg ( ) , g( ) , f ( )   3 5 3 2 2 y،  مشتق تابع  3 f(g(x))   درx   را تعیین کنید .  3

  پاسخ 

  y f(g(x)) y ( ) g ( )f (g( )) g ( )f ( )          3 3 3 3 2 5 3 15 
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ی(  در تابع با ضابطه 79
x

f (x)
x

 
    

3
2

2 3
، حاصل

x

f (x) f( )
lim

x



2

2
2

 ، کدام است؟

1)21       2)18                         3)12                          4)15 

:پاسخ               
 xx x

f (x) f
x x x

x



     
               

 
 

3 2 2

7

2 32 2
3

2 3 2 3 2
2

2 3

 

                                                                                                         
x

f (x) f( )
lim f f

x


    

2

2
2 2 21

2
                                                  

اگر   ( 80
x

f (x) f ( )
lim

x




1

1
5

1
y، مشتق تابع f ( )

x


2
xدر   کدام است؟ 2

1) 
5
4

   2 )
5
2

    3 )
5
2

     4 )
5
4

   

:پاسخ                                  
   

 
   

 
 

   
 

   

x x x

xx

f x f f x f f x f
lim lim x lim x f

xx x x

f f f f
x xx

  



   
         

    

        
            

    

1 1 1

2
22

1 1 1
5 1 1 2 1 5

11 1 1

5 2 2 2 1 1 5 5
1 1

2 2 2 2 4

   

                                                

 

 

f(  اگر 81 (x) x | x | 
4 1
5 5

g(x)   و  x | x | 4 باشند، مشتق تابعfog کدام است؟ ، 

 ( مشتق ندارد.4                           4(3                                3(2          2(1

:پاسخ                        

 

 

x xx x
f (x) x | x | g x

x x
x x

x x
fog fog

x x


 

    
 

  


3
54 1

5
5 5 3

3
3

3

 

 

 

اگر مشتق (  82 3 1y f x    1در نقطهx    باشد مقدار  6برابر
   2 3 2

x

f x f
lim

x

 
 کدام است ؟  

      1  )6    2  )3     3  )2    4  )
3
2

  

    :پاسخ 

                    

 

   

x

x

y f x y f ( x ) y f ( ) f ( )

f x f
lim f ( )

x





             

 
   

13 1 3 3 1 3 2 6 2 2

2 3 2
3 2 3 2 6
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    توابع  نمودار   

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

fبه صورت زیر تعریف شده باشد، ضابطه و نمودار تابع fتابع   اگر(   83  را بنویسید. 

         :پاسخ 

               
x x

f (x) x x

x x

 


   


 

2

3 2

1 2
2 1 2

 

                                   
x x x

f (x) f (x) x xx x

xx x

  
 

       
    

2

3 2 3
2 21 2
2 22 1 2

 

 

 

 

 

 

 

 

f , f 

fاکیداً صعودی باشد . نمودار fدر هر بازه که -1   بالای

هاست و در هز بازه که اکیداً نزولی باشد ، نمودار  xمحور 

f   زیر محورx . ها  خواهد بود 

 

ثابت باشد ) خط افقی باشد  (  fدر هربازه که نمودار -2

fنمودار   روی محورx . ها است 

 

fنمودار  خط راست مایل باشد fاگر نمودار -3    خط

 افقی خواهد بود . 

 

xدر  fاگر  -4 a  ، زاویه دار باشدf   درx a  

 نا پیوسته است .   
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 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

) نمودار مشتق(  84 f )  تابع با ضابطهf (x) x x 2  را رسم کنید  . 4

    :پاسخ 

                   
x x x x x

f(x) x x f (x)
x xx x x

    
     

   

2
2

2

4 2 4
4

2 44
 

 

 

 

x(  اگر  85 x
f (x)

x x

 
 



3 1
3 1

fباشد نمودار تابع   (x)  . را رسم کنید 

    :تابع در  پاسخx           نا پیوسته و مشتق ناپذیر  است .  1
x x

f ( ) lim x lim x
  

   3

1 1
1 1 3 3 

                 
x x x x

f(x) f (x)
xx x

  
   

 

3 21 3 1
3 13 1

 

 

xتابع در              مشتق چپ دارد ولی راست ندارد چون در این نقطه پیوستگی راست ندارد .    1
f ( )

f ( )





 

 

1 3

1
 

fشکل مقابل  است  نمودار  f( نمودار تابع  86     کدام است  ؟ 

 

           1  )    2  ) 

 

         3  )      4  ) 

 

 :پاسخ  

 تابع ابتداء صعودی است پس مشتق مثبت است سپس مشتق صفر می شود و چون بعد از این نقطه تابع نزولی است مشتق منفی   

  1دوبار  مشتق صفر می شود پس از این نقطه تابع صعودی است و مشتق مثبت می شود در مبدا هم مشتق مثبت است پس گزینه   

 کاملا درست است  .    
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f( اگر نمودار تابع  87    شکل مقابل باشد نمودارf  .  کدام گزینه است  

 

    1  )      2  ) 

 

 

 

    3  )      4  ) 

 

 :پاسخ   

   f  تابع ثابت   (   خطی   افقی (  تابع  و منفی است بنابراینf  و  نزولی است  .بنابراین گزینه  )  3تابعی خطی  ) مایل  

 درست  است .   

 

نمودار تابع (  88 
x x

f (x)
(x ) x

   
 

 
2

1 2 2

1 2
 ( با  تغییر   1401را رسم  کنید  و به سوالات زیر پاسخ دهید ) دی ماه   

xدر نقطه    f( آیا تابع  الف      ب ( آیا تابع در بازه     مشتق پذیر است  ؟  2 ,  مشتق پذیراست چرا  ؟ 2

xدر  fج ( مشتق راست تابع       را به دست آورید .  2

 

 

       :پاسخ 

xالف ( مطابق شکل ، تابع در          پیوستگی راست دارد 2

 ولی پیوستگی چپ ندارد بنابراین در این نقطه مشتق ناپذیر است .           

ب ( تابع در بازه                     ,  مشتق پذیر است  چون تابعی چند جمله ای خطی است و در تمام نقاط این بازه مشتق 2

yپذیر است و داریم  :      (x )  2 1  

                      پ (      

x x x

x f (x) x

(x )x ( ) x x
f ( ) lim lim lim

x x x
  

  

   

      
    

   2 2 2

2 1 2

21 2 3 1 1 1 12
2 2 1 1 (x ) 2 ( )


 

1
22 1 1
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 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 مشتق توابع شامل عامل صفر کننده:  

   شود. رو محاسبه می هضرب به شکل روب دانیم مشتق حاصل طور که می همان

                           a a a aa
uv u v v u                                                          

در توابعی به فرم  حال     x x
f x u v  که در آن a

u   و x
v  درx a داریمپیوسته باشد ،: 

     a a
f a u v   

 

  f a ( )( )   
 

 

 

 

    

 

 

 

 

 

f(x)( مشتق تابع  89  (x )(x )(x )(x )    1 2 3 xمفروض است. مشتق آن را در نقطه 4  4 .به دست آورید 

 :پاسخ 

عامل صفر   x   کنیم. است. بنابراین از این عبارت مشتق گرفته در الباقی فقط مقدار گذاری می4

)f ('( () ( ))( )        64 1 4 2 4 34 1  

ی ( مقدار مشتق تابع با ضابطه 90
x

y (x )
x


 


3

2
1

2 1
xی را در نقطه   به دست آورید.1

:پاسخ 

           
x

y ( ) ( ) ( )
x

x |


 
    







33 3
1

2
1 1

1 12
3

1 3   

( اگر  91   f x x x x x   
32 22 باشد ، حاصل  7

   
h

f h f
lim

h

   1 1
 (   92کدام ا ست ؟ ) سراسری   

        1  )6-                               2  )3-                           3  )
3
2

                           4  )
3
4

 

    :پاسخ 

            
   

x
h

f h f
lim f ( ) ( x ) x

h
x 



   
         

3
1

21 1
1 2 1 3 2 67 

 

 

اگر  (  92
x(x )(x )

f (x)
(x )(x )(x )(x )

 


   

5 6
1 2 3 4

مقدار  ،  با شد  f  5  را به دست  آورید 

           :پاسخ 

                             x

(x)(x )

(x )(x )(x )(
f ( ) (

x )
)  





  



  
5

5
5 1

24
6

1 2 3 4
 

 عامل صفر کنندهمشتق  مابقی عوامل

 

ها در ای بخواهند که یکی از عاملباشند، اگر مشتق را در نقطهدر توابعی که به صورت ضرب چند عامل در هم می
       ها ضرب کنیم، و سپس شود، کافی است فقط از عامل صفرکننده مشتق گرفته و در بقیه عبارتآن صفر می

 . طول نقطه را در آن قرار دهیم

 

 

 مشتق عامل صفر الباقی

 مشتق عامل صفر

 
 الباقی

 

 مشتق عامل صفر

 

 الباقی

 

 مشتق عامل صفر

 

 الباقی
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 دو یا چند ضابطه ای  :  در توابع
 

f (x) x a
y

g x x a


 


محور اصلی سوالات برای نقاط مرزی دامنه تابع ا ست   x a  در این نقاط اول

 پیوستگی تابع را چک می کنیم ، سپس با توجه به نوع پیوستگی مشتق می گیریم .

 

( اگر  93 
ax x

f (x)
x x x

 
 

  
2

1

3 1
xدر      مشتق پذیر باشد ، مقدارa   (   1401را محاسبه کنید  .  ) خرداد 

:پاسخ 

                          

x x

x

f ( ) limx x lima( )

f ( ) ( x ) f ( ) (a) a

 

  

     

      

2 3 1 1 1

2 3 3
 

 

(  تابع با ضابطه  94
x x

f (x)
ax bx x

  
 

 
2

4 1 2

2
 ( 1401)کنکور مجدد کدام است ؟   bروی مجموعه اعداد حقیقی مشتق پذیر است . مقدار  

    1 ) 7
3

   2  )7
6

   3  )5
6

   4  )5
12

 

:پاسخ 

               

 

x x

x

x

f ( ) lim x lim a b a b

b

f f ( ) ax b a b
x

  

 




        



 

         
 

2 2

2
2

2 4 1 3 4 2 4 2 3
7
3

4 4 22 2 2 4
6 32 4 1

 

فرض کنید   ( 95
g(x) x k

f(x) , g(x) ax bx c (a )
g (x) x k


    

 

به  kیک تابع مشتق پذیر باشد ، حداکثر مقدار   fباشد . اگر    2

bشرط   c a    (   1400)    کنکور  تجربی   ، کدام است  ؟ 

     1  )
3
4

   2  )1    3  )3    4  )4 

  3حل : گزینه :    

                           

g(x) x k ax b x k a b b
f (x) f (x) ak b a k

a ag (x) x k a x k

b b b
ak bk c ak b a( ) b( ) c a( ) b

a a a

b b b b
a b b c a b b a c a a a b a

a a a a

b a
b b a k ( )

a a

    
          

   

           

                


           

2 2

2 2 2 2

2

2 2
2 2 1

2 22

2 1 1 2 1
2 2 2

2 2 2
4 2 4 4

4
4 1 1 2 3

4 2
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اگر (  96 
 sin x x

f x

x x

  
 
  

2

2

1 1

1 1
باشد، آنگاه حاصل  

   
h

f h f
lim

h

 1 1
 کدام است؟ 

 1 )3 2 )2 3 )1- 4 )2- 

                                                                 2حل : گزینه   
   

xxh

f h f
lim f ( ) ( x ) x

h
 

 
       2

11

1 1
1 1 2 2 

  

 

تابع ( 97 f x x 1  در نقطه یx    مشتق ندارد. مقدار   f f 
      ) کدام ا ست ؟ ) سراسری خارج کشور 

:پاسخ 

xنقطه مشتق ناپذیری تابع                          : ریشه داخل قدر مطلق ا ست پس داریم                         

 

                            
x x

x
x x x

limf(x) lim f( ) f (x) x f (x)
x x x

x

 


    

          
   

 

1
1 2 1

1 1 1
11

2 1

 

 

             f , f f f
x x

   

 
         

 

1 1 1 1
1

2 22 1 2 1
 

 

  مشتق توابع شامل براکت           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

در تابع با ضابطه  (  98 f (x) x x     مقدار   / /
f f     (  87کدام است  ؟ ) سراسری تجربی 

       1  )1                           2  )                            3  )1                             4  )2 

:پاسخ 

                                                                                                                                                  

 

 
 

x

x

x

x

lim x x

x
lim

x
x x

f lim
x

x
lim

x



















   

    



  


    


1

 

  

 

       در توابعی که شامل براکت هستند ابتدا پیوستگی تابع را در نقطه داده شده بررسی می کنیم .سپس در یک همسایگی مناسب پیرامون 
 متناسب با آن را قرار می دهیم .صحیح تکلیف قسمت براکتی را تعیین نموده یعنی عدد              

 در نهایت با توجه به نوع پیوستگی مشتق می گیریم .                          
 

 

 ولی مشتق چپ وراستش متفاوته

 این یعنی پیوسته است 
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fمجموع مشتق چپ و را ست تابع  ( 99 (x) x x[x]  2 xدر نقطه   3    کدام ا ست ؟ 

  2(  4                1(  3      ( صفر   2              -1(  1      

       پاسخ :               
x

lim x x[x]






       
 

2 3 3 3 

                                                                                                                                                                

                                                                                       

 

 

[ ]

x x

[ ]

x x

f (x x( ) ) ( x)

( ) ( )

f (x x( ) ) ( x )







  



  

       


    


         

2

1 2

3 2

1 1

1 3 2 1 1

 

 

(  اگر  100  f (x) x x  1 2 /مقدار   1 /
f ( ) f ( ) 1  کدام ا ست ؟  1

 ( صفر 4                 1(  3             3(  2               -1(  1          

     :پاسخ 

                                                     

  

  

 

 

x

x

x x

x

lim x x f ( )

lim x

x xf (x) f ( )
lim lim f ( ) f ( )

x x
lim x













 
 



     
 

  


  
       

    



1

1

1 1

1

1 2 1 3 1

2 1 3

1 2 11
1 1 3 2 1

1 1
2 1 2

 

اختلاف مشتق چپ و راست تابع ( 101 f (x) x x 2 9 xدر  2   چقدر است؟ 3

1)66    2)6    3)36    4)18       

:پاسخ   

xتابع در                 پیوسته است  چون :    3 
x

f ( ) lim x x


   2

3
3 9  پس مشتق چپ و راست را حساب کرده و از هم کم می کنیم  .  2

                  

x f (x) (x ) f (x) x f ( )

( )

x f (x) (x ) f ( ) x f ( )





  
 



  
 

 


           


   


                

2 3 6 2

2 3 5 2

3 9 6 12 3 12 3 36

36 3 66

3 9 5 3 1 3 1 3 3

 

 

اگر (  102
x

f (x) [x]
x




2

1
باشد، حاصل  

h

f ( h) f ( )
lim

h

 3 3
 کدام است؟ 

   1 )
1
4

    2)
1
2

    3)
3
4

    4)
3
2

  

       :پاسخ                          

                              
h

f ( h) f ( ) x x x
lim f ( ) f (x) [x] x f(x)

h x x x





 
 




 
       

  

2 2 23 23 3 2
3 3 2

1 1 1 

                                                                                                                                             

X

x(x ) x
f ( )

(x )


  
    



2

2
3

4 1 2 24 18 6 3
3

4 4 21
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 ریاضی 
36 

 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

اگر (   103   f x x x 2 مقدار 1   f f 
 1  کدام ا ست ؟ 1

 ( قابل تعیین نیست 4            1(  3             2(  2             3(  1  

    :پاسخ 

xبه ازای    xداخل براکت صحیح می شود و تابع داخل براکت صعودی ا ست پس  تابع در  1  فقط پیوستگی راست دارد و پیوستگی چپ ندارد .   1

 بنابراین مشتق راست دارد ولی مشتق چپ ندارد 

                                                                                
   

 
x

x

f x x

f x

 

 

  

 

1

1

3 3
 

 

( اگر   104
x

f (x)
x






1
1

آن گاه مقدار   f ( )
 1  کدام  است  ؟  2

    1  )2    2  )4    3  )6    4  )1  

:پاسخ 

                                        
x y x

y yx y x x(y ) y x f (x)
x y x

    
             

  

11 1 1
1 1 1

1 1 1
 

                                                                            
x

f (x) f (x) f ( )
x (x )

     
    

 

1 1 1
2

1 2
2 2

1 1
 

                               یادت باشه 
x

b x a
x

x

(f (b)) f ( )
f (a) f ( )

(x )


    

 



 
 

      
    

  

1
2 31 11

2
3

1 1 1
2 2

23
1

 

 

(  با فرض   105
x

x
f (x) x

bx a x




 
  

1
1

1
1

fاگر حاصل    ( ) f ( )   
3

1 1
2

 کدام است؟ aباشد.  

     1)2     2)2    3)3    4)3  

 :پاسخ 

 

 

     

  

 

  

x
x x x

f (x) f (x) b ax
bx a x

bx a x

x
f (x) f ( ) , f ( ) bx

b x

b b b a a

 


    

      
   




     
 

         

1
1 1 1

1
11

1
1 1

1 12
2

1

1 3
2 2

2 2

 چون پیوستگی چپ ندارد مشتق چپ ندارد
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اگر  (  106
x

y
x


1

آنگاه حاصل   y y y x 2 2  کدام است؟ 1

 1 )x
2       2 )x2 3 )x4 4 )x2 

       :پاسخ 

           x
y y y x y (x ) (x ) x

x

 
       

  

2
2 22 1 1 1 2

1
 

 

 متوسط آهنگ   و  تغییر  آهنگ   

 

 

 

 

 

 

 

 

تابع (  107 f x ی  با ضابطهf (x) x x  2 5  داده شده است. 4

 تعیین کنید. xالف( دستور کلی آهنگ متوسط تغییر این تابع را نسبت به متغیر 

xب( آهنگ متوسط تغییر این تابع را وقتی  / , x  4  را به دست آورید. 3

xج( آهنگ آنی را در    به دست آورید. 3

 :پاسخ 

)الف 
     x x x x x xy

x x

        


 

2 25 4 5 4
 

 

 )ب
        / /y / / /

x / / /

        
  



2 2
3 4 5 3 4 4 3 5 3 4 1 2 16 2 3 36

4 4 4
 

 

                                                                           
   

       
x

f x x f x
lim f x f x x x

x 

   
        



2
33

3 5 4 2 5  )ج 11

 

 

اگر (  108 f t t t 2 tدر بازه ی زمانی   fباشد ، نسبت آهنگ متوسط تغییر  tنمایش جمعیت یک نوع باکتری در زمان   3 / 1 1 به آهنگ لحظه  2

tدر  fای تغییر    کدام ا ست ؟   1

      :پاسخ 

                                                                                                                  

          

   
x

/ /f / f /
/

/ /

/
f t /



  
  



     

2

1

1 2 3 1 2 1 31 2 1 1 4
5 2

1 2 1 2 2

5 2
1 2 3 5 1 4

5

 

 

 داده شده ییعنی مشتق تابع در نقطهای، همگی بر تابع، تغییر آهنگ یا تغییر آنی، تغییرات لحظهشیب خط مماس            

   یشیب خط مماس در نقطه  تغییر آهنگ                        
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 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

( در چه نقطه ای از بازه  109 ,9 fآهنگ لحظه ای  25 (x) x با آهنگ متوسط آن برابر است ؟ 

      :پاسخ 

                                   
   

 
f f

, f x x x
x x

 
        



25 9 25 9 2 1 1 1
4 16

25 9 16 16 82 2
  

 

tدر لحظه  .لیتر مایع است  4( گنجایش ظرفی  110    سوراخی در ظرف ایجاد میشود اگر حجم مایع باقی مانده در ظرف پس ازt   ثانیه از رابطه ی 

 t
t

V
 

  
 

2

4 1
1

به دست می آید در چه زمانی آهنگ تغییر لحظه ای برابر آهنگ تغییر متوسط  آن در بازه     ,1   می شود  ؟ 

  :پاسخ 

                                                        

   
 

V V t t
, V t

t
t

          
           

      

   

1 4 4 1 8 4
8 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 5
5

  

 

طح جسمی را از سطح زمین به طور عمودی پرتاب می کنیم . جهت حرکت به طرف بالا را مثبت  در نظر می گیریم . فرض کنید ارتفاع این جسم از س( 111

h(t)زمین در هر لحظه از معادله  t t  25  به دست می آید . مطلوب است  :  4

الف ( سرعت متوسط در بازه    ,1 tب ( سرعت لحظه ای در زمان                      2  3 

   :پاسخ 

                                                                                             

h(b) h(a) h( ) h( )

b a

h (t) t h ( )

  
   

 

      

2 1 6 35
25

2 1 1

1 4 3 1

 

 

f( آهنگ متوسط تغییر تابع  112 (x) x 2 روی بازه  xنسبت به تغییر  16 ,3  از آهنگ لحظه ای تابع درx   چقدر کمتر ا ست ؟  2

(  2    ( صفر                  1       
1
18

                       3  )
1
12

                          4  )
1
9

 

    :پاسخ  

              ( ) ( )  
1 1
3 3

                              

f (b) f (a) f ( ) h( )

b a

x
f (x) f ( )

x

  
   

 

      
2

3 25 16 1
3 3 3

2 2 2 2 1
2

32 2 16 182 16

 

                                  

fدر تابع ای با ضابطه ( 113 (t)
t


24

tآهنگ تغییر آنی در لحظه     tاز لحظه  fچقدر  از آهنگ متوسط تغییر  4  tتا   3   بیشتر ا ست  5

      1  )1           2  )
1
2

         3  )2          4  )
3
2

 

 :1گزینه  پاسخ  

                      

f (b) f (a)

b a

f (x) f ( )
t ( )

( ) ( )


 

    
 

 
      

    

2 2

24 24
48 85 3 16

5 3 2

24 24
4 15

4
15 16 1

 

 حالا آهنگ تغییر رو مساوی تغییرات متوسط قرار می دیم 

 الف  )         متوسطسرعت   

  لحظه ای    ) ب   سرعت   

 تغییر         متوسطآهنگ   

 آهنگ  لحظه ای تغییر          

 تغییر         متوسطآهنگ   

 آهنگ آنی  

 اختلاف  

 اختلاف  
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یدر تابع با ضابطه(  114
x

f (X)
x




1
xی، در نقطهx، آهنگ متوسط تغییر تابع نسبت به تغییر متغیر  0/با نمو1 ای تابع در این نقطه، ، از آهنگ لحظه44

 (94-تر است؟)خارجقدر کمچه

1)
1
30

 2)
1
24

   3)
1
12

   4)
1
6

 

      پاسخ : 

                         

/

f ( / ) f ( ) /

/ /




  


44
1 44 1 51 2
1 44 1 44 6

 

                                
x (x )

xf (x) f ( )
x

 

    

1
1

2 1 1  

                                                                                                                                                       اختلاف این دو مقدار برابر است با:          
5 1

1
6 6

 

fمعادله حرکت متحرکی برابر (  115 (t) t t  2 4 کدام باشد تا اختلاف سرعت متوسط متحرک روی بازه  aمی باشد  8 , a2  با سرعت لحظه ای

tدر  لحظه    کیلو متر بر ساعت باشد  ؟   2برابر 5

    :  پاسخ 

   

   

t

a af (a) f ( ) (a )
a

a a a

f (t) t f ( ) (a ) a

     
   

  

          

2 2

5

4 8 4 8 82 2 2
2 2 2

2 4 5 6 2 6 2 1

 

 

yاگر خط مماس بر منحنی  ( 116 x x   xدر نقطه   1 a    واقع بر منحنی باشد ،   5و    2موازی با خط گذرنده بر دو نقطه به طول های 

 کدام است ؟  aمقدار 

      1  )4    2  )3     3  )
13
4

     4  )
7
4

  

      :  پاسخ 

                                    

f (x) x x f (x) f (a)
x a

f ( ) f ( )
f ( ) , f ( )

a a a
a a

         
 


         



           
 

1 1
1 1 1

2 1 2 1

5 2 2
5 5 5 1 3 2 2 2 1 1

5 2 3

1 2 1 1 3 9 13
1 1 1

3 3 2 4 42 1 2 1

 

 

 

 تغییر         متوسطآهنگ   

 آهنگ  لحظه ای 

  متوسطآهنگ   

آهنگ لحظه  

 ای

 اختلاف سرعت ها 

 آهنگ  لحظه ای همان شیب خط مماس است  

 آهنگ  متوسط همان شیب خط قاطع است  
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 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

  کاربرد مشتق  5فصل  

fد و هر جا تابع صعودی بود مشتق تابع مثبت می شد خب یعنی با تعیین علامت تابع بود مشتق تابع منفی می ش هر جا تابع نزولی دیدیم    میشه یکنوایی

 رو بررسی کرد . fتابع 

 

برای تعیین یکنوایی تابع پیوسته  f x گیریم و تابع مشتق را تعیین علامت  )صعودی یا نزولی بودن تابع(، ابتدا از تابع مشتق می
 هایی که مشتق منفی است، یعنی تابع نزولی است. هایی که مشتق مثبت باشد، یعنی تابع صعودی است و در بازه کنیم در بازه می

x x x

f

f

   

1 2

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

fای تابع  در چه بازه(  117 (x) x x 23  ؟ است صعودی 18

        :پاسخ 

   f x x x f x x x       23 18 6 18 3   
x x

f



  

3
 

 

ی  تابع در بازه   , ی  نزولی و در بازه 3 ,3  است. صعودی 

 
 
 

تعیین کنید تابع (  118 f x x x 2   در کدام بازه نزولی است 

        :پاسخ 

  .ه همواره منفی باشدرا تعیین کنیم که مشتق تابع در این بازبازه ای  یعنی باید            

 

 f x x x x
x x

            
1 1 1 1 1

2 2
4 16 162 2

 

  

 بگیرید.( اول از تابع مشتق 1
  اهایی که تابع مشتق پذیر نیستجالبته . و آورید دست به را مشتق هایرا حل کنید و ریشه( معادله2
 . )ممکن است احتیاج به جدول داشته باشید.(و نقاطی که مشتق وجود ندارد  مشتق را تعیین علامت کنید ها،( با توجه به ریشه3
     مشتق علامت که ایصعودی است. و در هر بازه  تابع یعنی باشد مثبت مشتق علامت که ای( در هر بازه4

 نزولی است.منفی باشد یعنی تابع            

 

 با توجه به دامنه 
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f تابع(  119 (x)
x

 2

1
  ی بازه روی را  , ی بازه روی را تابع این بودن نزولی یا صعودی. بگیرید نظر در   , کنید تعیین . 

:پاسخ                  
x

f x f x , f x
x x x

 
        2 4 3

1 2 2
  

 بازهبنابراین در  ,   است نزولیتابع. 

تابع ( 120 f x x
x

  22
 ؟است ای صعودی در چه فاصله 

:پاسخ                 
 x

f x x f x x x x
x x x


           

3
2 3

2 2

2 12 2
2 1 1 

را طوری تعیین کنید تا تابع با ضابطه  mحدود  (  121  
mx

f x
x m






1
در بازه ی   ,   همواره نزولی باشد 

    یعنی باید  :پاسخm                                                                . را طوری تعیین کنیم که مشتق تابع در این بازه همواره منفی باشد                                                                                 

                           
   

   
 

m x m mx m
f x f x m m

x m x m

   
           

 

2
2

2 2

1 1
1 1 1 1                                                     

xو از طرفی باید ریشه مخرج کسر در این بازه نباشد یعنی                m m     mدر نهایت :   2   1 2 1 

تابع  ( 122
x

f (x)
x


2 4

bصعودی اکید است. بیشترین مقدار  [a,b]در بازه ی   a کدام است؟ 

1)4 2    2)4    3)2    4)2 2  

   :پاسخ                    

x x x
y x x x

(x ) (x )

x x b a

  
             

 

        

2 2 2
2 2 2

2 2 2 2
4 2 4

4 4 4
4 4

2 2 2 4

                                                        

تابع(  123
x a

y
x a

 




2 1
)در بازه ی   , )2  نزولی اکید است. حدودa کدام است؟ 

   1)a  2 1    2)a  2   3)a  1   4) a   2 1 

     :پاسخ 

fاولا باید ریشه ی مخرج) مجانب قائم( در این بازه نباشد.ثانیا باید   .منفی باشد        x a x a a a          2 2 

                       a

a

a a
y a a a

(x a)





 
             



2
2 1

2 1
1 1 2 1  

( جهت تغییرات تابع   124 
x

y
x




2

1

1
 را بررسی کنید  .    

   :پاسخ 

                                                                                       

x(x )
x

x xx
y y

xx (x ) x


 

    
  

2

2

22 2 2

1
1

1 11
11 1 1

 

 

  

  

  

    

  

  

تابع در بازه      , اکیداً صعودی  و در بازه  1 , 1  . اکیداً نزولی است 
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 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 از گزاره های زیر درست است ؟  موردچند (  125     

 الف ( هر تابع که اکیداً نزولی باشد ، در هر نقطه که مشتق پذیر باشد ، مشتق آن منفی است .       

 ب ( اگر تابعی در بازه ای اکیداً صعودی باشد در آن بازه مشتق پذیر است  .        

 ج ( اگر مشتق تابعی در نقطه ای صفر باشد ، تابع در همسایگی آن نقطه ثابت است .        

  . د ( ضرب دو تابع اکیداً صعودی همیشه تابعی صعودی است        

 ( هیچ کدام 4                                              3(  3                                            2(  2                                             1(  1    

     :پاسخ 

 ست درست ا 4گزینه 

 برای هر مورد مثال نقض ارائه می کنیم .

1  )   f x x cosx f x sinx       1   این تابع اکیداً نزولی و در همه نقاط مشتق پذیر است و در بی نهایت نقطه

 مشتق آن صفر می شود ) منفی نمی شود  (  ولی در این نقاط مشتق تغییر علامت نمی دهد .

2  ) y x x    اکیداً صعودی است ولی در بی نهایت نقطه مشتق ناپذیر است 

3  )y x  در نقطه صفر مشتقش صفر می شود ولی در همسایگی این نقطه ثابت نیست  2

g( دو تابع  4 x , f x  2   را در بازه ,1    هر دو صعودی اند ولیf g x    در همین بازه نزولی است   3

اگر  ( 153   y f x   و اکیداً صعودی باشد ، چند تابع از توابع زیر اکیداً  نزولی است ؟ منفی تابعی 

الف  (         f x                 )  ب f x
ج (                    2 f x3                ) د x f x 3                  ) ه x f x2  

 ( چهار 4 ( یک  3  ( سه 2 ( دو  1   

  :درست است .  2گزینه    پاسخ 

                                                                                                                                                                                           f x , f x   

                                                                                                                                                  

      

      

 

  

 

f x f x

f x f x f x

f
f

f

x f x x f

x f x f

      


  


  


      


   

2

3
3 2

3 2

2

2

3

3

2

  

  چون مشتق منفی است  گزینه الف نزولی است

  چون مشتقش منفی است  نزولی است د گزینه 

  چون مشتق منفی است  نزولی استب گزینه 

  ه  با توجه به معلومات یکنوایی قابل تعیین نیستگزینه در 

  چون مشتقش مثبت  است  است صعودی ج گزینه 
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 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

   اکسترمم های نسبی 

 نقاط بحرانی  

xنقطه ی   a  متعلق به دامنه تابع را نقطه بحرانی تابعf این نقطه تابع تعریف شده باشد و مشتق تابع در این نقطه صفر یا وجود ندارد ، درمی نامند هرگاه

 شود .                        

                                                                                                                                                                                           
   

f
) a D

) f a f a




  

1

2
   

fوجه به دامنه از تابع مشتق می گیریم و می پرسیم برای به دست آوردن نقاط بحرانی تابع  با ت   . کجا صفر می شود یا کجا وجود ندارد 

 .می شود کجا مشتق بی نهایتی ج (  الف کجا ناپیوسته است  ب ( کجا مشتق چپ وراست نابرابرند    : انواع وجود ندارد  

 خارج کشور  (  99نقاط بحرانی را تعریف کنید . ) خرداد (  126

 

 

 

 

 

 

 

 

 

yنقاط بحرانی تابع با ضابطه ی  (  127 x x 
3 3  را به دست  آورید  .  23

:پاسخ 

                                                            
 

 

 
f

f x x x x x , x
x x

D R , f x

x x f x x x x x , x

        


  

        

2

2

23 23 3 2 2

3 6 3 2 2
3 6

3 3 3 3 3

  

 

fنقاط بحرانی تابع با ضابطه   ( 128 (x) x x   1  .را بیابید  2

 :پاسخ 
  .   تابع داده شده یک تابع آبشاری است      

 و مجموعه نقاط بحرانی آن  :          , ,  1 2 

  

 وجود ندارد

 وجود ندارد  

 بحرانی :مجموعه نقاط  , ,2 3 

 بحرانی 

مشتق 

  صفر

 بحرانی 

مشتق 

  صفر

 بحرانی 

 وجود  مشتق

 هنداره زاویه دار

 بحرانی 

مشتق 

  صفر

  نیست  بحرانی

تابع در این نقطه 

 تعریف نشده

 بحرانی  هردونقطه

وجود  مشتقچون 

 نداره

در همسایگی راست  

اولی و در همسایگی 

چپ دومی تابع 

 تعریف نشده

 

هردونقطه بحرانی 

 مشتق وجود نداره

بین این دو نقطه 

بیشمار نقطه 

مشتقشان صفر 

 است
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نمودار تابع (  129 f x x x 2  رسم کنید و نقاط بحرانی تابع را تعیین کنید . 4

:پاسخ 

               

x x x x x

f x x x x f x x x

x xx x x

     
 

           
 

   

2

2

2

4 2 4

4 4 2 4 4

2 4 44 4

  

       

   

   

   

f , f

f x x x

f , f

 

 

    


       
    

4 4

2 4 2

4 4 4 4

  

تابع سه نقطه بحرانی دارد .            , ,2 4  

 

 اگر متعلق به دامنه تابع باشند  نقاط ابتدا و انتهای بازه کتاب درسی  با توجه به تعریفنکته  مهم    : 

 هستند . نقاط بحرانی تابع                    

y   ( نقاط بحرانی توابع زیر را به کمک رسم نمودار توابع پیدا کنید  . 130 x x , y x x , y x x    22 4 

  :پاسخ 
                

                      
x x x

y x x
x x x

  
   

 

2

2

2 2
2

2 2
 

     

xدر      xمشتق ناپذیر  و در   2   مشتق صفر  است . بنابراین نقاط  بحرانی اند .  1

                   

x x x

y x x x x x

x x x

  


     


 

2

2 2

2

4

4 4 4

4 4

 

 

xدر   , x  xمشتق وجود ندارد و در   4  مشتق صفر است  پس مجموعه نقاط بحرانی  2 , ,2  می باشند . 4

 

 

x x
y x x

x x

 
  

 

2

2
 

xدر     .  مشتق  تابع  صفر است و تنها نقطه بحرانی تابع است 

    

  

  

    

  

  

xدر  , x 4  مشتق وجود ندارد 

  در این نقطه مشتق صفر است    این نقاط زاویه دارند .
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 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

f( نقاط بحرانی تابع  131 (x) x x 31
3

را در بازه     ,2  بیابید  . 2

   :پاسخ    

       f (x) x x f (x) x x        3 21
1 1

3
 

تابع در تمام بازه         ,2 مشتق پذیر است بنابراین مجموعه نقاط بحرانی این تابع در بازه داده شده :  2 , , , 2 1 1  می باشد . 2

             

 

 

 

نقاط بحرانی تابع (  132
x x x

f (x)
x x

  
 

 

2 2 1
4 2 1

 را تعیین کنید  .  

 :پاسخ 

در نقطه مرزی دامنه ابتدا با پیوستگی شروع می کنیم  .      
x x

f ( ) limx x lim x
  

     2

1 1
1 2 3 4 2  تابع در این نقطه مشتق ناپذیر  2

 ل مشتق تابع را بررسی می کنیم   .ااست  بنابراین این نقطه بحرانی است  ح         

                    
x x x x x

f(x) f (x) f x x
x x x

    
            

   

2 2 1 2 2 1
2 2 1

4 2 1 4 1
 

این نقطه بحرانی نیست چون در دامنه ضابطه خود قرار ندارد بنابراین در هیچ نقطه ای مشتق تابع صفر نمی شود . و فقط یک نقطه بحرانی     

دارد :   1 

 

fنقاط بحرانی تابع با ضابطه   (  133 (x) x   
در بازه   2 ,1  را تعیین کنید .  2

    :پاسخ 

 

 

 

 

 

تابع در نقاط    , , , ,1 1 2 3 مشتق ناپذیر و در سایر نقاط بازه داده شده مشتقش صفر است پس تمام بازه   2 ,1  بحرانی اند  2
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 واژه اکسترمم نسبی برای ماکسیمم و مینیمم تابع بکار برده می شود که تعاریف آنها به شرح زیر است  .

xنقطه  c  نسبی تابع  ماکسیمم طولf ًعرض این نقطه از تمامیدر یک همسایگی متقارن این نقطه تابع تعریف شده باشد ، و ثانیا  است که اولا 

                  عرض های این همسایگی بزرگتر یا مساوی است  . به زبان ریاضی یعنی :        ) x c , c f c f x     1 

 

 

در این حالت   f c   نسبی تابع  ماکسیمم را مقدارf   . می نامند  

 

xنقطه     c  نسبی تابع  مینیممطولf  عرض این نقطه از تمامی  تابع تعریف شده باشد ، و ثانیاً، است که اولاً در یک همسایگی متقارن این نقطه 

     . به زبان ریاضی یعنی :   باشدیا مساوی کوچکتر نیز عرض های این همسایگی         ) x c , c f c f x     2 

                                                                      

در این حالت   f c   را مقدار مینیمم نسبی تابعf        . می نامند 

                                                                                                                                                                      

 

 

 

y( طول نقاط اکسترمم نسبی  134 x x x   3 21 5
6 1

3 2
 را تعیین کنید  .  

   پاسخ : 

         
x

y x x x y x x (x )(x )
x


             



3 2 2 21 5
6 1 5 6 2 3

3 2 3
 

Aینقطهbوa( به ازای چه مقادیر 135
1
2

yتابعمینیمم     x ax b  2 باشد؟می 

 :پاسخ 

 .  و ثانیاً طول این نقطه باید مشتق اول تابع رو صفرکنه هخطی باشه اولاً باید مختصاتش در ضابطه تابع صدق کنچند جمله ای اگر یک نقطه اکسترمم یک تابع  

                                                                                                                                                  

 

a
y x a x a

f b b


         

      

2 1 2
2

1 1 2 2 3

  

 

 

    
  

    
  

   نشده .نقاط ابتدا و انتهای بازه نمی توانند اکسترمم نسبی باشند زیرا تابع در همسایگی متقارن آن ها تعریف       
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f( نمودار تابع  با ضابطه   136  (x) x bx d  3 bبه صورت شکل مقابل است مقادیر  2 , d     (   1401را تعیین کنید .  ) دی 

  پاسخ  

 

 

           

x

f (x) x bx d f (x) x bx x( x b) b
x b

f ( ) ( ) ( ) d d




           
    



      

3 2 2

3 2

3 2 3 2 2
2 3

3

2 2 3 2 1 5

 

)( اگر نقطه    , )2 fنقطه اکسترمم نسبی تابع    1 (x) x bx d  3 ,bباشد . مقادیر  2 d   (   1400را به دست  آورید .  ) خرداد 

     من چیزی نمیگم خودتون می دونید . پاسخ : 

y( تابع  137 x x 2  .  چند نقطه اکسترمم نسبی  دارد نوع آن ها را تعیین کنید 

    پاسخ                    

x x
x x x

y x x y x
x x x

x x

 
   

      
  

 

2
2

2

2 1

2 1

 

xتابع در         (  مشتق ناپذیر است .  چونf ( ) , f ( )
     1 x(  و  در    1  

1
2

 مشتقش  صفر است  .   

 

 

 

 

با توجه به شکل تابع  (138 f x .  و نقاط روی آن به سوالات زیر پاسخ دهید 

                                                    الف ( طول نقاط اکسترمم نسبی تابع اند .      

 ب ( طول نقاطی که ماکسیمم مطلق تابع است .       

 .  پ ( طول نقاطی که  تابع  بحرانی است ولی اکسترمم نسبی نیست       

    پاسخ 

xالف (    b , x d     ) پ (   ندارد   بx a , x f , x e   
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تابع  (   139
x x a

f (x)
x

 




2

2
 کدام است؟ aفاقد اکسترمم نسبی است. حدود  

   1)a  6   2)a  6   3)a  6   4)a  6  

     پاسخ 

                     
( x )(x ) (x x a) x x x x a

y
(x ) (x )

         
   

 

2 2 2

2 2
2 1 2 2 3 2

2 2
  

                    x x a a a a                2 4 2 16 8 4 4 24 6  

fنمودار تابع  (  140 (x) x x ax b   3  کدام است؟ bبه صورت مقابل است.  23

      1)1   2)2    3)3   4)4  

   پاسخ  : 

                         x x
y x x a y ( ) a y x x x(x )

x

 
                



2 23 6 3 6 3 2
2

  

                                                                                                                                                      b b     
2

8 12 4  

 

xاگر در نقطه ی  قضیه فرما : a   تابع f x   ماکزیمم یا مینیمم نسبی داشته باشد ، و f a  موجود باشد  آنگاه f a    خواهد بود به عبارت

 دیگر هر نقطه اکسترمم نسبی تابع یک نقطه بحرانی آن است ولی عکس قضیه فرما در حالت کلی درست نیست .

 

xاگر  ماکسیمم مطلق :   a   نقطه ای از دامنه تابع  به طوری که  برای هرfx D     داشته باشیم   f a f x   یعنی عرض نقطهa  از تمامی   عرض

های این تابع در تمام دامنه بزرگتر یا مساوی باشد . آنگاه  f a  ماکسیمم مطلق تابعf  می نامیم 

 

 

xمینیمم مطلق :  اگر  a   نقطه ای از دامنه تابع  به طوری که  برای هرfx D     داشته باشیم   f a f x  یعنی عرض نقطهa  از تمامی  عرض های

این تابع در تمام دامنه  کوچکتر  یا مساوی باشد . آنگاه  f a  مینیمم  مطلق تابعf   . می نامیم 

 

 

 در توابع یکنوا به راحتی ماکسیمم و مینیمم مطلق را می توان تعیین نمود .

                                                                                                                 

                                                                                          
 

 
max

min

y f b
if x a ,b f x f

y f a

 
      



                                   

 

f( ماکزیمم و  مینیمم مطلق  تابع با ضابطه   141  (x) x x  3 2 را در بازه    1 ,2  تعیین کنید .   3

  :پاسخ 

یعنی  تابع در تمام دامنه اش اکیداً یکنوا صعودی است :                  f(x) x x x , f (x) x         3 22 1 2 3 3 2 

                  
max min

y f( ) ( ) , y f( ) ( ) ( )             3 33 3 2 3 1 34 2 2 2 2 1 11 
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                                                                                              
 

 
max

min

y f a
if x a ,b f x f

y f b

 
      



                                    

 

   ماکزیمم و  مینیمم مطلق  تابع با ضابطه(  142
x

f (x)
x






2
3

را در بازه     ,4  تعیین کنید .   1

     :پاسخ 

 

مشتق می گیریم  :          
x

f(x) f (x)
x (x )

 
  

  2

2 1
3 3

 مشتق  تابع همواره  منفی است و در بازه داده شده یکنوا نزولی  است بنابراین :  

                         max miny f a f( ) , y f b f( )
 

       
 

4 2 1 2 8
4 2 1

4 3 1 3 7
 

 

 

 

 

                                                                                                                                                                                                    

 

yمطلق تابع پیوسته   min,maxبرای تعیین   f(x)  در بازه a,b  ابتدا نقاط بحرانی تابع را تعیین کرده و جدو ل زیر را  تنظیم می کنیم. 

 

 

 

 

     

 

آنگاه بیشترین مقدار سطر دوم  . می با شد  این نقاط تابع به ازای  و سطر دوم مقادیرو نقاط ابتدا و انتهای بازه  سطر اول نقاط بحرانی تابع در این فاصله 

 ماکسیمم مطلق و  کمترین مقدار سطر دوم مینیمم مطلق تابع در این بازه خواهد بود .

 

 

yبیشترین مقدار تابع ( 143 x x x   3 23 9 ی ، در بازه5 ,2  ، کدام است؟ 2

:پاسخ 

عرض نقاط بحرانی تابع را بازه ی   از تابع مشتق می گیریم و نقاط بحرانی را تعیین و مقادیر تابع به ازای این نقاط را به دست می آوریم .  ابتدا  ,2 2  

x f( )
f x x x f x x

x ( , )

         
          

  

3 2 2 1 1 1 3 9 5 1
3 9 5 3 6 9

3 2 2
  

                                                                      عرض تابع را در نقاط ابتدایی و انتهایی این بازه به دست می آوریم.داریم:
f ( )

f ( )

      


     

2 8 12 18 5 3
2 8 12 18 5 17

 

بین مقادیر به دست آمده ،بیشترین مقدار را به عنوان ماکزیمم مطلق تابع در این بازه  ، درآخر

 معرفی می کنیم:

   

          na x x x x ..................x b1 2 3 4               x 

                   nf a f x f x f x ...............f x f b1 2 3  f x 

2 1 2 x 

17 1 3  f x 

    

maxy  10 

 پیوسته در بازه ای بسته ماکسیمم و مینیمم مطلق دارد  . هر تابع            
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f(x)ماکزیمم و مینیمم مطلق تابع(  144 | x | (x )  ]در فاصله 1 , ]2  را به دست آورید .  1

     :پاسخ 

                      

x x x x

x x x
f (x) f (x) x

x x x

x x x x


       

  
    

   
         


2

2

1
2 1 2 1

2

1
2 1 2 1

2

 

ست  ي  موجود ن

 

 

   

 

                                                                                                                                                                

 

 

 

 

 

اگر تابع(  145

x x

f (x) a x

x x

  


 
  

2 3 1
1

3 2 1

xدر     بپذیرد؟ تواندنمیچند مقدار صحیح را  aنیمم نسبی داشته باشد،ماکزیمم یا می 1

       :پاسخ 
 با توجه به شکل داریم :                             

                                                                                                                                  
( )x a

a R [ , )
( )x a

   
   

    

1 1
2 1

1 2

بي  س مم ن زي ماک

بي  س يمم ن مي ن
 

 تواند بپذیرد.ا نمیر و 1و2سه مقدار صحیحaپس

 

fمقادیر ماکزیمم و مینیمم مطلق تابع(  146  (x) x | x |  2  ی را در بازه 1 ,2  به دست آورید.  2

      شبیه سازی کن  رفیق من که میگم :   پاسخ  

x x x x x
f(x) x | x | f (x)

x xx x x

         
       

         

2
2

2

1 1 2 2 1 1 2
1

2 1 2 11 2 1
 

f (x) x x

f ( )
f (x) x

f ( )





       

    
      

    

12 1
2

1 3
1

1 1

 

 

  

1 
0 1

2
 2 x 

2 
0 1

4
 2  f x 

2 
1
2

 1 2 x 

7 
3
4

 1 
5  f x 

  

  

مورد  ، در توابع نا پیوسته در حالت کلی نمی توان از نکته فوق برای تعیین ماکسیمم و مینیمم مطلق استفاده نمود ، و بهتر است نمودار تابع

 بررسی قرار گیرد .

       

 

 

  غ ق ق 

  ق ق 

 وجود ندارد 
 مینیمم مطلق 

 ماکزیمم  مطلق  مینیمم مطلق 

 ماکزیمم  مطلق 
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f(x)مقدار ماکزیمم مطلق تابع  (  147 x x   2 12  کدام است؟   2

      1   )1    2  )2    3  )2   4  )2 2 

    :پاسخ 

f

x x
f (x) x x D [ , ]

x x

f '(x)
x x

   
      

   

 
 

2 2
2 12 2 2 6

12 2 6

1 2

2 2 2 12 2  

 f x  در بازه ی ,2 کافی است مقادیر  f فاقد نقطه ی بحرانی است.بنابراین برای تعیین ماکزیمم مطلق تابع  fتعریف شده  و مخالف صفر است ،پس  6

xتابع را به ازای   xو  2   محاسبه کنیم : 6

                                                                                f( ) , f ( )  2 2 2 6 2  

yماکزیمم مطلق تابع  ( 148 x x   کدام ا ست ؟  24

     1  )2               2  )4             3  )2            4  )2 2 

    :پاسخ 

                                       راه اول  

   max min

x
f x x

x

y f , y f

       


     

2
2

2
4 2

4

2 2 2 2

 

 

yدر تابع  ( 149 x a x 2 نقاط بحرانی   2
a

x



2

و ماکسیمم و  مینیمم مطلق    
a a

,
 2 2

2 2
 می باشند

max            راه  دوم :               

a
y   

2 4
2

2 2
 

f(x)اگر تابع (  150 ax bx  3 xدر نقطه ی  7  aباشد،حاصل  10دارای ماکزیمم نسبی  1 b دام است؟ک 

1)6-   2)4-   3)
11
2

    4)
13
2

  

 :پاسخ 

x
f '(x) x x x(x )

x


      



23 6 3 2
2

  

نقطه ی  ,1  است.پس داریم :  f نقطه ی ماکزیمم نسبی تابع   1

 f ( ) a b a b a

a b

bf '( ) a b

           
     

     
 

31 1 7 1 3
2 6

9
1 3

2
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fاگر مقدار ماکزیمم نسبی تابع (  151 (x) x a
x

  
4

 باشد، مقدار می نیمم نسبی آن کدام است؟ 6برابر  

    1)10    2)14    3)2    4)8  

  :پاسخ 

x
y x x

x x


         

2
2

2 2
4 4

1 4 2  

f ( ) a a f( )             


4 4
2 6 2 6 10 2 2 10 14

2 2
  

 

تابع  ( 152   f x     : با ضابطه ی
x x

y
x x

 
 

 

3

2

1

2 1 1
 چند نقطه بحرانی و چند اکسترمم نسبی دارد  ؟  

 دو اکسترمم نسبی –( دو بحرانی  2سه اکسترمم نسبی                                        –( سه بحرانی  1    

 یک اکسترمم نسبی –( سه بحرانی  4یک اکسترمم  نسبی                                       –( دو بحرانی  3   

   :پاسخ 

 

 مطابق شکل تابع در سه نقطه بحرانی است و فقط در یک نقطه اکسترمم نسبی است  .        

 

 

 

 

وجود ندارد چون ناپیوسته است            
x x x

f x f , f , f , f
x x

 

   
          

  

23 1 1
1 3 1 4 1

4 1 1
  

xنقطه بحرانی و فقط یک نقطه اکسترمم دارد  :  3بنابراین     

  

  
  

ی

 ا

 تابع در این نقطه زاویه دارد   
مشتق تابع در این نقطه از منفی به مثبت    

تغییر علامت میدهد پس این نقطه مینیمم 

 است 
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 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 یاد آوری  

 

 دارد .   اشاره به ماکزیمم یا مینیمم      اصطلاح اکسترمم    

 

 است  . اگر منظور طول باشد حتما واضح بیان خواهد شد .  منظور از اکسترمم های تابع  عرض نقاط  

 

f   در نقاط اکسترمم     .  یا برابر صفر است یا وجود ندارد 

 

 ممکن است تابع پیوسته نباشد .  در نقاط اکسترمم 

 

 ) اکسترمم های نا پیوسته ( در نقاط اکسترمم ممکن است مشتق تغییر علامت ندهد .  

 

 اکسترمم نسبی نیز هست .  aدر    fتعریف شده باشد آنگاه   aمتقارن دارای اکسترمم مطلق باشد و در همسایگی  aدر نقطه  fاگر تابع  

 

 های زیر را تعیین کنید. درستی یا نادرستی عبارت( 153

f که تابع الف( شرط لازم و کافی برای آن (x) درx a پذیر باشد، آن است که در این نقطه پیوسته باشد. مشتق 

 باشد. اش تعریف شده باشد، اکسترمم نسبی هم می که این تابع در همسایگی fی اکسترمم مطلق تابع  ب( هر نقطه

xپ( اگر a ی اکسترمم نسبی تابع  نقطه طولf (x)گاه باشد، آنf (a)  .است 

f ت( تابع       (x) x
3 x   به طول نقطهدر  2  باشد. ناپذیر می شتقاکسترمم می  دارای نقطه 

:پاسخ 

 الف  ( درست نیست پیوستگی فقط شرط لازم مشتق پذیری است  .    

 ب (  درست  است .    

y(  درست نیست می تواند این گونه نباشد مثل   پ      x   درx   

 ت (  درست  است      

 

 نسبی 

 مطلق  

 نسبی 

 مطلق  

   ماکزیمم

   مینیمم 

 نسبی 

 نسبی 

 مطلق  

 مطلق  
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          بهینه سازی        

               
 

 بهتره بدونی 
 

 

 در مثلث قائم الزاویه  موارد زیر را داریم :

 

 

 

 

 

 

 

        c a b 2 2 2    
c

MC 
2

       

a x(x y)

b y(x y)

h xy

 

 



2

2

2

 

 

 .قضیه تالس در طرح سوالات بهینه سازی  اهمیت دارد  

 

 

 

 

 

 

 

 

a، اندازه ارتفاع برابر است با  :    aدر هر مثلث متساوی الاضلاع به طول ضلع   
3
2

aو مساحت آن برابر است با  :     
23

4
 

 

 در هر مثلث متساوی الساقین ارتفاع وارد بر قاعده ،  نیمساز  و میانه و عمود منصف هم  می باشد .  

 

 

 

 بهینه سازی :  روش کلی     

 ) به خصوص هنگامی که ایده ی اولیه ندارید ( در صورت نیاز ترسیم شکل برای درک بهتر مسئله .  -1     

 و تبدیل آن به یک تابع یک متغیره.ایجاد رابطه بین معلومات و مجهولات مسئله و فرموله کردن آن  -2    

 به ازاء نقاط بحرانی را به دست می آوریم  و با توجه به ماهیت ، نقاط بحرانی تابع را تعیین، مقادیر تابع ، پس از تشکیل تابع مسئله  -3    

 جواب مسئله خواهد بود.  از تابع  ا مینیمم حاصلماکزیمم ی، سوال               

 

 

AB AC

BD CE

AB AC BC

AD AE DE



 

 

  

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 تالس جزء به جزء

 تالس جزء به کل 
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 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 (   1401باشد  و حاصل ضربشان کمترین مقدار  ممکن گردد . )  دی    1( دو عدد حقیقی چنان بیابید که تفاضل آن ها   154

   :پاسخ 

             
x y

p xy x( x) x x p x x , y

 

            2

1

1 1 2 1 5 5
 

 

 مقدار مساحت را به دست  آورید .متر است  اگر مساحت مستطیل ماکزیمم باشد ی سانت 24محیط یک مستطیل ( 155

:پاسخ 

          
( )

x y x y , S xy x( x) x x S x x S                   2
32 2 24 6 6 6 6 2 3 18 9 9 

 

 

 (   1401سانتی متر طول و عرض مستطیلی با بیشترین مساحت را بیابید  )  دی   14( دربین مستطیل هایی با محیط ثابت  156

    اسخ:   مثل بالایی شبیه ساز کنید  پ 

 

 

 

 xماکزیمم بسازیم ، اگر از چهار گوشه ورقه چهار مربع به ضلع  م یک جعبه مکعب شکل در باز با حج a( می خواهیم با یک ورقه مربع شکل به ضلع  157

 کدام  است  ؟ aبریده شود ، اندازه قسمت بریده شده بر حسب   

 

      :پاسخ 

                                   

a
x

V (a x) x a x ax x V x ax a
a

x




           
 


2 2 2 3 2 2 22 4 4 12 8

6

 

 

 

y( کم ترین فاصله منحنی  158 x yاز خط   2 x  4  را به دست آورید  ؟   2

      :پاسخ 

                                             
x x

h x h x x x h
   

         


2 4 2 4 8 2 2
2 4 2 2

1 16 17 17
 

 
 

M( مینیمم فاصله نقطه  159  ,
 
 
 

3
2

yاز منحنی    x  کدام ا ست ؟  2

   :پاسخ 

                                                                                                  

   

 

  min

h x MB x x x x , x

h x x x

h h

 
          

 


      

  

2
2

23 9
2

2 4

1
2 1

2
3 3
2 2

 

 

 
 

  

 دامنه تابع  قرار ندارددر 

x    نقطه بحرانی تابعh 
 است 

 
 ق ق ن  

 ق ق  
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yکوتاه ترین فاصله ی مبدا مختصات از نقاط منحنی به معادله ی (  160
x


2
2

 کدام است؟ 

       1)1    2)3    3)2    4)2  

 :پاسخ 

                                            
  u

u
uA ,O y AO y




        
 



2 2
4 5

2

4 16
22  

                                                             
min

AO           


6 2
5
16

2 8 2 2 1 3  

 هاشور زده کدام ا ست ؟باشد در شکل مقابل بیشترین مساحت ناحیه   12و ارتفاع آن   36اگر قاعده مثلث (  161

              

        :پاسخ                                                        

 

 

                                                                 

   

       y max y

x y
x y S xy S y y y y

S y y S S



          

          

2

2

6

12
3 12 3 12 36 3

36 12

36 6 6 36 6 3 6 1 8

 

 

  باشد ، بیش ترین مساحت مستطیل محاط شده در شکل را بدست آورید .   3( اگر شعاع ربع دایره  162

 

         
 

:پاسخ 

        

 

 

  

 ( در شکل مقابل بیشترین مساحت ناحیه هاشور زده را تعیین کنید  . 163

 

 :پاسخ 

yناحیه هاشور زده یک مستطیل است که دو راس آن روی منحنی                x   قرار دارند  212

 بنابراین داریم  :                

          (x) (x)S x x x x S x x S            2 3 2
22 12 24 2 24 6 2 32 

 

 

   

y x , x

x x
S x xy x x S x x x x

x x

   

 
             

 

2

2 2
2 2 2

2 2

9 3

9 2 9 9
9 9

2 29 9

3 
9
2

  x 

  
9
2

   S x 

 

 

 

 

 اینجا تالس زدیم جز به کل   

  

 

 مساحت مستطیل  عرض طول
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 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

ساعت پس از تزریق از رابطه ی   t(غلظت یک داروی شیمیایی در خون  164 
t

f t
t


3 54

به دست می آید چند ساعت پس از تزریق غلظت آن در   

 خون بیشترین مقدار ممکن را خواهد داشت .

    :پاسخ 

                                                
 

   
 

t t t t
f t f t t t t

t t

     
            

 

3 2 3
3 3

2 23 3

1 54 3 2 54
2 54 27 3

54 54
   

4اندازه ی قطر مستطیلی برابر(  165   مساحت مستطیل چقدر است؟است. بیشترین مقدار  2

     1)8 2   2)16 2  3)32    4)16  

     :پاسخ 

                                                                                                                 

x

x y y x

x
S x x S x x

x

     


       



2 2 2

2 2
2

32 32

2
32 32

2 32

 

                                                                                             maxx x S         232 2 4 4 32 16 16 

 مثبت مقدار ثابتی باشد حاصل ضرب آنها وقتی ماکزیمم می شود که آن دو متغیر با هم برابر باشند ل راه تستی  : وقتی مجموع دو متغیر اح

                                                                                                            
max

x y x y x y

S x y

       

    

2 2 2 232 16 4
4 4 16

  

 

 یک استوانه در باز با حجم ماکزیمم بسازیم . شعاع قاعده ارتفاع و حجم این استوانه چقدر است . π27( می خواهیم با یک صفحه فلزی به مساحت  166

 

 :پاسخ 

                               

/
r

π πr r
V πr h , S πr πrh π h

πr r

r r r r
V πr ( ) π( ) V π( ) r

r

 
      

  
      

2 2
2 2

2 3 2
2

27 27
2 27

2 2

27 27 27 3
3

2 2 2

 

 

rشعاع :                                     بنابراین                  hو   ارتفاع  :   3


 
27 9

3
6

Vو  حجم  باید  :              πr h π( )( ) π  2 23 3 27 

 

 باشد، شعاع قاعده را چقدر اختیار کنیم تا حجم آن ماکزیمم شود؟ 25اگر مجموع شعاع قاعده و ارتفاع یک استوانه (  167

 1 )11 2) 1                                        3) 
32
3

  4 )15 

      :درست  است   2گزینه پاسخ 

                              
 

 r

h r , V r h r r r r

V r r r r r , r

         

            

2 2 2 3

2

15 15 15

3 3 3 1 1
  

  

 حجم  استوانه   مساحت استوانه  
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3بین مخروط هایی که طول مولد آن ها (  168  می باشد ماکزیمم حجم کدام است  ؟ 3

 

   :پاسخ   

                  

h max

V hr , r h r h V ( h h )

V ( h ) h V ( )

 
        

 
         

2 2 2 2 2 3

2

27 27 27
3 3

27 3 3 54 18
3 3

 

 

متر باشد آنگاه عرض مستطیل چقدر باشد  9( مطابق شکل پنجره ای داریم. اگر قطر نیم دایره با عرض مستطیل برابر باشد و محیط پنجره  169

 تا بیشترین نور دهی  را داشته باشد ؟
     :پاسخ 

                                                   

x
p x y

x x
x x

S xy x

x x x
S x x S x x

x x

 
     

 

 
    

      
   

 

  
          

  
           

2 2

2 2
2

2 3
2

3
2

2 2 2 4 2

15 15
8 2 4 4 2

15 6
1 15

4 2 41
4

  

کیلو متر است . او می خواهد  4برابر   Hقرار دارد که فاصله آن از نزدیک ترین نقطه ساحل یعنی نقطه   Aعلی درون قایقی در نقطه (  170

و   2را قدم می زند  ( فرض کنید سرعت حرکت قایق    Bتا   Hقرار دارد ) فاصله   Hکیلومتری   8در ساحل برسد که در   Bبه نقطه 

برسد در چه نقطه ای از ساحل باید از قایق پیاده  Bکیلومتر بر ساعت باشد . برای این که علی  در کوتاهترین زمان به   4رعت پیاده روی  او س

 شود  ؟

 
   :پاسخ 

                             

x
x t

x
x t

x x
t t t

x x
t

x x

x x x x

x


  


  

 
   

     
 

    

  

2
2

1

2

2

1 2

2 2

2 2

16
16

2
8

8
4

16 8
2 4

1 2 1 2
1

2 42 16 16
4

16 2 3 16
3

4
8 8

3

  

 

 

 

 

 

 

 

 طول مسیر قایق

 مسیر پیاده روی زمان پیاده روی 

 زمان قایق سواری
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 ریاضیات به سبک روحانی                                                               

 

 

 


