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امتحانات نهايي داخل و خارج از  كتاب درسي و  سؤال متنوع و حل شده از سؤالات 700اي كامل به همراه  اين مجموعه شامل درسنامه
رويكرد . تمام نكات لازم براي شما ارائه شده . اين كتاب با توجه به ه كشور به همراه سؤالات مفهومي و تأليفي از متن كتاب درسي

تدوين شده و سعي كردم كاستي هاي اونو پوشش بدم .  از طرفي نحوه ي نوشتن پاسخ تشريحي ، براي امتحان نهايي   3كتاب رياضي 
كه با استفاده از مفاهيم و سؤالات حل  بطوريهتدوين كتاب سازو كار.  "اندازه بنويسي و نمره سوال رو كامل بگيري "هم ارائه شده تا به

" توضيح دار "آزمون شبيه سازي شده امتحان نهايي همراه با پاسخنامه كاملاً تشريحي و  8به حل سؤالات بعدي باشي .  شده قادر 

  آوردم تا شما سوالات امتحان نهايي رو قبل از برگزاري ديدار كنيد .

سؤالات نشويد  غافل وجه از آن  يچهاي كتاب درسي شروع كنيد و به ه ها و تمرين ل از حل مثا بايدبراي موفقيت در درس رياضي 
. آفت موفقيت شما حفظ كردن نش هاي كتاب درسي طراحي مي ها و مثال امتحانات نهايي و حتي كنكور به طور مستقيم از تمرين

اكتفا كردن به خواندن حل مسأله كارساز نيست، دقت كنيد كه حل هر  ه ودرس درست ! تسلط بر مفاهيم مستلزم فهماتهپاسخ تمرين
 . رياضي از طريق حل مسئله براي حل سؤالات جديدتر و درك مفاهيم اساسي هسؤال براي شما كمكي

 :ميده دقت به موارد زير موفقيت شما را افزايش 
   . مفاهيم و تعاريف در حل مسئله بردكارتوجه  به چنين  بررسي موضوعات به صورت تشريحي و مفهومي و هم -1
   .و اينكه روش هاي مختلف حل يه سوال رو يادبگيري ي زياد يادگيري عميق موضوعات با حوصله -2
مثال هاي حل شده كتاب رو هم بايد اول سعي كنيم من اعتقاد  به ( البتهلات حل شده و پس از آن حل تمرين وابررسي نمونه س -3

 رجوع به پاسخ.و در صورت نيافتن راه حل خودمون حل كنيم ) 
تمرين حل شده است،  1٠٠٠و حفظ كردن  ندن تر از خو بيش به مراتبخودتون حل مي كنيد تمرين كه  5٠ارزش  ه بدونيدخوب

به حل آن دتون هايي است كه خو ها و تمرين ترين آن براي حل مسأله رياضي مثال ترين قسمت يادگيري و كاربردي مهم چون
 پردازيد. مي

انتظار نداشته باشيد در اين درس در كوتاه مدت  ره ،بنابراين  تكرار و تداوم از ياد ميو در صورت عدم  ه فرآيند يادگيري رياضي تدريجي
 نتيجههر درسي در ومهارت تسلط  اتفاق مي افته .پيدا كنيد بلكه اين مهم آهسته و پيوسته با تمرين مطالب آموخته شده كامل تسلط 

 . يهتلاش مستمر و پيگير
 

از من دريغ نكنيد تا مجموعه بهتري ارائه بشه از صبر و حوصله و دقت شما سپاس بي پايان  اين كتاب رالطف كنيد كمي و كاستي 
 از ودقت نظر تشكر مي كنم . دارم 

 دريغ داشتم .را از ايشان بسياري وقت نثار همسر و فرزندانم كه براي تاليف اين مختصر ، سپاس و عشق 
  

نيني گَلمجامحمد صادق روحا:   1402فروردين  كرج   

  	قد� �و�فف
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3  3ديدار با سوالات امتحان نهايي رياضي 

 حد   3فصل    
 پذيري  بخش         

�فرض كنيد  تقسيم: ي ضيهق � � �g x ,p x فرد  منحصر به ايه اي در اين صورت چند جمله .شنداي با دو چند جملهr(x), q(x) وجود دارند، 
�  كه: به طوري � � � � �p x g x q x r(x)� � 

 
� �p x  را مقسوم و� �g x عليه و  را مقسوم� �q x  را خارج قسمت و� �r x نامند.  مانده مي را باقي 
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�در تقسيم ) 1 �f x x x� � �23 5 �برعبارت    2 �x � �مراحل زير را تكميل كنيد آيا   2 �f x   بر� �x �  بخش پذير است  ؟ چرا ؟   2
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 پاسخ:�
xبر    fبا توجه به روند تقسيم چون باقي مانده صفر نشده پس                    بخش پذير نيست  �2
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 ياز درجه گاه خارج قسمت باشد، آن  ياز مرتبه و مقسوم عليه   ياز درجه اگرمقسوم ) 1

 است. ي حداكثر از درجه مانده و باقي 
اگرمقسوم)1

 

 

                                                            

 

                                                

 

                                                                      

 خارج قسمت                

 مقسوم مقسوم عليه               

 باقی مانده              
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��تقسيم  ي ي باقي مانده محاسبه �p x  بر� �x a� 
�اگر   �p x تقسيم ي مانده گاه باقي اي آن يك چند جمله ،� �p x  بر� �g x x a� �  است با: برابر � �p a R(a)� 

                   P(x) Q(x)(x a) R(x)
P(a) R(a)

� � �
� �R(a)

                     
P(x)

x a
Q(x)

R(x)

� � 

p(a)كه اگر    �گاه  باشد، آن � �p x بر(x a)� پذير است. در اين حالت  بخش(x a)�  فاكتور يا عامل� �p x شود. گفته مي 
 
 
 
 
 
 
 
P(x)ي تقسيم  باقيمانده )  2 x x x� � � �3 25 2 xبر 4 �  )94(خرداد  برابر با ................... است.  1
 پاسخ:�

           � � � � � � � �x x R p� � � � � � � � � � � � � � � �3 21 1 1 5 1 2 1 1 4 2x 
 
�اي  تقسيم چند جمله ي اگر باقيمانده)  3 �p x x mx� � �42 xبر  2 � xتقسيم آن بر  ي باشد، باقيمانده 2برابر  1 �  را بيابيد. 1

 )92(دي ماه 
         پاسخ:�

                  � � � � � �x x p m m� � � � � � � � � � � � � � � �41 1 1 2 2 1 1 2 2 2x���

                                                      � � � � � �x x p R R� � � � � � � � � � �41 1 1 2 1 2 1 2 6 
 
�اي  را چنان بيابيد كه چند جمله kقدار م  )  4 �p x x kx x� � � �3 22 xبر  3 �  )نهايي  (  پذير باشد. بخش 1

�  پاسخ:� � � � � � � �x x p k k� � � � � � � � � � � � � � � � � �3 21 1 1 2 1 1 1 3 2� � � � � � � �x p k k� � � � � � � �3 2� �kk � � 2x p k k� � � � � � � � �kk � �  
 
 
 

 

 

 

 
 
 

 
 
P(x)ي تقسيم  باقيمانده)  5 x x� � �3 24 x�2بر 2  )94(شهريور  برابر با ............ است. 1
 پاسخ:�

           x x R P� � � �	 
 	 
 	 
� � � � � � � � � �� � � � � �

 � 
 � 
 �

3 21 1 1 1 72 1 4 22 2 2 2 8� 

قطع  اي به طول ها را در نقطهمحور  اي يعني نمودار چند جمله ،به لحاظ شهودي و هندسي 
 كند.مي

 

 را به صورت مرتب بنويسيد.  ) 1
       را مساوي صفر قرار دهيد.  ) 2

  باشد.مي gبر  Pي تقسيم ماندهل باقيصقرار دهيد. عدد حا ها xبه جاي حال در ) 3

 

 چون گفته بخش پذيره
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 5  3ديدار با سوالات امتحان نهايي رياضي 

xرا طوري تعيين كنيد كه عبارت  kمقدار )  6  x kx�� � �3 28 4 x�2بر  8  ) نهايي  ( پذير باشد؟  بخش 1
 پاسخ:�

              x x p k k	 
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P(x)اي  در چند جمله)  7 x ax� � �3  )نهايي  ( باشد.  1را طوري تعيين كنيد كه يك جواب معادله برابر  aمقدار  1
 

)p            ، يعنيباشد 1يك جواب معادله  :پاسخ� ) �1: � � � � � �p a a� � � � � �31 1 1 1 2a��� 
 

 
 

 

 

 

 
 

fي تقسيم عبارت  باقي مانده)  8 (x) x x x� � � �3 23 2 xبر  1 �22  را تعيين كنيد. 3
 پاسخ: �

            x x P(x) P(x ) x( ) ( ) x x x x� � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � �2 2 23 3 3 3 9 112 3 0 3 2 1 3 1 22 2 2 2 2 2 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

�اي  تقسيم چند جمله ي گر باقي ماندها)  9 �f x  برx ,x� �3 2,به ترتيب  2 xبر  fتقسيم  ي مانده باشد باقي 1 x� �2  كنيد . ( نهايي )  را حساب 6
 پاسخ:�
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  :بر   ايتقسيم چند جمله
دهيم.راقرار مي  ، به جاي  و در مرتب كرده  حسب قواي را بر  ايچند جمله 

 آيد.مي مانده به دستباقي
 

ل اق

 

 تقسيم  يشد، باقيماندهبا به ترتيب  بر  تقسيم  ياگر باقيمانده
 آيد.از دستگاه زير به دست مي به طوري كه ضرائب  ست با: ابرابر بر  
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  10  (�� �p x باشد.  مي 1توان آن  ترين بزرگاست و ضريب  2ي  اي درجه يك چند جمله� �p x كند. رو صدق  به اي تعيين كنيد كه شرايط رو را به گونه 
�             )92(خرداد  � � �p , p� �1 1 2 3  

 پاسخ:�

          
� �

� � � � � �
� � � � � �

� �

p b c b c b
p x x bx c

b c cp b c

p x x x
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�اي  ي تقسيم چند جمله مانده اگر باقي ) 11 �p x  برx  و بر  2مساويx � �ي تقسيم   مانده ، باقيباشد 1مساوي 2 �p x  برx x�2 آوريد. به دست را  2

 )نهايي  ( 
  پاسخ:�

          � � � � � � � � � � � �p x x x q x ax b p b p a a R x x� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2 1 12 2 2 2 1 2 2 1 22 2��� b� b� 

 
 

x نشان دهيد كه عبارت )  12 � fيك فاكتور (عامل)  2 (x) x x x� � � �3 22 5 fي  است. سپس معادله 6 (x) �   را حل كنيد.  
 پاسخ:�

fچون  ( xبر  fس صفره پ 2( � x                                  پذير است بخش 2 x f( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � � �3 22 2 2 2 2 2 5 2 6x f( ) ( ) ( ) ( ) �3 2( )( ) 6x f( ) ( ) ( ) ( )f( ) ( ) ( ) ( �( )( )( 
 

                

f (x) x x x (x )(x x )
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x x
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� � � � � � � �

� � � � � �
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� � � � � � � � � ��
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xرا طوري تعيين كنيد كه  kمقدار )  13 � f ي معادلهيك جواب  2 (x) x x kx� � � � �3 22  ها را تعيين كنيد.  باشد، سپس ساير جواب2
 پاسخ:�

  f( ) k( ) k� � � � � � � � �2 8 8 2 2 1k( ) k 1k( ) k � � 
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                       f (x) (x )(x ) x , x� � � � � � � �22 1 2 1x  

 
p(x)را طوري تعيين كنيد كه عبارت bو aمقادير  )  14 x x ax b� � � �4 g(x) بر 32 x x� � �2 3  پذير باشد. بخش 2
 پاسخ:�

                                                                                         

x
g(x) x x (x )(x )

x
p( ) a b a b a
p( ) a b a b b

��
� � � � � � � � � ��
� � � � � � � � � � ��

� �� � � � � � � � � ��

2 13 2 1 2 2
1 1 2 1 1
2 16 16 2 2 2

(x )(x ) � �(x )(x

b ba b a ba b a b
b a b bb b

� ��
�����
��
� 2b �a b a ba b ��

 

 

�بر  fچون  �x � x)توان از آن  پذير است پس ميبخش 2 )� را  2
�را بر  fفاكتور گرفت. براي اين كار  �x � كنيم و  تقسيم مي2

 آوريم. قسمت را به دست مي خارج
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7  3ديدار با سوالات امتحان نهايي رياضي 

 مفهوم حد  

�فرض کنید �بع   �f xی  در یک ھمسایگی م�ارن محذوف نقطهx a� گوئیم �بع  گاه می تع)ف شده باشد، آن� �f x  در نقطهx a�  حد دارد و مقدار آنL  است ھر وقت با

�مقادیر  aبه سمت  xمیل کردن  �f x  ھم به سمت عدد معینL  میل کند. در واقع حد یعنی رف9ر �بع در مجاورت نقطهa  و اصلاً ;طی به مقدار �بع در نقطهa .ندارد 
 
 
 
 

 حد راست: -

�میل کند و �بع  aاز طرف راست به سمت  xاگر   �f x  به عددی مانندL1 گوئیم �بع  نزدیک شود، میf ی  در نقطهa رو  حد راست دارد و به صورت روبه  

�    دھیم: می نشان  �
x a
lim f x L

��
� 1 

 حد چپ: -

�میل کند و �بع  aاز طرف چپ به سمت  xاگر   �f x  به عددی مانندL2 گوئیم �بع  نزدیک شود، میf ی  در نقطهa رو  حد چپ دارد و به صورت روبه  

�  دھیم: می نشان �
x a
lim f x L

��
� 2  

 بررسی حد �بع از روی نمودار:
 کنیم: برای تعIن حد �بع از روی نمودار به شکل Gر عمل می

ھا را با نمودار �بع به دست  آن Qاطع محل و کنیم ھا خارج می xکنیم از این نقاط از راست به چپ خطوطی عمود بر محور  اMخاب می aھا در سمت راست نقطه  xابتدا چند نقطه روی محور 

انجام  aرا از سمت چپ نقطه  کنیم. ھمین کار شوند را مشاھده می از سمت راست نزدیک می aھا به �xبع ھRامی که  yکنیم. با این کار رف9ر  ھا عمود می yآورده و از نقاط Qاطع به محور 

 حد دارد. aگاه �بع در نقطه  ھا برسند آن yروی محور  Lبه عرض  x=aدر  fھاT سمت چپ و راست نمودار  دھیم اگر شاخه می
 

�نمودار تابع )  15 �
x x

f x
x x

�� ��� �
� � ��

2

1 12
4 1

xرا رسم كنيد و به كمك آن وجود حد تابع را در   �  بررسي كنيد. 1

 پاسخ:�
 

 

 

fنمودار )  16 (x)  شكل مقابل است. حاصل عبارت
x x
lim f(x) limf(x) f( )

� �� �
� �

2 1
3 2  را به دست آوريد.3

    
 
 پاسخ:�
 

x x

x x

lim f(x) limf(x) f ( )

lim f(x) limf(x) f ( ) ( ) ( ) ( )
� �

� �

� �

� �

� � �

� � � � � �
2 1

2 1

3 3 3 4
3 2 3 3 3 3 2 4 14   

 

 

x                     :تابع در اين نقطه حد ندارد زيرا 

x

lim x

lim x

�

�

�

�

� �
�

� � � �

1
2

1

1 1
2 2

4 4 1 3
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 هاي زير را به دست آوريد. حاصل حد fبا توجه به نمودار تابع ) 17

                              :   پاسخ��

� �

xx

x x

lim f(x) limf(x)

lim f(x) lim f(x)

�

� �

���

�

� �

� � � �

� �� � � � �� �

10

0 0

1 2

1 1 2
 

 صفر مطلق
fهاي يك بازه xدر تمامي يك بازه همواره صفر باشد يعني به ازاي  مطلق يعني تابع اياساساً صفر (x)  .ساخته شود صفر مطلق است ي كه به وسيله براكتشود. مثلاً صفر مي�

                                                                                                                                          
x

x

� �

� �

� � �� � � � �� � �
�

� �� � � � �� � ��

1 1 1
1

�� �� ��� ������1 1x �� � � �������
 

x� �� �� � � � ������� ������1
 

          x [ , ) [sinx]�
 ! � �2, ) [sinx]�

�2                                                    

                                                                                                                          

                                                                                                .تو يه بازه اين تابع صفره. بنابراين صفرش مطلقه 
x
lim[sinx] [sin ] [ ] ق 

�

� �

�
� � �m[sinx]

��
] [ ] ��� ق ��� � 

 حدود توابع كسري
براي محاسبه حد توابع كسري به نكات زير توجه داريم:

    
 

      كنيم. خلاص اگر صورت و مخرج كسر صفر نشه كه خيلي راحته. مقدار گذاري مي

                                                                                                                                                                        

     اما اگه فقط مخرج صفر حدي بشه و صورت عدد ناصفر، جواب حد بي نهايت ميشه. 

                                                                                                                                      
x a

f (x) Llim
g(x)�

"
� � ###� # 

 
 هاي زير رخ ميده: اگه صورت و مخرج هر دو صفر بشن حالت

                                                                                
x a x a

f (x) f (x)lim lim
g(x) g(x)� �

� � � � � �  

 

x a x a

f (x) f (x)lim lim
g(x) g(x)� �

� � � �
f (x)limlim
g(x)x a

lim � �  

 . هاي رفع ابهام را خواهيم گفت داشت، بايد آن را رفع ابهام كنيم كه روش اگر حد ابهام 
 

حدود   حاصل )  18
x

x) lim
x�

�
�1

31
2

و     
x

x) lim
x x�

�
� �

2

22

12 4   را به دست آوريد. 4

                                                                                                                                                                         : پاسخ�
x

x) lim
x�

�
� � �

� �1

3 4 21 212 2 1
 

                                                                                                                                         
� � � �x x

x x) lim lim
x x x �� � �

� �
� � � � �#

� � �

2 2

2 2 22 2

1 1 5 52 4 4 2
� �#

�� 2�� � 

  

� �
� �

� �
� �

x a

x a
x a

limf xf x Llim
g x limg x L

�

�
�

� � 1

2

 مطلقصفر 
  صفر حدي

 حديصفر 
 وجود ندارد  صفر مطلق

 ابهام وجود ندارد

 صفر حدي

 مطلقصفر 
  صفر مطلق

 حديصفر 
  صفر حدي

 صفر مطلق

 صفر مطلق

 

 

كه عدد نيستند، تابع در اند ولي به خاطر آن  شده #�هر چند حد چپ و راست هر دو برابر 
 اين نقطه حد ندارد.
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 رو را محاسبه كنيد:   حاصل حدود روبه)  19

                                                                                       � �
� �x x

x x) lim ) lim
x x� �� �

�
�1

11 2 1x�
m 

 : پاسخ�
� �

x

x
) lim

x��
� �1 m

x�
�                                                     

� �x

x x) lim
x� ��

� �
� �

� � � �� �1

1 12 1 1 1
 

 
 

  رفع ابهام    

 

 
 
 
 
 
 
 
 

هرگاه 
x a

f (x)lim
g(x)�

�گويند حد ابهام صفر صفرم داره، معنيش اين كه عامل  بشه اصطلاحاً مي � �x a�  يعني عامل صفر كننده هم در صورت و هم در

 كنيم. هاي زير را استفاده مي مي شه. براي رفع ابهام يكي از روش مخرج وجود داره و باعث ابهام 

 
�از عامل  �x a� اي خطي بيشتر كاربرد داره) كنيم. (در توابع چند جمله گيريم و پس از ساده نمودن مقدارگذاري مي هم در صورت و هم در مخرج فاكتور مي 

 
 حدود زير را محاسبه كنيد. )  20

x t x

x x t x x) lim ) lim ) lim
x t x x� �� �

� � � �
� � � �

2 2

3 22 1 1
6 11 2 32 1 2

 

 پاسخ:�
 

                                                                                                                                  

� � � � � �

� �
� � � �

x x x

t x x

x xx x) lim lim lim x
x x

tt) lim lim lim
t (t t )t t t

� � �

�� �� ��

� �� �
� � � �

� �

��
� � �

� � �� � �

2

2 2 2

3 221 1 1

2 361 3 52 2

11 1 12 31 11 1

 

 

                                                                                                                                                                
� �

x x

x xx x) lim lim
x x� �

��
�

� �

2

21 1

1
3

2 � � � �x x� �2 1
�

1
3 

 

�xوقتي  �عامل صفر  2 �x �  ميشه. در صورت و مخرج از اون فاكتور گرفتيم. 2

 

 دارسوالات ابهام               
 را بيان كنيد و بنويسيد.  ) در ابتداي كار ابهام 1      
 (به اين كار مي گن رفع ابهام)باشد. كه بايد آن را از صورت و مخرج فاكتور بگيريم و ساده كنيم. مي  ،  ) عامل ابهام در 2     

 را جايگذاري كنيد و حد را به دست آوريد.  مقدار ، ) پس از ساده كردن 3      
 يادت نره. ) در هر مرحله 4     

  

 و لاغر قاتحاد چا

 مطلق
 

 حدي
 حدي
 

 وجود ندارد   مطلق
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 )90(خرداد و شهريور   د توابع زير را محاسبه كنيد.ح)  21

x x

x) lim ) lim
xx x� �

� 	 
�� ��� �
 �

3

2 22 3
8 2 121 2 33 12 9

 

 پاسخ: �
� � � �

� � � � � �x x x

x x xx x x) lim lim lim
x x xx� � �

� � �� � �
� � � �

� � ��

23 2

22 2 2

2 2 48 2 4 121 13 2 2 3 2 123 12
 

x x x x

(x )x) lim lim lim lim
x x (x )(x ) (x )(x )x� � � �

�	 
 �	 
� � � � �� �� �� � � � � ��
 � 
 �23 3 3 3

2 32 12 2 12 2 62 3 3 3 3 3 39 (x )�3 x
lim

(x )(x ) �
� �

�� 3
2 1

3 33
 

 
 
 
 
 

 ابع زير را تعيين كنيد.وت وددح)  22

x x x

x x x x x x x) lim ) lim ) lim
x x x x x x x�� � �

� � � � � � �
� � � � � �

3 3 2 4

2 4 3 2 21 2 1
2 1 2 2 11 2 3

1 2 2 2 3 1
 

                        پاسخ: �

                                                                                                                        
� �

x x

xx x) lim lim
x�� ��

�� �
�

�

3

21 1

12 11
1

� �
� �

x x

x

� �

�

2 1
1 � � x

x xlim
xx ��

� �
� �

� ��

2

1
1 1

1 21
 

 

x x

(x )x x x) lim lim
x x x x� �

�� � �
�

� � �

3 2

4 3 22 2

222
2 2

(x x )
(x )

� �

�

2 1
2 (x x)

� �
� �

��3
4 2 1 7

8 2 6  

x x

(x )x x) lim lim
x x� �

�� �
�

� �

4

21 1

12 13
2 3 1

(x x x )
(x )

� � �

�

3 2 1
1 ( x )

� �
�

2 212 1
 

 
x x x

x x x(x x )

x x
(x x )

x x
(x x)

x
( x )

� � �

� � �� �

� �

� �

� �

� �

� �
� � �

4

3 24 3

3

3 2

2

2

2 1 1
1

2 1

2 1

1
1

 

) حد  23
x

x xlim
x x�

� �
� �

2

23

5 6
2 7  )   1401را در صورت وجود محاسبه كنيد  .  ( خرداد  3

 پاسخ: �  

                       
x x

(x )x xlim lim
x x� �

�� �
� �

� �

2

23 3

35 6
2 7 3

(x )
(x )

�

�

2
3 ( x )

�
�

1
52 1

 

x x x
x( x x)

x
( x )

� � �
�� �

� �
� � �

2

2
2 3 1 1

2 12 2
1

1
0

 

 آن را تجزيه كنيم. مخرج براي يافتن عامل ابهام مشكل باشد مي توانيم با تقسيم هر كدام بر  نكته : اگر تجزيه صورت و

 ابهام 
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                                           هاي مهم: مزدوج
�� �� � � � � �
� �� � � � � �
x a x a x a x a x a x a

x a x ax a x a x a x x a a x a

� � � � � � � �

� � � � � � � �

2 2

3 32 2 3 3 2 23 33 3� � � x x a a x aa x a x a� � �ax ���3 32 2a a���2 3 3� � �a x ax a� �ax � ��� 3 3x �x ��� 23 x xa � xxa � 2� xa � 3
 

 ) نهايي  (  حد زير را محاسبه كنيد.) 24

x x

x x) lim ) lim
x x� �

� �
� �24 1

2 11 216 2 2  

 پاسخ:�

� �
x x x

xx x x) lim lim lim
x x x� � �

�� � �
� � $ �

� � �2 24 4 4

42 2 21 16 16 2
limlilimlim
xxx�
lim

� �x � 4 � �

� �

x

x x x

lim
x ( x )(x )( x )

xx x x) lim lim lim
x (x ) x

�

� � �

� �
� �� �

�� � �
� � $ �

� � �

4

1 1 1

1 1
324 24 2

11 1 12 2 2 2 1 1
limlilim
x
lim

(x )�2 1 x
lim

( x ) ( x )�
� �

� �1

1 1
41 2 1

 

                                                         را محاسبه كنيد. روبه روحدود )  25

                                                                                                    
x x x

x x x) lim ) lim )lim
xx x� � �

� � � �
�� �

2

232 8 3
2 64 3 7 41 2 3

92 2 2
 

 پاسخ:�

                                                                    
� � � � � �

x x x

x x xx x) lim lim lim
xx x� � �

� � �� �
$ � �

�� �2 2 2

2 2 2 22 2 21 2 42 2 2 2
� �
� �

x

x

�

�

2 2
2 2 x

xlim
�

�
� �

2
2 2 22 

                                                             � � � �
� �

� �
x x x

xx xx x x) lim lim lim
x x x x� � �

�� �� � �
� $ �

� � � �

32 2 3

3 3 3 2 38 8 8

88 864 2 42
2 2 2 4

� � � �
� �

x x x

x

� � �

�

3 2 38 2 4

8
� 192  

                           � � � � � � � � � �x x x x

(x )x x x x) lim lim lim lim
x x x xx x� � � �

�� � � � � � �
� � $ � �

� � � �� � �23 3 3 3

3 33 7 4 3 7 4 3 7 4 3 93 3 3 3 3 89 3 7 4
limli

��
lim

�3 ��x���� 3lim
� � �x� �3 � � � �x

�
�

�

1
163 8

 

 )نهايي  ( حدود توابع زير را محاسبه كنيد. )  26

x

x) lim
x�

�
�4

41
2

     
x

x) lim
x�

�
�1

12
1

  

 پاسخ:�

x x x

(x )x x x) lim lim lim
x x x� � �

�� � �
� � $ �

� � �4 4 4

44 4 21
2 2 2

limlilim
44xx���

lim
( x )

(x )
�

�

2
4

x x x

(x )x x x) lim lim lim
x x x� � �

� � �

�� � �
� � $ �

� � �1 1 1

4 2 4

11 1 12
1 1 1

limlilim
11xx���

lim
( x )

(x )
�

�

1
1 x

lim x
�

� � �
1

1 2
 

         
 ) صورت و مخرج را در مزدوج عامل     ) هرگاه صورت يا مخرج عامل ابهام راديكالي داشته باشد (مثلا:  2      

 . آوريمراديكالي ضرب مي كنيم پس از گويا و ساده كردن رفع ابهام نموده، حد را به دست مي                   
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 حد تابع زير را تعيين كنيد.) 27

x

xlim
x�

�
�

2

1

1
1

 

 پاسخ: �

� � � � � �
x x x

xx xx xlim lim lim
x x x� � �

�� �� �
� � $ �

� � �

2

1 1 1

11 11 1
1 1 1

���x�xli ��lim
11xx���

lim � � � � �
� �

x x

x x

� �

� � � �

1 1
1 1

� �4 

 حدود توابع مثلثاتي در نقاط مرزي 
xدر محاسبه حدهاي يك طرفه در توابع مثلثاتي دونستن اين كه زاويه در كدوم ناحيه مثلثاتيه خيلي مهمه. مثلا وقتي  �� در ربع چهارمه و به  xيعني  � 

xصفر نزديك ميشه، يا وقتي  ��  كنيم. در ربع اوله و به صفر نزديك ميشه. اين مطالب را در شكل زير بررسي مي xيعني  �
 
 

tanتعريف نشده tanاحيه دومن  2�
��
� tan     ناحيه اول                 �#2

��
� �#2                     

tanتعريف نشده �3
tanناحيه چهارم    2

��
� �#

3
tanناحيه سوم          2

��
� �#

3
2  

 
      

 حاصل حدود زير را بيابيد. )  28

5
22 3 2

1 1 131 2 3 4 5 1
3

x xx x x

cos(x ) cosx) lim tanx ) lim ) lim ) lim ) lim
cosx sinx sinxsin(x )

� � � � ���� �� � �� � �

�
� �
� ��

  

                  پاسخ:�

x x

x

x

x x

x

sinx) lim tanx lim
cosx

cos (x )
) lim

sin (x )

) lim
cosx

) lim lim
sinx sin

cosx) lim
sinx

� �

�

�

� �

�� �
� �

���
�

��
�

� ��� ��

� ��
�

� � � �#

��
� � �#

�
�

� � �#

� � � �#
�

� �
� � � �#

� �

5 5
2 2

3

2

2

11

132

3
1 13

1 1 14

1 1 15 1 1 1

� � �#

� � �#

� � �#

� � �#

� � �
1
� �#� �

    

                                    

حاصل ) 29
x

xlim
tanx�

�

�	 

� �

 �2

 ) 1401(  حسابان دي  برابر ......................  است   1

              پاسخ: �       
x

xlim
tanx��

�

� ��	 
 � �� � #
 �
2

11 2 �
#

2   
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)  اگر  30  
x

axlim
( x)��

�
� �#

� 32

3
 )   1401را تعيين كنيد  . ( حسابان دي   aباشد ، حدود   2

 

    پاسخ:  �   
x

ax alim a a
( x)� ��

� �
� � �# � � � � �

� 32

3 2 3 32 32 2a��� 

 
 

            
 

 حدود زير را محاسبه كنيد.)  31

xx x

x xx) lim ) lim ) lim
x x x� � �� �

� ��
� � �

2 22

13 3

9 171 2 33 3 1  

 پاسخ: �

� � � �
x x x

x (x )x x
) lim lim lim

x x� � �� � �

� �� � �
� �

� �

2

3 3 3

9 33 31 3 3
(x )

(x )
�

�

3
3 � �

� � � �

� � � �

x

x x

x

x

x

lim x

x x) lim lim
x x

x x
limx x) lim

x x x
lim

x

�

� �

�

�

�

�� �

�

�

�
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 حاصل حدود زير را به دست آوريد.)  32

x x

x x x) lim ) lim
x x x� �� �

� � � �
� � �

2 2

23 2

3 9 41 23 5 6
 

 پاسخ: �

x x x

xx x x x x
) lim lim lim

x x� � �� � �

�� � � � � � �
� �

� �

2

3 3 3

33 9 3 3 31 3 3
( x )

x

� �

�

1 3
3 x

lim( x )
��

� � � � � � �
3

1 3 1 3 3 7  

x x x

(x )x (x )(x )) lim lim lim
(x )(x )x x� � �� � �

�� � �
� �

� �� �

2

22 2 2

24 2 22 2 35 6
(x )

(x )
�

�

2
2 (x )

� � �
��
4 413

 

        

 

تكليف قدر مطلق را با تعيين   بايد  ،اگر عامل ابهام در صورت يا مخرج داخل قدر مطلق باشد  در حالت ابهام     
 .جداگانه بررسي كنيم چپ و راست راحد علامت مشخص كنيم و      

 
م و به جاي آن كنياول تكليف قسمت براكتي را تعيين ميي حدودي كه شامل عبارت براكتي است، براي محاسبه

 پردازيم.دهيم، سپس به ادامه حد ميعدد صحيح مناسب را قرار مي
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 حدود توابع زير را محاسبه كنيد.)  33

�� �
� �x x

x xx
) lim ) lim

x x x� �� �

� ��� � �
� �

3 3

3 1

31 23  

 پاسخ:�

� � � �
x x

x
) x x x lim lim

x x� �

�
� �

� �

� � �� � �� �� � � � � � � � � � � �� � � �3 3

3 331 3 3 4 3 3 3 3 3 �  
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x x x

xx x x) lim lim lim
x x x� � �� � �

�� �� �� � � �
� �
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1 1 1

112 1
� �
� �

x x
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� �

�
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1
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) حاصل حد  34
x
lim x
�

� �� �
2

2
 را به دست آوريد.
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x
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2
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�                                                               ) حاصل عبارت زير را بيابيد.                                                                                                   35 �
x
lim x
�

� �
3
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 پاسخ: �

� � x?

x

x

limx x x x
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�

�
�

�
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�
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3

3
3

5 63 3 2 6 2 1 52 1 5
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x
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�� ������3
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حاصل)    36
x ( )
lim

x��

� �
& '� �1
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 را به دست آوريد. 1

x                                                                                پاسخ:                                                           � ( ) x x
�
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1 1 1

1010 10 
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10

1 10 9  

 
 
  

� �� �� �
� �

31 1

� ��� � �� �1 1 

 مطلق
 حدي

 صحيح شده، پس بايد حد چپ و راست را مجزا محاسبه كنيم.2داخل براكت در 
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��              )  حدود زير را محاسبه كنيد. 37 � � � � �
x x

) limx x ) lim x x
� �

� � �
1 2

1 2 

     پاسخ: �
                                       � � � � � � � �

x x
limx x lim x x

� �

�� �
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� �� � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � �1 2
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� � � � � � � �
x x
limx x lim x x

� �

�� �

� �
� �� � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � �1 2
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�    ) حاصل حدود رو به رو را به دست آوريد. 38 � � �

xx
) lim sinx ) lim cosx

� ��� 2
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 پاسخ:�
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x

) lim sinx sin
�

�

�
�

� �� � �� � �& ' � �
� �2

1 12  

� �
x

) lim cosx cos � �
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�اگر تابع )  39 �� �
� �
a x x x

f(x)
a x x x

� � � %�� �
� ���

2 4 1
6 1

xدر نقطه   �    .را به دست آوريد a، مقدار حد داشته باشد 1

xبايد حد چپ و راست تابع در پاسخ:  � �  با هم برابر باشند:  1

                              

� � � �� � � � � �

� � � � � � � �
x x

x x

lim f x lim a x x a a

lim f x lim a x x a a
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حاصل )  40
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2  .را به دست آوريد 2

 ند. حد ندارد چون حد چپ و راست در اين نقطه برابر نيست: پاسخ�
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�اگر تابع  )  41  � � �f x a x x� �� � � � �
xي  در نقطه 22 �  .را بيابيد aمقدار  .حد دارد 1

 حد دارد، يعني حد چپ وراستش در اين نقطه با هم برابرند.پاسخ: �

              
� �
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x
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a a a
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�
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�
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�
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هميشه يكش كمتره   اگه سينوس يا كسينوس برن به سمت   به سمتدر حدگيري هروقت به ازاي رفتن
 چرا ؟ معلومه !   منهاي يكش بيشتره   و اگر سينوس يا كسينوس برن به سمت   يعني 

 

ق  گ
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 : نامتناهي  ودحد 

xدر همسايگي محذوف نقطه   fاگر تابع  a��  تعريف شده باشد و� �
x a
lim f x
�

� تابع يعني عرض آن از هر عدد   yشود ،معنايش اين است كه مقادير   #�

x( در مجاورت نزديك شود   aبه اندازه كافي به   xبزرگتر است به شرط آن كه ،  مثبت بسيار بزرگي  a�   ( عرض تابع بيكران يا همان بي نهايت مي شود 

                                                  x
y
�
� �#

                    

حاصل  )   42  
x

xlim
x x�

�
� �

2

22

1
4  را به دست آوريد . 4

 پاسخ: �      

                               
� � � �x x

x xlim lim
x x x �� � �

� �
� � � � �#

� � �

2 2

2 2 22 2

1 1 5 5
4 4 2

 � �#
�� 2�� �  

 شده اند ولي به خاطر آن كه عدد نيستند ،  تابع در اين نقطه حد ندارد .  #�هر چند ، حد چپ و را ست هر دو برابر        
 
 

xدر همسايگي محذوف نقطه   fاگر تابع  a�  تعريف شده باشد و� �
x a
lim f x
�

� تابع يعني عرض آن از هر عدد   yشود ،معنايش اين است كه مقادير   #�

 .نزديك شود   aبه اندازه كافي به   xمنفي كوچكتر  است به شرط آن كه 

 

                                                                                                                                                                                                                             x
y
�
� �#

 

                                                                                                                                        مثلاً 
� � � �2 23 3

4 4 7 7
6 9 3x x

x xlim lim
x x x ��� �� �

� � � �
� � � � �#

� � �
 � � �#�2���� � 

 تا بي نهايت با علامت هاي متفاوت ميشه  2حاصل  حد در يك نقطه بعضي وقت ها 

2                                                                                                                                                                  مثلاً )
2

2

2 1 5
2 1 2

2 1 52
2

x

x

x

xlim
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xx lim
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� ��

�
� �#

�
� �#

 

 تابع يعني بايد در همسايگي چپ يا راست ريشه مخرج( شود .  #ط بتوان حد گرفت و حد ا، به شرط آن كه در اين نق كسر مخرج  ي ازدر توابع كسري ريشه هاي
 . حدود بي نهايتي ايجاد مي كنند  ) تعريف شده باشد

xf(x)) اگر رفتار تابع  43 
x bx c

�
�

� �2
xدر اطراف  نقطه  3 � cبه صورت شكل مقابل باشد . مقدار هاي  �1 , b  .  را تعيين كنيد 

 پاسخ: �  
xچون جواب حد چپ و راست تابع در              � xهر دو بينهايت مثبت شده  بايد   �1 �   ريشه مضا عف  مخرج كسر باشد �1

                  x bx c (x ) x x b , c� � � � � � � � � �2 2 21 2 1 2 1 
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                                                                                 را محاسبه كنيد:  زير) حاصل حدود  44
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1 11 2 33 1x xx

x x) lim ) lim ) lim
x x x� � ���

�
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x
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3 31 m
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 محاسبه كنيد .حدود زير را )  45

 پاسخ: �      

                                                                                                                    

� �
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� �

x
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lim lim
x xx x
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2
2
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2 2

11 1 1 1 1

1 1 1 1
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�كدام شكل وضعيت نمودار تابع )  46 �x
f (x)

x
�

�
2
xرا در همسايگي   4 �  )   1401( حسابان دي  نشان مي دهد . دليل بياوريد  .   4

 ت )    پ )    ب )     الف  )       

 

                                گزينه پ درست است  چون:   پاسخ:�   

� �

� �
x

x

x
lim

x
x

lim
x

�

�

�

� ��

�

� ��

� �� �� � � �#
�

� �� �� � � �#
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4

4

2 42 8
4
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 چون در همسايگي راست اين نقطه تابع تعريف نشده  ين حد وجود ندارد،ا

 ت ن
                                                                            

تت ن
    
- + -  

        
 با توجه به دامنه اساساً اين حد وجود ندارد  

1xچون در سمت چپ نقطه  �  تابع   �
 تعريف نشده .
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تابع ما در مي گوييم آن به يك عدد نزديك شود   yو عرض تابع يعني   #��xاگه متغيير ما بره به سمت بينهايت  يعني :   حد در بينهايت  

�  :    بينهايت حد دارد و مي نويسيم �
x
lim f x L
�#

�   

x                                                                                                                                                                                                   به عبارت ديگر   
y
�#
�

 

 

 

 

       

 

#مي شود و ابهام   #ميل مي كند و صورت و مخرج كسر   #��xدر توابع كسري وقتي  يادت باشه :
#

رخ مي دهد مي توان از قاعده پرتوان  استفاده   

 را دارد در نظر مي گيريم و حد عبارت حاصل را محاسبه مي كنيم  .  xكرد يعني در صورت و مخرج  جمله اي كه بزرگترين توان از 

                                                                                                 
n n n

m m mx x

a n m
aax bx ....... axlim lim n m

a x b x ....... a x n m

�

��# �#

� �� *�� �
� +++++++� � ��* * *� � �# %�

�

2

1 n  

 يعني

 مخرج برابره   ومعنيش اينكه توان صورت   بشه )  وقتي جواب حد عدد ناصفر  1

 . صورتهاز توان بيشتر  توان مخرج  بشه صفر جواب حد )  اگه  2

  مخرجه .توان و  مرتبه ي از )  اگه بي نهايت شد يعني توان و مرتبه ي صورت بزرگتر 3

 

حاصل )  47
x
lim

x��#

	 
�� �

 �3

چند برابر    79
x

x xlim
x x x��#

� � �
� �

3

3 2
6 7 9

2   است ؟   4

 پاسخ: �
 

                                                                                                                                                            
� �x x

x x

lim lim
x

x x xlim lim
x x x

��# ��#

��# ��#

	 
� � � � � �� �

 � �#

� � � �
�

� �

3 3
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3 2

7 79 9 9 9

6 7 9 6
2 4

9�

x32
�
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6 32

      

 .برابر دومي است   �3  اولي   پس هر دو در بينهايت حد دارند و ، عرض شان عدد شده ،  شان بينهايت مي شود  xهنگامي كه ، هر دو تابع     

 

 

 بشه  عدد

 
   در كتاب درسي تاكيد به محاسبه حد در بينهايت توابع كسري كه صورت و مخرج آنها چند جمله مي باشند داره  . براي محاسبه حد توابع كسري    

 فاكتور بگير،  ساده كن و حاصل حد رو پيدا كن  .  ميل مي كند در صورت و مخرج از بزرگترين توان   يا    وقتي          

ك ك
 

 قاعده پرتوان 
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 ) حدود زير را محاسبه كنيد  48

 پاسخ: ��

                                                                                                                                                        

x x x

x x

x x x

x x xlim lim lim x
x x

x x xlim lim
x x x x

x x xlim lim lim
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��# ��# ��#

�# �#
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�
� � � �#

�

� � �
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� � �
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2

2 4 1
23 2 2

3 5 1 1
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حاصل حد )  49
x

x x xlim
x��#

� � �
�

2 2 3
3  را به دست  آوريد .   1

 پاسخ: �
  

                    
x x x x

xx x x x x xxx x x xx x xlim lim lim lim
x x x x x��# ��# ��# ��#

	 
	 
 � � � �� �� � � � � �� � � �� � � � �
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2
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حاصل حد )  50
x

x x xlim
x x�#
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2
5

2 3 1
 را حساب كنيد .  

 : پاسخ�
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