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١�س ��٢ل            ����م: ���ه �ور�ور��
ه و                      ٣ریا�ی                             

 '<ع "ث!ثا+ی::
 هر تابع شامل نسبت هاي مثلثاتي را تابع مثلثاتي مي گوييم

)�كه ساده ترين آن  ) sinf x x و �( ) cosf x x.مي باشد 
 

)�با ضاBCه ?ی'<ع وA@ی ?ی  ) sinf x x و �( ) cosf x x : 
)� *نمودار تابع ) sinf x x: 

x

y �

3 22 2
1 1
22 2
1 1� 

   
 
 
 

 
 
 

)�*نمودار تابع  ) cosf x x: 
 

x

y �

3 22 2
1 1 1

22 2
1 1�

 

   
 
 

 

 

 
دوتابع متناوب هستند چون در فواصل معيني نمودار آن هر*

تكرارمي شود.طول هر يك از اين فاصله را دوره تناوب مي 
 نمايش مي دهيم Tو با حرفگوييم 

Tتابع:                                                   تناوبدورة * �� 2   
 

 *تعريف رياضي تابع متناوب:
 مثبت يقيحق عدد كي هرگاه مينام يم متناوب راfتابع 
هر  يبرا كه يطور به موجود باشدTمانند

f
x Dداشته� 

                        م:يباش
� � � �

� �
� �

)sin sin

)cos cos

f x T f x

x x

x x

�
�

� �

� �

� �

1 2
2 2

  

fتناوب ةدور را تيخاص نيا با Tمثبت عدد نيتر كوچك 

 مي ناميم
 
�max   تابع:      ماكزيمم و مينيمم* 1       ,    � �min 1 

 
,                *دامنه و برد تابع: ,

f f
D R 	 
� � �� �1 1

f
, R,, R  

 

 با ضاBCه ?ی'<ع وA@ی ?ی 

( ) sinf x a bx c� ) و  ) cosf x a bx c�  : 
روي ماكزيمم و مينيمم تابع تاثير مي  cو مقدارa*ضريب 

 گذارد 
 

 روي دوره تناوب تابع تاثير مي گذارد b*ضريب 
 

Tتابع:                                                   تناوبدورة *
b

�
�
2   

 توجه:دوره تناوب بايد مثبت باشد بنابراين از قدر مطلق
 استفاده مي كنيم.

 

*ناوب و '&ا$#  ::١�س   ��٢٢ل 

 

 تغييرات

 حداقل

 حداكثر

 تغييرات

 حداقل

 حداكثر حداكثر
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١�س ��٢ل            ����م: ���ه �ور�ور��
ه و                      ٣ریا�ی                             
 تابع: ماكزيمم و مينيمم*

max a c�        ,    min a c� �  
 

 : aو c*مقدار
                             

max
max min

min

max min max min
,

a c
c

a c

c a

��  � � � �� �  ��

 �
� � �

2

2 2

 

 

 ضاBCه: با داFGن  *ناوبه "J�NOم ودور و ماJKLم /قادH 2وFGن
 )40ص 1تمرين  و35مثال ص (

 زير توابع از يك هر مينيمم و ماكزيمم مقادير و تناوب دورة
 نماييد. مشخص را
 

(الف  � �sin( )y x3 2 2    
 حل:�

sin( )

max max

min min

a

y x b

c

a c

a c

T
b

� � �

� �
�

� � ��
� � ��

�  � � � �

� �  � � � � � �

� � �

3
3 2 2 2

2
3 2 1

3 2 5

2 2
2

 

 

(ب � � cos( )y x�1
4  

 
 
 
 
 
 
 
 

� (پ � sin( )y x� 1 
 
 
  
 
 
  

� (ت cos( )y
�8 3

 

 
 

 
 
 
 

� (الف   siny x1 2 7  
 
 
 
 
 
 

(ب  � �
�

cosy x3 2  

 
 
 
 
 

(پ � � �� sin( )
x

y 22   
 
 
 
 
 
 
 

� (ت  � cosy x
3 34  
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١�س ��٢ل            ����م: ���ه �ور�ور��
ه و                      ٣ریا�ی                             

 :QRودار با داFGن  *ناوبه "J�NOم ودور و ماJKLم /قاد2HوFGن  
 *تشخيص نمودار سينوس و كسينوس:

ها از اكسترمم تابع(ماكزيمم يا مينيمم تابع ) رد  yاگر محور
شده باشد،نموداركسينوس است،در غير اينصورت نمودار 

 سينوس است
 
*,a b چون قدر مطلق دارند ، پس مي توانند مثبت يا منفي

 باشند
 

 :a*علامت
aابتدا ماكزيمم داشتيمدر نمودار سينوس و كسينوس اگر 

 منفي است.aو اگر ابتدا مينيمم داشتيم  مثبت است
 

 :b*علامت
در كسينوس بي تاثير است زيرا bمثبت يا منفي بودن 

كسينوس منفي را مي خورد ولي در سينوس اگر ابتدا ماكزيمم 
 منفي است.bمثبت و اگر ابتدا مينيمم داشتيم bداشتيم 

  )41ص  4وتمرين 35مثال ص (
 ضابطة مربوط به هر يك از نمودارهاي داده شده را بنويسيد. 

 

 

 
 حل:�

شده نها از اكسترمم تابع(ماكزيمم يا مينيمم تابع ) رد  yمحور
و چون ابتدا ماكزيمم آمده ، پس  است،نمودارسينوس است 

,a bمثبت است.  
max , min ,

max min

max min

T

a

c

T b
Tb

�

� � �
�

� � �
� �

� � �

 
� � �

� � � � �

7 1
7 1 32 2
7 1 42 2

2 2 2 2

 

sin sin( )y a bx c y x�  � � 3 2 4  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�

�

Max

Min  
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١�س ��٢ل            ����م: ���ه �ور�ور��
ه و                      ٣ریا�ی                             
 )40ص  2تمرين((

 هر يك از توابع داده شده را با نمودارهاي زير نظير كنيد. 

�الف) �siny x         (ب� � cosy x
12 2   

�پ) siny x2                       (ت � � cosy x1 2 

 
 

 

 

 

 

   :*ناوبه "J�NOم ودور و ماJKLم /قادH 2وFGن ضاBCه  با داFGن

 )41ص  3تمرين( 
در هر مورد ضابطة تابعي مثلثاتي با دورة تناوب و مقادير  

 ماكزيمم و مينيمم داده بنويسيد.
� (الف �T   ,  �max 3          ,    � �min 3  

حل: در سوال قيد نكرده ضابطه تابع سينوس يا كسينوس ، �
 هر كدام بنويسيم درست است.بنابراين ضابطه 

 
,a b چون قدر مطلق دارند ، پس مي توانند مثبت يا منفي

 باشند كه در اينجا ما هر دو را مثبت فرض مي كنيم.

� �

� �

max min

max min

a

c

T b
Tb

� � �
�

� ��
� � �

 �
� � �

� � � � �

3 3
32 2

3 3
2 2

2 2 2 2

 

sin sin( )y a bx c y x�  � � 3 2  

 يا

cos cos( )y a bx c y x�  � � 3 2  

�T (ب 3     ,    �max 9         ,    �min 3  

 

 

 

 

�  (پ �T 4    ,    � �max 1    ,    � �min 7  

 

 

 

 

 

 

� (ت
�

T 2    ,    �max 1       ,    � �min 1 
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١�س ��٢ل            ����م: ���ه �ور�ور��
ه و                      ٣ریا�ی                             

 )37فعاليت ص (         : '&ا$##
 *محور تانژانت بر دايره مثلثاتي

 مماس و موازي محورسينوس  

 و عمود بر محور كسينوس است .

 كردن تانژانت براي پيدا*

ضلع آن را امتداد مي دهيم تا محور تانژانت را قطع ،هر زاويه  

را به دست Aكند.سپس فاصله آن از مبدا تابع تانژانت يعني 

   مي آوريم كه در بالا مثبت و در پايين منفي است.

 )38كاردركلاس ص (           :TUVWرات '&ا$#
 كند.مقادير تانژانت آن نيز تغيير مي aزاويةبا تغيير 

 

 

 

 

�تا  از  �با افزايش
2 ،

تا  از �tanمقدار� 

 يابد.افزايش مي

�از  �با افزايش 
، �تا  2

  تا  ��از �tanمقدار

 يابد.افزايش مي

�3تا  �از  �با افزايش 
2 ،

تا  از �tanمقدار� 

 يابد.افزايش مي

�3از  �با افزايش 
، �2تا  2

  تا  ��از �tanمقدار

 يابد.افزايش مي

            :'&ا$# '<ع 

)*نمودار تابع  ) tanf x x�: 

x

y
� �� �

3 22 2 

   
 
 
 

 
 
 
 
)تابع تناوبدورة * ) tanf x x�                       :T ��    
 

  *دامنه و برد تابع:

�تابع تانژانت درنقاطي كه مضرب فرد
هست تعريف نشده    2

,است  ,x k k
� � ��

� �
�  � ����� �

� �

3
2 2 زيرا در  ����2

sinصفر مي شود و cosxاين نقاط مقدار 
tan

cos
x

x
x

معني �
 وبردتابع به صورت زير است:ندارد .بنابراين دامنه 

           

/ , ,
f f
D x x k k R

��
� �

� �   � �� �
� �2 f

, R
f

,
�

/
�

�
f
R,
ff

,/ ,// ,,/// ,,,/ ,,,
�

/ ,  
 
 

*تابع تانژانت در بازه هايي مثل زير و هر زير مجموعه اي از 
 اين بازه ها اكيدا صعودي است.

, , , , , , ,
� � � �� � �

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

3 30 22 2 2 2 

 
 

 تغييرات

 ت ت

 مثل
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١�س ��٢ل            ����م: ���ه �ور�ور��
ه و                      ٣ریا�ی                             
 )39كاردركلاس ص ((

�صعودي يا نزولي بودن تابع  tany x را در مجموعة
� �

	 
 � � �� �
� �

�

 � �

��
�



�
��
� ��, ,

32 2  بررسي كنيد. 2

 
 حل:�

,تابع تانژانت در بازه  �	 
� �2 
�, � 

, درولي غير يكنواست.�
� �

	 
 � � �� �
� �

�

 � �

��
�



�
��
� ��, ,

32 2  اكيدا صعودي است. 2

 
 
 )40ص 5تمرين(
 

 يك نادرست است؟يك از جملات زير درست و كدامكدام
 

 اش صعودي است.الف) تابع تانژانت در دامنه
 

 در آن نزولي باشد. اي يافت كه تابع تانژانتتوان بازهب) مي
 

پ) تابع تانژانت در هر بازه كه در آن تعريف شده باشد، 
 صعودي است.

 
 
 

 :�tanو �sin/قاXYه 
 )40ص 6تمرين(

با توجه به محورهاي سينوس و تانژانت، در موارد زير  
 را با هم مقايسه كنيد: �tanو �sinمقادير

!��الف)  ! 2
��! !� �ب)             2 � �! !

3 22 
 حل:�
 
 
 
 
 

 

sin tan

sin tan

��
� �

�� �

� � �
� �

� � �

��
! ! ���� " ! ��

�� ! ! ��� �� �! !�� �� " #� �� ! ! ��� �

2
3
2

2
3 22

��! !� 2

sin tan� ���� !
 

 

 ربع اول و سوم

 

ربع دوم و چهارم

 در كل دايره مثلثاتي

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



٢�س ��٢ل            : ���ه �ور�ور��
ه و����م               ٣ ریا�ی                                  

  
 `_^# ?ی "ث!ثا+ی زوایای دو \ا\ ]ن:

ي غير معروف مثل:ايزوا يبرخ يمثلثات نسبتمقدار *
 � �, / ,...15 22  معروف مثل:  يايزوا كمك به توان يم را//5

� �, ,...30  .آورد دست به 4545
 

 سينوس يا كسينوسوقتي كمان دوبرابر يا نصف مي شود مقدار *
co مثلاًدوبرابر يا نصف نمي شود . s را به كمك مقدار معلوم $15

co s  مي توان يافت اما نه با نصف كردن.$30
 بنابراين از روابط زير كمك مي گيريم:

sin sin cos

cos cos sin

cos sin

cos cos

� � �

� � �
� �
� �

�

� �

� �

� �

2 2

2

2

2 2

2
2 1 2
2 2 1

 

 
 )43مثال ص (

coمقدار s sinو $15  را بيابيد.  $15
 حل:�

cos sin

sin

sin

sin

sin

� �

� �

� � �

� �
� �

�
�

�

2

2

2

2

30 1 2 15
3 1 2 152
3 1 2 152

3 1 2 3215 2 4
2 315 2

i 215sin2

� 2

�
2

   

15در ربع اول است پس سينوس مثبت است .)  ) 
 
 

 
 
 
 
sin sin cos

cos

cos

cos

�

�
� %

� �

�
�

30 2 15 15
1 2 32 152 2
1 2 3 152

115
2 2 3

i 15sin coss n

�

 

در ربع اول است پس كسينوس مثبت است.)  15 ) 
 
 )45ص 1و2تمرين(

هاي مثلثاتي سينوس و كسينوس را براي زاويهنسبت 
/22  دست آوريد. به 5

 

 

 
 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 ی/عادلات "ث!ثا+  :٢�س ��٢ل 
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٢�س ��٢ل            : ���ه �ور�ور��
ه و����م               ٣ ریا�ی                                  

�cosفرض كنيد �
5
اي حاده باشد، حاصل زاويه aو 13

 دست آوريد.عبارات زير را به
 

cosالف) �2  

 حل:�
    

cos cos

cos

� �

�

� �

� �
� � �� �

� �

2

2
2 2 1

5 1192 2 113 169
 

 
 

sinب)  �2 

 حل:�

 
 با توجه به شكل:

cos , sin

sin sin cos

sin

� �

� � �

�

� �

�

� % % �

5 12
13 13

2 2
12 5 1202 2 13 13 169

 

 

 

 

 /عادلات "ث!ثا+ی:
 كي يمثلثات يها نسبت از ياطلاعات آن در كه يا معادله*

 .دارد امن يمثلثات معادله كي م،يدار مجهول هيزاو

م را پيدا كرديمقدار سينويس و كسينوس  در معادله مثلثاتي وقتي*
�بايدجواب زاويه �x  را بنويسيم 

  

sinx*اگر معادله به صورت  a�  : باشد 

�اين معادله وقتي جواب دارد كه ) 1 �a� & &1  باشد1

  

 

 

sin sin sin
x k

x a x
x k

� �
�

� � �
� � �� � � � � �  ���

2
2 

 
 حالت هاي خاص:)2

 
 
 

 
sinx x k�� � �x k� xx 

 

  

sinx x k
��� � � 1 2 2 

 
 
 
 
 

 

sinx x k
��� � � � �1 2 2 

 
 

3 (� �sin sinx x� � � 

 
 )45مثال ص (

sinxمعادله  � �
1
 را حل كنيد. 2

 حل:� 

sin sin sin
x k

x x
x k

���
�� �

�
� ��� � �� � � � � � �� �

� � � �  
��

21 6
2 6 2 6

 

 
 

12
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٢�س ��٢ل            : ���ه �ور�ور��
ه و����م               ٣ ریا�ی                                  
 ) 45ص كار در كلاس((

sinxمعادله  الف) � �2  را حل كنيد.  3

  حل:�
sin sin

sin sin sin

x x

x k
x x

x k

���
�� �

� � � �
�

� ��� � � � �
� �  �
��

2 3 2 3

23 3
2 3 2 3

i2 i� sinxsin

 

 
sinxمعادله ب)   �4  را حل كنيد.  8

 
 
 
 
 
 
 
 )47مثال ص (

sinمعادله   x � �2 3   را حل كنيد.2

  حل:�
sin sin

sin sin sin

x x

x x

k
x k x

k
x k x

�

� � ��

� � � �� �

� � � �

� � � �

�
�  � � ��

� � �  � � � �
��

2 3 2 2 3 2
23 32 4

23 2 4 3 12
23 2 4 3 12

i2 3i� sisin

 

 
* اگردو سينوس با هم برابرشوند ، مي توانيم جواب هاي كلي 
معادله را بنويسيم ولازم نيست براي سينوس حتما يك عدد 

 مشخصي به دست آيد
 )48(الف) ص3تمرين  و46مثال ص (

sinمعادله  sinx x�2  را حل كنيد. 3
  حل:�

sin sin
x k x x k

x x k
x k x x

� �
� �� �

� �  � � �
�� � � 

�  � � ���

2 2 3 2
2 3 22 2 3 5

 

sinالف)معادله  sin x
�
�  را حل كنيد. 32

 
 
 

 )48ص4تمرين (
مترمربع مفروض است. اگر اندازه سانتي 3مثلثي با مساحت  

متر باشند، آنگاه چند مثلث با سانتي 6و  2دو ضلع آن به ترتيب 
 توان ساخت؟ها مياين خاصيت

 حل:�

sin

sin sin

s ab �

� �

�

� % % � � �

1
2
1 3 13 2 62 6 2

  

!�در مثلث  ! 180�! !� است.بنابراين با توجه به  18

sin� �
1
�,داريم:        2 �� �30 150150� �� 

 .توان ساختمييعني دو مثلث با اين خاصيت ها 
 )47مثال ص (

mيك بازيكن هندبال توپ را با سرعت s16 تيمي بـراي هم
كند. اگر رابطه متري او قرار دارد پرتاب مي 8/12خـود كه در 

(برحسب متر بر ثانيه)، مسافت طي شده  vبين سرعت توپ
صورت زير باشد، آنگاه به '(برحسب متر) و زاويه پرتاب dافقي

 زاويه پرتاب توپ چقدر بوده است؟

sinv
d

'
�

2 2
10 

 حل:�

( ) sin
/

/
sin sin

k k

k
k

'

' '

� �' � ' �

� � � �' � � '

�

%
� � �

�
�  � � ��

� � �  � � � �
��

216 212 8 10
12 8 10 12 2256 2

2 2 6 12
2 2 6 2 12

 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



٢�س ��٢ل            : ���ه �ور�ور��
ه و����م               ٣ ریا�ی                                  

sco*اگر معادله به صورت  x a�  باشد:  

�) اين معادله وقتي جواب دارد كه 1 �a� & &1  باشد1

 

 

  

s s s
x k

co x a co x co
x k

� �
�

� �
� � �� � � � � � ���

2
2 

 
 خاص: حالت هاي)2

 
 

 

sco x x k
��� � �  2k� x kx 

 
 
 

 
sco x x k�� � �1 2 

 
 
 

 
sco x x k� �� � � � 1 2 

 

 
 )48و  46مثال ص (

scoمعادله  x �
1
كدام جوابها در بازه را حل كنيد. 2

,� �	 
��  مي باشند.3�
 حل:� 

s s sco x co x co x k
� ��� � � � � �

1 22 3 3 

�,اعداد صحيح مي دهيم و جواب ها در بازه  kبه  �	 
�� را  3�

���.طبق جدول جوابها برابر است با :مي يابيم  �2 �و 3
� 3  

1  �1 �2 k 
�

�� �2 3

�

�
� 3

�

��� �2 3

�

��� �4 3

 

k
�� �2 3

مقدار  ط بهنكته: اگر كسينوس منفي بود بايد زاويه مربو �
 كم كنيم مثل:�مثبت را از 

s cos cosco x x x k

�

� �� �
� �

� � � � � � � �� �
� �

2
3

1 222 3 3
�

� �
2

� �
� �� � 

 
�معادله  �s sco x co x � �2 9  را حل كنيد. 5

  حل:�
� �

cos

cos

s s

cos cos
x t

t x

co x co x

x x

t t

t

t

�

(� �

� � �

� � �

����� � � �
� �
������ ������

� ���

2

2

121

2 9 5
2 9 5

2 9 5
5
1
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s cos cos

s

co x x x k

co x

�

� �� �
� � �

� � � � � � � �� � �
� ��

�
�
� � ��

2
3

1 222 3 3

5
�

� �
2

� �
� �� �

 

 
  )48) صب(3تمرين (

cosب)معادله  cosx x�  �2 1  كنيد. را حل  
  حل:�

cos coscos cos

cos

x xx x

x

� ��  � �������

�

22 2 1

2

2 1
2 1

cos����cos2 2

cosx� 1
� �cos cos cos cos

cos

cos cos

s s

x x x x

x x k

x x

co x co x k

��

� ��

� �

� � ��� � �
�

� ��� � �
�
�� � � � � ��
�
� � � � �
��

22 2 1

2
12 1 2
23 3

�

� � ��2 1���� ���cos cos� xcos cos�
�x

� cosxcos

 

 
 

شوند ، مي توانيم جواب هاي كلي سينوس با هم برابركدو اگر* 
سينوس حتما يك عدد كمعادله را بنويسيم ولازم نيست براي 

 مشخصي به دست آيد

 فاكتور

 حالت خاص

�زيرا بايد غير قابل قبول . �a� & &1 1  
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 )48(پ) ص3(تمرين  

cosمعادله پ) cosx x�  را حل كنيد. 2
  حل:�

cos cos
x k x x k

x x k
x k x x

� �
��

� �  � � �
�� � �

� � � ���

2 2 2
2 22 2 3

 

 
 

ل به يك نسبت تبدي نسبتها را ر حل معادلات مثلثاتي بايد د*
 كنيم

 )48(ت و ث) ص3تمرين (
cosت)معادله  sinx x�  �2 3  را حل كنيد. 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

cosمعادله  ث) sinx x� �2 1
  را حل كنيد. 4

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 )47مثال ص (

sinمعادله  cosx x �
3
 را حل كنيد. 4

 ضرب مي شود: 2دو طرف در حل:�

n

 sin cos

sin si sin

x x

x x

x k x k

k
x k x

�

� �� �

� � � �� �

)

�

� � �

�
�  " � ��

� � �  � " � �
��

32 2 4
32 22 3

2 2 3 6
22 2 3 2 6

i
)

2 2sin cosx xcos �

 

 
 

يريم گب معادلات مثلثاتي ميتوانيم از زواياي متمم كمك  ر حلد*
 كنيمو دو طرف را به يك نسبت تبديل 

sin cos

cos sin

� � �

� � �

� �
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� �
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 )48) صج(3تمرين (

sinمعادله ج) cosx x�  را حل كنيد. �2
  حل:�

sin cos

sin cos

cos cos

x x

x x

x x x k x

k
x k x x

x k x x k

�

� ��

� � ��

� �� �

� �
� �� �

� �� �������
� � � �
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� � � �

�
�  � � � ��

�
� � �  � � �
��
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22 2 2 3 6
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