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  نهايتحد بي: درس اول
)( اي درجه اول  دو جمله  را بر    xf)(اي دلخواه    اگر چند جمله   :پذيريبخش ax قـسمت، چنـد     تقسيم كنـيم، خـارج     −
  :در نتيجه. باشد ميRو باقيمانده عدد ثابت مثل xQ)(اي مثل جمله

( ) ( )

R

xQ
axxf

M

−

 

  :ها بنويسيم، داريم را به صورت حاصلضرب عاملxf)(و اگر 
RxQaxxf +−= )()()(  

)(ي اول اي درجه بر دو جملهxf)(اي  چند جمله در تقسيم :نكته ax   .ت اسaf)(ي تقسيم برابر مانده، باقي−
)()()()()()()( afRRaQaaafRxQaxxf ax =⇒+−=⎯⎯→⎯+−= =  

ax بر xf)(آنگاه  ، af)(=oاگر : نتيجه   .پذير است بخش−
152اي  چند جمله:مثال 2 +−= xxxf   . را در نظر بگيريد)(

  پذير است؟ چرا؟خش بx−3 بر xf)(آيا ) الف
  .با انجام تقسيم، ادعاي خود را ثابت كنيد) ب
  
  
  
  .ها بنويسيد را به صورت حاصلضرب عاملxg)() پ
  

  .هاي زير را بيابيد حاصل تقسيم:مثال

                        210352 23 +
−−+

xxxx)                                2253ب 2 −
−−

xxx ) الف  

  
  
  
  

  
12اي چند جمله: مثال 23 ++= xxxf   . را در نظر بگيريد)(

   چرا؟پذير است؟ بخشx+1 بر xf)(آيا ) الف
  

  .با انجام تقسيم، ادعاي خود را ثابت كنيد) ب
  

  .ها بنويسيدعامل را به صورت حاصلضرب xf)() پ
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23ايآيا چند جمله :مثال 2 −−= xxxf   پذير است؟ چرا؟ بخشx−1 بر )(
  
  
  

333123اي   را طوري بيابيد كه چند جملهkمقدار : مثال 24 −−+−= kxkkxxf   .پذير باشد بخشx+2 بر )()(
  
  
  

  :حد توابع كسري
 باشـد بـه طـوري كـه     n و m حد داشته باشند و حد آنها در اين نقطـه بـه ترتيـب    aاي به طول   در نقطه  gو   fاگر دو تابع    

o≠n آنگاه تابع 
g
f در a حد دارد و اين حد برابر 

n
mاست .  

  . حاصل حدود زير را بيابيد:مثال

الف( =
+

−+

→ 12
463 2

2 x
xx

x
lim  

 
 
 

ب( =
+

+−

−→ 1
243

2
3

1 x

xx
x
lim  

 
 
 

  

حد 
o

o  :  

==o: اي باشند به طوري كه دو جملهxg)( و xf)(اگر  )()( agafدر اين صورت :  

=→ مبهم  
→ o

o

)(
)(lim
xg
xf

ax
-گيريم كه چند جملـه    نتيجه مي  ag)(=o و   af)(=o در اين حالت با توجه به روابط         

)( هر دو بر عامل      xg)( و   xf)(هاي  اي ax با تقسيم صورت و مخرج كسر       بنابراين  . ذيرندپبخش −
g
f بر )( ax −، 

 وجود با حد  ، در صورتa نقطهشود كه حد آن در تابع گوياي ديگري حاصل مي
g
f در aبرابر است .  
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  . مقدار حدود زير را بيابيد: مثال

الف( =
−+

−

→ 2
1

2
2

1 xx

x
x
lim  

 
 

ب( =
+

−

−→ xx

x
x 32

92

3
lim  

 
 

پ( =
−+−

−

→ 924132
14

23
2

2
1 xxx

x

x
lim  

 
 
 

ت( =
−+

+−

→ 12
144

2
2

2
1 xx

xx

x
lim  

 
 

ث( =
−

−

→ 14
2

2
2

2
1 x

xx

x
lim  

 
 

ج( =
+

++

−→ 8
432

3
23

2 x

xx
x
lim  

 
 
 

چ( =
−

−−−

→ 25
544

2
23

5 x

xxx
x
lim  
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ح( =
+++

−+

−→ 44
43

23
2

4 xxx

xx
x

lim  

 
 
 
 

حــد توابــع راديكــالي    
o

o :      اگــر صــورت يـــا مخــرج تــابع
g
f     شــامل يــك عبــارت راديكــالي باشـــد و 

o==
→→

)(lim)(lim xgxf
axax

در اين حالت براي محاسبه حد        . 
g
f در نقطه a  لازم است ابتدا صورت و مخرج كـسر 

)(در يك عبارت راديكالي ضرب كرده تا عامل صفر شونده         را   ax س  حـد  پ س. از بين رود−
g
f   را بـه دسـت مـي -

  .آوريم
  . حاصل حدود عبارات زير را بيابيد:مثال

الف( =
−
−−

→ 5
12

5 x
x

x
lim  

 
 
 

ب( =
+−

−

→ 323
3

3 x
x

x
lim  

 
 
 

پ( =
−

−−

→ xx

xx
x 21

12lim  

 
 
 

ت( =
+−

−

→ 12
92

3 x
x

x
lim  

 
 
 

ث( =
−+

−

→ 221 xx

xx
x
lim  
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ج( =
++

+

−→ 23
1

2
3

1 xx

x
x

lim  

 
 
 
 

چ( =
−

−

→ 2
8

3
2

8 x

xx
x
lim  

 
 
 
 

),(به عبارتي ديگر اگر . ناميم ميox همسايگي را يك ox شامل عدد حقيقي  زهر بازه با  : همسايگي bax ∈o  آنگاه بـازه 
)ba, ( يك همسايگيoxباشد مي.  

),( بازه :مثال ),(زيرا .  است4ي يك همسايگ53 ),( :زيرا .  نيست2اما يك همسايگي ∋534 532∉.  
  
  
  
  

),( اگر بازه    :همسايگي مخدوف  ba    عدد حقيقي    يك همسايگيox    باشد، آنگاه مجموعـه { }oxba  يـك همـسايگي   ),(−
  .شود ناميده ميoxمخدوف 

} مجموعه :مثال }453   .باشد مي4يك همسايگي مخدوف ),(−
  
  
  

),( عـددي مثبـت باشـد، آنگـاه بـازه       rاگـر   : همسايگي چپ و راسـت     rxx +oo    را يـك همـسايگي راسـت ox  و بـازه 
),( oo xrx   .ناميممي ox همسايگي چپ  را يك−

),( بازه :مثال ),( و بازه 5يك همسايگي راست عدد 75   .باشد مي5يك همسايگي چپ 52
  
  
  
  

6     5    4    3    2    1  

6     5    4    3    2    1  

7     6     5    4    3    2    1  
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  :حدود نامتناهي
=∞+ تعريف شده باشد، رابطه aهمسايگي مخدوف  در يك fكنيم تابع   فرض :تعريف

→
)(lim xf

ax
 به ايـن معناسـت   

 aبـه قـدر كـافي بـه      ، x، مـشروط بـر آنكـه    تر كرد را از هر عدد مثبت دلخواه بزرگ   xf)(مقدارهاي  توان  كه مي 
  .نزديك اختيار شود

  
=∞− تعريـف شـده باشـد، رابطـه     a  محذوفهمسايگي در يـك     fكنيم تابع   فرض مي : تعريف

→
)(lim xf

ax
 بـه ايـن   

 aبه قدر كافي بـه   ، x، مشروط بر آنكـه  تر كرد را از هر منفي دلخواهي كوچكxf)(مقدارهايتوان معناست كه مي 
  .نزديك اختيار شود

  
  :حدود يك طرفه نا متناهي

=+∞ تعريف شده باشـد، رابطـه   a از همسايگي راست در يك    fكنيم تابع   فرض مي  :تعريف
+→

)(lim xf
ax

 بـه ايـن   

تـر از   مقادير بزرگ ، باx، مشروط بر آنكه تر كرد را از هر عدد مثبت دلخواه بزرگxf)(مقادير توان معناست كه مي  
a به قدر كافي به aنزديك اختيار شود .  
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=+∞ تعريف شده باشد، رابطه a از همسايگي چپ در يك fكنيم    فرض مي  :تعريف
−→

)(lim xf
ax

 به اين معناست كـه  

 به قـدر  aتر از مقادير كوچك ، با x مشروط بر آنكه تر كرد،  را از هر عدد مثبت دلخواه بزرگ       xf)(مقادير  توان  مي
  . نزديك اختيار شودaكافي به 

  
=−∞ تعريف شده باشد، رابطه a از همسايگي راست در يك  fكنيم     فرض مي  :تعريف

+→
)(lim xf

ax
 به ايـن معناسـت   

 بـه  aتـر از  مقادير بزرگ ، با x، مشروط بر آنكه     تر كرد  را از هر عدد منفي دلخواه كوچك       xf)(مقادير  توان  كه مي 
  . نزديك اختيار شودaقدر كافي به 

  
=−∞ تعريف شده باشد، رابطه      a از   پهمسايگي چ  در يك    fكنيم     فرض مي  :تعريف

−→
)(lim xf

ax
 به اين معناست كه   

 بـه  aتـر از  مقادير كوچـك  ، با    x مشروط بر آنكه     تر كرد،  را از هر عدد منفي دلخواه كوچك       xf)(مقادير  توان  مي
  . نزديك اختيار شودaقدر كافي به 
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  .بيابيدحاصل حدود عبارات زير را  :مثال
  

 

الف(  =
→ 2

1
xx o

lim  

 
 
 

ب( =
−+→ 2
1

2 xx
lim  

 

 
 

پ( =
−−→ 2
1

2 xx
lim  

 
 

ت(  [ ]
=

−
−

→
12
3

2
1 x
x

x
lim  

 

ث( =
−−→ 5
2

5 x
x

x
lim  

 

ج( =
−+→ 5
2

5 x
x

x
lim  

 

چ( =−
→ 2

1
xx o

lim  
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ح( [ ]
=

+
−→

13
3
1 x

x

x
lim  

 

خ( =
+

−→ x

x
x 2

1
sin

lim
o

 

 

د( =
−→ 3
2

3 xx
lim  

 

ذ( =
→ xx

1
o

lim  

 

ر( =
→ xx

1
o

lim  

 

ز( =
+

−

−→ 26 6
9

)(
lim

xx
 

 

ژ( =
+

+

−→
2

2
1 12

14
)(

lim
x

x

x
 

 

س( =
−

−
+→ 9

51
23 x

x
x

lim  

 

ش( =
−

−
−−→ 4

3
22 x

x
x )(

lim  

 

ص( =
+

→
x

x
cos

lim 1

2
π

 

 

ض( =
−

→
x

x
cos

lim 1

2
π
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ط( =
−

→

x
x

tanlim

2
π

 

 
ظ( =

+

→

x
x

tanlim

2
π

 

 

ك( [ ]
=

−
−

+→ 4
4

4 x
x

x
lim  

 

گ( [ ]
=

−
−

−→ 4
4

4 x
x

x
lim  

 

ف( [ ]
=

−
−

−→ 3
3

3 x
x

x
lim  
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  نهايتحد در بي: درس دوم
),(اي مثل    در بازه  fاگر تابع   : تعريف ∞+a     تعريف شده باشد، رابطهLxf

x
=

∞+→
)(lim تـوان  ه ايـن معناسـت كـه مـي         ب

)(xfتوان به  را به هر مقدار دلخواه ميL مشروط بر آنكه نزديك كرد ،x ، به قدر كافي بزرگ اختيار شود.  

=   :        مثال
∞+→ xx

1lim  

  
  
  

),(اي مثل   در بازه  fاگر تابع   : تعريف b−∞ ،رابطه تعريف شده باشدLxf
x

=
∞−→

)(lim معناست كـه  به اين )(xf را به 

  . اختيار شودبه قدر كافي كوچك و منفي ، x مشروط بر آنكه  كرد،نزديك Lتوان به هر مقدار دلخواه مي

  

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 09358327458:            همراه            حسين پور                    :  مؤلف                                     حد بي نهايت: مبحث 
 

 
 

12

  : حد نامتناهي در بي نهايت
),(اي مثل    در بازه  fتابع  فرض كنيم   : تعريف +∞a     تعريف شده باشد، رابطه+∞=

∞+→
)(lim xf

x
 بـه ايـن معناسـت كـه         

 بـزرگ بـه قـدر كـافي     ، x مشروط بـر آنكـه   تر كرد،از هر عدد مثبت دلخواهي بزرگ   توان   را مي  xf)(مقدارهاي
  .اختيار شود

  
),(اي مثل    در بازه  fفرض كنيم تابع    : تعريف b−∞     تعريف شده باشد، رابطه−∞=

∞−→
)(lim xf

x
 بـه ايـن معناسـت كـه       

به قدر كـافي كوچـك و    ، x مشروط بر آنكه تر كرد،توان از هر عدد منفي دلخواهي كوچك    را مي  xf)(مقدارهاي
  .منفي اختيار شود
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  .ويسيدها را بنبا توجه به نمودار هر تابع طرف دوم تساوي :مثال

  
   ( ) ...lim =

−∞→
xf

x
)                      ت    ( ) ...lim =+

−∞→
12x

x
lim...                           ب     ( =

−∞→

2x
x

  الف  (

       ( ) ...lim =
+∞→

xf
x

                            ( ) ...lim =+
+∞→

12x
x

                                    ...lim =
+∞→

2x
x

              

  
( ) ...lim =

−∞→
xh

x
)                         ج ( ) ...lim =

−∞→
xg

x
lim...                               ث ( =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
−

−∞→
12

1 x
x

  ت  (

       ( ) ...lim =
+∞→

xh
x

                            ( ) ...lim =
+∞→

xg
x

                                    ...lim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
−

+∞→
12

1 x
x

             

  
  

  : عددي طبيعي باشد، داريمnاگر : نكته

الف( o=
∞+→ nx x

1lim ب                                                     ( o=
∞−→ nx x

1lim   

nxfفرض كنيم : نكته
x

=
∞±→

)(lim وnxg
x

=
∞±→

)(lim در اين صورت ،:  

الف( ( ) mnxgxfxgxf
xxx

±=±=±
∞±→∞±→∞±→

)(lim)(lim)()(lim  

ب( ( ) nmxgxfxgxf
xxx

==
∞±→∞±→∞±→

)(lim.)(lim)()(lim  

پ(
m
n

xg

xf

xg
xf

x

x

x
==

∞±→

∞±→

∞±→ )(lim

)(lim

)(
)(lim        ,       o≠m  
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n زوج و aمثبت  

n زوج و a منفي  
n و  فرد aمثبت   
n و  فرد a منفي  

  . يك عدد حقيقي غيرصفر باشدa عددي طبيعي و nفرض كنيم : نكته

الف (
⎩
⎨
⎧

<∞−
>∞+

=
+∞→ o

o

a
a

axn
x
lim ب                  (

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

∞+
∞−
∞−
∞+

=
−∞→

n
x

axlim  

  
kbxaxxf بـه صـورت      nاي از درجـه      يك تابع چند جملـه     fفرض كينم   : نكته nn +++= − ....)(  عـددي  n باشـد،    1

  :در اين صورت.  يك عدد حقيقي غير صفر استaطبيعي و 
n

x
nn

xx
axkbxaxxf

∞±→

−

∞±→∞±→
=+++= lim)....(lim)(lim 1  

  ).اي كه بيشترين توان را داردست با حد جمله برابر اx→∞± وقتي fحد تابع (
  .هاي زير را بيابيد حدود عبارت:مثال

الف (  =+−
∞+→

)(lim 2532 xx
x

 

 
ب ( =+−+−

∞−→
)(lim 9542 23 xxx

x
 

 

پ ( =
+−

−−+−
∞−→ 183

92712
2

35

xx
xxx

x
lim  

 

ت ( =
−−
+−

∞+→ xxx
xx

x 6117
452

23
3

lim  

 

ث ( =
−+

+
∞−→ 8

45
3 xx
x

x
lim  

 

ج ( =
+
+−

∞−→ 92
54

3
27

x
xx

x
lim  

 

چ ( =
∞±→ xx

1lim  

 

ح ( =
−+
+−

∞+→ 653
147

2
2

xx
xx

x
lim  

 

خ ( =
−
+

∞−→ 1
23

x
x

x
lim  
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د ( =
+
−

∞−→ tt
t

x 3
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  .ه به نمودار توابع، حدود خواسته شده را بنويسيدبا توج :مثال
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  : شده را بنويسيدنمودار تابع به شكل مقابل است، حدود خواسته :مثال
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