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 پيشگفتار:
اد جلد اول تئوري اعد -آناليز رياضي -( مجموعه كتابهاي علوم پايه دكتر غلامحسين مصاحب در مقدمه اي از كتابش 

 ) چنين ميفرمايند:1379حقيقي چاپ هشتم 

آنها و به عمق احكام رياضي منتهاي ضرورت را دارد،از اين راه  هپي بردن به كُنتعمق در استدلال هاي رياضي براي 
 د و فكر شما بيدار ميشود و صاحب نيروي ابتكار و آماده براي تحقيق مي گرديد....ياست كه تيزبين ميشو

تحصيل  براي از اين گفته پدر علم رياضيات جديد ايران چنين برداشت ميشود كه تلاش و پيگيري و زحمت كشيدن،
رياضيات ضروري است پس مطالعه يك يا چندين كتاب كه بدون تلاش و تمرين و تكرار انجام شود كمك شاياني به 

 آموزنده رياضيات نخواهد كرد.

در اين مجموعه سعي شده است كه علاوه بر آموزش درس در قالب توضيح، مثال ، نكات كليدي و تست تمريناتي 
ان هر درس گنجانده شود تا آموزنده روند تلاش و تمرين و تكرار را پيش گيرد و بدين وسيله براي تلاش بيشتر در پاي

لبخند شوقي كه بر چهره اش مي نشيند او را براي تحصيل رياضيات مصمم تر سازد. ضمن آرزوي توفيق براي همه 
اهي حقير را بخشيده و با آدرس: عزيزان ، تقاضا مي شود در صورت مشاهده هر نوع اشكال تايپي يا خطاي علمي ، كوت

دبيرستان         فاطمه زهرا (س) يا تلفن  – 11خوزستان ، رامهرمز، خيابان شهيد چراغزاده ، جنب كلانتري 
 نظريات خويش را براي بهبود مسائل آموزشي در اختيار اينجانب قرار دهند. 09163906883و  43522207-061

 سپاس از همراهي شما

 

 

 

 

 

   

 

   



 

٨ 
 
 

  

 

 

 

 

 فصل اول : هندسه تحليلي و جبر
 

 

 هندسه تحليلي                

 2و تابع درجه 2معادله درجه
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 درس اول: هندسه تحليلي
نقطه از يك خط مي توان معادله  2از هر دو نقطه متمايز، تنها يك خط عبور مي كند بنابراين با داشتن  :1يادآوري

 خط را بدست آورد.

نقطه از آن را بدست آورد و نمودار آن را در دستگاه مختصات  2، مي توان مختصات با داشتن معادله خط :2يادآوري
 رسم كرد.

2به آن تعلق دارند از رابطه :   )2B  ,2(و  )1A  ,1(شيب يك خط كه دو نقطه  :3يادآوري 1
2 1

 
 بدست مي آيد.

 بگذرد معادله آن را بنويسيد. B(1,-2)و  A (3,-1)مثال: هر گاه خطي از دو نقطه 

m = 2 1
1 3  2 1

2   1
2

1
2 

 y = mx + h  y = 12 x +h  : راه اول
دهــيم مــي صــدق

آن در را نقطه
-1= 12 (3) +h 

1
1

3
2

2 3
2

5
2

1
2

5
2

1 : راه دوم 1 1 1
2 3 1 1

2
3
2

1
2

3
2

1
1

1
2

5
2

 را بنويسيد. Lقرار دارند. نمايش جبري خط  Lروي خط  B (6, 1)و  A (2 , 4)سوال: دو نقطه  

 

 

1بگذرد و داراي شيب A (2 , -1)مثال: معادله خطي را بنويسيد كه از 
 باشد.2

y = mx + h  y = 1  : راه اول
2 x +h 

صدق
-1= 1

2 (2) +h 

0 1
2

1  : راه دوم 1 1 1
2 2

1 1
2 1 1

2  

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir
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 باشد. 3بگذرد و داراي شيب ) A-1 ,2(سوال: معادله خطي را بنويسيد كه از 

 

 باشد. 3قطع كند و شيب آن  -1محور طولها را در نقطه اي به طول  مثال: معادله خطي را بنويسيد كه

محور طولها را قطع مي كند    y = 0  A (-1 ,0) 

y = mx + h  y = 3x+ h 0 = 3(-1) + h  h =3  y = 3x+3 

 باشد. -1قطع كند و داراي شيب  2محور عرض ها را در نقطه اي به عرض  سوال: معادله خطي را بنويسيد كه

 

 

و محور عرض ها را در نقطه اي به عرض   2محور طولها را در نقطه اي به طول  مثال: معادله خطي را بنويسيد كه
 قطع كند. -3

محور طولها را قطع مي كند    y = 0  A (2 ,0)  

محور عرضها را قطع مي كند    x = 0  B (0 ,-3) 

 m = 3 0
0 2 m = 3

2         

y = mx + h 
صدق

 0 = 32 2+h h= -3           y = 32 x -3 

 -2و محور عرضها را در نقطه اي به عرض   1محور طولها را در نقطه اي به طول  سوال: معادله خطي را بنويسيد كه
 قطع كند.

 

 

1بگذرد و داراي شيب  4x +3y =18و  5x+2y =19از محل تقاطع دو خط  مثال: معادله خطي را بنويسيد كه
 باشد.2

5 2 19
4 3 18 

5
4  

20 8 76
20 15 90     7y =14     y = 2 

5x+2y =19 
2
 5x+4 =19  5x= 15    x = 3                A( 3،2)  

y = mx + h 
1
2 شيب

صدق 2 = 12 (3) +h h = 21
3
2

4 3
2

1
2 y = 12 x + 12 
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 باشد.  -3بگذرد و داراي شيب  x+5y=20و  2x-3y =1از محل تقاطع دو خط  معادله خطي را بنويسيد كهسوال: 

 

 

 دو خط موازيندآنگاه برابر باشند دو خط شيب هايهرگاه  :4يادآوري

به عبارت ديگر شيب هركدام دوخط برهم عمودند  آنگاهباشد -1برابر  دوخطهرگاه حاصل ضرب شيب هاي  :5يادآوري
 و قرينه شيب ديگري باشد. عكس

 :شيب محورطولهاوهرخط موازي آن برابرصفر  وشيب محور عرضهاوهرخط موازي آن تعريف نشده است.6يادآوري

 موازي باشد. 2x+3y = 6گذشته و با خط  A (1 ,3)مثال: معادله خطي را بنويسيد كه از نقطه  

2x+3y = 6  m = 2
3  

اول راه  : y = mx + h  
2

3

صــدق 3= 2
3 1 +h 3

1
2
3 = 9 2

3  = 11
3    y = 2

3 x + 11
3  

1  : راه دوم 1 3 2
3 1 2

3
2
3

3
1

2
3

11
3  

 =m  از رابطه ax +by +c = 0 توجه: شيب خط به معادله 
ضريب

 محاسبه مي شود ضريب

 موازي باشد. 4x+2y = 1 -گذشته و با خط  A(-1, 2)از نقطه  كهسوال: معادله خطي را بنويسيد 

 

A (1مثال: معادله خطي را بنويسيد كه از نقطه  
 عمود باشد. 2x- 4y +3 = 0خط  رگذشته و ب (1, 2

m= 2
قرينه  12 = 4 و عكس

عمـــود
  = -2 

  y = x + h  : راه اول
2

صــدق 1= -2 1
2 +h 2  y = -2x+2 

1  : راه دوم 1 1 2 1
2 1 2 1

2 1+1 2 2

 عمود باشد. 3x+2y -1 = 0-خط  رگذشته و ب A (1،3)سوال: معادله خطي را بنويسيد كه از نقطه  

 شود. رسم 3y-2x+4 =0مبدأ مختصات به موازات خط  مثال: معادله خطي را بنويسيد كه از
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0(0,0)  , 3y-2x +4=0 m = 2
3  = 23 

  y = mx + h  : راه اول
2
3

مبدأ صدق 0= 23 0+h 0       y = 23 x 

1  : راه دوم 1 0 2
3 0 2

3

 مي باشد.  y = mx توجه: معادله خطوطي كه از مبدأ ميگذرند به صورت

 رسم شود. 2y - 4x + 1 = 0مبدأ مختصات به موازات خط  بنويسيد كه ازسوال: معادله خطي را 

 

 

 شودعمود  x-2y+1= 0مبدأ مختصات بر خط  معادله خطي را بنويسيد كه از مثال:

x-2y+1= 0  m= 1
قرينه 2 و عكس

عمـــود
  = -2 

  y = x + h  : راه اول
2

مبدأ صــدق 0= -2 0 +h 0   y = -2x 

1  : راه دوم 1 0 2 0 2

قرينه x-2y+1= 0  m= 12  : راه سوم و عكس

عمـــود
  = -2 

مــبــدأ
 2  

 شودعمود  3y –x =2مبدأ مختصات بر خط  سوال: معادله خطي را بنويسيد كه از

 

 

 باهم موازي باشند  3x+y=2-4xو   2kx -2y = x-kرا چنان تعيين كنيد كه خط هاي kقدار م مثال:

   2kx -2y –x +k=0 (2k-1)x-2y+k = 0                                  

 m = 2 1
2  , 3x+ y -2+ 4x = 0  7x + y-2 = 0  m = 7

1   = -7 

2 :شرط موازي بودن 1
2  = -7  2k-1= -14 2k = -13  k= 13

2  

 

 باهم موازي باشند. 2x+y=5x-3و  ax-3y=2x+a را چنان تعيين كنيد كه خط هاي aقدار م سوال:
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 برهم عمود باشند.  3x-5y+2 =0و  tx+ t= - 4y -3x را چنان تعيين كنيد كه دو خط  tقدار م مثال:

tx+ t= - 4y -3x  tx+ t+ 4y +3x =0  (t+3)x +4y +t =0 

 m = 3
4  , 3x-5y+2 =0  = 3

5 1

عمـــود
 3

4  = -5
3 

3t +9=20 3t=11  t = 11
3  

 برهم عمود باشند.  kx+y=k+xو  2x-4y =1را چنان تعيين كنيد كه دو خط  kقدار سوال: م

  

 

 4x-8y+2=0مي گذرد و با خط  4x-2y=2و  2x+y=2عادله خطي را بنويسيد كه از محل تقاطع دو خط م مثال:
 موازي باشد. 

4 2 2
2 2  

2
 

4 2 2
4 2 4    8x =6     x = 68 

2x+y=2  2× 68 +y=2  64 + y =2 2  
3
2 = y 

 y = 
4 3

2  = 1
2 , 4x-8y+2=0  m = 4

8 = 
1
2 

y- 12 = 12(x - 68) 
1
2

3
8 + 1

2  y = 
1
2 x + 18 

 3x+6y-2=0مي گذرد و با خط  x-2y=4و  x+y=2 عادله خطي را بنويسيد كه از محل تقاطع دو خط سوال: م
 استموازي 

 

 

 

  مي گذرد و بر خط x+2y=6و  3x-y=11عادله خطي را بنويسيد كه از محل تقاطع دو خط م مثال:

  -4x+2y-1=0       استعمود 
2 6

3 11 
2

 
2 6

6 2 22    7x =28     x = 4 

2 6  4 +2y = 6  2 y =2  y =1                        (4،1)
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-4x+2y-1=0  m = 
4

2  = 2 
قرينه و عكس

عمـــود 1
2 

y-1 = 1
2(x -4) y = 1

2 x +2 +1  y = 1
2 x +3 

 2x-y=3گذرد و بر خط ب     3x-2y=2و   2x+6y=16عادله خطي را بنويسيد كه از محل تقاطع دو خط سوال: م
 عمود باشد.

 

 

 

 

را  ACرا در نظر بگيريد و معادله ارتفاع وارد بر ضلع  C(1,-3)و  B(5،1)و  A(2،3)با رأسهاي  مثلث  مثال:
 محاسبه كنيد.

 ميشودعمود رسم B(5،1)را ميخواهيم پس از رأس  ACچون ارتفاع وارد بر ضلع 

A(2،3) , C(1,-3)  mAC = 3 3
1 2  = 6

1=6 m'= 1
6 

1 : معادله ارتفاع 1 1= 1
6 (x-5)  

 y= 1
6x + 5

6 +1  y= 1
6 x + 11

6  

 را بنويسيد. BCرأسهاي يك مثلث باشند معادله ارتفاع وارد بر ضلع C(2،1)و  B(3،2)و  A(1،2)هرگاه سوال:
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١٥ 
 

  بنويسيدرا در شكلهاي زير  2dمعادله خط  سوال:

 

 
 

 روي محور طولها باشند: Bو  Aهرگاه دو نقطه  فاصله دو نقطه:

 كدام نقطه سمت چپ ديگري است داريم: Bو  Aبه طوركلي ،بدون آنكه بدانيم از بين 

 BوAفاصله بين =    

 روي محور عرضها باشند داريم: Bو  Aو بطوركلي هرگاه دو نقطه 

 Bو  Aفاصله بين =  

نشان را با نماد  ABيا طول  Bو  Aصفر است فاصله بين دو نقطه توجه: از آنجا كه فاصله همواره بزرگتر مساوي 
 مي دهيم.

 Bتا  Aيا همان فاصله  ABدو نقطه در صفحه مختصات باشند طول y2B(x,2(و  x)y1A,1(هرگاه دو نقطه 
= با:    برابراست 2 1 2 2 1 2 

                             

مبدا مختصات باشد نشان دهيد:     Oدر صفحه محورهاي مختصات قرار داشته باشند و  )8،6B(و  )A-3،4(اگر  مثال:
2=AB2+OB2OA                                                    

OA = 3 2 42 = 9 16= 25=5 
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OB = 82 62 = 64 36= 100=10 

AB = 8 3 2 6 4 2 = 112 22= 121 4= 125 

OA2+OB2=AB2  52+102= 1252 25+100=125 

 بنابراين رابطه درست است.

12برابر است با :           y1A(x,1(توجه: فاصله مبدأ مختصات از نقطه  12OA= 

 سه رأس يك مثلث اند نوع مثلث را تعيين كنيد. C(2,-4)و B(3،1)و  A(0,-1)سه نقطه  سوال:

 

 

 

  داشته باشند.5فاصله اي برابر  B(-1،3K+1)و  A(k-1،2k+2) را چنان تعيين كنيد كه نقاط kمقدار  مثال:

AB = 1 1 2 3 1 2 2 2  

AB = 1 1 2 3 1 2 2 2  

5 = 2 1 2 5 = 2 2 2 1  

5 = 2 2 2 1 
2 توان به

 5 =2K2 -2K+1  

2K2 -2K+1-5=0 2K2 -2K-4=0 K2 -2K-8=0 

(K-4)(K+2)=0 4 0 4 2 2
2 0 2 2 1

 

 وهمين جوابهارابدست آورد.نيز حل كرد ∆را مي توان از راه  K2-2K2-4=0توجه: معادله 

 را محاسبه كنيد. Kداشته باشند مقدار  7فاصله اي برابر B(2, 2K+1)و  A(k+1،3k+2)هرگاه  سوال:
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پيدا كنيد كه فاصله آن تا مبدأ مختصات برابر  y = xنقطه اي در ناحيه اول دستگاه مختصات روي خط  مثال:
 )80خرداد -باشد . ( هماهنگ كشوري8

و چون اين نقطه در ناحيه اول است x1A(x,1(قراردارد پس طول و عرض آن برابرند  y = xچون نقطه روي خط 
 طول و عرض آن مثبتند پس:

OA = 12 12 = 2 2= 2= x 2  

x 2 = 8  x = 8
2 = 4 = 2  

 A(2،2)بنابراين : 

Aاگر نقاط  سوال: 1
Bو  2 2

 دو راس مجاور يك لوزي باشند محيط اين لوزي را محاسبه كنيد.3

 4 (طول ضلع)  توجه: محيط لوزي 

 

 

 

 مختصات نقطه وسط پاره خط:

 عبارت است از: ABمختصات نقطه وسط پاره خط y2B(x,2(و  x)y1A,1(هرگاه 

 m ( 1 2
2  , 1 2

2 ) 

 را در نظر بگيريد.C(7،11)و B(3،1)و  A(1،9)مثلث با رأس هاي  مثال:

 را حساب كنيد. (كار در كلاس كتاب درسي) Amالف)طول ميانه 

 را بنويسيد. Amب)معادله ميانه 

 برابر است با:mالف) ميانه ضلع مقابل را نصف مي كند بنابراين مختصات 

m (7 3
2  , 11 1

2 ) m(5،6) 

Am = 5 1 2 6 9 2 = 42 3 2= 16 9=5 

 = شيب  A(1،9) , m(5،6)  (ب
6 9
5 1 = 3

4  
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y = mx +h 
صدق را

دلخواه به 6 = 3
4  5+h  h = 61 +

15
4 = 24 15

4  = 39
4  

y = 
3
4 x + 39

4  

 رأسهاي يك مثلث باشند.C(-2,1)و B(3،2)و  A(1،2)هرگاه  سوال:

 را بنويسيد. Cmرا بدست آوريد.             ب) معادله ميانه  ABالف) طول ميانه وارد بر ضلع 

 

 

 

 

 

 فاصله نقطه از خط:

1برابر است با:      =0ax+by+cاز خط به معادله y1A(x,1(فاصله نقطه  1
2 2d =  

d = 2 برابر است با:   ax+by+c'=0 و  ax+by+c=0توجه: فاصله دو خط موازي  2 

در خط ديگر است به عبارت ديگر yو  xخط مضربي از ضرايب  يكدرyو  xنكته:اگر دو خط موازي باشند ضرايب 
 استفاده مي كنيم.صفحه قبل را در هر دو خط هم مضرب مي كنيم و سپس از فرمول yو  xابتدا 

 را محاسبه كنيد. 4x-8y-5=0و  2x-4y+3=0مثال: فاصله دو خط موازي 

2x-4y+3=0 
2
 4x-8y+6=0 , 4x-8y-5=0  

 d = 
6 5
42 8 2 = 11

16 64 = 11
80 

و سپس فاصله  با يكديگر موازي اند 10x+24y+10 = 0-و5x-12y+8 = 0 سوال:  نشان دهيد دو خط با معادلات 
 كتاب درسي) 9اين دو خط را حساب كنيد. ( صفحه 
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 باشد.5برابر  2x+y-4=0نقطه اي بيابيد كه فاصله اش از خط  yمثال:روي محور 

x =0 0  روي محورy ها 

d = 2 0 4
22 12   5 =

4
5  4 52 5

4 5 9 0 9
4 5 1 0 1  دوتا نقطه داريم :                

 باشد.5برابر  x-2y+2=0ها بيابيد كه فاصله اش از خط  xسوال:  نقطه اي روي محور 

 

 

 را محاسبه كنيد.  BCرأسهاي يك مثلث باشند اندازه ارتفاع وارد بر ضلع C(2،1)و B(3،2)و  A(1،2)مثال: هرگاه 

 تا آنرا محاسبه كنيم. Aرا بنويسيم و سپس فاصله  BCبايد معادله 

3 2
2 1   m = 

1 2
2 3 = 1

1 =1 

y = mx +h 
صدق را

دلخواه به 2= 1 3+h h=-1  y = x-1  x-y -1 =0 

BC  2تا اين خط رامحاسبه مي كنيم: اندازه ارتفاع واردبر  Aاكنون فاصله 
2   =d = 1 2 1

12 1 2 

 را محاسبه كنيد. ACسوال:  در مثال فوق اندازه ارتفاع وارد بر ضلع 

 

 

 

يكي از رئوس اين مربع باشد محيط و  A(-4,1)واقع است . اگر  2y=3x+1مثال:يكي از اضلاع مربعي بر خط 
 مساحت آن را بدست آوريد.

تا خط ضلع  Aروي خط قرار ندارد به عبارت ديگر فاصله  Aدر معادله خط صدق نمي كند پس  Aچون مختصات 
    محاسبه ميكنيم: 2y-3x-1=0 پس فاصله نقطه راتا خطمربع مي شود:

d = 
2 1 3 4 1

3 2 22  = 2 12 1
9 4  = 13

13 =
13
13 ×

13
13 = 13 

×4 : محيط 13 = 4 13 مساحت    : 13 2= 13 
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يكي از رأسهاي اين مربع باشد مساحت آن را A(3،0)واقع است. اگر y = 2x-1سوال:  يكي از اضلاع مربعي برخط 
 )9بدست آوريد.(كتاب درسي صفحه

 

 

 شعاع دايره را بيابيد.مماس است اندازه O(2,3)بر دايره اي به مركز  3x+2y+1=0: خط سوال

 توجه: خط مماس بر دايره بر شعاع گذرنده از نقطه تماس عمود است.

 

 

 

رأس چهارم متوازي الاضلاع  Dمي باشند .مختصات  xoyدر صفحه C(-1,-1)و B(-2,-1)و  A(2،1)مثال: نقاط 
ABCD  را طوري تعيين كنيد كهAB وAC.دو ضلع مجاور آن باشند 

 ميدانيم در متوازي الاضلاع قطرها يكديگر را نصف مي كنند 

 بنابراين:

 

xA+ xD = xB +xC  2+ xD =-2-1  xD =-5   D (-5,-3) 

yA+ yD = yB +yC  1+ yD =-1-1  yD =-3 

 )7را بدست آوريد.( كتاب درسي صفحه M(-1،4)نسبت به نقطه C(1،2):قرينه نقطه سوال

 

 ) 'b2,  1-a2A-1(عبارت است از B(a,b)نسبت به نقطه x)y1A,1(توجه: قرينه نقطه 

)Aتوجه:قرينه نقطه  1, -) 'Aنسبت به مبدأ عبارت است از (1 1 , - 1) 

 و همچنين نسبت به مبدأ بدست آوريد.A(2،4) نقطه  به  را نسبت B(-1،3)سوال:قرينه نقطه 

 

 

C

m

D

A B
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 نكات كليدي:

ها زاويه حاده مي سازد .  xاگر شيب خطي مثبت باشد مي توان نتيجه گرفت كه خط با جهت مثبت محور  -1
 نواحي اول و سوم مي گذرد.همچنين خط صعودي مي باشد و نمودار خط از 

ها زاويه منفرجه ميسازد و خط نزولي مي باشد . همچنين  xاگر شيب خط منفي باشد خط با جهت مثبت محور  -2
 نواحي دوم و چهارم ميگذرد.از  خط

ها) شيب تعريف نمي شود. مثلا شيب  yشيب هر خط افقي برابر صفر است و براي هر خط قائم (موازي محور  -3
 شيب تعريف نمي شود. x=2برابر صفر است و براي خط  y=2خط 

 را برابر صفر قرار ميدهيم. xبراي بدست آوردن عرض از مبدأ يك خط در معادله خط مقدار  -4

 را برابر صفر قرار ميدهيم. yبراي بدست آوردن طول از مبدأ يك خط در معادله خط مقدار  -5

 مساوي باشد در نقطه اي واقع بر محور طولها همديگر را قطع مي كنند. طول از مبدأشانهمه خطوطي كه  -6

 اي واقع بر محور عرضها همديگر را قطع مي كنند.مساوي باشد در نقطه  عرض از مبدأشانهمه خطوطي كه  -7

 باشد آنگاه : ax+by+c = 0اگر حالت كلي معادله خط به صورت  -8

 = شيب= عرض از مبدأ                        = طول از مبدأ               

 :a'x+b'y+c' = 0 و ax+by+c = 0 دو خط  -9

 : الف) برهم منطبق اند هرگاه 

 ب) در يك نقطه متقاطعند هرگاه:

 ج) دو خط موازيند هرگاه: 

 اگر شيب و طول از مبدأ دو خط برابر باشند آن دو خط برهم منطبق اند. -10

داراي شيب هاي برابر و طول از مبدأهاي برابرند پس  3x-6y+9 = 0و  2x-4y+6 = 0به عنوان مثال: دو خط 
 برهم منطبق اند.

 اگر شيب و عرض از مبدأ دو خط برابر باشند آن دو خط برهم منطبق اند. -11

داراي شيب هاي برابر و عرض از مبدأهاي برابرند پس  12x+6y-3 = 0-و  4x-2y+1 = 0به عنوان مثال: دو خط 
 برهم منطبق اند.

طول از مبدأ و عرض از مبدأ يك خط باهم برابر باشند آنگاه بر نيمساز ربع اول و سوم عمود است به عنوان اگر  -12
 طول از مبدأ و عرض از مبدأ باهم برابرند پس بر نيمساز ربع اول و سوم عمود است. 3x+3y-2 = 0خط  رمثال: د
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يمساز ربع دوم و چهارم عمود است. به عنوان مثال: اگر طول از مبدأ و عرض ازمبدأ خطي قرينه باشند آنگاه بر ن -13
 طول از مبدأ و عرض از مبدأ قرينه يكديگرند پس بر نيمساز ربع دوم و چهارم عمود است. 2x-2y+3 = 0در خط 

 برقرار باشد. BC= m ABmبريك خط راست واقع باشند بايد رابطه  Cو  Bو  Aبراي آنكه سه نقطه  -14

باشد آنگاه مقدار اين زاويه از رابطه  مي باشند برابر  2mو  1mخط كه داراي شيب هاي اگر زاويه بين دو  -15
tan  = 1 2

1 1 2
 بدست مي آيد. 

 باشد برابر است با:    bو عرض از مبدأ آن  aمعادله خطي كه طول از مبدأ آن  -16

1

را در نظر مي گيريم . معادله خطي كه بين اين دو خط و  ax+by+c' = 0و  ax+by+c = 0دو خط موازي  -17
+ax+byموازي هر دو و به يك فاصله از دو خط باشد از رابطه  2  بدست مي آيد. 0= 

 را در نظر مي گيريم.  ax+by+c = 0و ax+by+c' = 0 دو خط موازي  -18

2فاصله اين دو خط از رابطه   بدست مي آيد.2

2برابر است با  ax+by+c = 0ه مبدأ مختصات تا خط فاصل -19 2 

محل برخورد ميانه هاي آن برابر است با:                 Gتشكيل يك مثلث بدهند نقطه  Cو  Bو  Aاگر سه نقطه  -20
G ( 3 3 )  

 از رابطه زير بدست مي آيد: سه رأس يك مثلث باشند مساحت مثلث  Cو  Bو  Aاگر نقاط  -21

= 12  

 يا

= 12  

كنيم مي توانيم از دستور هرون براي محاسبه مساحت مثلث استفاده كنيم.  اگر طول سه ضلع مثلث را محاسبه -22
اين دستور بيشتر براي زماني بهتر است استفاده شود كه اضلاع اعدادي صحيح يا گويا باشند چون محاسبات راحت 

 =را نصف محيط مثلث در نظر بگيريم آنگاه:              pتري دارد. اگر 

 مساحت مثلثي كه از تقاطع يك خط با محورها ايجاد مي شود: -23

S = 12 مبدأ طول از ×از مبدأ  عرض   
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  : Aقرينه يك نقطه مثل  -24

   'Aنسبت به مبدأ مختصات برابر است با  )1

   'Aها برابر است با  xنسبت به محور  )2

   'Aنسبت به محور عرض ها برابر است با  )3

 'Aبرابر است با  x = aنسبت به خط  )4
2

 

 A' 2برابر است با  y = bنسبت به خط  )5

  'Aبرابر است با  (y = x)نسبت به نيمساز ربع اول و سوم  )6

  'Aبرابر است با  (y = -x)نسبت به نيمساز ربع دوم و چهارم  )7

در اين دستگاه باشد مختصات آن در دستگاه  Aمنتقل مي كنيم اگر  o'(a,b)را به  xoyدستگاه  مبدأ -25

 جديد برابر است با : 
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 تست:

خارج از  88روي يك خط راست قراردارند؟ (كنكورتجربي(6،4a+1)و (a,3)و  (0،0)نقاط  a) به ازاي كدام مقدار 1
 كشور)

1 ( -2 , 94           2 ( -2 , 34          3 (2 ,- 34              4 ( 2 , - 94  

  C(6،4a+1) A(0،0) ,B(a,3),حل مي كنيم:                               14باتوجه به نكته :4گزينه

m AB= m BC 3 0
0

4 1 3
6

3 4 2
6  4a2 -2a =18-3a 

 4a2+a -18=0 ∆ =289  a = 1 17
8  

18
8

9
4

16
8 2

 

 مماس است كدام گزينه مي تواند مركز دايره باشد؟ 2y-5x-6 = 0و  5x-2y-3 = 0)دايره اي بر دوخط 2

1(( 0 , -3
2)            2()  (1 , 13

4           3() 13
4  , 1 (                     4()  - 3

10 ,0 ( 

باتوجه به شيبها دوخط موازيند پس مركز دايره برخطي مابين اين دو و به فاصله يكسان و موازي هر دو خط قرار 
 برابر است با: 17بنا به نكتهدارد كه معادله اين خط 

5x-2y-3 = 0   2y-5x+3 = 0    2y-5x+ 6 3
2  = 0     2y-5x- 3

2 = 0      

. در چنين سوالاتي بهتر است اول نقاطي را امتحان كنيم كه يكي از مؤلفه  صدق مي كند 4در اين معادله گزينه 
 هاي آنها صفر است.

چه زاويه اي مي  +1y=xباهم موازي باشند آنگاه با خط  x 6m+5-2y = (m(و m) = x+4-2y(1) اگر دو خط 3
 سازند؟

1( 30             2 (60                 3( 90                4 ( 45 

 حل كنيد. 15با توجه به نكته سپس را بدست آوريد mراهنمايي: ابتدا با توجه به موازي بودن دو خط 

 4جواب: گزينه  

 

 

 كدام است؟ dمي ناميم. عرض از مبدأ خط  dخط  y = xرا نسبت به خط  3y-2x = 4) قرينه خط به معادله 4

 تجربي) 97( كنكور
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1( 2-                          2 (1-                   3 (1                    4 ( 2 

 1حل كنيد. پاسخ : گزينه  24و  4باتوجه به نكات: 

 

 

 چه مقاديري مي تواند داشته باشد؟ xدوبرابر فاصله آن ازمبدأ مختصات است. A(3،6)از نقطهm(x,2)) فاصله نقطه5

 3و  1 ) 4                   -1و  3) 3                   -3و  1) 2                -1و  -3 )1

 2پاسخ : گزينه 

 

 

مي باشد مساحت اين    2y-x=5وسط قطر مربعي است كه يك ضلع آن منطبق برخط معادله A(3,-1)) نقطه 6
 )93مربع كدام است؟( كنكور تجربي خارج كشور

1( 40      2 (75       3 (45    4 ( 80 

 = dنصف اندازه ضلع مربع است بنابراين:   2y-x=5ازخط Aفاصله نقطه
2 1 3 5

22 1 2  = 10
5 

400  =80باشد پس: aاگر اندازه ضلع مربع 
5= 2)20

5S= ( 20
5a=  d2a=  2d =   

 برابر است با: x-y =1) و مماس برخط به معادله 2،-1)شعاع دايره اي به مركز (7

1 (2      2 (2
2        3 (4

2        4 (2 

 

 )92كدام است؟(كنكور تجربي خارج كشور C(0،3)و B(3،0)و A(2،5))مساحت مثلثي با سه رأس به مختصات 8

1 ( 6                         2 (5/6                       3 (7                          4 ( 5/7 

 حل كنيد. 21باتوجه به نكته 

و اگر دوتا از آنها عكس و قرينه بودند يعني برهم عمودند و از  را بدست آورد AB ،AC،BCالبته مي توان شيب 
 فرمول مساحت مثلث قائم الزاويه يعني نصف حاصلضرب دو ضلع عمود هم مساحت را بدست آورد.

 �بهتر است هر دو را امتحان كنيد. 
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 تمريناتي براي تلاش بيشتر:

A 1دونقطه  -1
B 3 و  2 5

را بدست  aباشد مقدار  1برابر  ABرا درنظر بگيريد درصورتيكه شيب خط 1
 آوريد.

A 1 نقاط  -2
B 3 و 2

C 2 و 2
برابر باشند  BCبا شيب خط  ABمفروضند. در صورتيكه شيب خط 4

 را تعيين كنيد. aمقدار 

 را طوري بدست آوريدكه خطkمقدار  -3

 2x = ky+3- قطع كند. -2محورطولهارادرنقطه اي به طول 

را در نقطه اي به عرض -1y+x = 3و خط  2را در نقطه اي به طول 3y = -x2معادله خطي را بنويسيد كه خط  -4
 قطع كند. 3

0معادله خطي را بنويسيد كه از نقطه -5
واحد  1گذشته و در ربع دوم با محورهاي مختصات مثلثي به مساحت 2

 تشكيل دهد.

 عمود باشد. C(-3،2)و  B(2,-1)بگذرد و برخط گذرنده از دو نقطه A(-1،2) نقطه معادله خطي را بنويسيد كه از -6

1معادله خطي را بنويسيد كه از نقطه اي به عرض  -7
موازي  y = -2x+3بگذرد و با خط 3x-2y = 5واقع برخط  2

 باشد.

 قطع كند 2را در نقطه اي به عرض  = 2y+3xها عمود باشد و خط xمعادله خطي را بنويسيد كه بر محور  -8

 را چنان تعيين كنيد كه اين خط : aرا درنظر بگيريد. مقدار  x+(a+3)y+a-5(a-1) 0=خط -9

 ب) موازي محور طولها باشد.  موازي محور عرض هاباشد.                   )الف

 مي باشد. y= kوخط موازي محورطولها معادله آن به صورت  x=kتوجه: خط موازي محورعرضها به صورت 

-=xروي خطي واقع شوند كه برخط  B(-2،3K+1)و  A(K+2,-4)را طوري تعيين كنيد كه نقاط  kمقدار  -10
 عمود است. 5

 ABرا طوري بيابيد كه ضلع  aباشند مقدار  ABCسه رأس مثلث  C(a+1,-4)و  B(-2،3)و  A(1,-2)اگر  -11
 عمود باشد. BCبر ضلع 

 ) از خط به معادله2و  -1فاصله نقطه ( -12

 5x-12y-m=0  واحد است مقدار  5برابرm .را بدست آوريد 
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وجود دارد كه فاصله آنها از خط +1x+y=0مفروض است. چند نقطه روي خط y4-x3-10=0 به معادلهdخط -13
d  باشد؟ 5برابر 

رخورد قطرهاي يك مربع اند مختصات سه رأس ديگر مربع را نقطه بm(2،1)يك رأس و نقطه  A(-1،1)نقطه  -14
 پيدا كنيد.

هستند. مساحت متوازي الاضلاع را پيدا  ABCDسه رأس متوازي الاضلاع C(-1،7) وB(3،5)و A(2،3)نقاط  -15
 كنيد.

 با محورهاي مختصات مي سازد.5x-2y=7مساحت مثلثي را بدست آوريد كه خط  -16

 است.شعاع دايره را بدست آوريد x-y=2)گذشته ومعادله يك قطرآن به صورت3و0)و(0و1دايره اي از دونقطه(-17
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 درس دوم: معادله درجه دوم و تابع درجه2
) آموختيم اما معادلاتي ∆رابه روشهاي تجزيه، مربع كامل و روش كلي ( 2سال قبل حل معادلات درجه حل معادله:

حل  2كرد و به شيوه معادلات درجه 2نيستند ولي مي توان آنها را تبديل به معادله درجه 2وجود دارند كه درجه
 روش تغيير متغير معروف است. درجات پائينتر به نام نمود. اين تبديل معادلات به

 حل كنيد. به روش تغييرمتغيررا 2x8-4x+12=0مثال: معادله 

x2 = u  x4 = u2  u2-8u+12=0 

(u-6)(u-2)=0 6 0 6 2 6 6
2 0 2 2 2 2  

 سوال: معادلات زير را به روش تغيير متغير حل كنيد.

 4 +(x2-1)2 -2=0(x2-1) (الف

 

 

 

 

 x4-3x2+2=0 (ب

 

 

 

)(ج
2

3 -2)2 -7(
2

3 -2)+6=0 
2

3 -2= u  u2-7u+6=0  (u-1)(u-6)=0  

1 0 1
2

3 2 1
2

3 3 2 9 3

6 0 6
2

3 2 6
2

3 8 2 24 24
     

 2 - 2(4-x2)  -15=0(x2-4) (د
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 :2مجموع و حاصل ضرب ريشه هاي معادله درجه

 نمايش ميدهيم. pو حاصلضرب آنها را با  Sمعمولا مجموع دو ريشه را با 

 داريم:باشند آنگاه  c=x+b2ax+0ريشه هاي معادله βو αاگر 

+ = -                       ,                  =   

1مثال: معادله درجه دومي بنويسيد كه ريشه هاي آن   باشد. 3

+β= S=1+ 3+1- 3=2 

β= p= (1+ 3)(1- 3)=1-3=-2                         x2-2x-2=0 

 مي نويسيم. 0Sx+p=-2xرا به صورت  2ريشه هاي يك معادله باشند آن معادله درجه βو αتوجه: هرگاه 

 باشد.45 و 15 سوال: معادله درجه دومي بنويسيد كه ريشه هاي آن 

 ريشه هاي معادله درجه دومβو αمثال: اگر 

 0=1-x2-2x 1باشند معادله اي بنويسيد كه ريشه هاي آن
1و 1

 حسابان) – 95باشند.( هماهنگ كشوري خرداد1

+ =   =  2
1 = 2  , =   =  1

1  =-1 

1
1

1
1

2
1

2 2
1 2 1 2

1
1

1
1

1
1

1
1 2 1

1
2
     x2-2x+ 1

2 =0  

 كنيد.مثال: بدون حل معادله در وجود و علامت ريشه هاي معادلات زير بحث 

    5x2-7x-5=0(الف 

 ∆=100+49=149<0ريشه حقيقي دارد    2معادله 

+β=
7
 عدد بزرگتر مثبت است            5

 αβ=-1 دو ريشه دو علامت متفاوت دارند.

 * معادله يك ريشه مضاعف دارد.                                    x2+4x+4=0    ∆=16-16=0  (ب

             2x1x=4   )          -ريشه مثل هم هردو + يا هر دو 2* ( 

  x1x+2=-4                                        * ريشه مضاعف منفي است( دو ريشه مثل هم منفي اند).
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 سوال:بدون حل معادله در وجود و علامت ريشه هاي معادلات زير بحث كنيد.

0=1-x3+2x- الف) 

 

 

  x2-7x+12=0(ب

 

 

 

 بحث كنيد x2x+-5=0  دروجود وعلامت جوابهاي معادله ∆و S،pسوال:بدون حل معادله و با استفاده از

 حسابان)– 94( هماهنگ كشوري شهريور

 

 

 را محاسبه كنيد +باشند بدون يافتن ريشه ها مقدار عددي   3x+5-2x=0ريشه هاي معادله βوαسوال: اگر 

 

1باشند و داشته باشيم: 0x+m=2-2xريشه هاي معادله   βوαمثال: اگر 
2 -= +  

 را بيابيد.  mمقدار 
2 2 2 2 22 2 4 2 1

2  

-m= 8- 4m 3m=8 m = 8
3 

تشكيل دهيد كه ريشه هاي آن دو برابر  يباشند معادله درجه دوم 1x+3-2x=0جواب هاي معادله   βوαسوال: اگر 
 )92ايرانيان استانبول دي  –ريشه هاي معادله درجه دوم فوق باشد.( حسابان 

     برقرار باشد. 2+=0را طوري تعيين كنيد كه بين ريشه ها رابطه mمقدار  mx2x+-2=0مثال: در معادله 

+β=   = -m  ,   2 +β=0  
تفاضل

 –α=-m α=m 

 ريشه معادله است پس در معادله صدق مي كند. mيعني 
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x2+mx-2=0  m2+ m2-2=0 2m2 =2 m2 =1 m= 1 

 عددي رابطه زير را بدست آوريد. باشند بدون حل معادله مقدار  1x+7-2x=0ريشه هاي معادله   βوαسوال: اگر 

( -1)2+β(β-2)= 

 

 

 

درجه دومي كه ريشه هاي آن ازدو برابرقرينه ريشه مفروض است.مطلوب است معادله  3x+5-2x=0سوال: معادله 
 هاي معادله مذكور يك واحد بيشتر باشند.

+β=   =5 , p=  = 3  

2-اكنون ريشه هاي معادله جديد  2-و  1+  پس:1+

S=(-2 +1)+( -2β+1)=2-2( +β)=2-2 ×5=-8 

p=(1-2 ).( 1-2β)=1-2( +β)+4  = 1-2 ×5+4 3=3 

x2-Sx+p=0  x2+8x+3=0  

 

 ماگزيمم و مي ني مم سهمي:

 را در نظر مي گيريم،نكات زير رااز سالهاي قبل به ياد داريم: cx+b2y = ax+سهمي باضابطه  

 است. x= - 2: طول رأس اين سهمي  1نكته

a: اگر  2نكته دست مي كمترين (مينيمم) مقدار سهمي به x= - 2و به ازاي  ، دهانه سهمي رو به بالاست  0
 آيد.

a: اگر 3نكته بيشترين (ماكزيمم) مقدار سهمي حاصل مي x= - 2و به ازاي  ، دهانه سهمي رو به پائين است 0
 شود.

 )86 –غيرانتفاعي احمديه–را بدست آوريد.(تهرانaباشدمقدار  -8برابر  x+a4-2y = xمثال:هرگاه مقدار منيمم 

x= - 2  =  4
2  =2 

f(2)=22-4×2+a f(2) =4-8+a=a-4 a-4=-8 a=-4 
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 را بدست آوريد. kباشد مقدار  4برابر  x+k10-2f(x)=xسوال: هرگاه مقدار ماكزيمم 

 

 

 را محاسبه كنيد. yمقدار ماكزيمم يا منيمم تابع  y=3x+6-2x12-5مثال: در معادله 

3y =-12x2+6x-5 y =-4x2+2x- 53 

x= - 2  =  
2

2 4  = 14 y =-4( 1
4 )2+2( 1

4 )- 53 y =- 14 + 12 - 
5
3 = 6 12 40

24  = 34
24 = 17

12  

متر نرده محصور كرد  120مثال:بيشترين مساحت قطعه زمين مستطيل شكل كنار دريا كه مي توان آن را فقط با 
 چقدر است؟

 

  :x+2y x+2y=120 y = 
120

2    محيط 

S= xy= x ×120
2  = x( 60- 2 ) = - 

2

2  +60x 

2
60

2 1
2

60 120 60
2 30  S= xy = 60×30 =1800 

متر نرده محصور شود چقدر باشد تا مساحت آن  100سوال: ابعاد مستطيلي كه كنار دريا لازم است سه ضلع آن با 
 )15بيشترين مقدار ممكن گردد.( كتاب درسي كار در كلاس صفحه 

 

 

 

 

 ماكزيمم و كداميك مينيمم دارد؟ مقدار آن را محاسبه كنيد. سوال: كدام سهمي

 1-2)2(x+ -f(x)= الف) 

 

 5x +6-2f(x)= x ب) 

 

 

y 

x 

y 
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 :2صفرهاي تابع درجه

ها صفرهاي تابع يا همان ريشه هاي معادله ناميده مي شود كه در اين نقاط  xمحل برخورد نمودار تابع با محور 
ها xجواب و اگر بر محور  2ها را در دو نقطه قطع كند x، محور =0f(x)مقدار تابع برابر صفر است. اگر نمودار 

 ها را قطع نكند جواب ندارد.xمماس باشد يك ريشه مضاعف دارد و در صورتيكه محور 

هاست به عبارت ديگر yنشان دهنده محل برخورد نمودار آن با محور  cعدد ثابت  cx+b2y = ax+توجه: در تابع 
cها را در قسمت مثبت دستگاه مختصات قطع كرد نتيجه مي گيريم yاگر نمودار تابع محور  و اگر نمودار ،  0

cها را در قسمت منفي دستگاه مختصات قطع كرد نتيجه ميگيريم yمحور  و اگر از مبدأ مختصات عبور كرد  0
cنتيجه مي گيريم  0. 

 زير مي توان بهره برد: هايتوجه: در صورت داشتن نمودار براي نوشتن معادله سهمي از حالت

استفاده  2x-)(x1x-f(x)=a(x(قطع كرده باشد از معادله  2xو  1xها را در دو نقطه  x) اگر نمودار سهمي محور 1
 را محاسبه مي كنيم. aمي كنيم و با قرار دادن مختصات نقطه اي ديگر مقدار 

استفاده كرده و با قرار دادن مختصات  1x-f(x)=ax(x() اگر نمودار سهمي از مبدأ مختصات بگذرد از معادله 2
 را محاسبه مي كنيم. aنقطه اي ديگر مقدار 

استفاده كرده و با قرار دادن مختصات  1x-f(x)=a(x(2شد از معادله ها مماس باx) اگر نمودار سهمي بر محور 3
 را محاسبه مي كنيم. aنقطه اي ديگر مقدار 

)k y=a+هاراقطع نكرده ازفرم  x)درحالتي كه راس سهمي مشخص است ومحور 4 استفاده ميكنيم و با  2
 رابدست مي آوريمaاستفاده از نقطه ديگر مقدار

 هم حل ميشوند. 1هستند واز همان فرمول شماره  1واقع حالت خاصي از شماره  در 3و2: شماره1توجه

 در حالت كلي ميتوان باتوجه به نمودار ، مختصات نقاط مشخص را در نظر گرفته و از معادله :2توجه

 +bx+c2f(x) = ax.استفاده كرد تا معادله سهمي را نوشت 

 را بنويسيد. مقابلمعادله سهمي  مثال:

x= - 2 :                             رأس سهمي   2= - 2  b = - 4a � 

    

 (2،1) 
2

 1=4a+2b+c 

  = 4cقطع كرده است پس 4ها را در عرض  yاز طرفي چون نمودار محور 

4a+2b+4=1 
�

 4a-8a+4=1 - 4a = -3 

  
٤
٣
٢
١

 ١    ٢  
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a= 
3
4 b= -4 3

4 3 3
4

2 3 4

 خواهيد ديد به همان جواب ميرسيدكنيد مثال را دوباره حلاستفاده كنيد و 4دانش آموزان عزيزاز شماره 

 

 

 معادله سهمي هاي زير را بنويسيد. سوال:

 (الف

 

 

 

 

 (ب

 

 

 

 (ج

 

 

 

تعداد جواب وcو bوaداده شده است. علامت ضرايب  cx+b2= ax (x)p+در شكل زير سهمي به معادله  مثال:
 )92راتعيين كنيد. (حسابان خرداد cx+b2ax+=0هاي معادله 

 

 

جواب دارد. نمودار رو به پائين است بنابراين در نهايت محور  2ها را در دو نقطه قطع كرده پس معادله xچون محور 
y ها در قسمت منفي ها قطع مي شود يعنيc a، نمودار ماكزيمم دارد پس   0 0

٢

١ 

٢

٢    -١-  

٢     ٣  

٢- 
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 ها) پس: xچون رأس سهمي در قسمت منفي هاست (محور 

x= - 2  < 0 
0
 b 0 

 را تعيين كنيد. c=x+b2ax+0تعداد جواب هاي معادله و c وbوaعلامت ضرايب  داده شدهدر سهمي هاي  سوال:

 

 (الف

 

 

 

 (ب

 

 

 (ج

 

 

 (د

 

 اميد                                                                                 : بينديشيم

 شخصي را به جهنم مي بردند.در راه برميگشت وبه عقب خيره ميشد.ناگهان خدافرمود:اورابه بهشت ببريد

 فرشتگان پرسيدند:خداونداچرا؟

 به بخشش داشت...اميد پروردگارفرمود:اوچندباربه عقب نگاه كرد...او 

 

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 هندسه تحليلی وجبر-٢آموزش رياضی

٣٦ 
 

 نكات كليدي:

 c=x+b2ax+0) ويژگي هاي معادله درجه دوم: 1

 مي باشد.باشد يك ريشه صفر است و ريشه ديگر برابر c=0الف) اگر 

 ريشه قرينه دارد. 2معادله =0bب) اگر 

 عكس ريشه هاي معادله اصلي مي شوند. ها را عوض كنيم ريشه c وaج) اگر جاي 

 را عوض و هر دو را قرينه كنيم ريشه ها عكس و قرينه ريشه هاي معادله اصلي مي شوند. cو aد) اگر جاي 

 است. و ديگري برابر 1 در اينصورت يكي از ريشه ها=0a+b+cه) اگر 

 است. و ديگري برابر  -1در اينصورت يكي از ريشه ها a+c=bي) اگر 

 c=x+b2ax+0با فرض معادله  1) با توجه به نكته 2

را قرينه  bالف) اگر بخواهيم معادله اي بنويسيم كه ريشه هايش قرينه ريشه هاي آن معادله باشند كافيست علامت 
 كنيم.

را عوض مي  cو aب) اگر بخواهيم معادله اي بنويسيم كه ريشه هايش عكس ريشه هاي آن معادله باشند جاي 
 يم.كن

و مقدار kرا در xبرابر ريشه هاي آن معادله باشند ضريب  kج) اگر بخواهيم معادله اي بنويسيم كه ريشه هايش 
 ضرب مي كنيم.2ثابت را در

را  xواحد بيشتر از ريشه هاي آن معادله باشند در معادله  kد) اگر بخواهيم معادله اي بنويسيم كه ريشه هايش 
 تبديل مي كنيم.x-k به 

را به  xواحد كمتر از ريشه هاي آن معادله باشند در معادله  kه) اگر بخواهيم معادله اي بنويسيم كه ريشه هايش 
x+k.تبديل مي كنيم 

را عوض مي  cو aي) اگر بخواهيم معادله اي بنويسيم كه ريشه هايش عكس و قرينه  معادله اصلي شوند جاي 
 را عوض و هر دو را قرينه مي كنيم. cو a: جاي  را قرينه مي كنيم يا اينكهbكنيم و علامت 

 =pو  =Sتعريف كنيم كه  pو  Sجمع و ضرب دو ريشه را به صورت  c=x+b2ax+0) هرگاه در معادله 3
 بهتر است روابط زير را به ذهن بسپاريم: 

(a 1
1

+ 1
2

=  
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(b 
2 2

2= 1
22+1

12                          (c p2- 2= S2 2+x 2 1x 

(d pS3- 3= S3 2+x 3 1x 

(e 2p2-2)p2- 2= (S4 2+x 4 1x 

(f 3p3-2)sp3- 3= (S6 2+x 6 1x 

(g 1+ 2= 2   

(h 1 2 =  = 2 4 

 كاربرد بيشتري دارند a  ،c  ،d  ،hتوجه: روابط 

 cx+b2y =ax+)در سهمي 4

aالف) اگر   سهمي رو به بالا و داراي مينيمم است.0

aب) اگر   سهمي رو به پائين و داراي ماكزيمم است.0

S(2پ)مختصات رأس سهمي   , 4  مي باشد. ( 

aو ∆0ت) اگر   ها و برآن مماس است. xدر اينصورت سهمي بالاي محور  0

aو  ∆0ث) اگر   ها و برآن مماس است. xدر اينصورت سهمي پائين محور  0

a و  ∆0ج) اگر   هاست. xسهمي همواره پائين محور 0

aو  ∆0ح) اگر   هاست. xسهمي همواره بالاي محور  0

 باشد يعني دو ريشه مختلف العلامه دارد پس از چهار ناحيه دستگاه مختصات عبور مي كند.0 ) هرگاه5

باشد رأس سهمي يا همان نقطه ماكزيمم (يا مينيمم)  xf(x)=a)-(k2h+) در حالتي كه معادله سهمي به صورت 6
 S(h,k)برابر است با 

 ) در حالتي كه معادله سهمي به صورت7

 )2x-) (x1x-f(x)=a(x   باشد رأس سهمي يا همان نقطه ماكزيمم (يا مينيمم) برابر است با
S( 1 2

2 ,f 1 2
2 ) 

 باشد نتيجه ميگيريم دو ريشه عكس يكديگرند. 1برابر  2) هر گاه حاصلضرب ريشه هاي يك معادله درجه 8
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 تست:

 معادله درجه دوم aازاي كدام مقادير به -1
 0= 3

2-a+ax+2x2 81حقيقي متمايز است؟(كنكور تجربي ريشه دو داراي( 
1 (6>a  2يا<a                2 (4>a 3يا<a                3( 6<a<2                           4 (4<a<3  
 

012a+8-2a 0) 3   :1گزينه ي 
2-)(a2(4-2a 0 

a2-8a+12 0 (a-2)(a-6)=0 2
6  

مثبت مي شود كه مد  ,ني منفي مي شود و طرفينعمخالف ي ,اگر جدول تعيين علامت را تصور كنيم بين دوريشه
  a>2يا  a<6 يعني)∆<0نظر صورت سوال است 

2m+1=0، معادله درجه دوم mمجموعه مقادير  كدام به ازاي) 2
2)x+1+(m+2x2 است؟ حقيقي ريشه فاقد 

 )89 كشور از خارج تجربي كنكور(
1(-3 m 5              2(-3 m 4           3(-2 m 4                4(-1 m 5               

 1جواب : گزينه 

 

 )97ريشه حقيقي متمايز دارد؟(كنكور رياضي چند x)2-2( x-2x)2-2=(2xمعادله ) 3
 
1(1                   2 (2                   3 (3                       4 (4 

 3جواب: گزينه 

 

 

 ، معادله درجه دومmبه ازاي كدام مقادير  )4
 0=3-mx2-2)x6-(m است؟ منفي حقيقي ريشه دو داراي)97 تحربي كنكور( 

 
1(m -6                    2( m 3               3( 0 m 3                4( 3 m 6 

 .بگيريد اشتراك آمده بدست جواب مجموعه 3 بين و كنيد اعمال را 0 ,0,0: شرايط 4گزينه 
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  )96رياضي كنكور(است؟ مثبت ريشه دو داراي  a2-2x)-x+2(a-14=0معادله درجه دوم aبه ازاي كدام مقدار )5
1(-2 a 2                  2(2 a 5          3(2 a 14              4(5 a 14    
 

 4گزينه جواب:
 مجموعه جواب بدست آمده اشتراك بگذاريد. 3وبين كنيد اعمال راS 0p,0 ,0شرط هاي 

 
 
 
 
 

1 =0مجموع جذرهردوريشه معادله  mازاي كدام مقداربه )6
8)x+1(m+-2x2ميباشد؟ 2 برابر )96 رياضي كنكور( 

1(3               2(4                 3(5                    4(6         

k=  +  k2 = +2  +   k2 = +2   4= 1
2  +2 1

16  

 4= 
1

2  + 1
2  1

2  = 7
2  m =6 

 7) مجموعه ريشه هاي حقيقي معادله=2 - 18(x2+x)+72(x2+x) كدام است؟(كنكور تجربي 90)

1(4-               2(2-                    3(2                     4(4  

x2+x= t t2-18t +72 =0 (t-12)(t-6)=0 

t=12  x2+x= 12  x2+x-12=0 x= -4 , x=3 

t=6  x2+x= 6  x2+x-6=0 x= -3 , x=2    

  2- =2+3-3+4-بنابراين: 

 وركنك(است؟ كدام مثبت ريشه دو مجموع. است ديگر ريشه برابر دو ريشه يك ax+2x2+9=0درمعادله درجه دوم )8
 )84كشور خارج ربيتج
 
1(5/3                  2(4                     3( 5/4          4(5 

x1x2=   x1x2= 92  2x2x2= 92  x22= 94 

مثبت ي ها ريشه
 x2= 32  x1=2× 32 =3 3+ 3

2 =
3
2 = 4/5 
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 مجموعه جواب هاي معادله k مقدار كدام ازاي به باشند x(5x+3)=2 معادله هاي ريشهβ واگر )9
 0=25kx+-2x4 1 { صورت به

2,1
 )90است(كنكوررياضي  }2

1(27                         2( 28                       3( 29                                4 (31 

 قسمت ه وي استفاده كنيد.1ازنكته راهنمايي:           3جواب: گزينه 

 

 

 

 

 

 )85 رياضي كنكور(است؟  چقدر 1 +1  باشندمقدار 1x+12-2x4=0 هاي معادله ريشهβواگر )10

 1( 2      2( 3     3( 4                   4 (6 

 3جواب: گزينه 

 

 

كدام است؟(كنكور رياضي   m مقدار است بيشتر واحد 5 ديگر ريشه نصف از ريشه يك0x+m=8-2xدر معادله ) 11
 )91خارج كشور

1(10       2(12         3( 14       4(15         

 2جواب: گزينه

 

متر و به شكل مستطيلي كه يك طرف آن  88ك طناب به طول يبيشترين مساحت زميني كه مي توان توسط ) 12
 صور نمود چندمتر مربع است؟حرودخانه است م

 )91( كنكور رياضي خارج كشور
 
1(958    2( 968     3( 978       4(988     

 2جواب: گزينه
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 تمريناتي براي تلاش بيشتر:

  .كنيد محاسبه را33 عددي مقدار باشندx2+2x-5=0 معادله هاي ريشه βواگر)1
 
و هر دو ريشه  m مقدار است ديگر ريشه از بيشتر واحد دو ها ريشه از يكي 0x+m=16-2x4در معادله درجه دوم )2

 معادله را بيابيد.
 
 عبارت عددي مقدار معادله حل بدون  باشند 1x+4-2x=0معادله درجه دوم هاي ريشه βواگر )3
 . كنيد راتعيين1212 
 
 :باشيم داشته و باشند 1m+4(-x2-2mx=(0 معادله هاي ريشه βواگر )4

11)=β+1(β)++1( مقدار m .را بيابيد 

 كنيد تعيين راβ+ عددي مقدادβو دون محاسبهباشندب 4x+7-2x=0معادله هاي ريشهβواگر)5
 
 عبارت حاصل معادله حل بدون باشند x4+2x-3=0معادله  ريشه هاي βواگر)6

A=
3 3

2 4 2 2 4  ) فرزانگان شهر قائم( .بيابيد را 2
 
 كه معادله درجه دومي تشكيل دهيد)7

 دوواحدبيشترباشد. 6x+2=0 2+برابرعكس ريشه هاي معادله3ريشه هاي آن از
 
را چنان تعيين كنيد كه ريشه هاي معادله  m مقدار  +x+4(m+ -2)x1(m(m3-1=0در معادله درجه دوم)8

 .معكوس يكديگر باشند
 
 واحد بيشتر از ريشه هاي معادله 4معادله درجه دومي تشكيل دهيد كه ريشه هاي آن )9
  0=6x+5-2x اشند.ب 

 
 

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 هندسه تحليلی وجبر-٢آموزش رياضی

٤٢ 
 

 درس سوم: معادلات گويا و معادلات راديكالي: 

مي رخ ميدهد كه نسبت بخش بزرگتر به ا) : اين نسبت در رياضيات و هنر هنگ Golden ratio(  نسبت طلايي:
 بخش كوچكتر برابر با نسبت كل به بخش بزرگتر باشد.

 
 
 
 

 
1 = 1  x2=x+1  x2 –x -1 =0  =5 

x= 1 5
2  

1
1 5

2 طلايي نسبت

2
1 5

2

  

1عدد  5
2  به عدد طلايي معروف است. 1/618 

يكي از زيبايي هاي دنياي رياضي است كه در گوشه و كنار اين دنياي بزرگ از اندام هاي بدن  618/1: عدد خواندني
انسان تا آثار برجسته و مشهور هنري و معماري در سطح دنيا و حتي نحوه ي رشد دانه هاي گل آفتابگردان مي توان 

حاصل تلاش دانشمنداني از جمله اقليدس ، لوكاپاچيولي  618/1كرد. عدد طلايي يا نسبت طلايي ردپايي از آن پيدا 
و لئوناردو فيبوناتچي است. محققان بر اين باورند زيباترين سطوح و اشكال آنهايي است كه نسبت طلايي در آنها به 

قارن و زيبايي خاصي هستند كه از نظر كار رفته باشد. اجسام و اشيايي كه با اين نسبت ساخته مي شوند داراي ت
 چشم انسان بسيار زيبا جلوه گر مي شوند.

 حوزه هاي مختلف وجود نسبت طلايي:
اگر در پاره خطي ، نسبت قسمت بزرگتر به كوچكتر برابر با نسبت كل خط به قسمت بزرگ باشد اين نسبت  -1

 مي باشد. 618/1قطعا عدد طلايي و برابر 
عددي (ثابت) مثبت است كه اگر به آن يك واحد اضافه كنيم ،  عددطلايي قرار است كهتعريف ديگر از اين  -2

تعبير هندسي اين مورد مستطيل طلايي مي باشد كه عبارت است از  )a+2a=1 (به مربع آن خواهيم رسيد
 مستطيلي به مساحت واحد كه عرض آن يك واحد كمتر از طول آن است.

از نسبت طلايي در آن پيدا مي كنيد دنباله فيبوناتچي است. در اين دنباله  يكي ديگر از حوزه هايي كه نشاني -3
 كه عبارت است از

 1و1و2و3و5و8و13و21... و 
را در نظر بگيريم و هركدام را به عدد ماقبل خود تقسيم كنيم شاهد اعدادي بسيار نزديك به  2اگر اعداد پس از 

عدد حاصل به نسبت طلايي  متر اين تقسيم را ادامه دهيخواهيم بود. هرچه بيش 618/1عدد نسبت طلايي يا 
 نزديكتر مي شود.

 از رأس (گوشه) هر مربع يك كمان به شعاعي برابر نحوه ترسيم مستطيل طلايي و مارپيچ طلايي يا فيبوناتچي:
 ضلع آن مربع رسم مي كنيم. به اين مارپيچ به دست آمده اسپيرال لگاريتمي هم گفته مي شود. 

A 

x+١ 

B 

١ x 
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بسياري از ساختارهاي هستي از مارپيچ هاي دي ان اي گرفته تا مارپيچ گوش انسان ، حلزون ، ساختار مارپيچي * در 
كهكشان ها و تمام زيبايي هاي طبيعت از جمله برگ هاي درختان ، خطوط و نقش و رنگ روي پرهاي طاووس و 

 مارپيچ هاي آفتابگردان اين نسبت رعايت شده است.
ري باستان و معاصر ايران و جهان نيز كاربرد دارد. از جمله مي توان به هرم جيزا در مصر ،برج * اين عدد در معما

آزادي در تهران ،قلعه دالاهو در كرمانشاه ، بناي بيستون كرمانشاه و مقبره ابن سينا در همدان اشاره كرد. براي مثال 
. با ده كه اعداد چهارم و پنجم دنباله فيبوناتچي اندابعاد بناي بيستون كرمانشاه پنج كيلومتر در سه كيلومتر ذكر ش

 مي رسيم كه بسيار نزديك به عدد طلايي است. 6/1تقسيم اين دو عدد به عدد 
* اين عدد در بدن انسان نيز بسيار كاربرد دارد. زيبايي چهره ، زيبايي خنده ، تناسب اندام و خوش تيپي همه و همه 

سان است. اگر نگاهي به تاريخچه عدد طلايي بيندازيد مي بينيد لئوناردو داوينچي از شاهكارهاي الهي در آفرينش ان
اولين نفري است كه نسبت دقيق استخوان هاي انسان را اندازه گيري و ثابت كرد اين نسبت ضريبي از عدد طلايي 

حاصل  بالاي سر تقسيم و د فاصله انگشتان پا تا ناف را بر فاصله ناف تايتناسب اندام خود مي توان شاست. در سنج
نزديكتر باشد به اين معني است كه تناسب اندام خوبي  618/1مقايسه كنيد. هرچه اين عدد به  618/1را با عدد 

 داريد. چنين نشانه هايي كه در آنها مي توان به نسبت طلايي رسيد در بدن انسان بسيار زياد است.
 *كاربرد نسبت طلايي در معماري ايراني:

63است كه  42و عرض آن  63طول بنا برج و ميدان آزادي :  -1
و به عدد طلايي نزديك مي باشد. سبك  1,5= 42

 هامال با آن يمنحن كه است ياسلام و يساسان و يهخامنش سبك از يقيتلف كه استمعماري آن نيز طاق بزرگي 
 .دينمايم يتداع را باستان رانيا معماري يكسر طاق از

 گسن لاشه و قلوه با متر چهار عرض و لومتريك مين و دو طول به استحكامات از يخط :كرمانشاه دالاهو، قلعه -2
 شكل يارهيدا مين يهابرج از يامجموعه با واريد نيا يخارج ينما سرتاسر. سازديم را گچ واريد ملات همراه به

4ميدانيم. استشده تيتقو
2  .است ييطلا عدد همان كه 1,6= 5

5كه . لومتراستيك 3 عرض و لومتريك 5 طول به :يهخامنش دوره از ستونيب-3
 18 يكار برجسته ابعاد و 1,6= 3

 .هستند يبوناتچيف اعداد دو هر كه دارد يبلند) cm170( نچيا 8 و پا 5 وشيدار قامت كه پاست 10 در

 نسبت طورنيهم و نهاآ عرض به درها سر ارتفاع نسبت كه است ناي ديجمش تخت در يمعمار يهنرها از يكي -4
 عتيطب در هك است هندسه در يمهم نسبت ييطلا نسبت. است ييطلا نسبت ستون دو نيب فاصله به هاستون ارتفاع
 .است يمعمار در باستان انيرانيا هنر نشانگر نيا. دارد وجود

 متر 110 پل نيا يبلند. شد بنا كوه سواد مجاورت در ورسك رودخانه يرو بر پل نيا: مازندران در ورسك پل -5
110.( باشديم متر 66 آن قوس طول و است

66  =1,6( 

 يهاهيپا و) يبوناتچيف چيمارپ( مدور پله كه قرارگرفته شكل مربع يتالار وسط در آرامگاه :نايس ابن مقبره -6
 3,2 ارتفاع به يدر با وانيا. است متصل وانيا به يسراسر پله سه با اطيح سطح. اندكرده احاطه را برج گانهدوازده

 )2/3÷9/1=6/1(  است متصل آرامگاه يسرسرا به متر 1,9 عرض و متر
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 خانهكتاب كه شمال در يكي و است اجتماعات و يسخنران تالار كه جنوب در يكي دارد قرار تالار دو سرسرا طرف دو در 
 )45/9÷75/5=6/1(است متر 75/5 آن عرض و متر 45/9 كتابخانه تالار طول. است آرامگاه

 وهيش 5 دژ نيا. است شده ليتشك قسمت 2 از و داشته عرض متر 200 و طول متر 300 بنا نيا :بم ارگ -7
 .)هستندي بوناتچيف دنباله اعداد 5 و 2 و 3( دارد خام خشت از يساختار

 ييطلا نسبت كه است باور نيا بر وتيال سونيج :سندهينو ر،ياخ كتب در :االلهلطف مسجد و جهان نقش دانيم -8
 .استگرفته قرار استفاده مورد االلهلطف مسجد مجاورت در و جهان نقش دانمي طراحان توسط

 تنسب نيا كه ميشويم متوجه رعماديم كلمات و حروف قاطع تياكثر يبررس با :يحسن رعماديم ييخوشنو -9
 است ييطلا لمستطي ميترس يمبنا كه درجه 448/63 هيزاو و دارد وجود هاواژه و حروف پود و تار در الگو كي عنوان به
 .دارد كنندهنييتع يحضور قلم، رانش ادامه و يگذارقلم شروع در
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ابتدا مخرج ها را تجزيه مي كنيم و سپس دو طرف تساوي را در كوچك ترين مضرب مشترك  حل معادلات گويا:
 (ك م م) مخرج ها ضرب مي كنيم تا معادله از شكل كسري خارج شود و سپس به شيوه هاي آموخته شده

 ، مربع كامل و ...) آن را حل مي كنيم. ∆( تجزيه ،

ا صفر كنند و همچنين اين جوابها بايد در معادله اوليه صدق توجه:جواب هاي بدست آمده نبايد مخرج كسرها ر
 كنند در غير اينصورت قابل قبول نيستند.

توجه:مي توان ابتدا دامنه معادله گويا را يافت و سپس اگر جواب معادله در دامنه وجود داشت قابل قبول و در غير 
 اينصورت قابل قبول نيست.

 د.مثال: معادلات گوياي زير را حل كني
2 3

1  - 2 3
1  = 

10
2  (الف  1

(x+1)(x-1) : ك م م  (x-1)(x+1) 2 3
1  - (x+1)(x-1) 2 3

1  =  

1x= 10x=1010= 3-x3x+2+2x2- 3+x3x+2+2x2 10
1 1)1-)(x1(x+  

   
 چون مخرج كسر اول را صفر مي كند قابل قبول نيست.

 
2 (ب 3

2 2 - 
5

2 1 = 2 3
2 2      2x-2=2(x-1) ,   x2-1= (x-1)(x+1) 

  
 2x+2=2(x+1)   (x+1)(x-1)2 : ك م م  
 

 2(x-1)(x+1) 2 3
2 1  - 2(x-1)(x+1) 5

1 1  = 2(x-1)(x+1) 2 3
2 1  

3+x3-x2-2x2= 10- 3+x3x+2+2x2 

5x-10=-5x 10x=10 x=1 , 2(x-1)(x+1)=0 1 0 1
1 0 1 

                  D=R-{1,-1} 
 

 در دامنه وجود ندارد قابل قبول نيست. 1چون 

 (ج
2 2 2

2 2  - 1  = 1
2 

x(x-2) : ك م م x(x-2)=0 0
2 0 2        D=R-{0،2} 

x(x-2)
2 2 2

2  - x(x-2) 1  = x(x-2) 1
2 

x2-2x+2-x2 +2x –x +2= x2 -x   2 4 2     
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كسر را صفر  2مخرج  2چون در دامنه نيست قابل قبول نمي باشد و اگر دامنه را محاسبه نكرده باشيم چون عدد  2
 مي كند قابل قبول نيست.

 
 سوال: معادلات گوياي زير را حل كنيد.

2 (الف
2 - 

2
2 = 8

2 4  
)                           92(فجر ايرانيان استانبول  حسابان دي  

 
 
 

1 (ب
1 - 

1 = 1
1 - 

1
2 

  
 
 

(ج  3 2
2  - 1

2 = 3
2 7
2 4                                     

 
 
 

 
+، معادله  aمثال: به ازاي چه مقدار   است؟ x=2داراي جواب =

 قرار ميدهيم: 2عدد  xبه جاي 
2

2 + 2
2 = 2 4 2 2

2 2 = 2   
  
4+(a-2)2=a(a-2) 4+a2-4a+4=a2-2a  2a=8 a=4 
 

4   معادله kسوال: به ازاي چه مقداراز
15 2

5 = 1  } است؟4داراي مجموعه جواب { -
 
 
 
 

3معادله  kسوال: به ازاي چه مقدار از  = 5
2 4  } است؟5داراي مجموعه جواب {  
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 حل معادلات راديكالي:

كه يك عبارت راديكالي  كنيمجملات را طوري در طرفين تساوي جابه جا  يمبراي حل يك معادله راديكالي مي توان
 يكالي خارج وبه تنهايي در يك طرف تساوي قرار گيرد. سپس با به توان رساندن طرفين معادله آن را از حالت راد

 معادله بدست آمده را حل كنيم.

 ممكن است نياز به بيش از يك بار استفاده از عمل توان رساني باشد.توجه:

 دنيستنو در غير اينصورت قابل قبول  اند جواب هاي بدست آمده در صورت صدق در معادله اوليه قابل قبولتوجه:

بل قبول بودن جواب را تشخيص داد اما بهترين راه براي معادلات مثل معادلات گويا مي توان از طريق دامنه قاتوجه:
 راديكالي با توجه به گستردگي حالت هاي متفاوت دامنه توابع راديكالي همان صدق جواب در معادله اصلي است.

 مثال: معادلات زير را حل كنيد.

+  (الف 5=5 

5 =5-  ( 5)2=(5- )2 x+5=25-10 +x 

10 20 2 ( )2=22 4

: امتحان 4+ 4 5=5 2+3=5 

 قابل قبول است. x=4بنابراين 

 x =-20- (ب

=x-20 
2 20 2 2 40 400

2 41 400 0 16 25 0 16 0 16
25 0 25  

x=16 16: امتحان 16 20 12 20  غ ق ق

x=25 25: امتحان 25 20 20 20  ق ق

(ج 2 5 = 13   

2 5
2

13 2 2+ 5 =13-x 5 =11-x

5 2= 11 2 x-5=121-22x+x2 x2-23x+126=0 

(x-14)(x-9)=0 14 0 14
9 0 9  
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(x=14) امتحان  2 14 5
9

 = 13 14 5 1  غ ق ق

(x=9) : امتحان  2 9 5
4

 = 13 9 2 2  ق ق

 سوال: معادلات زير را حل كنيد.

2 (الف 3 = 5            
 
 
 

                                       x + =6(ب
 
 
 
 
1 +2 (ج =x-3                         

 

1سوال: بدون حل معادله توضيح دهيد چرا مجموعه جواب  + 2  تهي است؟ 0=3+

 

 

1سوال: بدون حل معادله توضيح دهيد چرا مجموعه جواب  + تهي است؟ (كاردركلاس كتاب  0=2
 )23درسي صفحه

 

 

 باشد؟ (با راه حل) 2سوال: آيا عدد صحيحي وجود دارد كه جمع آن با جذرش برابر 

 

كدام  است؟     1 +3aعدد 4 2 2 =2 : اگر98تست كنكورتجربي  

(1   5/1                 2(5/2                    3(5/3                        4(5/4 

  4پاسخ:گزينه
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 تمريناتي براي تلاش بيشتر:

 معادلات گوياي زير را حل كنيد. -1

3 (الف
3 2 3 28 = 5

5 2 20 
 

(ب  3 5
2 5  + 4

5 = 1
 

 
 +2 (ج

5
3 1 = 2

3 1 2  

 
(د  1

1 - 2
2 = 

2 3
2 2                                     

 معادلات راديكالي زير را حل كنيد. -2

الف( 4 + 6254  = 2(1+ 4 (ج (  1
2 + 1

2  =2 
 

(ب  x 3- 6= 150- x 27  1(د
1  = 1-x 

 ) �د يمعادلات زير را حل كنيد. ( به تغيير متغير هم نياز دار -3

(الف  
2 3

6 2 + 2= 6 2
2 3  

 

(ب ( 
2 3
2 1 )

2+ 6
2 1 -7= 0 

 
2  (ج 4+ 2 1= 2 2 2 9  

 
 
8 (د 2 7+ 1 7= 4 

)96تعدادهاي درخشان علامه حلي دي(پرورش اس
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 فصل دوم : هندسه
 

 

 ترسيم هاي هندسي                                   

 استدلال و قضيه تالس                                                                                         

       ها     ثتشابه مثل                          
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 درس اول: ترسيم هندسه:
يك مكان هندسي مجموعه نقاطي است از صفحه كه داراي يك ويژگي معين هستند و هر نقطه ديگري كه تعريف: 

 oسانتي متر و به مركز  3داراي اين ويژگي باشد در اين مجموعه نقاط قرار دارد به عنوان مثال دايره اي كه شعاع 
 سانتي متر است. 3مركز برابر  رسم مي شود در واقع مكان هندسي نقاطي از صفحه است كه فاصله آنها تا

 توجه:هر واقعيت كه بديهي بوده و نيازمند استدلال نباشد را اصل مي نامند.

 به عنوان مثال:

 خط مي گذرد. بينهايتاز يك نقطه روي صفحه  -

 از هر دو نقطه متمايز روي صفحه فقط و فقط يك خط راست ميگذرد. -

 خط راست موازي آن مي توان رسم كرد.از هر نقطه خارج يك خط راست تنها و تنها يك  -

ه مي . البتهستندعمود منصف مكان هندسي نقاطي از صفحه است كه از دو سر يك پاره خط به يك فاصله  تعريف:
توان تعريف ساده تري نيز ارائه داد: هر خط كه بر وسط يك پاره خط عمود باشد عمود منصف آن پاره خط ناميده 

 مي شود.

 ريم:بنابراين تعريف دا

 هر نقطه روي عمود منصف تا دو سر پاره خط به يك فاصله است. -

پاره خط به يك اندازه باشد آن نقطه حتما روي عمود منصف پاره خط قرار  يكاگر فاصله نقطه اي تا دو سر -
 دارد.

سرپاره  بيش تر از نصف طول پاره خط باز كرده ، به مركزهاي دو كمي دهانه پرگار را به اندازه رسم عمود منصف:
 خط دو كمان مي زنيم. خط گذرا از نقاط تلاقي اين دو كمان عمود منصف پاره خط مفروض است.

 

 

 

 

B A 

d 

B A B A 
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توجه: اگر در يك مثلث هر سه زاويه حاده باشند محل تلاقي عمود منصف ها داخل مثلث است و اگر مثلث قائم 
ها دقيقا وسط وتر است و اگر مثلث زاويه منفرجه (باز) داشته باشد محل تلاقي الزاويه باشد محل تلاقي عمود منصف 

 عمود منصف ها نقطه اي در خارج از مثلث است.

رأس مثلث به يك فاصله است اين نقطه مركز دايره محيطي مثلث (  3توجه: چون محل تلاقي سه عمود منصف از 
 دايره اي كه از رأس هاي آن ميگذرد) است.

 )28رسم كنيد.(كتاب درسي صفحه  dعمودي برm روي آن داده شده اند از  mونقطهd  سوال:خط

 

 

 )28كتاب درسي صفحه رسم كنيد. ( dعمودي بر خط  pخارج آن مفروضند. از  p ونقطهd سوال:خط 

 

 )28كتاب درسي صفحه رسم كنيد. ( dخطي به موازات خط  pخارج آن مفروضند. از  p ونقطهd خط  سوال:

رسم مي كنيم اين  'dرا بر  ''dعمود  'dروي خط  p رسم مي كنيم. سپس از dرا بر خط  'dعمود  pابتدا از نقطه 
 موازي است زيرا دو خط عمود بر يك خط باهم موازي اند. dخط با خط 

 

 

نيمساز زاويه خطي است كه از رأس زاويه مي گذرد و آن را به دو زاويه مساوي تقسيم مي كند به عبارت  تعريف:
 ديگر: نيمساز يك زاويه در واقع مكان هندسي نقاطي در درون زاويه است كه از دو ضلع زاويه به يك فاصله اند.

 بنابراين تعريف داريم:

 فاصله باشد آن نقطه روي نيمساز زاويه قرار دارد. هر گاه نقطه اي از دو ضلع زاويه اي به يك -

 هر نقطه روي نيمساز يك زاويه از دو ضلع آن زاويه به يك فاصله است. -

 رسم نيمساز يك زاويه:

ابتدا از رأس زاويه كمان دلخواهي مي زنيم تا اضلاع زاويه را در دو نقطه قطع كند سپس سوزن پرگار را روي اين دو 
درصفحه بعد كمان مي زنيم و در نهايت محل برخورد دو كمان را به رأس زاويه وصل مي كنيم.نقطه گذاشته و دو 

 ترسيم شكل نشان داده شده است.

d'' 

d 

d' 

p 
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 محل تلاقي سه نيمساز داخلي همواره داخل مثلث است.درهرمثلث : توجه

نقطه روي نيمساز از دو ضلع زاويه به يك فاصله است بنابراين محل تلاقي سه نيمساز داخلي هر : چون هر توجه
 مثلث از هر سه ضلع مثلث به يك فاصله است.

است كه بر هر سه ضلع مثلث مماس  اي :محل تلاقي سه نيمساز داخلي مثلث مركز دايره محاطي داخلي (دايرهتوجه
 است) مثلث مي باشد.

محاطي خارجي (دايره هايي كه به يك ضلع و امتداد  ايهه خارجي مثلث مركز داير هايقي نيمساز: محل تلاتوجه
 دو ضلع ديگر مماس است) مثلث مي باشد.

سانتيمترازآنرا تشكيل kدرطرفين آن وبه فاصلهdهستند دوخط موازيdسانتيمترازخطk:تمام نقاطي كه به فاصلهتوجه
 ميدهند

هستنددايره  pسانتي مترازaقرارداشته باشد:الف)تمام نقاطي كه به فاصلهdمترازخط سانتيkبه فاصلهp:اگرنقطهتوجه
 راتشكيل ميدهندaوشعاعpاي به مركز

وبه مركز سانتيمترaبرخورددايره ايست به شعاع هاي هستند محل pسانتي مترازنقطهaبه فاصله كهdب)نقاطي ازخط
pباخطd 

 

 

 

 

 

y 
B

x 

A

O

y 
B

x 

A

O

y 
B

x 

A

O

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir ���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 هندسه-٢آموزش رياضی

٥٤ 
 

 نكات كليدي:

يك مثلث در حالت كلي يك دايره محيطي دارد كه مركزش محل برخورد سه عمود منصف اضلاع مثلث است.  -1
دايره  3همچنين يك دايره محاطي داخلي دارد كه مركزش محل برخورد سه نيمساز داخلي مثلث است. همچنين 

مساز دو زاويه خارجي دو رأس محل برخورد نيمساز داخلي يك زاويه و ني هريكمحاطي خارجي نيز دارد كه مركز
 ديگر است.

و شعاع هاي  rرا مساحت مثلث و همچنين شعاع دايره محاطي داخلي را با  Sرا نصف محيط مثلث و  pاگر  -2
 نشان دهيم داريم: ar  ،br  ،crدايره هاي محاطي خارجي را با 

ra=                   ,             rb=            ,            rc=  

1 = 1 1 +و همچنين:   =r:درنتيجهs=prويا 1 + 

 ميانه نظير يك رأس ، پاره خطي است كه ضلع مقابل به آن را به دو قسمت مساوي تقسيم مي كند. -3

 ميانه هر رأس از نصف مجموع دو ضلع مجاور خود كوچكتر است. -4

يك مثلث قابل رسم است هرگاه مجموع هر دو عدد دلخواه از اين سه عدد از ديگري بزرگتر   c,b,aبا سه عدد  -5
 باشد.

از 23 مثلث مركز ثقل مثلث است همچنين ميانه هاي هر مثلث همديگر را به نسبت  هر محل تلاقي ميانه هاي -6
  از پاي ميانه قطع مي كنند. به عبارت ديگر:13 و رأس 

1(ميانه) 
2)فاصله وسط هرضلع تا محل تلاقي و(ميانه = 3

  فاصله رأس تامحل تلاقي ميانه ها = 3

رسم مثلث در حالتي كه دو ضلع از آن مشخص اندو زاويه اي كه بين آن دو ضلع نيست نيز مشخص است. در   -7
 اين صورت دو حالت داريم:

 حالت تنهايك مثلث قابل رسم است.حالت اول)زاويه داده شده روبه رو به ضلع بزرگتر است:در اين 

است: در اين حالت براي پيدا كردن تعداد حالات ممكن رسم  كوچكتر) زاويه داده شده رو به رو به ضلع دومحالت 
 مثلث از قضيه سينوس ها استفاده مي كنيم.

 معلوم باشند: و cوbمثلا اگر 

 =  

1 نيست رسم قابل مثلثي
1 است رسم قابل مثلث يك
1 است رسم قابل مثلث دو
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 در حالت هاي : ض ز ض ، ض ض ض، ز ض ز تنها يك مثلث منحصر به فرد مي توان رسم كرد. -8

اگر در مثلثي هر سه زاويه حاده باشند محل تلاقي ارتفاع ها داخل مثلث است و اگر مثلث قائم الزاويه باشد محل  -9
 ارتفاع خارج مثلث است. 3تلاقي سه ارتفاع رأس قائمه است و اگر مثلث داراي زاويه منفرجه باشد محل تلاقي 

        به صورت  rوشعاع (a,b)معادله دايره اي به مركز-10

2= 2  +  مي باشد        2

قرارداردياخيرازنكته شماره  (2-,0)سانتي مترومركز3روي دايره اي به شعاع  (1،3)توجه:براي آنكه ببينيم نقطه
  استفاده ميكنيم.10

 

 قدرت  بخشش                                                :   بينديشيم

به مسافري رسيد كه گرسنه بود.مرد خردمند كيفش را باز كردتادرغذايش  .سفر ميكرد مرد خردمندي دركوهستان
واز او خواست كه آن  با مسافر شريك شود.مسافرگرسنه سنگ قيمتي وزيبايي رادر كيف او ديدازآن خوشش آمد

 سنگ را به وي بدهد.

نكه شانس به او روي كرده بود از مرد خردمند هم بيدرنگ سنگ را به او داد.مسافر بسيار شادمان شد واز اي
 خوشحالي سر از پا نميشناخت.

اوميدانست كه جواهر به قدري باارزش است كه تا آخرعمرميتواند راحت زندگي كندولي چندروز بعد مردمسافربه راه 
 افتادتاهرچه زودترآن مرد خردمند را پيداكند.

بلاخره هنگامي كه اورايافت سنگ قيمتي را به او پس دادوگفت:خيلي فكر كردم .ميدانم اين سنگ چقدر با ارزش 
ن را به م محبتياست اماآن را به تو پس ميدهم بااين اميد كه چيزي ارزشمندتر ازآن به من بدهي.اگر ميتواني آن 

 .بده كه به تو اين قدرت را داد كه اين سنگ را به من ببخشي
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 تست:

 شعاع دايره محاطي داخلي و خارجي به ترتيب عبارتند از: 12در يك مثلث متساوي الضلاع به محيط  -1

1(                            3 6 2, 2 3 3  2 (         2 3, 6 3 

3(                                 2 3 3,2 34( 2 3 , 6  

 3جواب : گزينه

 حل كنيد. 2با استفاده از نكته 

 ضلاع است سه شعاع دايره محاطي خارجي برابرند.توجه: چون مثلث متساوي الا

 

 مثلث به يك فاصله است؟ راسكدام نقطه درون مثلث از سه  -2

 ) محل برخورد ميانه ها2                                  ها) محل تلاقي نيمساز1

 ها ) محل تقاطع ارتفاع4                         ) محل تقاطع عمودمنصفها  3

 .به صفحه توصيف عمود منصف مراجعه كنيد3پاسخ:گزينه

 چند نقطه درون مثلث وجود دارد كه از سه ضلع به يك فاصله است؟ -3

1 (1                          2 (2                           3 (3                                  4 (4 

 .به توضيحات نيمسازهامراجعه كنيد1پاسخ:گزينه

 

 وين داير                                               بينديشيم:

 :بدانيد كه شما هيچ گاه در جايي گير نميكنيد و در جا نمي زنيد ومحبوس نمي شويددكتر وين داير

 مگر آنكه خودتان بخواهيد
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 درس دوم: استدلال و قضيه تالس

نبايد صفر باشد چون تقسيم كردن يك عدد  b كه عبارت است از كسر  bو  aنسبت بين دو عدد  نسبت و تناسب:
 صفر نيستند) يك تناسب ناميده مي شود. dو c( كه و  بر صفر معني ندارد. تساوي بين دو نسبت 

 صفرنيستند) a,b,c,d(بافرض اينكهويژگي هاي تناسب:

1)  =   ad = bc 

 ضرب كنيد. bdبراي اثبات طرفين سمت چپ را در 

 اين خاصيت را طرفين وسطين مي نامند.

2) ad = bc   =   

 .......…………………با توجه به قسمت قبل براي اثبات بايد سمت چپ را 

 (تبديل حاصل ضرب به تناسب)

3)  =    =   

 (معكوس كردن تناسب)ضرب كنيد. چپ را در  تساوي سمتبراي اثبات طرفين 

4)  =    =  

 (جابجايي طرفين)ضرب كنيد. سمت چپ را در  تساوي براي اثبات طرفين

5)  (جابجايي وسطين) =    = 

 ضرب كنيد سمت چپ رادربراي اثبات: طرفين تساوي  

 

6) ) در صورت تركيب نسبت                               =    =  ) 

 براي اثبات طرفين تساوي سمت چپ رابا1 جمع كنيد.

  

7)  (تركيب نسبت در مخرج)                                   =    = 

 3را به طرفين تساوي اضافه كنيد و باز از شماره  1استفاده كنيد و سپس عدد  3ابتدا ويژگي شماره براي اثبات 
 استفاده كنيد.
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8)    ( تفاضل نسبت در صورت  )                                 =    = 

 كمك بگيريد. 6با يك تغيير كوچك از اثبات شماره براي اثبات 

 

9)  (  تفاضل نسبت در مخرج  )                                 =    = 

 

 كمك بگيريد. 7براي اثبات با يك تغيير كوچك از اثبات شماره 

 در هريك از موارد زير مقادير مجهول را بيابيد. سوال:

1)18  = 37  

2) 9
12 = 20 = 21 

3) 4
1 = 2

3 2 

تذكر: نسبت با كسر فرق دارد زيرا: در كسرها مي توان جنس و واحد آنرا قيد كردامانسبت ها مطلق اند و واحد ندارند 
3مثلا: 

2يا متر 4
3هايي از كسرند اما نسبت  پاره خط نمونه3

 30دومي چهار است ، اگر اولي سه باشد يعني اگر اولي 4
 است و ... 12باشد دومي  9است، اگر اولي  40باشد دومي 

تذكر: در كسرها صورت و مخرج عدد صحيح اند ولي در نسبت ها لازم نيست چنين باشد به عبارت ديگر صورت و 
 د باشند.نمخرج نسبت ، عدد كسري و راديكالي هم مي توان

متر است.  1متري را روي زمين به طور قائم نصب كرده ايم در يك ساعت از روز سايه اين چوب  2مثال: يك چوب 
متر است.  3تا پاي درخت  ز روز سايه اش درختي كاملا قائم در مجاور همين چوب قرار دارد و در همين ساعت ا

 طول درخت چقدر است؟

                مي شود پس تغييرات باهم متناسب اند زياديا به يك اندازه كم  در يك ساعت معينتوجه: سايه اشيا 
1
2 = 3

 x=6       

1نسبت سايه چوب به طولش 
 ( هردو قائم اند) پس متناسبند. 3و نسبت سايه درخت به طولش 2

 تومان خواهد بود؟ 80تومان باشد ، قيمت چند عدد از آن ،  400عدد از يك كالا  10سوال: اگر قيمت 
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 استدلال:

استدلالي كه در آن با مشاهده و بررسي يك موضوع در چند حالت ، نتيجه كلي از آن گرفته مي  استدلال استقرايي:
 استقرايي ناميده مي شود. استدلال از جزء به كل مي رسيم به عبارت ديگرشود 

 نتيجه اين استدلال قطعيت ندارد يعني نمي توانيم آن را تعميم يا عموميت بخشيم.

گنبدي شكل باشند نمي توان نتيجه گرفت كه همه  ي وروديده اي شويم كه خانه هابه عنوان مثال اگر وارد دهك
خانه هاي آن دهكده گنبدي شكل است به عبارت ديگر: اگر تا صدخانه را بررسي كنيم و نتيجه گنبدي بودن آنها 

 گنبدي شكلند.دهكده خانه آن  250باشد نمي توانيم تعميم دهيم كه مثلا هر 

روش نتيجه گيري كلي بر مبناي حقايقي است كه درستي آنها را پذيرفته ايم مثل : جمع زاويه  :استنتاجياستدلال 
 درجه است. 180هاي داخلي هر مثلث 

 توجه: نتايج مهمي كه از استدلال استنتاجي به دست مي آيند قضيه ناميده مي شوند.

كمتر باشداندازه اين دو زاويه رابرحسب درجه  15°برابرديگري  2متمم يكديگرنداگراندازه يكي ازو سوال: دو زاويه 
 بدست آوريد 

 

 

 

اگر خطي با يك ضلع مثلث موازي باشد و دو ضلع ديگر را قطع كند ،نسبت پاره خط هايي كه روي يك  قضيه تالس:
 ارت ديگر:ضلع پديد مي آورد ، برابر است با نسبت پاره خط هايي كه روي ضلع ديگر ايجاد مي كند به عب

  = آنگاه   باشد BCموازي  EF، اگر در مثلث 

 

 

 

 

 عمود مي كنيم در اين صورت داريم: ABرا بر  FDوصل كرده و پاره خط  Bبه  Fاز اثبات:

 1
 مساحت   2

1
 مساحت    2

B 

E F 

A 

C 

D 

B

E F

A

C
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 حكم ارتفاع دو مثلث را دارد.) (در واقع 

 
مساحت
 �  = مساحت

 عمود مي كنيم. ACرا بر  EGوصل كرده و پاره خط  به  انجام ميدهيم يعني از  همينكار را اينبار از رأس 

 

 

 

  را دارد.) EFCو  AEFحكم ارتفاع دو مثلث  EG( در واقع 

 
مساحت
 = مساحت

1
2
1
2

 = � 

باهم برابرند بايد نشان دهيم مساحت �و �براي آنكه نشان دهيم طرف هاي دوم تساوي هاي اكنون 
 باهم مساوي اند بنابراين:و

 را رسم مي كينم. و  بر امتداد اين پاره خط عمود هاي Cو را از دو طرف امتداد مي دهيم. از  EFپاره خط 

 

 

HJچون  =و     و طبق قضيه90 =

=خطوط موازي   مستطيل است. ( چهار زاويه قائمه) پس چهار ضلعي  90 =

 ( اضلاع روبرو در مستطيل باهم مساويند.) در نتيجه : 

مثلث مساحت 1
2

مثلث مساحت 1
2

 �مساحتهابرابرند   

�,�,�    

 

 

 

 

B 

E F 

A 

C 

G

B

E F

A

C

H J 
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   تالس: 1نتيجه

 

                                EF
تالس

 
مخرج در بتنس تركيب

 

   

 

 تالس: 2نتيجه

 

                              EF
� نتيجه

�

 كنيمرسم مي  خطي موازي  Eاز 

                              ED
� نتيجه

� 

 متوازي الاضلاع است ( اضلاع دو به دو موازي اند) EFCDاز طرفي چهارضلعي 

 را به صورت زير بازنويسي مي كنيم:�پس رابطه EF=DCبنابراين : 

� ��  

توجه: اگر فرض و حكم يك قضيه را جابجا كنيم آنچه حاصل مي شود عكس قضيه است كه ممكن است درست يا 
 نيد:كنادرست باشدبه مثال زير توجه 

 قضيه: اگر مثلثي متساوي الساقين باشد آنگاه زاويه هاي رو به رو ساقها باهم برابرند.

 باشند آنگاه مثلث متساوي الساقين است.عكس قضيه: اگر زاويه هاي روبه رو به ساقها برابر 

: عبارت هايي كه به صورت اگر و آنگاه بيان مي شوند ( جمله هاي شرطي) قضيه هاي شرطي ناميده مي توجه
شوند. قضيه هاي شرطي در هندسه داراي نقش مهمي هستند و اغلب براي سادگي بيان ، قضيه شرطي ، قضيه 

 ناميده مي شود.

EF  =  

B

E F

A

C
D

EF  

B

E F

A

C
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قضيه شرطي خود يك قضيه شرطي باشد آنگاه اين دو قضيه شرطي را مي توان به صورت توجه : اگر عكس يك 
ناميده مي شود. در واقع قضيه دو شرطي زماني نوشته مي  قضيه دو شرطييك قضيه بيان كرد. چنين قضيه اي ، 

 شود كه قضيه و عكس آن هر دو درست باشند.

 و تنها اگر زاويه هاي رو به رو به ساقها باهم برابر باشند.: يك مثلث متساوي الساقين است اگر  قضيه دو شرطي

 مي باشد. توجه : نماد قضيه دو شرطي به صورت 

معمولا براي اثبات قضيه ها به طور مستقيم از داده ها كه همان فرض ها هستند شروع مي كنيم و با  برهان خلف:
ي كه درستي آنها را پذيرفته ايم برقراي حكم را نشان استفاده از ساير قضيه ها و اصل ها و تعريف ها يعني حقايق

مي دهيم. با اين حال، براي اثبات بعضي از قضيه ها نمي توان به سادگي به طور مستقيم پيش رفت و راه غير 
 مستقيم (برهان خلف) را مدنظر قرار مي دهيم.

درست باشد اساس روش اثبات غير توجه: اين حقيقت كه يك عبارت رياضي نمي تواند همزمان هم درست و هم نا
 مستقيم است.

توجه: براي اثبات به روش برهان خلف ابتدا فرض مي كنيم حكم درست نباشد ( فرض خلف) پس نقيض حكم 
درست است بنابراين نشان مي دهيم نقيض حكم با حقايق دانسته شده يا فرض اوليه در تناقض است و در نهايت با 

 ه مي گيريم كه حكم درست است.نادرست بودن نقيض حكم نتيج

aسه خط راست باشند بطوريكه: cو a ،bمثال: با استفاده ازبرهان خلف نشان دهيد اگر  b  وc  b  آنگاهa  c 

aفرض مي كنيم   c  ( فرض خلف) پس خطa  يا( امتداد آن) خطc  (يا امتداد آن) را قطع مي كند و چونc  

b  پس خطb  را نيز قطع مي كند و اين متناقض است با فرضa  b  بنابراين فرض خلف اشتباه بود و .a  c  . 

+2 گنگ است . با استفاده از برهان خلف ثابت كنيد 5مثال: مي دانيم   )84گنگ است. (نهائي جبر دي 5

+2فرض مي كنيم   شت:گنگ نباشد پس گوياست و مي توان آن را به صورت يك عبارت كسري نو5

2+ 5 =  5 =  -2 5 = 2  

گنگ است و نمي تواند برابر يك عدد گويا شود چون به تناقض 5و اين عبارت تناقض است زيرا طبق فرض 
+2 رسيديم نتيجه ميگيريم:   گنگ است.5

+1عددي گنگ است ثابت كنيد3سوال:   گنگ است.(برهان خلف) 3
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 )79است. (نهائي جبر دي ماه 2آنگاه  10y=2+3xو  1yمثال: با استفاده از برهان خلف ثابت كنيد اگر 

 قرار مي دهيم: 2عدد  ( فرض خلف) پس در عبارت به جاي  2فرض مي كنيم 

23+2y =10 2y =10-8  2y =2  y =1 

yو اين با فرض اوليه (  2) در تناقض است پس حكم برقرار است يعني 1

BDباشد اگر  ABCدر مثلث نيمساز زاويه  ADسوال: فرض كنيد  CD  ثابت كنيدAB C  (برهان خلف) 

 

 

 

 

 است.(برهان خلف) 3نيز مضربي از  nباشد ثابت كنيد  3مضربي از  2nمثال: اگر 

 مي باشد: 2يا  1برابر  3بر  nنباشد (فرض خلف) بنابراين باقيمانده تقسيم  3مضربي از  nفرض مي كنيم 

n=3k+1  n2=9k2+6k+1 n2 = 3(3 2 2 )+1= 3k' +1 

n=3k+2  n2=9k2+12k+4 n2 = 3(3 2 4 )+4= 3k' +4 

=3k' +3+1 = 3( 1)+1= 3k'' +1 

مضربي  nنيست و اين با فرض تناقض دارد. پس حكم درست است و  3مضربي از  2nدر هر دو حالت مي بينيم كه 
 مي باشد. 3از 

 ) . Nnزوج است (  nزوج باشد آنگاه  2nسوال: با استفاده از برهان خلف ثابت كنيد اگر 

 در نظر ميگيريم. 2k+1و نماد اعداد فرد را  2kراهنمايي: نماد اعداد زوج را  

 

  

B
D

A

C
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 قضيه تالس معروف است.نتيجه سوم به عكس  تالس: 3نتيجه

 را به گونه اي قطع كرده باشد كه داشته باشيم  ACو  ABپاره خط هاي  EFهرگاه پاره خط  

                             EF در اين صورت

رسم مي  EFخطي موازي Bاز  نباشدپس BCموازي EFميكنيمازبرهان خلف استفاده ميكنيم يعني فرض اثبات:
 قطع كند در اين صورت طبق قضيه تالس داريم:D را در نقطه  ACكنيم تا 

 

 

فرض طبق
    =   FD = FC 

موازي  BCباEFواين يك تناقض است زيرا است BCهمان BD منطبق است به عبارت ديگر  Cبر  Dيعني نقطه 
 EF موازيست پس از اول فرض خلف غلط بوده وBDنيست ولي با

 را حساب كنيد. xموازي است. به كمك قضيه تالس طول  BCبا  PQسوال: در شكل زير 

 

 

 

=   :    موازي است ثابت كنيد BCبا EFو FBبا  DE زيردر شكل سوال: در مثلث 

 
 

 

B

E F

A

C
D

x x-٣ 

B

P Q

A

C
x+١ x+٧ 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 هندسه-٢آموزش رياضی

٦٥ 
 

 مثال نقض:

 نتيجه به دست آمده حتما درست است. استدلال استنتاجي به ما اطمينان مي دهد كه

 اين جامعيت يكي از نشانه هاي اقتدار و زيبايي اين نوع استدلال است اما گاهي اتفاق مي افتد كه با مثالي، عموميت
 نتيجه اي كه حدس مي زنيم نقض مي شود بنابراين:

 گفته مي شود. مثال نقض دهد يك نتيجه گيري يا يك حدس كلي نادرست استمثالي كه نشان ميبه 

 توجه: براي نشان دادن درستي يك حكم كلي بايد آن را اثبات كنيم.

ن ، مثال نقض نيز نتوانيم ارائه دهيم ، توجه: اگر درستي يا نادرستي يك حكم كلي برما مشخص نباشد و براي رد آ
 نمي توان درباره درستي يا نادرستي آن حكم كلي نتيجه اي گرفت.

مثال: آيا هر عدد طبيعي را مي توان بصورت مجموع چند عدد طبيعي متوالي نوشت؟ اگر بلي چرا و اگر خير مثال 
 2خير مثلا عدد  پاسخ:        نقض بزنيد. 

 دو عدد گنگ هميشه يك عدد گنگ نمي شود. ض نشان دهيد مجموع مثال: با يك مثال نق

2
2   x+y = 2+ (- 2) = 0 

 توان دوم يك عدد هميشه از آن بزرگتر است صحيح نيست. عبارتسوال: با مثال نقض نشان دهيد

 

 اول است؟ n 2+3عبارت  nسوال: آيا به ازاي هر عدد طبيعي 

 

 رد ، عددي فرد است؟فسوال: آيا حاصلضرب هر عدد طبيعي در يك عدد 

 

 اره هاي زير را رد كنيد.زسوال: با يك مثال نقض گ

 الف) همه اعداد اول فرد هستند.

 ب) در هر مثلث ارتفاع ها درون آن قرار مي گيرند.

 )41وجود ندارد. ( كتاب درسي صفحه  127ج) هيچ عدد اول بزرگتر از 
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 تست:

3اگر ) 1 4  است؟ a+b+cچه كسري از  bعدد  5

1 ( 4                  2 (1
4                   3 (1

3                           4 (3 

3 4 5 4   12 4  b= 4
12 (a+b+c) =1

3 (a+b+c)   

3اگر ) 2
3باشد مقدار  4 3

 كدام است؟ 2

1 (10
21                 2( 21

10                3 (2                     4 (1
2 

3
4    

3 3
2

9 12
6 4

21
10

21
10 

 كدام است؟ MBاندازه  mN  BCو  EN  MC) در شكل مقابل 3

1( 6               2( 6/5                 3( 7               4 (7/5 

 

 

     
5 2

3  mB = 7/5 

 راه دوم:بااستفاده از فرمول :

2 =AE×AB 25 2 25 2 5 2 25 10 15
2 7 5 

محل تلاقي قطرها ، خطي موازي قاعده ها رسم مي شود ساق قائم را در  oدر يك ذوزنقه قائم الزاويه ،از نقطه  )4
A  و ساق مايل را درB  97چگونه است(كنكور تجربي قطع مي كند نسبت( 

 به اضلاع متغير) نسبت 4          1بزرگتر از )3            1) مساوي 2          1) كوچكتر از 1

 ايجاد شده تالس را بنويسيد.) هاي. (نياز داريد در  مثلث 2پاسخ: گزينه

 

B

m N

A

C

٣٣
E

A
E

٢
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(كنكورخارج كشور  كدام است؟BE اندازه AB=5 و  OA=3در شكل زير ، دو جفت پاره خط موازي اند و )5
 )94تجربي 

1 (13 1
3             2 (12 23               3 (11 13                     4 (10 23 

 1پاسخ : گزينه 

 

 از فرمول استفاده كنيد. 3يامثل تست استفاده كنيدو مثلث  2بار در  2از ق تالس 

 

در اين صورت طول پاره  2 =  = را بطوري اختيار مي كنيم كه N و  Mدو نقطه  AB=a) روي پاره خط 6
 چقدر است؟ mNخط 

1 (4                      2 (2                     3 (3                        4 (2
3 

  mN=AB-(Bm+AN)استفاده كنيد و اينكه  صورت. از تركيب نسبت در  3پاسخ: گزينه 

 

 

 

kو  k = ) اگر 7 2آنگاه حاصل  0 2 3 2

2 2 3  كدام است؟2

1 ( k                         2 (-k               3 (1                         4 (1- 

 ، و تركيب در صورت و مخرج نياز داريد. 2. توان  1پاسخ: گزينه 

  

E 

D 

B 

C 

A O 
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 تمريناتي براي تلاش بيشتر:

3 برقرار است حاصل  2n=4m=5tرابطه  tو  nو  mاگر بدانيم براي سه عدد  -1   را بدست آوريد 2
 قرار دهيد و ..) 2n=4m=5t =20k(بايد 

5اگر  -2
 را بدست آوريد. باشد مقدار  3

 سبت در مخرج و تفاضل نسبت در صورت استفاده كنيد.از خاصيت تركيب ن

5اگر  - -3 6 رامحاسبه كنيدوسپس مقدار عددي  x+y+z )ابتدا y,z)≠0 , xو 7

2 2  )96رابدست آوريد. (استعدادهاي درخشان علامه حلي دي ماه  2

5 توجه: ابتدا  6 7 =kتا x+y+z  را محاسبه كنيد سپس هركدام را جداگانه برابرk  قرار دهيد
 )kبدست آيند.( برحسب  zو  yو  xتا 

1اگر  -4
5باشد نسبت  3 2

5  شهيد بهشتي اهواز) -97ارديبهشت (را مشخص كنيد.  2

 mN  DC  ABدر شكل روبرو  -5

 ثابت كنيد 

(B)A  را به(D)C  مثلث 2وصل كرده و در 

 ايجاد شده تالس را بنويسيد.

  

A

m

D

B

N

C

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 هندسه-٢آموزش رياضی

٦٩ 
 

 درس سوم: تشابه مثلث ها
تعريف: دو مثلث را متشابه گويند ، اگر زاويه هاي نظير در آنها برابر و ضلع هاي نظير متناسب باشند مثلا: هر دو 

 مثلث متساوي الاضلاع متشابه هستند.

اگر خطي موازي يكي از اضلاع مثلث دو ضلع ديگر را قطع كند در اين صورت مثلث  قضيه اساسي تشابه مثلث ها:
 د مي آيد با مثلث بزرگ اوليه متشابه است.كوچكي كه به وجو

 طبق تعريف بايد ثابت كنيم اضلاع متناسب و زاويه ها برابر هستند: اثبات:

mN  BC
تالس تعميم

  � 

مورب

مورب  � مشترك   ,    

�,�    

 حالت هاي تشابه دو مثلث:

 ديگر برابر باشند دو مثلث متشابه اند.بادوزاويه ازمثلث هرگاه دو زاويه از مثلثي  -1

با اندازه هاي دو ضلع از مثلث ديگر متناسب باشند و زاويه بين آنها برابر هرگاه اندازه هاي دو ضلع از مثلثي  -2
 دو مثلث متشابه اند. دباش

 هرگاه اندازه هاي سه ضلع از مثلثي با اندازه هاي سه ضلع از مثلث ديگر متناسب باشند دو مثلث متشابه اند. -3

 را پيدا كنيد. yو  x.طول مثال: در شكل زير 

 

 

 

,  
فرض

مشترك
  

36
18

24 18
12 2 24 12 2 18

12 18 24 6

B

m N

A

C

B ١٢ D 

E 

١٨ 

x 
C 

٢٤ 

y 

A 

٣٦ 
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 سوال: در شكل زير:

 متشابهند.چرا؟و الف) آيا دو مثلث 

 را محاسبه كنيد. ب) مقدار 

 

 

 

 متشابهند. OBHو  ' OAHرا رسم مي كنيم ثابت كنيد دو مثلث  ' BHو  AHارتفاع هاي سوال: در مثلث 

 

 

 

 پاره خط هاي متناسب در دو مثلث متشابه:

 با نسبت تشابه است. برابردر دو مثلث متشابه نسبت ارتفاع هاي نظير  -1

 در دو مثلث متشابه نسبت ميانه هاي نظير برابر با نسبت تشابه است. -2

 در دو مثلث متشابه نسبت محيط ها برابر با نسبت تشابه است. -3

 نسبت تشابه است. توان دومدر دو مثلث متشابه ، نسبت مساحت ها برابر با  -4

سانتي متر و محيط  11و  8و  5برابر متشابه اند. اگر طول ضلع هاي مثلث و مثال: مثلث هاي 
 را بدست آوريد.سانتي متر باشد طول ضلع هاي مثلث  60برابر مثلث 

 بالا: 3 طبق شماره

 5 8 11 24
60

2
5

5+8+11 24 5 2
5 12/5

8 2
5 A'C'=20,      11 2

5 B'C'=27/5 

N 

m 

٢x+١ 
٢x+٥

E O 

F 

A

C B

O

H
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با اين مثلث متشابه است و طول سانتي متر است. مثلث  14و  9و  7برابر سوال: طول ضلع هاي مثلث 
 را محاسبه كنيد.سانتي متر است. محيط مثلث  21بزرگترين ضلع آن 

 محيط هاي آنهارابدست آوريد نسبتباشد25سوال: اگرنسبت مساحت هاي دومثلث متشابه

 

سانتي متر مربع باشد مساحت  50سانتي متر و مساحت مثلث كوچكتر  45و  25اگر محيط دو مثلث متشابه سوال: 
  آوريد.مثلث بزرگتر را بدست 

 

باشند كه  يم و  قائم الزاويه دو ارتفاع متناظر از دو مثلث متشابه 'A' Hو  AHسوال: پاره خط هاي 

4نسبت مساحت هاي آنها برابر 
 را بيابيد. xمقدار  است. 25
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 روابط طولي در مثلث قائم الزاويه:

 عبارتند از:وابطي كه برقرار است قائمه است در نظر بگيريم مهمترين ر Aرا كه در رأس اگر مثلث 

1) a2 = b2 + c2    (فيثاغورس) 

2) b2 = a m                       3) c2 = an 

4) h2 = m  n                      5) a h = b  c  

 

 با قضيه فيثاغورس آشنايي داريد و حتي كاربردش را بارها ديده ايد. اما روابط ديگر را اثبات مي كنيم:

 , :  3و2اثبات رابطه 
مشترك

90
  

 به حالت دوزاويه�

, 
مشترك

90
 � به حالت دوزاويه   

�   b2 = a  m 

�   c2 = a  n 

 بدين ترتيب عمل مي كنيم: 4براي اثبات رابطه 

�,�   h2 = n  m 

 تساوي زاويه ها به اين و توجه: در دو مثلث 

2 1 2 1  صورت است كه:                                                

 را به خود بگيرد متوجه تساوي زاويه ها خواهيد شد.)را بچرخانيد تا حالت قائم مثلث ( اگر مثلث  

اضلاع روبروي زاويه هاي به تساوي زاويه ها براي نوشتن درست نسبت هانيازداريم زيرا هرنسبت درواقع نسبت 
 مساويست.

 

c

A

CB H

h

mn

b١

١

١ ٢

٢

a
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 :5اثبات رابطه 
1
2
1
2

  1
2  = 1

2  =  

 )45(كاردر كلاس كتاب درسي صفحه  .را محاسبه كنيد eمقدار d=7 و  h=5در مثلث زير اگر  مثال:

h2 = de 25=7e e= 25
7  

 

 را بيابيد. hمقدار  c=3 و b=4مثال: اگر در مثلث فوق 

a2= b2 +c2  a2= 32 +42  a2= 9+16  a2= 25  a= 5   

bc=ha 12=5h h = 
12
5  

 مقادير خواسته شده را محاسبه كنيد.سوال: با توجه به مثلث زير در هر حالت 

 رابيابيد.c وbمقادير m=4،n=2الف) 

 

 رابيابيد.cو  a ،h مقادير b=5  ،n=2ب) 

 

 

 رابيابيد. bو m،aمقادير  c=10  ،h=3ج) 

 

 

 رابيابيد. mر مقداh=4  ، n=2د) 

 

 رابيابيد. hو aمقادير  c=8 ،b=4 ه) 

A 

C B d 

h 
c b 

e 

A

CB m

h 
c b 

n H
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 تست:

 كدام است؟ xارتفاع هر دو مثلث قائم الزاويه رسم شده است اندازه زير) در شكل 1

 

1 (300
169            2 (144

25             3  (25
13                  4 (144

13 

AB = x +12-  x BC2 =52 +122 = 144+25 = 169 BC=13 

AH.BC = 5 كنيم.در مثلث قائم الزاويه از روابط طولي استفاده مي  12                        

AH = 60
13 , : AB. AH' = AH2  60

13
2 =12x

3600
169
12

3600
12 169

300
169  

 استفاده كرديم. 2و  5توجه: از روابط طولي شماره : 

 چقدر است؟ mEF) در شكل زير محيط مثلث 2

1 (38             2 (                3(34                  4(36 

 1پاسخ: گزينه 

 

 محاسبه شود. EFرا در نظر بگيريد تشابه را بنويسيد تا  و دو مثلث 

 

 

 خوب بخواهيم                                                   :بينديشيم

دخترك طبق معمول هر روزجلوي ويترين كفش فروشي ايستاد وبه كفشهاي قرمز رنگ باحسرت نگاه كرد.بعد به 
بسته هاي چسب زخمي كه در دست داشت خيره شدوياد حرف پدرش افتاد:اگرتاپايان ماه هرروز بتواني تمام چسب 

زخمي رو كه داري بفروشي آخرماه كفش هاي قرمز رو برات ميخرم.دخترك به كفش ها نگاه كردوباخودش 
نفرزخم بشه تا...بعدشانه هايش رابالا انداخت وبه راه افتاد 100گفت:يعني من بايد دعاكنم هرروز دست وپاياصورت 

 وگفت:نه خدانكنه...اصلا كفش نميخوام

 .ودردو... نخواهيم ياد بگيريم هرگز براي كسي بدي

٣٦ 

M

P N 

E F
١٦ ٤ 

٨ 
١٢ 

C 
H 

٥ 

 
A 

x ١٢-x 
B 
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 تمريناتي براي تلاش بيشتر:

 در دو مثلث متشابه ثابت كنيد نسبت ميانه هاي نظير در آنها برابر است با نسبت تشابه دو مثلث  -1

 تشابه است.  تثابت كنيد در دو مثلث متشابه نسبت مساحت هاي آن دو مثلث برابر توان دوم نسب -2

 ALIهستند چرا دو مثلث  pR  ،pE  ،ERبه ترتيب نقاط وسط ضلع هاي  Iو  A  ،Lدر شكل زير ، نقاط  -3
 متشابه اند؟ pREو

 

 

است؟ ( استعداد هاي  باشد طول ضلع اين مربع چقدر AB=4و  AC=3مربع است. اگر  DEFG زيردر شكل  -4

60پاسخ:  )96درخشان علامه حلي دي 
37 

 

 

 استفاده كنيد و اينكه CEFوBDG بادومثلث ABC (از تشابه مثلث

BC=BG+GF+FC)( 

 

در بزرگترين مثلث قائم الزاويه شكل مقابل اندازه بزرگترين ميانه چقدر است؟ ( استعداد هاي درخشان علامه  -5
 )96حلي دي 

 

 

  

 Cmتا ضلع روبرويشان بيشتر است پس ميانه  تا ضلع روبرويش از بقيه رأس ها C(راهنمايي: فاصله رأس 

 كنيد . از روابط طولي استفاده كنيد.) را بايد محاسبه

  

E I 

p

L A

R

E

C
FG

A

D

B

٦
C

A

H٤B
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 : تـــابـــع ســـومفصل 
 

   انــواع تـــابـــع از آشنـــايي با بــرخي               

 

   ــع و تــابــع يكــ به يكــيكــ تــابوارون                                                                   

 

   اعــمال جــــــبري روي تـــوابع                          
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 درس اول: آشنايي با انواع تابع:
 يادآوري:

و  مينامندتابع  نداشته باشندرامجموعه اي از زوجهاي مرتب (رابطه) را كه هيچ دو زوج مرتب عضو اول يكسان  -1
تابع را در صفحه محورهاي مختصات تعيين كنيم مجموعه اي از نقاط  مرتب اگر نقاط نظير مختصات زوج هاي

 بدست مي آيد كه آن را نمودار تابع مي نامند.

ها) همه  yها) همه زوجها ، دامنه تابع ناميده مي شود و مجموعه مختصهاي دوم ( xمجموعه مختصهاي اول (  -2
 زوجها ، برد تابع خوانده مي شود.

 ها نمودار آن را حداكثر در يك نقطه قطع كند. yطه اي تابع است كه هر خط موازي محور از نظر نموداري راب -3

 Bباشد. مجموعه  Bاست ولي لزومي ندارد كه برد آن همان مجموعه  Aباشد دامنه آن  Bبه  Aتابعي از  fاگر  -4
ن است و ممكن است مساوي هم مي نامند. برد يك تابع زير مجموعه اي از هم دامنه آ fرا هم دامنه يا مقصد تابع 

 دامنه نيز بشود.

بايد دقيقاً يك پيكان خارج شود و  Aبا نمودار ون نمايش داده شده باشد اولاً از هر عضو  Bبه  Aاگر تابعي از  -5
يك پيكان ، يا بيش از  Bدقيقا يك پيكان وارد شود ممكن است به يك عضو  Bدوم اينكه لازم نيست به هر عضو 

 وارد شود يا آن كه اصلاً پيكاني وارد نشود.يك پيكان 

( تابع درجه اول) خط راست است از اينرو تابع درجه اول را تابع خطي نيز  y = ax+bبه صورت نمودار هر تابع  -6
 مي نامند.

كه  است  را تابع درجه دوم مي نامند. نمودار اين تابع منحني به نام سهمي cx+b2y = ax+تابع به صورت  -7
 مي باشد. x= 2داراي محور تقارني به صورت 

 به دستور يا قانون بيانگر تابع ، ضابطه آن تابع گفته مي شود. -8

 براي مشخص بودن يك تابع ضابطه و دامنه آن بايد مشخص باشند. -9

عنوان دامنه در  در صورت عدم بيان دامنه ، بزرگترين مجموعه اي كه آن تابع در آن قابل تعريف است را به -10
 نظر ميگيريم.
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 انواع توابعي كه در اين فصل با آنها سروكار داريم:

چند جمله اي هستند و همچنين  t(x)و  g(x)كه در آن   =f(x)هر عبارتي به صورت  توابع گويا: -1
t(x)  يك تابع گويا ناميده مي شود. مثل: 0

h(x) = 
7
             , g(x) = 

2 1
2 5 1            , f(x) = 

7
3 1 

از قبل ميدانيم كه تقسيم بر صفر در رياضيات تعريف نشده است بنابراين ريشه هاي مخرج جزو  دامنه توابع گويا:
 دامنه توابع گويا نيستند.

 مثال: دامنه توابع گوياي زير را بيابيد.

1) f(x) = 
3 2

3   x3-x=0 x(x2-1)=0 x= 0 يا x2=1 x=  1 

Df = R-{ 0, 1} 

2) f(x) = 
2

2 2 5 3  2x2-5x+3=0  x2-5X+6=0  3 2 0

3 0 3 2 3
2

2 0 2 2 1
Df = R-{ 32, 1} 

 هم بدست آورد. ∆ راه توجه: مي توان ريشه ها را از 

3) f(x) = 
2

3 8 

 

4) f(x) = 
2 2 4 1

4 3 2 4 

 

5) f(x) = 
1

2 9 
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 �توجه: در توابع گويا قبل از تعيين دامنه اجازه ساده كردن توابع را نداريم 

 مي باشد. Rبرابر  =1x+2h(x)يا  2x2-3g(x)=xيا  =1x+2f(x)توجه: دامنه توابع چند جمله اي مثل 

 باشد.مي   }-Rريشه هاي مخرج  { تذكر: دامنه توابع گويا برابر

نيد تا اتذكر: براي حل سوالات جذابتر از دامنه اندكي صبور باشيد چون توابع راديكالي و جزء صحيح را هم بايد بخو
                                                                                 بشود سوال تركيبي نوشت

 مساويند اگر و فقط اگر: gو  fدو تابع تساوي دو تابع: 

 g= D  f Dالف) دامنه آنها مساوي باشد: 

 باشد.f(x)= g(x) از دامنه آنها ،  xب) به ازاي هر 

دامنه دو تابع را حساب مي كنيم در صورت تساوي آنها سراغ شرط دوم مي رويم كه بايد نشان دهيم در واقع ابتدا 
 است.بع برابر به ازاي هر عضو دامنه ، ضابطه دو تا

= g(x)و  f(x)= x-4 مثال: اگر 
2 5 4

1 1
2 1

 را به دست آوريد aمساوي باشند    

D f = D g =R 

x 1  D : g(x) = 1 4
1  = x- 4 = f(x) 

 x=1         f(1) = -3  , g(1) = a-2  a-2= -3  a= -1 اگر

        و f(x)= x-4سوال: اگر 
2 16

4 4
4

 xرا چنان بيابيد كه به ازاي هر  kمقدار  

  f(x)= g(x)داشته باشيم 

 

 

سوال: آيا دو تابع 
4 4
2 2(x) = f  2-2وg(x) = x مساوي اند؟ چرا؟ 
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= g(x)سوال: آيا دو تابع   = f(x)و 1-
2 1

 مساوي اند؟ چرا؟  1

  2x-1  =2 -1راهنمايي: 

 

 انتهاي درس اول كه با توابع راديكالي و پله اي آشنا شديد باز هم از تساوي دو تابع سوال حل مي كنيم.

 توابع راديكالي: -2

 بدست مي آيد. f(x) 0از حل نامعادله 2الف) دامنه توابع به صورت 

1ب) دامنه توابع به صورت 
f(x)      نامعادلهاز حل  2  بدست مي آيد.   0

2ج) دامنه توابع به صورت   مي باشد. f(x)همان دامنه 1

=f(x) مثال: دامنه  2
2 g(x) = 2و    را بيابيد. 3

D f : 2-  0  2  -2 x  2  D f : (-2،2) 

D g : 
3 0 3

0 0                                                   D g : [-3،0) 

f(x)= 2سوال: دامنه 
 را بيابيد. 1

 

 

f(x)= 2دامنه تابع سوال: 
2  را تعيين كرده و به صورت بازه نمايش دهيد.  9

 

 

دامنه هاي تركيبي از توابع گويا، راديكالي ، جزء توجه: در درس سوم كه عمليات جبري روي توابع را مي خوانيد با 
 صحيح و ... آشنا مي شويد.

 

                           -٠                       ٣ 
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 رسم توابع راديكالي به كمك انتقال:

aها انتقال مي دهيم اگر  yواحد در امتداد محور را به اندازه : نمودار a+براي رسم  -1 انتقال در  0
a جهت مثبت و اگر   .انتقال در جهت منفي خواهد بود0

 را رسم مي كنيم.كرده و از روي آن ص ها مشخ yرا روي محور  aبه عبارت ديگر: 

 

                                                                    2
2

   

aدهيم. اگر ها انتقال مي xواحد در امتداد محور را به اندازه : نمودار براي رسم  -2 انتقال 0
aبه سمت چپ و اگر   xانتقال به سمت راست خواهيم داشت به عبارت ديگر مي توان عددي كه در پرانتز كنار  0

  را از روي آن رسم كرد.ها مشخص كرده و نمودار  xنوشته شده را در نظر گرفت و قرينه آن را روي محور 

 

� 1 1
� 1 1

  
      

ها قرينه مي شود. به عبارت ديگر جهت آن به سمت پائين مي  xنسبت به محور : نمودار  -براي رسم  -3
 باشد.

 

1 

 

 هاي منفي سمت پائين هستند.yچون  در واقع منفي قبل از راديكال نشان مي دهد به سمت پائين حركت كنيم

 هاي منفي رسم مي شود. xبه جهت : نمودار براي رسم  -4

 

   1 

-١ 

٢ 

        ٢- 

-١          ١ 

-١
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ها نزديكتر  yعدد صحيح باشد نمودار جمع تر مي شود به عبارت ديگر به محور  aاگر   y =aبراي رسم  -5
0مي شود و اگر  a  ها نزديكتر مي شود xميشودو به محور باشد نمودار بازتر  1

 
روش انتقال رسم كنيد هاي زير رابهسوال:نمودار  

1) y = 2+1        2) y = - 2 +1 

 

 

3) y = 3 -1     4) y =  -1 

 

 توابع پله اي و تابع جزء صحيح: -3

: هر تابعي كه بتوان دامنه آن را به تعدادي بازه تقسيم بندي كرد كه تابع روي هركدام از اين بازه ها تابع تعريف
 ناميده ميشودثابت باشد يك تابع پله اي 

 نوع خاصي از توابع پله اي تابع جزء صحيح مي باشد.

تابعي كه به هر عدد حقيقي ، جزء صحيح آن را نسبت مي دهد تابع جزء صحيح (يا براكت) ناميده مي  :تعريف
 نمايش داده مي شود. f(x) = [x]شود و با 

 توجه:جزءصحيح هرعددصحيح برابرخود آن عدد ميباشد

يان ساده تر به صحيح هر عدد حقيقي ( كه صحيح نباشد) اولين عدد سمت چپ آن عدد مي باشد به ب ءتوجه: جز
 شكل زير دقت مي كنيم:
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 و اعداد صحيح را يك حفره در نظر بگيريم هر عدد اگر محور اعداد را كمي بچرخانيم تا مايل شود:

 بين آنها در حفره قبلش ( سمت چپ) مي افتد:

[1/5] =1  [-2/25] = -3   [ 3] = 1  [ 2] = -2 

 رسم تابع جزء صحيح:

 [3x]است و ممكن است ضابطه  xحدود  هدامن منظورآنست كهابتدا دامنه را بنا به ضابطه تغيير مي دهيم  -1
 باشد.

 را محاسبه مي كنيم. xو  yدامنه جديد را قسمت قسمت مي كنيم و در هر قسمت  -2

براي تابع بودن حتما بايد طرف دوم آنها توخالي باشد  نقاط هر قسمت را به هم وصل كرده و توجه مي كنيم كه -3
 البته ممكن است در اولين قسمت هر دو طرف توخالي باشند.

 رسم كنيد. [1،1-)رادربازه  :y=[2x]مثال

-1 x 1 2 2x 2 ميدهيم:ابتدا دامنه را بنابه سوال تغيير   

-2 2x 1 2 2 1 x 1
2  

 

-1 2x 0 2 1 1
2 x 0  

 

0 2x 1 2 0 0 x 1
2  

 

1 2x 2 2 1 1
2 x 1

 

2 2 2 2 x 1

x 

y 

-١ -                    ١
٢
 

-٢-                  ٢ 

x

y

- ١
٢
                        ٠ 

-١-                  ١   

x

y

١                    ٠
٢
 

٠           ٠ 

x

y

١

٢
                         ١ 

 ١                  ١ 

x

y

 ١ 

 ٢ 
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 رسم كنيد. (3،3-]را در بازه  x ] y= [ 13سوال: نمودار

 

 

 

 

 

 رسم كنيد. [2 ,1-)را در بازه y= [x+1]نمودار  سوال:

 

 

 

 

 رسم كنيد. (2،1-)را در بازه y = 2[x]-1 نمودار  سوال:

 

 

 

-١ 

-١ -      ١  -       ٢
٢
               ١

٢
     ٢                  ١ 

٢       

١       

-٢ 
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 حل چند سوال از تساوي دو تابع

 مساويند چرا؟ g(x) = 1و  f(x) = 1تابع آيا دو مثال:

D f : 
1  0      D f : (-  , -1]  (0, + ) 

 

 

D g : 1 0 1
0                             D g (0, + ) 

 پس دو تابع مساوي نيستند.  gD   fDچون

 آيا دو تابع زير باهم مساويند؟ چرا؟ سوال:

f(x) = 
2 25

5 5
6 5

           g(x) = x+5 

 

 

 )94مساويند؟ چرا؟ ( نهائي حسابان خرداد  g(x) = 1و  f(x) = 2آيا دو تابع  سوال:

 

 

 

]= f(x)آيا دو تابع  سوال: 1
2 1 0توجه:  مساويند؟ چرا؟ g(x)=0و  [1

2 1 1   

   x 

x+١ 

x 
١ 

 -٠                 ١ 

 +     ت ن      -                   +

- - +

- + +

 -١      
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 نكات كليدي:

nيك نمودار پلكاني است كه اگر  y = [nx]نمودار  -1 n پلكان صعودي و اگر  0 پلكان نزولي است و طول 0
 مي باشد و ارتفاع پله ها هميشه يك است.1پله ها 

nهرگاه  -2 كنيم در واقع نمودار صعودي است. يعني اگر از سمت مي ، پله ها را از مبدأ به سمت راست رسم 0
 چپ به راست نمودار را بررسي كنيم در حال صعود مي باشد.

nهرگاه  -3 ودار نزولي است يعني اگر از سمت چپ ، پله ها را از مبدأ به سمت چپ رسم مي كنيم در واقع نم 0
 به راست نمودار را بررسي كنيم در حال نزول مي باشد.

4- 0  x-[x] 1  

5- [-x] = 1    

6- n  Z : [ 2  ] = 2 زوج
1

2 فرد
  

7- [x+n] = [x] +n    براي  اين نكتهتوجه داشته باشيد كهn Z .صادق است 

2 ]داريم :  x  0  1-اگر  -8 1] = -1  -1 2 1 0  

0 = [2 ]داريم :  x  0  1-اگر  -9  0 2 1

 داريم: براي هر عدد حقيقي -10

                  x +١  

                                                                                        0=: نتيجه گرفتميتوان  4از رابطه شماره-11

12-                                                                                      = 0
1   +   

 

 

  

  

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 تابع-٢آموزش رياضی

٨٧ 
 

 تست:

يك تابع است؟ (كنكور تجربي  mبه ازاي كدام مقدار  )}2,m3) ,(2،1),(-2),(m,2,m+3,m),(4{() رابطه 1
85( 

 ) هيچ مقدار4                        2)3                       -1) 2                         -2) 1

 2پاسخ: گزينه

 

 

 

 

f(x)= 2) اگر 2  )92كدام است؟ (كنكور تجربي  f(3-x)دامنه تابع  2

1 ([0،2]      2 ([0،3]       3([1،2]         4 ([1،3] 

f(x)= 2 2  Df : 2x –x2 0   2x –x2 0  x=0،2 

           Df : 0 x  2 

   

  بايدباشد fقرار است ورودي تابع  x-3بنابراين اگر 

0 3-x  2  -3 -x  -1  1 x  3 

 بدست آورد و سپس دامنه آن را حساب كرد. xبه جاي  x-3را با جايگذاري  f(3-x)توجه: مي توان ابتدا تابع 

 

 

 

 

x 

٢x-x٢ 

 ٢                ٠ 

-              +               - 
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y = [1) نمودار 3
3x] كدام است؟  (6،6-]در بازه 

 3گزينه  3،  2،  1پاسخ: با توجه به نكته 

1(                                         2( 

 

 

 

 

3(                                                4( 

 

 

 

 

 )88كنكور تجربي خارج (كدام است؟  x2[x]+[x]+[x3]+[4[حاصل  x2x+0) اگر 4

 1) 4)صفر          3       -1) 2       -2) 1

X2+x=0 x=0  1-      1- يا x 0 

 

 x2[x]+[x]+[x3]+[4=[-0+1)+-1+(0 =-2:  9و8با توجه به نكات 

n) براي هر عدد طبيعي 5  حاصل 2

 [ 4 2 3 1]-2[ 2 2  )91علامت جزء صحيح است) (كنكور تجربي [  ]كدام است؟ (  [

1 (1                          2 (2                       3(3                       4 (4 

حاصل عبارت يكسان است  2توجه: در تست به اين نكته اشاره شده است كه به ازاي هر عدد طبيعي بزرگتر از 
 انتخاب كنيم: 2كافي است يك عدد طبيعي بزرگتر از 

١ 

-١            ١  -    ٢
٣
       ١         

٢
    
١  

-١ 
-٢ 
-٣ 
-٤ 
 

-٣    ٢    ١     ١-  ٢-  ٣-  ٤    
٤

    

٣ 

٢ 

١

-١ 
-٢ 
-٣ 
-٤ 
 

-٤    ٣    ٢    ١     ١-  ٢-  ٣-  ٤      

     

٣ 

٢ 

١

-١ 
-٢ 
١

-٥    ٤    ٣    ٢    ١     ١-  ٢-  ٣-  ٤- ٥-  ٦   
٦

١ 

 -٠                 ١ 

+ - + 
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n=3 A= [ 28 ] -2 [ 3 ] =5-2=3 

 �جايگذاري يك عدد ديگر امتحان كنيد  اشما ب

3f ( 1((نماد جزء صحيح) مقدار [ ](  2-2f(x) = x[x]) درتابع با ضابطه 6
2 -f ( ) كنكور تجربي كدام است؟

 )90خارج

1(9
4       2(9

4       3(3
2      4(3

2 

  2پاسخ: گزينه 

)fراهنمايي: ابتدا   را حساب كنيد نيجه را در  (3

 جايگذاري كنيد.  fضرب و سپس در 12 - 

 سنگ هاي مرمر زندگي                                         :بينديشيم

مي گويند در زمانهاي دورپسري بود كه به اعتقاد پدرش هرگز نميتوانست با دستانش كارباارزشي انجام دهد.اين 
پسرهرروزبه كليسايي درنزديكي محل زندگي خود ميرفت وساعت ها به تخته سنگ مرمربزرگي كه درحياط كليسا 

عبور ميكردوپسرك را ديد كه به اين تخته  قرار داشت خيره ميشد وهيچ نميگفت. روزي شاهزاده اي از كناركليسا
سنگ خيره شده است وهيچ نميگويد.ازاطرافيان درمورد پسرپرسيدبه اوگفتند كه اوچهارماه است هرروز به حياط 
كليسا مي آيد وبه اين تخته سنگ مرمر خيره ميشود وهيچ نمي گويد.شاهزاده دلش براي پسرك سوخت كنار او 

وان به جاي بيكارنشستن وزل زدن به اين تخته سنگ بهتر است براي خود كاري گفت:جآمد وآهسته به پسرك 
دست وپا كني وآينده خود را بسازي.پسرك درمقابل چشمان حيرت زده شاهزاده مصمم وجدي به سوي اوبرگشت 

 گودرچشمانش خيره شد ومحكم ومتين پاسخ داد :من همين الان در حال كاركردن هستم وبعددوباره به تخته سن
خيره شد.شاهزاده از جا برخاست ورفت...چندسال بعد به شاهزاده خبردادندكه آن پسرك ازآن تخته سنگ يك 

مجسمه باشكوه از حضرت داوود ساخته است .مجسمه اي كه هنوز هم جزو شاهكارهاي مجسمه سازي دنيا به شمار 
 مي آيد.

  .نابغه مجسمه سازی دنيا بود>>ميکل آنژ<<نام آن پسر
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 تمريناتي براي تلاش بيشتر:

 = f(x)) دامنه 1
1
4  را محاسبه كنيد. پاسخ : 3

 R- 2 

 رسم كنيد. [3،3-)را در بازه  y = x-[x]) نمودار 2

 = f(x)) دامنه تابع 3
2

 را بيابيد و به صورت بازه بنويسيد. 2

 ( نياز به تعيين علامت داريد.)  fD ) :2،4[پاسخ: 

 رسم كنيد. ]-2،4(را در بازه 2y = x [x]) تابع 4

را رسم كنيد. (مجتمع آموزشي   h(x) = f(-2x+4)و  g(x)= -2f(x)+1رسم شده است نمودار  f) نمودار تابع 5
 )92تاجيكستان دي  –دوشنبه  -و تربيتي امام صادق (ع)

 

 

 

 در شكل زير داده شده است. [0،3]و برد  [2،4-]با دامنه  f) نمودار تابع 6

  = x)-2-f(2y-3تابع  بردو  دامنه،  نمودارمطلوب است: 

 

 

  

٤    ٣    ٢    ١        

٢ 

-٤     ٣      ٢     ١               ٢        

٣ 
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 درس دوم : وارون يك تابع و تابع يك به يك:
ست مي آيد كه درا جابه جا كنيم رابطه جديدي به  fزوج هاي مرتب تابع  ي اگر مؤلفه هاي همه :وارون يك تابع
 نشان مي دهيم. f -1مي گوييم و با  fآن را وارون تابع 

 آنگاه f= {(1،2),(2،3),(3،4)}به عنوان مثال هر گاه 

 )}4،3),(3،2),(2,1= {( 1- f  باشد.مي 

براي رسم نمودار وارون يك تابع كافي است قرينه نمودار آن تابع را نسبت به نيمساز ربع اول و سوم رسم  توجه:
 كنيم.

 

 

وارون
 

 

 

كنيد رسم وارون
 

 

 

كنيد رسم وارون
 

 

 تابع يك به يك:

نداشته باشد تابع يك به يك مي خود ، مؤلفه هاي دوم تكراري  متمايزبه تابعي كه در زوج هاي مرتب  :1تعريف
 گوييم.

١

١ ١

١

- ٣  

٢

٣ -٢ 

-٣ 
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 fمتناظر باشد آنگاه  Aفقط با يك عضو از  fيك تابع باشد ، اگر هر عضو از برد   R�f: Aفرض كنيد  :2تعريف
 را يك به يك گويند.

صورت قطع كردن فقط در نمودار آن را در  هاxيك به يك است هرگاه هر خط موازي محور يك تابع  :3تعريف
 يك نقطه قطع كند.

 x1x) 2)= f(x1f(x =2داشته باشيم:  fاز دامنه  1xو  2xيك به يك است اگر براي هر دو نقطه  fتابع  :4تعريف

 يك تابع يك به يك است. f:{(1،2),(2،4),(3،6)}تابع  :1مثال

 

 يك تابع يك به يك است.                  تابع  :2مثال

 

 يك به يك نيست.           يك تابع يك به يك است ولي تابع                   تابع :3مثال

  يك به يك است زيرا: f(x)=3x+2تابع  :4مثال

1 3 1 2
2 3 2 2  3x1+2=3x2+2  3x1=3x2 x1=x2 

  بوداگرتابعي يك به يك باشدوارون پذيرخواهد نكته:

تابعي  نيمبتوا يك نباشدوارون پذيرهم نيست اماباكوچكتركردن دامنه يك تابع ممكن است هاگرتابعي يك ب توجه:
 .به مثال زير دقت كنيد:يك به يك بسازيم

  

  f پس يك به يك نيست f وارون پذيرنيست 

     
 
 
 

 f يك به يك است پس وارون پذيراست 
 
 

١
٢
٣

a
b
c

A B 

f(x) 

f(x) 
x ٠ 
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 f يك به يك است پس وارون پذيراست 
                      

مي باشد و يك به يك نيست اما اگر دامنه آن را محدود كنيم يعني  Rداراي دامنه  = 3f(x)تابع  مثال:

),+0:[fD  يا]0-(:fD :در نظر بگيريم يك به يك است 

1 1 3
2 2 3  1 +3= 2 +3  1 = 2 x1= x2  

در نظر بگيريم مقدار   fD]:0+,(بدست آمد پس يك به يك نيست اما اگر 1xدو مقدار براي  2xبه ازاي يك 
 منفي قابل قبول نخواهد بود و تابع يك به يك مي شود.

 .در محدوده كتاب شما نيست  صفحه قبليك به يك بودن تابع از نظر ضابطه مثل مثال  توجه:

 �عصباني نشويد اطلاعاتتون بالا رفت 

 عمل مي كند fتابعي است كه برعكس  gباشد.  gتابعي وارون پذير باشد و وارون آن تابع  fاگر  توجه:

 .g(b)=aآنگاه  f (a)=bيعني اگر  

 g=RfDو  f=RgDوارون يكديگر باشند داريم:  gو  fاگر دو تابع  نكته:

 اشتباه گرفت. 1يك نماد است و نبايد آن را با  f -1 تذكر :

 yرا برحسب  y = f(x)  ،xدر معادله  fبراي بدست آوردن ضابطه تابع وارون يك تابع وارون پذير مانند  توجه:
 را بدست مي آوريم. 1- f(x)تابع  xبه  yمحاسبه مي كنيم سپس با تبديل 

f(x) = 3ضابطه وارون  مثال:
 را محاسبه كنيد. 5

y = 3
5   5y= x+3 x=5y-3  f -1(x) = 5x-3 

در كتاب درسي فقط تابع خطي مدنظر است و معمولا وارون پذير بودن تابع محرز است اما ما در اينجا وارون  توجه:
 پذير بودن هم نشان ميدهيم:

1
1 3
5

2
2 3
5

  1 3
5 = 2 3

5   1 3 2 3 x1=x2 

f(x) 
x ٠ 
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 را محاسبه كنيد f(x)=3x-2ضابطه وارون  سوال:

 

1 ضابطه وارون  مثال:
3 = f(x) .را محاسبه كنيد 

y = 1
3  xy -3y= x+1 xy –x = 1+3y  x(y-1)= 1+3y 

 x = 1 3
1   f -1 (x) = 1 3

1   

 *براي نشان دادن وارون پذيري اش:

1
1 1
1 3

2
2 1
2 3

  1 1
1 3=

2 1
2 3  1 1 2 3 2 1 1 3

x1x2 -3x1+x2-3= x1x2 -3x2+x1-3 -3x1-x1=-3x2-x2 -4x1=-4x2 x1=x2 

وارونش را بيابيد ابتدا بايد وارون پذيري ,وجودالبته اگر نميگفت وارون تابع را محاسبه كنيد مثلا ميگفت در صورت 
  داديم آن راهم نشان يا وارون پذيري بيشتر يك به يك بودناش ثابت ميشد ولي مابراي تمرين 

3 نشان دهيد  سوال: 2
5 3 = f(x) .وارون خودش است 

 

 

را چنان بيابيد كه اين دو تابع وارون يكديگر  hو m باشد ، مقادير  g(x)=mx+hو  f(x)=2x+5اگر  مثال:
 باشند.

f(x)=2x+5 y=2x+5 2x=y-5 x = 5
2  

f -1 (x) =g(x)  5
2 = mx+h  

1
2

5
2
  

=f(x)وارون  سوال: 2  را بدست آوريد. 1
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=f(x) تحقيق كنيد آيا دو تابع  سوال: 1 =g(x)و 3+ 1
 وارون يكديگرند؟ 3

 

 

 

 تابع به كمك رسم نمودار ، ثابت كنيد  سوال:

f(x)= 
2 0

1  )94ي حسابان خرداد وارون پذير نيست. (نهائ 0

 

 

 :را رسم كنيد كه در هر دو شرط زير صدق كند fنمودار تابعي مانند  سوال:

    وارون پذير نباشد  fالف) 

x  ،f(x)ب) براي هر عدد حقيقي  x 
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 نكات كليدي:

بايد هر ضابطه روي دامنه اش يك به يك باشد و بردها هم  براي معكوس پذيري ) در توابع چند ضابطه اي1
 اشتراك نداشته باشند.

f(x)=ax+b   (a) تابع خطي 2  هميشه وارون پذير است. (0

  f-1   باشد آنگاه شيب تابع aبرابر با  f) شيب يك تابع با شيب وارونش عكس همديگرند يعني اگر شيب تابع 3
 1برابر است با 

 وجود دارد كه يك تابع خطي با وارونش برابر باشد:) دو حالت 4

 با وارونش برابر است. y = xتابع خطي  حالت اول:

 =x-2f(x)باشد مثل  -1وقتي شيب خط تابع برابر  حالت دوم:

cهمواره با شرط : =f(x) تابع هموگرافيك يعني  )5  يك به يك است پس وارون پذير است و  و  0

 را عوض كرده و هر دو را قرينه مي كنيم dو  aبدست آورد يعني جاي  1- f=(x)مي توان وارون آن را از 

 آنگاه وارون تابع هموگرافيك با خودش برابر است.هم باشند  قرينهبرابرو dو  aو اگر 
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 تست:

=f(x)) وارون 1 2 3
 عبارت است:2

2) الف 3
2(x)=1-f      (2ب 3

2(x)= 1-f    

2ج)  3
2(x)= 1-f      (2د 3

2(x)= 1-f  

 استفاده كنيد. 5از نكته شماره  پاسخ: گزينه د

 

 

 برابر است با: 2x-3y=3) شيب وارون تابع 2

3)الف
2ب)                     2

3    

3ج) 
2د)                         - 2

3- 

 استفاده كنيد. 3از نكته شماره    پاسخ: گزينه الف 

 

  

 كدام تابع هميشه وارون پذير است و وارونش با خودش برابر است؟ )3

y= 1ب)    y=2x+1الف) 
2ج)      3 6

3  y=4-xد)              9

 كمك بگيريد. 5و  4از نكته   پاسخ: گزينه د 
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 تمريناتي براي تلاش بيشتر:

 وارون پذير باشد وارون تابع f) اگر تابع 1

 h(x)= 2 1
 را بيابيد. 3

 f -1را محاسبه كنيد از طرفين f(x)رابطه  h(x)=yكه h(x)ثانياً از رابطه   1- x=hy=h(x)(y)راهنمايي: اولاً 
 را تعويض كنيد. yو  xمقدار مساويش را قرار دهيد و در نهايت جاي  xبگيريد و سپس جاي 

 معكوس پذير است. f(x)= x2≤(x (3x+4-2) نشان دهيد 2

3 (f 1و تابعي يك به يك است- f معكوسf است. معكوس تابع)3-f(x1+2g(x)=   نهائي حسابان) راحساب كنيد
 )88خرداد

با ضابطه  f) تابع 4
2 1

2 1 1f(x)=   1مفروض است. ضابطه- f  .را بنويسيد 

 نيز دو ضابطه اي است. f -1راهنمايي: براي هر ضابطه جداگانه وارون را بيابيد يعني 

5 (a   وb  وc  را طوري تعيين كنيد كه معكوس تابعf  .خودش باشدf(x)=  

 =f(x)با ضابطه  f) ضابطه تابع وارون تابع 6
3
4  )96ديرا بدست آوريد. ( استعداد هاي درخشان علامه حلي 1

راهنمايي: ابتدا تابع را به صورت دو ضابطه اي بنويسيد كه قدر مطلق از بين برود و سپس هر ضابطه را جداگانه 
 وارونش را محاسبه كنيد. دقت كنيد برد تابع برابر دامنه وارون مي شود.
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 درس سوم: اعمال جبري روي توابع:
دامنه آن ها را مجموعه مي گيريم و دامنه آن ها را يكسان مي كنيم يعني  را در نظر gو  fتابع حقيقي دو تعريف: 

gD∩fD=D  قرار مي دهيم. فرض كنيدx  متعلق بهD :باشد ، در اين صورت 

 نشان ميدهيم و آن را چنين تعريف مي كنيم: f+gرا با نماد  gو  fمجموع دو تابع  -الف

 (f+g)(x)=f(x)+g(x) 

 نشان ميدهيم و آن را چنين تعريف مي كنيم: f-gرا با نماد  gو  fتفاضل دو تابع  -ب

(f-g)(x)=f(x)-g(x) 

 نشان ميدهيم و به صورت زير تعريف مي كنيم: f.gحاصل ضرب دو تابع را با نماد  -ج

(f.g)(x)=f(x)×g(x) 

 نشان ميدهيم و آن را چنين تعريف مي كنيم: را با نماد  gو  fتابع تقسيم دو  -د

( )(x)=      g(x)≠ 0 

 ) (x)(است به جزء  gD∩fDشده در بالا دامنه همه توابع تعريف  توجه:

= Df∩Dg – {x | g(x)=0} 

=f(x)توابع  مثال: g(x) = 2و  2
 )95تجربي شهريور )3(نهائي رياضي( اند داده شده 3

 دست آوريد.را با استفاده از تعريف به دامنه تابع الف) 

 را تشكيل دهيد.ب) ضابطه تابع 

 را به دست آوريد. (1-)(3f-2g)ج) حاصل عبارت 

 الف) 

Df: x+2 ≥0 x ≥-2  Df: [-2,+∞) 

Dg: x-3 =0 x =3  Dg: R-{3} 

= Df∩Dg – {x |f(x)=0} =[-2،3)  (3,+∞)-{x 2=0} 
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=[-2،3)  (3,+∞)-{x+2=0 x=-2} =(-2،3)  (3,+∞) 

 

   :توجه

 بهترين كار براي اشتراك گرفتن محور است.

)ب)  )(x)=  = 
2

3
2 = 2

3 2                                                           

×3f(-1)-2g(-1)= 3×1-2 =(1-)(3f-2g)      ج) 1
2 =3+1=4 

f(x) = 3 توابع  سوال:
)داده شده اند. مقدار  = g(x)و 1 2 ) تجربي 3را محاسبه كنيد. (نهائي رياضي( (4)(

 )93خرداد

 

= f(x)توابع  سوال: 2مفروضند مقدار  g(x) =1و   2 4  ست آوريد. را بد2

 

 

= g(x)و  f(x) = xاگر  سوال: 2  )96خرداد ) تجربي 3باشد. (نهائي رياضي( 3

 را با استفاده از تعريف بدست آوريد. الف) دامنه تابع 

 را تشكيل دهيد. ب) تابع 

 

 

= f(x)دو تابع  سوال: = g(x)و  2+ 1
 ) 94(نهائي حسابان شهريور  را در نظر بگيريد. 4

 را بدست آوريد.دامنه تابع 

 

fD 

-٣  ٢  ١  ٠  ١-  ٢-  ٣ 

gD 
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 حاصل عبارات زير را بيابيد. g={(1،3),(4,-2),(2,4)}و  f={(1,-1),(2،0),(3،2)}اگر  مثال:

 ب)    f+gالف) 

 f+gD } =1،2{                                               را پيدا مي كنيم:  f+gالف) ابتدا دامنه 

1 1 1 1 3 2
2 2 2 0 4 4  f+g= {(1،2),(2،4)} 

     0f(x) = |{x – gD  f= D}={1،2{-}2}={1{                                 ب)

(1)= 1
1  = 3

1 = -3  : {(1,-3)} 

   عبارات هاي زير را محاسبه كنيد. g= {(1،4),(2،9),(-2،3)}و  f = {(1،2),(-2،5),(0،7),(3,-4)}اگر  سوال:

 محاسبه كنيد.را  ب)   f-gالف) 

 

 

 

f ={(-4،13),(-1،7),(0،5),(5فرض كنيد  سوال:
 و {(5-,3),(2,0

 g={(-4,-7),(-2,-5),(0,-3),(3،0),(5،2)}  و  توابعf.g .را محاسبه كنيد 

 

 

 

 

=f(x)اگر  سوال: 1
=g(x)و  3 را محاسبه  راهنمايي: (وجود دارد؟ چرا؟  f×gباشد آيا تابع  3

 )كنيد
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 را رسم كنيد. f+gنمودار . است شده زير رسم شكل در gو  fتوابع  نمودار : سوال

  
 

 رسم كنيد. را 2f-gدر شكل زير رسم شده است. نمودار  gو  fنمودار دو تابع  :سؤال

  
هر نقطه از  عرض است كافي y=kf(x)نمودارتابع با ضابطه  رسم براي باشد) منفي( مثبت عددي k اگر توجه:

 .كنيم برابر kرا  y=f(x)نمودار تابع با ضابطه 

 را رسم كنيد. y=-2f(x)نمودار  است شده داده fشكل زير نمودار تابع  در : سوال 

 كتاب درسي) 69(كار در كلاس صفحه  

 
 
 

 توابع نكته هايي كه درمورد رسم تمام :تذكر
 شد گفته انتقال به كمك راديكالى 
 است تنها سايرتوابع نيز صادق مورد در 
 هست. شكل نوع ,تفاوت 

 

 

 

 

  ٤             ٢      

٢ 
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 تست: 

يك به يك باشدكدام نقطه g تابعو g = {(2-f-2,-1),(-1،8{(و  f-1 )}=2،1),(3,-2),(4,-1{() اگر1
 قرار دارد؟  g-1زيرحتماروي

 )1و-2) (4                ) -2و1( )3          )  -2و-1) (2            ) -1و-2) (1

 حضور دارند و ... gنشان ميدهد چه نقاطي حتماً در  g2-fD∩fDرا بدست آوريد سپس  fراهنمايي:   2پاسخ: گزينه

 

2),(4,-1),(5،1),(6،4{(و 2به صورت  gو  f) اگر توابع 2
3,1g={(  1تعريف شوند تابع-f+g  كدام

 است؟

 )}   5و3) و (6و12) {(2                                   )}1و7) و(4و14) {(1

8) و(4و7) {(3 
 )}5و11) و(6و12) {(4                                 )}1و3

 را حساب كنيد و روي آن نقاط كار كنيد. fD∩1راهنمايي:   1پاسخ: گزينه

 

 

=f(x)اگر  )3 4 =g(x)و  2 3  است؟ كدام باشد دامنه  2

1 ([-2،2]                 2 ([-2,12 ]                 3 ([-1
2 , 2]             4 ((0،2] 

 4پاسخ: گزينه 

 

 

 

 كدام است؟ f+gباشد برد تابع  g={(3،4),(0،3),(4،2),(1،2)}و  f={(2،7),(3،1),(1،4),(0،2)}) اگر 4

 }6و5و4) {4         }  5و6و3) {3}          5و6و2) {2}            5و6) {1
 1پاسخ: گزينه 
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 تمريناتي براي تلاش بيشتر:

 =f(x)اگر  -1
1

 را بيابيد. f.gباشند  g(x)={(-1،2),(3،1),(1،2),(4،0),(0،1)}و  2

0و  2f(x)=ax+3توابع  -2
1 0g(x)=  را در نظر گرفته وa  وb  را طوري بيابيد كه نمودار تابع

g-f  5قطع كرده و  1محور طولها را در نقطه اي به طول
 باشد. ))(-1 =(- 2

+f(x)= xاگر 3- )مقدار الف)باشد  g(x)={(-4،2),(2,-3),(5،7),(0،10)}و  1
5 3

را محاسبه  (2)(1
   كنيد.

 )97درخشان شهيد بهشتي اهواز خرداد ( استعداد هاي را محاسبه كنيد  ب)حاصل 

 fتابع هاي  جايگذاريباشند بدون  g={(1،3),(2،0),(3،2),(-1،2)}و  f={(1،4),(4,-1),(3،4),(2،1)}اگر  -4

 را پيدا كنيد.2دامنه تابع ,در رابطه gو 

 }-7،18{، برابر  fرا طوري تعيين كنيد كه برد وارون  mو  nمفروض است ،  m)}=n2،5+4f),(3+1،4{(تابع  -5
 )96باشد. (غيرانتفاعي سراي دانش تهران دي 

 صحبتهاي بزرگان                                                             :بينديشيم

 )اند(آلبرت اينشتينموفقيت هايي كه نصيب افراد صبور مي شود همانهايي هستند كه توسط افراد عجول رهاشده 

هر چه به آن فكر كنيد درآينده شما پديدار خواهدشد پس براي تغيير آينده تان از تغيير ذهنتان شروع كنيد(وين 
 داير)

 من شكست نخورده ام فقط ده هزار روش پيدا كردم كه درست عمل نميكند(توماس اديسون)

 د از دست نديد(آنتوني رابينز)وقتي چيزي را از دست ميدهيد درسي را كه از آن گرفته اي
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 : مثـــلثــاتـــــ  چهـــارمفصل                                   
 

 

 واحـــــدهاي انـــدازه گيري زاويـــــه        

 

 روابــط تكميـــلي بين نسبتـــ هاي مثلثاتي                                                           

 

تـــوابع مثـــلثــــاتـــــي     
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 درس اول: واحدهاي اندازه گيري زاويه:
ست به شعاع يك واحد كه خلاف حركت عقربه هاي ساعت را جهت مثبت آن در يدايره مثلثاتي دايره ا يادآوري:

 نظر مي گيريم.

و به كمك نخ برش  Aدر نظر بگيريم و اندازه آن يك نخ برش بدهيم و با شروع از نقطه  rاگر شعاع يك دايره را 
وصل كنيم زاويه هاي مركزي كه  اداده شده روي محيط دايره به اندازه شعاع جدا و نقاط بدست آمده را به مبد

حاصل مي شود طول كمان روبروي هر يك از آنها با شعاع دايره برابر است. هريك از اين زاويه ها يك راديان گفته 
 مي شود.

 

 

 

 

 به عبارت ديگر: 

 راديان برابر است با اندازه زاويه مركزي دايره اي كه طول كمان روبروي آن با شعاع دايره برابر است: 1 : تعريف

 توجه: 

   طول كمانr=  1راديان =اندازه زاويه1

 

 طول كمان2r= 2راديان =اندازه زاويه2

 

  ادامه دهيم ملاحضه مي كنيم كه:يب اگر و به همين تر

 =اندازه يك زاويه برحسب راديان
زاويه روبروي كمان طول

دايره شعاع   =  

 هم واحدند. rو  Lرابطه كه در اين 

B

A

r 

o r 
١ 

B 
A 

A 

r 

C 

D 

o 

B

A

٢r 

o r 

٢ 
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اندازه كوچكتر  است. 4πبرابر طول كمان بزرگتر مقابل زاويه  3و به شعاع  oدايره به مركز در يك  مثال:
 را بدست آوريد. زاويه 

6π-4π =2π=  طول كمان كوچك 2πr= محيط دايره              =   = 23  

 

سوال: دايره اي با شعاع 10 سانتي متر مفروض است . اندازه زاويه مركزي مقابل به كمان به طول 8 سانتي متر از 
؟اين دايره چند راديان است.  

 

 

بريده شده است اندازه اين زاويه را  θتوسط زاويه  cm 10سانتي متر كماني به طول  6در دايره اي به شعاع  سوال:
 بر حسب راديان بدست آوريد.

 

 

 

قطاع عبارت است از: بخشي از يك قرص يا دايره كه به دوشعاع و يك كمان محدود شده است و مساحت آن  توجه:
2r 1برابر

 مي باشد. 2

2برابر واحد طول كمان روبه روي زاويه مركزي  4در دايره به شعاع  سوال:
است . مساحت قطاع نظير اين زاويه  3

 چقدر است؟

 

 

 

 

 

B

A

٤ 

o ٣
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 تبديل واحدها:

2) كمان نيم دايره بهاندازه زاويه مركزي رو به رو
2  = π) بر رابπ  360)درجه 180°راديان يا�

2 است  (�180=
 يك درجه =راديان  180  بنابراين:

  كه با يك تناسب :

          

=Rمي توان نتيجه گرفت   = و يا آنكه  180  ميكنيم.و از اين تناسب براي تبديل واحدها استفاده 180

جه طي كرده است طول كمان در 30متر كماني به اندازه  20يك موتور سيكلت مسابقه در پيستي به شعاع  سوال:
 را بدست آوريد.طي شده 

 

باشد بزرگترين اين زاويه  4، 3،  2درجه است. اگر اندازه آنها برحسب راديان به نسبت  135مجموع سه زاويه مثال:
 ها چند راديان است؟

 =180   =135
180   =3

4  4R = 3π  R= 34 2x+3x+4x =3
4  

9x =3
4  x=12 4x = 4×12 = 3= بزرگترين زاويه   

باشد كوچكترين زاويه  3، 1،2درجه است. اگر اندازه آنها برحسب راديان به نسبت  120زاويه  3مجموع سوال: 
 چند راديان است؟

 

 

 باشد؟ چرا؟ 6و 3 ، 2آيا مثلثي وجود دارد كه زواياي آن سوال: 

 

 اي بر حسب راديان بچرخد تا به جاي اول خود بازگردد؟يك متحرك روي دايره چه زاويه سوال: 

 

 

١              
١٨٠

 

D              R 
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 چقدراست؟ABاست طول وترπ4برابرAOBطول كمان بزرگتر مقابل زاويه3وشعاع0دريك دايره به مركزسوال:

 

 )3π(است شعاع دايره را حساب كنيد.  45°متر و اندازه زاويه مركزي آن  16طول قوسي از دايره برابر سوال: 

 

 

درجه باشد را  50است . طول قوسي از اين دايره را كه زاويه مركزي مقابل به آن   154 2دايره ايسطح  مثال:
 محاسبه كنيد.

= 50   = 50
180 R =5

18   

S = πدايره 2 154 = π 2   2 =154
3 14  = 49.38  r  7 

L=r   L=7×5
18  = 35

18  = 35 3 14
18  6.11 

مي باشد شعاع دايره چند سانتي 170°سانتي متر روبه روي زاويه مركزي  70، كمان  rدر دايره اي به شعاع  سوال:
 )π ≈3 (  ؟متر است.

 

 

 :از روابط زير محاسبه ميگرددبرحسب درجه ساعت شمار ودقيقه شمار  هاي  زاويه بين عقربهتوجه:

1)α=180-60×30                 2)α=
11
2 30  

 نشاند دهنده ساعت ميباشد hنشان دهنده دقيقه و mتوجه:

 برحسب درجه محاسبه كنيد. 2:40ساعت شمار ودقيقه شمار را در ساعت  سوال:زاويه بين عقربه هاي
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 درس دوم : روابط تكميلي بين نسبتهاي مثلثاتي :
يك دايره مثلثاتي مثل دستگاه مختصات از چهارناحيه تشكيل شده است كه علامت نسبت هاي : 1يادآوري 

در  هامحوركسينوس استxهامحورسينوس ومحورyمحورهاباتوجه به آنكه محور علامتمثلثاتي را مي توان از روي 
رامحاسبه نمود به عنوان و ازحاصلضرب علامت سينوس وكسينوس علامت تانژانت وكتانژانت چهار ناحيه متوجه شد
يعني كسينوس مثبت وسينوس منفي است درنتيجه تانژانت وكتانژانت  منفي استyمثبت وxمثال در ناحيه چهارم

 هردومنفي هستند.

  رامحاسبه كرد.360،و270،180،90 ،0 از روي دايره مثلثاتي مي توان اندازه نسبتهاي مثلثاتي :2يادآوري

 به عنوان مثال:

 درجه چون روي محور سينوسهاست 90

 كسينوس آن صفر است و:پس:

 

sin90=1 ,cos90=0 tan90 تعريف نشده  cot90 =0  

 ينوس ها و در قسمت منفي هاست پس:چون روي محور س 270يا:

Sin270= -1 ,cos270=0 tan270 تعريف نشده  cot270 =0  

 محور كسينوس هاست پس:: چون روي  360يا 

cos360=1,Sin360= 0 tan360 0 cot360 = تعريف نشده   

  مي باشد. tanعكسcot  توجه:

  محاسبه كرد:رامي توان ازروي انگشتان دست نيز 90، 60، 45، 0،03اندازه نسبت هاي مثلثاتي  : 3دآورييا

 به شكل صفحه بعد توجه كنيد:

180 

90 

1 

0 
1 0 

270 

٣٦٠ 
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بدست آوردن اندازه نسبتها بايد در راديكال عدد مناسب قرار دهيم. براي سينوس تعداد انگشتان قبل براي  توجه:

 انگشتان بعد از زاويه را درون راديكال قرار ميدهيم.زاويه و براي كسينوس تعداد 

Sin30= 1
2 درجه يك انگشت)  30(قبل از   = 12 ,  

cos30= 3
2 انگشت)  3درجه  30(بعد از    

tan 30 = 1
3  cot30 = 3 

Sin90 = 4
2  = 22 =1 , cos90 = 0

2 =0 tan90 تعريف نشده , cot90=0 

=cosxاگر سوال:  4
 در ربع دوم باشد ساير نسبتهاي مثلثاتي را بدست آوريد.  xو انتهاي كمان روبه رو به زاويه  5

 كتاب درسي ) 78( كار در كلاس صفحه
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tanاگر سوال:  =3
 وم باشد ساير نسبتهاي مثلثاتي را بدست آوريد. سدر ربع  و انتهاي كمان روبه رو به زاويه  4

1( توجه: 
2= 2+tan1 ( 

 نسبت هاي مثلثاتي زاويه هاي قرينه

 يعني: قرينه نمي شودقرينه فقط كسينوس  هاي باتوجه به شكل مي بينيم كه در زاويه

sin(-

 

منفي را به پشت نسبت انتقال  ,منفي زاويه را هضم مي كند و ساير نسبت ها ,كسينوس  در واقع مي توان گفت:
 ميدهند.

 نسبتهاي مثلثاتي زاويه هاي مكمل:

 .شود راديان πيا 180° آنها مجموع هرگاه گوئيم رامكمل βو دو زاويه  :تعريف

2 (120و (3) 60دوزاويه :مثال
  يكديگرند كملم )3

 با توجه به شكل مشخص است كه فقط سينوس قرينه نمي شود يعني :

sin( -

 

 : براي بدست آوردن نسبتهاي  در واقع مي توان به روش عاميانه گفت:

 فقط  π - فقط سينوس مثبت است يعني عبارت  ,محورها طبق ربع اين در و شود مي واقع دوم ربع در 
  ميشود.انتهاي كمان روبرو به زاويه مورد نظر در ربع دوم واقع  شويم متوجه ما كه است آن براي

 

-  

 

-  
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 : راديانπنسبتهاي مثلثاتي دو زاويه با اختلاف

sin(
سوم ربع

)= -  sin      cos(
سوم ربع

)= - cos  

tan(π + )=  tan     cot(π + )=  cot  

 محورها علامت باتوجه به سوم واقع مي شود و در اين ناحيه ربع در كمان انتهاي كه ميدهد نشان  π + در واقع 
 تانژانت و كتانژانت مثبت و دو نسبت ديگر منفي هستند

)sin مثال:به عنوان  فقط بايد علامت  برابراست sin3از نظر قدر مطلق با اندازه  اش اندازه كه دانيم مي (3+ 
 )3sin-)= 3+ sin : است منفي آن علامت پس است سوم ربع در ميدهد نشان  π + آن را تعيين كنيم كه

 را محاسبه كنيد.A مقدار عددي عبارت سوال: 

A: 
120 30 120

135 45 5/2جواب :                                                  

 

 

 را محاسبه كنيد:p مقدار عددي عبارت سوال:

P:
4
3

2
3

4
3

2
3

5
4

3
4

5
4

3
4

 

 0جواب: 
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 نسبتهاي مثلثاتي زاويه هاي متمم:

 .شود) راديان2(درجه 90هرگاه مجموع آنها  گوئيم متمم راβودو زاويه  :تعريف

 30،60يا  20،70مثل دو زاويه 

 بسازند زاويه  oyبا  'opو نيم خط  oxبا   opفرض كنيم نيم خط 

 

 

 

2زاويه oxبامحور  'opبنابراين نيم خط   ميسازد  - 

 يمساز ربع اول داريم:ن به نسبت تقارن به توجه با كه 

x' = y  ,  y' = x, (op=op') 

sinاز طرفي از سال قبل ميدانيم كه  = 
مقابل ضلع

 :پس وتر

sin (2  - ) =  =  = cos  

  

cos( 2  -  ) =  =  = sin    

 

2و به همين ترتيب بقيه نسبتها بدست مي آيند.مي توان به طور خلاصه گفت: نسبتهاي مثلثاتي   همگي   - 
 به كتانژانت و برعكس tan .همچنينبه كسينوس و برعكس sin يعني شود مي عوض نسبت همچنين اندو مثبت

 تبديل ميشوند:

sin(2  -  2  -  

2  - 2  -  

 را بدست آوريد. cos70،sin70 مقادير باشد cos20=0/9و  sin20=0/3هرگاه سوال:

 

 

O 

p'|  

y 

x 

p|  

p'|  

٢
 -  
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cos15فرض كنيد كه سوال: = 6 2
sin15 و 4 = 6 2

75مثلثاتي نسبتهاي4  .كنيد راحساب0

 

 

 θنسبتهاي مثلثاتي  برحسب   +نسبتهاي مثلثاتي 

2با توجه به اينكه:   + 2  :بنابراين  – 

Sin(2  + 2  - = sin (2  - θ 

 ساير نسبتها به طريق مشابه بدست مي آيند و داريم:

sin(2  + 2  +  

tan(2  + 2  +  

2و براي به ذهن سپردن مي توان گفت نسبتهاي   عوض مي كنند و چون در ربع دوم واقع مي شوند را نسبت  + 
 تبديل ميشود.مثبت به مقداري  سينوس فقط 

sin15با توجه به آنكه  سوال: = 6 2
4 cos15 و   = 6 2

 .كنيد محاسبه را درجه 105 مثلثاتي نسبتهاي 4

 

 

 ):راديانب زوج مضار(راديان k2نسبتهاي مثلثاتي زوايا با مجموع يا تفاضل 

ند تاثيري ندار بنابراين ميگردانند بر اول جاي سر به را كمان انتهاي مثلثاتي دايره دورهاي در راديان πمضارب زوج
درجه در يك ربع واقع مي شوند( زيرا  390درجه و  30بل چشم پوشي هستند به بيان ديگر : نسبتهاي اوق

 ) پس داراي نسبتهاي مثلثاتي برابر هستند بنابراين در حالت كلي:30-390=360

sin(2kπ+ )=  sin                             cos(2kπ+ )=  cos  

tan(2kπ+ )=  tan                              cot(2kπ+ )=  cot  

 

٢ +  
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+مثبت دايره مثلثاتي خلاف حركت عقربه هاي ساعت است جهت ميبردوچون شروع نقطه ابتداي به مارا 2   
لال را داريم يعني استد همين هم باز 2   براي نسبتهاي .و همه نسبتها مثبت مي باشند افتد مي اول ربع در

 در -هت مثبت دايره مثلثاتي خلاف عقربه هاي ساعت است ج چون و برد مي شروع نقطه ابتداي به مارا 2
 پس داريم:ودر ناحيه چهارم مي افتد كند مي حركت ساعت هاي عقربه جهت

sin(2kπ   - sin  

cos(2kπ   cos  

tan(2kπ - )=  - tan  

cot(2kπ - )=  - cot  

2sin 11عبارت مقدار  مثال:
3  - 3 tan420-1 .را محاسبه كنيد 

2sin(4π- 3  )- 3 tan(360+60)-1= 

2sin(- 3  )- 3 tan60-1 =-2 × 3
2  - 3× 3-1 = 3 -3-1= 3-4 

 درجه را محاسبه كنيد. 840نسبت هاي مثلثاتي سوال: 

 

 

  = 3πو           4π=و    =5π             :توجه

 آوريد. بدست x = 6را به ازاي  y = -1+ 34cos(2x- 2)مقدار سوال: 

 

+cot15�= 2گاه هر مثال: 3حاصل كسر  3 75 2 105
165  را حساب كنيد. 255

3 2 15 2 2 15
15 3

2 15
 = 

3 15 2 15
15 15  

 تقسيم مي كنيم: sin15، سينوس مي باشد بر  cotچون مخرج 

٢ -  
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= 
3 15

15
2 15

15
15

15
15
15

 = 3 15 2 15
15 1  = 5 15

2 3 1 = 5 2 3
1 3  

 را محاسبه كنيد. Aعبارت مقدار عددي  سوال:

A= 
240 150 45

3
4

11
6

 پاسخ: صفر                                                            

 

 

 

 

 150°سانتي متر است. اندازه يك زاويه آن  15و  12اضلاع مجاور يك متوازي الاضلاع داراي اندازه هاي سوال: 
 است. مساحت متوازي الضلاع را پيدا كنيد. 

.البته ميتوانيدازفرمول مساحت مثلث كه سال قبل ارتفاع × مساحت متوازي الاضلاع برابر است با: قاعده توجه:
  خوانديدهم حل كنيد.

 90پاسخ: 

 

3باشد حاصل  tan23�=aاگر سوال:  157 2 113
383  بيابيد. aرا برحسب  67

 1پاسخ: 

 

 

 

=tan(a-5π)cot(a+7 π)-cos(6 π-a)cos(a-6 π)                       :ثابت كنيد مثال: 2a       
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tan[-(5π-a)]cot(7 π+a)-cos(6 π-a)cos[-(6 π-a)] 

=-tan(π-a)cot(π+a)-cos(-a)cos(-a) 

=tan a cot a – 2 a =  ×  – 2 a = 1- 2 a = 2a 

 س يكديگرند.عك  cotو tanقرار دهيم چون  1عدد  tan a cot aي ميتوانستيم مستقيم به جا توجه:

 بي تاثير است. چون دورهاي زوج  tan(5π-a)=tan[4π+π-a]= tan(π-a  توجه:

3روابط زير را براي نسبت هاي مثلثاتي با مجموع يا تفاضل  تذكر:
 راديان داريم: 2

sin(3
2  –a) = -cos a  ,  sin(3

2  +a) = -cos a  

cos(3
2  –a)= -sin a  ,   cos(3

2  +a)= sin a 

tan(3
2  –a)=  cot a  ,  tan(3

2  +a)= - tan a 

cot(3
2  –a)=  tan a  ,  cot(3

2  +a)= - cot a 

 

 

 بينديشيم:                                                                   پيرمرد مهربان

 

پيرمردي (گاندي رهبر فقيد هندوستان) با قطار درحال مسافرت بود...به علت بي توجهي ، يك لنگه از كفشهاي نو 
 د از پنجره قطار بيرون افتاد.او ،كه به تازگي خريده بو

 ،ولي پيرمرد بلافاصله لنگه ديگر كفشش راهم به بيرون انداختمسافران ديگر براي پيرمرد تاسف خوردند

يك لنگه كفش نو برايم بي مصرف است ،ولي "همه با تعجب به اونگاه كردند...اما او بالبخندي رضايت بخش گفت:
 "مطمئناخًيلي خوشحال خواهد شد.اگركسي يك جفت كفش نو پيدا كند 
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 درس سوم توابع مثلثاتي

 اندو   تعريف شدهآنهامقدارهاي xكه به ازاي هرمقدار هستند ازساده ترين توابع مثلثاتيy=cos xوy=sin xتوابع
 1و  -1بدست مي آيد اعدادي بين cosxو  sinx مقاديري كه برايx است وباتغيير Rدامنه اين توابع تمام 

 است. [1،1-] عبارت ديگربرداين توابع هستندبه

 sin(x-2 همچنين و +2sin(xچون  رسم تابع سينوس:

 ) sin(x-22(زيرا

 + = -×-ناحيه چهارم سينوس منفي است بنابراين : در

در نتيجه  كند نمي تغييري) كمان از( كمان به راديان 2بنابراين مقدار تابع سينوس با اضافه كردن (كم كردن) 
2]      كنيم و در ساير بازه ها مثل مي رسم] 2 ,0[هنمودارتابع را در باز 2-] يا 4  4-] يا 0 ,-2  …يا[

 .شود مي رارتك نمودار همين

 را رسم كنيد. 1sinx+2= yنمودار  :مثال

كه در همه نمودار ها ثابت است را ابتدا مينويسيم و سپس تغييرات مربوط را اعمال  سينوسجدول اوليه نمودار 
 مي كنيم.

 

در واقع همان مقادير اصلي روي دايره مثلثاتي هستند پس اگرمقادير در خاطرمان نباشد  xدر اين جدول مقادير 
 مي توانيم از دايره مثلثاتي كمك بگيريم 

 

 

 

 

 

 

 

  
٢
            ٣

٢
     ٢  

٣ 

٢ 

١ 

 

 
-
١ 
 

x          ٠       
٢
                ٣

٢
        ٢  

sinx       ٠        ١-         ٠       ١         ٠ 

×٠        ٢-         ٠       ٢         ٠        ٢ 

y +١        ١-         ١       ٣         ١       ١ 

x          ٠       
٢
                ٣

٢
        ٢  

sinx       ٠        ١-         ٠       ١         ٠ 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 مثلثات-٢آموزش رياضی

١٢٠ 
 

 رسم كنيد.  را y= -sinx+1نمودار  مثال:

 

 

 

 قرينه و به اندازه يك واحد عمودي به سمت بالا منتقل شده است. ,در واقع نمودار سينوس توجه:

اگر بخواهيم اين نمودار را در بازه بزرگتري رسم كنيم نيازي به مقدار دادن نيست همين نمودار در بازه هاي  تذكر:
 مي شود:  تكرار [0،2π]بعد از بازه قبل و 

 

 

 كنيد. رسم[0،2π] دربازهرا y= sin 2 +1نمودار سوال: 

 

 

 كنيد. رسم [0،2π]رادربازه  را y= 1- 12 sin xنمودار  سوال:

 

 

 

y= 2sin (x- 3نمودار  سوال:  را رسم كنيد. ( 

 

 

 برابر صفر است.) πمضارب صحيح (x= kπبراي y= sin xتابعمقدار توجه:

 ؟صفر مي شود y= sin 3θمقدار تابع θاز به ازاي چه مقادير  سوال:

x          ٠       
٢
                 ٣

٢
       ٢  

sinx       ٠        ١-         ٠       ١         ٠ 

×-         ٠        ١          ٠       ١-        ٠ 

y +١        ٢         ١+      ٠         ١        ١ 
  

٢
            ٣

٢
     ٢  

٢ 

١ 

  
٢
            ٣

٢
     ٢    ٥

٢
    ٣     ٧

٢
    ٤  

٢ 

١ 

-٢     -٣

٢
    -     -

٢
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 باشد.مي -و منيمم مقدار تابع ماكسيمم (بيشترين) مقدار تابع  y= asinkxدر تابع  توجه:

رسم مي شود و در ساير بازه ها اين نمودار تكرار مي گردد در واقع دوره تناوب درآن بازه اي كه نمودار اصلي  توجه:

 بدست مي آيد.2 ازرابطه  بنويسيم دوره تناوب آنy= asinkxتابع سينوس است كه اگرتابع را به صورت 

 را بدست آوريد. y= 2sin3xدوره تناوب  سوال:

 

: مي توان با كمك بدست آوردن ماكسيمم و مينيمم و دوره تناوب و نقاطي كه در آن نقاط ( در فاصله  توجه
را رسم نمود اما معمولا براي حدس زدن معادله يك  نمودارمم و ماكسيمم) تابع صفر مي شوديمين

 نمودارازآنهااستفاده مي شودبه مثال زير دقت كنيد:

 معادله منحني زير را بنويسيد. مثال: 

 است 4طبق شكل دوره تناوب 

2 بنابراين:  = 4  2 =4 k k= 12 

 

 

 

   ميباشد    چون نموداراصلي سينوس به صورت

 ميگيريم پس معادله به صورت زير مي باشد. -12را برابر  a مقدار بنابراين

y = a sin kx y = -12 sin 12 x 

 را رسم نمائيد.  y =2sinxآن  نموداررا رسم كنيد و از روي   y =sin(-x)نمودار  سوال:

 

 

 

-١٢-     ١٢   

١٢ 

 
 

 

 

٢          ٤  

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 مثلثات-٢آموزش رياضی

١٢٢ 
 

سبب جمع شدن عمودي مي  a<1>0سبب كشيدگي عمودي و مقدار  a>1مقدار  y =a sinxدر نمودار  توجه :
نمودار نسبت به محور طول ها قرينه مي شود و با توجه به اندازه اش   a<0 اديرمقبراي شود همچنين 
 ي از دو حالت قبل اتفاق مي افتد.يكازنظرقدرمطلق 

 باز هم داريم: :رسم تابع كسينوس

Cos (x-2 )= cos [-(2 -x)] = cos(2 -x)=cosx 

Cos(x+2 )= cos (2 +x) = cosx 

( از كمان) تغييري نمي كند در نتيجه  كمان به راديان 2يعني مقدار تابع كسينوس با اضافه كردن (كم كردن) 
2]     رسم مي كنيم و در ساير بازه ها مثل 2 ,0] نمودار تابع را در بازه 2-] يا4 ,  نمودار همين …يا 0

 شود. مي تكرار

تغييرات مربوط روي آن اعمال مي شود به صورت زير وجدول اوليه نمودار كسينوس كه در همه نمودار ها هست  
  است:

 

  ، مي توان از دايره مثلثاتي كمك گرفت. كردن مقادير درصورت فراموش تذكر:

 

 

 

 كتاب درسي) 93صفحه 2شماره 2مرين را رسم كنيد.(ت y=2 cosx+1 مثال:

 

 

 

 

0،2]دربازه بزرگتر ي رسم كنيم همين نمودار را در بازه قبل و بعد بازه  را اگربخواهيم اين نمودار توجه:  تكرار [
  :كنيم مي

π 

٢
 

١ 

١ 

٠ 

٣

٢
 

٢  

x          ٠         
٢
                ٣

٢
        ٢  

cosx       ١        ٠         ١      ٠         ١ 

×٢        ٠         ٢      ٠         ٢         ٢ 

y +٣        ١        ١       ١         ٣        ١   
٢
              ٣

٢
  ٢  

٣ 

٢ 

١ 

 

 
-
١

x          ٠       
٢
                ٣

٢
        ٢  

cosx       ١        ٠        ١       ٠         ١ 
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 را رسم كنيد. y= cos 2 -1نمودار  سوال:

 

 

 كنيد. را رسم y = -cosx +1 نمودار  سوال:

 

 

 

  است.                برابرصفر x= kπ+2  به ازاي  y =cosxتابع مقدار توجه:

 شود؟ صفر مي 3cos2θ+1=1 مقدار تابع θمقاديري از به ازاي چه  سوال:

 

و مثل  -آن مقدارو كمترين يك نمودار كسينوسي است كه بيشترين مقدار آن  y = acoskxتابع  توجه:

 بدست مي آيد.2تابع سينوس دوره تناوب آن از 

3برابر  y =2coskxتناوب اگر دوره  سوال:
 كنيد. را محاسبه kباشد مقدار  2

 

 

 

 

 

٣ 

٢ 

١ 

 

 
-١ 

  
٢
             ٣

٢
  ٢   ٥

٢
      ٣       ٧

٢
  ٤  

١

-٢   - ٣

٢
        -        -

٢
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 معادله منحني هاي زير را بنويسيد. سوال:

 

 الف

  

 

 

 

 ب

 (y = cosx)باشد . مي                            نمودار اصلي كسينوس به صورت  توجه:

 

 كنيد. را رسم cosx-1 –   را رسم كنيد و از روي آن y = - cosxنمودار  سوال:
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 نكات كليدي:

را حذف كرد ولي اگر مضربهاي  πدر نسبت هاي مثلثاتي سينوس و كسينوس  مي توان مضرب هاي زوج  )1
      .قرار دهيمراحذف كنيم بايدپس از حذف يك علامت منفي جلوي نسبت مثلثاتي  πفرد 

    sin (4π+ )=sin  ,         

 sin (3π+ )= -sinα             sin(3π-α)=-sin(-α)= sinα 

 sin(4π-α)=sin(-α)=-sinα 

                       .را مي توان حذف كرد πنسبت هاي مثلثاتي تانژانت و كتانژانت تمام مضرب هاي صحيح در) 2

 tan (2π+ )=tan  , tan (3π+ )= tan                                                      

tan (2π- )=tan(- )=-tan  , tan (3π- )= tan (- )=-tan                                                      

 باشد نسبت مثلثاتي تغيير نمي كند. π) اگر زاويه مثلثاتي شامل مضرب هاي صحيح 3

3و  2) اگر زاويه مثلثاتي شامل مضرب هاي 4
باشد نسبت هاي مثلثاتي تغيير مي كند بدين صورت كه سينوس  2

ربعي كه  ، به كسينوس و تانژانت به كتانژانت و برعكس تغيير مي يابند و براي علامت با فرض حاده بودن زاويه 
پيدا كرده و علامت نسبت مثلثاتي آنرا مشخص نموده و جلوي زاويه مثلثاتي در آن واقع است را روي دايره مثلثاتي  

 . نسبت مثلثاتي جديد قرار مي دهيم

cos(3
2  - ) = -sin         ربع سوم 

sin(2  + ) = + cos         ربع دوم 

 گذرد.مي (0،1)از نقطه ي  f(x)=cos xاز مبدأ مختصات مي گذرد ولي تابع  f(x)=sinx) تابع 5

6 (Cos x در نقاطx=0  وx=2π در نقطه  وداراي بيشترين مقدارx=π  داراي كمترين مقدار است همچنين به
=xازاي   ) 2πداراي مقداري برابر صفر است (در دوره تناوب x= 32و 2

7 (Sin x  در نقطهx= داراي كمترين مقدار است همچنين به ازاي مقادير x= 32داراي بيشترين مقدار ودر نقطه 2
x=0  وx= π و x=2 π 2داراي مقداري برابر صفر است(در دوره تناوبπ( 

اضافه شود است كه اگر به  اي كوچكترين زاويه 2πاست در حقيقت  2πبرابر با  cosxو sinx) دوره تناوب 8
sin  وcos آن تغيير نمي كند  . sin( +2kπ)=sin 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 مثلثات-٢آموزش رياضی

١٢٦ 
 

و  tanاضافه شود  است كه اگر به اي كوچكترين زاويه  πاست در حقيقت  πبرابر با  cotxوtanx) دوره تناوب 9
cot  .آن تغيير نمي كند  

tan( +kπ)= tan    cot( +kπ)= cot       (k  Z) 

 2برابر است با :  y =a cosk x+cو  y =a sin kx+c) دوره تناوب 10

 برابر است با :  y = a cotk x+cو   y =a tan kx+c) دوره تناوب 11

دوره تناوب تغييري نمي كند زيرا اعدادي كه بيرون تابع ضرب يا  شودضرب  sinو  cos) اگر عددي پشت 12
تقسيم يا جمع و تفريق مي شوند فقط روي برد تابع تاثير مي گذارند و روي دامنه بي تاثير هستند بنابراين روي 

 دوره تناوب هم اثري ندارند.

است  =π2Tكه داراي توان فرد هستند دوره تناوب همان  x1n+2y = cosو  x1n+2y = sin) توابعي به صورت 13
 و  = yو  xn2y = cosو  xn2y = sinولي براي 

y =  دوره تناوب نصف مي گردد و برابرT=π .است 

 است. T=πه فرد) دوره تناوب همان وان طبيعي ( چه زوج و چبا هر ت cotو  tan) توابع 14

 ضرب مي كنيم. 180داده شده را در  دعد) براي تبديل درجه به راديان به روش سريع 15

 ضرب مي كنيم. 180به روش سريع زاويه داده شده را در  درجهبه  راديان) براي تبديل 16

 بدست مي آيد. sinبديل كنيم قرينه تابع ت x-را به  xتابعي فرد است يعني اگر  sin) تابع 17

 تبديل كنيم تابع تغيير نمي كند. x-را به  xاگر تابعي زوج است يعني  cos) تابع 18

 تابعي فرد مي باشد   )  2 -و  2بازه ( همچنين در) تانژانت در دامنه تعريفش همواره صعودي است 19

 فرد مي باشد. تابعي)  2 -و  2بازه ( همچنين در) كتانژانت در دامنه تعريفش همواره نزولي است 20

+ R-{kπ) دامنه تانژانت 21    =tanxو  cosx= 0 →x= kπ+ 2        است زيرا : {2

  = cotxو   sinx=0 →x= kπ         است زيرا : R-{kπ}) دامنه كتانژانت 22
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 تست:

285) حاصل عبارت 1 255
525  )94كدام است؟ (كنكور تجربي  tan15� = 0/28با فرض 105

1 ( - 16
9   2 (- 9

16  3 (9
16  4 (16

9 

 1پاسخ: گزينه 

 

 

 )93كدام است؟ (كنكور تجربي خارج  a+bاست.  y = asin(bπx)) شكل زير قسمتي از نمودار تابع 2

1 (4
3           2 (5

3                      3  (7
3             4 (8

3 

 مي باشد 6باتوجه به نمودار دوره تناوب برابر 

 2كه مساوي است با2و طبق فرمول برابر 

2 =6  = 
1
3 

مي شود كه در  73 -باشند كه جواب  هم هر دو مي توانند منفي bو  a+b=2+ 13 = 73  )aبنابراين  a=2طبق شكل 
 گزينه ها نيست)

 نميتوانندعلامتهاي متفاوت داشته باشند. bوaدوجواب دارداماچون نمودارفرم نمودار مثبت است  bتوجه:

250حاصل عبارت )3 700
560  )94كدام است؟(كنكورتجربي خارج tan20� = 0/4فرض با110

1 (3
4 -  2 (3

4  3 (7
3  4 (5

8 

 3پاسخ: گزينه 

 

 

 

٢

٦
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= xدر نقطه  yمي باشد. مقدار  y = a+ sin(bπx)) شكل زير قسمتي از نمودار 4
25
كدام است؟ (كنكور  3

 )93تجربي

                                                                                       1(5/2  

        2(5/2  

        3(5/3  

  4(5/3-                                                                                                                  

 y=3داريم  x=0در  باتوجه به شكل

 در معادله بگذاريم را)0و3اگر (

  a=3نتيجه مي گيريم  

2  =4 =1
2 y= 3+sin(-2  x) 

25
3  y = 2/5 

 ) b= - 12است پس  sin(نمودار قرينه فرم اصلي 

sin(17   )حاصل عبارت5
3

17
6

19
4

11
6 

 كدام است؟

1(1
4                  2(1

2                    3(1
4                  4(1

 )98(كنكورتجربي 2

 3پاسخ:گزينه

٣

٥٤ ١ ٥ 
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 تمريناتي براي تلاش بيشتر:

 ساده كنيد.)عبارت زير را 1

cos 7  + cos 27  + cos 37  + cos 47  + cos 57  + cos 67  پاسخ نهايي : صفر  

       tan3B+ tan3C=0 نشان دهيد�A=120رض باف ) درمثلث2

ضرب  3را محاسبه كنيد و سپس در  B+Cدرجه است  180°توجه كنيد كه جمع زاويه هاي داخلي هر مثلث 
 را يكطرف و ... Bكنيد و سپس 

×�cos 80) حاصل عبارت 3 80� 10�
80�  را محاسبه كنيد. �10

 درجه بنويسيد 10همه رابراساس  10�cosپاسخ نهايي : 

 ) حاصل عبارت زير را ساده كنيد.4

A= 
2 3

2 8
9
8

2
3
8 2 17

2 8
   97استعدادهاي درخشان شهيد بهشتي اهوازخرداد                          

2 باشد مقدار  tan  = 23) اگر 5 3
3
2

راهنمايي : پس      5پاسخ نهايي:  را محاسبه كنيد. 

 تقسيم كنيد  cosاز ساده كردن ، تك تك جملات را بر 

 ) درستي تساوي زير را بررسي كنيد.6

2 100� 350� 460�
80� 4 280� 190�  = 

1
2 tan10  

 درجه بنويسيد. 10 رابطه درست است. همه رابر اساس 
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 فصل پنجــــم : توابع نمايي و لگاريتمي                                   
 

 

 تابــع نــمايي و ويـــژگي هاي آن                     

 

 و ويـــژگي هاي آن لگـــاريتمي تابــع

 

  كـاربردهاي تــوابع نمايي و لگـاريتمينمـودارها و  
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 درس اول: تابع نمايي و ويژگي هاي آن:
 فرض كنيد تعداد يك نوع باكتري در هر روز دو برابر مي شود يعني:

 
آيد كه يك تابع نمايي  بدست مي  = x2yروز تعداد باكتري ها از رابطه  xبعد از اگر دقت كنيد ملاحظه مي كنيد 

 است.

يك متغير است يك تابع نمايي ناميده مي  xو <a  ،0a≠1عدد حقيقي و aكه  xy = aهر تابع به صورت  :تعريف
 شود.

 را داراست. aتمام خواص نظير توانهاي گوياي  xaحقيقي باشد  xاگر  توجه:

 آيا داده هاي زير در هر جدول ، بيانگر يك تابع نمايي است يا خير؟ دليل خود را توضيح دهيد. سوال:

 

 

     

 

      
 و تابعي ثابت است و نمائي نيست.  = x1y=1در اينصورت  =1aداشته باشيم  xy =aاگر در تابع  توجه:

y = 2تابعkازاي كدام مقاديربه مثال: 
 نمائي است؟3

2 0طبق تعريف تابع نمائي بايد داشته باشيم:
3  
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3،2 �  

2 همچنين بايد داشته باشيم 
3  بنابراين:  1

2-k k+3 -2k 1 k  - 12 � 

 �,�  k  {(-3, - 12 ) k  {(-3, 2 ) : يا {(2, 12 - ) {- 12}}   

2عبارت aازاي كدام مقادير به سوال:
  است؟ نمائي3

 

 

 

 

 ها قرينه اند. yنسبت به محور  x-) y =a1, a0(aو  x y =aنمودار تابع هاي  توجه:

لبته ا نها بصورت تواني باشد و متغير در توان قرار داشته باشدبعي رفتار نمايي دارند كه ضابطه آفقط توا توجه:
 ممكن است اين عبارت تواندار با عددي جمع و تفريق يا در عددي ضرب شده باشد.

  نمودار تابع نمائي به يكي از دو صورت زير است: توجه:

 

 a 1 0 1 

 است. )0+,(و برد آن برابر Rبرابر y =a)x(باتوجه به شكل،دامنه تابع نمائي : 1تذكر

يك به يك  يرا حداكثردريك نقطه قطع مي كندپس تابع هارسم شود نمودار xهرخطي كه موازي محور: 2تذكر
 است 
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 ها را قطع نمي كند. xقطع مي كند ولي محور  1ها را در نقطه اي به عرض  yنمودار تابع محور : 3تذكر

قطع مي كند مثلا  kطه اي به عرض قها را در ن yباشد در اينصورت محور  xy =kaاگر تابع به صورت  : 4تذكر
x2=  y محورy قطع مي كند اما 1هارادر نقطه اي به عرضx23y = محورy  و  3ها را در نقطه اي به عرض
x2 

1
3  =     y  محورy  1ها را در نقطه اي به عرض

 قطع مي كند. 3

(از دو نقطه  xy =kaاگر نمودار تابع نمائي سوال: 
1
1(و  )3,0

بگذرد در اين صورت مقدار تابع در نقطه اي به  )-81,3
 واقع بر آن چقدر است؟ 2طول 

 

 

  

 رسم تابع نمائي معمولا به روش نقطه يابي و انتقال صورت مي گيرد.:توجه

  تابع هاي زير را رسم كنيد. مثال:

 
را به صورت نقطه چين رسم مي كنيم چون مقدار تابع از آن كمتر نمي شود. در حالت  = 1yحتما خط  : 1توجه

 به عنوان مرز بايد رسم شود. y =kخط  kxy =a+كلي در معادله 

عبور  1كه ميدانيم از عرض  = x2yنمودار فوق را مي توان از راه انتقال رسم نمود بدين صورت كه نمودار  :2توجه
 بالا انتقال دهيم. مي كند را يك واحد به
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 نمودار هاي زير را رسم كنيد و دامنه و برد آنها را بنويسيد. سوال:

 y = 2x-2(الف

 

 

) = y (ب
1
3) x 

 

 

 y =2x-1 (ج

 

 

y = (1 (د
3) 

x -1 

 

 

 نامند.ي ميتوان قرار گرفته باشد معادله نمايمعادله اي را كه در آن متغير در  : معادلات نمايي

 تابع نمايي زير را حل كنيد. مثال:

9x-1 = 27  (1
3) 

1-3x 

(32)x-1 =3 3 3 3x-1  32x-2 3 3x+2  2x-2 = 3x+2  -x =4  x = -4 
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 تابع هاي نمايي زير را حل كنيد. سوال:

1) 4 2x-1 = 8 x+1 

 

2) 9 x = 3 2 4        (كتاب درسي . تمرين 6 صفحه104)   

 

3) 1
2

3 2 4 2  

 

4) 1
3

2 5 81 1   

 

 تابع نمايي زير را حل كنيد. مثال:

32x –4(3x) +3=0 

(3x)2 – 4(3x) +3=0 
3

  t2 -4t +3=0  (t-3)(t-1)=0  t-3=0 

t=3  3x=3 x=1    t-1=0 t=1  3x =1  x=0 

 نمايي زير را حل كنيد.هاي تابع سوال: 

1)9 x +3 x =2  

2) 9 x+1 =27 3 x+1   

 

3)2x +2 x-1 = 12   

 

4) 2x +2 x+1 +2 x+2 = 224 
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 در حالت كلي معادلات نمايي به يكي از سه روش زير حل مي شوند: : نتيجه

 تغيير متغير-3فاكتورگيري -2مساوي كردن پايه ها -1

 حل نامعادلات نمايي:

 براي حل نامعادلات به دو مطلب زير توجه مي كنيم:

1) 0 a  1    , ax  ay   x  y 2) a 1           , ax  ay   x  y 

باشد علامت بين آنهاتغييرنميكنداما براي 1پايه بزرگترازهرگاه براي مقايسه نامعادلات  درواقع ميتوان گفت:توجه:
 علامت تغيير جهت داده ميشود.1و0پايه هاي بين 

1توجه:درحل نامعادلات نمايي باتوجه به اينكه  استفاده كرد. 1همواره ميتوان از پايه بزرگتراز 1

 نامعادله زير را حل كنيد. مثال:

2 3x+2 16 2 1

2 3x+2  2 4(2x-1) 2 3x+2  2 8x-4 3x+2  8x-4  -5x -6 

x 6
 منفي است جهت عوض ميشود)(ضريب5

 نامعادلات زير را حل كنيد. سوال:

1) 5 -2x+4  1
5  

 

2) 3 2x-4  81  

 

3) 1
2

2 3  8   

 

4) 1
2

4
≤

1
32

1
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 تست: 

 كدام است؟ +2f(x+2-)3f(x(مقدار   =x 2f(x)) اگر 1

 2x+ 2  3 ()1f(x+   4 (f(x)2) 2   صفر) 1

 1پاسخ : گزينه 

 

x 8 2 1 از معادله  x) مقدار 2
2

2  كدام است؟3

1 (4
5            2 (5

4        3 (- 45                   4 (- 54 

 3پاسخ : گزينه 

 

 

3) مقدار عبارت 3 1 3 2 3
9 9 9 9  برابر است با:9

1 (x3   2 (x- 3             3 (x3-             4 (3 

 4پاسخ : گزينه

 

 

4) نمودار 4 2 2
2   كدام است؟2

 
 2پاسخ : گزينه

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 توابع نمايی ولگاريتمی-٢آموزش رياضی

١٣٨ 
 

 تمريناتي براي تلاش بيشتر

x 4 2- x=0) معادله 1
 6+x 9 .را حل كنيد 

9رابه صورت  معادلهراهنمايي:                       x=0پاسخ :  6
4  وحل كنيدبنويسيد 2=

x2 3=36 -3) معادله 2 9
34  را حل كنيد. 3

 x=0پاسخ : 

64حاصل  1k+3 2 =8) هرگاه 3  را محاسبه كنيد. 6

 43پاسخ: 

 را حل كنيد. x57- x25 -450=0) معادله 4

 x=2پاسخ: 

8را از تساوي  x) مقدار 5
3

2 3)36(=  4x+ 9  .بدست آوريد 

 x=0پاسخ: 
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 توابع نمايی ولگاريتمی-٢آموزش رياضی

١٣٩ 
 

 درس دوم: تابع لگاريتمي و ويژگي هاي آن:
 معكوس ،يك به يك است در نتيجه وارون پذير است و بنا به تعريف تابع )0+,(به  Rاز  xf(x)=aمي دانيم تابع 

  aدر پايه  xو مي خوانيم لگاريتم  1-  f= (x)  مي گويند و نوشته مي شود aآن را تابع لگاريتمي در مبناي 
 بنابراين:

y =   x = ay  (a 0,a 1) 

 محاسبه شدت است، طبيعى هاى پديده از بسيارى توصيف براى مناسبمحاسبه لگاريتم يك ابزار  خواندني:

 و گويند مى آستانه شنوايى آن به كه انسان گوش توسط شنيدن قابل صداى ترين ضعيف كردن مشخص زلزله،
 قابل لگاريتم كمك به است، گوش انسان براى تحمل قابل صداى ترين قوى كه درد آستانه محاسبه طور همين

 اقتصادى برنامه ريزى در كه معينى زمان از پس جامعه يك جمعيت بينى تعداد پيش . درندا محاسبه و تعريف

 است اى هسته انرژى در اصلى ماده كه راديواكتيو عناصر عمر نيمه محاسبه هنگام يا و اى دارد كننده تعيين نقش

 .كنيم مى استفاده از لگاريتم
وابع ت بردتوابع لگاريتمي مقادير مثبت است و  دامنهچون تابع لگاريتمي معكوس تابع نمايي است پس  توجه:

 است. Rلگاريتمي مجموعه 
 به صورت لگاريتمي بنويسيد. درصورت امكان توابع نمايي زير راسوال: 

1) 43 =64      2) (-2)3= 8  

)3 3
1
2 = 3      )4  1

3
4= 1

81  

 مي زيررابه صورت نمايي بنويسيدتوابع لگاريت سوال:

)1 1
2

1
8 = 3    )2 5

5 = 1
2  

  )3 27
3  = 13         )4 2

64=6  

 بنا به تعريف لگاريتم جاهاي خالي را كامل كنيد.سوال: 

)1  2
�=7     )2 �

81=2 

)3  �
1  = 0     )4 1

2

4 = � 

= f(x)اگر تابع  نكته:  شود:دامنه آن به صورت زير محاسبه مي رادرنظربگيريم 
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 توابع نمايی ولگاريتمی-٢آموزش رياضی
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Df:{ x| g(x) 0 , h(x) 0 , h(x) 1} 

y = 1 دامنه  مثال:
 كنيد. را محاسبه 1

1 0 1
1 0 1
1 1 2

             Dy=(1،2) (2,+ ) 

 = yدامنه  سوال:
2
  را محاسبه كنيد.2

 

 

 

y = 2دامنه  سوال:
 محاسبه كنيد.را 1

 

 

 

 

                                                                                          = y        ويژگيهاي لگاريتم:

 ) لگاريتم براي اعداد منفي و صفر تعريف نمي شود.1

a) اگر 2 0تابع صعودي و اگر  1 a  تابع همواره نزولي است. 1

 اين تابع همواره پيوسته و يك به يك بوده و در نتيجه داراي معكوس است.) 3

 ) مي گذرد.1و0) نمودار تابع همواره از نقطه (4

) اگر مبناي لگاريتم بزرگتر از يك باشد لگاريتم اعداد بزرگتر از يك مقداري مثبت و لگاريتم اعداد كوچكتر از يك 5
 مقداري منفي است.

بين صفر و يك باشد لگاريتم اعداد بزرگتر از يك مقداري منفي و لگاريتم اعداد كوچكتر از  ) اگر مبناي لگاريتم6
 يك مقداري مثبت است.

      -٢     ١     ٠     ١   
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  ويژگي هاي كاربردي لگاريتم:

)1 1 =0 )2  =1    )3
1

=-1  )4 =  

 )5 =   )6 =n  

)7  = 1     )8
1

= -  

)9  ×    )10  = x       )11 = 1  

 )12  =                         13) =  

 :4اثبات رابطه 

   at  au = xy  at+u = xy 

   t+u =   به صورت لگاريتمي

  : 6اثبات رابطه 

=  =
تا

= n  

 : 9اثبات رابطه 

  b =(ay ) x  b =a xy  

 : 10اثبات رابطه 

 = t  at = x  = = =at = x 

        : 11اثبات رابطه 

  = 1 1
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 توابع نمايی ولگاريتمی-٢آموزش رياضی

١٤٢ 
 

 : 12اثبات رابطه 

  =
1

=x  =b      , =y 13اثبات رابطه  :                                      

= = = = =     

نوشته  10باشد به آن لگاريتم اعشاري گويند و معمولا براي راحتي مبناي  10اگر مبناي لگاريتم عدد  : 1توجه  
 نمي شود.

eاگر مبناي لگاريتم عدد شناخته شده : 2توجه 2  Lnنپري) گويند و آن را با باشد به آن لگاريتم طبيعي ( 718
 Ln x=نشان ميدهند. 

همواره به يكي  =yبا توجه به ارتباط بين نمودار يك تابع و نمودار معكوس آن نمودار تابع لگاريتمي نكته: 
 از دو صورت زير است: 

 
= y نمودار  مثال: 2 = y                رارسم كنيدوبه كمك آن  2  را رسم كنيد.2-

 
                   آن را مدنظر قرار داديم در اين صورت پاسخ ها  2پايه را در نظر گرفتيم و توانهاي از صفر تا  توجه:

 را تشكيل ميدهند. yو توانها  مقادير  x) مقادير  02=11،2=22،2=4( 
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 توابع نمايی ولگاريتمی-٢آموزش رياضی
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تشكيل راجدول  6و2و1وگرنه مي توان باتوجه به ويژگيهاي  البته اين فقط يك ترفند براي به ذهن سپاري است 
= y براي رسماكنون .داد 2 يا مي توان نمودار فوق را به ميتوان جدول زير راتشكيل داد وآنرا رسم نمود 2-

  داد.واحد به پايين تر انتقال  2اندازه 

 

                           
= yنمودار  مثال: 3

 را رسم كنيد. 1

 

 

x-1 =0  x=1 

 به عنوان مرز بايد رسم شوديعني نمودار تاكنار اين خط امتداد دارد. x=kخط =yدرحالتتوجه:

 نمودار هاي زير را رسم كنيد. سوال:

1) y = 2  +1 

 

 

2) y = 2
1 

 

3) y = 3 +1 

 

 

4) y = 2
1 -2 

x        ٤       ٢ 
 y        ١       ٠       

٢ 

١ 

٤     ٣    ٢     ١ 
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 با توجه به ويژگي هاي لگاريتم حاصل عبارت هاي زير را محاسبه كنيد. مثال:

1)
1
2 + 

2
3+ 

3
4+ … + 

99
100  

1
2

2
3

3
4

99
100

1
100 10 2 2 10 2 

 

2) 8 4 2 16  

8 4 2 24 = 8 4 4 2 2 = 8 4
4= 8

1 =0 

3) 5
1255

 - 2
8  + 1

4

45
= 

5
5

3
5 - 

2
1
2

23
 + 2 2

2
2
5 =  5

5 - 2
2 + 2 2= 

-6 - 1
5 =

3 30 1
5 = 28

5   

4) 10
24- 12 10

9 + 10
125= 

10
24-  10

9
1
2+ 10

125= 10
24-  10

3 + 10
125= 

10
8 + 10

125= 1 0
8 125 = 10

1000= 10
103=3 

10توجه: 
9

1
2= 10

9= 10
3   

 با توجه به ويژگي هاي لگاريتم حاصل عبارت هاي زير را محاسبه كنيد. سوال:

1) 12 4 3
81= 

 

2) 3
81- 2

1
8+2 10

001 = 

 

 

3) 3

1
27 -2 5

125+ 2
8= 
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3هرگاه  سوال: =A  3آنگاه
9  را محاسبه كنيد.2

 

 

3حاصل عبارت  سوال:
5

25
 را بيابيد27

 

18حاصل 0/48=3و  0/3=2اگر  سوال:
 را بيابيد.24

 ) استفاده مي كنيم.12( ويژگي شماره     در چنين سوالاتي از خاصيت تعويض مبنا  توجه:

18
24 = 1024

 ادامه بديد  1018

 

3اگر  سوال:
2=a 72در اين صورت

 بدست آوريد. aرا بر حسب 48

4پاسخ :  . بگيريد3وهمينطورمبناي كمكي رااستفاده كنيد 12از ويژگي شماره  توجه: 1
3 2 

 

 

f(x)=3+ 2 5اگر  سوال:
2  را حساب كنيد. f(42)مقدار  4

 

2هر گاه داشته باشيم  سوال: 3و  0/3010 7و  0/4771  مطلوبست محاسبه : 0/8451

( الف 12 73

25  

 

 

(ب 49
3 123  
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21(ج 45=2 44 45=2 4
5 4

=2 420=20 42=20
1
2 22=20

1
2= 20 

5هر گاه  سوال:
25 5مقدار  3=

253
 را محاسبه كنيد.

 �:  12ويژگي شماره 

 

 حل معادلات لگاريتمي:

براي حل معادلات لگاريتمي طرفين تساوي را به دو لگاريتم بدون ضريب تبديل مي كنيم و سپس از لگاريتمها 
 قرار ميدهيم. xصرف نظر مي كنيم و در نهايت جواب هاي بدست آمده را در معادله جاي 

 لگاريتمي عدد منفي قرار نگيرد.ت كه پس از جايگذاري ، جلوي هيچ اساين پذيرش يك جواب شرط 

دقت كنيد كه طرفين تساوي بايد دو لگاريتم با مبناهاي مساوي و بدون ضريب بوجود بيايد، اگر اينطور نشد  تذكر:
 بايد از ويژگي هاي لگاريتم استفاده كنيم و اين شرط را فراهم كنيم.

 معادلات لگاريتمي زير را حل كنيد. مثال:

1) 2 10=4 2+ 0 3  2 10= log 24+ 0 3  

2 10= log 16 3 = 2x+10=48  2x=38 x=19  ق ق 

2 4 3 2 0

لگاريتم تعريف
 4 3 2 = 10 0 4 3 2  = 1  

3 2 = 14  3 2  = 10
1
4 2

10
1
4

3   x= 2
104
3  ق ق  

)3 8

8
2

8
2 = 3  8

8
2  =3 8

2  8

8
2

8
2 3

  

8
2

6 8 8 88  ق ق  

 معادلات لگاريتمي زير را حل كنيد. سوال:

1 3+  =1  
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2 1- 3= 3  

 

3 2 30=  

 

 

)4 7
24 - 7

5 = 7
8

 

)5 9
6- 9

2=1 

 

 

6 1+ 2=1 

 

 : دو حالت در نظر مي گيريم:نامعادله هاي لگاريتمي

b)الف) اگر مبنااز يك بزرگتر باشد  جهت نامساوي را عوض نمي كنيم:  (1

c f(x) bc    يا    

0)اگر مبنا ب)  b  بين صفر و يك باشد باشد جهت نامساوي را عوض مي كنيم. (1

c f(x) bc    يا   

بعد از حل نامعادله دامنه را تعيين مي كنيم و با مجموعه جواب بدست آمده اشتراك مي گيريم تا جواب  توجه:
 ايي بدست آيد.هن

 نامعادلات زير را حل كنيد. سوال:

)1 3
2 1

3
1 2 1 1 2 2 2 � 
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xبزرگتر را امتحان كرد: قابل قبول است پس :  2كه از x=3مي توان  (2,+  يا اينكه دامنه تعيين كرد.  (

2 1 0 1
2

1 0 1
 
اشتراك

 x 1
2  � 

�,�
اشتراك

 x 2  x (2,+ )   

)2 1+ 2
3 0  2

3 -1  

x-3 2-1  x  12 +3  x 7
2  x 3 5 �  

x-3 :تعيين دامنه   0  x 3 � 
��

x 3 5  x (3 5,+ )   

 نامعادلات زير را حل كنيد. سوال:

)1 1
2

2 1 1
2

كنيد               به مبنا دقت   1  

 

 

)2 3
2

3
2  

 

 

 درس سوم:كاربرد توابع نمائي و لگاريتمي:
) است كه از  Erg(  در واحد Eباشد انرژي آزاد شده آن زلزله برابر  mه اي در مقياس ريشتر برابر لاگر بزرگي زلز

 بدست مي آيد. log E= 11/8+ 1/5 mرابطه 

 ريشتر شهري را لرزانده است مقدار انرژي آزاد شده در اين زلزله چقدر بوده است؟ 6/6زلزله اي به شدت  سوال:

 

 ) است. قدرت زلزله در مقياس ريشتر چقدر بوده است؟Erg( 22/610حدود  زله ايانرژي آزاد شده توسط زل سوال:
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 تست:

 )88( كنكور تجربي   كدام است؟ 4در پايه  1a+4لگاريتم  a4 =22) اگر 1

1 (1   2 (2  3 (2   4 (3
2 

4a =2 2  22a =2 ×2
1
2  22a =2

3
2 2a =3

2 a= 34 

4
4 1= 

4
4 3

4 1 = 4
4 =1 

3) از معادله لگاريتمي 2
2 2 1- 3

 )95كدام است؟ (كنكورتجربي  8درپايه  (2x-1)مقدار لگاريتم 1=2

1 (- 23   2 (- 12  3 (1
2  4 (2

3 

 4پاسخ : گزينه 

 

3) از تساوي 3 8=2-  )93( كنكور تجربي خارج   كدام است؟  4در پايه  xمقدار لگاريتم  6

1 (1
2  2 (2

3  3 ( 3
2   4 (2 

 3پاسخ : گزينه

 

 

 )96كدام است؟ (كنكور تجربي  yمقدار  = logx 3log  2log y +وx+y4×7-x2=1) ازدومعادله دو مجهولي 4

1 (1   2 (2   3 (3  4 (4 

 Log y = log 32+ log x log y = log9x  y = 9x � 

2x-7 × 22x+2y=1 23x+2y-7=1 3x+2y-7 = 0 
�

 3x+18x-7=0 

21x=7  1
3  y = 9x = 9× 13 =3 

f(x)= 2) نمودار هاي دو تابع 5

1

g(x)= 1 و  
2

 )91نسبت به هم چگونه اند؟ (كنكور تجربي خارج
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1 (f(x)2  بالاتر (g(x) فقط در يك نقطه متقاطع4        ) منطبق اند3   بالاتر( 

2

1

 = 2
1 f(x) = - 2  → Df : (0,+∞)  

1
2

 = 2 1 g(x) = - 2  → Dg : (0,+∞) 

2) از تساوي 6 4=1+  )93كنكور تجربيكدام است؟ ( 2در پايه xمقدار لگاريتم 5

1 (-1   2 (1
2             3  (3

2              4 (2 

 4پاسخ : گزينه

 

 

 )85كدام است؟ (كنكور تجربي  yمقدار  1+1 =و x4=24) اگر 7

1 (7/5              2 (12/5            3 (15              4 (25 

 را محاسبه كنيد و سپس در تابع لگاريتمي قرار دهيد. xابتدا از تابع نمايي  3پاسخ : گزينه

f(x)= a+ 2) تابع با ضابطه 8
 رياضي) 96كدام است؟ (كنكور a) ميگذرد. 12و10) و (2و6از دو نقطه ( 4

1 (3   2 (4   3 (5   4 (6 

يا دورابطه را از هم كم ضرب كنيد 42راهنمايي: نياز هست بعد از جايگذاري يكي از روابط را در  3پاسخ : گزينه
 كنيد

 

است؟ کدام ٨
٩ حاصل) ١ ٠ ٤ ٢ ١ ١٢٥

٨

٢

 ٩ اگر

٤
٣
 (٢                        ٣

٣
 (٣           ٤

٤
(٣              ٢

٢
(١                          

 )٩٨(کنکورتجربی    ١پاسخ:گزينه

   

يکسان های دامنه
برابر های ضابطه

د 
ض  منطبقند
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 تمريناتي براي تلاش بيشتر: 

  =2 تهران)  13ثابت كنيد : (منطقه  ab13=2b9+2a4) اگر 1
2 3

5 

 را به اتحاد تبديل كنيد.فرض راهنمايي: سمت اول تساوي 

2) معادله 2 -8 2
2  را حل كنيد. 3=

=xو  16پاسخ:  1
2 

3) معادله 3
3

3+
81

3  را حل كنيد.0=

1پاسخ: 
=راهنمايي: از خاصيت   x=9و 9  استفاده كنيد.1

 تهران) 8(منطقه  x=yثابت كنيد =و  x,y>0) فرض كنيد 4

 راهنمايي: تعريف لگاريتم را بكارببريد راحت به جواب ميرسيد.

- = yو  x>0) اگر 5   x= 1نشان دهيد  1

8رامحاسبه كنيد.پاسخ: مقدار  6=و  = 3و     8=  اگر )6
5 

6حاصل عبارت   )7
18 × + 6

2 6
3  رامحاسبه كنيد  2

10-مقدار     )8 1 3 5 4 2 راحساب كنيد 3
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 فصل ششم: حد و پيوستگي
 

 

 درس اول: فـــرآيندهـاي حـــدي

 

 محــاسبــه حــد تـوابعدرس دوم :

 

 درس ســـوم: پيـــوسـتـــگي                                      
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 درس اول: فرآيندهاي حدي:

1دنباله  مفهوم حد: 1
3

1
9

1
1را در نظر بگيريد، اگر به همين روند با قدر نسبت  27

كنيم ادامه دهيم، ملاحظه مي 3
ولي صفر  رودهاي صفر مييرسد. يعني تا نزديكصفر نميگاه به شود ولي هيچتر ميكه دنباله هر بار به صفر نزديك

رسد هرقدر هم به آن نزديك شود. بنابراين در شود. پس صفر مرز دنباله است كه هرگز دنباله به اين مرز نمينمي
 كگوييم كه صفر حد اين دنباله از اعداد است. درواقع حد بررسي رفتار يك تابع در اطراف و نزديك به ياصطلاح مي

 باشد. نقطه معين مي

 را در نظر بگيريد و جدول زير را كامل كنيد. تابع  مثال:

 
 شود.به صفر نزديك مي نزديك شود، مقدار  1به  1تر از با مقدارهاي بزرگ دقت كنيد اگر 

 ود.شبه يك نزديك مي نزديك شود، مقدار  1به  1تر از با مقدارهاي كوچك و اگر 

فتار رسيم، يعني رديگر، اگر از سمت چپ و سمت راست به عدد يك نزديك شويم، به يك مقدار يكسان نميعبارتبه
 متغير است. بنابراين مي توان گفت: حد ندارد. ، )يك(1تابع در اطراف عدد

 تعريف كرد: براي تابع  1با توجه به مطلب فوق مي توان دو رفتار متفاوت در اطراف 

نزديك شود و مقدارهاي  به  ) با مقدارهاي بزرگتر از عددي مانند (در دامنه  اگر متغير  در يك تابع  :تعريف
     است:  حد راست دارد و مقدار اين حد برابر  در نقطه  نزديك شوند، مي گوييم تابع  به عددي مانند  

 

نزديك شود و  به  ) با مقدارهاي كوچكتر از عددي مانند (در دامنه  اگر متغير  در يك تابع  :تعريف
حد چپ دارد و مقدار اين حد برابر  در نقطه  نزديك شوند، مي گوييم تابع  به عددي مانند  مقدارهاي 

  است:           

 چپ دارند.  ازسمتراست و ازسمت معناي و    چپ، نمادهاي حدد راست وحدر علامت گذاري  تذكر: 

اگر تابعي در نقطه اي حدهاي چپ و راست متفاوت داشته باشد در آن نقطه حد ندارد. اما اگر حد هاي چپ  قضيه:
و راست تابع در نقطه اي موجود و مساوي باشند تابع در آن نقطه حد دارد و حد آن همان مقدار مشترك حدهاي 

 چپ و راست است. 
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 بستگي ندارد. يعني ممكن است: 0معين بودن يا نبودن تابع در  به 0در نقطه اي مانند  حد تابعي مانند  نكته:

 نزديك مي شود، حد داشته باشد. 0به  تعريف نشده باشد اما وقتي  0در  الف) تابع 

 ديك مي شود، تابع حد نداشته باشدنز 0به  تعريف شده باشد اما وقتي  0در  ب) تابع 

 داراي حداست،حد تابع مي تواندبا مقدار تابع برابر باشد يا نباشد. 0هنگامي كه تابع درنقطه :توجه

 نشان مي دهيم.  ميل مي كند را به صورت  به سمت عدد حقيقي  وقتي كه  حد تابع  تعريف:

 ميل كردن يعني خيلي خيلي به يك نقطه نزديك شدن.

 نقطه:همسايگي هاي يك 

را از اين  مي نامند. اگر  عددي مثبت است را يك همسايگي  كه  بازه هايي به صورت 
 مي نامند.  همسايگي حذف كنيم،آن را يك همسايگي محذوف 

نباشند.  يا  هيچكدام  و  مي باشد كه  ي باز مثل همسايگي يك عدد، به صورت بازه توجه:
2بازه هاي پس  2و  2 2و  3  همسايگي محسوب نمي شوند.  1و  1و  4

1آيامجموعه جواب مثال:  نمايشگريك همسايگي است؟2

1 2 2 1 2 1 3 1 3  

 همسايگي نيست.

2آيا مجموعه جواب  مثال: 5 6  نمايشگر يك همسايگي است؟ 0

2 5 6 0 2 3 0
2 0 2

يا
3 0 3

 

   

                                                                                

2  هست همسايگي  مجموعه جواب                       3

2     ، بازه يبه ازاي چه مقاديري از  مثال: 1  ميباشد؟ 1يك همسايگي براي  3
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1 (2x+1,x+3)   2 1 1 2 0 0
3 1 2

اشتراك
 -2<x<0 

2 ي، بازهبه ازاي چه مقاديري از  سوال: 3  ميباشد؟ 3يك همسايگي براي  2

 

 

 اجتماع يا اشتراك دو همسايگي يك عدد باز هم يك همسايگي براي آن عدد مي باشد.  توجه:

را حذف كنيم تا يك همسايگي محذوف به دست آوريم، اين  1يك نقطه مثل  اگر از همسايگي  توجه:
1همسايگي محذوف را به صورت  اي مي تواند نشان مي دهيم. به عبارت ديگر، اجتماع دوبازه 1

 يك همسايگي محذوف باشد كه نقطه انتهاي بازه اول و نقطه ابتداي بازه دوم، يك عدد باشد. 

1ي ازهب مثال: 1 2ي يك همسايگي محذوف صفر است، ولي بازه 0 يك همسايگي  1
 نيست. 1محذوف 

1        ، بازهبه ازاي چه مقدار از  مثال: 3 2 1 يك همسايگي محذوف است؟ طبق  5
 تعريف همسايگي محذوف:

3 2 1 2 1 1
2 

3بازه          ، به ازاي چه مقداراز  سوال: 2 2 1  يك همسايگي محذوف است؟ 7

 

5         ،بازهmبه ازاي چه مقدار از  سوال: 1 3 1 2  يك همسايگي محذوف است؟ 5

را امتحان ها راهنمايي: اجتماع دو بازه را مرتب كنيد تا بتوانيد از شرط همسايگي محذوف استفاده كنيد. جواب
 كنيد.

 

3را طوري بيابيد كه   سوال: 1 4  باشد.   2يك همسايگي راست  2

 

3را طوري بيابيد كه   مثال: 1 4  باشد.   2يك همسايگي چپ  2
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4 2 2 4 4 1 

2، مجموعه جواب نامعادله به ازاي چه مقداري از  سوال: 2 1   است؟ 2يك همسايگي  0

 �نامساوي برقرار باشد. حالا شما ادامه بديد.  2بايد به ازاي 

 

صحبت كرد، آن است كه آن تابع در يك همسايگي  شرط آن كه بتوان از حد چپ يك تابع در نقطه اي مانند  نكته:
 تعريف شده باشد.  چپ 

صحبت كرد، آن است كه آن تابع در يك  شرط آن كه بتوان از حد راست يك تابع در نقطه اي مانند  نكته:
 تعريف شده باشد.  همسايگي راست 

2تابع  مثال: تعريف شده  2تعريف نشده است ولي دريك همسايگي راست  2در اطراف  3
است يعني     

2
اما  3=

2
 وجود ندارد.

 

 

 

 مطلوبست محاسبه حدود زير ( در صورت وجود) fبا توجه به نمودار تابع  سوال:

 

                                    
0

 

0
                                                   f(2)= 

0
 

                    = 
2

 

٢           ١ 

٣
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 با استفاده ازنمودار زير، عبارت خواسته شده را محاسبه كنيد سوال:

1
-3

0
+ f(1)= 

  

  نهايي)3رياضي -95شهريور(محاسبه كنيد)درصورت وجود(بااستفاده ازنمودارزير،عبارت خواسته شده را سوال:

  =
1

)+1-f(2                                                  

                               

 ير را بنويسيد.در شكل زير، حاصل هريك از عبارات ز fبا توجه به نمودار  سوال:

 
                               

3
 (الف 

1
                                   پ     

0
 ب

تعريف شده باشد و در اين نقطه حد داشته باشد و حد  -2گي اينمودار تابعي را رسم كنيد كه دريك همسمثال:
  باشد -2تابع برابر مقدار تابع در 
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             تعريف شده باشد ولي در اين نقطه حد نداشته باشد.1گي ايتابعي را رسم كنيد كه دريك همس مثال:

 
گي صفر تعريف شده باشد و در اين نقطه حد داشته باشد ولي حد آن ايكنيد كه در يك همستابعي را رسم سوال: 

 غير از مقدار تابع در صفر باشد.

 

 

تعريف شده باشد و در اين  1تعريف نشده باشد ولي در يك همسايگي محذوف  1تابعي را رسم كنيد كه در  سوال:
 نقطه حد داشته باشد.

 

تعريف شده باشد و در اين نقطه حد داشته باشد و حد تابع  -1تابعي را رسم كنيد كه در يك همسايگي  سوال:
 باشد. -1برابر مقدار تابع در 

 

 

تعريف نشده  2تعريف شده باشد ولي در همسايگي چپ  2تابعي را رسم كنيد كه در يك همسايگي راست  سوال:
 باشد.باشد و در اين نقطه حد راست داشته 

 

تابعي را رسم كنيد كه در يك همسايگي محذوف صفر تعريف شده باشد و در صفر حد چپ و راست متفاوت  مثال:
 داشته باشد.
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تابعي را رسم كنيد كه در يك همسايگي محذوف صفر تعريف شده باشد و در صفر حد چپ داشته باشد ولي  مثال:
 حد راست نداشته باشد.

 
تعريف شده باشد و در اين نقطه حد داشته باشد ولي  3نمودار تابعي را رسم كنيد كه تابع در يك همسايگي  سوال:

 باشد. 3حد آن غير از مقدار تابع در 

 

 

تعريف شده  2تعريف نشده باشد ولي در يك همسايگي محذوف  2نمودار تابعي را رسم كنيد كه تابع در  سوال:
 ه باشد.باشد و در اين نقطه حد داشت

 

 

را رسم كنيد. آيا  fنمودار   =f(x)اگر سوال:
0

 )127درسي صفحه  موجود است؟(كتاب 

 

 

تعريف شده باشد و اگر  aداراي حد باشدآنست كه تابع درهمسايگي  x=aدر  fشرط لازم براي اين كه تابع  :تذكر
 حد ندارد x=aدر  fتعريف نشده باشد گوئيم تابع  aحداقل در يكي از همسايگي هاي راست يا چپ 

 حد دارد؟ چرا؟  =x-2در   = 2f(x)آيا تابع  مثال:

 

 تعريف نشده است  -2باتوجه به دامنه: همسايگي چپ 

 حد ندارد. x=-2پس در 

-٠ ١- ٢ 
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 حد دارد؟ چرا؟ =1xدر   = 1f(x)آيا تابع  سوال:

 

 

 

 حد دارد؟ چرا؟ =1xدر   = 1f(x)+1آيا تابع  مثال:

fD  1 }:1{دامنه  0 1
1 0 1  

 حد ندارد. x=1باتوجه به دامنه قابل تعريف نيست پس در  x=1همسايگي براي 

 حد دارد يا ندارد. =2x در  f(x)بررسي كنيد تابع  سوال:

f(x) = 
2 2

2 2
3 2

 

 

 

 

 بينديشيم:                                    صحبتهايي ازبزرگان:

 چون يك نفرمدت ها قبل درختي كاشته است.(وارفي بوفت) "امروز يك نفر زير سايه درختي نشسته است.صرفا

 

 كسي كه داراي عزمي راسخ است جهان را مطابق ميل خويش عوض مي كند(گوته)

 

 خداوند هم به شما فكربه محض اينكه كاري درجهت منافع كسي انجام ميدهيد نه تنها اوبه شمافكر ميكند بلكه 
 ميكند(پاراما هانسا يوگاناندا)
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 تمريناتي براي تلاش بيشتر:

باشد  3و يك همسايگي چپ  -2يك همسايگي راست  ax+b<2kx+0) در صورتي كه مجموعه جواب نامعادله 1
kوaوb .را بيابيد 

 ax+b2kx+) مجموعه نامعادله است با توجه به اين موضوع چند جمله اي را بنويسيد و با -2و3توجه: بازه (
 k=1, a=-1, b=-6پاسخ:  مقايسه كنيد.

را حساب كنيد. (از تعريف  b2a+2 باشد حاصل  3يك همسايگي محذوف  )-1(ab+,a+b)2،4( كه) در صورتي2
 ناقص كمك بگيريد.) همسايگي محذوف و اتحاد

 7پاسخ: 

=g(x)) نمودار تابع 3 2
1 =xرا رسم كنيد و به كمك آن حد تابع در     را محاسبه كنيد و حد تابع  3

aدر  R .را نيز تعيين كنيد 

به صورت زير است حاصل  f) نمودار تابع 4
2

 را محاسبه كنيد. 

 
 

در صفر  f+gمثال بزنيد كه در اطراف صفر تعريف شده اند و هيچ كدام در صفر حد ندارند ولي  gو f) دو تابع 5
 حد دارد.
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 درس دوم: محاسبه حد توابع
  ) حد يك تابع ثابت در هر نقطه برابر همان مقدار ثابت است يعني  1

 يعني :) حد يك تابع هماني در هر نقطه برابر طول آن نقطه است 2

  

 ) حد يك تابع چند جمله اي در هر نقطه ، برابر مقدار تابع در همان نقطه است:3

c)= f(a)+…1-n+ bx n= ax 

 KL =عددي ثابت باشد داريم:   kو  L =) هر گاه 4

 داراي حد باشند داريم: x=aدو تابع باشند كه در  gو  f) اگر 5

 = (الف

   =(ب

=  (ج                 ( ≠0)    

nو  L =) اگر 6 N :داريم =  

Lزوج باشد :  n( اگر  0                                             ( 

nو  L =) اگر 7 N     :داريم=  

sin = ) به طور كلي داريم: 8  , =cos  

k)) اگر 9 Z) a  k k)و اگر tan a =داريم :  2 +  Z) a  k  cot a =آنگاه   

  =آنگاه  L =) اگر 10

  =4اگر  مثال:
1

3 2
مطلوبست محاسبه  5

1
  

     طبق قضايا داريم: 
1

3 2
5  = 4  

3 1 1 2

1 5  = 
1

4  
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3 1 2
5  = 4 3

1
20+2 3

1
22

1
22
3 

مطلوبست محاسبه  مثال:
2

2 5 6 

=0چون 
2

2 5  دامنه را محاسبه كنيم. حتما بايد6

2،3x=  0) = 3-)(x2-(x-  0 6-x5+2x- 0 6-x5+2x- 

   

 تعريف نشده است پس حد وجود ندارد. 2اگر به دامنه دقت كنيد همسايگي چپ براي 

در واقع مي توان گفت: در توابع شامل راديكال با فرجه زوج اگر عبارت زير راديكال برابر صفر شود بايد حد راست و 
حد چپ را جداگانه حساب كرد. اگر يكي شدند همان حد تابع است اما اگر يكسان نشدند حد وجود ندارد. مثال بالا 

يل اينكه زماني كه عبارت زير راديكال با فرجه زوج صفر شد را از روش تعيين دامنه حل نموديم تا متوجه شويد دل
 �بايد حد چپ و حد راست تعيين كنيم چيست. 

 همچنين توابععوض مي شود و توابع شامل قدر مطلق ، اي در نقطه اي كه ضابطه همچنين در توابع چند ضابطه
 جزء صحيح بايد مقدار حد راست و حد چپ را جداگانه بدست آوريم.

 )95حد دارد؟چرا؟ (نهائي حسابان خرداد =0aدر   =f(x)آيا تابع سوال:

 

 )94محاسبه كنيد. (نهايي حسابان شهريور  =2xرا در  f(x)=x-[x]حد راست و چپ تابع  سوال:

 

 

1حد تابع سوال:
3y =   3را درx=  .در صورت وجود بيابيد 

 به وجود همسايگي چپ و راست دقت كنيد.

 

تابع  سوال:
3 1 1

2 1 1
f(x)=  1درx =  حد دارد؟چرا؟ 
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2را چنان بيابيد كه تابع  aمقدار سوال: 2
2 3 2f(x)=  داراي حد باشد .  2در نقطه 

 

 

را طوري بيابيد تا تابع  aعدد سوال:
2 1 2

3 1 2f(x)= 2 در-x= . حد داشته باشد 

 

 

1را در   aو  bمقادير سوال:
2 1 1f(x)=  :1طوري تعيين كنيد كه=

1
  . 

 

 

 چرا؟  ؟حددارد=1x درنقطهx2)[x]+2-f(x)=(x-4 آيا تابع سوال:

 

 

                مطلوبست محاسبه :                                   سوال:
0

1  

 

 

                                   مطلوبست محاسبه :                          مثال:
1

1
1 

  پس برايصفر مي شود x→1+به ازاي  [x]-1چون 
1

1
 توجه كنيم بنابراين :د به دامنه باي1

 [x]-1=0 [x]=1  1≤x 2  D=R-[1،2) 

 حد ندارد. =1x تعريف نشده است پس تابع در 1گي راست سايبا توجه به دامنه: هم

 داراي حد است؟ =7xدر  =x3-k[x-[x]2f(x)+[تابع  kبه ازاي چه مقدار  سوال:
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 :  رفع ابهام توابع كسري مبهم

0پس از جايگذاري به   هرگاه در محاسبه حد تابع 
رسيديم بايد عامل ابهام را از بين ببريم تا بتوانيم مقدار حد  0

تقسيم  x-aبر را، صورت و مخرج  x→aرا محاسبه كنيم براي اينكار اگر صورت و مخرج چند جمله اي باشند و 
 پيدا مي كنيم. زطريق جايگذاريادر صورت و مخرج ساده مي شود. بعد حد تابع را x-aو در نهايت  مي كنيم

 مطلوبست محاسبه حدهاي زير. سوال:

        
1

5 2 6
9 2 3            (ا  12

11
21= 5 1 6

9 1 12= 
1

5 6
9 12=  

1
5 6 1

9 12 1 0
0=  5 1 2 1 6

9 1 2 3 1 12 

 

    
3

2 2 15
3 2 13 12         ) 2                

  
3

3 2 5
3 3 4  = 

3
2 5
3 4 =

11
5  = 11

5  مبهم 

 مطلوبست محاسبه حدهاي زير. سوال:

1)
3

2 6 9
2 9 

           2)
2

3 2 2
2              

 

        3)
1

2 3 4 2
2 1             

 

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 حدوپيوستگی-٢آموزش رياضی

١٦٦ 
 

 4)
2

2 2
2 4   

 

 

              5)
2

2 2 3 2
2 6       

 

 

1را طوري بيابيد كه  a سوال:
8=

2
2

2 4  باشد.  2

 

 

2رادر aو bمقادير  سوال: 2
2 1 2f(x)=  3طوري تعيين نمائيد كه=

2
 گردد. 

 

 

 

=7اگر  سوال:
3

=-2و  
3

حاصل 
3

2 3
2  را محاسبه كنيد.2

  

 

نمودار تابع  سوال:
1
2 1

4 2 1
f(x)= 1ابع را در ترا رسم كنيد و به كمك آن وجود حدx= .بررسي كنيد 
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2تابع  سوال: 3
2 2 3f(x)=  مفروض است عددهايa وb كه  به طوريبيابيدرا

3
و  6 =

3
= 2 

 

 

 

 مطلوبست حدهاي زير: سوال:

1)
2

3 8
2 

 

2)
0 6 

 

 3)
2

2 6 2 2
2 2

2
4

 

 

 

(4  )136(كتاب درسي صفحه  
2

1 2

1        
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 تمريناتي براي تلاش بيشتر:

را طوري بدست آوريد كه داشته باشيم  f) تابع 1
3 2 3  چند تابع با اين شرايط وجود دارد؟ 4 =

=f(x-3)) در صورتي كه 2 5
1  ،

1
 )95)خرداد3را حساب كنيد .(نهايي رياضي(

باشدحاصل  f(2x+3)=x-5) اگر 3
1

 محاسبه كنيد.را 

را چنان بيابيد كه  a) مقدار 4
1

2 3 5 2 6 3
3 =4 

=f(x)) در تابعي با ضابطه 5
2 2

3  ر برقرار است؟ رابطه زي aبه ازاي چه مقداري از 2

2
+

2
=f(3) 

) اگر 6
2

2
2  را بدست آوريد. nمقدار 80=

  n=5پاسخ: 

 استفاده كنيد. n2+…+3-nx4+2-nx2+1-n)(x2-=(xn2-nx-1 (راهنمايي:از  

 

 شكست وجود ندارد                                                  :بينديشيم

خبرنگارجواني از توماس اديسون مخترع بزرگ پرسيد:آقاي اديسون شنيده ايم كه براي اختراع لامپ تاكنون روزي 
بارشكست همچنان به 900تلاشهاي زيادي كرده ايدوميكنيد اما گوياموفق نشده ايد چرا هنوز باوجود بيش از 

 فعاليت خود ادامه ميدهيد؟

روش ياد گرفتم كه 900بار شكست نخوردم بلكه 900شيدآقا من اديسون با لحني خونسردومطمئن جواب داد:ببخ
  لامپ چگونه ساخته نميشود...
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 درس سوم: پيوستگي:
 اگر حد تابع در يك نقطه با مقدار تابع در آن نقطه برابر باشد تابع را در آن نقطه پيوسته مي نامند.

   f=(c)از طرف راست پيوسته مي ناميم هر گاه x=cرا در  fتابع  تعريف:

  f (c)=از طرف چپ پيوسته مي ناميم هر گاه  x=cرا در  fتابع  تعريف:

 پيوسته است هر گاه در هر نقطه اين بازه پيوسته باشد. (a,b)روي بازه  fتابع  تعريف:

پيوستگي راست  aثانيا در نقطه  پيوسته باشد (a,b)پيوسته است هر گاه اولا در بازه  (a,b]روي بازه  fتابع  توجه:
 داشته باشد.

پيوستگي چپ  bپيوسته باشد ثانيا در نقطه  (a,b)پيوسته است هر گاه اولا در بازه  [a,b)روي بازه  fتابع  توجه:
 داشته باشد.

پيوستگي راست  aپيوسته باشد ثانيا درنقطه  (a,b)پيوسته است هرگاه اولا در بازه  [a,b]روي بازه  fتابع  توجه:
 پيوستگي چپ داشته باشد bودرنقطه 

 هر تابع در دامنه خود پيوسته است. توجه:

 

تابع  مثال:
2 2 1

3 1
3 1

f(x) =   .داده شده استb,a  1را چنان بيابيد كه تابع در-x=  .پيوسته باشد 

1
 =a +2  a+2=3  a=1 

1
 =3+b  3+b=3  b=0          

f(-1) =3                                         

       را چنان بيابيد كه تابع bو  aعددهاي سوال: 
1 2

13 2
2 2 1 2

f(x)=   2در نقطه- x= 

 پيوسته باشد.
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2           را طوري تعيين كنيد كه تابع aحدود سوال:  1
2 3 1f(x)=   1 در نقطهx=  پيوسته

 نباشد.

 

 

 

         را طوري تعيين كنيد كه تابع aمقدار سوال: 
4 1
6 1
2 5 1

f(x)=  1در نقطه-x=  پيوسته

 اشد. ب

 

 

       را چنان بيابيد كه تابع bو  aعددهاي سوال: 
0

2 0
3 4 0

f(x)=  0در نقطهx=  پيوسته

 )95)خرداد3باشد.(نهايي رياضي(

 

 

 

 )96)خرداد3بررسي كنيد.(نهايي رياضي( =0xرا در نقطه f(x)پيوستگي تابع سوال: 

f(x)= 
2 1 0
3 1 0

2 4 0
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 سي كنيد.برر x=1پيوستگي تابع زير را در  سوال: 

f(x)= 

1
1 1

1
2 1

1 1
 

 

 

 

با ضابطه  fرا چنان بيابيد كه تابع  bو  aضرايب  سوال: 
1 1

3 1
2 1

f(x)=  0=1درx  پيوسته

 جزء صحيح است)نماد  [   ](             باشد. 

 

 

 

به معادله  fتابع  aبه ازاي چه مقاديري از سوال: 
2 3

2 1f(x)=  .همواره پيوسته است    

 

 

 صحبت بزرگان:                                                 :بينديشيم

  خوشبخت كسي است كه ره قدرداني ازخدمت ديگران رابلد است وشادي ديگران رابه قدر شادي خود حس ميكند

 (گوته)
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 نكات كليدي:

داراي وضعيت يكسان است  aباهم برابر باشند مقدار حد آنها در نقطه  a) اگر دو تابع در يك همسايگي محذوف 1
 يعني اگر يكي داراي حد باشد ديگري نيز داراي حد است و اگر يكي از آنها داراي حد نباشد ديگري نيز حد ندارد.

)به دامنه تابع باشد بايد براي محاسبه 0=) در صورتي كه 2 توجه كرد. زيرا  (
 وجود نداشته باشد و در نتيجه حد موجود نباشد. aممكن است يكي از همسايگي ها براي 

) هنگامي كه تابع شامل جزء صحيح در مخرج كسر باشد و حد آن از يك طرف صفر شود بايد به دامنه تابع توجه 3
 كرد.

 اشند اگر حد مجموع آنها يعنيتعريف شده ب aدر يك همسايگي محذوف نقطه  g و  f) اگر توابع 4

وجود و موجود باشد نمي توان به طور قطع نتيجه گرفت كه  
 دارند.

نيز موجود باشند به طور قطع مي توان نتيجه گرفت و ) اگر 5
 وجود دارد.

 f+gحد داشته باشد ممكن است  aدر  f+gداراي حد نباشند ممكن است  aهيچكدام در نقطه  gو  f) اگر توابع 6
 حد نداشته باشد. aدر 

 x-aرا بر  f(x)يك چند جمله اي باشد اگر  f(x)) تعيين خارج قسمت و باقيمانده به روش هورنر: فرض كنيم 7
جايگذاري مي كنيم عدد بدست آمده باقيمانده است  fرا در aيعني  f(a)تقسيم كنيم باقيمانده تقسيم برابر است با 

براي بدست آوردن خارج قسمت با يك مثال موضوع را روشن مي كنيم. مي خواهيم خارج قسمت و باقيمانده 
2+x+2x3f(x)=   4را بر-x :محاسبه كنيم 

را در رديف بالاي جدول مي نويسيم. اولين ضريب را در اولين خانه پايين جدول نيز قرار  f(x)ابتدا ضرايب عددي 
 مي دهيم:

    

است و ضرايب آن عبارتند  1است پس خارج قسمت از درجه  2درجه  f(x)ريشه مقسوم عليه است. چون  4توجه: 
                q(x) = 3x+13از دو عدد سمت چپ: 
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 R=54 باقيمانده هم برابر است با رقم آخر جدول يعني 

نمي توان صحبت كرد چون در  x=0در دامنه اش پيوسته است براي اين تابع از پيوستگي در  f(x) = 1) تابع 8
x=0 .تعريف نشده است 

 ) اگر تابعي روي بازه اي پيوسته باشد روي هر زير بازه دلخواه از آن نيز پيوسته است.9

دست كم در يك  fصحبت كرد آن است كه تابع  x=aدر  fرط لازم براي آن كه بتوان در مورد حد تابع ) ش10
 تعريف شده باشد. aهمسايگي 

 است. cدر همه نقاط حد دارد و حد آن در همه نقاط  f(x)=c ) تابع ثابت 11

 است. aابر بر aن در هر نقطه به طول آحد  ودر همه نقاط حد دارد f(x)= x) تابع هماني 12

شامل جزء صحيح باشد ابتدا جزء صحيح را محاسبه مي كنيم و سپس حاصل حد را در صورت  f) اگر تابع 13
 وجود مي يابيم.

 حدهاي چپ و راست را محاسبه مي كنيم. شامل قدر مطلق باشد براي محاسبه  f) اگر تابع 14

0)براي رفع ابهام درحالت15
البته بايد باقوانين مشتق آشنايي داشته باشيدكه  ,ميتوان ازقاعده هوپيتال استفاده كرد 0

 دومشتق مورد نياز شماعبارتنداز:

1(                    =na 1  +k f(x)=a 

2( f(x)=     = 2                                                         
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 تست:

f(x)= 2) تابع با ضابطه 1 3 3
2

1 كدام است؟(كنكور  f(2)پيوسته است.  x=3در نقطه  3
 )97تجربي

 ) صفر4                         1) 3                     - 5/1) 2                      -2) 1

 2پاسخ: گزينه

 

 

f(x)= 3) تابع با ضابطه 2 6 2
2

پيوسته است؟(كنكور  (2،3]،در بازه ي aبه ازاي كدام مقدار 

 )97رياضي

1(1
11                            2(1

9                       3(1
8                                  4(1

6 

   طبق تعريف پيوستگي در بازه بايد:
2

=f(2) 

2
2

2 2 2 3
1

4 4 3
1
11

1
11 

 =f(x)) اگر 3
2

2 2
2

 )87(كنكور تجربي پيوسته است؟ x=2در نقطه  aبه ازاي كدام مقدار 

1 (-2                       2 (-1                     3 (1
2-                        4(1 

2
= 

2
2

2
2
2  = 

2

2 2
2 2  =

2
2

2 2  = 1
2    a= - 12 

 =f(x)، تابع با ضابطه a) به ازاي كدام مجموعه مقادير 4
2 1

2 1 حد  x= -1در نقطه  1
 )80دارد؟(كنكور تجربي

1 ({0}                      2 ({2}                   3 (                     4(R 

 حد راست =راهنمايي: تعريف حد را به كار ببريد: حد چپ    3پاسخ :گزينه
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 = f(x))تابع با ضابطه 5
2 4

3
4

4
3
4 2

=xدر   3
كدام  aپيوسته است مقدار  4

 )90است؟(تجربي خارج

1) 3                     ) صفر  2                1-) 1
2-                    4(1 

 4پاسخ :گزينه

 

 

 

=f(x)          تابع با ضابطه a) به ازاي كدام مقدار 6
2 5 2

1 بر روي مجموعه اعداد     2
 )91حقيقي پيوسته است؟ (كنكورتجربي

 a=2) فقط a=-2             4)فقط a             3) هيچ مقدارa          2) هر مقدار حقيقي1

2
4 2 5 2 1

2
2 1                           2a-1=2a-1  

 پيوسته است. aبه ازاي هر مقدار حقيقيپس 

=f(x)) اگر تابع با ضابطه 7 2
2 1 بر روي مجموعه اعداد حقيقي پيوسته  f(2)=5با شرط  2

 )91كدام است؟ (كنكور تجربي خارج aباشد 

1 (-1                   2 (1                   3(2                         4(3 

 3پاسخ :گزينه
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 =f(x)) تابع با ضابطه 8
2 2

1 1
1

پيوسته است؟(كنكور  x=1، در a به ازاي كدام مقدار 

 )90تجربي

 a)هيچ مقدارa                  2 (-3                    3(3                             4) هر مقدار1

 

1
1 2

1 3

1
1 2

1 3
) 1= f(

1
1 2

1 

 پيوسته نيست. x=1در  aبه ازاي هيچ مقدار پس حد راست است  چون حد چپ 

2)حد عبارت 9
2 2 + 2

xوقتي  2  )92نماد جزء صحيح) (كنكور تجربي خارج  [ ](         كدام است؟ 2

1 (-∞                         2 (1
2-                        3(1                          4(+∞ 

 2پاسخ :گزينه

 

 

 =f(x)       تابع با ضابطه a) به ازاي كدام مقدار 10
3 2

2
2 2

پيوسته است؟(كنكور  x=2در نقطه  

 )92تجربي

 a) هيچ مقدار4                  5)3                   4/5) 2                      4) 1

 ف جزء صحيح و پيوستگي توجه كنيد.به تعريراهنمايي:   4پاسخ :گزينه
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)حاصل 11
2

3
2 2 5 2

4
2  )93(كنكور تجربي        كدام است؟4

1 (- 7
12                  2 (- 5

12                 3 (5
12                       4(7

12 

 راهنمايي: تجزيه و مخرج مشترك  2پاسخ :گزينه

 

) حاصل 12
2

6
2 2

1
 )96كدام است؟( كنكور تجربي2

1 (- 52                  2 (- 32                     3 (1
2                4(3

2 

 راهنمايي: تجزيه و مخرج مشترك  1پاسخ :گزينه

 

 

) حاصل 13
1

2
2 1  )96كدام است؟( كنكور تجربي خارج1

1 (-2                  2 (- 32                 3(1                  4(3
2 

 راهنمايي: تجزيه و مخرج مشترك  2پاسخ :گزينه

 

 

=y)شكل روبرو نمودارتابع14  كدام است؟ u(x)است. 2

1(x+1   2(1 1     3(x-1           4(1-x 

)98(كنكورتجربي  

 

 

 

 

-١ 
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 تمريناتي براي تلاش بيشتر:

 )94پيوسته باشد.(نهايي حسابان خرداد x=1را طوري بيابيد كه تابع زير در  a) مقدار1

f(x)= 
1

1 0 1
1

  

 گردد. راهنمايي: ضابطه اول را بايد گويا كنيد تا رفع ابهام               a= - 12پاسخ : 

 = f(x))تابع 2

2 0
2 0

2
1 2 0

در  fرا به قسمي بيابيد كه تابع  bو  aداده شده است مقادير  

 جزء صحيح)  علامت [   ]؟(  پيوسته باشد. x=0نقطه 

 cos2x=2sin2x-1:راهنمايي   

a=0   ، b=3:پاسخ 

f(x) = 2) پيوستگي تابع 3
2 2 1

1 1
3 1

 )81تهران  3بررسي كنيد. (منطقه  x=1را در  

] =f(x)تابع  x) به ازاي چه مقاديري از 4 1  همواره پيوسته است؟ 1 [2

 راهنمايي: اشتراك دامنه ها را بدست آوريد.

 بررسي كنيد. (2،3]را در فاصله  f(x)=  +1) پيوستگي تابع 5

 نقطه مشترك ندارد.... (2،3]پيوستگي را محاسبه كنيد. چون با بازه ناراهنمايي: نقاط 

f(x) = 83با ضابطه  f) تابع 6 پيوسته باشد. (نهايي  x=0در  fرا چنان بيابيد كه تابع  f(0)مفروض است.  2
 )87حسابان خرداد

1پاسخ: 
12                  

 راهنمايي: تابع را براي رفع ابهام گويا كنيد. 
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 درس اول: احتمال شرطي و پيشامدهاي مستقل:
 در سالهاي گذشته خوانديم:

 در علم احتمال ، به هر عملي كه براي جمع آوري داده ها صورت مي پذيرد آزمايش مي گوييم. :آزمايش

پيش بيني نباشد ولي مجموعه نتايج حاصل از آزمايش قابل  قابل آزمايشي كه نتايج آن از قبل :آزمايش تصادفي
نمي  هوا پرتاب مي كنيم از قبل پيش بيني باشد را آزمايش تصادفي مي گوييم . به عنوان مثال وقتي يك تاس را به

و  2و  3و  4و  5و  6توانيم نتيجه بگيريم كه كدام عدد رو خواهد شد ولي مجموعه نتايج حاصل از پرتاب تاس: {
 } قابل پيش بيني است.1

نمايش مي  Sتمام نتايج ممكن يك تجربه تصادفي را فضاي نمونه آن تجربه مي نامند و معمولا با  :فضاي نمونه
 دهند.

هر زير مجموعه از فضاي نمونه را يك پيشامد تصادفي مي نامند و معمولا هر پيشامد را با  :پيشامد تصادفي
 حروف بزرگ انگليسي نشان ميدهند.

 رخ دهد. Bيا  Aوقتي رخ ميدهد كه حداقل يكي از پيشامدهاي  BAپيشامد  :اجتماع دو پيشامد

 رخ دهند. Bو  Aوقتي رخ ميدهد كه هردو پيشامد  BAپيشامد  :اشتراك دو پيشامد

 رخ ندهد. Bرخ دهد ولي پيشامد  Aپيشامد  وقتي رخ ميدهد كه BAپيشامد  :تفاضل دو پيشامد

 رخ ندهد.   Aزماني رخ ميدهد كه پيشامد A' C(A(پيشامد : متمم يك پيشامد

  B=Aباهم رخ ندهند يعني  Bو   Aرا ناسازگار مي گوييم هرگاه Bو   Aدو پيشامد: پيشامدهاي ناسازگار

 هر نحوه قرار گرفتن آن ها در كنارهم يك جايگشت مي گوييم. شيء متمايزداشته باشيم بهي اگرتعداد: جايگشت

 است. !nبرابربا شيءمتمايز nتعدادجايگشت هاي  توجه:

  p(n,k)نشان ميدهند و داريم :  p(n,k)شيء متمايز را معمولا با نماد  nتايي از  kتعداد جايگشت هاي  توجه:

 )  k n(با شرط   =

شيء اطلاق مي شود كه   nتايي از آن   kشيء متمايز به انتخاب هاي  nتايي از   kبطوركلي تركيب هاي  توجه:
  = C(n,k) =           ترتيب فاقد اهميت است:در آنها 
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                         =p(A)    فرمول كلي احتمال:

  فرمول محاسبه احتمال اجتماع يا اشتراك:

p(A B)=p(A)+p(B)-p(A B) 

بيايد تعداد هر كدام از حالت ها را جداگانه بدست مي » و «  حرف  اگر در مساله اي بين دو يا چند حالت  تذكر:
 آوريم و در هم ضرب مي كنيم تا جواب نهايي بدست آيد.

بيايد تعداد هر كدام از حالت ها را جداگانه بدست مي » يا «   اگر در مساله اي بين دو يا چند حالت كلمه تذكر:
 يد.آوريم و باهم جمع مي كنيم تا جواب نهايي بدست آ

ذكر نمي شود بلكه با دقت و تجزيه » يا « كلمهيا »  و « حرف   همواره در صورت سوال به صورت مستقيم  :توجه
 و تحليل سوال بايد متوجه شويم كه كدام حالت مدنظر است.

 ناگر در آزمايشي ، پيشامدي را تعريف كنيم كه امكان وقوع آن نباشد آن پيشامد را غير ممك پيشامد غير ممكن:
)pنشان مي دهيم و چون تهي عضو ندارد پس مي گوييم و آن را با نماد  )=0 

باشد( هر مجموعه زير مجموعه خودش هست) چون همه اعضاي  Sپيشامدي از فضاي نمونه  S: اگر پيشامد حتمي
)pفضاي نمونه را دارد پيشامد حتمي است و  )=1 

 چند اصل در احتمال:

 1p(A)0هميشه داريم  :1اصل

  ناسازگار باشند: Bو Aاگر  :2اصل

  p(A B)=0 p(A B)= p(A)+p(B) 

 )p=(1است:  1هميشه احتمال فضاي نمونه برابر  :3اصل

 چند قضيه در احتمال:

 داريم:  CوBو A       سازگارنادر مورد پيشامدهاي دو به دو  :1قضيه

p(A B C)= p(A)+p(B)+p(C) 

 داريم:  BAكه  Bو Aبراي هر دو پيشامد  :2قضيه
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p(B-A)=p(B)-p(A) , p(A)  p(B) 

 داريم:  Bو Aبراي هر دو پيشامد دلخواه  :3قضيه

p(A B)= p(A)+p(B)-p(A B) 

 داريم:  Bو Aبراي هر دو پيشامد دلخواه  :1نتيجه

p(A-B)= p(A)- p (A B) 

 داريم:  'Aيعني  Aبراي پيشامد مكمل  :2نتيجه

p(A') = 1 – p(A) 

 احتمال شرطي:

به شرط اينكه  Aدر اين صورت وقوع پيشامد  0p(B)دو پيشامد از فضاي نمونه اي باشند و  Bو  Aاگر  تعريف:
 نوشته و چنين تعريف مي كنيم: p(A|B)را به صورت  است قبلا رخ داده Bبدانيم پيشامد 

p(A|B) =  

مي شود.  Sفضاي نمونه محسوب شده و جانشين  Bآگاهي داريم ،  Bچون از  p(A|B)در احتمال شرطي  :توجه
 در اين صورت گفته مي شود: فضاي نمونه اي كاهش يافته است.

 را تصادفي انتخاب كرده ايم . مطلوبست تعيين: 11يك عدد طبيعي كوچكتر از  مثال:

 3الف) احتمال آمدن عدد زوج به شرط آمدن عدد مضرب 

 عدد زوج به شرط آمدن 3ب) احتمال آمدن عدد مضرب 

پيشامد آمدن عدد  B={3،6،9}پيشامد آمدن عدد زوج و  A={2،4،6،8،10}و  S={1،2،3,…,10}حل: 
 بنابراين: 3مضرب

p(A|B) =  = 13 الف) A B={6}    

p(B|A) =  = 15  ب) 

در احتمال دو نوع فضاي نمونه وجود دارد. اگر فضاي نمونه متناهي يا شماراي متناهي باشد آن را فضاي  توجه:
گوييم و اگر فضاي نمونه ناشماراي نامتناهي باشد آن را فضاي نمونه اي پيوسته گوييم اما در  هنمونه اي گسست

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 آمارواحتمال-٢آموزش رياضی

١٨٣ 
 

                   يم و در اين فضا داريم:كتاب پايه يازدهم تجربي فقط با فضاي نمونه اي گسسته سروكار دار

p(B|A) =  =  

يك جفت تاس را مي ريزيم، اگر عدد آنها مختلف باشد احتمال آنكه مجموع دو عدد زوج باشد را بدست  مثال:
 آوريد.

:A: {(1،5),(1،1),(1،3),(2،2) (2،4),(2،6),(3،1)  (3،5)مجموع دوعدد زوج 

(3،3),(4،2),(4،4),(4،6),(5،1),(5،3),(5،5),(6،2),(6،4),(6،6)} 

 B: {(1،2),(1،3),(1،4),(1،5),…}:مختلف بودن اعداد

n(B) =6عدد ديگر متفاوت است پس  5چون هرعددبا  5=30 

p(A|B) =  = 12
30 = 2

15 

 گرديم كه مجموعشان زوج و هر دو عدد متفاوت باشند پس:ي مي اد: دنبال اعد BA: براي توجه

A B:{(1،3),(1،5),(2،4),(2،6),(3،1),(3،5),(4،2),(4،6),(5،1),(5،3),(6،2),(6،4)} 

 مثال: در جامعه اي درصد نوع خون به شرح زير است:

      O  :50/0نوع      B  :20/0نوع    AB  :13/0نوع     A :17/0نوع

باشد چقدر  Oيا  ABش اورژانس بيمارستان آورده اند، احتمال اينكه گروه خوني بيمار از نوع مجروحي را به بخ
 ست؟ ا

باشد چون اين دو گروه خوني همزمان در يك شخص نمي  Oپيشامد گروه خوني fو ABپيشامد گروه خوني Eاگر 
 تواند باشد بنابراين اشتراك آنها نيز تهي است يعني دو پيشامد ناسازگارند پس:

p(E F)=p(E) + p(F)  p(E F) = 13
100 + 50

100 = 63
100 = %63 

 د چقدر است؟فرزند است احتمال اينكه لااقل يكي از فرزندان دختر باش 4خانواده اي داراي  مثال:

P(حداقل يكي دختر باشد)=1-p(همگي پسرباشند) 

= 1- 
4
4
4
1

 = 1 - 14 = 34 
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 را محاسبه كنيد. p(B)باشد = 0/1p(B|A)و   =0/2p(A)و  0/6B)=p(Aاگر  سوال:

 

 

1اگر  سوال:
3B) = p(A  1و

4p(B|A) =   3و
4B)= p(AباشدB)-p(A .را بدست آوريد 

 

در هر دو درس تجديد شده  %10در فيزيك و  %15دانش آموزان در رياضي،  %20در امتحانات يك كلاس سوال:
اند. احتمال اينكه دانش آموزي از اين كلاس در درس فيزيك تجديد شده باشد مشروط به اينكه در درس رياضي 

 تجديد شده باشد را بدست آوريد.

 

 

p(Aو p(B)= 0/5و  p(A)= 0/4 بوده و  Sدو پيشامد از فضاي نمونه اي  Bو Aسوال: اگر  B)=0/7 
 p(A|B')مطلوبست محاسبه 

p(Aراهنمايي:  B')=p(A-B) 

 

نفر فوتباليست هستند دو نفر به تصادف انتخاب مي كنيم اگر نفر اول فوتباليست  7نفري  40در يك كلاس  سوال:
 )97شهيد بهشتي اهواز خرداد -فوتباليست باشد. (استعدادهاي درخشان باشد چقدر احتمال دارد كه نفر دوم هم

 

 

كارت نوشته و سپس دو كارت از بين آنها به تصادف انتخاب مي كنيم . مطلوب است  6را روي  6تا  1اعداد سوال:
 باشد. 3احتمال آن كه مجموع اعداد روي دو كارت زوج باشد به شرط آن كه مجموع آنها مضرب 
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 شود برابراحتمال آن است كه دوستش دراين درس قبول دواحتمال اينكه رويادردرس رياضي قبول شود سوال:
باشد،روياباچه احتمالي در اين درس قبول  625/0اگراحتمال اينكه حداقل يكي ازآنهادردرس رياضي قبول شوندبرابر

 كتاب درسي)152صفحه5خواهد شد.( تمرين

 

 

 

از بين اعداد يك رقمي طبيعي دو عدد به تصادف انتخاب مي كنيم اگر اين دو عدد اول باشند چقدر احتمال  سوال:
 دارد متوالي باشند.

 

 

 پيشامدهاي مستقل:

را مستقل گوييم هرگاه رخ دادن يكي از آنها تاثيري در احتمال وقوع ديگري نداشته  Bو Aدو پيشامد  تعريف:
 p(A|B)=p(A)باشد در اين صورت: 

 اگردو پيشامد مستقل نباشند آنها را وابسته گوييم.

 Aنيز تاثيري در احتمال وقوع  Bنداشته باشد آنگاه رخ دادن  Bتاثيري در احتمال وقوع  A ناگر رخ داد توجه:
 ندارد.

دو پيشامد مستقل باشند مهمترين رابطه اي كه بين آنها برقرار است رابطه  Bو Aهر گاه  توجه:
p(B)B)=p(A)p(A .مي باشد 

ناسازگار باشند:  Bو Aهيچ رابطه اي با مستقل بودن ندارد به عبارت ديگر اگر ،ناسازگار بودن توجه:
p(A B)=0 در صورتيكهp(A) p(B) p(Aبنابراين:  0 B) p(A) p(B) 

پيشامد آن  Bو بيايد  2پيشامد آن باشد كه تاس اول Aفرض كنيد دو تاس سالم را پرتاب مي كنيم. اگر  مثال:
 را بررسي كنيد.Bو Aبيايد. مستقل بودن  4باشد كه تاس دوم

A={(2،1),(2،2),(2،3),(2،4),(2،5),(2،6)} n(A)=6 p(A) = 6
36 = 16 
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B={(1،4),(2،4),(3،4),(4،4),(5،4),(6،4)} n(B)=6 p(A) = 6
36 = 16 

A B={(2،4)} n(A B)=1 p(A B) = 1
36  

B,A p(A مستقلند   B)=p(A) p(B)  

1  پيشامدهاي مستقل با شرطBو Aفرض كنيد  مثال:
4p(A)=  وp(A) -p(B)2B)=p(A باشند. حاصل

p(B'|A) .را محاسبه كنيد 

A,B  p(A B)=p(A) p(B), مستقلند 

 =  =  = 1  = 1 – p(B)  p(B'|A)   

p(A B)=2p(B)-p(A)  p(A)+p(B) –p(A B) =2p(B)- p(A)  

1
4 p(B) – 

1
4

 p(B) = 2p(B)- 14  p(B)= 25  

 p(B'|A) = 1 - p(B)= 1 -  25 = 35 

 8/0و همين احتمال براي آقاي خانواده  6/0سال ديگر زنده بماند  50احتمال آنكه خانم يك خانواده تا  سوال:
 است . تعيين كنيد احتمال آنكه:

 سال ديگر هر دو زنده بمانند.  50الف) تا 

 ب) هيچ يك زنده نماند

 ج) حداقل يكي زنده بماند

 pحداقل يكي زنده بماند) (p-1= هردومرده):(راهنمايي
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 Bو احتمال آنكه در خانواده  %20، فرزندي با رنگ چشم روشن متولد شود  Aه احتمال آنكه در خانواد سوال:
است چقدر احتمال دارد حداقل يكي از اين دو نوزاد با چشم هايي به  %75فرزندي با رنگ چشم روشن متولد شود 

 رنگ روشن متولد شود؟

 

 نيد.را تعيين ك p(A('Bباشد در اين صورت  A)0/8B)= pو   =0/6p(B)و   =0/4p(A)اگر  سوال:

 

 

 د. نيز مستقل هستن Aو  'Bمستقل باشند آنگاه Bو Aنشان دهيداگر دو پيشامد  سوال:

 

 

 

1اگر  سوال:
2p(A)=  1و

3p(B)= وA  وB  دو پيشامد ناسازگار باشند مقدارB)p(A د. را محاسبه كني 

 

 

1اگر  سوال:
7p(A')=  1و

10p(B)= وA وB  دو پيشامد مستقل باشند مقدارB)p(A د. را محاسبه كني 

 

 

2دو پيشامد مستقل باشند به طوريكه  Bو Aاگر  سوال:
5p(A)=  1و

2B)=p(A آنگاهp(B')  .را بدست آوريد
 )95) تجربي خرداد3(نهايي رياضي(
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 Bپيشامد برآمدهايي باشد كه درآن دومين پرتاب رو است و Aسكه سالمي راسه بارپرتاب مي كنيم اگر سوال:
مستقل  Bو Aپيشامدبرآمدهايي باشدكه درآن فقط دو رو به صورت متوالي ظاهر شده است. آيا دو پيشامد 

 )90) خرداد3هستند؟چرا؟ (نهايي رياضي(

سال  20تا Bكه شخص و احتمال آن  6/0سال ديگر ناراحتي قلبي پيدا كند  20تاAاحتمال آنكه شخص  سوال:
سال ديگر ناراحتي قلبي پيدا  20است. چقدر احتمال دارد: حداقل يكي از آنها تا  7/0ديگر ناراحتي قلبي پيدا كند 

 )96) خرداد3نكند. (نهايي رياضي(

 

 

 

1اگر سوال:
3p(A)= 1و

2p(B)= 1و
4B)=p(A باشنددر اينصورتp(B'|A')+p(A'|B')  .را بدست آوريد

 )97هاي درخشان يادگار ولايت استان فارس خرداد(استعداد

 

 

 

است. اگر اين عمل روي اين دو  5/0و روي بيمار ديگر  8/0احتمال موفقيت عمل پيوند كليه روي يك بيمار  سوال:
 نفر انجام شود احتمال اينكه روي هيچكدام موفقيت آميز نباشد چقدر است؟

 

 

 

 مادر                                                :بينديشيم

 تاس >>مادر<<اگر چهارتكه نان خوشمزه باشد وشماپنج نفر باشيد كسي كه اصلا از مزه آن نان خوشش نمي آيد

 برگرفته از داستاني از ويكتورهوگو
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 نكات كليدي:

 همواره روابط زير برقرار است: A) براي هر پيشامد ناتهي 1

p(A|A)=1 ج)  p( |A)=0  ب)      p(A|A')=0الف) 

 همواره داريم: Bباشند با شرط  Sدو پيشامد از فضاي نمونه اي  Bو A) اگر 2

P(A'|B)= 1 – p(A|B) 

p(C)باشند بطوريكه :  Sسه پيشامد از فضاي نمونه اي C وBو A) اگر 3  آنگاه: 0

1) p((A B)|C)= p(A|C) + p(B|C)- p ((A B)|C) 

2) p((A B)|C)= p(A|C) - p ((A B)|C) 

بدست مي آيد ( از اين  2فرزند پسر(دختر) باشد از فرمول  Kفرزندي احتمال آن كه دقيقا  n) در يك خانواده 4
 فرمول زماني مي توان استفاده كرد كه تولد دختر وپسرهم شانس باشندوترتيب فرزندان بيان نشود)

 است. n6تاس برابر nاعضاي فضاي نمونه اي درپرتاب )5

) اگر دو تاس باهم در صورت سوال باشند يعني در مورد مجموع، تفاضل و ... سوال شود بايستي با نوشتن اعضاي 6
 پيشامد تعداد آن را به دست آوريم.

ر سوال زياد باشد در اينصورت ) از پيشامد متمم معمولا وقتي استفاده مي كنيم كه تعداد اعضاي پيشامد مورد نظ7
 متمم پيشامد مورد نظر را نوشته، احتمال آن را حساب مي كنيم و حاصل را از يك كم ميكنيم.

 پيشامدهاي ناسازگار باشند آنگاه:  Bو A) اگر 8

p(A|B)=0 

9 ( p(A B)= p(A|B) p(B) ياp(A B)= p(B|A) p(A) 

باشد ولي  p(B|A)معروف است و زماني كاربرد دارد كه هدف محاسبه » بيز « به قانون دوم  9نكته شماره  توجه:
p(A|B)  .جزو داده هاي مسئله بوده يا محاسبه آن آسان است و يا برعكس 

 مستقلند. Bو 'Aهم مستقل اند همينطور  'Bو Aمستقل باشند آنگاه  Bو A) هرگاه 10

 هم مستقل اند. 'Bو 'Aمستقل باشند آنگاه  Bو A) هرگاه 11
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 ) در حالت كلي انتخاب هايي كه با جايگذاري انجام مي شوند مستقل هستند.12

ر با ضرب برا مستقل گوييم هرگاه دو به دو مستقل بوده و احتمال رخداد هر سه براA ،B، C) سه پيشامد 13
 احتمال رخداد تك تك آنها باشد به عبارت ديگر: 

P(A B C)=p(A)p(B)p(C) 

 :                                                        راز زندگي :بينديشيم

پسرجواني به پيرمردي نزديك شد.چشم در چشمش دوخت وبه اوگفت:من ميدانم كه شماخيلي 
 خيلي آدم عاقل وموفقي هستيددلم ميخواهد راز زندگي را از زبان خود شما بشنوم.

من سرد وگرم زندگي را بسيار چشيده ام وبه اين نتيجه نگاهي به پسر انداخت وجواب داد:پيرمرد 
 رسيده ام كه راز زندگي در چهاركلمه خلاصه ميشود:

است يعني هميشه به ارزشهايي فكركن كه دلت ميخواهد زندگي ات را بر "انديشيدن"اولين كلمه -1
 پايه آنها بسازي.

ت يعني وقتي همه آن ارزش ها را مشخص كردي حالا خودت را اس"باورداشتن"دومين كلمه -2
 باوركن.

 است يعني رؤياي رسيدن به خواسته هايت رادر سر داشته باش."درسرداشتن رؤيا"سومين كلمه -3

يعني وقتي خودت را باور كردي وبه ارزش وجودي خودت است "شهامت"چهارمين وآخرين كلمه  -4
 ميرسدكه باشهامت هرچه تمام تر رؤياهايت را به واقعيت تبديل كني. كاملاً پي بردي حالانوبت به آن

والت ديسنی"بنيانگذار شرکت بزرگ وموفق ديسی لند نبود."آن پيرمرد كسي جز 
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 تست: 

است. با كدام احتمال لااقل  8/0برابر  Bو براي شخص  9/0برابر A) احتمال موفقيت عمل جراحي براي شخص 1
 )95عمل جراحي براي يكي از اين دو نفر موفقيت آميز است؟(كنكور تجربي

1 (92/0                    2(94/0             3 (96/0                  4(98/0 

 4پاسخ: گزينه

 مستقلند. Bو Aراهنمايي: 

 

 

Aباشند به طوريكه  Sدو پيشامد از فضاي نمونه اي  Bو A) اگر 2 B  وp(A)= 1
=p(B)و 3 3

آنگاه 4
p(B|A')خارج) 90كدام است؟ (سراسري رياضي 

1 (3
8                  2(1

2                    3 (7
12                           4 (5

8 

Aراهنمايي:                             4پاسخ: گزينه B p(A B)=p(A) 

 

 

باشد احتمال آنكه شماره يكي  6) دوتاس همگن را پرتاب كرده ايم. اگر حاصل جمع شماره هاي رو شده كمتر از 3
 )91باشد كدام است؟ (كنكور رياضي 2از تاس هاي رو شده 

1 (1
3                    2(2

5                    3 (1
2                            4 (3

5 

 A :باشد 2شماره يكي از تاس ها 

 :6Bحاصل جمع شماره هاي رو شده كمتر از 

B: { (1 ,1) (1،2),(2،1),(1،3),(2،2),(3،1),(1،4),(2،3),(3،2),(4،1)}     

p(A|B) =  =   =  4
10 =  25 
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باشد كدام  2احتمال آنكه شماره ظاهر شده نيست.  3) يك تاس همگن را انداخته ايم. برآمد حاصل مضرب 4
 )86است؟ (كنكور رياضي

1 (1
6                         2(1

5                       3 (1
4                              4 (1

3 

 مثل تست قبل حل كنيد.          3پاسخ: گزينه

 

 

 

 6يا  4) تاس همگن را با چشم بسته انداخته ايم و فقط ميدانيم كه برآمد عدد زوج است. احتمال اينكه شماره5
 )91باشد كدام است؟ (كنكور خارج رياضيشده ظاهر 

1 (1
2                           2(1

3                          3 (2
3                                4 (3

4 

 3تست شبيه

 3پاسخ:گزينه 

 

 

 كدام است؟p(B)= 0/5  ،p(B|A)و  p(A)= 0/4و  p(A|B)= 0/6) اگر 6

1 (3/0       2 (45/0     3 (6/0         4 (75/0 

 استفاده كنيد. 9از نكته شماره  4پاسخ: گزينه

 

 

نباشد با كدام احتمال جمع دو عدد  3عدد يك تاس مضرب  حداقل )دو تاس را باهم مي ريزيم. در حالي كه7
 است؟ 3روشده مضرب 

1 (2
9        2(5

18        3 (1
4        4 (5

12 
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 :A باشد 3مضرب

 n(A) = �
اول تاس

 × �
دوم تاس

 =4 n(A') =36-4=32 

'A :نباشند 3و خودشان مضرب  3جمع دو عدد مضرب B:{(2،1),(1،2),(5،1),(1, 5) , (2،4) 

,(4،2),(4،5),(5،4)}  n(A' B)=8  

p(B|A') =  = 8
32 = 14 

 باشد در نظر گرفتيم كه نيازي به نوشتن مجموعه اش نيست. 3را جمع دو عدد مضرب  Bتوجه: 

است.اگراين فرددرآزمون اول موفق شود احتمال 6/0ودرآزمون دوم7/0احتمال موفقيت فردي درآزمون اول )8
 )98است.باكدام احتمال لااقل در يكي ازاين دو آزمون موفق ميشود؟(كنكورتجربي8/0موفقيت وي درآزمون دوم

1(74/0       2(76/0      3(82/0      4(84/0 

  1پاسخ:گزينه
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 تمريناتي براي تلاش بيشتر:

  مطلوبست: p(a)=p(b) = 13 و p(c)=p(d) = 16است و  aو bوcو dمتشكل از چهار برآمد S) يك فضاي نمونه 1

 p({a,b,c} | {b,c,d})ب) محاسبه      p({a,b,c})الف) محاسبه 

5الف: پاسخ: 
3و ب:  6

4 

احتمال بخش پذير  ,به وجود آيد 9،7،5،3،1به طور تصادفي با ارقام  5000) اگر يك عدد چهار رقمي كمتر از 2
 بيابيد. (تكرار ارقام مجاز نيست) 5بودن آن را بر عدد

1پاسخ: 
 5به بخش پذير بودن بر چنينهم 5000از طريق جايگشت به كمتر از  n(A)راهنمايي: در بدست آوردن  4

 توجه كنيد. 5000فقط به كمتر از  n(S)توجه كنيد حال آنكه در بدست آوردن 

  p(B'|A')مطلوبست محاسبه  p(B)=0/2و p(A)=0/4دو پيشامد ناسازگار فرض شوند به طوريكه  Bو A) اگر 3

2پاسخ: 
 p(B'|A') = 1 – p(B|A')راهنمايي:   3

=p(A) ) نشان دهيد اگر 4 3
=p(B)و 4 3

 نمي توانند دو پيشامد ناسازگار باشند . Bو Aآنگاه  8

=p(A-B)مستقلند و  Bو A) دو پيشامد 5 1
=p(B-A)و 3 1

p(A در اينصورت 6 B) .را محاسبه كنيد 

p(Aبراساس  2راهنمايي: با استفاده از داده هاي مساله درجه B)= x .بسازيد و ادامه دهيد 
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 درس دوم : آمار توصيفي:
 (شاخص هاي مركزي) معيارهاي گرايش به مركز:

واقع اعدادي هستند كه به وسيله آنها مي توان يك معيارهايي هستند كه محل تمركز داده ها را نشان ميدهند. در 
 ايده كلي درباره ويژگي مورد مطالعه بدست آورد.

به عبارت ديگر اين معيارها نشان ميدهند كه داده هاي حاصل از يك بررسي يا مطالعه در ارتباط باهم و يا به طور 
 متوسط چه وضعي دارند.

  (mo)مُد يا نما  -3           (me)ميانه  -2       (mD)ميانگين  -1اين معيارها عبارتند از: 

 ميانگين: 

متداولترين معيار گرايش به مركز مي باشد كه همانگونه كه از اسمش پيداست مركز ثقل داده هاست و از 
1 =فرمول  محاسبه ميشود.2

 (سيگما) استفاده مي شود:∑عموما براي نشان دادن مجموع داده ها از حرف يوناني  : توجه

 = 1 

 در هر جامعه آماري فقط يك ميانگين وجود دارد و كليه مقادير متغير در مقدار ميانگين تاثير دارند. : توجه

 ها همين مقدار است يعني داده اي كه تكرار مي شود.ناگر داده ها برابر باشند ميانگين آ توجه :

 1=0همواره داريم :   :توجه

خواهد بود يعني:  aجمع كنيم ميانگين جديد برابر ميانگين قبلي به اضافه  aهرگاه داده ها را با عدد ثابت  توجه:
كه   ny,…, 2,y1yباشد. ميانگين داده هاي  را در نظر گرفته و ميانگين آنها برابر  nx,…,3,x2,x1xاگر داده ها : 

+ai=xiy  :برابر است با+a 

برابر ميانگين داده هاي قبلي  aضرب كنيم ميانگين داده هاي جديد نيز  aهر گاه داده ها را در عدد ثابت  توجه:
 مي شود به عبارت ديگر: 

x1,x2, …,xn    y1,y2 ,…,yn  =a   = ميانگين
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خوانده باشد  8آن داده ها را  18، اگر دفتردار به اشتباه نمره 14داده آماري برابر است با  12ميانگين  مثال: 
 مطلوبست محاسبه ميانگين واقعي آن داده ها.

 = 12  =14  12=168

168ميانگين واقعي 10
12

178
12 14/83

 د ميانگين چه تغييري مي كند؟ناضافه شو داده هابه  16و 12، اگر 15داده آماري برابر است با  13ميانگين  مثال:

 = 13  =13  15=195 

12 :16و12با ميانگين 16
15

195 28
15

223
15 14/86 

 را تعيين كنيد. 2a+3 ،2b+3  ، 2c+3باشد ميانگين داده هاي  Kمقدار  cو bو aاگر ميانگين داده هاي  سوال:

 داده هاي خيلي بزرگ و خيلي كوچك در ميانگين تاثير گذارند. توجه:

واحد كم كنيم  2برابر كرده و سپس از هركدام  3است. اگر تمام داده ها را  5ميانگين يك سري داده برابر  سوال:
 يد.ميانگين داده هاي جديد را محاسبه كن

 

ix 4-2باشد ميانگين داده هاي  14) برابر  =1،2i,…,10كه (  ix3+5اگر ميانگين داده هاي  سوال:
5 

)i=1،2,…,10.را محاسبه كنيد ( 

2پاسخ: 
5 

 

است جمع نمرات دانش آموزان اين  5/16نفري در درس آمار و احتمال برابر  25ميانگين نمرات يك كلاس  سوال:
 كلاس را بدست آوريد.

 

 را محاسبه كنيد. aاست. مقدار  12ميانگين داده هاي زير برابر  سوال:

 4و9و10و12و15وa و14و18و15و9

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 آمارواحتمال-٢آموزش رياضی

١٩٧ 
 

عبارت است از مقداري كه تعداد داده هاي بعد از آن برابر تعداد داده هاي قبل از آن باشد. براي محاسبه  ميانه:
تعداد داده ها فرد باشد داده وسط ميانه است و ميانه ابتدا داده ها را به صورت صعودي مرتب مي كنيم آنگاه اگر 

 اگر تعداد داده ها زوج باشد ميانگين دو داده وسط ميانه است.

 در هر جامعه آماري فقط يك ميانه وجود دارد. توجه:

 ميانه ممكن است متعلق به جامعه نباشد يعني با هيچكدام از اعضاي جامعه برابر نباشد. توجه:

 هاي يك مجموعه آماري برابر باشند ميانه نيز برابر هر يك از داده هاست.اگر تمام داده  توجه:

 : داده اي است كه نسبت به ساير داده ها تفاوت بسيار دارد.داده دور افتاده يا پرت

 ميانه تحت تاثير بزرگي يا كوچكي داده ها نيست. توجه:

اگر در داده هاي آماري داده دور افتاده وجود داشته باشد ميانه به دليل اينكه تحت تاثير داده هاي پرت  توجه:
 نيست نسبت به ميانگين معيار مناسبتري است پس در چنين مواردي از ميانه استفاده مي كنيم.

 هم گفته مي شود. Q)2(به ميانه چارك دوم  توجه:

 ير ميانه را محاسبه كنيد.در هر كدام از حالتهاي ز سوال:

 (الف 2و4و5و3و1و7و5

 (ب 3و1و2و4و5و2و6و1

در يك مجموعه داده هاي آماري هر داده كه نسبت به بقيه داده ها تكرار بيشتري داشته باشد مُد ناميده  مدُ (نما) :
 مي شود.

 مد يكتا نيست، ممكن است يك مجموعه داده هاي آماري بيش از يك مد داشته باشد. توجه:

 اگر تمام داده هاي يك مجموعه داده هاي آماري برابر باشند اين داده ها مد ندارند. توجه:

 مد تحت تاثير تكرار اعداد است. توجه:

 در هر يك از حالت هاي زير مد را بيابيد. سوال:

 (الف 2و3و1و2و3و4و2و 7

 (ب 1و1و4و7و3و5و4 
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 (ج 7و7و7و7و7و7و7

 تغييرات، دامنه ميان چاركي، واريانس، انحراف معيار، ضريب تغييرات: دامنه معيارهاي پراكندگي

نشان داده مي شود به  Rاختلاف بين بزرگترين و كوچكترين داده را دامنه تغييرات مي نامند و با  دامنه تغييرات:
 عبارت ديگر دامنه تغييرات ، طول بازه اي است كه داده ها در آن قرار دارند.

 تغييرات نشان دهنده تفاوت زياد در جامعه آماري است. بزرگي دامنه :توجه

 اگر دامنه تغييرات صفر باشد تمام داده ها برابر هستند و برعكس. :توجه

اگر همه داده هاي آماري در عددي ضرب يا بر عددي تقسيم شوند دامنه تغييرات در قدر مطلق آن عدد  :توجه
 ضرب يا بر قدر مطلق آن عدد تقسيم مي شود.

اگر چه دامنه تغييرات يك معيار سريع براي پراكندگي داده هاست ولي به دليل اينكه فقط بزرگترين و  :جهتو
كوچكترين داده در محاسبه آن دخالت دارند و تعداد يا مقادير بقيه داده ها تاثيري بر مقدار آن ندارند معرف خوبي 

 براي پراكندگي داده ها نمي باشد.

 با عددي جمع يا تفريق شوند، در اينصورت در دامنه تغييرات، تغييري ايجاد نمي شود.اگر همه داده ها  :توجه

باشد دامنه تغييرات داده هاي  4برابر  nx,…,2,x1xاگر دامنه تغييرات داده هاي  سوال:
2+nx3,…,2+2x2،3+1x3 .را محاسبه كنيد 

 

را به اين داده ها  5و11را حساب كنيد اگر دو داده  14و2و3و7و9و9و 6و15و2دامنه تغييرات داده هاي  سوال:
 بيفزائيم دامنه تغييرات چه تغييري مي كند؟

 

 

 باشد دامنه تغييرات داده هاي 9برابر  aو bو  cو  dو4و10و2اگر دامنه تغييرات  سوال:

 2 , 2 ,2 ,2  را محاسبه كنيد. 1, 5 , 2 , 
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محاسبه  1Qاگر براي داده هاي مرتب شده قبل از ميانه، يك ميانه حساب كنيم چارك اول يا  دامنه ميان چاركي:
محاسبه مي شود.  3Qمي شود و اگر براي داده هاي مرتب شده بعد از ميانه، يك ميانه حساب كنيم چارك سوم يا 

ميان چاركي است كه داده هاي دور افتاده در آن تاثيري ندارند و به  دامنه1Q -3Q       تفاضل اين دوچارك يعني
 همين دليل كارايي بيشتري نسبت به دامنه تغييرات دارد.

درصد آنها  75و1Q درصد آنها كوچكتر يا مساوي  25اگر داده ها را از كوچك به بزرگ مرتب كينم آنگاه  توجه:
 هستند. 1Qبزرگتر يا مساوي

درصد آنها   50و  2Q درصد آنها كوچكتر يا مساوي  50ا را از كوچك به بزرگ مرتب كينم اگر داده ه توجه:
 قرار دارند. 2Qبزرگتر يا مساوي

درصد آنها بزرگتر  25و3Q درصد آنها كوچكتر يا مساوي  75اگر داده ها را از كوچك به بزرگ مرتب كينم  توجه:
 مي باشند. 3Qيا مساوي

 را در نظر بگيريد و مجموع چارك هاي آنها را محاسبه كنيد. 2و1و4و7و3و2و2و5و9و12داده هاي  سوال:

 

 

را در نظر بگيريد و ميانگين داده هاي بزرگتر از چارك  5و7و12و5و 11و2و3و3و15و9و11و20داده هاي  سوال:
 اول و كوچكتر از چارك سوم را محاسبه كنيد.

 

 

 

 واريانس يا پراش:

د كه هريك از داده ها نسبت به يك مركز مقايسه شوند و بهترين مركز براي داده ها بايتغيير زماني معني مي 
 =2     شاخص پراكندگي كه با ميانگين ارتباط دارد واريانس نام دارد كه از رابطهوآن ميانگين است 

1 2 2 2 2
 بدست مي آيد كه آن را به  

 =2 صورت
2

 نشان ميدهند. هم 1
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بنابراين براي محاسبه واريانس: بايد ابتدا ميانگين داده ها را محاسبه كنيم سپس اختلاف هر داده با ميانگين را 
 و در نهايت ميانگين اعداد حاصل را بدست آوريم. رسانده 2محاسبه كرده به توان 

 2 =هرگاه مجموع مجذور داده ها مشخص باشد از فرمول زير براي محاسبه واريانس استفاده مي كنيم:  توجه:
2

1  - 2 

 را محاسبه كنيد. 2و 5و 8و 10و12واريانس داده هاي  سوال:

 

 

 را حساب كنيد. باشد واريانس داده ها 15داده برابر  5باشد و جمع  130داده برابر  5اگر مجموع مجذور  سوال:

 

 اگر همه داده هاي آماري را با عددي جمع يا تفريق كنيم واريانس تغييري نمي كند. توجه:

 اگر تمام داده ها باهم برابر باشند واريانس صفر خواهد شد و برعكس.توجه: 

واحد واريانس مجذور واحد متغير داده هاست يعني اگر داده ها برحسب سانتي متر باشند واحد واريانس  توجه:
 سانتي متر مربع است.

واريانس در مجذور آن عدد ضرب يا بر  شوندضرب يا بر عددي تقسيم  ياگر همه داده هاي آماري در عدد توجه:
 مجذور آن عدد تقسيم مي شود.

برابر   bnax…,+b,2+b,ax1ax+داده هاي  باشد واريانس 2σبرابر  nx,…,2,x1xاگر واريانس داده هاي  توجه:
2σ2a .خواهد بود 

برابر صفر باشد مطلوبست محاسبه ميانگين داده هاي  16,12x,…,2,x1xاگر واريانس داده هاي  مثال:
15،17,9x,…,2,x1x 

نگين برابر هر يك از داده ابرابرند و چون همه داده ها برابرند مياده ها دچون واريانس صفر شده است يعني همه 
 16=هاست:    

 = 1 2 9 15 17
11  = 16 9 15 17

11  = 176
11  = 16 
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جمع كنيم  3برابر كنيم و هريك را با  2باشد و داده ها را  5و ميانگين آنها  12اگر واريانس داده هايي برابر  سوال:
 واريانس چه تغييري مي كند؟ ميانگين چه تغييري مي كند؟

 

 

 انحراف معيار: 

 جذر واريانس را انحراف معيار مي نامند.

 ف معيار صفر است و برعكس.اگر تمام داده ها باهم برابر باشند انحرا توجه:

 اگر همه داده ها را با عدد ثابتي جمع يا تفريق كنيم انحراف معيار تغيير نمي كند. توجه:

ضرب يا تقسيم مي  ضرب يا تقسيم كنيم انحراف معيار آن در  aاگر تمام داده ها را در عدد ثابتي مانند  توجه:
 شود.

 داده هاي دور افتاده (پرت) در انحراف معيار تاثير گذارند. توجه:

 برابر صفر باشد ميانگين16,10x,…,2,x1xاگر انحراف معيار داده هاي آماري  سوال:

 27,10x,…,2,x1x.را بيابيد 

 

 

 

 را محاسبه كنيد. 2و1و 5و3و4انحراف معيار داده هاي  سوال:
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 ضريب تغييرات:

 نشان ميدهند. C.Vخارج قسمت انحراف معيار بر ميانگين را ضريب تغييرات مي نامند و با 

چون ضريب تغييرات واحد اندازه گيري ندارد براي مقايسه دو يا چند جامعه آماري كه واحد اندازه گيري  :توجه
انس هاي برابر ولي ميانگين ا چند جامعه آماري كه وارييبراي مقايسه دو  داده هاي آنها متفاوت است و همچنين

 استفاده مي شود. داشته باشندهاي متفاوت 

 اگر همه داده هاي آماري باهم برابر باشند ضرايب تغييرات برابر صفر است و برعكس. :توجه

اگر همه داده هاي آماري را در يك عدد مثبت ضرب و يا بر يك عدد مثبت تقسيم كنيم ضريب تغييرات  :توجه
 د.تغييري نمي كن

 اگر به همه داده ها يك مقدار مثبت اضافه كنيم ضريب تغييرات كوچك مي شود. :توجه

 هر چه ضريب تغييرات داده ها كمتر باشد پراكندگي داده ها كمتر است. :توجه

 را محاسبه كنيد. 5و  2و  1و  3و  4ضريب تغييرات داده هاي  سوال:

 

 

واحد به آن ها اضافه  5ضرب و  2تمام داده ها را در  3و انحراف معيار  12در تعدادي داده آماري با ميانگين  سوال:
 مي كنيم ضريب تغييرات جديد را محاسبه كنيد.
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 نكات كليدي:

 تشكيل تصاعد عددي دهند ميانگين آنها از رابطه nx,…,2,x1xهرگاه داده هاي  -1

 = 1
 بدست مي آيد. 2

باشند در اينصورت ميانگين از فرمول زير  nf,…,2,f1fداراي فراواني هاي  nx,…,2,x1xهر گاه داده هاي  -2
 محاسبه مي شود. اين ميانگين به ميانگين وزن دار معروف است.

= 1 1 2 2
1 2

 = 1
1

 = 1 هاست.)كل داده                                      N )  

باشد) در اين صورت در فرمول فوق  4تعداد  2-5هر گاه جدول توزيع به صورت حدود طبقات باشد( مثلا از  توجه:
ix .ها همان مركز دسته ها مي باشند كه مركز دسته همان ميانگين ابتدا و انتهاي طبقه است 

 معيار فاصله اي است.ميانگين يك  -3

اگر دو يا چند گروه از يك مجموعه داده هاي آماري با اندازه هاي متفاوت داراي ميانگين مشخصي  -4
 5ميانگين  بدست مي آيد كه به ميانگين مركب معروف است به عنوان مثال از فرمول  ميانگين كلباشند

 است. ميانگين كل داده ها از اين فرمول محاسبه مي شود. 11 داده ديگر 9و ميانگين  8داده آماري برابر 

 ميانه يك معيار ترتيبي است. -5

 ميانه تحت تاثير ارزش عددي تمام اده ها قرار ندارد. -6

 برابر مي شود. kبرابر كنيم ميانه نيز  kاگر داده ها را  -7

 براي داده هاي كيفي فقط مد را مي توان تعيين نمود. -8

 معيار اسمي است. مد يك -9

در معيارهاي گرايش به مركز بطور كلي براي برنامه ريزي و تصميم گيري ميانگين بهتر از ميانه و مد است  -10
 ولي وقتي با داده پرت در داده ها سروكار داريم ميانه گزينه بهتري است.

               واريانس از فرمول بدهندآنگاه dتشكيل دنباله حسابي با قدر نسبت  nx,…,2,x1xاگر داده هاي  -11

= 
2 2 1

 محاسبه مي شود.2 12

 داده هاي دور افتاده در واريانس تاثير گذار هستند.-12
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اگر داده هاي آماري داراي تكرار باشند يا آنكه به صورت دسته در يك جدول فراواني باشند واريانس از فرمول  -13
2

=  2σ  )ix (.محاسبه ميشوددر جدول مركز هر دسته مي باشد 

 واحد انحراف معيار از نوع واحد متغير است. -14

 صفر است. 7صفر است مثلا انحراف معيار  ,انحراف معيار عدد ثابت -15

 عملكرد دوگروه عملكردگروهي بهتر است كه ضريب تغييرات پائينتري داشته باشد. )براي مقايسه16

 

 درآغوش خدا                                                   :   بينديشيم

خواب ديده بود در ساحل دريا درحال قدم زدن باخداست. در پهنه اي از آسمان صحنه هايي از 
زندگي اش به نمايش درآمد.متوجه شدكه درهرصحنه جاي پاي دونفر درماسه هاي ساحل فرو رفته 

 پاي خدا.است: يكي جاي پاي او وديگري جاي 

وقتي به جاي پاها دقت كرد متوجه شد دقيقاًدرمواقع سخت وناراحت كننده فقط يكجاي پا وجود 
خدايا!تو گفتي چنانچه تصميم بگيرم كه با "داشته! اين موضوع او را رنجاند واز خداسوال كرد:

م توباشم،هميشه همراه من خواهي بود؛ولي متوجه شدم كه در لحظه هاي سخت زندگي ،تنهاي
 وخدا چنين پاسخ داد: "گذاشته اي!

من تو رو دوست دارم.هرگز تنهايت نگذاشته ام.زمانی که تو در آزمايش بودی  بنده عزيزم"
 وفقط يک جای پا ميديدی اين درست زمانی بود که من تو رادرآغوش خود گرفته بودم."

  او باشنيدن اين پاسخ زانو زد وگريست....
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 تست:

است. ضريب تغييرات  2190و مجموع مربعات اين داده ها  240، مجموع تمام داده ها برابر داده آماري  30در  -1
 )95كدام است؟ (كنكور تجربي خارج

1 (225/0                    2 (275/0                           3 (325/0                               4 (375/0 

9=64-73= 28 – 2190
30=  2 - 12 22 302

30= 2,  8=  240
30=   

 = 3 C.V = 38 = 0/375 

است ضريب تغييرات در طول اضلاع اين  44/65و ميانگين مساحت آن ها  8ع هايي برابر بميانگين اضلاع مر -2
 )94ا كدام است؟ (كنكور تجربي خارجهمربع 

1 (12/0                    2 (15/0                     3 (2/0                           4 (25/0 

راهنمايي: ميانگين مساحت ها همان  2پاسخ: گزينه
2

 است و مشابه تست بالا ادامه دهيد. 

 

 

مي باشد ضريب تغييرات در طول  490و ميانگين مساحت اين مربع ها  84ميانگين محيط مربع هايي برابر  -3
 )92(كنكور تجربي خارجضلع اين مربع ها كدام است؟ 

1 (25/0                      2 (27/0                  3 (28/0                          4 (33/0 

 =84 4 = 84 = 21 2 =
2
 -  2= 490- 441 =49

 =7  C.V = 7
21 = 13 0 33

واحد اضافه مي كنيم تا داده هاي جديدي  3يك از داده ها ، به دو برابر هر  12داده آماري با ميانگين  150در  -4
 )92حاصل شود. ضريب تغييرات داده هاي جديد چند برابر ضريب تغييرات داده هاي قبلي است؟ (كنكور تجربي 

1 (7
9                            2 (5

6                   3 (7
8                                4 (8

9 

جديدراهنمايي: نسبت   4زينهپاسخ: گ
 را محاسبه كنيد.قديم
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 )90در جدول فراواني زير، واريانس داده هاكدام است؟ (كنكور تجربي خارج -5

 
1 (72/11                    2 (96/11                       3 (24/12                        4 (36/12 

واحد كم  11استفاده كنيد.( مي توانيد از هر كدام از مركز دسته ها  13و2كته شمارهراهنمايي: از ن  3پاسخ: گزينه
 كنيد تا با اعداد كوچكتري كار كنيد.)

 

 

 

از  50،  45،  15،  10است. اگر داده هاي ناجور  8و  30داده آماري، ميانگين و انحراف معيار به ترتيب  25در  -6
 )93هاي باقي مانده ، تقريبا كدام است؟ (كنكور تجربي بين آنها حذف شوند ، واريانس داده 

1 (72/14                   2 (81/14                 3 (33/15                        4 (66/16 

 = 25 30 50 45 15 10
25 4 = 750 120

21  = 630
21  = 30  

64 25 10 30 2 15 30 2 45 30 2 50 30 2

25 4= 2')(  64=28=  2 

= 
1600 1250

21  = 16/66 

به آنان افزوده شود  28،  27،  20است. اگر داده هاي  3و  25داده آماري به ترتيب  18ميانگين و انحراف معيار  -7
 )93داده جديد كدام است؟ (كنكور تجربي خارج 21، واريانس 

1 (25/9                 2 (36/9                        3 (52/9                              4 (63/9 

2= 
2
 9 = 25 2

18   25 2 = 162  

20مي باشد (  25از آنجا كه ميانگين سه داده آماري اضافه شده برابر  27 28
) بنابراين ميانگين داده هاي جديد 3

 است. 25همان 
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( ')2= 25 2 20 25 2 27 25 2 28 25 2

21  = 162 25 4 9
21  = 200

21   9/5 

 )96ضريب تغييرات در داده هاي آماري زيربا فراواني تجمعي داده شده كدام است؟ (كنكورتجربي  -8

 
1 (16/0                         2 (18/0                     3 (24/0                             4 (28/0 

استفاده  13و  2نكته       راهنمايي: ابتداجدول رابراساس فراواني مطلق بازنويسي كنيد سپس از3پاسخ: گزينه 
 كنيد.

 

 

 

مي باشد ضريب تغييرات در اين  3250و مجموع مربعات آن ها  275داده آماري مجموع تمام داده ها  25در  -9
 )96داده ها كدام است؟ (كنكور رياضي خارج

1 (2572/0              2 (2645/0                3 (2672/0                  4 (2727/0 

 1راهنمايي: شبيه تست   4پاسخ: گزينه

 

 

 

 )95كدام است؟ (كنكور رياضي ix12=iu+6مفروض است. ضريب تغييرات  ix=1،2،3،4،5داده هاي  -10

1 (4/0                      2 (48/0                   3 (52/0                          4 (6/0 

را محاسبه كنيد و سپس تغييرات را اعمال  1و  2و  3و  4و  5راهنمايي: ميانگين و انحراف معيار   1پاسخ: گزينه
 كنيد.
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است. ميانگين مساحت اين مربع ها كدام است؟ (كنكور  5و واريانس آنها  12ميانگين طول اضلاع مربع هايي  -11
 )92رياضي خارج

1 (124                  2 (134                 3 (149                       4 (169 

=2راهنمايي: در فرمول   3پاسخ: گزينه
2
 - بايد  2

2
 را محاسبه كنيد.

 

 

 

ها  است . ضريب تغييرات اين داده480و مجموع مجذورات آنها  72داده آماري مجموع تمام داده ها  12در  -12
 )92كدام است؟ (كنكور رياضي 

1 (1
4                            2 (2

9                    3 (1
3                       4 (2

5 

 1راهنمايي: مشابه تست شماره   3پاسخ: گزينه

 

 

 

مد ، ميانه  شاخص هاي ميانگين ، xبه ازاي كدام مقدار  } x}،64،65 ،77،50،66،70 ،63 در مجموعه اعداد  -13
 )93برابر هم هستند؟ ( كنكور رياضي خارج 

 ) نشدني4                           66) 3                      65) 2                      64) 1

برابرهركدام از داده هاي ديگركه باشدآن داده  xپسمد داده ها، آن داده اي است كه بيشترين تكرار را دارد
چون تعداد  50و  63و  64و  65و  66و  70و  77  مرتب كنيم داريم: xاگر داده ها را بدون  بيشترين تكرار رادارد.

داده چهارم يا پنجم  xتاست پس ميانه برابر نصف مجموع دو داده وسط است. اگر  8برابر  xداده ها با احتساب 
64يانه برابر نباشد م 65

2 درداده ها نداريم كه  64/5زيرامي شود كه نمي تواند با مد داده ها يكسان شود 64/5= 
مي  65( ميانگين داده ها برابر  x=65يكي از دو داده وسط است. بنابراين  xپس قطعا  بيشترين تكرار راداشته باشد

   شود)
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به آن اضافه شود ميانگين داده ها تغيير نمي  26،  16،  24 داده آماري صفر است. اگر داده هاي 11واريانس  -14
 )91داده حاصل كدام است؟ (كنكور رياضي خارج  14كند انحراف معيار 

1 (75/0                          2 (25/1                           3 (5/1                                4 (2 

ميانگين  26،  16،  24چون واريانس برابر صفر است نتيجه مي گيريم تمام داده ها باهم برابرند و چون با افزودن 
 عدد برابر با هر كدام از يازده داده قبلي است:  3تغييري نمي كند. ميانگين اين 

 = 24 16 26
3  = 22 

22 : بنابراين 22 22
عدد 11

 ,16،24،26  σ2 = 
16 22 2 24 22 2 26 22 2

14   = 4 σ=2

ودرگروه  25و80دريك كارگاه دوگروه مشغول كارهستندميانگين نمرات مسئوليت پذيري درگروه اول به ترتيب -15
 ميباشد.كدام گروه بهتراست؟16و72دوم 

 )98(كنكورتجربي 

 )اظهارنظري نميتوان كرد4            )يكسان  3                )گروه دوم   2                  )گروه اول  1

  2پاسخ:گزينه
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 تمريناتي براي تلاش بيشتر: 

 داراي ميانگين و واريانس يكسان هستند؟ a-1 , a+1 , a+2 , a+6،داده هاي a) به ازاي چه مقداراز 1

18پاسخ : 
محاسبه و  واحد از همه داده ها كم كنيد و سپس واريانس را aراهنمايي: براي محاسبه واريانس   4

 برابر ميانگين داده ها قرار دهيد.

بدست آمدند. واريانس داده ها  -2و  2و  3و  4و  a) انحراف از ميانگين داده هايي را محاسبه كرديم و داده هاي 2
 را محاسبه كنيد.

82پاسخ : 
بدست مي آيد.  aراهنمايي: ميدانيم مجموع انحراف از ميانگين داده ها برابر صفر است پس   5

 واريانس هم كه مجموع مربعات انحراف از ميانگين تقسيم بر تعداد است.

را  c,b,aبرابر صفر باشد ضريب تغييرات داده هاي  a+2, b+2 , c-3 , 4) درصورتي كه انحراف معيارداده هاي 3
 بيابيد.
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 منابع:
  1379آمارواحتمالات كاربردي (به همراه تست هاي كارشناسي ارشد) چاپ اول اسفند -1

 عضوهيئت علمي دانشگاه صنعتي امير كبير–مؤلف: دكتر سعيدرضاخواه

 1389مشت نمونه خروار چاپ اول –گسسته احتمال  -2

 پديد آورندگان: عطا صادقي ،احسان موسوي

 1380كتاب درسي انتشار  –حسابان  -3

 مؤلفان: دكتر محمد حسن بيژن زاده ، غلامعلي فرشادي ، يداالله ايلخاني پور

 1390كتاب درسي انتشار  –) تجربي 3رياضيات ( -4

 ي و دكتر محمد گودرزيمؤلفان: محمد هاشم رستمي ، عبدالحميد عطوف

 1382كتاب درسي انتشار  –) تجربي 2رياضيات ( -5

 1382مؤلفان: دكتر اسماعيل بابليان ، ميرزا جليلي ، رضا شهرياري اردبيلي ، دكتر عليرضا مدقالچي 

 1389كتاب درسي انتشار  –) تجربي 2رياضيات ( -6

ي ، دكتر ابراهيم ريحاني ، دكتر احمد شاهوراني ، مؤلفان: دكتر علي ايرانمنش ، محسن جمالي ، حميدرضا ربيع
 دكتر وحيد عالميان 

 1389كتاب درسي انتشار  –حسابان  -7

مؤلفان: بهمن اصلاح پذير ، دكتر ناصر بروجرديان ، دكتر ابراهيم ريحاني ، محمد تقي تنجاني و دكتر وحيد عالميان 
1389 

 1375نتشار كتاب درسي ا –رياضيات سال چهارم علوم تجربي  -8

 مؤلفان: محسن حسام الديني ، محمد هادي شهرستاني ، حسن شيخ ، مصطفي لطفي در آباديان

 1379كتاب درسي انتشار  –) 1هندسه( -9

 مؤلفان: زهرا گويا، سهيلا غلام آزاد ، جعفر نيوشا ، بيژن ظهوري زنگنه ، جواد حاجي بابائي ، روح االله جهاني پور
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 1381كتاب درسي انتشار  –جبر و احتمال  -10

 مؤلفان: دكتر بيژن ظهوري زنگنه ، دكتر زهرا گويا، دكتر يحيي تابش ، يداالله ايلخاني پور

 1390) تجربي انتشار 3رياضيات ( –پيك امتحان  -11

 مؤلف: مهدي عزيزي قهروردي (گاج)

 1380) پيش دانشگاهي انتشار 1رياضي عمومي ( –پيك گل واژه  -12

 محمدرضا اسماعيلي، اسماعيل اشرفيمؤلفان: 

 1381پيك گل واژه حسابان انتشار  -13

 مؤلفان: شعله محمد اميني ، معصومه امير زاده

 1380) انتشار 1پيك گل واژه هندسه ( -14

 مؤلفان : مهدي صاحب الزماني ، انسيه شاهداني

 تو تويي (داستانهاي كوتاه وشگفت انگيز)-15

 گردآوري:اميررضاآرميون
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