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 : آهنگ تغیرات تابع  

نمایش  xو تغییرات متغیر را با yتغییرات تابع را بااگر

yدهیم ، آهنگ تغییرات تابع به صورت 

x
 تعریف می شود .  

yرو می خواهیم ـــدر شکل روب

x
به  Bو  Aرا بین دو نقطه  

 دست آوریم : 
y y b

x x a
 

 بنویسیم خواهیم داشت :   y = f (x)و یا اگر بر حسب تابع 

 

 

 توجه : 

 می گذرد برابر است با :  Bو  Aمی دانیم شیب خطی که از دو نقطه 

AB

y b f (x) f (a)
m

x a x a
 

 می نامند .    y = f(x)ط را قاطع ) وتر ( منحنی این خ

 نکته :

y f (x) f (a)

x x a
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xچنانچه در روابط بالا قرار دهیم :   x a     : که در اینصورتx a x  و آهنگ تغییرات تابع به صورت

زیر خواهد بود :           
y f (x x) f (a)

x x
 

  : تعريف مشتق    
 تعریف شده باشد اگر حدهاي زیر موجود و عدد حقیقی باشد aدر یك بازه شامل  fفرض کنیم تابع 

x

f (x x) f (x)
lim

x0
و یا                            

x a

f (x) f (a)
lim

x a
 

fمی نامیم . و با  x = aدر نقطه ي  fمشتق تابع  یا و  f آنها را مشتق متناهی تابع  (x)  وf (a)  . نشان می دهیم 

yمشتق تابع    :  x3 xرا در نقطه   5  به دست آورید :   2

 عبارتست از :   = x 2حــــل : تعریف مشتق در نقطه ي معلوم 

x a x

x x x

f (x) f (a) f (x) f ( )
f (a) lim f lim

x a x

(x )x x
f ( ) lim lim lim

x x

2

2 2 2

22
2

3 23 5 11 3 62
2 2 x 2

3
 

fشتق تابع : م (x) x x
2  را با استفاده  از تعریف بیابید .   2

 حـل :  

 ابتدا تعریف مشتق را در حالت کلی می نویسیم : 

x x

f (x x) f (x) (x x) (x x) x x
f (x) lim lim

x x

2 2

0 0

2 2
  

x

x

x x x x x x x x
lim

x

x( x x )
lim x

x

2 2 2

0

0

2 2 2

2 2 2 2
 

fیعنی مشتق تابع داده شده برابر  (x) x2 مشتق این تابع در هر نقطه ي دلخواه  است که براي محاسبه ي 2

fمقدار داده شده را قرار دهیم : مثلًا                    xکافی است به جاي  ( ) ( )3 2 3 2 4 
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 تعبیر هندسی   

ــکل روبرو اگر نقطه  نزدیك و نزدیکتر  Aبه نقطه ي  Bاگر در ش

xعبارتی  و یا بـه شود  a قاطع  خطAB  به صورت مماس بر

منحنی تبدیل می شود و شیب آن بصورت زیر محاسبه می شود 

   : 
 

 

 

نتیجه می گیریم که شیب خط مماس بر یك  aدسی خط مماس و تعریف مشتق در نقطه ي ـــ:  از تعبیر هن 1نکته 

m                                                     منحنی برابر است با اندازه ي مشتق در نقطه تماس .   f (a) 

y: مشتق تابع  2نکته  f x  . را با نمادهاي زیر نیز نشان می دهند 

dy df (x) d
y (f (x)) f (x)

dx dx dx
 

yمعادله ي خط مماس بر منحنی    x 2
xه ي به طول را در نقط 


  واقع بر آن را بنویسید .  3

 حل : 
y x

x y


 
  

2

3 9 

x x x

f (x) f (x ) x ( x
f x lim lim lim

x x

2

3 3 3

9 3
3 3

)(x )

x

3
3

6 

 

 
       

A ,
y f x f x x x y x y x

m f
  

          
 

3 9
9 6 3 6 9

3 6
 

 ) مشتق در فیزیک ( لحظه ای و متوسط  مشتق به عنوان آهنگ تغيیر 

yاگر در تابع  f x  متغیرx   ازx1  بهx2  تغییر کند آهنگ متوسط تغییرf  وقتیx  از مقدارx1  به مقدارx2  تغییر

کند را به صورت  
f (x ) f (x )

x x

2 1

2 1

 تعریف می کنند .  

xو اگر  x x2  به صورت زیر تعریف می شود :  fآهنگ متوسط تغییر  1

f (x x) f (x )

x

1 1 

AB
x a

f (x) f (a)
m lim

x a
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به صفر میل کند وجود  xبه سمت صفر میل کند ، در صورتی که حد کسر فوق وقتی  xیعنی  xاگر میزان تغییر 

 گویند :    x1در نقطه ي  xدر واحد تغییر  yگ لحظه اي تغییر داشته باشد ، آن را آهن

    
x

f (x x) f (x )
lim f (x)

x

1 1
0

  x1آهنگ لحظه اي تغییر در  =    

yنتیجه : در تابع   f (x) آهنگ لحظه اي تغییرy در نقطه يx1  برابر مشتق تابع درx1  یعنیf (x  است .  1(

fمعادله ي حرکت متحرکی به صورت  :    t t t
25 می باشد . سرعت لحظه اي این  20

 متحرك  هنگامی که از مبدأ می گذرد را بیابید . 

fتحرك از مبدأ می گذرد    حـــــل :     زمانی که م (t)  لذا داریم :   0

t
f (t) t t t( t )

t

2 0
0 5 20 0 5 20 0

4
  

0 t =  4همان لحظه شروع حرکت است . بنابراین در t =  . دوباره از مبدأ می گذرد 

v f (x) x f ( )10 20 4 40 20 20 
 ی کند و برعکس .  نکته : در بازه اي که سرعت مثبت باشد متحرك به سمت راست حرکت م

x y A( , ) , f (x) x

m ( ) m y ( ) (x ( ))

6

6

1 1 1 1 7
1 17 1 7 1 1

7 7
م     ائ   ق

 

 مشتق در علم اقتصاد 

واحد از یك کالا با  xبه عبارتی اگر در یك شرکت ، براي تولید   ،  دع را مشتق تابع می گیرننهایی تابدر اقتصاد مقدار 

xبه  xهزینه شود ؛ افزایش متوسط هزینه از   C ( x ) تابع  x رابر    ب
C(x x) C(x)

x
تعریف می شود و حد  

 واحد کالا می نامند ، یعنی :    xبه صفر میل می کند ، هزینه نهایی تولید  xاین نسبت وقتی 

x

C(x x) C(x)
C (x) lim

x0
 

کند ، میزان تولید را یك واحد افزایش دهد واحد کالا تولید می  xو این بدان معناست که اگر شرکتی در حال حاضر 

Cهزینه این یك واحد افزایش داده شده تقریباً برابر با  (x)  . است 

تلویزیون  از تابع  xهزینه ساخت      26000000 300000 300C(x) x x  بر حسب تومان محاسبه

 عنی آن را توضیح دهید .و م اُمین یخچال چقدر است ؟101می شود . هزینه تولید 

 حــــــــــــل :  

Cاُمین کالا          xهزینه نهایی  (x) x300000 600 

Cتومان                  ( )100 300000 60000 240000 
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د هزینه تومان بای240000اُمین تلویزیون را تولید کند تقریباً 101تلویزیون تولید کرده و بخواهد  100یعنی وقتی کارخانه 

 کند .

یخچال از تابع  xهزینه ساخت     28000000 400000 500C(x) x x  بر حسب تومان محاسبه می

 امُین یخچال چقدر است ؟ 101شود . هزینه تولید 

 حــــــل : 

Cاُمین کالا     xهزینه نهایی  (x) x400000 1000 

Cتومان       ( )100 400000 100000 300000 

 رفه مشتق های یک ط 

با توجه به حد هاي چپ و راست تابع می توان مشتق هاي از آنجایی که مشتق به صورت نوعی حد تعریف شده است ؛ 

 چپ و راست را نیز به صورت زیر معرفی کرد . 

 مشق راست : 

 تعریف شده باشد در این صورت حد زیر در صورت وجود و متناهی بودن مشتق xدر یك همسایگی راست  fاگر تابع 

راست تابع نامیده می شود :      
x

f (x x) f (x)
f (x) lim

x0
 

 مشق چپ : 

تعریف شده باشد در این صورت حد زیر در صورت وجود و متناهی بودن مشتق چپ  xدر یك همسایگی چپ  fاگر تابع 

تابع نامیده می شود :       
x

f (x x) f (x)
f (x) lim

x0
 

yقضیه : تابع  f (x)  در نقطه يx = a  مشتق پذیر است هرگاه مشتق راست و چپ تابع در این نقطه موجود و برابر

fباشد .                          (a) f (a) 

yتابع با ضابطه ي     xSin
x


به  x = 0مفروض است مشتق هاي چپ و راست تابع را در نقطه  1

 .دست آورید 

                                   حـــــل :
x a x

x
f (x) f (a)

f (a) lim lim
x a 0

sin
x

x

1 0

x
lim sin

x0

1
0

دارد   وجود ن

 مشتق راست نیز به همین صورت وجود ندارد . 

با ضابطه ي  fتابع  f (x) x x xدر نقطه ي  fآیا تابع تعریف شده است ،  2  مشتق پذیر   0

 است ؟ 

                              :     ـلح
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xدر نقطه ي  fپس تابع          مشتق پذیر است .  0

 ارتباط مشتق با پيوستگی 

yاگر تابع  f (x)  در نقطه يx = a  مشتق پذیر  باشد ، آن گاه تابع در نقطه يx = a  . پیوسته می باشد 

 درست نیست . نکته : عکس این مطلب 

  f  درa  .  پیوسته است  f  در a . مشتقپذیر  باشد 

 f در a   . مشتق ناپذیر است  f در a  . نا پیوسته  باشد 

 

x) تابع با ضابطه  bو  aبه ازاي چه مقدار از   bx)([x] ) x
f (x)

x [x] a x

2

2

2 3
3           

مشتق پذیر  

 ؟ است 

 حـــــل :     اولًا : باید پیوسته باشد :  

x

x

lim (x bx)([x] ) b f ( )

a b a b ( )
lim x [x] a a

2

3
2

3

2 9 3 3
18 9 3 3 9 1

18
 

 ثانیاً :  باید مشتق چپ و راست برابر باشند : 

x x

( )

x x x

( )

(x bx)([x] ) ( b) x bx b
f ( ) lim lim b

x x

x [x] a ( b) x a b x
f ( ) lim lim lim

x x x

b b a

2 2

3 3

1

2 2 2

3 3 3

1

2 9 3 3 9
3 6

3 3

9 3 2 3 9 2 18
3 12

3 3 3

6 12 6 9

 

 

 مشتق عامل صفر شونده  

f اگر تابع  (x) (x a)g(x)  باشد وg(x)  در نقطه يx = a مشتق  پیوسته باشد براي محاسبهf  درx = a   : داریم 

x a x a x a

f (x) f (a) (x a)g(x)
f (a) lim f (a) lim lim g(x)

x a x a

0
 

پیوسته است  x = aدر نقطه ي  g(x)که با توجه به اینکه 
x a
limg(x) g(a)    و لذاf (a) g(a) 

 توجه :  

x a x x

x

x a x x

f (x) f (a) f (x) f ( ) x [x]
f (a) lim f ( ) lim lim

x a x x
f ( ) lim x[x]

f (x) f (a) x [x]
f (a) lim f ( ) lim lim x[x]

x a x

2

0 0

2 0

0 0

00 0
0 0 0

00 0
0
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را  aمقدار  xو نهایتاً به جاي در این حالت می توانیم از عامل صفر شونده مشتق گرفته و در بقیه عبارت ها ضرب کرده 

 قرار می دهیم . 

yمشتق تابع باضابطه ي  (x )(x )....(x )
3 3 31 2 yدر  28    ( 89 –)آزاد کدام است ؟  3

1 )  !27                            2    )!26                                 3 )  !27                               4   )!26       

 حـــــــل : 

yدر این تابع  (x )(x )... (x. (x ))
3 3 332 2271 x3عامل صفر شونده  8 است که فقط از آن مشتق  27

fمی گیریم :                x (x )(x ). (... () xx )
3 3 3231 2 28  

fبنابراین :                               ( ) ( )( )....( ) ( ) !( )
23 33 26 25 1 1 27 

مشتق تابع با ضابطه ي  
(x ). x

f x
( x )

5

4

1 3 2
5 3

x در نقطه     ( 83 –ریاضی  کدام است ؟ )  1

1  )   1
16

                           2    )1
8

                                 3   )3
40

                               4   )5
16

             . 

 حــــــــل : 

x)عامل صفر شونده   است .  1است که مشتق آن  1(

x
f (x) f ( )

( x )

5

4

3 2 1
1

5 3 16
 

 از تعریف نیز استفاده کرد . ه : در این مسائل می توان توج

 نقاط مشتق ناپذیر 

اگر در تابعی  
x a

f (x) f (a)
f (a) lim

x a
که ممکن است یکی از مشتق ناپذیر است  aنقطه ي تابع در موجود نباشد  

 حالت هاي زیر اتفاق بیفتد :

  نقطه ي ناپیوستگی : –حالت اول 

پیوسته نباشد در این نقطه مشتق ناپذیر  aدر نقطه ي  fاگر تابع 

که ممکن است یکی از دو حالت ناپیوستگی ) رفع شدنی و است . 

 رفع ناشدنی ( را داشته باشد 

  تابع  
x x

f(x)
x x

 
 



1 0
2 0

x در     ناپیوسته است و در این نقطه مشتق ناپذیر است ، اما   0

 است .  2ر آن مساوي در این نقطه مشتق چپ وجود دارد و مقدا

  نقطه ي زاویه دار یا گوشه -حالت دوم   
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پیوسته باشد ، ولی  aدر نقطه ي درونی  fاگر تابع 

مماس هاي چپ و راست در آن نقطه نابرابر و حداقل 

یکی از آنها قائم نباشد تابع در این نقطه مشتق ناپذیر 

است ) زیرا مشتق هاي جزئی در این نقطه نابرابرند ( و 

 این نقطه را نقطه ي زاویه دار یا گوشه می نامیم به

 خط مماس وجود ندارد . ( قطه عبارت دیگر در این ن

مشتق پذیري تابع   f x x 3 xرا در نقطه ي   1   را بررسی کنید .    1

 حـــــــــــل : 

   
 

 x x

fx x
f lim lim x x

x x f



 


    
      

   

3
2

1 1

1 31 0 1
1 1

1 1 1 3
 

تابع در این نقطه مشتق ناپذیر است و تابع در این برابر نیستند جود ولی موبا توجه به اینکه مشتق هاي چپ و راست 

 نقطه زاویه دار است . 

 بهتر است بدانیم : 

 تابع با ضابطه ي      
n

f x x x     به ازاي ریشه هاي ساده ي داخل قدرمطلق یعنی

x   مانند ر مرتبه زوج یا فرد مشتق ناپذیر و به ازاي ریشه هاي مکرx    . مشتق پذیر است 

 

  وجود مماس قائم –حالت سوم 

 fخط مماس قائم بر نمودار تابع   x = aشود آنگاه خط   پیوسته اما مشتق در این نقطه  aدر نقطه ي  fاگر تابع 

 ارد : تعریف می شود که خود دو حالت د

می نامیم عطف قائم میل کنند ، این نقطه را  یا هر دو به   اگر شیب خطوط قاطع از چپ به راست هر دو به  – 1

 می نامند . نقطه ي بازگشتی ، این نقطه را  میل کند و دیگري به  اگر این شیب یکی به   - 2

مشتق پذیري تابع   f x x  را بررسی کنید .   = 0x را در نقطه ي   3

 حــــــــــــل : 

 
 

 x x x

fx x
f lim lim lim

x x fx



  


  
    

   

3 3

3 20 0 0

00 1
0

0 0
 

نقطه   اینمشتق ناپذیر است و    = 0x طه نقتابع درمیل کرده اند پس  چون مشتق هاي جزئی از چپ و راست به 

 تابع عطف قائم است . براي 

مشتق پذیري تابع   f x x
3  را بررسی کنید .   = 0x را در نقطه ي   2
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 حـــــــــــــــل : 

 
 

 x x x

fx x
f lim lim lim

x x x f



  


  
    

   

3 32 2

30 0 0

00 1
0

0 0
 

مشتق ناپذیر است و  این    = 0x میل کرده اند پس تابع درنقطه  و  چون مشتق هاي جزئی از چپ و راست به

 نقطه  براي تابع نقطه ي بازگشتی است . 

 

 قواعد مشتق گیری دستورات و 

 ردیف تابع مشتق مثال

 y 0 y a 1 

 y a y ax b 2 

y x y x x
3 3 1 25 3 5 15 n

y nax
1

 
n

y ax 3 

y x x y x x
4 5 3 43 18 12 90 y u v y u v 4 

y x x x

y x x x x

2

2

3 3 1

2 3 3 1 3 3
 y u .v v .u y u.v 5 

x x x xx x
y y

x x

22

2

2 2 3 4 3 22
3 4 3 4

 u .v v .u
y

v
2

 u
y

v
 6 

y x x y x x x
7 62 23 7 2 3 3 n

y nu u
1

 
n

y u 7 

x
y x x y

x x

2

2

2 5
5

2 5


   



 u
y

u2


  y u 8 

 

x x
y x x y

x x


   



2
5 3 2

43 25

3 2

5
 

nn

u
y

n u
1


  ny u 9 

 
 

 

x
y x x y

x x


    

 

327
427

3 2 4
4 1

7 4 1
 

n mn

mu
y

n u



  mny u 10 

 

y cos x  y sin x 11 

y sin x   y cos x 12 

y tan x
21   y tan x 13 

 y Cot x
21    y Cotx 14 

y u cosu  y sinu 15 
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y cos x y sin x
x

1
2


   y u sinu   y cosu 16 

 y tan x y x tan x
2 2 22 1     y u tan u

21   y tanu 17 

 y u Cot u
21    y Cotu 18 

n
y nu cosusin u

1  
n

y sin u 19 
n

y nu sinucos u
1   

n
y cos u 20 

  n
y nu tan u tan u

2 11    n
y tan u 21 

  n
y nu Cot u cot u

2 11     n
y Cot u 22 

   

 مشتق  توابع زیر را بدست آورید :    

(                                     90) خرداد  
 x

f x
x






323 1

1
 ) الف       

 

 

(                                     90) خرداد   g x cos x 1 2  ) ب      3

 
sin x

g x
cos x

 


6
2 1 2 3

 

 y sin cos x 2      ج ( 

   y sin x cos cos x    2 

y cos x x 
33  ) د     22

 
 

y sinn x cos x
x

   2

3

2 1
3 2 2 2

3
 

  

 معادله ی خطوط مماس  و قائم بر منحنی

 از نقطه ای روی  منحنی  –الف 
 براي نوشتن معادله خط به شیب آن  و یك نقطه از آن نیاز داریم . 

 
       

 

x x x x
f x

x

    
 



2 32 2

2

3 6 3 1 1 1 3 1

1
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شتق  تابع  yم f (x)  در نقطه يx  سی که در نقطه ي شیب خط مما ست با  A(xبرابر ا ,f (x بر منحنی تابع  ((

A(xرسم می شود . بنابراین معادله ي خط مماس بر منحنی در نقطه ي  ,f (x  از رابطه ي زیر به دست می آید :  ((

y f (x ) f (x )(x x )  

f: معادله ي خط مماس بر منحنی تابع  (x) x
 واقع بر منحنی بیابید .  1را در نقطه ي به طول  3

 حـــــــل : 
x y A( , )

f (x) x m f (x ) f

y f (x ) f (x )(x x ) y (x ) y x

2

1 1 1 1
3 1 3

1 3 1 3 2

ماس  يب خط م  ش

 خط قائم بر منحنی  :

A(xدر نقطه ي  ,f (x yواقع بر منحنی  (( f (x)  ط مماسی بر منحنی رسم خ

می کنیم اگر در نقطه ي تماس خطی بر خط مماس عمود کنیم خط  حاصل را عمود بر 

A(xمنحنی در نقطه ي  ,f (x  می گویند .  ((

 شیب خط قائم بر منحنی ، عکس و قرینه ي شیب خط مماس است .  

m
m f (x )

1 1
  شیب خط قائم 

 

yمعادله ي خط قائم بر منحنی نمایش تابع   x
7

 را بیابید .  x = -1در نقطه متناظر  

 حـــــل : 

y x
1 8
7 7

م   ائ ه ي خط ق عادل     م

 از نقطه ای خارج از منحنی  –ب 
yبراي یافتن خط مماس بر منحنی  f (x)  ي از نقطهB(x ,y به دو روش زیر عمل  fواقع در خارج از منحنی تابع  (

 می کنیم : 

 روش اول (  

)Tنقطه ي تماس را به صورت  ,f ( فرض می کنیم و معادله ي خط مماس را مانند قبل به صورت   ((

y f( ) f ( )(x رد ، باجایگذاري مختصات این می گذ Bمی نویسیم چون این خط ار نقطه ي معلوم  (

 و نهایتاً خط مماس مشخص می شود .  نقطه در معاده ي مماس مقدار 

 روش دوم (  

B(x عادله ي تمامی خطوطی که از نقطه ابتدا م ,y  واقع در خارج از منحنی میگذرد را به صورت زیر می نویسیم : (
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y y m(x x ) 

 سپس محل تلاقی این خط با منحنی داده شده را تشکیل می دهیم : 

                                 :معادله ي تلاقی   
y y m(x x )

f (x) y m(x x )
y f (x)

 

 ریشه ي مضاعف داشته باشد . اخیر چنان تعیین می کنیم که معادله ي را  mحال 

 

ویه ي بین مماس هاي رسم شده از مبدأ مختصات بر نمودار تابع ، زا kبه ازاي کدام مقدار  

y x x k  2
 است ؟ 90برابر   

 حــل : 

 است . این معادله را با تابع داده شده قطع می دهیم :  y = mxمعادله ي خطوط گذرنده از مبدأ به صورت 

y mx
x x k mx x ( x)x k

y x x k

2 2
2

1 0 

    ین معادله باید ریشه مضاعف داشته باشد یعنی :   ا

b ac ( m) k m m ( k)           2 2 24 1 4 0 2 1 4 0 
 ریشه هاي این معادله شیب مماس هاي رسم شده بر منحنی اند که طبق فرض سئوال باید بر هم عمود باشند لذا : 

c
m m p k k

a
         1 2

1
1 1 4 1

2
 

 مشتق تابع مرکب 
 مشتق پذیر باشد خواهیم داشت :   u (x)باشد که در  تابعی fمشتق پذیر و   xدر  uاگر تابع 

y f (u) y u .f (u) 
 یا می توان نوشت :  

y fog(x) f (g(x)) y g (x).f (g(x)) 
y)باشد  uتابعی بر حسب  yو یا اگر   f (u))  وu  تابعی بر حسبx  باشد(y g(u))     : آنگاه خواهیم داشت 

       x u x
y y u  

yاگر  u u
2 uو  2 Cosx  . باشدx

y . را بنویسید 

x
y ( u )( Sinx) ( Cosx )( Sinx)2 2 2 2 

 مشتق توابع معکوس 
 گاه یك به یك باشد . معکوس پذیر است هر [a,b]بر بازه  fتعریف : تابع 

yتابع معکوس آن به صورت  y = f(x)در صورتی که  f (x)
(a,b)خواهد بود که اگر  1 f  آن گاه(a,b) f

1  . 
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yبراي یافتن مشتق تابع   f (x)
 به دست آوریم و :  x = aرا را در  fتابع  واقع بر این تابع باید مشتق x = bدر  1

(f ) (b)
f (a)

1 1
 

fتابع   (x) x x
2 4 ]با دامنه ي   7 ,  fمفروض است ، مقدار مشتق تابع معکوس تابع  4(

bرا در  7 
f

(b D   را پیدا کنید . 1(

 حل : 

fمتعلق به دامنه ي  7چون عدد 
 است پس :  fاست این عدد متعلق به برد  1

f
x D

x x x x
x

f ( ) , f (x) x

(f ) ( )
f ( )

2 2

1

0
4 7 7 4 0

4

4 7 2 4
1 1

7
4 4

غ ق ق 

 

fتابع    (x) x x
32 fمفروض است  ، معادله خط مماس بر منحنی 1

 4را در نقطه ي به طول  1

 بنویسید .  واقع بر آن

 حل :

می دانیم : 
f

D fدر اینصورت   14
R4  : و لذا می توان نوشت 

x x x x

x x

(x ) (x ) (x )(x x ) (x )

3 3

3

3 2

2 1 4 2 3 0

2 2 1 0

2 1 1 0 2 1 1 1 0

 

x x
(x )( x x )

x x

2
2 2 2 3 0 0

1 2 2 3 0
1 0 1

 

)براي نوشتن معادله ي خط مماس باید شیب خط مماس را در نقطه  , ) f
14  دست آوریم :به  1

f (x) x x f (x) x f ( )

m (f )
f ( )

3 2

1

2 1 6 1 1 7
1 1

4
1 7

 

 و معادله ي خط مماس عبارتست از : 
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( , )

y (x ) x y
m

4 1
1

1 4 7 3 01
7

7
  

 مشتق توابع معکوس مثلثاتی 
 در توابع معکوس مثلثاتی می توان نوشت : 

y Sin x x Siny
1

  
 با توجه به مشتق توابع معکوس  داریم : 

x Siny

(f ) (x) y
f (y) Cosy Sin y(Sin y)

y
x

1

2

2

1 1 1 1

1

1

1

  

 براي بقیه نسبتهاي مثلثاتی معکوس خواهیم داشت :

 ردیف تابع مشتق مثال

 

y
x
2

1

1
 y Sin x

1
 1 

y
x
2

1

1
 y Cos x

1
 2 

y
x
2

1
1

 y tan x
1

 3 

y
x
2

1
1

 y cot x
1

 4 

x
y Sin x y

x

1 2

4

2

1
  

u
y

u
21

 y Sin u
1

 5 

x

x
y Cos x y

x

1

21
  

u
y

u
21

 y Cos u
1

 6 

x
y tan x y

x

1

1
2
1

  
u

y
u

21
 y tan u

1
 7 

x
y cot x y y

x x x x

3 2
31 2

3 3 2 3

2 1
23

1 3 1
  

u
y

u
21

 y cot u
1

 8 
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کات توابع معکوس مثلثاتی   خواص و ن

yدر تابع  – 1 Sin x
1

]دامنه برابر بازه ي   , ]1 ,و برد آن بازه ي  1
2 2

و نمودار آن قرینه نمودار تابع  

y Sinx  نسبت به خط y = x . است 

y  در تابع  – 2 Cos x
1

]دامنه برابر بازه ي   , ]1 ]و برد آن بازه ي  1 , و نمودار آن قرینه نمودار تابع  0[

y Cosx  نسبت به خط y = x . است 

yدر تابع   - 3 tan x
1

)د حقیقی و برد آن بازه ي مجموعه ي اعدا دامنه  , )
2 2

و نمودار آن قرینه نمودار تابع  

y tan x  نسبت به خط y = x . است 

yدر تابع  – 4 cot x
1

)دامنه مجموعه ي اعداد حقیقی و برد آن بازه ي   , نه نمودار تابع و نمودار آن قری 0(

y cot x  نسبت به خط y = x . است 

 

گاریتمی   مشتق تابع نمایی و ل
 می باشد .   2/ 7182نمایش داده می شود و مقدار آن حدوداً ...  eعدد نپر : با حرف 

 براي محاسبه مشتق توابع نمایی از دستورات زیر استفاده می کنیم : 
x x) y a y a lna1    
u u) y a y u a lna2     
x x) y e y e3    
u u) y e y u e4     

lnv vy vu vu
y u ln y v lnu v lnu y u v lnu

y u u

   
           

 
  (5 

گاریتمی :  مشتق توابع ل

a a
) y log x y log e

xlna x

1 1
1     

a a

u u
) y log u y log e

ulna u
2

 
    

) y lnx y
x

1
3    
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u
) y ln u y

u
4


   

 نمایش می دهیم .  lnxرا با  eدر پایه ي  xتذکر : لگاریتم 

                     :                                                                                   
x x

) y y ln1 5 5 5    

 x x x x) y y x ln
2 23 32 2 2 3 2 2     

x x x
) y x e y x e x e

3 2 33 3    

 x sinx x sinx) y e y x Cosx e
2 2

4 2     
x Cosx

) y ln x sin x y
x sin x

2
2

2
5


   


 

 توابع ضمنی : 

توابعی که در آنها ضابطه ي تابع برحسب هیچ کدام از  متغییرها نوشته نشده و به صورت  F x,y 0  باشد . که

yممکن است نتوانیم این رابطه را به صورت  f x  . بنویسیم 

ستفاده می کنیم : براي محاسبه ي مشتق این توابع از دستور زیر ا  x

x

y

F
F x,y y

F


   


 

x
F  یعنی مشتق :F  نسبت به متغییرx  با فرض اینکهy  . عدد ثابت فرض شود 

y
F  یعنی مشتق :F  نسبت به متغییرy  با فرض اینکهx  . عدد ثابت فرض شود 

xرابطه ي ضمنی  را در xنسبت به  yمشتق     xy y x y
2 22 3 5 7    . را بیابید 

 حــل :  

x

x y
x xy y x y y

x y

2 2 2 2 5
2 3 5 7 0

2 6 7
 

       
 

 

 روش دیگر براي مشتق گیري ضمنی : 

، با این را به دست می آوریم   yمشتق می گیریم و از معادله ي حاصل  xاز دو طرف معادله نسبت به 

) همه جا  در نظر می گیریم که مشتق پذیر باشد . xرا تابعی از  yه ي داده شده فرض که همواره معادل

 می نویسیم . (  yرا   yمشتق 

xاگر   y y x xy    4 2 dy، حاصل   21

dx
 را بنویسید .  

 حـــــــــــل : 

 م : از دو طرف معادله مشتق می گیری
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x y y x xy y y y x y yy x

x y
y y xy x y y

y xy

             

 
        

 

4 2 2 3 2

2
3 2

3

1 1 4 2 1 2

2 1
4 1 2 2 1

4 2 1

 

 

 تمرین وتکلیف 

 سئوالات ردیف

مشتق پذیري تابع  1
x x

f x
x x

2 5 3
4 1 3

xرا در نقطه ي   3

  . بررسی کنید 

2 
)در تابع  )

x x x
f x

x x

  
 



2 2             2
6                     2 

)الف ( مقدار  )f  را به دست آورید . 1

 بررسی کنــــید .  = x 2( مشتق پذیري تابع  را در نقطه ب

3 
)هرگاه  , ) 2 2 2 0x yf x y e e x y       ؛ 

 را به دست آورید .   xنسبت به   yالف ( مشتق ضمنی 

 بنویسید . O  ( 0، 0ب( معادله خط مماس بر منحنی این معادله را در نقطه )

lnمشتق تابع  4 cosy x x 2 ه دست آورید . را ب 

cosxمشتق تابع ضمنی  5 y x y y 2  را به دست آورید   4

6 
معادله ي خط مماس بر منحنی   x xf x e  

2 4 را در نقطه ي برخورد منحنی با محور عرض ها را  5

 بنویسید . 

 

 

 

 

 

 ) یکنوایی تابع (  جهت تغيیرات تابع ) صعودی یا نزولی (  – 1

ه عنوان اولین کاربرد مشتق ، تعیین می کنیم که تابع در چه فواصلی صعودي و در چه فواصلی نزولی و در چه نقاطی ب

 ثابت است . 

 الف : تابع صعــــــودي 

 کاربرد مشتق
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yتابع  f x  را در دامنه ي خود صعودي گوییم هرگاه براي هرx1  وx2       : از دامنه ي تابع داشته باشیم

   f
x ,x D x x f x f x    1 2 1 2 1 2   

 نیز افزایش یابد .  yمقدار  xیعنی با افزایش 

صعودي اکید ) اکیداً صعودي ( :            f
x ,x D x x f x f x    1 2 1 2 1 2 

 ب : تابع نـــــــزولی 

yتابع  f x  ي خود نزولی گوییم هرگاه براي هر را در دامنهx1  وx2       : از دامنه ي تابع داشته باشیم

   f
x ,x D x x f x f x    1 2 1 2 1 2   

 نیز کاهش یابد .  yمقدار  xیعنی با افزایش 

نزولی اکید ) اکیداً نزولی ( :            f
x ,x D x x f x f x    1 2 1 2 1 2 

 
 نکته :

 براي تعیین صعودي یا نزولی بودن یك تابع 

 مشتق تابع را می گیریم .  .1

 مشتق را برابر صفر قرار می دهیم و ریشه هاي آن را تعیین می کنیم .  .2

 مشتق را تعیین علامت می کنیم و در هر فاصله اي که مشتق مثبت  باشد تابع اکیداً صعودي است و برعکس .  .3

تابع جهت تغییرات      f x x x x   3 22 9 12  را بررسی کنید .   30

 حــــل : 

   

   

f x x x x f x x x

x y
x x x x

x y

        

  
        

  

3 2 2

2

2 9 12 30 6 18 12 0

1 35
3 2 0 2 1 0

2 34
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مینیمم نسبی تابع - 2
تعیین ماکزیمم و 

 )اکسترمم نسبی (   

 علمی ماکزیمم و مینیمم یك تابع  ، به شکل زیر توجه کنید  :  قبل از تعریف دقیق و

 

 الف : ماکزیمم نسبی : 

yرا ماکزیمم نسبی تابع  x1طول  نقطه اي به f (x)  می گوییم هرگاه یك همسایگی در اطرافx1  وجود داشته باشد

که  f x1  بالاترین نقطه باشد یعنی به ازاي هرx   : از آن همسایگی داشته باشیم   f x f x1   

 

مینیمم نسبی (    ب
    : 

yرا مینیمم نسبی تابع  x1نقطه اي به طول  f (x)  می گوییم هرگاه یك همسایگی در اطرافx1  وجود داشته باشد

که  f x1  ترین نقطه باشد یعنی به ازاي هر پایینx   : از آن همسایگی داشته باشیم   f x f x1   

 نکات : 

 به نقاط ماکزیمم و مینیمم نسبی اصطلاحاً اکسترمم نسبی می گویند .  .1

 ( 2ممکن است تابعی در نقطه اي اکسترمم نسبی داشته باشد ولی در آن نقطه مشتق پذیر نباشد . ) شکل  .2

 ( 3ممکن است تابعی در نقطه اي اکسترمم نسبی داشته باشد ولی در آن نقطه پیوسته نباشد ) شکل  .3

شتق در آن نقطه  .4 شد ، آنگاه م شتق پذیر با شد و در آن نقطه م شته با سبی دا اگر تابعی در نقطه اي اکسترمم ن

صفر است  :       f x1 0   

سته  .5 صله ب در یك فا a,b شند . زیرا در نقطه ي سبی با سترمم ن سایگی  aنقاط ابتدا و انتها نمی توانند اک هم

 همسایگی راست ندارد .  bچپ ندارد و در نقطه ي 
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 هم مینیمم است .  تابع ثابت در تمام نقاط دامنه خود هم ماکزیمم و .6

 توجه : براي بدست آوردن نقاط اکسترمم 

 ی کنیم مشتق تابع را حساب م .1

 ریشه هاي مشتق را به دست می آوریم .  .2

 تابع مشتق را تعیین علامت می کنیم و مطابق جدول زیر :  .3

 

مينممم مطلق :  - 3
 تعیین ماکزیمم و

 اکزیمم مطلق : نقطه اي به طول مx1  را ماکزیمم مطلق تابعy f (x)  به ازاي هر می گوییم هرگاه یكx 

از دامنه ي تابع داشته باشیم :              f x f x1 

  مینیمم مطلق : نقطه اي به طولx1  را مینیمم مطلق تابعy f (x)  می گوییم هرگاه یك به ازاي هرx  از

دامنه ي تابع داشته باشیم :              f x f x1 

yنکته : اگر تابع  f (x)  صله ي در فا a,b  صله یك ماکزیمم مطلق و یك شد آن گاه تابع حتماً در این فا سته با پیو

 مینیمم مطلق دارد . 

براي تعیین اکسترمم هاي مطلق در فاصله ي  a,b   ابتدا اکسترمم هاي نسبی را به دست آورده و f a  و f b  را

 محاسبه می کنیم از بین این مقادیر،  بیشترین مقدار ماکزیمم مطلق و 

 کمترین مقدار مینیمم مطلق است . 

ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق تابع    f x x x 3 را در فاصله ي  23 و3  بیابید .  2

حـــــل :     
 

   

f x x x

x y
f x x x x x

x y

 

  
        

   

3 2

2

3

0 0
3 6 0 3 2 0

2 4
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f ( )
[ , ]

f ( )

 
  

  

3 4
3 2

3 54
 

از بین مقادیر  , , 54 4  بیشترین مقدار ماکزیمم مطلق و کمترین مقدار مینیمم مطلق است .  0

و لذا :   , 3 مینیمم مطلق   و   54 ,0 ماکزیمم مطلق تابع در فاصله ي  0 و3  است .  2

یك تابع را نقاط اکسترمم تابع می نامند که دو ویژگی مهم  Minیا Maxنقاط 

 دارند :

ند  ن ي ک صدق م ه  عادل در م

ند  ن ي ک فر م ص تق را  ش قاط م ن ن  طول اي

 نقاط بحرانی :  - 4

برابر صفر باشد ویا  x1متعلق به دامنه ي تابع ، نقطه ي بحرانی گفته می شود ، اگر مشتق در  x1نقطه اي به طول 

 مشتق درآن نقطه موجود نباشد . 

 ند  ) ولی نقاط بحرانی ممکن است اکسترمم نسبی نباشد. ( نکته : تمام نقاط اکسترمم نسبی نقطه ي بحرانی هست

 نکته : نقاط ناپیوستگی  جزو نقاط بحرانی هستند . 

نقاط بحرانی تابع به معادله ي      f x x x  3 23  را تعیین کنید .  4

حــــل :          

   
 

x
f x x x f x

x x

x x


     

 

     

3 2

223

6 1
3 4 0

3 3 4

1
6 1 0

6

 

x                        براي تعیین نقاط مشتق ناپذیر :   x  23 4 0 

   
x

x
x


 

       
 

1
1 7

1 4 3 4 49 4
3

3

 

,و نقاط بحرانی عبارتند از : 
 
   

 

3
1 49
6 12

و   ,1 ,و   0
 
 

 

4
0

3
  . 
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 تقعر منحنی  و نقطه ی عطف  – 5

جهت تقعر یك منحنی در بازه ي a,b اه بر رو به بالا است اگر آن تابع در این بازه مشتق پذیر بوده و هر مماس دلخو

 منحنی در این بازه رسم کنیم زیر منحنی قرار گیرد . و برعکس . 

 
 نقطه عطف :

 موجود باشد   Aنقطه ي عطف تابع نامیده می شود اگر خط مماس بر منحنی در نقطه ي  Aنقطه ي 

 منحنی را قطع کند ) در این نقطه جهت تقعر عوض می شود . ( و 

 
 براي تعیین تقعر و نقطه عطف :

 مشتق تابع و مشتق دوم تابع را به دست می آوریم .  .1

ریشه هاي مشتق دوم را تعیین می کنیم .  .2 y  0  

تق دوم مثبت باشد جهت تقعر منحنی روبه مشتق دوم را تعیین علامت می کنیم . و در هر فاصله اي که مش .3

 بالاست  و برعکس . 

 نقطه اي که مشتق دوم تابع  صفر است و تغییر علامت می دهد  آن نقطه نقطه ي عطف تابع نامیده می شود .  .4

نتیجه : طول نقطه ي عطف یك تابع از حل معادله ي  f x  هایی که در آنها مشتق دوم xبه دست می آیند . )  0

 تغییر علامت می دهد .( 

 دو خاصیت مهم دارد :  تابعهر ه عطف ـــــــنقط 

د ن ن صدق مي ک ه  عادل                     در م

 دنک يم رفص ار مود قتشم فطع ي هطقن لوط .

y( نقطه ي عطف منحنی  1،  -3را چنان تعیین کنید که )  cو  a  ،bمقادیر       ax bx c  3 2
 

 بگذرد . (  0،  -1بوده و منحنی از نقطه ي ) 
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y ax bx c y ax bx f (x) ax b

f ( ) a b c
( , ) ( )

f ( ) f ( ) a b

( , ) f ( ) c c ( )

a b
( ),( ) a , b

a b

3 2 23 2 6 2

1 3 3
1 3 1

1 0 1 6 2 0

0 1 0 1 0 0 1 1 2

4
1 2 2 6

3 0

طف  طه ع ق ن

ي   عمول طه ي م ق ن
 

 مشتق مراتب بالاتر :
yاگر تابع   f (x)  مشتق پذیر باشد . مشتق مرتبه ي اول را باy f (x)   نشان می دهند . اگر تابع y f x   نیز

شتق آن را با  شد ، م شتق پذیر با yم f (x)   شتق مرتبه ي دوم تابع می گویند. به همین شان می دهند و به آن م ن

yترتیب اگر   f (x)   . باز هم مشتق پذیر باشند مشتق مرتبه سوم و . . . تعریف می شوند 

yام تابع nدر حالت کلی مشتق مرتبه  f (x)  را با   n n
y f (x)  . نشان می دهند 

 ام بعضی توابع خاص : nمشتق 

     
 

 

n n

n

n

n!a
) f x f x

ax b ax b



  

 
1

11
1 

 

   
     
   

n

n

nn n

n n n n

m

f x n!a

) f x a x a x ... f x n!a n !a

f x m n



 

 



      


 

11
1 12 1

0

 

         n n n
) f x K sin ax b f x Ka sin ax b

 
      

 
3

2
 

         n n n
) f x K cos ax b f x Ka cos ax b

 
      

 
3

2
 

     
   

 

n

n

n

n! c ad bcax b
) f x f x

cx d cx d





 
  

 

1

15 

     

       

n

n

) f x a g x

f x a n g a

 

 

6 ه ازاي  نده ب ن فر ك ص عامل 

ه ازاي  نده  ب ن فر ك ص تق  ام عامل  ش م
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شتق  ست ام تابع بالا nیعنی براي یافتن م ضابطه ي تابع  n ، کافی ا شتق بگیریم و در بقیه ي  صفرکننده م بار از عامل 

 فقط عامل صفر کننده را قرار دهیم . 

yاگر     x x x  10 9 8
حاصل      f 

9  را به دست آورید .   1
         x

f x !x ! f ! ! ! !


         
9 9110 9 1 10 1 9 10 9 

اگر              f x x x x x    
2 4 3 5

5 3 2 باشد . مقدار  1 f   کدام است ؟  2

حـل :                                                f x x x x x    
2 4 3 5

5 3 2 1
ده  شون فر  ص عامل 

 

     

         

y x y x y x y

f

           

     

3 2

2 4 5

2 3 2 6 2 6

2 2 5 2 3 6 2 1 54
 

 رسم نمودار یک تابع :  – 6
 مهمترین کاربرد مشتق در رسم نمودار یك تابع است که براي این کار : 

 تابع .تعیین دامنه  .1

 تعیین مجانب هاي تابع در صورت وجود .  .2

 یافتن مشتق و ریشه هاي آن ) جدول تغییرات و تعیین اکسترمم ها (.  .3

 یافتن تقعر منحنی و نقاط عطف در صورت وجود .  .4

 رسم نمودار به کمك جدول تغییرات .  .5

yنمودار تابع    
x


2

1
1

 را رسم کنید .  

 حـــل : 

 f

x
) D , ) x

x


      

 

2 1
1 1 1 2 1 0

1
م  ائ بهاي ق  مجان

x
lim y

x
  

2

1
0 0

1
قي  ب اف  مجان

 
x

) y x y
x


       

2

0 2
3 0 0 1

1
 

     

   

x x x x x
) y

x x

     
   

 

22 2 2

4 32 2

2 1 4 1 2 6 1
4 0

1 1
دارد  شه ن  ري
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 نکات نمودار توابع خاص 

 :  2الف : تابع درجه 

yبه صورت  2شکل استاندار تابع درجه  ax bx c  2
 است : است که نمودار این توابع به یکی از دو صورت زیر  

 
 در هر دو حالت طول نقطه ي راس که در یکی ماکزیمم و در دیگري مینیمم تابع است ریشه مشتق 

bاست .                           
y ax b x

a


     2 0

2
  

و لذا مختصات نقطه ي راس         

b
x

a
S

b
y f

a a




  
   

 

2

2 4

 

 3ب : نمودار تابع درجه 

ستاندارد تابع ب صورت شکل ا yه  ax ba cx d   3 2
ست  که :     yا ax bx c   23 شتق تابع خود یك  2 م

 است ، که این تابع می تواند ریشه حقیقی داشته باشد و یا   2تابع درجه 

 نداشته باشد . در هر یك از این حالات نمودار به صورت هاي زیر است : 
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یشه ي متمایز داشته باشد ، نقطه ي عطف وسط پاره خطی است که ماکزیمم و مینیمم : در حالتی که مشتق دو ر 1نکته 

 را به هم وصل می کند . 

مماس بر منحنی در نقطه ي عطف ، خطی افقی موازي  ه مشتق ریشه ي مضاعف داشته باشد ، : در حالتی ک 2نکته 

 ها است . xمحور 

توابع به صورت  -ج   
ax b

f x
cx d





c) با شرط    adو  0 bc  هموگرافیك نام دارد . این توابع همواره یك )

dمجانب قائم به صورت 
x

c


   و یك مجانب افقی به صورتa

y
c

  دارد . که حل برخورد دو مجانب نقطه ي

d a
,

c c

 
 
 

 مرکز تقارن نمودار است . و نمودار به یکی از دو صورت زیر است . 

 
نکته : در توابع هموگرافیك مشتق به صورت 

 

ad bc
y

cx d


 


2

است که مخرج این کسر همواره مثبت و صورت این  

 نفی باشد همواره نزولی است . کسري عددي حقیقی است که اگر این عدد مثبت باشد تابع همواره صعودي و اگر م

توابع به شکل :  –د 
ax bx c

y
b x c

 


 

2

  

cاین توابع یك مجانب قائم ) 
x

b





(و یك مجانب مایل دارند. محل برخورد این دو مجانب مرکز تقارن نمودار است  

 . نمودار این به یکی از صورت هاي زیر است : 
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نمایش تابع منحنی      
x

y
x




2

1
 را رسم کنید .  

حـــــل :                                                      f
D   1  

x

x
lim x

x
   



2

1
1

1
م  ائ ب ق   مجان

 این تابع مجانب افقی ندارد زیرا درجه صورت بزرگتر است لذا داراي مجانب مایل است : 

x x x
y x y x

x x x x x

  
         

    

2 2 21 1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1
ل  ب ماي جدول تغییرات و مشتق مجان

 : 

 
 

x yx x x
y y x x

x x yx

  
       

   

2 2
2

22

0 02
0 2 0

1 2 41
 

 

 مسائل بهينه سازی  – 7
در بعضی مسائل کاربردي می توان با استفاده از مشتق و محاسبه اکسترمم ها حالت مطلوب مسئله را به دست آوریم 

 براي این کار مراحل زیر را طی می کنیم : 

 از مسئله رسم می کنیم . در صورت لزوم شکلی  .1
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 و... می نویسیم .  yو  xبا ترجمه دقیق ریاضی به زبان ریاضی ، تابعی از متغییرهاي  .2

اگر رابطه ي به دست آمده یك متغیره نباشد به کمك فرضهاي مسئله یك معادله ي  .3

 یك متغییره به دست می آوریم . 

مینیمم رادر صورت وجود به از تابع به دست آمده مشتق گرفته و نقاط ماکزیمم ویا  .4

 دست می آوریم . 

سانتی متر است ، مساحت مثلث  16از میان مثلث هایی که مجموع طول قاعده و ارتفاع وارد بر آن    

 را به دست آورید که بیشترین مساحت را داشته باشد . 

 حــــل : 

 

   /

x h h h

S xh x x x x

S x x h S

    

    

         

2

16 16
1 1 1

16 8
2 2 2

1
8 0 8 8 8 8 32

2

ساحت   م

 چند نكته مهم

 قاعده هوپيتال 

ي حد یك تابع در حالتی که به ابهام  در محاسبه


و 


می رسیم براي رفع ابهام می توان از دستور که به نوعی  

 کاربرد مشتق در حد است استفاده کنیم . 

 
 

 
 

 
 x a x a x a

f x f x f x
lim lim lim ...

g x g x g x  

 
  

 
 

حد تابع   
x

x Sinx
lim

x



0

 ورید . را به د ست آ 3

 حــــل : 
HOP

x x

x Sinx cos x Cos
lim lim

x 

  
    

0 0

3 3 3 0
3 1 2

1 1
  

 نقاط مشتق ناپذیر 
 می گوییم هرگاه : fرا نقطه ي زاویه دار براي منحنی  aنقاط زاویه دار : نقطه ي به طول  –الف 

 f  در نقطه يa  . پیوسته باشد 

  مشتق هاي چپ و راست درa  . برابر نباشند 

 شد ) عددي باشد . ( حداقل یکی از آنها مقداري متناهی با 
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مشتق پذیري تابع       f x Sin x x    . را در نقاط صحیح بررسی کنید 

 حـــل : 

 پیوسته است زیرا :  Rاین تابع در تمام نقاط صحیح و در نتیجه در 

     
x n x n
lim f x f n , lim f x Sin

  
    0 0  

 
  

t

x n x n t

Sin x n
Sin x x Sin t

f n lim lim lim
x n x n t  

  

 
  
          

  0

0
 

 
  

   

t

x n x n

HOP

t T

Sin x n
Sin x x

f n lim lim
x n x n

Sin t t Cos t
lim lim

t

 

 


 

 

 
   
        

 

   
  

0 0

1
0

1 1
1

 

 به صورت نقاط زاویه دار است .  x = n تابع در

 می گوییم هرگاه : fرا نقطه ي بازگشت براي منحنی  aنقاط بازگشت :  نقطه ي به طول  –ب 

 f  در نقطه يa  . پیوسته باشد 

  مشتق هاي چپ و راست درa   . بی نهایت هایی با علامت هاي مختلف شوند ,  

 خواهد بود . قائم بی نهایت هایی هم علامت  شوند آن نقطه ، نقطه ي عطف  aهاي چپ و راست در  نکته :  اگر مشتق

براي منحنی  2نقطه ي به طول      y x x  
23 2  چگونه نقطه اي است ؟  3

 حــــل : 

       
x x

x

x

x

x xf x f
y lim lim

x x

x
lim

x x
lim

x x
lim

x





 









  
   

 

  
  

 
 

  
   

23

2 2

33
2

3
2

33
2

2 3 02
2 2

3 1
3 2 0
2 3 1

2 0

 

 بازگشتی است .  aدر  fشده است   و   با توجه به اینکه مشتق هاي چپ و راست تابع  

 ) بین خط و منحنی (  -زاویه ی بین  دو منحنی  

از دستور    mو  mزاویه ي بین دو خط با شیب هاي  می دانیم 
m m

tan
mm


 

1
 به دست می آید .  
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، زاویه ي بین خطوط مماس بر آن دو منحنی در نقطه ي برخورد آنها است . پس براي زاویه ي بین دو منحنی منظور از 

. سپس به دست آوردن این زاویه ، ابتدا باید دو منحنی را با هم تلاقی داده و طول نقاط برخورد آنها را به دست آوریم 

 ه ي بین دو خط ، زاویه را پیدا می کنیم . شیب خطوط مماس در این نقاط را یافته و از دستور زاوی

yدو منحنی   x 2
yو   x x 2

 با هم چه زاویه اي می سازند ؟  

 حــــل : 

طول نقاط تلاقی :             
y x

x x x x
y x x

 
    

 

2
2 2

2
0 

 

 

x

x

y x y x m y m m
tan

mmy x x y x m y







         
       

           

02

02

2 0 0 0 1
1 45

1 1 02 1 0 1
 

 : مشتق توابع شامل قدر مطلق 
 اگر بخواهیم از توابع شامل قدر مطلق مشتق بگیریم :  

   

   

f x u f x u u

uu
f x

u

uu
f x

u

   


  


 

2

2

2

2

  

 مشتق توابع جزء صحيح : 

در تابع    f x g x     اگرg  تابعی پیوسته در یك فاصله باشد نقاط مشتق پذیري همان نقاط پیوستگی است . در

هر فاصله که  g x     . پیوسته باشد مشتق پذبر نیز بوده و مشتق آن برابر صفر است 

هنگام مشتق گیري از توابعی به فرم کلی   -الف     f x g x h x    در نقطه اي به طولa  به شرطی که ( h (a) 

 صحیح نباشد . ( دو را ه وجود دارد :

از همان ابتدا  .1 h a    صحیح می باشد ، حساب کرده ، و تابع را ساده می کنیم ومشتق می گیریم را که عدد

 را در آن قرار می دهیم .   aو 

را در جواب  aبا مقدار جزء صحیح مثل یك ضریب عددي برخورد می کنیم و از تابع مشتق می گیریم ، سپس  .2

 قرار می دهیم . 

به فرم  توابع –ب    f x g x    به طول  در نقاطیa  کهg(x)  صحیح می باشد حد ندارد ، پس پیوسته نیستند در

 باشد .  g(x)طول نقطه مینیمم نسبی  aنتیجه مشتق پذیر نمی باشند ، مگر در نقاطی که 

مشتق تابع     y x x xرا در نقطه ي  3 
28
8

 به دست آورید .  

 :   حــــل : روش اول 
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     x f x x f x
y x

f

 
       

  

 
  
 

3

3 2

28 1
3 3 3

8 3

28 4
8 9

 

 روش دوم : 

   
x

y x x y x y
x



       



27
3 8

3 2

1 1 4
3

9 93 3
4

 

 تمرین و تکلیف 

 

 

 

 سئوالات  ردیف 

1 
fبا ضابطه ي   fنقاط بحرانی تابع  (x) x x 

4
3

2
 را به دست آورید ؟ ] -1،  1 [بر بــــازه ي 3

ي خط مماس بر منحنی معادله 2  x xf x e  
2 4  ها را بنویسید .ي برخورد منحنی با محور عرضرا در نقطه 5

معادله ي خط مماس بر منحنی  3
x y

e e x y   2 2 2  کدام است ؟0 =

)اگر  4 ) ( )f x x g x x  2   ,    1  باشد آنگاه/( ) ( )fog  کدام است ؟ 0

xجدول تغییرات و نمودار تابع  5
y

x






2 1
3

 را رسم کنید 

6 
2جهت تغییرات و نمودار تابع به معادله 

2
1

x
y

x



 را رسم کنید .  

در تابع  7 f x x ax c  3 اکسترمم نسبی تابع  A(2، 3را چنان تعیین کنید که نقطه ي )  bو  a مقادیر  2

 باشد. 

را چنان بیابید که نقطه ي  Bو  Aضرایب  8 A ,1 yمرکز تقارن تابع  2 ax bx 3 2
 باشد .   

تقعر نمودار تابع با ضابطه ي  9 f x
x


2

1
12

در بازه ي   a,a  رو به پایین است  ، بیشترین مقدار مقدار

a   کدام است ؟ 

10 
اگر f x x x  2 و  4 g x x x  2 باشد حاصل  4       f x g x g x f x   را به دست

 آوید . 
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 ور سراسری چهار گزینه ای از کنک  سئوالات  ردیف

1 
مقدار مشتق تابع  

cos x
y

sin x






2

2

1
2

xبه ازاي   
4


   (91 –) تجربیکدام است ؟  

1  )4
9

                            2     )5
9

                                     3   )7
9

                          4      )8
9

       

 جواب 

     

 

cos x
y

sin x

sin xcosx sin x sin xcos x cos x
y

sin x


 



   
 



2

2

2 2

22

1
2

2 2 2 1

2

 

y


        
                         
 

 
 

2
4

2 2 1 2 2 1
2 2 2 1

2 2 2 2 2 2 8
91

2
2

 

2 
مشتق تابع 

x
y sin

 
  

 

22
6 4

xبه ازاي    



3

  (93 –) تجربی، کدام است ؟  

1  )
3
2

                             2     )
1
2

                             3   )
1
4

                             4      )
1
8

       

 جواب

  با استفاده از دستور مشتق گیري مقابل داریم :   
n n

y asin u y nau cosusin u
    1

 

  nx x x
y sin y cos sin

         
            

       

2 11
2 2 2

6 4 4 6 4 6 4
 

sinبا توجه به اینکه :                x sinxcosx2 2  

x
y sin y sin



        
            

     3

1 1 1 1 1
2 2 3 2 6 3 2 2 4

 

3 

خط مماس بر منحنی به معادله ي  Ln x y y x   2 در نقطه ي  1 ,2 ، نیمساز ناحیه ي اول را  3

 (90  –) تجربیبا کدام طول قطع می کند ؟ 

1  )3
4

                            2     )5
4

                                     3   )4
3

                             4      )5
3

       

 تابع داده شده یك تابع ضمنی است که :  جواب
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x

x

y

f x,y y x Ln x y

x

f x y
y m

f

x yy

    

   
           


  
 

2

2

2

1

2 2 21 1 54 3 4
1 1 1 1 1

1
2 2 4 3 42 1

 

   : y y m x x y x y x
 

         3 4 2 4  معادله ي خط مماس5

y x
x x x

y x

  
    

 

4 5 5
4 5

3
 

4 

yآهنگ متوسط تغییر تابع  x 2 روي بازه ي  xنسبت به متغییر  16 ,0 ، از آهنگ لحظه اي تابع  3

xدر    (88 –) تجربی چقدر کمتر است ؟  2

1(     2                   (صفر             1
18

                                   3   )1
12

                              4      )1
9

       

 جواب

ي  روي بازه xنسبت به متغییر   y = f(x) می دانیم آهنگ متوسط تابع  a,b   برابر
   f b f a

b a




و  

xآهنگ لحظه اي تغییر آن در  c  برابرf (c)  . است 

 
x x

f(x) x f x
x x

    
 

2

2 2

2
16

2 16 16
 

 f ( ) f 
 



3 0 5 4 1
3 0 3 3

 

 f    



 

2

2 2 1
2

3182 16
1 1

0
3 3

 

5 
طه ي در تابع با ضاب f x x x x   مقدار  1   f f

 
 1 3  ( 90  –)تجربی، کدام است ؟  1

1     )2                           2     )3                                 3   )4                               4      )5       
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 جواب

   

   

   

x x x x
f x x x x f x

x x x x

x x
x x x

f x f x

x x x x x

f f
 

   
     

  


     

    
 

     

 
      

 

1
3 2
2

3 1
2 2

1 1
1

1 1

3
1 11 1 2

3
1 1 1 1

2
5 1

1 3 1 3 4
2 2

 

6 
اگر  f x sin x  f، آنگاه  22

 
  
 

1

6
 (  85 –) تجربی کدام است ؟   

1    )
 2
2

                      2     )
 3
2

                        3      ) 2                          4     ) 3       

 جواب f x 
2  x cos x  22

2
f

sin x




  
   
   

 
 

2

2 3
1 226

26 12 2
2

 

7 
yمقدار مشتق تابع  tg x cot x 3 xبه ازاي  2




6
 ( 86 –تجربی   (کدام است ؟   

1    )4
3

                      2     )2                     3      )8
3

                          4     )4       

 جواب
   y tg x cot x y tg x tg x cot x

y


      

    
           

    

3 2 2 2

6

2 3 1 2 1

1 1 1 4 8
3 1 2 1 4

3 3 3 3 3

 

8 
در تابع با ضابطه ي    f x x . x   مقدار   f . f .

    ( 90 –) تجربی کدام است ؟  

  2(    4                        1(    3(   صفر                         2                         - 1(     1

 جواب
 

     
 

 
 

   

x

x

x

x
f . lim

f x f x
f lim

x x
f lim

x

f . f .














 

  
   

  
 

  


    

0

0

0

1 0
10 00

0 0 0
0 0

0

1

 

اگر  9
   

h

f x h f x
lim

h x

 


 20

1

1
مشتق تابع   f tanx  با شرطx



2

 (  85 –) ریاضی است ؟  کدام 
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1     )
sin x

1                      2     )
cos x

1                           3    ) sinx                    4 )   cosx 

 جواب

 
   

    

h

f x h f x
f x lim

h x

f tan x tan x cosx
cos x cosxtan x

x



 
  



        
  


 




20

22

1

1

1 1 1

1

2

 

10 
تعداد نقاط مشتق پذیري تابع  f x x   ( 85 –) ریاضی کدام است ؟  Rبر روي  1

1    )0                        2     )1                            3   )2                                 4    )3 

 جواب

yابتدا تابع   x  و سپس تابع    1 f x x  م را رسـ 1

 می کنیم ، داریم : 

xکه با توجه به شکل نقاط   , x , x   1 0 نقاط  1

  مشتق ناپذیر هستند .

 

11 

مشتق تابع  y f x 3 6 xدر نقطه ي  2  در نقطه ي به  fاست ، شیب خط قائم بر نمودار  – 2برابر   1

 ( 86 –) ریاضی کدام است ؟  2طول 

1    )1
4

                      2     )1
3

                      3      )3                          4     )4 

 جواب

 طبق قاعده زنجیره اي می توان نوشت : 

      

 
 

 

       

    

     


          

3 3

23

1 3

6
6 2 6 2

3 6 2

6 1
2 2 2 2 4

23 64

y fog x y g x f g x

y f x y f x
x

y f f f

 

1
4

xشیب خط قائم در  =   xشیب خط مماس در       2  2 

12 
اگر  f x x x   و خط به معادله يy y a 4 fقائم بر نمودار تابع  5 1  باشد ، آن گاه a  کدام است

  ( 86 –) ریاضی ؟ 

1    )34                            2    )36                                    3    )46                                4   )48 
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 جواب

اگر داشته باشیم :  »   f a b  آن گاه   
 

f b
f a

 



1 1

لت توجه کنید که وقتی در این حا 

 a,b f  بنابراین b,a f   «  خواهد بود .  1

5خط با شیب 
4

قائم بر نمودار    f x1  می باشد بنابراین شیب خط مماس یا همان   f x 1  برابر می

د . اگر فرض کنیم باش x,y f                   : خواهیم داشت 

   
 

 f y f x
f x x

x y

        


   

1 1 4 5 1 5
1

5 4 42

4 6

 

بنابراین نقطه ي  ,4 و یا نقطه ي  fروي  6 ,6 fروي  4 1 ط شرایط مسئله برقرار است . حال چون خ

y x a 4 fبر  5 1  قائم است باید نقطه ي ,6  را در آن قرار می دهیم :     4

    a a   4 4 5 6 46 

13 
اگر  f x x x , x  3 2 yو خط به معادله ي  1 x m 10  مماس بر نمودارf 1  باشد ، آنگاهm 

  ( 86 –) ریاضی کدام است ؟ 

1    )12                       2     )14                3    )16                                4   )18 

 جواب

می توان نوشت :              
1
10

mشیب      
y x m y x     

1
10

10 10
  

 در اینصورت با توجه به مشتق تابع معکوس داریم :                       

   
 

 

f b
f a a

a x
a a

a

 
  

 

  
    



1
2

2 2

1 1 1
10 3 2

2 1
3 12 4

2

غ ق ق 

بول  ل ق اب ق

 

   a
y A , f

      
2 3 12 2 2 4 4 2 

 با توجه به معادله ي خط مماس و نقطه ي بدست آمده :     
m m    10 2 4 16 

14 
yابطه ي تابع با ض x x  (  87 –) ریاضی از نظر پیوستگی و مشتق پذیري در صفـــــر چگونه است ؟  2

 (  پیوسته است ولی مشتق پذیر نیست .  2(  پیوسته و مشتق پذیر است .                                 1

 ( فقط از راست پیوسته و از راست مشتق پذیر است .  4         ه مشتق پذیر است .              ( نه پیوسته و ن 3

 جواب

با توجه به دامنه تابع  fD   در نقطه يx  پیوسته است .  0

 
x x x x

f(x) x x f x
x xx x

   
    

   

2

2

0 2 0

2 00
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xپس تابع در                                            پیوسته است .                      0
 

 

f

f





 


 
 

0 0

0 0
 

15 
تابع با ضابطه ي  

x x
f x

x





2

0

ا  وي گ

نگ  گ
  ( 88 –)  ریاضی در چند نقطه مشتق دارد ؟  

 هیچ نقطه  (  4       (    بی شمار                    3                        2(     2                1(    1

 جواب 
   

x x x

f x f x
f lim lim limx

x x  


    



2

0 0 0

0
0 0

0
 

xاین تابع فقط در   پیوسته است .  0

16 
xمشتق عبارت  

x

 
 

 

2
3 216

xبه ازاي     8   ( 88 –) ریاضی کدام است ؟  

1     )1 -                        2     )
1
2

                       3    )1                                 4    )2 

 جواب

y x y x
x x xx

    
          

    

2
3 32 2

2 3

16 16 2 16
2

3
 

 
 

 y
 

         
 

16 2
8 2 2 4 1

64 3 2
 

17 
مشتق چپ تابع با ضابطه ي  f x x   21 xدر نقطه ي  1   ( 89 –یاضی ) رکدام است ؟  0

1    )
2
2

                             2    ) 2                  3    )
2
2

                  4      )2 

 جواب
 

x x x

x

xx
f lim lim lim

x x x  
  

 
  

   
     



2

2

0 0 0

1 1
21 1 2

0
0 22

 

18 
نمودارهاي دو تابع با ضابطه هاي  aام مقداربه ازاي کد f x x 2 و   1 g x ax x 2 بر هم مماسند 4

  ( 90 –) ریاضی ؟ 

1  )4                          2     )3                              3   )2                              4      )1       

 جواب

شرط آن که دو منحنی برهم مماس باشند ، آن است که معادله ي تلاقی آنها داراي ریشه مکرر ) مضاعف ( 

  :باشند 

     f x g x x ax x a x x          2 2 21 4 1 4 1 ي 0 لاق ت
 

 a a        0 16 4 1 0  شرط ریشه ي مضاعف : 3

19 
yاز منحنی به معادله ي    - 1و  1خطی که دو نقطه به طول هاي  x ax x  3 2 را به هم وصل می کند ،  2

  ( 90 –) ریاضی کدام است ؟  aبر این منحنی مماس است ، 
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1   )1  ،1 -                           2    )2   ،1 -                             3    )2  ،1                      4    )1   ،2 -    

 جواب

  1گزینه   

xابتدا معادله ي خطی که از نقاط به طول   xو  1  1    : می گذرد را می نویسیم 

   

 

     

AB

B AB B

a a
A , B m
a a

y y m x x y a x

y x a

   
  

   

       

  

1 1 3 3
3

3 3 1 1

3 3 1

3

 

 ده  ، بایـــــد ریشه ي مضاعف داشته باشد : معادله ي تلاقی این خط و تابع داده ش

   

     

y x a
x ax x x a

y x ax x

x ax x a x x a x a

x a x x

 
    

  

         

    

3 2
3 2

3 2 2

3
2 3

2

0 0

1 1 0

 

aبراي اینکه معادله ریشه ي مضاعف داشته باشد باید :          aیا    1  1 

   

   

a x x x

a x x x

        

      

2

2

1 1 1 0 1

1 1 1 0 1

ضاعف  شه ي م ري

ف ضاع شه ي م ري
 

20 
تعداد نقاط بحرانی تابع با ضابطه ي  f x x x 3   روي بازه ي ,1   ( 90 –) ریاضی  کدام است ؟ 2

1   )3                                  2    )4                               3    )5                           4    )6    

 جواب

 2گزینه      

yتوجه : در توابع قدر مطلقی  f(x)  کهf  چند جمله اي است نقاط بحرانی از حل معادلات f x  و  0

 f x   در نقاط درونی بازه داده شده به دست می آید .  0

 نقاط بحرانی عبارتند از نقاطی که مشتق صفر است و یا مشتق تعریف نشده است .

                 


     



1 23

2

0 1 1 0 0 1 1 0 1

3
3 1

3

x ,
x x x x x x , , x ,

y x x
 

،   1پس تابع در چهار نقطه 
3
3

و    0،   
3
3

 بحرانی است .   -

21 
نمودارهاي دو تابع با ضابطه هاي  aبه ازاي کدام مقدار f x x 2 و   1 g x ax x 2 بر هم مماسند 4

  ( 90 –) ریاضی ؟ 

1  )4                          2     )3                              3   )2                              4      )1       

 جواب
هم مماس باشند ، آن است که معادله ي تلاقی آنها داراي ریشه مکرر ) مضاعف ( شرط آن که دو منحنی بر

  :باشند 
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     f x g x x ax x a x x          2 2 21 4 1 4 1 ي 0 لاق ت
 

 a a        0 16 4 1 0  :  شرط ریشه ي مضاعف3

22 

yمجموعه طول نقاطی که تقعر منحنی به معادله ي 
x




2

2
3

ریاضی رت است ؟ ) رو به بالا باشد ، به کدام صو 

– 90 ) 

1   )x  1                        2    )x  2                               3     )x  2                  4     )x  3 

 جواب

 

       

 

 

x x x xx
y y y

x x x

x

  
     

  




22 2

2 42 2 2

2

4 3 2 2 3 42 4
3 3 3

3  

 

x x

x

 



2 2

42

4 16 12

3  
x

x

 




2

32

12 12

3

 

yچون جهت تقعر باید روبه بالا باشد پس لازم است :       . با توجه به مثبت بودن مخرج کسر به دست    0

 داریم :  yآمده در 

y x x x         2 20 12 12 0 1 1 

23 

شکل مقابل نمودار تابع با ضابطه ي  
ax

f x
x bx




2

است .  3

دوتایی  a,b  ( 90 –) ریاضی کدام است ؟  

 1    )  2 2,                      2      ) 2 0,                               

3    ) 2 0,                           4    ) 2 2, 

 جواب 

ریشه ي   x = 0داراي مجانب قائم با انفصال مضاعف است ، پس باید  x = 0با توجه به نمودار ، تابع در 

b:    مضاعف مخرج باشد و در نتیجه   0 

ضابطه تابع به صورت  
ax

f x
x


 2

xدر می آید  . چون   3  طول می نیمم نسبی تابع است و مشتق  3

yدر این نقطه موجود است ، لذا    ( ) 3 0   

   

   

ax x ax ax ax ax
y

x x x

y a a

     
   

        

2

4 3 3

2 3 2 3 6

3 0 3 6 0 2
 

24 
تابع با ضابطه ي  f x

x

 
  
 

1
 ( 91 –) ریاضی در کدام بازه مشتق پذیر است ؟   

1    ) ,0 1                         2     ) ,1 0                3     ) ,1                         4     ) , 1 
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 جواب

 4گزینه    

تابع  f  آن بازه در بازه اي مشتق پذیر است که در

 پیوسته باشد . 

می توان با رسم شکل در مورد پیوستگی این تابع بحث 

 کرد . 

xبا توجه به شکل ، تابع در فاصله  , x  1 1 

 پیوسته است . 

 

 

 

25 
اگر  g x x 

1
5 9

4
و   f x Sin x 2 مشتق تابعfog  2به ازايx =   ( 91 –ریاضی  )کدام است ؟  

1  )3
4

                                 2     )5
8

                            3    )
3
4

                    4      )
5
8

 

 جواب

 بع مرکب می توان نوشت : با توجه به تعریف مشتق تا

                 fog x g x f g x fog g f g      2 2 2  

چون مقدار    g   
1 1

2 5 2 9
4 4

 بنابراین :      

       fog g f *
     
 

1
2 2

4
 

 خواهیم داشت :  gو  fبا مشتق گیري از توابع 

   

     

f x Sin x f x Sin xCos x

f Sin Cos

g x x g x g
x

      

  
     
 

 
       

 

2 2

1
2

4 4 4

1 1 5 5
5 9 2

4 4 82 5 9

 

با جایگذاري در رابطه  *  : حاصل مشتق به دست می آید 

     fog g f
        
 

1 5 5
2 2

4 8 8
 

26 
xاز رابطه ي  y y x   2 2 2 4 مقدار   0

d y

dx

2

در نقطه ي  2 ,1   ( 94 –) ریاضی کدام است ؟  2

1    )7
6

                                2    )8
6

                     3    )11
6

                          4   )13
6
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 جواب

 مشتق می گیریم :   y و xابتدا از دو طرف نسبت به 

 ,
x y y x xy y x yy y y y

x
                   

1 22 2 2 1
2 4 0 2 2 0 4 4 1 0 تق 1 ش  م

xyتابع  اکنون از y x yy
x

    2 1
2 2  دوباره مشتق می گیریم :  0

   

     ,

y

xy y x yy y y x xy y x y y y x
x

y y y





                  

           

3
2 2 2 2

1 2
1

1 1
2 2 0 2 2 2 0

2

1 13
2 2 1 2 2 1 2 0

2 6

 

27 
اگر  f x x x x  3 2 fباشد ، معادله ي خط قائم بر منحنی   2 1  در نقطه ي ،x  واقع بر آن کدام  2

 ( 94 –) ریاضی است ؟ 

1      )y x 3 7                       2     )y x  3 5              3    )y x 3 5              4   )y x 3 1 

 جواب

 به کمك تابع معکوس داریم : 

       

   

     

   
 

   

a

, f

, a f a, f a a a a a a

a a a

, f ; f x x x f

f m m y x y x
f





 



           

     

      

              


2

1

1 3 2 2

2 02

2

2 11

2 2 2 2 1 2 1 0

1 2 0 1

1 2 3 2 2 1 3

1 1
2 3 1 3 2 3 7

1 3

 

28 
xyع نمودار تاب x e  ( 94 –) ریاضی در کدام بازه نزولی و تقعر آن رو به پائین است ؟  

1    ) , 2                       2      ) ,0 1                           3    ) ,1 2                      4    ) ,2 

 جواب

 به کمك مشتق اول نزولی بودن و به کمك مشتق دوم جهت تقعر تابع معلوم می گردد : 

 

 
   

xx

x

x x

x e xxe x
y x e y ,

xe x x e x





 

    
       

      

1 00
0 1 1

0 1 0
ي  زول   ن

 

 

 

 
 

     









  


  
   

   


     
  



1 0

1 0

2 0
0 2 2

2 0

1 2 1 2

x

x

x

x

x e x
y

x e x

x e x
y x

x e x

, ,

ين  اي ه پ قعر رو ب ت

ين  اي ه پ ي و رو ب زول ن

 

اگر  29   f x Max x , x 2  (  92 –ریاضی ) کدام است ؟  f (x)باشد ، کمترین مقدار تابع   1
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1    )1
3

                                2 )  2
3

                          3    )4
3

                          4   )2   

 جواب

 2گزینه     

به مفهوم   Max a,b                : توجه کنید 
a , a b

Max a,b
b , a b


 


 

این موضوع را می توانیم براي دو تابع نیز تعمیم دهیم . براي رسم     f x Max x , x 2 ابتدا دو  1

yتابع  x1 yو  2 x 2 را رسم می کنیم سپس با  1

ر فاصله هاي یکسان تابعی که بالاتر د Maxتوجه به تعریف 

 قرار دارد را بر می گزینیم : 

قسمت پر رنگ است که  f(x)مطابق شکل مقابل نمودار تابع  

کمترین مقدار این تابع در فاصله  ,1 اتفاق  aو درنقطه ي  0

 می افتد . 

 x ,
x x x x x

minf f Max ,

 
      

   
    

   

1 0 1
2 1 2 1

3
1 2 2 2
3 3 3 3

 

30 

yتقعر نمودار  x x 

4 1
3 ي در بازه 34 a,b رو به پایین است ، بیشترین مقدارb a  ( کدام است ؟

 (  87 –ریاضی 

1   )2                               2   )3                                  3   )4                                    4    ) 

 جواب 

 1گزینه   

 ( منفی باشد  جهت تقعر منحنی رو به پایین است .  yزمانی که مشتق دوم )

y x x y x x

x
y x x

x x x x x x x



 

    

     
            

     

4 1 1 2
3 3 3 3

2 5
3 3

3 3 3 3 32 5 2 2 2

4 4
4

3 3

4 8 4 1 2 4 1 2 4 2
9 9 9 9 9

 

x
y x

x x

 
      

 
3 2

4 2
0 2

9
 

براي تعیین علامت مشتق دوم ریشه مخرج x   نیز مورد نیاز است ) که در آن مشتق ناموجود  است . (  0
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 بنابراین تقعر منحنی در بازه ي  ,2 رو به پایین است :  0   
a

, a,b b a
b

 
     



2
2 0 2

0
 

31 
تابع با ضابطۀ اگر 

ax bx x
f x

x x x

2

3

4 2
2

f، همواره مشتق پذیر باشد  (  ( 97) تجربی کدام است؟  1(

1  )3                          2     )2(      4                              1(   3                              صفر       

 جواب

 2 گزینه 

 شرط پیوستگی :ابتدا 

x x
lim (ax bx ) lim (x x) a b a b

  
             2 3

2 2
4 4 2 4 8 2 2 5 

 حالا مشتق پذیري : و 

f ( ) f ( )ax b
f (x) a b

x


 

    


2 2

2

2
4 11

3 1
  

a , b   3 1  

    f ( )      
2

1 3 1 1 1 4 0  

32 
xخط قائم بر منحنی به معادلۀ شیب  y y  2 27 2 )، در نقطۀ  10 , )1  (  97 –کدام است ؟ ) تجربی  3

1  )5
7

                            2     )5
4

                                     3   )3
2

                             4      )7
4

       

 جواب

 1  گزینه 

xدو طرف معادلۀ از  y y  2 27 2  مشتق می گیریم : 10

( ,x y y
x y y yy y

x y

y y y

  
         




       

1 32 2

2

14 14 2
7 2 10 2 0 6 0

27 2

7
14 2 12 0

5

 

لذا شیب خط قائم عکس و قرینۀ آن یعنی و 
5
7

 است .  
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