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   . )تجربی رشته ویژه( انتگرال و مخروطی مقاطع بندي جمع    

 

   . دایره     

  

  معادلۀ دایره اي به مرکز   : معادله استاندارد( , )O  به شعاع  وR عبارت است از : 

(x ) (y ) R2 2 2      

 اگر معادلۀ دایره به صورت  :  معادله گسترده
2 2x y ax by c      در . باشد آن را معادلۀ گسترده می نامند

  : این حالت مرکز و شعاع به صورت زیر به دست می آید
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  دایره اي به معادلۀ  :1 سؤال( ) ( )2 2a x y b x y      م است؟می گذرد شعاع آن کدا) 1، 1(از نقطۀ  

1 (2      2 (
1

2
      3 (2      4 (

2

2
  

4گزینه: پاسخ  

)نقطۀ  , )11Aرا درون معادله قرار می دهیم :  

( ) ( ) (x ) a(x y)

,

2 2 2 2

2 2

1 1 1 1

1 1 1 1 2

2 2 4 4 2

a b b a a y

x y x y O R

           

 
           

 

 

 
  

 شرط دایره بودن :  

دلهشرط دایره بودن یک معا 
2 2Ax By Cx Dy E      به شکل دو چیز است:  

2,ضریب  )1 2y x برابر باشد. 

  . وقتی شعاع را پیدا می کنیم زیر رادیکال مثبت باشد )2

 به ازاي کدام مجموعه مقادیر   :2 سؤالa منحنی به معادلۀ( )2 2 22 7 4x a y y a      یک دایره است؟  

1 ({ }3      2 ({ }3      3({ , }3 3     4 (  

3گزینه: پاسخ  

2,با توجه به توضیحات درسنامه براي دایره بودن باید ضرایب   2y x برابر باشند بنابراین داریم :  

,2 22 7 9 3 3a a a      
  

c- 2 )طول مرکز(2) + عرض مرکز(  
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3aاگر   باشد داریم :  

)غ ق ق  , )2 2 2 2 3 3
2 2 4 3 2 1 1

2 2
x

y

f

f
x y y x y y O R 

 
              


     

3aولی اگر    باشد داریم :  

) ق ق , )2 2 2 2 3 3
2 2 4 3 2 1 1

2 2
x

y

f

f
x y y x y y O R 

 
              


     

 نوشتن معادلۀ دایره :  

ید از اطلاعات مسأله این دو را پیدا کنیم و از رابطۀ مرکز و شعاع که با: براي نوشتن معادلۀ دایره دو چیز لازم است 

( ) ( )2 2 2x y R     معادله را بنویسید :  

yدر بسیاري مسائل گفته می شود مرکز دایره روي خط مثلاً : توجه mx h   است و یا می گویندy mx h   یک

)موارد مرکز را به صورت قطره دایره است در این  , )O m h   فرض می کنیم یعنی شناور روي خط .  

 شعاع دایره اي که از   :3 سؤال( , ), ( , )1 2 3B A 2ذشته و مرکز آن روي خط گ 1y x  می باشد چقدر است؟  

1 (2 2      2 (5      3 (1      4(13  

  

3گزینه: پاسخ  

2چون مرکز روي خط   1y x  است فرض کنیم( , )2 1O     بنابراین باید فاصلۀ مرکز از نقاط روي دایره یکسان باشد

  : یعنی

| | | OB | ( ) ( ) ( ) ( )

| |

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

3 2 1 1 2 3 6 9 4 4 1

2 1 4 12 9 1 14 4

3 1 1

OA

R OA

       

      



              

           

      

 

 

  

 دایره از دو نقطۀ   :4 سؤال( , ),( , )3 1    2گذشته و مرکز آن بر خط به معادلۀy x شعاع این دایره . قرار دارد

  )86تجربی خارج ( کدام است؟

1 (3      2 (2      3 (5      4 (3  

3گزینه: پاسخ  

2yمرکز دایره روي خط  x  قرار دارد پس مختصات مرکز به صورت( , )2O   چون این دایره از دو نقطۀ . می باشد

B( , ),A( , )3 1   اریممی گذرد لذا فاصلۀ مرکز دایره از این دو نقطه یکسان و برابر شعاع است د:  

 

O( , )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 3 2 1

4 6 9 4 4 1 5 5 1 1

1 1 2 1 2 1 2 5

OB OA

a

O R OA 

   

       



        

           

           

 

 

 

  

  

 2به توان
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 یادآوري کاربردي :  

  .فاصله مرکز دایره از خط مماس برابر است با شعاع دایره) 1 

)فاصله نقطۀ) 2 , )A x y  از خطax by c    برابر است با :  

| ax by c |
| |

2 2
AH

a b

 




   

 اگر این دایره از نقطۀ  . بر روي نیمساز ناحیۀ اول است مرکز دایره اي  :5 سؤال( , )3 6A 2گذشته و بر خطy x 

  )92داخل ( مماس شود شعاع آن کدام است؟

1 (5      2(6       3 (2 2      4 (1  

  

1گزینه: پاسخ  

yچون گفته مرکز روي خط  x  است آن را به صورت شناور روي خط یعنی( , )O   فاصلۀ مرکز از خط . فرض می کنیم

  : مماس برابر است با شعاع

( , )| | | |
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2
3 62 2 2 2

2
2 2 2 2

2
3 6

5 54 1 5

9 6 36 12 9 9 225 3 15
5

5
5 5

5

AR x y

R

    
   


      




           



             

    

    

 3طخ  :6 سؤالx y a     دایرة
2 2 4 6 3x y x y     حدود . را قطع نمی کندa کدام است؟  

1 (5a     2(5a   یاa      3(21a   1یاa     4 (1 21a   

  

3گزینه: پاسخ  

3xاگر فاصلۀ مرکز دایره تا خط y a    بیشتر از شعاع دایره باشد آنگاه خط دایره را قطع نمی کند.  

( , ),2 2 4 6 3 2 3 1x y x y O r           

| a | | a |
| a |

2 9 11
1 11 1

1 9 1
d r

   
       


 


Oفاصلۀ  تا خط  

1a  11یا 1 21a a      11یا 1a     

  

 دایره اي از نقاط   :7 سؤال( , ), ( , )1 1 2B A   3گذشته و مرکز آن بر خطy x  فاصلۀ دورترین . واقع است

3نقطۀ دایره از خط  4 6x y    ام است؟ کد  

1 (1 13    2 (1 7    3 (1 1    4 (13 1  

1گزینه: پاسخ  

)مرکز دایره به فرم  , )3O     می باشد و فاصله اش ازA  وB برابر است :  

H 

R 

O 
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| | | OB | ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 2

2 3 1 4

2 2 13 2 6 17 1

R OA    

    

         

        
  

)پس دایره به مرکز  , )1 2O   3مطابق شکل فاصلۀ دورترین نقطۀ دایره تا خط . می باشد 13و شعاع 4 6x y    

OHبرابر  R می باشد.  

1 13  دورترین فاصله
| |

| OH |
3 8 6 5

1
59 16

  
   


  

 5خط   :8 سؤال 12 14x y   دایرة
2 2 2 8 8x y x y     را در نقاطA  وB فاصلۀ . قطع می کندA  و

B از هم چقدر است؟  

1 (4      2 (8      3 (10      4 (12  

2گزینه: پاسخ  

  : را پیدا کرده و دو برابر می کنیم |HB|یثاغورس ابتدا فاصلۀ مرکز دایره را تا خط پیدا می کنیم سپس به کمک ف

 

( , ) | |
| |

R

| HB | | AB |2 2

1 4 5 48 14
3

25 1441 16 8 5

4 8

O
OH

R OH

  
  

   

     

 

  

 مرکز دایره اي در زیر محور   :9 سؤالx  ها و بر محورy اگر این دایره بر دو خط به معادلۀ . ها واقع است

2 6x y    2و 3x y     آن کدام است؟مماس باشد آنگاه شعاع  

1 (5    2 (3 5     3 (5 3      4 (3  

2گزینه: پاسخ  

)ها واقع است پس مختصات آن را به صورت  yچون مرکز این دایره بر محور  , )   در نظر می گیریم از طرفی اگر خطی بر یک

  .مرکز دایره از آن خط برابر با شعاع دایره است دایره مماس باشد فاصلۀ

(*),(**)

(*)

( , ) | ( ) | | |
(*)

: ( )

( , ) | | | |
(**)

: ( )

| | | |
| | | | ( )

| ( ) |

2 2

2 2

2 6 6

2 6 52 1

2 3 2 3

2 3 51 2

6 2 3
6 2 3 6 2 3

5 5

9 6 15
6 2 3 9 3

5 5

R
L x y

R
L x y

R

   

   

 
   

  

    
  

    

    
  

     

   
              

  
           



 



 



5

6 2 3 1  




     

  

O R H 

O 
R 

A B 
H 
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1توجه کنید که اگر    آنگاه مرکز این دایره بالاي محورx 1پس. ها قرار می گیرد که خلاف فرض مسأله است   را  

  .نمی پذیریم

 

 و خط متقاطعدایره مماس بر د :  

در واقع مرکز روي یکی از نیمسازهاي دو خط (اگر دایره اي بر دو خط متقاطع مماس باشد فاصلۀ مرکز آن تا دو خط برابر است  

  .)است

yدایره اي که بر محورهاي مختصات مماس است، مرکز آن روي x  یاy x  می باشد .  

 دایره از   :10 سؤال( , )2 1A 87داخل ( شعاع این دایره ها کدام است؟. گذشته و بر محورهاي مختصات مماس اند(  

1(4 ،1      2 (5 ،1      3 (4 ،2       4 (5 ،2  

  

4گزینه: پاسخ  

yچون دایره بر هر دو محور مماس است مرکز آن روي x  یاy x   است ولی چون از نقطه اي در ربع اول می گذرد مرکز

yروي x  است که آن را( , )O   خواهد بود در این صورت :  

  

( , )( ) ( ) ( ) ( )

,

2 12 2 2 2 2 2

2

2 1

6 5 1 5

Ax y     

  

        

     
  

  

 نقطۀ   :11 سؤال( , )2 5M b 2,ت که بر دو خط  مرکز دایره اي اس 2x y y x  شعاع دایرة . مماس است

  کوچکتر کدام است؟

1 (1      2 (5/1      3 (2      4 (5/2  

3گزینه: پاسخ  

  .چون دایره بر دو خط متقاطع مماس است مرکز آن از این دو خط به یک فاصله است

( )
2 52 5 2 4 5

2 5 2 4 5
5 5 2 5

bb b
b b

b

   
       

 
  

  : کز از خط مماس حال شعاع برابر است با فاصلۀ مر

| |
| MH |

62 5 4 5
2

21 4

MH R
x y

MH R

 
     

  
  

  

  

  

  

( , )O   

y x

 

 
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 مماس بودن دایره بر محور یا محورهاي مختصات :  

  .ها مماس باشد xدایره بر محور ) الف 

  .ها مماس باشد yدایره بر محور ) ب

  . مماس باشد y , xدایره بر هر دو محور ) ج

 

  

  

  

  

  

  

  

  

)و محور و در ناحیۀ سوم باشد مرکز آنمماس بر هر د  3اگر دایره اي به شعاع: مثال , R) ( , )3 3O R      بوده و معادلۀ

  : آن برابر است با

 
( , )(x ) ( ) ( ) ( )3 32 2 2 2 23 3 9Oy R x y



             

  

  !براي نوشتن معادلۀ دایره باید حواستان باشد دایره در کدام ناحیه بر هر دو محور مماس است تا مختصات مرکز را اشتباه ننویسید* 

 قطر دایرة بزرگتر کدام است؟. گذشته و بر هر دو محور مختصات مماس است) -1، 2(دایره اي از نقطۀ   :12 سؤال  

  )90تجربی داخل (                 15) 4      12) 3      10) 2      8) 1

2گزینه: پاسخ  

مختصات مماس است و مختصات که در ناحیه دوم است می گذرد، پس این دایره در ناحیۀ دوم بر هر دو محور  )-1، 2(دایره از نقطه 

)مرکز دایره  R,R)O  است داریم  :  

 
( , )(x ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

x yo o

O R R
O Ox y y R x R y R R         :معادله دایره  

)نقطۀ  , )1 2 روي دایره است پس در معادله صدق می کند :  

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2

2

1 2 1 2 4 4 2 6 5

1
6 5

5 2 1

R R R R R R R R R R

R
R R

R R

              


     

   




  

  

  

 قطر :شعاع دایرة بزرگتر

( , )R R ( , )R R 

( , )R R  ( , )R R 

  )2(حالت   )1(حالت 

  )3(حالت   )4(حالت 

Ox R 

Ox R  

  )1(حالت 

  )2(حالت 

O 

O 

Oy R 

Oy R  

  )1(حالت 

  )2(حالت 

O 

O 
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 دایره اي بر محور   :13 سؤالx 3و خط به معادلۀ  ها 4x y   اگر مرکز این دایره در ناحیۀ چهارم . مماس است

  ها با کدام طول است؟ xواحد باشد نقطۀ مشترك آن با محور  3و شعاع آن 

1 (9      2 (1 -      3 (1      4 (5  

  

1گزینه: پاسخ  

)با توجه به شکل مقابل مرکز دایره  , )3O    می باشد می دانیم فاصلۀ مرکز دایره 

  :تا خط مماس برابر شعاع دایره است پس

| ( ) ( ) |
| OH | | |

2 2

93 4 3
3 4 5

13 4


 

 
        

 
  

  . می باشد 9ها به طول  بنابراین نقطۀ مشترك دایره با محور 

  

 دایره اي از دو نقطۀ   :14 سؤال( , ),( , )1 1 6   گذشته و بر محورy ایره کدام است؟شعاع د. ها مماس است  

1 (27        2 (25      3 (24      4 (20  

2گزینه: پاسخ  

)معادلۀ دایره به مرکز  , )O h k  و مماس بر محورy  ها به صورت(x h) (y k)2 2 2h    با توجه به این که . است

)دایره در نقطۀ  , )6  بر محورy 6آن روي خط  ها مماس است مرکزy   6قرار دارد و در نتیجهk   می باشد بنابراین معادلۀ

)دایره به صورت  ) ( )2 2 26x h y    است .  

( , ) ( ) ( )2 2 21 1 1 1 6 2 5 25 25h h h h r h              روي دایره قرار دارد  

  

 متقارن عبور دایره از دو نقطۀ:  

)اي از دو نقطۀ متقارن اگر دایره  )الف , ),( , )    آنگاه مرکز آن روي محور . بگذردy  ها قرار دارد یعنی مرکزx  

)اگر دایره اي از دو نقطۀ متقارن) ب , ),( , )   مرکز آن روي محور .بگذردx  ها قرار دارد یعنی مرکزy  

  

  

 

  

  

 دایره اي از دو نقطۀ   :15 سؤال( , ), ( , )2 2B A    1گذشته و بر خطy  شعاع این دایره کدام . مماس است

  ) 88تجربی خارج ( است؟

1 (
3

2
        2 (5      3 (

5

2
      4 (3  

(x, )O  

( , ) 

( , ) 

( , )  ( , )  

O( , )y 

 .غ ق ق زیرا در ناحیه دوم است
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3گزینه: پاسخ  

)چون دایره از دو نقطۀ متقارن , ), ( , )2 2B A    که عرض یکسان دارند می گذرد پس مرکز آن روي محورy  ها قرار دارد و  

)Oمی توان مختصات آن را به صورت  , )y از تمام نقاط روي دایره یکسان وبا توجه به شکل چون فاصلۀ مرکز . در نظر گرفت 

    : برابر شعاع است داریم

OB OA OH   شعاع  

OAاز تساوي  yحال براي محاسبه  OH استفاده می کنیم :  

( ) ( ) | y | | y |2 2 2

2 2

2 1 4 1

4 1 2

y y

y y y

        

    

 
  

: ,
3

2
O
 

 
 
 مختصات مرکز

3

2
y     

  

  : فرمول ساده تري دارد پس داریم OHرا پیدا نمود که  OHیا  OBیا  OAبراي محاسبۀ شعاع می توان 

| |
3

2
3 5

1 1
2 2

y

y
  

      
 

  

 دایره اي از دو نقطۀ   :16 سؤال( , ),( , )5 1   1گذشته و بر خط به معادلۀy   ه کدام شعاع این دایر. مماس است

  است؟

1 (2      2 (3      3 (
3

2
      4 (

5

2
  

4گزینه: پاسخ  

1yو عمود بر خط  ABمطابق شکل خطی که از وسط     می گذرد از مرکز دایره می گذرد بنابراین طولO   است 3برابر .

)فرض کنیم  , )3O k باشد در این صورت :  

O H O A r    

, ( ) ( )

( )

2 2 2

2 2 2 2

1 3 1 4 1

4 1 4 2 1

3 5
2 3 1

2 2

O H k O A k k k

k k k k k

k k r k

          

        

       



  

  

  

  

  

  

  

 2توان
2- 2 

O( , )y 
B A 

1y  

3x  

A B 

H 

 O  r 5 

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 
 

 

  /  6764  143  0911 @ Nakhostin_Math   ]ویژه تجربی [گرال جمع بندي مقاطع مخروطی و انت  ایمان نخستین

9 

 دایرة مماس بر دو خط موازي:  

axاگر دایره اي بر دو خط موازي  by c   وax by c   ي خط میانگین آنها یعنی مماس باشد مرکز آن رو

2

c c
ax by


  پس شعاع برابر نصف فاصلۀ این دو خط . برابر فاصلۀ این دو خط موازي است. قرار دارد و طول قطر دایره

  .موازي می باشد

| |c c
R

a b




2 2
2  

 بوده و بر دو خط  -1دایره اي که مرکز آن به طول   :17 سؤالy x  4وy x   مماس است، نیمساز ناحیۀ

  دوم را در کدام نقطه قطع می کند؟ 

1 (( , )11    2(( , )2 2     3 (,
3 3

2 2

 
 
 

      4 (( , )3 3  

2گزینه: پاسخ  

yبر دو خط موازي چون دایره  x  4وy x   مماس است پس مرکز آن روي خط میانگین یعنی
4

2
y x


 


 

)است  -1با توجه به اینکه طول مرکز . است , )11O  از طرفی فاصلۀ دو خط . خواهد بودy x  4وy x  برابرR2 

  :است

| |
( ) (y )

( ) ( ) ( , )

2 2

2 2

4
2 2 2 2 1 1 2

1 1

1 1 2 2 2 2 2

y xR R x

y y y x A


         



           



  

 1معادلۀ دایره اي که بر دو خط   :18 سؤالy  5وy    1مماس باشد و مرکز آن روي خطy x   قرار

  دارد کدام است؟ 

1( 
2 2 8 4 1x y x y         2 (

2 2 2 4 4x y x y       

3 (
2 2 4 8 1x y x y         4 (

2 2 2 2 4x y x y       

2گزینه: پاسخ  

پس . با توجه به اینکه دایره بر دو خط موازي مماس است بنابراین قطر دایره برابر فاصلۀ بین این دو خط است

2 6 3R R    2از طرفی مرکز دایره روي خطy   2زیرا خط . (استy    1به فاصلۀ مساوي از دو خطy  

5yو    پس.) قرار دارد :  

2
1

1

y
x

y x

 
   

 
            

: ( , )1 2  مرکز دایره  

: ( ) ( ) ( )2 2 2 2 21 2 3 2 1 4 4 9x y x x y y          معادلۀ دایره  

2 2 2 4 4x y x y        

R 

R 

2yمرکز روي خط   است.  

1yمرکز روي خط  x  

 . است
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 دایره اي بر دو نقطۀ   :19 سؤال( , ),( , )4 2   گذشته و بر محورx این دایره محور . ها مماس استy  ها را در نقطۀ

  ) 85خارج (دیگر، با کدام عرض قطع می کند؟ 

1 (5      2 (6      3 (7      4 (8  

  

4گزینه: پاسخ  

4xیعنی مرکز روي خط . و عرض آن نامعلوم است 4مطابق شکل طول مرکز   می باشد.  

)بنابراین فرض می کنیم   , )4O  باشد پس:  

  

( , )( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 2 24 4 2

16 4 4 5

Ax y    

 

        

     

 


  

( ) ( ) ( ) (y ) ,2 2 2 24 5 25 4 5 25 5 3 2 8
x

x y y y


              


  

  

  پیدا کردن معادلۀ مکان هندسی :  

)براي پیدا کردن معادلۀ یک مکان هندسی، یک نقطه مانند   , )M x yدر نظر می گیریم و تعریف مسأله را روي آن اجرا می کنیم .

  . همان معادلۀ مکان هندسی است y , xرابطۀ به دست آمده بین 

 دایرة آپولونیوس :  

این دایره را دایرة . باشد، یک دایره است Bبرابر فاصلۀ آنها از نقطۀ  k ,Aی از صفحه که فاصلۀ آنها از نقطۀ نقاط مکان هندسی

|     : آپولونیوس می نامند و شعاع آن برابر است با AB |
| k |2 1

k
R 


  

 مکان هندسی نقاطی از صفحه که فاصلۀ آنها از نقطۀ   :20 سؤال, ( , )2 2 4A  برابر فاصلۀ آن از( , )1 2B  می باشد

  شعاع این دایره کدام است؟. یک دایره است

1 (5    2 (1    3 (2     4 (5 2  

  

2گزینه: پاسخ  

 
( , )| | | MB | ( ) (y ) ( ) ( )

(x y )

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 4 2 1 2

4 8 2 2 2 4 5 1 1

M x yMA x x y

x y x y x y x y R

         

                
  

  

 اگر فاصلۀ نقطۀ    :21 سؤال( , )M x y تا نقطۀ( , )6A   دو برابر فاصله اش تا نقطۀB( , )3  باشدM  مکان

  هندي دایره اي با کدام شعاع است؟

1(5     2 (2 5    3(2       4 (2 2  

R  

( , )4O  

4 

2 

  oyتقاطع با 
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2گزینه: پاسخ  

 

( , )

B( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
| |

k

2 2
2

6
2 2 2 2

3 6 3 36 9 45 3 5 2 5
3 3 32 1

2

A

R




           
 



    

 نوشتن معادلۀ دایره به کمک سه نقطه :  

مختصات سه نقطۀ داده شده را در معادلۀ گستردة دایره یعنی  
2 2x y ax by c      مجهولاتقرار داده و  

 c , b , a با معلوم شدن . را می یابیمc , b,a معادلۀ دایره به دست آمده است.  

 اگر مثلث حاصل از به هم وصل کردن سه نقطۀ داده شده قائم الزاویه باشد آنگاه می توان شعاع دایره را بدون نوشتن : ترفند ویژه

  : معادله از فرمول زیر محاسبه نمود

2
شعاع  

پس این راه . تاکنون در اکثر تست هاي کنکور که از این درسنامه آمده اند سه پاره خط تشکیل مثلث قائم الزاویه می داده اند: تذکر

  . قائم الزاویه بودن مثلث را می توانید با محاسبۀ شیب خطوط بررسی کنید. ارزش بررسی کردن را دارد

 ه از سه نقطه با مختصاتشعاع دایره اي ک  :22 سؤال( , ),( , ),( , )2 4 2 1  می گذرد کدام است؟  

1 (2      2 (5/2      3 (3      4 (5/3  

  

2گزینه: پاسخ  

)دایره از سه نقطه با مختصات  , ),( , ),( , )2 4 2 1   می گذرد لذا مختصات این سه نقطه در معادلۀ گستردة دایره صدق می کند

  :داریم

( , )

( , )

( , )

,

2 42 2

2 1

4 16 2 4

4 1 2

2 1
5

2 5

c

x y ax by c a b

a b

a b
a b

a b



 


          

    

 
    

  

  

 






  

  :شعاع دایره برابر است با c , b , aحال با معلوم بودن مقادیر 

  
2

2 5 5

2 2
R

 
     

 
   

  

 شعاع دایرة گذرا بر سه نقطۀ   :23 سؤال( , ),( , ),( , )2 1 1 2  برابر کدام است؟  

1 (
1

1
2
    2 (3     3 (5      4 (

1
13

2
  

 وتر مثلث
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1گزینه: پاسخ  

)Cسه نقطۀ  , ), ( , ), ( , )1 2 2 1B A  زیرا شیب هاي دو پاره خط . تشکیل مثلث قائم الزاویه می دهندAC  وBC  قرینه و

,معکوس هم هستند 
1

2
2

AC ABm m
 

   
 

 : 
( ) ( ( ))2 22 1 1 2 1 9 1

2 2 2 2

BC
R

    
   


  

 دایره اي محور   :24 سؤالx  و محور  3و ) -1(ها را با طول هايy  شعاع این دایره کدام . قطع می کند 1ها را با عرض

  است؟

1 (5      2 (2 2    3 (3      4 (6  

1گزینه: پاسخ  

2تمعادلۀ این دایره را به صور 2x y ax by c       در نظر می گیریم از آنجا که این دایره محورx  ها را با طول

)قطع می کند پس مختصات نقاط  1ها را با عرض  yو محور  3و ) -1(هاي  , ),( , ),( , )1 3 1   در معادلۀ آن صدق می کند:  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

1 1 1

3 3 9 3

11 1

a b c a c

a b c a c

b ca b c

          
 

         
         

   

   

  

  

  : شوداز دو معادلۀ اول نتیجه می 

1 2
1 3

9 3 3

a c a
b

a c c

     
     

     





  

: 2 2 2 2 3x y x y      2معادله دایرهb    

2از طرفی شعاع هر دایره به معادلۀ  2x y ax by c      برابر با     :( ) ( )2 21 1 3 5R         

 قائم بر دایره :  

 .بر دایره عمود استهر خط که از مرکز دایره می گذرد  )1

 دایره تنها منحنی است که قائم هاي بر آن همواره از نقطۀ ثابتی  )2

 . می گذرند) به نام مرکز(

  

 1این دایره بر خط به معادلۀ . می گذرد) -2، 1(هر خط قائم بر یک دایره از نقطه   :25 سؤالy x  مماس است .

  شعاع دایره کدام است؟

1 (2      2(2 2       3 (3      4 (3 2  

2گزینه: پاسخ  

این دایره بر خط . مرکز دایره است )-2، 1(پس نقطۀ . می دانیم مرکز دایره نقطه اي است که هر خط قائم بر دایره از آن می گذرد

1yبه معادلۀ   x  فاصلۀ مرکز دایره از خط مماس برابر شعاع دایره است داریم پس. مماس است :  

 | y x | | ( ) |
( , )

( )2 2

1 1 2 1 4
2 1 2 2

2 21 1

o ox y

o oOH R O
    

     
 

  

 !!!من به دایره قائم شدم
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 اگر دایرة   :26 سؤال
2 2 2x y mx y      در مبدأ مختصات بر نیمساز ناحیۀ اول مماس باشد آنگاه فاصلۀ

4xنزدیکترین نقاط دایره تا خط  y  ؟کدام است  

1 (2 1    2 (2 1    3 (2 2    4 (2  

4گزینه: پاسخ  

yخط  x   بر خطy x  باشد پس مرکز دایره یعنی عمود می ) که همان نقطۀ تماس است(در مبدأ مختصات

,1
2

m
O
 
 
 

yروي خط   x  با جایگذاري .قرار می گیردO  در خطy x 2قدار م=m  می شود حال نزدیکترین فاصلۀ

4xنقاط دایره تا خط  y  را پیدا می کنیم :  

  

| |1 1 4
2 2

1 1

2 2 2 2

OH OH R
  

   


  

  

  

  

 دایرة   :27 سؤال
2 2 2x y kx y      در مبدأ مختصات بر نیمساز ربع اول و سوم مماس است شعاع دایره

  چقدر است؟

1 (1    2 (
3

2
      3 (2      4 (2  

4گزینه: پاسخ  

yلذا مرکز دایره روي خط . یره در مبدأ مختصات قرار داردمرکز دایره روي خط قائم بر دا x   )قرار ) نیمساز ربع دوم و چهارم

  .دارد

,

( )

2 2

2
2 2 2

2 1
2

1 2 1 1 1 2
2 2

k
x y kx y O

k k
y x k r

       
 

 
              

 



  

 وضعیت دو دایره :  

  : براي تشخیص مراحل زیر را طی می کنیم. وضعیت مختلف می باشند 5دو دایره نسبت به هم داراي  

1( 1O 1وR را پیدا می کنیم. 

2( 2O  2وR را پیدا می کنیم. 

3( | O O |1 2d  را به دست می آوریم. 

4( 1 2R R و| |1 2R R سبه می کنیمرا محا. 

5( d  1را با 2R R  و| |1 2R R مقایسه می کنیم . 

H 

O  y x 

 4x y  

 y x  
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1      متخارج 2d R R  )1  

  

1        مماس خارج    2d R R )2  

  

|متقاطع          |1 2 1 2R R d R R    )3  

  

|           مماس داخل             |1 2d R R  )4  

  

|متداخل                          |1 2d R R  )5  

  

  

 دو دایره به معادلات   :28 سؤال: 2 2
1 4 4 1C x y x y    و: 2 2

2 4 8 19C x y x y       

  نسبت به هم چگونه اند؟ 

  یکی خارج دیگري) 4    قاطع در دو نقطه مت) 3    مماس داخل ) 2      مماس خارج ) 1

  

2گزینه: پاسخ  

گانه را اجرا می کنیم یعنی مرکزها و شعاع هاي دو دایره را پیدا می کنیم، طول خط المرکزین را محاسبه و آن را با تفاضل  5حال مراحل 

  : و جمع شعاع ها مقایسه می کنیم

)مماس داخل ) ( )

) O ( , )

) ( , ) | R R |
| R R |

) | O O |

1 1

1 24 5
2 2 1 2

1 2
1 2

1 2 2 4 4 1 3
4

2 2 4 4 16 19 1
2

3 2

R
R R

O R d

d

     
  

           
  



  

 به ازاي کدام مقدار   :29 سؤالb 2دو دایره به معادلات 2 2 2x y x y     و
2 2 4x y y b      

  مماس داخل اند؟

1 (5-      2 (4 -      4 (3-      4 (2 -   

2گزینه: پاسخ  

|باید |1 2d R R  باشد بنابراین :  

O ( , )

( , ) | |

1 1

2 2

11 2
2 2 4 4

2 4 2 2 4
2 4 2 8 4 4

1 1 2

R
b b

O R b b
b b b

d

  
       

        
         

   

  

4bدقت کنید که به ازاي    شعاع دایره دوم صفر می شود .  

2O 1O 
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 دایرة   :30 سؤالC  2بر دایرة 2 4 2 4x y x y     مماس خارج است و هر خط قائم بر دایرةC  از نقطۀ

( , )8   )96خارج از کشور ریاضی (کدام است؟  Cشعاع دایره . می گذرد 7

1 (6      2 (7      3 (8      4 (9  

2گزینه: پاسخ  

( , )1 2 1O   2مرکز دایره 2 4 2 4x y x y      

( )2 2
1 2 1 4 9 3R        

)از نقطۀ  Cچون هر خط قائم بر دایره  , )8 )، Cمی گذرد، مرکز دایرة  7 , )8 O: است پس 7 ( , )2 8 7  

1: در ضمن دو دایره مماس خارج هستند یعنی 2 1 2O O R R   

( ) ( ( ))2 2 2 2
1 2

2 2

8 2 7 1 6 8 1

1 3 7

O O

R R

       

   




  

  

 دو دایره به مرکز مبدأ مختصات که بر دایرة به معادلۀ   :31 سؤال
2 2 6 8 24x y x y       مماسند را در

  رة کوچکتر کدام است؟نظر بگیرید نسبت شعاع دایرة بزرگ به شعاع دای

1 (
5

4
      2 (

3

2
      3 (

7

4
      4 (2  

2گزینه: پاسخ  

: : ( ) ( )

: ( ) ( ) : ( ) (y )

: ( , )

:

2 2 2 2

2 2 2 2

6 8 24 6 8 24

3 9 4 16 24 3 4 1

3 4

1

C x y x y C x x y y

C x y C x

R



          

            


 



 

  

Cفرض می کنیم که دایرة    به مرکز( , )O   عاع و شR   بر دایرةC مماس است دو حالت امکان پذیر است.  

1 (,C C مماس خارج باشند:  

( ) ( )2 23 2 4 1 5 1 4O R R R R R                   

  

2 (,C C مماس داخل باشند :  

| | | |5 1 5 1

5 1 4

5 1 6

O R R R R

R R

R R

           

      
 

     

  

2آمده شعاع دایرة بزرگتربا توجه به مقادیر به دست  6R    2و شعاع دایرة کوچکتر برابر با 4R   است پس :  

1

2

6 3

4 2

R

R


 


  

  Cمرکز دایرة 

  Cشعاع دایرة 

 غ ق ق
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 روش ویژه براي محاسبۀ معادلۀ وتر مشترك :  

اگر بخواهیم معادلۀ وتر مشترك دو دایره به معادلات و 
2 2x y ax by c       و

2 2x y a x b y c          را به دست آوري، کافی است این دو معادله را در یک دستگاه قرار داده
2xو

2y   را

  : حذف کنیم در این صورت معادلۀ باقیمانده همان معادلۀ وتر مشترك دو دایره است

2 2

2 2

8 2 82

2 2 8 12 2

x y x y

x y x y

     


    



 
  مثلاً: 

  :ضرب کرده و سپس دو معادله را با هم جمع می کنیم -2معادلۀ بالایی را در  2yو 2xبراي حذف 

2 2

2 2

2 2 16 4 164

2 2 8 12 2

x y x y

x y x y

     


    



 
  

: 8 8 184x y     معادلۀ وتر مشترك  

  

 به صورت گسترده بیان نشده باشند قبل از هر کاري باید آنها را تبدیل به فرم گسترده نمود اگر معادلۀ دایره ها: تذکر.  

 روش ویژه براي محاسبۀ طول وتر مشترك :  

ابتدا معادلۀ عمود مشترك را یافته و سپس آن معادله و یکی از معادلات دایره ها را در یک دستگاه حل می کنیم تا دو نقطۀ ابتدا و 

)در شکل بالا حاصل شود و در انتها به کمک فرمول Bو  Aمشترك یعنی  انتهاي وتر ) (y y )2 2
B A B Ax x    طول

  . عمود مشترك را می یابیم

 معادلۀ وتر مشترك دو دایره به مراکز   :32 سؤال( , )1 2و( , )2   ؟واحد کدام است 2به شعاع هاي مساوي   1

1 (2y x    2 (3y x    3 (3 2y x    4 (2 3y x  

2گزینه: پاسخ  

  : ابتدا معادلۀ دو دایره را نوشته و سپس معادلۀ این دو دایره را از هم کم می کنیم داریم

                        
: ( ) ( )

: ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

1 2 4 2 4 1

2 1 4 4 2 1

x y x y x y

x y x y x y

          


          




  

 6 2 3x y y x    طرفین تساوي را از هم کم می کنیم  

  

 طول وتر مشترك دو دایره به معادلات   :33 سؤال
2 2 2x y x     2و 2 4 3x y x    کدام است؟  

1 (2      2 (2 3      3(3       4 (2 2  

3گزینه: پاسخ  

  : ابتدا معادلۀ وتر مشترك دو دایره را می یابیم

:معادله وتر مشترك 
3

2 3
2

x x      دو معادله را از هم کم می کنیم
2 2

2 2

2

4 3

x y x

x y x

   


    




  

  2و شعاع ) -1، 2(دایره به مرکز 

  

 2و شعاع ) 2، 1(دایره به مرکز 
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  :تر را با معادلۀ یکی از دایره ها در یک دستگاه قرار داده تا دو نقطه ابتدا و انتهاي وتر مشترك به دست آیدحال معادلۀ وتر مش

(*)

, , ,

2
2 2 2 2

3

2

3 3 3 3
2 2

2 2 4 2

3 3 3 3

2 2 2 2

x

x y x y y y

A B







                      

   
    

   

   

  : با مشخص شدن مختصات دو سر وتر مشترك طول آن را حساب می کنیم

, ( )

22
23 3 3 3

3 3
2 2 2 2

AB
   

                
  

 معادلات طول وتر مشترك دو دایره به  :34 سؤال
2 22 4x x y      و

2 22x x y    کدام است؟  

1 (1      2 (3      3 (2      4 (4  

  

3گزینه: پاسخ  

  : ابتدا نقاط برخورد دو دایره را به دست می آوریم

( ) ( )

2 2

2 2

2 2 2

2 4

2

4 4 1 1 2 1 1 1

x x y

x x y

x x y y y

    


   

                





 

  

)بنابراین نقاط برخورد دو دایره , ), ( , )1 1 11B A    بنابراین طول وتر مشترك برابر است باهستند :  

| AB | ( ( )) ( ( ))2 21 1 1 1 2         

   . سهمی   

 

  مکان هندسی نقاطی از صفحه است که فاصلۀ آنها از نقطۀ  : تعریفF  و خطD نقطۀ . با هم برابر استF  را کانون و خطD 

  . را هادي سهمی می نامند

  

  

  

  

 این خط سهمی را . بر خط هادي آن عمود است محور تقارن سهمی می باشد خطی که از کانون سهمی می گذرد و: توجه

)در , )S   فاصلۀ رأس تا کانون و رأس تا هادي را با . قطع می کند که این نقطه رأس سهمی نام داردp  یاa  نمایش می دهند و

  .پارامتر سهمی نام دارد

  

H 
M 

F 

D 
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 1معادلۀ سهمی قائم ـ : )P   رو به بالا وP   رو به پایین(  

)معادلۀ سهمی قائم به رأس , )S     و پارامترP به صورت زیر است:  

( ) ( )x p y   2 4  

  

 2معادلۀ سهمی افقی ـ :  )P   رو به راست وP   رو به چپ(  

) معادلۀ سهمی افقی به رأس  , )S    و پارامترP به صورت زیر است:  

( ) ( )y p x   2 4  

  

 3تعیین کانون و هادي ـ :    

 اگر در معادلۀ سهمی: تذکرx 2
yمعادلۀ سهمی است و اگر در سهمی قائموجود داشت  2

  . است سهمی افقیوجود داشت  

مؤلفه اي ! جمع می کنیم اما کدام مؤلفه؟ pبراي تعیین کانون ابتدا رأس را از معادله پیدا می کنیم، سپس یکی از مؤلفه هاي آن را با 

در سهمی افقی طول و اما براي پیدا کردن خط هادي  جمع می شود و pمثلاً در سهمی قائم عرض با . که در معادلۀ درجه یک است

  : کم می کنیم یعنی pهمان مؤلفه را از 

  

( , )F p

x p

 




 

 
      سهمی افقی  

( , )F p

y p

 




 

 
  سهمی قائم 

   

 4استاندارد کردن سهمی ـ :     

سپس طرف اول ). با تقسیم(کنیم  1را تبدیل به  2ست که ضریب درجۀ سهمی گسترده باشد براي استاندارد کردن اولین کار این ا اگر

از اتحاد (را به صورت مربع کامل در آورده 
a a

x ax x
 

    
 

2 2
2

2 4
و ) استفاده می کنیم 

a2

4
را به طرف دوم اضافه می 

   . کنیم و سپس از ضریب درجۀ یک در طرف دوم فاکتور می گیریم

   

 در سهمی به معادلۀ   :35 سؤالx y x    23 4 6   .مختصات کانون و معادله خط هادي را بنویسید 11

( )

, ,( , )

( ) ( )

x x y x x y x y

FS

x y
P

y

              

     
          

             
              

2 2 2

2

4 11 4 11
3 6 4 11 2 1 1

3 3 3 3

1 7
1 2 11 2

3 34
1 2 1

3 1 5
23

3 3

  

  

  

P 

H 

P 
F 

 ( , )S   

P 

P 

F 

 ( , )S   

 کانون 

 خط هادي  خط هادي 

 کانون 
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  در سهمی  :36 سؤال
2 6 8 7x x y   مختصات کانون کدام است؟  

1 (( , )3     2 (( , )3 4    3 (( , )1 2    4 (( , )5 2  

1گزینه: پاسخ  

  : مشخص شود pابتدا سهمی را استاندارد می کنیم تا رأس سهمی و 

( ) ( ) ( )

( , )
( , ( )) ( , )

2 2 26 8 7 3 8 7 9 3 8 2

3 2
3 2 2 3

2

x x y x y x y

S
F

p

              


      

 


  

 در سهمی به معادلۀ   :37 سؤال
2 4 2 1y y x     کدام مختصات می گذرد؟  خط هادي آن از نقطه اي با  

  )88تجربی(

1 (( , )1 2    2 (( , )1 2    3 (( , )2 1      4 (( , )3  

3گزینه: پاسخ  

  : ابتدا معادلۀ سهمی را استاندارد می کنیم

( ) ( )2 2 2 3
4 2 1 2 4 2 1 2 2

2
y y x y x y x

 
               

 
  

2xی گذرد که طول آن از نقطه اي م  باشد:
3 1

2
2 2

x p
 

       
 

هادي 
,

3
2

2

4 2

S

p

  
   

  

  

 به ازاي کدام مقدار   :38 سؤالa  در سهمی به معادلۀy ay x  2 2 xمعادلۀ خط هادي به صورت 5  
7

2
 

  است؟

1 (1      2 (2      3 (3      4 (4  

2گزینه: پاسخ  

 

2 22 2
2

2 2 2 2

2
2 5 2 5 2

2 4 2 4

2 2 1 7 2
2 3 2

2 8 8 2 2 8

a a a a
y ay x y x y x

a a a a
y x x a

   
              

   

    
                     



  
  

 1، 3(محور تقارن یک سهمی با رأس   :39 سؤال - ( موازي محورx اگر این سهمی از نقطۀ . ها است)گذردب) 5، 9 .

  ) 96داخل تجربی (فاصلۀ کانون تا خط هادي کدام است؟ 

1 (5/2      2 (3      3 (5/3      4 (4  

2گزینه: پاسخ  

  

: ( ) ( )23 4 1y p x  معادلۀ سهمی  

( , )1 3 

( , )5 9 

3y  
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)از نقطۀ , )5   :می گذرد 9

( ) ( )2 2 6 3
9 3 4 5 1 6 4 6

4 2
p p p           

:
3

2 2 3
2

p    خط هادي فاصلۀ کانونی تا  

 سهمی با کانون   :40 سؤال( , )2 3F 4و خط هادي به معادلۀx    محورx ها را با کدام طول قطع می کند.  

1 (
1

2
      2 (

1

4
     3(

1

4
     4 (

1

2
  )96خارج از کشور تجربی (     

2گزینه: پاسخ  

4xچون معادلۀ خط هادي،   4و چون کانون سهمی جلوتر از خط . است پس سهمی افقی استx    است یعنی دهانۀ

  . سهمی به سمت راست است

, ( , )
4 2

3 1 3
2

S
  

   
 

  

  

( , )

( , )

1 3
3

2 3

S
p

F


 


  

  

: (y ) ( ) ( ) ( ) ( )
32 23 4 1 3 12 1 9 12 1

p

y
p x y x x




         


  معادلۀ سهمی  

9 3 1
1 1

12 4 4
x x x          

 سهمی به کانون   :41 سؤال( , )F 3 xو خط هادي به معادلۀ  2  1  محورx  ها را در نقطۀA فاصلۀ . قطع می کند

  سهمی کدام است؟تا کانون  Aنقطۀ 

1 (25/2      2 (5/2      3 (75/2    4 (3  

  

2گزینه: پاسخ  

  :به کمک کانون و خط هادي مختصات رأس و پارامتر سهمی را به دست می آوریم

( , ) ( , )
( , ), ( ) ( )

( ) , | FA | /
y

S
F x y x

p
p

x x x A


 








         
 

 
               

 




2

1
1 2

3 2 1 2 2 8 1
2

2

1 3 3 9 25 5
4 8 1 1 4 2 5

2 2 2 4 4 2

  

S F 

4y   

  ها xمحل تلاقی با محور 
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 این سهمی محور . واحد است 2فاصلۀ کانون تا خط هادي یک سهمی   :42 سؤالy  و  1هايها را در دو نقطه به عرض

  طول رأس آن با علامت مثبت کدام است؟. قطع می کند -5

1(
5

4
       2 (

3

2
      3 (

9

4
      4 (

5

2
  

3گزینه: پاسخ  

و عرض رأس سهمی برابر میانگین ها را در دو نقطه قطع می کند یعنی افقی است  yسهمی محور 

)عرض این دو نقطه است بنابراین  , )S  2 از طرفی فاصلۀ کانون تا خط هادي . می باشد

p: می باشد پس p2برابر  1  با توجه به اینکه طول رأس با علامت مثبت خواسته شده پس

pی رو به چپ است یعنی سهم  1 حال معادلۀ سهمی را می نویسیم :  

( , )
( ) ( )

A
y x          

 12 9
2 4 9 4

4
  

 یک سهمی که محور تقارن آن موازي یکی از محورهاي مختصات است محور   :43 سؤالy  ها را در دو نقطه به عرض

  فاصلۀ کانون سهمی تا خط هادي کدام است؟. است قطع می کند و رأس آن بر روي نیمساز ناحیۀ اول 5و  1

1 (
2

3
      2(

3

4
       3 (

4

3
      4 (

3

2
  

1گزینه: پاسخ  

yنقطع می کند پس محور تقارن آ 5و  1ها را در در نقاط به عرض  yسهمی محور   ي اول و چون رأس آن روي نیمساز ناحیه  3

)  است , )S    پس( , )S 3   .است 3

( , )
( ) ( ) ( )

A
y p x p p         

12 1
3 4 3 4 4 3

3


  

 | |p 
2

2
3

  هادي  کانون تا خط فاصله

 خط به معادلۀ   :44 سؤالy 1  محور تقارن و خطx  اگر این سهمی از نقطۀ . خط هادي سهمی هستند 2

( , )3   بگذرد فاصلۀ کانون تا خط هادي کدام است؟2

1 (1      2 (
5

4
      3 (

3

2
      4 (2  

1گزینه: پاسخ  

 | | | AF | ( )AH     2 23 1 1  

1  فاصلۀ کانون تا خط هادي( , )F   3 3 1 

 

  

 

  

4- 

( , )S  2

 

A 

H 

 x  2 

 ( , )F  1 

 ( , )A 3 2  1 
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 محور   :45 سؤالy اگر سهمی از . خط هادي سهمی اي است که کانون  آن روي نیمساز ربع اول و سوم قرار دارد

)نقطۀ  , )2 4M  بگذرد وM أس سهمی نباشد، فاصلۀ کانونی سهمی کدام است؟ ر  

1 (4      2 (3      3 (2      4 (1  

4گزینه: پاسخ  

ها می باشد پس سهمی افقی  xه موازي محور جها عمود است و در نتی yخط هادي سهمی است لذا محور تقارن بر محور  yمحور 

yکانون سهمی روي خط. است x براین مختصات قرار دارد بناF  به صورت( , )F   طبق تعریف سهمی . است

)فاصلۀ , )2 4M   از کانون و خط هادي( )x   یکسان است بنابراین :  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2

2 4 2 2 4 4

4 4 8 16 4 6 8

MF MH    

     

          

           
  

4   یا( )( )2 4 2         

)نقطۀ  , )2 4رأس سهمی نمی باشد لذا  4 غیرقابل قبول است و در نتیجه:  

2 1p   فاصلۀF  تا خط هادي( , )2 2 2 2F p      

  

 به ازاي کدام مقدار   :46 سؤالa کانون سهمی به معادلۀy ay x   22   ها است؟ yبر روي محور  3

1 (2      2 (6      3 (4      4 (3  

4گزینه: پاسخ  

  :ها است یعنی طول کانون صفر است yکانون روي محور 

 ,

,

a a a a a
y y x y x y x

a a
S

a a a
F a a

p

    
                    

  
                      

  


2 22 2
2

2

2 2
2

3 3 3

2 2 4 2 16 4 2 24

3 324 4
9 3

24 8 4 24 83

8

  

 معادلۀ سهمی نمودار مقابل به صورت  :47 سؤالx x ay 2   کدام است؟ aاست،  2

1 (2 -  

2 (1 -  

3 (1  

4 (2  

1گزینه: پاسخ  

pشکل به ما نشان می دهد عرض کانون صفر است و هم چنین چون سهمی رو به جهت منفی محور هاست   است.  

F 
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( ) ( )

,

,

x x ay x ay x a y
a

S
aaa

F a a
aaa

p

 
          

 

  
                     



2 2 2

2

1
2 1 1 1

1
1

21
1 4

24

4

  

  

 دهانۀ سهمی به معادلۀ   :48 سؤال( )2y a x y     رو به راست باز می شود و فاصلۀ کانون تا خط هادي آن

  ) سراسري تجربی(مختصات کانون این سهمی کدام است؟ . واحد است 2

1(( , )1 2      2 (( , )2    3(( , )1     4 (( , )1 2  

2گزینه: پاسخ  

2: است 2pفاصلۀ کانون تا خط هادي برابر  2 1p p    

  : است بنابراین 4pبرابر  1، یک باشد آنگاه ضریب متغیر درجۀ 2در معادلۀ گسترده اگر ضریب متغیر درجۀ 

( ) ( )

2 2

2

4 4 4 4 4 4 4 4

2 4 1

p a a y y x y y x

y x

             

   


  

)مرکز سهمی افقی نقطۀ  , )1 2S   است و داریم :  

( , ) ( , )2F p     

  

 وتر کانون سهمی :  

  را که در کانون بر محور تقارن سهمی عمود می باشد وتر کانونی  MNپاره خط  

|داة آن برابرسهمی نامیده که ان |p4 است .  

  

 * فقط یک تمرین کتاب درسی به وتر کانون سهمی پرداخته است و عیناً از آن تمرین در  

  . پس به تمرینات این فصل توجه ویژه اي داشته باشید. کنکور سراسري تست مطرح شد 

 صورتاگر وتر کانونی سهمی قطر یک دایره باشد در این : نکته :  

|شعاع دایره برابر )1 |p2 است. 

 .مرکز دایره همان نقطۀ کانون سهمی است )2

  . این دایره بر خط هادي سهمی مماس است )3

 وتري از سهمی به معادلۀ   :49 سؤال( )2 4y x y   که از کانون بر محور آن عمود باشد قطري از یک دایره

  ین دایره کدام است؟معادلۀ ا. است

1 (
2 2 4x y y         2 (

2 2 4x y y     

3  (
2 2 2 2x y y      4 (

2 2 2 2 2x y x y     

F 

M 

N 
 خط هادي

 غ ق ق 
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1گزینه: پاسخ  

( )

( ) ( )

2

42 2

2

4

4 4 4 4 4 4

2 4 1 4 4 1

y x y

y y x y y x

y x p p



 

      

       

  

)سهمی افقی است با رأس  , )1 2 و به راست استکه به دهانۀ سهمی ر.  

  

 ( , ) ( , )1 1 2 2F       

  

|شعاع دایره p |2 2  است و مرکز دایره( , )2  

 ( ) ( )2 2 2 2 2 2 22 2 4 4 4 4x y x y y x y y               

  

 معادلۀ دایره اي که مرکز آن کانون سهمی به معادلۀ   :50 سؤال( x x )21
4 4

8
y    ر خط هادي این و مماس ب

  سهمی باشد کدام است؟

1 (x2 2 4 2 11y x y         2 (x2 2 4 2 3y x y       

3(x2 2 4 2 1y x y          4 (x2 2 4 2 2y x y       

1گزینه: پاسخ  

2rشعاع دایره اي که مرکز آن کانون سهمی باشد و بر خط هادي مماس باشد برابر  p ا  

( x x )

( ) ( )

2 2 2

2

1
4 4 8 4 4 4 8 4

8

2 8 8 8 1

y y x x x x y

x y y

           

       

  

  

  : نوع سهمی قائم و رو به پایین است لذا

, ( , ) ( , ) ( , )8 4 2 1 2 1p S F p       

Oبنابراین معادلۀ دایره به مرکز  ( , )2 1   و شعاعr p2 4  به صورت زیر است :  

(x ) ( )2 2 2 22 1 16 4 2 11y x y x y           

    

 فاصلۀ کانون تا رأس آن کدام . واحد است 60واحد و قطر قاعدة آن  9عمق یک آینۀ سهموي در مرکز آن   :51 سؤال

  )92سراسري تجربی خارج از کشور (است؟ 

1 (15      2 (20      3 (5/22      4 (25  

  

  

F S 
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4گزینه: پاسخ  

  : با توجه به شکل مقابل داریم

  

 
2 4 9 4 9

25

x py p

p

   

 

 
  

  

25pنون تا رأس برابر فاصلۀ کا  است.  

  

 ویژگی بازتابندگی سهمی ها :  

 

  

 

 

 

 

  

  

  *  در تستی مربوط به سهمی ملاحظه کردید سریعاً یاد این ویژگی افتاده و با محاسبۀ » پرتو«یا » اشعه«هر وقت کلمۀp  و رأس

  . ۀ مسأله همان مختصات کانون سهمی استبه احتمال زیاد خواست. مختصات کانون سهمی را بیابید

 3یک اشعۀ نورانی را در امتداد خط   :52 سؤالx    1و اشعۀ دیگر را در امتداد خطx    از داخل سهمی به

معادلۀ 
2 2 4 9x x y     اب این دو پرتو کدام استبر آن می تابانیم مختصات نقطۀ تلاقی بازت.  

1 (( , )1 3    2 (( , )1 4    3 (( , )2 2    4 (( , )2 3  

1گزینه: پاسخ  

2یعنی به موازات محور تقارن سهمی قائم (ها  yهر دو اشعه به موازات محور  2 4 9x x y     ( بر آن تابیده شده است

  .  پس در واقع تست به طور غیرمستقیم مختصات کانون را خواسته است. پس نقطۀ تلاقی دو پرتو کانون سهمی می باشد

( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2 4 9 2 1 4 8

1 4 8 1 4 2

x x y x x y

x y x y

         

      

 
  

1pپس یک سهمی قائم رو به بالا است که  است پس :  

( , ) ( , )1 2 1 1 3F   

  

F 

عبور ) F(اگر پرتویی از کانون سهمی ) الف

ب کرده و به سهمی برخورد کند پرتو بازتا

  .موازي محور تقارن سهمی است

F 

پرتو موازي محور تقارن سهمی به اگر ) ب

از کانون  سهمی برخورد کند پرتو بازتاب

  .می کندعبور ) F(سهمی 

M روي سهمی قرار دارد   ( , )3 9M   

 2 4x py  
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 خط هادي یک سهمی به معادلۀ   :53 سؤال
13

4
x  هر پرتوي که از نقطۀ . است,

5
2

4

 
  
 

بر این سهمی بتابد  

  )94سراسري تجربی (ها را با کدام طول قطع می کند؟  xاین سهمی محور . ها باز می تابد xدر امتداد محور 

1  (
1

3
      2 (

3

4
      3(

5

9
       4 (

5

4
  

3گزینه: پاسخ  

,با توجه به ویژگی بازتابندگی سهمی نقطۀ
5

2
4

 
  
 

  .کانون سهمی است 

, ( , )

5 13

4 4 2 1 2
2 2

5 9
1

4 4

F H
S

P SF

 
  

     
 
 

   

  

  

  

: ( ) ( ) ( )2 9 4 5
2 4 1 4 9 1 1

4 9 9

y
y x x x x


              


  معادلۀ سهمی

  

 دو اشعه به موازات محور   :54 سؤالx  ها بر سهمی
2 4 6 2y y x   این دو اشعه پس از بازتاب در . می تابند

  کدام نقطه متقاطع هستند؟

1 (,
1

3
2

 
 
 

    2 (,
1

2
2

 
 
 

    3 (( , )1 2    4 (( , )1 3  

2گزینه: پاسخ  

از  yمتغیر (با توجه به اینکه سهمی افقی . بازتاب پرتوهایی که به موازات محور سهمی بر سهمی می تابند از کانون سهمی می گذرند

براي به دست . هستندها است و در نتیجه بازتاب دو اشعه در کانون متقاطع  xاست لذا محور سهمی موازي محور ) است 2درجۀ 

  : آوردن کانون معادله را به صورت استاندارد می نویسمی

( ) ( )22 6 6 6 1y x x      

  .نوع سهمی افقی و دهانۀ آن به سمت راست است

( , ), ( , ) , ,
3 3 1

1 2 4 6 1 2 2
2 2 2

S p p F p 
   

            
   

  

  

5

4
 

13

4
 

13

4
x  

H S F 

2- 
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 یک پرتو از کانون سهمی به معادلۀ   :55 سؤال
2 2 6 4y y x    تابیده و بامحور x  45ها زاویۀ  می

  ) سراسري تجربی(سازد معادلۀ بازتاب آن کدام است؟ 

1 (2 3 2y      2 (3 2y    3 (2 2 3y      4 (2 3y    

1گزینه: پاسخ  

)صورت معادلۀ استاندارد سهمی به  )2 1
1 6

2
y x

 
   

 
است نوع سهمی افقی و دهانۀ آن به سمت راست با رأس  

, ,
1

4 6 1
2

p S
 

  
 

)        : است لذا  , ) , ( , )
1 3

1 2 1
2 2

F p 
 

      
 

  

  : ساخته است لذا 45ها زاویۀ  xپرتو از کانون گذشته و با محور 

tan , ( , ) ( )45 1 2 1 1 1 2 3m F y x y x           

3yمحل تلاقی خط . پرتوها پس از برخورد به سهمی به موازات محور سهمی بازتاب می شوند x   و سهمی را مشخص  

  :می کنیم

( )
( )

2
2 2

1
1 6 1

1 6 3 4 142
2

3 3

y x
y y y y

y x x y

  
                 

      

  

2 3 2y    2یا 4 6 2
4 72 2 3 2

2 2

b
b ac y y

a

   
            

 نقطۀ   :56 سؤال( / , )1 6 1S   هر پرتو که موازي محور . رأس سهمی استx  ها بر این سهمی بتابد به نقطۀ

( / , )9 1 این سهمی محور . باز می تابدy  94سراسري تجربی خارج از کشور (ها را با کدام عرض قطع می کند؟(  

  -2صفر و ) 4    -4، 2) 3    - 5،  3) 2      - 6، 4) 1

2گزینه: پاسخ  

)با توجه به ویژگی هاي بازتابندگی سهمی نقطۀ  / , )9 1 کانون سهمی است .  

( / , ), ( / , ) p SF / ( / ) /1 6 1 9 1 9 1 6 2 5S F           

F , S  1روي خطy    قرار دارند لذا سهمی افقی و با توجه به موقعیت نقطه هايF , S  دهانۀ آن به سمت راست است

  :لذا

: ( ) ( / ) ( )2 21 1 1 6 1 16
x

y x y


     


 معادله سهمی  

( )(y ) ,2 2 15 5 3 3 5y y y y y              
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   . بیضی   

 

  مکان هندسی نقاطی از صفحه است که مجموع فواصل آنها از دو نقطۀ ثابت  : تعریفF  وF   به نام کانون هاي بیضی، مقدار

 . طول قطر بزرگ بیضی است a2است که  a2ثابت 

  

| MF | | MF | a2  

 

  

 نقاط و اعداد مهم در بیضی :  

 .وسط و و مرکز بیضی نام دارد Oنقطۀ : مرکز )1

Aو  Aنقاط : رأس هاي کانونی )2 دو سر قطر بزرگ را رأس هاي کانونی می نامند. 

Bو  Bنقاط : رأس هاي ناکانونی )3   قطر کوچک را رأس هاي ناکانونی می نامنددو سر. 

Fو  Fنقاط : کانون ها )4   را کانون هاي بیضی و| F | 2F c  را فاصلۀ کانونی می نامند.  

 رابطۀ طلایی :  

|اگر در بیضی   | ,| |2 2BB b AA a   و| | 2FF c  همواره داریم باشد آنگاه :
2 2 2a b c   

  

 معادلۀ استاندارد بیضی :  

 : ها باشد به صورت زیر است xمعادلۀ بیضی که قطر بزرگ آن موازي محور : بیضی افقی )1

( ) ( )2 2

2 2
1

x y

a b

  
   

   xعدد بزرگه زیر 

  

  .در بیضی افقی، عرض هاي رأس و کانون ها یکسان است: *

  

 : ها باشد به صورت زیر است yمعادلۀ بیضی که قطر بزرگ آن موازي محور : مبیضی قائ )2

( ) ( )2 2

2 2
1

x y

b a

  
   

   yعدد بزرگه زیر 

 

  .در بیضی قائم، طول هاي رأس و کانون ها یکسان است: *

  

: توجه
2a  همیشه عدد بزرگتر بین دو مخرج و

2b همیشه عدد کوچکتر بین دو مخرج است .  

a a 
b 

b 

a 

b b 

a 

b a c 

c 

b 

F  
F a 

A 

B 

A  

B  

M 

F  F  
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 به ازاي کدام مقادیر   :57 سؤالa بیضی

2 2

1
1 2

x y

a a
 

 
  یک بیضی قائم است؟ 

1 (/1 5a     2(1 2a      3(/1 1 5a      4 (/1 5 2a   

3گزینه: پاسخ  

 در بیضی قائم باید عدد زیر 
2y 2بزرگتر از عدد زیرx2/: باشد 1 2 3 1 5a a a a        

2همچنین شرط بیضی بودن این است که a   1وa    این سه نامساوي داریم باشد بنابراین با اشتراك از :

/1 1 5a   

 نقاط   :58 سؤال( , ), ( , )5 1 1 1F F    اگر . واحد است2کانون هاي یک بیضی هستند که طول قطر کوچک آنM 

MFنقطه اي واقع بر بیضی باشد حاصل  MF  کدام است؟  

1 (3      2 (2 3    3 (2 5      4 (5  

3گزینه: پاسخ  

 
2 2 22 5 1 4 2

1 4 5 5
2 2 1

2 2 5

c FF c
a b c a

BB b b

MF MF a

     
       

    

   

  

  

 اگر بیضی  :59 سؤال
2

2 2 2
2

x
k y k

k
  قائم باشد آنگاه :  

1 (1 1k      2 (1k     3 (k        4 (| k | 1   

4گزینه: پاسخ  

  : معادلۀ استاندارد بیضی را می نویسیم

22 2 2
2 2 2

2 4
1

1

kx x y
k y k

k k

      

  : باشد لذا 2yباید کوچکتر از عدد مخرج کسر شامل) 4kیعنی( 2xدر معادلۀ استاندارد بیضی قائم، عدد مخرج کسر شامل

| k | | k |4 1 1 1
k

k


     

  

 استاندارد کردن:  

یک بیضی به صورت  اگر معادلۀ
2 2Ax By Cx Dy E    ) کهA B ( باشد براي درآوردن آن به شکل استاندارد

سپس معادله را به صورت . و صفر گذاشتن آنها، مرکز را پیدا می کنیم yو  xبا مشتق ضمنی نسبت به 

( ) ( )2 2A x B y     2,می نویسیم و در طرف دوم اعداد 2B A   را بهE  اضافه کرده و طرفین را بر عدد به

2,پرانتزهاي طرف اول صفر بگذارید، در  yو  xبه جاي . (دست آمده تقسیم می کنیم 2B A به دست می آید(.  

  : مثال
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( , ) ( ) ( )

(x ) ( )

2 2 2 2

2 2
3

6 5 12 2 4 1 2 6 1 5 2

1 2
4 6 2 1

5 6

x y x y O x y

y

         

 
     






  

  در بیضی به معادلۀ   :60 سؤال
2 23 4 18 16 5x y x y     مجموع فواصل هر نقطه بیضی از دو کانون آن

  کدام است؟ 

1(4 2      2 (6      3 (4 3      4 (8  

4گزینه: پاسخ  

( ) ( )
( , ) ( ) ( )

| MF | | MF | a

2 2
482 2

48

6 18 3

8 16 2

3 2
3 2 3 3 4 2 5 27 16 1

16 12

2 2 4 8

x x

y y

x y
O x y 

    


   

 
          

     





   

 کانون هاي بیضی به معادلۀ   :61 سؤال
2 22 7 4 12x y x   این دایره نیمساز ناحیۀ . دو سر قطري از دایره اند

  اول را با کدام طول قطع می کند؟

1 (2      2(1 2     3 (
5

2
      4 (3  

1گزینه: پاسخ  

  :را پیدا کنیم cپس بیضی را استاندارد می کنیم تا . بیضی است cمرکز دایره همان مرکز بیضی و شعاع دایره، 

( )
( , ) ( ) ( )

2 2
142 2

2 2

4 4 1

7

1
1 2 1 7 12 2 1

7 2

7 2 5

x x

y y

x y
O x y

R c a b R



   


  


        

      



 

   

: ( ) ( )2 2 2 2 2
1 5 1 5

1

y x x
x y x x

x

 
         

 
  دایره

 ن هايمعادلۀ بیضی به کانو  :62 سؤال( , ), ( , )1 1 11F F   2و قطر بزرگ   کدام است؟  5

1 (
2 25 4 1 15x y x        2 (

2 25 4 1 15x y x      

3 (
2 24 5 8 16x y x        4 (

2 24 5 8 16x y x    

1گزینه: پاسخ  

F,با نقاط  F در ضمن. سه چیز از چهار چیز لازم به دست می آید اولاً عرض آنها تغییر کرده که نشان می دهد بیضی قائم است:  

A B 
F O  F  

 R c  R c 
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( , )

( )2 2
2 2

1
2

2 2 1 1
5 1 2 1

4 52 2 5 5

F F
O O

c FF c x y
b a c

a a


 

    
        

  



  

  : می گذاریم و اما گزینه ها گسترده است پس معادله را باز می کنیم2yرا زیر ) 2bو2aبین (چون بیضی قائم است عدد بزرگتر 

(x x ) y2 2 2 25 2 1 4 2 5 4 1 15x y x          

 مختصات یکی از کانون هاي بیضی   :63 سؤال
2 22 6 4 12 4x y x y    کدام است؟  

1 (( , )1 3    2 (( , )3 1    3 (( , )2 1    4 (( , )3 1  

4گزینه: پاسخ  

 
( ) ( )

( , ) ( ) ( )
2 2

122 2

4 4 1

12 12 1

1 1
11 2 1 6 1 4 2 6 1

6 2

x x

y y

x y
O x y



    


   

 
          




  

6 2 2c     

( , )
, ( , )

( , )

11
1 2 1

3 1

F
F F

F


    

 
  بیضی افقی

  

 بیشترین مساحت از بین مثلث هایی که یک رأس آن روي بیضی به معادلۀ   :64 سؤال
2 24 4 3x y x    و

  دو رأس دیگر آن کانون هاي این بیضی باشند، کدام است؟

1 (2    2 (3      4 (2      4 (3  

4گزینه: پاسخ  

 maxروي رأس ناکانونی بیضی قرار گیرد چون در این حالت ارتفاع مثلث  Mبیشترین مساحت هنگامی حاصل می شود که نقطۀ 

maxشود و در نتیجه  می  ( )( )
1

2
2

S c b bc   می باشد بنابراین بایدc,b را پیدا کنیم:  

max

, ( )

( / )

2
42

2 2
2 2 2

1
8 4

2

2

1 1
4 3 1

2 2

5
1 4 1 3

1 4

3 1 3 3

x x

y y

O x y

x y
c a b

c S bc




   


   

   
          

   


       

      



 

  



 

F 

F  

B 
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 قانون اول کپلر :  

  .مسیر حرکت سیارات به دور خورشید، یک بیضی است که خورشید در یکی از کانون هاي این بیضی قرار دارد 

aاره از خورشیددورترین و نزدیکترین فاصلۀ سی c  وa c  در این بیضی است که 

  . همان فاصلۀ یک کانون از دورترین رأس و نزدیکترین رأس هستند

  

  

 دورترین نقطه از بیضی به معادلۀ  :65 سؤال
2 22 4 4 2x y x y       تا مرکز آن به کدام مختصات

  ) 86ربی خارج تج(است؟ 

1 (( , )1 2 2     2 (( , )2 2 2   3 (( , )1 4    4 (( , )1 6  

3گزینه: پاسخ  

  .دورترین نقطۀ بیضی از مرکز همان رأس هاي کانونی هستند

( ) ( )
( , ) ( ) ( )

2 2
42 2

4 4 1

2 4 2

1 2
1 2 2 1 2 2 2 4 1

2 4

x x

y y

x y
O x y



    


   

 
           




  

( , )
, ( , )

( , )

1 4
1 2 2

1
A A


   

 
  بیضی قائم 

 اگر معادلۀ مدار گردش یکی از سیارات منظومۀ شمسی به دور خورشید به صورت  :66 سؤال

2 22 2 8 7x y x y       باشد مختصات نقطۀ قرار گرفتن خورشید کدام می تواند باشد؟  

1(( , )2 2     2 (( , )1 2 2     3(( , )1 1     4 (( , )2 1  

1گزینه: پاسخ  

  : خورشید روي یکی از کانون ها قرار می گیرد پس

( , ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2

2 2 1

4 8 2

2 2 8 7 1 2 1 2 2 7 9

1 2
1 2 1 1

2 1

x x

y y

x y x y O x y

x y
c

   


    

             

 
      





  

)با توجه به افقی بودن بیضی , ), ( , )2 2 2F F   کانون ها می باشند.  

  

 در بیضی به معادلۀ   :67 سؤال
2 23 4 6 4 44x y x y     فاصلۀ یک کانون از دورترین رأس آن کدام

  است؟

1 (5      2 (6      3 (1      4 (4 2 3  

  

 سیاره

  a c   a c 
  A    A 
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2گزینه: پاسخ  

aباید  c را در این بیضی پیدا کنیم بنابراین بیضی را استاندارد می کنیم :  

, ( )

( ) ( / )

2
482

2 2

6 6 1

1
8 4

2

1 1
1 3 1 4 44 3 1

2 2

1 5
1 16 12 2 4 2 6

16 12

x x

y y

O x y

x y
c a c



   



    

   
           

   

 
          







  

 مرکز بیضی خروج از :  

در هر بیضی نسبت  
c

e
a

 1را خروج از مرکز بیضی می نامند و هموارهe  این نسبت میزان چاقی و لاغري بیضی را . است

  ) هرچه کمتر چاق تر. (نشان می دهد

c c
c a c b c b

a a
         

2
2 2 2 2 2 2

2
1 1  )1  

  .فر میل می کند پس بیضی به خط نزدیک می شودیعنی قطر کوچک بیضی به سمت ص

  

c
c a b a b a b

a
         2 2 2 2   )2  

  .یعنی مقدار گستردگی در جهت افقی با مقدار گستردگی در جهت قائم به هم نزدیک می شود یعنی بیضی به دایره نزدیک می شود

xپس اگر در یک بیضی ضریب  2
yو  2

  .به هم نزدیک تر باشند بیضی به دایره نزدیک تر است 

c c a b b
e

a a a a


    

2 2 2 2

2 2 2
1  

  

 خروج از مرکز بیضی گسترده :  

اگر معادلۀ گستردة بیضی را بدهند براي پیدا کردن خروج از مرکز نیازي به استاندارد کردن نیست و فقط به ضرایب 
2x  و

2y  نگاه

  :در این صورت. می کنیم که همواره یکی کوچکتر است و یکی بزرگتر

1e    

   

 به ازاي کدام مقادیر   :68 سؤالk  بیضیخروج از مرکز
2 2 4x ky x   برابر

3

2
  است؟ 

1 (2 ،4      2 (2 -  ،4-     3 (,
1

2
2

      4 (,
1

4
4

  

4گزینه: پاسخ  

  کوچکتر

 بزرگتر

همواره مقداري  aپارامتر 

  ثابت است
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  : نمی دانیم کدام بزرگتر است و کدام کوچکتر هر دو حالت را در نظر می گیریم 1و  kچون بین 

 

1 3 1 3
1 1 4

2 4

3 3 1
1 1

2 4 4

e k
k k

e k k k

       

       

  

 مختصات دو سر قطر کوچک بیضی   :69 سؤال( , ), ( , )1 1 1 3B B    این بیضی از نقطۀ . است( , )4 2M   می

  گذرد، خروج از مرکز آن کدام است؟

1 (
2

2
      2 (

2

3
      3 (

6

3
      4 (

3

2
  

3گزینه: پاسخ  

Bبا  B در این حالت می گوییم چون عرض تغییر کرده بیضی . سه چیز از چهار چیز لازم براي نوشتن معادلۀ بیضی معلوم می شود

  : افقی است و در ضمن

( , )( , ) ( ) ( ) M
B B

O O x y

a ab BB b

b
a e

a




    
     

    

          

2 2
4 2

2 2

2
2

2

11 1 1 9 1
1 12

4 4
2 4 2

4 1 2 6
12 1 1 1

12 3 3 3

  

 بیضی به کانون هاي  :70 سؤال( , ),( , )11 1 1  و خروج از مرکز
1

2
2y، خط  x  را با کدام طول قطع می کند؟  

  )96تجربی خارج (

1 (,
1

1
2

    2 (,
1

1
4

    3 (,
1

1
2

    4 (,
1

2
2

  

1گزینه: پاسخ  

  . است پس بیضی قائم استچون طول کانون هاي بیضی برابر 

( , ) ,

( ) ( ) ( )

( )

2 2

2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2

2

1 2 2 1

1
2 4 1 3

2

1 4 1 1
1 1 1

4 3 4 3 3

3 1 3 3 2 1 3 4 2 2

1

2 1 1

2

y x

a b c

O c c

c
a b a c

a

y x x x x
x

x x x x x x x

x

x x
x



  

   

        

  
       

            




    
 









  

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 
 

 

  /  6764  143  0911 @ Nakhostin_Math   ]ویژه تجربی [گرال جمع بندي مقاطع مخروطی و انت  ایمان نخستین

35 

 دو نقطۀ   :71 سؤال( , ),( , )3 3   معادلۀ این . هستند 5/0دو سر کوتاهترین قطر یک بیضی با خروج از مرکز

  بیضی کدام است؟ 

1 (
2 22 3 18x y       2(

2 23 2 18x y      

3 (
2 23 4 36x y       4 (

2 23 4 36y x   

4گزینه: پاسخ  

  : رئوس ناکانونی بیضی دو سر کوتاهترین قطر بیضی هستند پس

( , ), ( , )3 3B B     

  :چون پس بیضی قائم بوده و معادلۀ آن به صورت زیر است

: , , ( , )
3 3

2 2 2 2
B B B Bx x y y

        
    

   

 
  مرکز بیضی  

| ( ) | b

2 2 2 2 2
2 2 2 2

2

2 3 3 2 3

1 1 9
4 36 3 36 12

2 4

BB b b

c a b a b a
e a a a a

a a a a

       

  
            

  

Bچون  By y  پس بیضی قائم بوده و معادلۀ آن به صورت زیر است :  

( ) ( )2 2 2 2
36 2 2

2 2
1 1 3 4 36

12 9

y y x x y x
y x

a b
   

         

 مختصات دو سر بزرگترین قطر یک بیضی   :72 سؤال( , ),( , )2 1 2 5 این بیضی از نقطۀ . است( , )1  .نیز می گذرد 3

  خروج از مرکز آن کدام است؟

1(
13

2
     2(

7

8
       3 (

7

4
    4 (

13

4
  

2گزینه: پاسخ  

)با توجه به اینکه  , ), ( , )2 1 2 5A A بنابراین این بیضی نقطۀ . م استدو سر قطر بزرگ بیضی هستند بنابراین بیضی قائ

O( , )2   : از طرفی. است 2

A 2 6 3A a a      

( ) ( ) ( ) ( )
:

2 2 2 2

2 2 2

2 2
1 1

9
o oy y x x y x

a b b

   
     معادلۀ بیضی قائم  

( ) ( )2 2
2

2 2

3 2 1 2 1 1 8 9
1 1

9 9 9 8
b

b b

 
          

          :پس خروج از مرکز بیضی برابر است با
2

2

9
781 1

9 8

c b
e

a a
       
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 ازاي کدام مقدار  به  :73 سؤالk شکل ظاهري بیضی به معادلۀ
2 24 48x ky  به دایره نزدیکتر است؟  

1 (12      2 (6      3 (2      4 (3  

4گزینه: پاسخ  

هر چه قدر ضریب  )روش اول,y x2   . درست است) 4(پس گزینه . به هم نزدیک تر باشند به دایره نزدیک تر است2

هرچقدر خروج از مرکز به یک نزدیکتر شود بیضی . می دانیم که در هر بیضی خروج از مرکز عددي بین صفر و یک است )دوموش ر

 از طرفی اگر معادلۀ . کشیده تر و هرچقدر خروج از مرکز به صفر نزدیکتر شود بیضی به دایره شبیه تر می شود

( , ) 2 2A B Ax By Cx Dy E      آنگاه خروج از مرکز بیضی از رابطۀ زیر محاسبه  یک بیضی را مشخص کند

  :می شود

min{ , }

max{ , }
1

A B
e

A B
   

  : گزینه ها را بررسی می کنیم

) )

) )

4 6 4 3
1 1 2 1

12 3 6 3

2 2 3 1
3 1 4 1

4 2 4 2

e e

e e

     

     

  

  . به دست می آید» 4«ملاحظه می شود که کمترین مقدار براي خروج از مرکز در گزینه 

  

 تشکیل معادلۀ بیضی از روي دایره :  

رض نقاط  واقع بر دایره به معادلۀاگر ع 
2 2 2x y R   را به نسبتk  تقسیم کنیم، شکل حاصل یک بیضی به معادلۀ

2
2 2y

x R
k

 
  
 

  .خواهد شد 

 معادلۀ مکان هندسی نقاطی که عرض نقطه هاي واقع بر دایره به معادلۀ    :74 سؤال
2 2 16x y به نسبت  را

3

4
  تقسیم کند کدام است؟ 

1(

2 2

1
16 9

x y
    2 (

2 2

1
9 25

y x
     3 (

2 2

1
25 16

x y
     4 (

2 2

1
25 9

y x
   

1گزینه: پاسخ  

 

2
32 2

2 2 24

2 2 2
162

4
16 16 16

3 3
4

16
16 1

9 16 9

ky y y
x x x

k

y x y
x





 
    

           
    

 

     
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 ویژگی بازتابندگی بیضی :  

 .پرتویی از یکی از کانون ها به بیضی بتابد پرتو بازتاب آن از کانون دیگر عبور می کنداگر  )1

,به دو کانون وصل کنیم آنگاه زوایاي  Mروي بیضی مماسی رسم کنیم و سپس از  Mاگر در نقطۀ  )2  با هم مساوي

)خواهند بود , ) . 

  

  

  

  

 اگر یک شعاع نورانی از نقطۀ   :75 سؤال( , )4 1 بر بیضی
( )2 21

1
25 9

x y 
   بتابد پرتو بازتاب الزاماً از کدام

  یک از نقاط زیر می گذرد؟ 

1 (( , )3 1     2(( , )5 1      3 (( , )4 1     4 (( , )2 1   

3گزینه: پاسخ  

صحبت از شعاع نورانی شد احتمالاً نقطۀ داده شده باید کانون بیضی باشد که اگر حدسمان درست باشد پرتو بازتاب طبق ویژگی بیان 

  :پس مختصات کانون ها را می یابیم. شده حتماً از کانون دیگر بیضی خواهد گذشت

( , )
( )2 2

2 2 2 2 2 2

2

1
1

1 25 25 9 16 4
25 9

9

O
x y

a a b c c c c

b




             






  

  :واحد جلوتر و عقب تر از مرکزند cبیضی افقی بوده و لذا کانون هاي بیضی به اندازة 

( , ), ( , )4 1 4 1F F F              F   

  

)پس درست حدس زدیم شعاع نورانی از یکی از کانون ها یعنی  , )4 1 ه پرتو بازتاب از کانون به بیضی تابیده شده بود و در نتیج

)دیگر یعنی  , )4 1  می گذرد .  

 معادلۀ خطوط مماس و قائم بر بیضی :  

خطوط مماس بر رئوس بیضی، خطوطی افقی یا عمودي بوده که شکل حاصل از  

پس براي یافتن مساحت با . می باشد b2و  a2برخورد آنها یک مستطیل به ابعاد 

  .را بیابیم b,aحاصل از برخورد خطوط مماس بر رأس بیضی باید محیط مستطیل 

  

  

   

  

A 

B 

b2  
 A   

 B   

 

 

F  F 

M 

 خط مماس

  واحد عقب 4  واحد جلو 4

( , )1O  
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 مساحت محدود به خطوط مماس بر منحنی   :75 سؤال
2 24 4 4x y x    در هر رأس کانونی و غیرکانونی آن

  ) 90سراسري تجربی(کدام است؟ 

1 (8      2 (12      3 (16      4 (18  

3گزینه: پاسخ  

   ab4می دهند که مساحت آن برابر  b2و  a2ی در رأس هاي آن مطابق شکل تشکیل یک مستطیل به ابعاد خطوط مماس بر بیض

  .می باشد

( )

( )

2 2

2 2

2 2

4 4 4

2 4 8

2
1

8 2

x y x

x y

x y

  

   


  

  

  

2,بنابراین  22 8b a   2و در نتیجه 2 16a b ً4: و نهایتا 4 4 16S ab     

 ضیوتر کانون بی :  

وتري که از کانون بیضی می گذرد و بر محور کانونی عمود است، وتر کانونی بیضی نامیده می شود و طول آن از فرمول زیر به دست  

  : می آید

  

22 1MN b e    یا
22b

MN
a

  

  

  

 در بیضی به معادلۀ   :76 سؤال
2 216 5 1 75y x x    گذرا بر کانون و عمود بر محور کانونی بیضی را خط

  )96داخل تجربی (کدام است؟  MNاندازة . قطع می کند N , Mدر 

1 (2      2 (5/2      3 (3      4 (5/3  

2گزینه: پاسخ  

( )

( ) ( )
/

82 2

22 2 2 2

2

1 1 1
5 1 16 75 5

32

16 41 2 2 5 1
1 2 5

16 5 4 45 5

x x
x y

y y

a ax y b

ab b

   
     

  

    
      

  

  

 


   

  

  

  

M 

N 

F 

 وتر کانونی

B 

A  A  

 B  
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   . هذلولی   

 

  هذلولی :  

صله هاي آن ها از دو نقطۀ ثابت به نام کانون ها مقدار ثابتی است این مکان هندسی نقاطی از یک صفحه است که قدرمطلق تفاضل فا 

  . قطر هذلولی است و آن دو نقطۀ ثابت کانون هاي هذلولی می باشند a2مقدار ثابت 

Aو  Aهذلولی فقط دو رأس دارد که   هستند و اندازةAA قطر هذلولی است .  

  

  

  

  

  

  

 

| MF MF | a2   

 معادلۀ استاندارد هذلولی :  

  1ـ هذلولی افقی :  

)معادلۀ هذلولی افقی به مرکز   , )O   به صورت مقابل است :
( ) ( )2 2

2 2
1

x y

a b

  
   

 هذلولی قائم :  

)معادلۀ هذلولی افقی به مرکز  , )O   به صورت مقابل است :
( ) ( )2 2

2 2
1

y x

a b

  
   

  فرق هذلولی افقی با قائم در این است که در هذلولی افقی پرانتز شامل  : توجهx  اول می آید و در قائم پرانتز شاملy  در ضمن

2a  2همیشه عدد زیر کسر اول وb 2کسر دوم است و مثل بیضی عدد بزرگتر الزاماً عدد زیرa نیست .  

 در هذلولی رابطۀ بین  :  رابطۀ طلاییc , b , a به شکل مقابل است : 
2 2 2c a b   2یا   مجموع مخرج هاc   

c,در هذلولی  b c a  و اما در مورد مقایسۀb , a چیزي نمی توان گفت.  

کمترین فاصلۀ نقاط دو شاخۀ هذلولی برابر : نکتهa2 است که همان قطر هذلولی می باشد.  

 در هذلولی نیز خروج از مرکز از رابطۀ  :  خروج از مرکز
c

e
a

 بدست می آید    .  

c c a b b
e

a a a a


    

2 2 2 2

2 2 2
1  

O 

M 

a 
A 

F 
c 

a 

c 
 F  

 A  
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 دو نقطۀ   :77 سؤالN , M  هر کدام بر روي یکی از دو شاخۀ هذلولی به معادلۀ
2 24 9 18 16y x x     

  )82داخل (کدام است؟  MNکمترین فاصلۀ . حرکت می کند

1 (
1

3


      2 (

5

3
      3 (

5

2
      4 (5  

1گزینه: خپاس  

در ضمن روش استاندارد . معلوم شود aبنابراین هذلولی را استاندارد می کنیم تا . همان قطر هذلولی است MNکمترین فاصلۀ 

  :کردن هذلولی گسترده هم مثل بیضی است

( ) ( )
( , ) ( ) ( )

2 2
252 2

2

18 18 1

8

1
1 4 9 1 16 9 1

25 25

9 4

25 5 1
2

9 3 3

x x

y y

x y
O y x

a a a

 

    


  


          

     



 

  



  

 پیدا کردن مختصات رأس ها و کانون ها :  

اگر هذلولی افقی باشد طول نقاط نسبت به مرکز . کنون ها در بیضی و هذلولی یکسان استروش پیدا کردن مختصات رأس ها و ا 

Aو Aدر . تغییر می کند و اگر قائم باشد عرض آنها   طول یا عرضa  و در کانون طول یا عرضcمی شود.  

  

 

  

  

  

 در هذلولی به معادلۀ  :78 سؤال
2 24 5 8 2 4y x y x      مختصات یکی از کانون ها کدام است؟  

1 (( , )2 1     2 (( , )1 1     3 (( , )2 1    4 (( , )2 2  

2گزینه: پاسخ  

  :به دست آید cیم تا هذلولی را استاندارد می کن

( ) ( ) ( )
( , ) ( ) ( )

( , )
, ( , )

( , )

2 2
22 2

2 2

1 2 2

8 8 1

2 1
2 1 4 1 5 2 4 4 2 1

4 5

5 1
3 2 3 1

1 1

x x

y y

x y
O y x

F
c a b F F

F

 

    


    

 
           


        

  



  



  

  

a-  a+  

c+  c-  

F  A  O   A    F   
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  در هذلولی به معادلۀ   :79 سؤال
2 24 5 8 2 4y x y x     مختصات یکی از کانون ها کدام است؟  

  )85تجربی خارج (

1 (( , )2 1     2 (( , )1 1     3 (( , )2 1    4 (( , )2 2  

2گزینه: پاسخ  

 
( ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

,

( , )
( , ) , ( , )

( , )

2 2
22 2

2 2 2

1 2 2

8 8 1

2 1
2 1 4 1 5 2 4 4 2 1

4 5

4 5 9 3

5 1
2 1 2 3 1

1 1

x x

y y

x y
O y x

a b c c

F
O F F

F

 

    


    

 
           

      


     

  



  




  

 مساحت بین دو دایره یکی به قطر فاصلۀ دو رأس و دیگري به قطر فاصلۀ دو کانون هذلولی به معادلۀ   :80 سؤال

2 29 4 18 8 31x y x y     91خارج (کدام است؟(  

1  (4      2 (5      3 (6      4 (9  

4گزینه: پاسخ  

2مساحت بین دو دایره 2c a   است بنابراین باید هذلولی را استاندارد کرده وc,a را پیدا کنیم:  

( , ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2 2

2 2
36

2 2 2 2 2 2

18 18 1

8 8 1

1 1 9 1 4 1 31 9 4

1 1
1

4 9

9 9

b

x x

y y

O x y

x y

c a c a c a     



   

     

       

 
  

      







  

 رأس هاي هذلولی   :81 سؤال
2 22 4 2 6x y x y    این دایره خط . دو سر قطري از یک دایره اند

5x y  را با کدام طول مثبت قطع می کند؟  

1 (2      2 (3      3 (1      4 (4  

1گزینه: پاسخ  

( )

( , ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2
5

4 4 1

2 2 1

11 2 1 1 6 2 1

1 1
1

55
2

x x

y y

O x y

y x 

   

    

       

 
  





 
a 
a 

F A 

a c 

F 
 

A  
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  : ي هذلولی است aآن  حال مرکز دایره همان مرکز هذلولی و شعاع

( ) (y ) ( ) ( )
( , )

52 2 2 25
1 1 5 1 4 5 2

11

x yR
x x x x

O

  
           


  

 هذلولی به معادلۀ   :82 سؤال
2 25 4 2y x y    معادلۀ یک بیضی که کانون هاي آن منطبق . مفروض است

  )94تجربی (بر رأس هاي هذلولی و رأس هاي آن در کانون هاي این هذلولی باشد کدام است؟ 

1 (
2 25 9 2 25y x y        2 (

2 25 9 1 36y x y    

3(
2 24 5 16 4y x y         4 (

2 29 5 36 9y x y    

1گزینه: پاسخ  

را در  c2و  a2هذلولی است بنابراین  c2هذلولی و قطر بزرگ آن برابر  a2با توجه به شکل مقابل فاصلۀ کانون بیضی برابر

  : هذلولی پیدا می کنیم

( , ) ( )

( )

2 2 2 2

2 2
2

8

1 2 2

5 4 2 2 5 2 4 2

22
1

4 5 5 4 3

9 4 5

x x

y y

y x y O y x

ay x

c

b



   


   

       

 
    

  

   



 

  

   
  

  

  : با توجه به شکل مرکز بیضی و هذلولی یکسان است و معادلۀ آن عبارت است از

( ) ( )
(y y )

2 2
45 2 2 2 22

1 9 5 4 4 45 9 5 2 25
5 9

x y
x x y y

 
          


  

 رأس هاي کانونی بیضی   :83 سؤال
2 29 4 18 27x y x  اگر فاصلۀ یک . کانون هاي یک هذلولی هستند

  باشد فاصلۀ یک کانون تا دورترین رأس چقدر است؟ 1س آن کانون هذلولی تا نزدیکترین رأ

1 (3      2 (4      3 (5      4 (6  

3گزینه: پاسخ  

( )
( , ) ( )

2 2
362 2

18 18 1

8

1
1 9 1 4 27 9 1

4 9

x x

y y

x y
O x y



   


  


       



 



  

1cخواهد بود همچنین فاصلۀ یک کانون از نزدیکترین رأس هذلولی  cهذلولی= 3است یعنی  aبیضی= 3بنابراین  a  است

5c: خواهد بود و در نتیجه فاصلۀ یک کانون از دورترین رأس برابر است با aهذلولی=2بنابراین  a   

  

 هذلولی

 هذلولی

 بیضی

 

A 
 

A 

 

F 
 

F 
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 نقطۀ   :84 سؤال( , ), ( , )2A A    دو رأس وF( , )1 5  معادلۀ این . یکی از کانون هاي هذلولی است

  هذلولی کدام است؟    

1 (( )2 24 2y x x       2( (x )2 22 2x x        

3 (( )2 24 2x y y       4 (( )2 22 2x y y   

1گزینه: پاسخ  

A,هذلولی افقی است چون طول  Aتغییر کرده است :  

( , )

( )
| AA | (x x ) y

| OF | c

( )

2 2
2 2

2 2

2 2

1
2

1
2 2 1 1 4 2 1 4

1 4
5 2

4 2

A A
O O

x y
a a

b c a

y x x


 

 
           


     



  



  

 دار به ازاي کدام مق  :85 سؤالk  خروج از مرکز هذلولی به معادلۀ
2 22 4 4kx y y   است 3برابر.  

  )95سراسري تجربی (           4) 4      3) 3      2) 2      1) 1

4گزینه: پاسخ  

  : ابتدا معادله داده شده را استاندارد می کنیم

( ) ( )

((y ) ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2
22 2 2 2 2

2 4 4 2 2 4 2 2 1 1 4

2 1 1 4 2 1 2 1 1
2

kx y y kx y y kx y y

kx
kx kx y y



            

            
  

2,ادلۀ استاندارد پشتمی دانیم در مع 2y x  نباید عددي باشد پس معادله را به فرم( )
2

21 1
2

x
y

k

    می نویسیم که در

2,این صورت  2 2
1b a

k
   است بنابراین 3می شود از طرفی خروج از مرکز:  

2

2

1
1 3 1 3 1 3 2 4

2 2 2

b k k
e k

a
k

              

  در یک هذلولی به مرکز   :86سؤال( , )1 2O  نقطۀ( , )1 3A  رأس و( , )1 4F دایره اي بر هر دو کانون . کانون است

  شعاع این دایره کدام است؟. هذلولی گذشته و مرکز آن روي نیمساز ناحیۀ اول است

1 (2      2(3      3 (7      4 (5  

4گزینه: پاسخ  

O ( , ) ( , ) ( , )2 2 4 1 4 1
2

F F
F O F F


          
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)حال مرکز دایره اي که مرکز آن روي نیمساز ناحیۀ اول است به صورت  , )O   اید فاصلۀ آن از است که بFوF   برابر

  :باشد

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

2 2

1 1 4 4

2 1 2 5

O F O F

R O F

     



            

      

  

 تشخیص هذلولی :  

شرط این که رابطۀ 
2 2Ax By Cx Dy E       هذلولی باشد آن است کهAB    باشد یعنی ضریب

,2 2y x ناهم علامت باشند.  

 تشخیص هذلولی افقی از قائم :  

yfریشۀ (در هذلولی افقی محور تقارن افقی     ( و در هذلولی قائم محور تقارن قائم) ریشۀxf    (هذلولی را قطع می کند .  

  

  

 

  

  

  

  

 ه معادلۀ هر دو کانون هذلولی ب  :87 سؤال
2 24 2ax x y y     بر روي خطی موازيx مجموعۀ . ها است

  کدام است؟ aمقادیر 

1 (8 4a       2 (4 a       3 (2 a       4 (8a   

  

2گزینه: پاسخ  

)ید  اولاً براي هذلولی بودن با )( )1a  باشد .  

  : ثانیاً چون گفته شده هذلولی افقی است بنابراین محور تقارن افقی باید هذلولی را قطع کند

21 4 1 16 4 4yf y ax x a a                     

 هر یک از دو شاخۀ هذلولی به معادلۀ    :88 سؤال
2 24 4x ax y     محورy  ها را در یک نقطه قطع  

  به کدام صورت است؟ aمجموعۀ مقادیر . ی کندم

1 (| a | 2    2 (| a | 2    3(| a | 4     4 (| a | 4  

3گزینه: پاسخ  

شرط هذلولی بودن خود به خود برقرار است ولی . ها را در یک نقطه قطع می کند یعنی هذلولی قائم است yهر یک از شاخه ها محور 

پیدا کردن محور تقارن افقی در (شرط قائم بودن این است که محور تقارن قائم هذلولی را قطع کند یا محور تقارن افقی را قطع نکند 

|       .)این جا راحت تر است |2 24 16 4yf y x ax a a                     

yf    
F  F 

F 

F  

xf    
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 نمایش هندسی  :89 سؤال( ) ( )2 22 2 2a x a y      به ازاي کدام مقادیرa یک هذلولی است؟  

1 (2a     2 (2 a       3 (2 2a      4 (2a   

3گزینه: پاسخ  

)باید  )( )2 2a a    باشد پس :( )(a )2 2 2 2a a        

)از طرفی مرکز تقارن آن یعنی  , )  در معادله صدق نمی کند .  

 وتر کانونی هذلولی :  

  :وتر گذرنده از کانون هذلولی و عمود بر محور کانونی آن را وتر کانونی هذلولی می نامند و طول آن را از فرمول زیر به دست می آورند 

  

22 1MN b e     یا
22b

MN
a

  

 

  

 در هذلولی به معادلۀ  :90 سؤال
2 22 4 6 9x y x      طول وتري از آن گذرا بر کانون و عمود بر محور

  )93سراسري تجربی (کانونی کدام است؟ 

1 (1      2 (7     3 (3      4 (2 3  

3گزینه: پاسخ  

طول وتر کانونی برابر 
22b

MN
a

 است معادله را به صورت استاندارد می نویسیم :  

( ) ( )

( )
,

2 2 2 2

2 2 2
12 2 2

3 2 4 9 3 1 4 12

1 2 6
1 4 3 3

4 3 2

x x y x y

x y b
a b MN

a



       


         



  

  

 مجانب هاي هذلولی :  

وي معادلۀ هذلولی به هر هذلولی داراي دو مجانب است که از مرکز هذلولی می گذرد و به رو شهاي زیر می توان معادله آنها را از ر 

  :دست آورد

  1ـ وقتی معادلۀ هذلولی استاندارد باشد :  

  :بگذارید و برابر صفر قرار دهیداست از تک تک کسرها جذب بگیرید و بین آنها  در این حالت کافی

( ) ( )2 2

2 2
1

x y x y

a ba b

      
       

M 

F  F 

N 
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نتیجه:  

باشد شیب مجانب دیگر  2یعنی اگر شیب یک مجانب . همواره قرینۀ هم است) چه قائمچه افقی و (شیب دو مجانب هذلولی  )1

  .است -2

شیب مجانب هاي هذلولی افقی  )2
b

a
 و شیب مجانب هاي هذلولی قائم

a

b
 است . 

معادلۀ مجانب هاي هذلولی: مثال
( ) ( )2 21 1

1
4 9

y x 
  ا بنویسیدر.  

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

2 2 3 1 2 1 3 2 11 1 1 1
1

3 1 2 1 3 2 54 9 2 3

y x y xy x y x

y x y x

         
      

      





  

 2ـ وقتی معادلۀ هذلولی گسترده باشد :  

به دست می ) 2غیر درجۀ(و شیب مجانب ها را با حذف جمله هاي ضعیف  در این حالت مرکز هذلولی را با مشتق گیري پیدا کرده

  .آوریم و معادلۀ خطوط گذرا از مرکز و با شیب پیدا شده را می نویسیم

معادلۀ مجانب هاي هذلولی: المث
2 24 9 8 6 5x y x y      را بنویسید.  

,به کمک مشتق گیري 
1

1
3

O
 
 
 

  :حال کافی است شیب مجانب ها را پیدا کنیم. به دست می آید 

2 2 2 2 2 24 2 2
4 9 8 6 5 4 9

9 3 3
x y x y x y y x y x m                  

  : معادلۀ مجانب ها عبارتند از

( )

( )

1 2 2 1
1

3 3 3 3

1 2 2
1 1

3 3 3

y x y x

y x y x


     


        


  

  

 2,یک هذلولی افقی معادلۀ   :91 ؤالس 2 4y x y x    مجانب ها به صورت می باشند خروج از مرکز این

  هذلولی کدام است؟

1 (
3

2
    2(

1
5

2
       3 (3      4 (5  

4ینهگز: پاسخ  

در هذلولی افقی شیب مجانب ها به صورت 
b

a
 2,است اگر به معادلات مجانب که به صورت 2 4y x y x    

2هستند توجه کنید نتیجه می گیریم که 
b

a
   است از طرفی با توجه به فرمول خروج از مرکز داریم :  

( )
22 2

2
2

1 1 1 2 5

b

ab b
e

aa

 
       

 
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 در هذلولی به کانون هاي  :92 سؤال( , ), ( , )1 5 2 1 5 2F F      واحد است  2فاصلۀ دو رأس آن برابر

  )93خارج (معادلۀ مجانب آن با شیب منفی کدام است؟ 

1 (2y x      2(2y x       3 (2 1y x   4( 2 3y x    

2گزینه: پاسخ  

هذلولی افقی است چون طول کانون ها تغییر کرده است بنابراین شیب مجانب ها 
b

a
است بنابراین خواهیم داشت:  

2 22 2 5 5
5 1 2 2

2 2 1

c FF c b
b c a m

aa AA a

    
          

   
  

( )2 2 1 2 2y x y x y x           مجانب( , )1 2
2

F F
O O


     

 مجانب هاي هذلولی به معادلۀ   :93 سؤال
2 21

1
4

x y ax by     در نقطۀ( , )2 1 عرض از . متقاطع اند

  )90داخل (مبدأ خط مجانب آن با شیب مثبت کدام است؟ 

1 (4      2 (2      3 (3      4 (1  

2گزینه: پاسخ  

  :ست می آیدشیب مجانب هاي هذلولی با حذف جمله هاي ضعیف به د

( ) ( )2 21 1 1 1
1 2 1 2 2

4 2 2 2

x
x y y x y x y y


               


   

 2خط به معادلۀ   :94 سؤال 4y x یکی از مجانب هاي هذلولی به کانون( , )3 2F   است که محور کانونی آن

  )79تجربی داخل (معادلۀ خط مجانب دیگر هذلولی کدام است؟ . ها است xموازي محور 

1(2y x    2 (2 2y x     3 (2 4y x   4 (2 3y x   

1گزینه: پاسخ  

2yیعنی  Fحال خط افقی گذرا از . ها است پس هذلولی افقی می باشد xچون محور کانونی هذلولی موازي محور   با مجانب را

  :قطع می دهیم تا مرکز تقارن پیدا شود

( , )
2

1 2
2 4

y
O

y x




 
  

)است که از مرکز + 2از طرف دیگر گفتیم که شیب دو مجانب هذلولی قرینۀ هم هستند پس شیب مجانب دیگر  , )1 2O  نیز  

  : می گذرد پس معادلۀ مجانب دیگر به صورت زیر است

( )2 2 1 2y x y x       
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 به ازاي کدام مقدار   :95 سؤالk  در هذلولی به معادلۀ
2 23 4 5x y y k     فاصلۀ یکی از کانون ها از نقطۀ

  ) 70داخل دهه (است؟  2تلاقی مجانب ها برابر 

1 (2 -      2 (1 -      3 (2      4 (3   

1گزینه: پاسخ  

2cبنابراین باید  cاصلۀ کانون از مرکز برابر است با نقطۀ تلاقی مجانب ها یعنی مرکز هذلولی و ف   باشد ابتدا هذلولی را

  :استاندارد می کنیم

( ) ( )
( , ) ( )

2 2 2

2 2
12 2

2

2

6

2 4 2

2
2 3 2 5 4 1

1 1
3

1 4 4
1 2 4 4 8 2

3 3

k

a b c

c

x x

y y

x y
O x y k

k k

k k
k k k

 

 



  

    


        

 

 
           

 



  

 3در یک هذلولی معادلۀ محور کانونی  :96 سؤالx    و معادلۀ یکی از مجانب ها
4

2
3

y x  خروج از . است

  مرکز این هذلولی کدام است؟

1 (
3

4
      2 (

4

3
      3 (

4

5
      4 (

5

4
  

4گزینه: پاسخ  

3xچون محور کانونی روي خط     موازي محور (قرار داردy پس هذلولی قائم است می دانیم که در هذلولی قائم ) ها ست

شیب مجانب هاي 
a

b
 پس. است :  

:
4 3

3 4

a b
m

b a
    شیب خط

4
2

3
y x    

2 22 2 2 2

22
2 2

3 5
1 1

4 4

c
e a b a b ba e

aaac a b


      

           
     

  

 3,دو خط به معادلات   :97 سؤال 1y x y x      مجانب هاي یک هذلولی و( , )1 یکی از نقاط آن می  5

  فاصلۀ دو کانون این هذلولی کدام است؟. باشد

1 (3 2    2 (6 2    3 (2 3    4 (4 3  

2ینهگز: پاسخ  

مرکز هذلولی با حل دستگاه 
1

3

y x

y x

 


  
  :به دست می آید
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( , )
11

1 3 2 2 1 2 1 2
3

y xy x
x x x x y O

y x

  
           

  
  

2y,خطوط x     محورهاي تقارن هذلولی می باشند و نقطۀ( , )1 1xروي خط 5   قرار دارد بنابراین نقطه( , )1 5 

  : یکی از رأس هاي هذلولی است و داریم

O ( , ),A( , ) O1 2 1 5 3a A     

از طرفی شیب مجانب ها مایل هذلولی قائم برابر 
a

b
است :  

2 2 21 3 18 3 2
a

a b c a b c
b

             

2بنابراین فاصلۀ دو کانون هذلولی برابر  6 2c  است .  

 2در یک هذلولی قائم معادلۀ یکی از مجانب ها   :98 سؤال 3y x     و مختصات یکی از کانون هاي آن

( , )1 4 فاصلۀ کانونی هذلولی کدام است؟. است  

1 (4      2 (5      3 (9      4 (18  

4گزینه: پاسخ  

xدر هذلولی قائم خط    محور کانونی هذلولی است از طرفی( , )1 4F   یکی از کانون هاي هذلولی است، بنابراین خط

1x   محور کانونی هذلولی می باشد:  

( , ), ( , )
2 3

5 1 5 1 4 9
1

y x
y O F c O F

x

  
          

 


  

2بنابراین فاصلۀ کانونی هذلولی برابر  18c  است .  

   

 2,در یک هذلولی افقی معادلۀ مجانب ها به صورت   :99 سؤال 2 4y x y x     می باشند خروج از مرکز

  )95سراسري تجربی خارج (این هذلولی کدام است؟ 

1 (
3

2
    2 (

1
5

2
      3(3       4 (5  

4گزینه: پاسخ  

شیب مجانب هاي مایل در هذلولی افقی برابر 
b

a
است بنابراین :  

2

2 2 1 1 4 5
b b c b

e
a a a a

 
            

 
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 2,دو خط به معادلات  :100 سؤال 7 2 1y x y x     ذلولی از اگر این ه. مجانب هاي یک هذلولی هستند

)نقطۀ  , )4   )95سراسري خارج(بگذرد، فاصلۀ دو کانون آن کدام است؟  3

1 (2 3    2 (2 5    3 (4 3    4 (4 5  

4گزینه: پاسخ  

  :ع می دهیم تا مرکز هذلولی مشخص شوددو مجانب را تقاطابتدا 

y x
x x x x y

y x

 
          

  

2 1
2 1 2 7 4 8 2 3

2 7
  

)پس  , )O 2 )ي از آنجایی که نقطه. مرکز هذلولی می باشد3 , )4 روي هذلولی قرار دارد و هم چنین عرض آن با عرض مرکز  3

  .کانونی هذلولی باشد و هذلولی فوق یک هذلولی افقی استهذلولی برابر است پس این نقطه حتماً باید رأس 

a   4 2 2  

شیب خط مجانب : هذلولی افقی
b

a
 است پس:  

b b b
b c a b

a a

c

              

  

2 2 2 2 22 2 2 4 2 4 2
2

2 2 5





  

c: ي دو کانونفاصله  2 4 5  

 2,دو خط به معادلات   :101 سؤال 1 2 1y x y x        مجانب هاي یک هذلولی گذرا بر نقطۀ( , )3  

  هستند معادلۀ این هذلولی کدام است؟ 

1 (
2 24 8x y x       2 (

2 24 8 8y x y      

3 (
2 24 2 3x y x      4 (

2 24 2 5y x x    

3گزینه: پاسخ  

  :ابتدا دو مجانب را تقاطع می دهیم تا مرکز هذلولی بدست آید

y x x

y x y

    
 

    

2 1 1

2 1



 
  

)Oپس  , )1  مرکز هذلولی می باشد.  

)از آنجایی که نقطۀ  , )3  نقطه حتماً باید  روي هذلولی قرار دارد و هم چنین عرض آن با عرض مرکز هذلولی برابر است پس این

عرض آن با عرض مرکز هذلولی برابر است پس این نقطه حتماً باید رأس کانونی هذلولی باشد و هذلولی فوق یک هذلولی افقی 

a                                .است   3 1 2  

شیب خط مجانب است: هذلولی افقی
b

a
 پس  :

b b b
b

a a
        

1 1 1
1

2 2 2 2
  

  :معادلۀ هذلولی

(x )
( ) x

y
x y x x y y x


              

2 2
4 2 2 2 2 2 21

1 1 4 4 2 1 4 4 4 2 3
4 1
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   b: در هر هذلولی همواره فاصلۀ کانون ها از خطوط مجانب برابر است با : نکته

( c, ) ( )2 2

2 2 2 2
1

Fx y x y b c bc
bx ay FH b

a b ca b b a

  
           



 
 ًمثلا  

  

 در هذلولی به معادلۀ   :102 سؤال
2 28 4 12x y y    کدام است؟فاصلۀ یک کانون از خط مجانب آن  

1 (3      2 (2      3 (2   )95سراسري داخل(       3) 4      2

3گزینه: پاسخ  

  :می باشد پس bفاصلۀ کانون از خط مجانب هذلولی برابر 

( ) ( )
( , ) ( ) ( )

2 2
2 2

16

2 4 2

2
2 8 2 12 4 1 8 2 2

1 8

x x

y y

x y
O x y b

  

    

 
           

 




 

  

 رسم هذلولی :  

مرکز  Oطوري رسم می کنیم که  b2و  a2کنیم، سپس یک مستطیل به ابعاد براي رسم هذلولی افقی مرکز را مشخص می  

در این حالت . قطرهاي این مستطیل مجانب هاي هذلولی هستند و هذلولی در وسط اضلاع بر مستطیل مماس می شود. مستطیل باشد

a2  در امتداد افق وb2  در امتداد قائم رسم می شود ولی اگر هذلولی قائم باشدa2 ودي و را عمb2 را افقی رسم می کنیم.  

  

  

  

  

  

  

 هذلولی همواره بر ضلع : مهمb2 طول قطر مستطیل  .مستطیل مماس می شودc2  است یعنی اگر به مرکز هذلولی و

  . در واقع بر مستطیل درون دایره محاط می شود. یک دایره رسم کنیم این دایره از رأس هاي مستطیل می گذرد cشعاع 

  

 ساحت مستطیلی که قطرهاي آن مجانب هاي هذلولی م  :103 سؤال
2 24 4 8x y y    بوده و ضلع آن بر

  هذلولی مماس باشد کدام است؟

1 (4      2 (6      3 (8      4 (10  

4گزینه: پاسخ  

  : همانطور که در شکل ملاحظه می کنید این مستطیل همان جعبۀ رسم هذلولی است که مساحت آن برابر است با

  

b2  

a2  
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 ( )( )2 2 4S a b ab   

  

  

  

  :را پیدا کنیم b , aو بنابراین باید هذلولی را استاندارد کنیم 

8

2 4 2

x x

y y

  

    

 


  

 
(y )

( , ) ( ) ( )
2 2

42 2

2

2

2
2 4 2 8 4 1

1 4

1
4 4 1 2 8

4

x yf f

x
O x y

a
S ab

b



  


         

 
      



 

  

  

  

 اگر این هذلولی بر . واحد است 8و  6مجانب هاي یک هذلولی منطبق بر دو قطر یک مستطیل به ابعاد   :104 سؤال

  رگتر مستطیل مماس باشد خروج از مرکز آن کدام است؟ضلع بز

1 (
5

4
      2 (

4

3
      3 (

3

2
      4 (

5

3
  

4گزینه: پاسخ  

واحد است پس   8لع بزرگ مستطیل بوده که مستطیل مماس می شود که طبق فرض ض b2می دانیم هذلولی همواره بر ضلع 

2 8 4b b    2و ضلع دیگر مستطیل هم برابر 6 3a a   بنابراین. است :  

2

2

16 25 5
1 1

9 9 3

b
e

a
       

b 

b 

a a 
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   . نامعین انتگرال   

 

  یافتن تابع اولیه :  

)منظور از تابع اولیۀ  )f x  توابعی به صورت( )F x C  هستند به طوري که( ) ( )F x f x   

( ) ( ) ( ) ( )F x f x f x dx F x C      

می شود که می توان به  x2تمام توابعی است که مشتق آنها  2xdx منظور از : مثال
2x یا

2 1x  یا
2 5x  و به طور ... یا

کلی  
2x C پس یک تابع مانند . اشاره کرد( ) 2f x x  داراي بی شمار تابع اولیه است که اختلاف آنها در عدد ثابتشان

  .است

 فرمول هاي انتگرال گیري :  

 ابع چند جمله اي و نماییتو :لدستۀ او    

)

) ,

(ax b)
) ( ) ,

) ( ) ln | ax b | C

)

1

1

1

1

2

3
2 1

11
2

1
3 1

1

1
4

1
5

n
n

n
n

ax b ax b

kdx kx C

x dx x x C
x

x dx C n
n

dx x C
x

ax b dx C n
a n

ax b dx
a

e dx e C
a







 

 

 
   

     
   

 

 
       

   

 














  

 اگر  :105 سؤال
( )2

2

1

22

x x f x
dx C

xx

  
   

 
 در این صورت( )f x   کدام است؟  

1(
2 2x x        2(

2 2 2x x      

3 (
2 2 1x x       4 (

2 2x x   

3گزینه: پاسخ  

 ( )

32
22

2 2

2

1 1 1 1 1
1

2 222 2

1 2 1 2 1

2 2

f x

x x
dx dx x x dx

x xx x

x x
x C C

x xx




                      

  
      

 

  


  

 نتیجه مهم
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 اگر  :106 سؤال
( )

( )
31 1

3
x

dx x f x C
x

 
    باشد( )f x کدام است؟  

1 (
2

3 2
3

x x       2 (
2

6
3

x x       

3 (
2

3 6
9

x x       4 ( 
2

2
9

x x   

2گزینه: پاسخ  

 

( )

( )

( ) x

31 1 1 3 3 1 3
3

2 2
3 2 3 3 2

3 9

f x

x x x x x
dx dx x dx

x x x

x x x x x x

       
    

 

 
      

 

  



  

 اگر  :107 سؤال
( )

2
2

2

1
4

3

f x
x dx C

xx

 
    

 
  آنگاه( )f x  کدام است؟  

1 (4 3x     2 (3 4x     3 (3 4x     4 (4 3x   

  

1گزینه: پاسخ  

2 2
2 4 2 2

2 4 2 2

1 1 1 1
4 2 4A x dx x dx x dx x dx

x x x x

   
             

   
     

2حال با توجه به اینکه  
2

1
x

x
   می باشد می توان نوشت:  

( )
( )

3 4
2 4

2

1 1 3
3

3 3 3

x x f x
A x dx C C C f x x

x x xx

 
            

 
   

 اگر   :108 سؤال
( )1 2x f x

dx C
x x x


   آنگاه( )f x 91خارج تجربی (دام است؟ ک(  

1 (1x     2(2x      3 (1x     4 (2 1x   

1گزینه: پاسخ  

( )

1 1
3 1

2 2
2 21 1

1 1

2 2

2 2 2 2 1
2

x x x x
dx dx x x dx C

x x x x x x

x x
x C C C

x x x


                  

   
       

  
  

)پس ) 1f x x   است.  
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 اگر   :109 سؤال. ( )
1

3 x dx x f x C
x

 
   

 
آنگاه( )f x کدام است؟  

1 (3 1x     2 (3 2x     3 (2 2x     4 (2x   

3گزینه: پاسخ              

 اولروش(  

 ( )

( )

1 1
1 11 1

2 2
2 2

3 1
3 1

2 2
2 2

1
3 3 3

1 1
1 1

2 2

3 2 2 2 2 2 2
3 1

2 2

2 2

x x
x dx x dx x dx C

x

x x
C x x C x x x C x x C

f x x

  


   
    

         
       

   

   
   

              
   
   

  

  

  

( x ) C
1 2

3 3 2 2 2 2 2
3

x dx x x x C x x x C x
x

 
           

 
 )روش دوم  

 اگر  :110 سؤال( )
2

3

3 2

7 4
3

x x
dx x f x C

x


   باشد آنگاه( )f xکدام است؟  

1 (
21

2
3

x x    2 (
22

1
3

x     3 (
2x x    4 (2 2x   

4گزینه: خپاس  

 

( ) ( )

2 22 2 2 2 1
3 3

2 2 23 2
3 3 3

4 1 7 4
1 14 1

3 3 3 3
3 3

7 4 1
2 23 3 3

7 4 7 4 7 4
7 4

7 4 7 4 7 4
4 1 7 4

1 1
3 3 3 3

3 3 3

x x x x x x
dx dx dx x x dx

x
x x x

x x x x
x x dx C C

x x C x x x C f x x x

 

 

                   

 
         
    

        

   

  

 اگر  :111 سؤال
( )

. ( )
21 x x

dx x f x C
x

 
   باشد آنگاه( )f x  کدام است؟  

1 (1 x    2 (1 2 x    3(2 x     4 (2 2 x  

4گزینه: پاسخ  

  : ابتدا با استفاده از اتحاد مربع دوجمله اي عبارت صورت کسر را ساده کرده و سپس از تفکیک کسر استفاده می کنیم

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 
 

 

  /  6764  143  0911 @ Nakhostin_Math   ]ویژه تجربی [گرال جمع بندي مقاطع مخروطی و انت  ایمان نخستین

56 

 

( ) ( )

( ) C ( )

12
2

1

2

1 1 2 1
2 2

2 2 2 2 2 2 2
1

2

x x x x x
dx dx dx x dx

x x x

x
x C x x C x x f x x

                  

           

   

  

 اگر  :112 سؤال( )
2

1 1
3x dx f x C

x x

 
   

 
   باشد آنگاه( )f x 96تجربی(کدام است؟ (  

1 (3 23 6 1x x       2 (33 3 1x x       

3 (
4 23 3 1x x       4 (

4 23 6 1x x   

4گزینه: پاسخ  

( ) ( )

( x x )dx ( ) ( )

2 2
2

2

2 2 3 4 2

1 1 1 1 1
3 3 9 6

1 1
9 6 3 6 3 1 6

x

x dx f x C x dx x x dx
x x x xx

x x f x C x x f x
x x



      
              

      


            

  



   

 اگر   :113 سؤال( )
3 2

1 1

2

x
dx f x C

x x


  باشد آنگاه( )f x  96تجربی خارج از کشور (کدام است؟ (  

1 (2 1x     2 (2x     3 (2x   4 (2 1x   

1گزینه: پاسخ  

 

( )

( )

( ) ( )

1 2
2 3

3 2

2 2

1 1 1

1 2 2

2 1 1
2 1 2 1

2 2
f x

x x x
dx x x dx C C

xx x

x
C x C f x x

x x

 
 

        
 

 
         

 



  

 اگر   :114 سؤال( )3

3 2

4 4

3

x
dx x f x C

x


 گاهباشد آن( )f x  کدام است؟  

1(4x      2(2x      3 (2 1x     4 (4 1x   

1گزینه: پاسخ  

 

( )

( )

4 1
1 2

3 3
3 3

3 32 2

3 3 3 3 3

4 4 4 1 4 4
4 13 3 33
3 3

4 3
3 4 4

3 4
f x

x x x x
dx dx x x dx C

x x

x x x C x x x C x x C


 

            
    

 

 
         

 

  


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  : بین برود طرفین مشتق بگیریم تا انتگرال از می توانیم از

( ) ( )
( ) ( )

3 2
3

3 32 2

4 4 4 4

3 33 3

xx f x x f x
x f x xf x

x x

 
       

xحال اگر در رابطۀ فوق    را قرار دهیم( )f x هم جذب می شود و داریم :  

( )
( )

4
4

3 3

f
x f      


   

 اگر   :115 سؤال( )
3

1
1

x
dx f x x C

x
  

 باشد( )f xکدام است؟  

1 (2 4x     2 (4x     3 (4x     4 (2 4x   

4گزینه: پاسخ  

 

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( (x ) ) ( )

1

2

3 1 1

2 2 2

2 4

1 1 1 1
3 3 3 3 1 1

1 1 1 1

2
3 1 2 1 1 2 1 6 1 2 4

3
x f x

x x x
dx dx dx x x dx

x x x x

x x C x C x x C





                     

 
              
 
 

   

 

  

 اگر   :116 سؤال( ).
3

1
1

x
dx f x x C

x
  

 باشد( )f x کدام است؟  

1 (2 1x     2 (2 2x     3 (2 3x     4 (2 4x   

4گزینه: پاسخ  

  : با مشتق گیري از دو طرف رابطۀ داده شده داریم

( )
( ). ( )

( )
( )( ) (*)

13 3
1 1

1 1 2 1

3 1
2

xx x f x
dx f x x C f x x

x x x

f x
x f x x

        
  

  


  

) .در هر چهار گزینه داده شده است ) 2f x   داریم) *(با جاي گذاري این مقدار در :  

( )
( )3 2 2 2 4

2

f x
x x f x x       

 ضریب زاویۀ خط مماس بر منحنی   :117 سؤال( )y f x در هر نقطۀ( , )M x y  واقع بر آن برابر با معکوس

2yنمودار آن داراي خط مجانب به معادلۀ اگر . مجذور طول آن نقطه است  باشد نمودار آن از کدام نقطه می گذرد .  

  )86خارج ریاضی (

1(( , )1 1     2 (( , )11    3 (( , )2 1    4 (( , )2 2  

2گزینه: پاسخ  
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( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 1dx
f x f x f x dx f x C

xx x


          

2yحال با توجه به اینکه خط   مجانب افقی منحنیf می باشد داریم:  

lim ( ) lim ( )
1 1

2 2 2 2
x x

f x C C f x
x x 

 
         

 
  

  . صدق می کند fدر ضابطۀ تابع ) 1،1(از میان نقاط داده شده در گزینه ها تنها نقطۀ 

 ولیه هاينمودار یکی از توابع ا  :118 سؤال( ) x23 2 5f x x    محورy  قطع می  3ها را در نقطه اي به عرض

  مقدار این تابع اولیه در نقطۀ ماکسیمم نسبی آن کدام است؟. کند

1 (5      2 (6      3 (7      4 (8  

2گزینه: پاسخ  

)ابتدا با استفاده از انتگرال گیري فرم کلی توابع اولیه تابع  )f xرا به دست می آوریم:  

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

3 2

3 2 5 3 2 5

5

f x x x F x f x dx x x dx

F x x x x C

       

    

   

)نقطۀ  , )3A  روي تابع اولیۀ مورد نظر است بنابراین:  

( , ) ( ) ( ) 3 23 3 3 3 5 3A F F C C F x x x x                    

  

  :را پیدا می کنیم Fحال با مشتق گیري و تعیین نقاط بحرانی طول نقطۀ ماکسیمم نسبی تابع 

max

max min

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2

5
1

3

1 1 1 1 5 1 3 1 6

x

F

F

x F F

  

   

              

 

  
  

 منحنی یکی از توابع اولیۀ   :119 سؤال( ) 4 1f x x  7بر خطی به معادلۀ 9y x     مماس است حاصل

  ضرب ریشه هاي این منحنی کدام است؟

1 (1      2 (1 -      3 (
1

2
      4 (

1

2
  

4هگزین: پاسخ  

)اول فرم کلی تمام توابع اولیۀ تابع  ) 4 1f x x را می نویسیم :  

( ) ( ) ( ) 24 1 2F x f x dx x dx x x C       : توابع اولیهf  
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7چون قرار است خط  9y x   بر تابع( ) 22F x x x C    مماس شود پس معادلۀ تقاطع آنها باید ریشۀ مضاعف

  : بدهد

( )

( )( C) ( ) ( )

2 2

8

2 7 9 2 8 9

64 4 2 9 64 8 9 8 9 1

F x y x x C x x x C

C C C


          

                



   
  

): پس تابع اولیۀ مورد نظر برابر است با ) 22 1F x x x    

: حاصل ضرب ریشه هاي تابع درجه دوم فق برابر است با
1

2
  

  

  

  مثلثاتی انتگرال

  

 

 چند فرمول مهم در انتگرال گیري :  

    

  شماره  یادآوري  نتیجه

cos sinxdx x C   (sin ) cosx x   1  

sin cosxdx x C    ( ) sinxcosx     2  

( tan ) tan21 x dx x C    (tan ) tan21x x    3  

( cot x) cot21 dx x C     (cot ) ( cot x)21x      4  

x xe dx e C   (e )x xe   5  

ln

x
x a

a dx C
a

   ( ) lnx xa a a   6  

ln | |1 1
x dx dx x C

x
      (ln )x

x
 

1
  7  

  

  دقت کنید حاصلtanxdx برابرcot x C ال نیاز به روش هاي پیشرفته در واقع محاسبۀ این انتگر. نیست

  . تري دارد که فعلاً کاري با آن نداریم

  

  براي انتگرال گیري از توابع مثلثاتی، ابتدا تا حد امکان تابع داخل انتگرال را به کمک فرمول هاي مثلثاتی، ساده  

  .می نماییم
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 توابع مثلثاتی :  

) sin cos

) cos sin

) tan | cosax | C

) cot | sinax | C

) ( tan ax)dx tan
cos

) ( cot ) cot
sin

2
2

2
2

1
1

1
2

1
3

1
4

1
5 1

1
6 1

axdx ax C
a

axdx ax C
a

axdx Ln
a

axdx Ln
a

dx
ax C

aax

dx
ax dx ax C

aax

  

 

  

 

   

    









 

 

  

 با شرط  :120 سؤال
3

2 2
x

 
   حاصلtan sin21 2x xdx کدام است؟  

1 (cos2 x C     2 (sin2 x C   3 (cos2 x C    4 (sin2 x C  

3گزینه: پاسخ  

tan
cos

cos

tan sin sin sin
| cosx |cos

sin cos sin sin
cos

( cos ) cos

2
2

1
1

2
2

3

2 2

1 1
1 2 2 2

1
2 2 2

2 2

x
x

x x

x xdx xdx xdx
x

x xdx xdx xdx
x

x C x C

 

 

   

    

     


     

  

  




   

 حاصل  :121 سؤال
sin

cos

2

1

x
dx

x
  برابر کدام است؟ 

1 (sinx x C       2 (sinx x C       

3 (cosx x C        4 (cosx x C   

1گزینه: پاسخ  

 

sin cos ( cos )( cosx)

cos cos cos

( cosx)dx sin

2 21 1 1

1 1 1

1

x x x
dx dx dx

x x x

x x C

  
 

  

    

  


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 با شرط   :122 سؤال
4

x k


   حاصل
cos

cos sin

2x
dx

x x کدام است؟  

1 (sin cosx x C     2 (sin cosx x C   

3 (sin cosx x C      4 (sin cosx x C    

1گزینه: پاسخ  

cos cos sin (cos sin )(cos sin )

cos sin cos sin (cos sin )

(cos sin ) sin cos

2 22x x x x x x x
dx dx dx

x x x x x x

x x dx x x C

  
 

  

    

  



  

 مشتق گیري از انتگرال:  

)مشتق تابع براي محاسبۀ  )
x

a
f t dt  کافی است تابع داخل انتگرال را نوشته وس پس به جاي همهt  هاx قرار دهیم :  

  

( ) ( )
x

a
f t dt f x

   
   

  

( )
x

t dt x
   

 
2 2

5
  ًمثلا  

توجه :a هر عددي باشد تأثیري در جواب نداشته و کلاً الکی می باشد !  

 گیري حتماً به حدود انتگرال گیري دقت کنید یعنی اگر در مثال فوق حدود انتگرال جابه جا باشد باید به روش زیر  قبل از مشتق

  : عمل کنیم

2 2

5

x
t dt x

    
           

5 2

x
t dt

 
 
   ًمثلا  

  

 اگر   :123 سؤال
cos

( )
22 1

x t
G x dx

t





 و

1
y xG

x

 
  

 
yمقدار     به ازاي

1

2
x  کدام است؟  

1 (
2

5
      2(

1

5
      3(

1

5
       4 (

2

5
  

1گزینه: پاسخ  

cos cos
( ) ( )

2 22 1 1

x t x
G x dx G x

t x

 
  

 
  

: را می گیریم yحال مشتق 
1 1 1 1

y xG y G G
x x x x

              
     

  

حدود را جابه جا کرده تا 

 بتوانیم از فرمول استفاده کنیم
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به ازاي
1

2
x  خواهیم داشت :

cos
( ) ( )

2 2
2 2 2 2

1 4 5
y G G

        
 

  

  

 اگر   :124 سؤالG  تابع مساحت با ضابطۀ( ) ( )
1

1
x

G x t dt   و
( )

x
y

G x
  باشد شیب خط مماس بر تابع

y  2نقطه اي به طول درx  کدام است؟  

1 (6-      2 (4      3 (4-      4 (6  

4گزینه: پاسخ  

)در   همان  yشیب خط مماس بر تابع  )2y  است پس داریم:  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) (*)

( ) (G(x)) (G( ))

2

2 2

1 2 2 2
2

2

xx G x G x x G G
y y y

G x

     
       

)حال باید با توجه به  )G x  مقادیر( ), ( )2 2G G را بیابیم:  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

22

1
1

2

2 4 1 1 1
2 1 2 1

1 12 2 2 2 2

1 2 1 2 1

1 1 3
1 2 2

2 2 22 6
1 11
4 42

x
t

G t dt t
G x t dt

G x x G

y

    
                      

        

     
    

 
 
 




  

 اگر  :125 سؤال
31

x dt

t
  نمودارf در مجاورتx   کدام است؟  

1 (        2 (      3 (      4 (  

  

  

  

  

1گزینه: پاسخ  

)در اطراف  fبراي تعیین رفتار  ), ( ),f f x    را می یابیم :  

( ) , ( ) ( ) , ( )
( )

2

3 3 2

1 3
1

1 1

x
f x f x f f

x x


       

 
    

)و نیز . جواب نیست) 4(یعنی شیب مماس صفر نیست پس  )f    صفر است ولیf   در صفر تغییر علامت نمی دهد پس

fاز آن جا که . صحیح نیست) 3(تقعر نمودار عوض نمی شود بنابراین    صحیح است) 1(در اطراف صفر باید رو به پایین باشد پس.  

  

x   x   x   x   
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  )معین انتگرال( دوم اساسی قضیه

  انتگرال معین(قضیۀ اساسی دوم( :  

)اگر   )F xیک تابع اولیۀ( )f x باشد در این صورت:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a

b
F x f x dx f x dx F x F b F a

a
       

  : ها می باشد xو محور  fمساحت علامت دار ناحیۀ بین نمودار  [a,b]در بازة  fدر واقع انتگرال تابع 

  

( )
( )

( )

1

1 2

2

c

ba

b c

c

f x dx S
f x dx S S

f x dx S

 


   
  






  

  

  

  

 خواص انتگرال معین :  

a(هرگاه حدود انتگرال گیري با هم مساوي باشند  )1 b (ال معین صفر استحاصل انتگر: 

 ( )
a

a
f x dx   

 : براي شکستن یک انتگرال به دو یا چند انتگرال دیگر از فرمول زیر استفاده می کنیم )2

( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx    

 . اگر جاي حدود انتگرال گیري با هم عوض شود حاصل انتگرال قرینه می شود )3

( ) ( )
b a

a b
f x dx f x dx    

  

 شکل مقابل نمودار تابع   :126 سؤالf حاصل. است( )
8

3
f x dx

  کدام است؟  

1 (4-  

2 (5-  

3 (3-  

4 (6-   

  

  

  

a 
b 

c 

 ( )y f x 

 2S 

 1S 

2 1 5 

8 
2 
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4گزینه: پاسخ  

2 1
2

1
b

b
   


  طبق تالس

( )

( )( )

8

1 2 33

4 3 2 4 2 3 2
6

2 2 2

f x dx S S S


   

  
     


  

 حاصل  :127 سؤال
1

2 32

1 1
dx

x x





 
 

 
  کدام است؟  

1 (
3

8
      2 (

5

8
      3(

7

8
       4 (

9

8
  

3گزینه: پاسخ  

 (x x )dx
1 1 2 3

2 3 22 2

11 1 1 1 3 5 7

2 2 8 82
dx

xx x x

   

 

  
               

   

 حاصل  :128 سؤال
( )32

1

2x
dx

x


  کدام است؟  

1(
7

4 2
3

Ln


     2 (
7

8 2
3

Ln


    3(
5

4 2
3

Ln


     4 (
5

8 2
3

Ln


 

2گزینه: پاسخ  

 

( )x x x x
dx dx x x dx

x x x

x
x x Lnx Ln

      
           

 
       
 

  
3 3 22 2 2 2

1 1 1

3
2

2 6 12 8 8
6 12

2 7
3 12 8 8 2

13 3


  

 حاصل انتگرال   :129 سؤال

2
4 2

21

1 1
1

4
x dx

x

 
  

 
کدام است؟  

1 (4      2 (5      3 (6      4 (7  

3گزینه: پاسخ  

:  داریم
2 2

2 4 2
2 4 2

1 1 1 1 1 1 1
1

4 16 2 4
x x x

x x x

   
         

   
  

  : در نتیجه حاصل انتگرال مورد نظر برابر است با

( )

2
4 4 4 42 2 2

2 2 21 1 1 1

3 3 3

1 1 1 1 1 1

4 4 4

4 41 1 1 1 1 1 63 3 21 3
4 1 6

1 14 3 12 4 1 12 4 4 4

x dx x dx x dx dx
x x x

x
x

   
       

   

     
                

     

   
  

2 1 5 

8 

2 

3- 

b 
3S 

2S 

1S 
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 حاصل انتگرال  :130 سؤال| |
4

1 x dx  96سراسري ریاضی (کدام است؟ (  

1 (
4

3
      2 (

5

3
      3 (2      4 (3  

3ینهگز: پاسخ  

1yتابع x   در بازة( , )1  مثبت و در بازة( , )1   : منفی است بنابراین 4

| | ( ) ( )

( )

1 1
4 1 4 1 4

2 2
1 1

3 3 3

2 2 2

1 1 1 1 1

1 42 2 2 2 2 1 16 1
1 4 4 1 4 2

13 3 3 3 3 3 3 3

x dx x dx x dx x dx x dx

x x x x

   
           
   
   

                            

      




  

 حاصل انتگرال   :131 سؤال( )
4 2 22x x dx  96سراسري خارج (کدام است؟(  

1 (
16

3
      2 (

2

3


      3 (8      4 (9  

3گزینه: پاسخ  

( ) | x x | dx
4 42 2 22 2A x x dx     

  

  : ابتدا جدول تعیین علامت عبارت داخل قدرمطلق توجه می کنیم

( )2 2 2
2

x
x x x x

x


     




 

2

2

2

x

x x   



 
  

  : ورت زیر تفکیک می کنیمدر نتیجه انتگرال داده شده را به ص

( ) (x x)dx

( )

2 42 2

2

3 3
2 2

2 2

2 4

23 3

8 64 8
4 16 4

3 3 3

8 8 64 64 16
4 16 4 8 16 8 8

3 3 3 3

A x x dx

x x
A x x

A

A A A

   

   
          

   

        
                

        


             

 



 

  

 حاصل  :132 سؤال
cos

sin
2

2

4

1 2

2

x
dx

x






 کدام است؟  

1 (1 2    2 (1
4


      3 (1

2


      4 (

3

4
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2گزینه: پاسخ  

 

cos cos
cot ( cot )

sin sin

( cot )

2
2 22 2 2 2

2 2

4 4 4 4

1 2 2
1 1

2 2

2
1

4

4

x x
dx dx xdx x dx

x x

x x

   

   







    

    

   

  

 حاصل  :133 سؤال
cos

2

3
1

dx

x



 کدام است؟  

1 (2 3      2(3 1     3 (
3


      4 (3  

4گزینه: پاسخ  

tan tan
cos cos

2 2 2
23 3 3

2

2
1 1

1 2 3 33
1 2 2 2 22

2

dx dx x x
dx

xx

   
   

         
    

    




  

  

 حاصل  :134 سؤالcos
2

2 2 x dx


 کدام است؟  

1 (2      2 (4      3 (6      4 (8  

  

4گزینه: پاسخ  

 

cos sin

sin

cos ( cos ) sin

sin sin sin

cos ( )

21 22 2 2 22

22 2 22 2

2

2 2 1 1 2 2
2

4 2 2
2 2 2

21
2 4 1 1 8

1 2
2

x
x

x
x

x

x
x dx x dx dx

x x x
dx dx dx

x

  

   



 

    

 

 
     

 

 

 
 

       
 
 

  

  

  

 

  




  

cosبراي نخستین بار در کنکور تجربی در یک انتگرال روابط مهم مثلثاتی مثل : تذکر sin21 2
2

x
x  بهتر . دیده می شود

  . ین مهم داشته باشیداست توجه خاصی به ا
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 با توجه به شکل مقابل حاصل   :135 سؤال
2 2

2
4 x dx


 کدام است؟  

1(2 2      2 (2   

3 (2      4 (4  

3گزینه: پاسخ  

24yمودار تابع با ضابطۀ با توجه به شکل ن x  است حال با توجه به تعریف انتگرال معین داریم 2یک نیم دایره به شعاع :  

( )
22 21 1

2 2
2 2

R
R  

  نیم دایره

2 2

2
4 x dx S


   

  

  

 حاصل  :136 سؤال
5

2

2 1

1

x
dx

x



 برابر کدام است؟  

1 (14      2 (
43

3
      3 (15      4 (

46

3
  

4گزینه: پاسخ  

  : انتگرال را با تغییر ساختار کسر حساب می کنیم

( ) ( ) ( ) ( )

5 5 5 5

2 2 2 2

3

2

2 1 2 2 3 1
2 1 3

1 1 1

5 52 4 4 28 46
2 1 3 2 1 8 1 6 2 1 7 6 6

2 23 3 3 3 3

x x
dx dx x dx dx

x x x

x x

    
    

   

 
               
 
 

   
  

  

 حاصل  :137 سؤال( )
3 5

1
2x x dx  کدام است؟  

1 (
2

7
    2 (

2

7
     3 (

2

3
      4 (

2

3
  

2گزینه: پاسخ  

 

( ) ( ) ( )( )

((x ) (x ) )dx ( ) ( )

( ) ( )

3 3 35 5 5

1 1 1

3 3 36 5 6 5

1 1 1

7 6

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

3 32 2 1 1 1 1 2
2 2

1 17 6 7 7 6 6 7

x x dx x x dx x x dx

x dx x dx

x x

        

         

        
                          

  

    

  

2 2- 

2 

2 2- 

2 

S 
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 مقدار  :138 سؤال

3
22 9 4x dx کدام است؟  

1 (
9

8


      2 (

9

4


      3 (

9

16


      4 (

9

2


   

1گزینه: پاسخ  

29نمودار  4y x  یک نیم بیضی است با,
3

3
2

b a   و مرکز( , ) زیرا :  

2

2
2 24 9 1

33
2

y x
y x

 
  

      
   

 

  

  

 و قسمت رنگی مدنظر سوال است که
1

4
  : مساحت بیضی است اما مساحت بیضی برابر است با 

3
22

9 1 9 9
9 4

2 4 2 8
ab x dx

  
        

  

  صحیح جز و قدرمطلق شامل توابع از گیري انتگرال

  

  انتگرال گیري از توابع شامل قدرمطلق :  

  : ري تعیین علامت کرده و قدرمطلق را برداریمبراي این کار باید عبارت داخل قدرمطلق را با توجه به بازة انتگرال گی 

| x | dx
1

2
1


 :ًمثلا  

  

( ) ( )

( )

x x
x dx x dx x x



 

   
                  

        
                   

        

 
2 21 1

2 1

1 1
1 1

2 12 2

1 1 1 1 5
1 2 2 1 1 2

2 2 2 2 2

  

 انتگرال گیري از توابع شامل جزء صحیح :  

این کار  براي. مهم ترین کار در این قسمت این است که بازة انتگرال گیري را طوري تقسیم بندي کنیم که جزء صحیح برداشته شود 

مثلاً براي محاسبۀ . توجه به نقاطی که داخل جزء صحیح را تبدیل به عددي صحیح می کنند از اهمیت بالایی برخوردار است

[ ]
1

1

2

x dx
  چون عبارت داخل براکت در بازة,

1
1

2

 
 
 

xفقط به ازاي      شود بازة انتگرال گیري را به عددي صحیح می

  : صورت زیر تفکیک می کنیم

2 

 
3

2
 

1xعبارت  1به ازايx    منفی  

1xو به ازاي    مثبت است. 
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[ ] [ ] [ ] ( ) ( )x dx x dx x dx dx dx x
  

           
    

1 1 1
1 1 1

2 2 2

1 1
1 1

2 2
2

 

 



    

  

 حاصل  :139 سؤال
1
1 3
3

1 1
dx

x x

 
  

 برابر کدام است؟  

1 (6      2 (5/6      3 (7      4 (5/7  

2گزینه: پاسخ  

می دانیم
1 1

3 2
x   آنگاه

1
2

x

 
  

و نیز اگر 
1

1
2

x   آنگاه
1

1
x

 
  

  : در نتیجه خواهیم داشت 

/

1
1 1

2
1 113 3 3 3 2
3 23

1
1

1 1 2 1 1 1 12
4 9 2 6 51

1 22
2

3

dx dx dx
x x x x x x

 
            

    

 استفاده از خواص توابع زوج و فرد :  

 تابعی است که اگر به جاي : تابع زوجx  در آنx- یعنی. قرار دهیم ضابطۀ تابع تغییر نمی کند( ) ( )f x f x    

): مثلاً ) 2 4f x x x  زوج است زیرا :( ) ( ) ( ) ( )2 4 2 4f x x x x x f x         

cosتوابع  , | |y x y x  نمونه هایی از توابع زوج هستند.  

  

  تابعی است که اگر به جاي : فردتابعx  در آنx -  قرار دهیم( )f x آید یعنیبه دست می :( ) ( )f x f x    

): مثلاً  ) 3f x x x  تابعی فرد است زیرا:( ) ( ) ( ) (x x) f(x)3 3 3f x x x x x              

yتوابع  tanx, y sinx  نمونه هایی از توابع فرد هستند .  

  اگر( )f x تابعی فرد باشد( )
a

a
f x dx


   و اگر( )f x  تابعی زوج باشد( ) ( )2

a a

a
f x dx f x dx


    

  . می شود

  .این ترفندها فقط وقتی صحیح هستند که بازة انتگرال گیري متقارن باشد. دقت کنید) aتا  -aمثلاً (به متقارن بودن بازة انتگرال 

البته . زوج یا فرد بودن را بررسی نماییم xبه جاي  -xمتقارن بودن بازه سریعاً با قرار دادن  براي استفاده از این نکات باید بعد از بررسی

  . توجه کنید یادگیري نکات توابع زوج و فرد واجب نیست ولی می تواند سرعت انتگرال گیري شما را به شدت افزایش دهد

 حاصل  :140 سؤال( | |)
2

2
2x x dx


 کدام است؟  

1 (3      2 (4      3 (6      4 (8  

2گزینه: پاسخ  

 

| |

( | |) | | | |
2 2 2 2

2 2 2

222

2 2 2

2
2 2 4 4

2

x

x x

x x dx xdx x dx x dx

x
xdx

  

 



    

    

   













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 حاصل  :141 سؤال[ sin ]22 2 x dx


  برابر است با :  

1 (
4


      2 (

2


      3 (

6


      4 (

3

4


  

1گزینه: پاسخ  

می دانیم 
4

x


   آنگاهsin22 1x   پس[ sin ]22 x  و نیز اگر
4 2

x
 
  آنگاه :sin21 2 2x   

]پس  sin ]22 1x   همچنین
2

x


  ه مقدار ک[ sin ]22 x  می شود در جواب نهایی بی تأثیر است در نتیجه 2برابر :  

[ sin ]x dx dx dx

 




    
2 22 4

4

2 1
4 

  

  

 حاصل   :142 سؤال
sin cos

cos
4

3

4

x x
dx

x







 برابر کدام است؟  

1 (      2 ( 1) 4      2) 3      صفر   

3گزینه: پاسخ  

:ابتدا انتگرال را به دو انتگرال دیگر افراز می کنیم
sin cos sin

cos cos cos
4 4 4

3 3 2

4 4 4

1x x x
dx dx dx

x x x

  

  
  


     

تابعی فرد باشد  fمی دانیم اگر 
a

a
f


  زیرا نسبت به مبدأ قرینه است پس :

a

a
f f


  




  

  

حال 
sin

cos3

x

x
tanد است پس انتگرال اول صفر است اما تابعی فر 

cos

2
2

1
1 x

x
  در نتیجه:  

tan
cos

4
2

4

1 4
2

4

dx x
x








 


  
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   . میانگین مقدار قضیۀ ـ محصور سطح   

 

 محاسبۀ سطح محصور :  

  مساحت بین نمودار تابع  )تیپ اولf  با محورx  ها  

  

  

  

 

اگر در صورت سوال بازه اي براي یافتن مساحت مطرح نشده بود ریشه ها را به عنوان دو سر بازه در نظر . ریشه هاي تابع را می یابیم 

ین صورت در ریشه یا ریشه هاي موجود در بازة داده شده انتگرال را می شکنیم و در هر قسمت جداگانه انتگرال می می گیریم در غیر ا

  . گیریم و جواب هر قسمت را مثبت اعلام می کنیم چون مساحت منفی نمی شود

  

   مساحت بین نمودار تابع  )دومتیپf  با محورy  ها :  

  

( ) ( )1b b

a a
S f x dx f y dy     

  

  

   مساحت محصور بین دو نمودار )سومتیپ :  

  

(f(x) g(x))dx
b

a
S    

  

  دو تابعg , f  تلاقی قدرمطلق انتگرال تفاضل آنها  نقاطرا مساوي هم قرار داده و محل تلاقی آنها را می یابیم سپس در فاصلۀ بین

  . را حساب می کنیم

  : ه بود انتگرال را می شکنیماگر محل تلاقی دو نمودار بیش از دو نقط: تذکر

  

 (f(x) g(x))dx (f(x) g(x))dx
b c

a b
S       

  

  

2,مساحت سطح محصور بین دو نمودار ) 1حالت خاص 2y bx x ay   برابر با
3

ab
S  است . 

 

 

 

b 

a 

f 

a b b 
a c a b 

b a 

f 

g 

b a 

f 
g 

c 
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,مساحت سطح محصور بین دو نمودار) 2حالت خاص nny x y x  :  

  : فرد باشد n) ب          : باشد زوج n) الف

 

 

 

 

  

  

 مساحت ناحیه اي از صفحه که تحت نمودار تابع  :143 سؤال
23y x x   بوده و در نقاط تقاطع با محورx  ها به

  این محور محدود شود کدام است؟ 

1 (5/3      2 (4      3 (5/4      4 (5  

3گزینه: پاسخ  

23,: یابیمها را می  xنقاط تقاطع با محور  3x x x      

/: حال براي یافتن مساحت داریم
33 2 2 33 9

3 4 5
2 3 2

x
S x x x      

  

  

 مساحت زیرمنحنی   :144 سؤال
sin cos2 2

1
y

x x
  و بالاي محورx ها در بازة,

12 4

  
  

  است؟کدام  

1 (3    2 (4 3    3 (2 3 1      4 (2 3  

4گزینه: پاسخ  

,ها در بازة  xو بالاي محور  yریشه ندارد بنابراین مساحت زیرمنحنی  yبا توجه به اینکه تابع 
12 4

  
  

  : برابر است با

 

  cot cot cot
sin cos (sin )

4 4
2 2 2

12 12

1 4 4 4
2 2 2 3

2 2 62

12

dx
dx x

x x x

 

 


 


 

       
 

   

  

 مساحت سطح محصور بین منحنی   :145 سؤال
cos

( )
cos

2 2

1 2

x
f x

x





,ها و خطوط  xو محصور  

4
x x


   

  کدام است؟ 

1 (
3

2 4


    2 (

3

2 4


    3 (

2

3 4


    4 (

2

4 3


  

4گزینه: پاسخ  

n x 

nx 

1
2

1

n
S

n

 
   

 
 

n x 

nx 

1

1

n
S

n


 


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cosاز رابطۀ  cos22 2 1x x  استفاده کرده و کسر را ساده می کنیم :  

cos ( cos ) cos

cos cos cos cos

2 2

2 2 2

2 2 2 2 1 3 2 3
1

1 2 2 2 2

x x x

x x x x

   
   


  

tanاز آنجایی که
cos

2
2

1
1 x

x
   است داریم :  

( tan ) tan
cos

24 4
2

3 3 3 3
1 1 1 4

2 2 2 42
S dx x dx x x

x

  
   

          
  

  


  

  

 خط   :146 سؤالx a  ساحتم. دأ نزدیک می شودببه م 3/0با سرعتy x x  محدود به این خط  31

2aدر لحظه اي که. ها و نمودار تابع با چه آهنگی کم می شود xمحور   می باشد؟  

1 (2/1      2 (5/1      3 (8/1    4 (1/2  

3گزینه: پاسخ  

)را  xاگر مساحت مذکور از صفر تا  ) 31
x

F x t t dt  م مطولب مسئلهبنامی
dF

dt
  :است 

. ( / ) ( / ) /31 3 2 9 3 1 8
2 2

dF dF dx
x x

x xdt dx dt
          

 
   

  . خواهد بود 8/1چون مسئله اندازة کاهش سرعت را خواسته است پس جواب 

 مساحت ناحیۀ سایه زده کدام است؟  :147 سؤال  

1 (1  

2 (2  

3 (3  

4 (4  

3گزینه: پاسخ  

3: ابتدا محل تقاطع را می یابیم
2

1 1
8 8 1

2
x x x

x
      

): پس مساحت عبارت است از )
1

22 1 2
2

1
1 1

8 4 1 2 32 1

2

xdx dx x
xx




       




  

 مساحت محدود به منحنی  :148 سؤال, 3 21y y x  کدام است؟  

1 (
4

5
      2 

6

5
      3 (

3

5
      4 (

8

5
  

2

1
y

x
 

8y x 
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1گزینه: پاسخ  

  : ابتدا محل برخورد این دو نمودار را تعیین می کنیم

,3 2 1 1 1x x y      

  : در نتیجه مساحت قسمت رنگی برابر است با

( )dx

5
1 3 2 3
1

13 3 3 4
1 1 1

15 5 5 5
x x x



                  
  

مساحت هر طاق نمودارهاي : نکته جالبsin x  یاcosxبه عنوان مثال حاصل . می باشد 2ا برابر ب

(cosx | sinx |)dx
3

2



  است چون 2برابر:  

  

  

  

  

  

  

 در حالت کلی می توان گفت که: نتیجه :  

  

  

  

  

  

  

 حاصل  :149 سؤال

tan21

dx

x




  برابر کدام است؟  

1 (1      2 (2    3(        4 (صفر  

2گزینه: پاسخ  

| cos |
tan

cos

2

2

11

dx dx
x dx

x
x

  
 


    

  

  : است پس 2می دانیم مساحت هر طاق نمودار برابر با 

| cosx | 1 1 2dx


     

  

S 

| |cos

2
2a b

y b ax S
a



    

S 

 در دوره تناوب
| |sin

2
2a b

y b ax S
a



    
 در دوره تناوب

1 

2  3

2

  
2

 
 1 3 2    

cos
3

2 1 2 1xdx


     

2 

 3

2

   
1 

| sinx | dx
3

2 2 1 3


    

1 
 | cosx |y  

  

1 

 
2

 

1 

1- 1  

1  
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 سطح محدود به منحنی  :150 سؤالcos1 2y x   و محورx ها در یک طاق آن کدام است؟  

1 (2    2 (2 2    3 (3    4(3   )96سراسري ریاضی (          2

2گزینه: پاسخ  

cos: ابتدا تابع را به صورت ساده تر می نویسیم sin | sinx |21 2 2 2y x x     

  .براي این که ابتدا و انتهاي یک طاق پیدا شود کافی است ریشه هاي تابع را به دست آوریم

| sinx | sin , , ,...2 2x x k x            

  :تعیین می کنیم مساحت یک طاق را از صفر تا

| sinx | dx sinxdx cos ( )2 2 2 2 2 2 2S x
  

          
  

  

 سطح بین    :151 سؤال, 31y y x x  کدام است؟  

1 (
8

7
      2 (

4

7
      3 (

3

7
      4 (

6

7
  

1گزینه: پاسخ  

3xتابع x  روي بازة[ , )  اکیداً صعودي است و درx 1  برابر  

  : سمت رنگی برابر است باپس مساحت ق. با یک می شود

  

4 7
1 13 3 3

13 4 4 8
1 1 1 2

7 7 7 7
x x dx x dx x

 
         
 
 

   
  

1 

1 
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