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   . دایره    

 

  معادلۀ دایره اي به مرکز   : معادله استاندارد( , )O  به شعاع  وR عبارت است از : 

(x ) (y ) R2 2 2      

 اگر معادلۀ دایره به صورت  :  معادله گسترده
2 2x y ax by c      ر د. باشد آن را معادلۀ گسترده می نامند

  : این حالت مرکز و شعاع به صورت زیر به دست می آید
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  دایره اي به معادلۀ  :1 سؤال( ) ( )2 2a x y b x y      می گذرد شعاع آن کدام است؟) 1، 1(از نقطۀ  

1 (2      2 (
1

2
      3 (2      4 (

2

2
  

4گزینه: پاسخ  

)نقطۀ  , )11Aرا درون معادله قرار می دهیم :  

( ) ( ) (x ) a(x y)

,

2 2 2 2

2 2

1 1 1 1

1 1 1 1 2

2 2 4 4 2

a b b a a y

x y x y O R

           

 
           

 

 

 
  

 شرط دایره بودن :  

شرط دایره بودن یک معادله 
2 2Ax By Cx Dy E      به شکل دو چیز است:  

2, ضریب )1 2y x برابر باشد. 

  . وقتی شعاع را پیدا می کنیم زیر رادیکال مثبت باشد )2

 به ازاي کدام مجموعه مقادیر   :2 سؤالa منحنی به معادلۀ( )2 2 22 7 4x a y y a      یک دایره است؟  

1 ({ }3      2 ({ }3      3({ , }3 3     4 (  

3گزینه: پاسخ  

2,با توجه به توضیحات درسنامه براي دایره بودن باید ضرایب   2y x برابر باشند بنابراین داریم :  

,2 22 7 9 3 3a a a      
  

c- 2 )طول مرکز(2) + عرض مرکز(  
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3aاگر   یمباشد دار :  

)غ ق ق  , )2 2 2 2 3 3
2 2 4 3 2 1 1

2 2
x

y

f

f
x y y x y y O R 

 
              


     

3aولی اگر    باشد داریم :  

) ق ق , )2 2 2 2 3 3
2 2 4 3 2 1 1

2 2
x

y

f

f
x y y x y y O R 

 
              


     

 نوشتن معادلۀ دایره :  

مرکز و شعاع که باید از اطلاعات مسأله این دو را پیدا کنیم و از رابطۀ : براي نوشتن معادلۀ دایره دو چیز لازم است 

( ) ( )2 2 2x y R     معادله را بنویسید :  

yدر بسیاري مسائل گفته می شود مرکز دایره روي خط مثلاً : توجه mx h   است و یا می گویندy mx h   یک

)قطره دایره است در این موارد مرکز را به صورت  , )O m h    می کنیم یعنی شناور روي خطفرض .  

 شعاع دایره اي که از   :3 سؤال( , ), ( , )1 2 3B A 2ذشته و مرکز آن روي خط گ 1y x  می باشد چقدر است؟  

1 (2 2      2 (5      3 (1      4(13  

  

3گزینه: پاسخ  

2چون مرکز روي خط   1y x  است فرض کنیم( , )2 1O     بنابراین باید فاصلۀ مرکز از نقاط روي دایره یکسان باشد

  : یعنی

| | | OB | ( ) ( ) ( ) ( )

| |

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

3 2 1 1 2 3 6 9 4 4 1

2 1 4 12 9 1 14 4

3 1 1

OA

R OA

       

      



              

           

      

 

 

  

 دایره از دو نقطۀ   :4 سؤال( , ),( , )3 1    2گذشته و مرکز آن بر خط به معادلۀy x شعاع این دایره . قرار دارد

  )86تجربی خارج ( کدام است؟

1 (3      2 (2      3 (5      4 (3  

3گزینه: پاسخ  

2yمرکز دایره روي خط  x  قرار دارد پس مختصات مرکز به صورت( , )2O   چون این دایره از دو نقطۀ . می باشد

B( , ),A( , )3 1   می گذرد لذا فاصلۀ مرکز دایره از این دو نقطه یکسان و برابر شعاع است داریم:  

 

O( , )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 3 2 1

4 6 9 4 4 1 5 5 1 1

1 1 2 1 2 1 2 5

OB OA

a

O R OA 

   

       



        

           

           

 

 

 

  

  

 2به توان
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 یادآوري کاربردي :  

  .فاصله مرکز دایره از خط مماس برابر است با شعاع دایره) 1 

)فاصله نقطۀ) 2 , )A x y  از خطax by c    برابر است با :  

| ax by c |
| |

2 2
AH

a b

 




   

  

 اگر این دایره از نقطۀ  . مرکز دایره اي بر روي نیمساز ناحیۀ اول است  :5 سؤال( , )3 6A 2گذشته و بر خطy x 

  )92داخل ( مماس شود شعاع آن کدام است؟

1 (5      2(6       3 (2 2      4 (1  

  

1گزینه: پاسخ  

yفته مرکز روي خط چون گ x  است آن را به صورت شناور روي خط یعنی( , )O   فاصلۀ مرکز از خط . فرض می کنیم

  : مماس برابر است با شعاع

( , )| | | |
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2
3 62 2 2 2

2
2 2 2 2

2
3 6

5 54 1 5

9 6 36 12 9 9 225 3 15
5

5
5 5

5

AR x y

R

    
   


      




           



             

    

    

  

 دایره اي از نقاط   :6 سؤال( , ), ( , )1 1 2B A   3مرکز آن بر خط گذشته وy x  فاصلۀ دورترین . واقع است

3نقطۀ دایره از خط  4 6x y     کدام است؟  

1 (1 13    2 (1 7    3 (1 1    4 (13 1  

1گزینه: پاسخ  

)مرکز دایره به فرم  , )3O     می باشد و فاصله اش ازA  وB برابر است :  

  

| | | OB | ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 2

2 3 1 4

2 2 13 2 6 17 1

R OA    

    

         

        
  

)پس دایره به مرکز  , )1 2O   3مطابق شکل فاصلۀ دورترین نقطۀ دایره تا خط . می باشد 13و شعاع 4 6x y    

OHبرابر  R می باشد.  

1 13  دورترین فاصله
| |

| OH |
3 8 6 5

1
59 16

  
   


  

H 

R 

O 

O R H 
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 به ازاي کدام مقدار   :7 سؤالm  2خط به معادلۀy mx   بر دایرة
2 2 2 3x y x   مماس است؟  

1 (,
4

3
    2 (,

4

3
      3 (,

2
1

3
      4 (,

2
1

3
  

2گزینه: پاسخ  

 

| | ( )
( , ) | OH |

,

2

22

2 2 2

2 2
1 1 3 2 2 4

11

4
4 4 4 4 3 4

3

m m
O R

mm

m m m m m m

  
         



         


 

 

  

 5خط   :8 سؤال 12 14x y   دایرة
2 2 2 8 8x y x y    قاط را در نA  وB فاصلۀ . قطع می کندA  و

B از هم چقدر است؟  

1 (4      2 (8      3 (10      4 (12  

2گزینه: پاسخ  

  : را پیدا کرده و دو برابر می کنیم |HB|ابتدا فاصلۀ مرکز دایره را تا خط پیدا می کنیم سپس به کمک فیثاغورس 

 

( , ) | |
| |

R

| HB | | AB |2 2

1 4 5 48 14
3

25 1441 16 8 5

4 8

O
OH

R OH

  
  

   

     

 

  

 یر محور مرکز دایره اي در ز  :9 سؤالx  ها و بر محورy اگر این دایره بر دو خط به معادلۀ . ها واقع است

2 6x y    2و 3x y    مماس باشد آنگاه شعاع آن کدام است؟  

1 (5    2 (3 5     3 (5 3      4 (3  

2گزینه: پاسخ  

)ها واقع است پس مختصات آن را به صورت  yمرکز این دایره بر محور  چون , )   در نظر می گیریم از طرفی اگر خطی بر یک

  .دایره مماس باشد فاصلۀ مرکز دایره از آن خط برابر با شعاع دایره است

(*),(**)

(*)

( , ) | ( ) | | |
(*)

: ( )

( , ) | | | |
(**)

: ( )

| | | |
| | | | ( )

| ( ) |

2 2

2 2

2 6 6

2 6 52 1

2 3 2 3

2 3 51 2

6 2 3
6 2 3 6 2 3

5 5

9 6 15
6 2 3 9 3

5 5

R
L x y

R
L x y

R

   

   

 
   

  

    
  

    

    
  

     

   
              

  
           



 



 



5

6 2 3 1  




     

  

O 
R 

A B 
H 
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1توجه کنید که اگر    آنگاه مرکز این دایره بالاي محورx 1پس. ها قرار می گیرد که خلاف فرض مسأله است   را  

  .نمی پذیریم

 طول وتري از دایره به معادلۀ   :10 سؤال
2 2 4 8 1x y x y      که نقطۀ( , )1 وسط آن باشد کدام  2

  است؟ 

1(2 5     2(5       3 (5      4 (
5

2
  

1گزینه: پاسخ  

( ) ( )

( ) ( ) ( , ),

2 2 2 2

2 2

4 8 1 2 4 4 16 1

2 4 1 2 4 1

x y x y x y

x y O R

            

      

   

 
  

  : را می یابیم MNحال با توجه به شکل فرضی زیر طول وتر 

( , )

2 2

1 2

1 4 5

1 5 5

2 2 5

A

OA

AM R OA

MN AM

   

     

  


  

 

 عدایره مماس بر دو خط متقاط :  

در واقع مرکز روي یکی از نیمسازهاي دو خط (اگر دایره اي بر دو خط متقاطع مماس باشد فاصلۀ مرکز آن تا دو خط برابر است  

  .)است

yدایره اي که بر محورهاي مختصات مماس است، مرکز آن روي x  یاy x  می باشد .  

 دایره از   :11 سؤال( , )2 1A 87داخل ( شعاع این دایره ها کدام است؟. گذشته و بر محورهاي مختصات مماس اند(  

1(4 ،1      2 (5 ،1      3 (4 ،2       4 (5 ،2  

  

4گزینه: پاسخ  

yچون دایره بر هر دو محور مماس است مرکز آن روي x  یاy x   است ولی چون از نقطه اي در ربع اول می گذرد مرکز

yروي x  است که آن را( , )O   خواهد بود در این صورت :  

  

( , )( ) ( ) ( ) ( )

,

2 12 2 2 2 2 2

2

2 1

6 5 1 5

Ax y     

  

        

     
  

  

( , )O   

y x

 

 

M 

R 

N 
O 

A 
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 نقطۀ   :12 سؤال( , )2 5M b 2,و خط  مرکز دایره اي است که بر د 2x y y x  شعاع دایرة . مماس است

  کوچکتر کدام است؟

1 (1      2 (5/1      3 (2      4 (5/2  

3گزینه: پاسخ  

  .چون دایره بر دو خط متقاطع مماس است مرکز آن از این دو خط به یک فاصله است

( )
2 52 5 2 4 5

2 5 2 4 5
5 5 2 5

bb b
b b

b

   
       

 
  

  : مماس حال شعاع برابر است با فاصلۀ مرکز از خط 

| |
| MH |

62 5 4 5
2

21 4

MH R
x y

MH R

 
     

  
  

 مماس بودن دایره بر محور یا محورهاي مختصات :  

  .ها مماس باشد xدایره بر محور ) الف 

  .ها مماس باشد yدایره بر محور ) ب

  . مماس باشد y , xدایره بر هر دو محور ) ج

 

  

  

  

  

  

  

  

  

)احیۀ سوم باشد مرکز آنمماس بر هر دو محور و در ن  3اگر دایره اي به شعاع: مثال , R) ( , )3 3O R      بوده و معادلۀ

  : آن برابر است با

 
( , )(x ) ( ) ( ) ( )3 32 2 2 2 23 3 9Oy R x y



             

  

  !براي نوشتن معادلۀ دایره باید حواستان باشد دایره در کدام ناحیه بر هر دو محور مماس است تا مختصات مرکز را اشتباه ننویسید* 

  

  

  

( , )R R ( , )R R 

( , )R R  ( , )R R 

  )2(حالت   )1(حالت 

  )3(حالت   )4(حالت 

Ox R 

Ox R  

  )1(حالت 

  )2(حالت 

O 

O 

Oy R 

Oy R  

  )1(حالت 

  )2(حالت 

O 

O 
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 قطر دایرة بزرگتر کدام است؟. گذشته و بر هر دو محور مختصات مماس است) -1، 2(ز نقطۀ دایره اي ا  :13 سؤال  

  )90تجربی داخل (                 15) 4      12) 3      10) 2      8) 1

2گزینه: پاسخ  

س است و مختصات که در ناحیه دوم است می گذرد، پس این دایره در ناحیۀ دوم بر هر دو محور مختصات مما )-1، 2(دایره از نقطه 

)مرکز دایره  R,R)O  است داریم  :  

 
( , )(x ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

x yo o

O R R
O Ox y y R x R y R R         :معادله دایره  

)نقطۀ  , )1 2 روي دایره است پس در معادله صدق می کند :  

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2

2

1 2 1 2 4 4 2 6 5

1
6 5

5 2 1

R R R R R R R R R R

R
R R

R R

              


     

   




  

 دایره اي بر محور   :14 سؤالx 3ادلۀ ها و خط به مع 4x y   اگر مرکز این دایره در ناحیۀ چهارم . مماس است

  ها با کدام طول است؟ xواحد باشد نقطۀ مشترك آن با محور  3و شعاع آن 

1 (9      2 (1 -      3 (1      4 (5  

  

  

1گزینه: پاسخ  

)با توجه به شکل مقابل مرکز دایره  , )3O   دانیم فاصلۀ مرکز دایره تا خط مماس برابر شعاع دایره است پس می باشد می:  

| ( ) ( ) |
| OH | | |

2 2

93 4 3
3 4 5

13 4


 

 
        

 
  

  . می باشد 9ها به طول  بنابراین نقطۀ مشترك دایره با محور 

  

 دایره اي از دو نقطۀ   :15 سؤال( , ),( , )1 1 6   گذشته و بر محورy ت؟شعاع دایره کدام اس. ها مماس است  

1 (27        2 (25      3 (24      4 (20  

2گزینه: پاسخ  

)معادلۀ دایره به مرکز  , )O h k  و مماس بر محورy  ها به صورت(x h) (y k)2 2 2h    با توجه به این که . است

)دایره در نقطۀ  , )6  بر محورy  6ها مماس است مرکز آن روي خطy   6قرار دارد و در نتیجهk   می باشد بنابراین معادلۀ

)دایره به صورت  ) ( )2 2 26x h y    است .  

( , ) ( ) ( )2 2 21 1 1 1 6 2 5 25 25h h h h r h              روي دایره قرار دارد  

  

  

 قطر :شعاع دایرة بزرگتر

 .غ ق ق زیرا در ناحیه دوم است
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 متقارن عبور دایره از دو نقطۀ:  

)طۀ متقارن اگر دایره اي از دو نق )الف , ),( , )    آنگاه مرکز آن روي محور . بگذردy  ها قرار دارد یعنی مرکزx  

)اگر دایره اي از دو نقطۀ متقارن) ب , ),( , )   مرکز آن روي محور .بگذردx  ها قرار دارد یعنی مرکزy  

  

  

 

  

  

 دایره اي از دو نقطۀ   :16 سؤال( , ), ( , )2 2B A    1گذشته و بر خطy  شعاع این دایره کدام . مماس است

  ) 88تجربی خارج ( است؟

1 (
3

2
        2 (5      3 (

5

2
      4 (3  

3گزینه: پاسخ  

)چون دایره از دو نقطۀ متقارن , ), ( , )2 2B A    که عرض یکسان دارند می گذرد پس مرکز آن روي محورy  ها قرار دارد و  

)Oمی توان مختصات آن را به صورت  , )y ط روي دایره یکسان وبا توجه به شکل چون فاصلۀ مرکز از تمام نقا. در نظر گرفت 

    : برابر شعاع است داریم

OB OA OH   شعاع  

OAاز تساوي  yحال براي محاسبه  OH استفاده می کنیم :  

( ) ( ) | y | | y |2 2 2

2 2

2 1 4 1

4 1 2

y y

y y y

        

    

 
  

: ,
3

2
O
 

 
 
 مختصات مرکز

3

2
y     

  

  : فرمول ساده تري دارد پس داریم OHرا پیدا نمود که  OHیا  OBیا  OAسبۀ شعاع می توان براي محا

| |
3

2
3 5

1 1
2 2

y

y
  

      
 

  

  

  

  

  

  

  

 2توان

(x, )O  

( , ) 

( , ) 

( , )  ( , )  

O( , )y 

2- 2 

O( , )y 
B A 

1y  
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 دایره اي از دو نقطۀ   :17 سؤال( , ),( , )5 1   1گذشته و بر خط به معادلۀy   م شعاع این دایره کدا. مماس است

  است؟

1 (2      2 (3      3 (
3

2
      4 (

5

2
  

4گزینه: پاسخ  

1yو عمود بر خط  ABمطابق شکل خطی که از وسط     می گذرد از مرکز دایره می گذرد بنابراین طولO   است 3برابر .

)نیم فرض ک , )3O k باشد در این صورت :  

O H O A r    

, ( ) ( )

( )

2 2 2

2 2 2 2

1 3 1 4 1

4 1 4 2 1

3 5
2 3 1

2 2

O H k O A k k k

k k k k k

k k r k

          

        

       



  

  

 دایرة مماس بر دو خط موازي:  

axاگر دایره اي بر دو خط موازي  by c   وax by c   ین آنها یعنی مماس باشد مرکز آن روي خط میانگ

2

c c
ax by


  پس شعاع برابر نصف فاصلۀ این دو خط . برابر فاصلۀ این دو خط موازي است. قرار دارد و طول قطر دایره

  .موازي می باشد

| |
2 2

2
c c

R
a b





  

  

  

 بوده و بر دو خط  -1دایره اي که مرکز آن به طول   :18 سؤالy x  4وy x   مماس است، نیمساز ناحیۀ

  دوم را در کدام نقطه قطع می کند؟ 

1 (( , )11    2(( , )2 2     3 (,
3 3

2 2

 
 
 

      4 (( , )3 3  

2گزینه: پاسخ  

yموازي  چون دایره بر دو خط x  4وy x   مماس است پس مرکز آن روي خط میانگین یعنی
4

2
y x


 


 

)است  -1با توجه به اینکه طول مرکز . است , )11O  از طرفی فاصلۀ دو خط . خواهد بودy x  4وy x  برابرR2 

  :است

R 

R 

3x  

A B 

H 

 O  r 5 
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| |
( ) (y )

( ) ( ) ( , )

2 2

2 2

4
2 2 2 2 1 1 2

1 1

1 1 2 2 2 2 2

y xR R x

y y y x A


         



           



  

 1معادلۀ دایره اي که بر دو خط   :19 سؤالy  5وy    1مماس باشد و مرکز آن روي خطy x   قرار دارد

  کدام است؟ 

1 (
2 2 8 4 1x y x y         2 (

2 2 2 4 4x y x y       

3 (
2 2 4 8 1x y x y         4 (

2 2 2 2 4x y x y       

  

2گزینه: پاسخ  

پس . با توجه به اینکه دایره بر دو خط موازي مماس است بنابراین قطر دایره برابر فاصلۀ بین این دو خط است

2 6 3R R    2از طرفی مرکز دایره روي خطy   2زیرا خط . (استy    1به فاصلۀ مساوي از دو خطy  

5yو    پس.) قرار دارد :  

2
1

1

y
x

y x

 
   

 
            

: ( , )1 2  مرکز دایره  

: ( ) ( ) ( )2 2 2 2 21 2 3 2 1 4 4 9x y x x y y          معادلۀ دایره  

2 2 2 4 4x y x y        

 معادلۀ دایره اي که بر هر چهار خط   :20 سؤال, , ,6 2 3 1y y x x      ؟استمماس باشد کدام  

1(
2 22 8 4x x y y            2 (

2 22 8 13x x y y         

3(
2 2 4 4x x y y            4 (

2 22 4 13x x y y       

2گزینه: پاسخ  

( , ),

( ) ( )2 2 2 2

1 4 2

1 4 4 2 8 13

O r

x y x y x y

  

           
  

 2دایره اي مماس بر دو خط به معادلات   :21 سؤال 2y x   2و 6y x    است اگر مرکز دایره روي خط

2 3y x   ته باشد عرض مرکز دایره کدام است؟قرار داش  

1 (
1

2
      2 (1      3 (

3

2
      4 (2  

3گزینه: پاسخ  

2مرکز دایره روي خط  3y x    قرار دارد بنابراین اگر طول مرکزh  باشد آنگاه عرض آن
3

2
h یرااست ز :  

  

  

2yمرکز روي خط   است.  

1yمرکز روي خط  x  

 . است
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  .از طرفی دو خط و با هم موازي اند لذا مرکز دایره روي خط قرار دارد

, ,
3 3

2 3 2 3
2 2

x h y x y h y h O h h
          
 

  

2از طرفی دو خط  2y x   2و 6y x    با هم موازي اند لذا مرکز دایره روي خط

6 2
2 4

2
y x x


      قرار دارد .  

,
3 3

2 4 3 4 1 1
2 2

O h h h h h O
                 
   

2روي خط 4y x   قرار دارد.  

  

 دایره اي بر دو نقطۀ   :22 سؤال( , ),( , )4 2   گذشته و بر محورx این دایره محور . ها مماس استy  ها را در نقطۀ

  ) 85خارج (دیگر، با کدام عرض قطع می کند؟ 

1 (5      2 (6      3 (7      4 (8  

  

4گزینه: پاسخ  

4xیعنی مرکز روي خط . و عرض آن نامعلوم است 4مطابق شکل طول مرکز   می باشد.  

)بنابراین فرض می کنیم   , )4O  باشد پس:  

  

( , )( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 2 24 4 2

16 4 4 5

Ax y    

 

        

     

 


  

( ) ( ) ( ) (y ) ,2 2 2 24 5 25 4 5 25 5 3 2 8
x

x y y y


              


  

  

   هندسیپیدا کردن معادلۀ مکان :  

)براي پیدا کردن معادلۀ یک مکان هندسی، یک نقطه مانند   , )M x yدر نظر می گیریم و تعریف مسأله را روي آن اجرا می کنیم .

  . همان معادلۀ مکان هندسی است y , xرابطۀ به دست آمده بین 

 دایرة آپولونیوس :  

این دایره را دایرة . باشد، یک دایره است Bبرابر فاصلۀ آنها از نقطۀ  k ,Aاز نقطۀ  نقاطی از صفحه که فاصلۀ آنها مکان هندسی

|     : آپولونیوس می نامند و شعاع آن برابر است با AB |
| k |2 1

k
R 


  

 مکان هندسی نقاطی از صفحه که فاصلۀ آنها از نقطۀ   :23 سؤال, ( , )2 2 4A ن از برابر فاصلۀ آ( , )1 2B  می

  شعاع این دایره کدام است؟. باشد یک دایره است

1 (5    2 (1    3 (2     4 (5 2  

  

R  

( , )4O  

4 

2 

  oyتقاطع با 
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2گزینه: پاسخ  

 
( , )| | | MB | ( ) (y ) ( ) ( )

(x y )

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 4 2 1 2

4 8 2 2 2 4 5 1 1

M x yMA x x y

x y x y x y x y R

         

                
  

  

 اگر فاصلۀ نقطۀ    :24 السؤ( , )M x y تا نقطۀ( , )6A   دو برابر فاصله اش تا نقطۀB( , )3  باشدM  مکان

  هندي دایره اي با کدام شعاع است؟

1(5     2 (2 5    3(2       4 (2 2  

2گزینه: پاسخ  

 

( , )

B( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
| |

k

2 2
2

6
2 2 2 2

3 6 3 36 9 45 3 5 2 5
3 3 32 1

2

A

R




           
 



    

 مکان هندسی نقطۀ   :25 سؤال( , )M x y که فاصلۀ آن تا نقطۀ( , )2 2A   دو برابر فاصلۀ آن تا نقطۀ( , )2 2B 

  باشد یک دایره با کدام مرکز است؟ 

1 (,
1

2
3

 
 
 


    2 (,

1
2

3

 
 

 


      3 (( , )3 2    4 (( , )3 2  

  

1گزینه: پاسخ  

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) (y ) ( ) ( ) ( ) (y y )

( ) (y y )

,

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

3 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 4 2 4 2 4 4 4 4

4 4 4 4 4 4 3 3 2 12 24

2 1
4 8 2

3 3

AM MB x y x y

x x y x x

x x x y x y

x y x y Q

        

             

          

         
 

 

 


  

 نوشتن معادلۀ دایره به کمک سه نقطه :  

مختصات سه نقطۀ داده شده را در معادلۀ گستردة دایره یعنی  
2 2x y ax by c     قرار داده و مجهولات  

 c , b , a با معلوم شدن . را می یابیمc , b,a معادلۀ دایره به دست آمده است.  

 شد آنگاه می توان شعاع دایره را بدون نوشتن اگر مثلث حاصل از به هم وصل کردن سه نقطۀ داده شده قائم الزاویه با: ترفند ویژه

  : معادله از فرمول زیر محاسبه نمود

2
شعاع  

پس این راه . تاکنون در اکثر تست هاي کنکور که از این درسنامه آمده اند سه پاره خط تشکیل مثلث قائم الزاویه می داده اند: تذکر

  . ائم الزاویه بودن مثلث را می توانید با محاسبۀ شیب خطوط بررسی کنیدق. ارزش بررسی کردن را دارد

 وتر مثلث
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 شعاع دایره اي که از سه نقطه با مختصات  :26 سؤال( , ),( , ),( , )2 4 2 1  می گذرد کدام است؟  

1 (2      2 (5/2      3 (3      4 (5/3  

  

2گزینه: پاسخ  

)دایره از سه نقطه با مختصات  , ),( , ),( , )2 4 2 1   می گذرد لذا مختصات این سه نقطه در معادلۀ گستردة دایره صدق می کند

  :داریم

( , )

( , )

( , )

,

2 42 2

2 1

4 16 2 4

4 1 2

2 1
5

2 5

c

x y ax by c a b

a b

a b
a b

a b



 


          

    

 
    

  

  

 






  

 : شعاع دایره برابر است با c , b , aحال با معلوم بودن مقادیر 
2

2 5 5

2 2
R

 
     

 
   

 شعاع دایرة گذرا بر سه نقطۀ   :27 سؤال( , ),( , ),( , )2 1 1 2  برابر کدام است؟  

1 (
1

1
2
    2 (3     3 (5      4 (

1
13

2
  

1گزینه: پاسخ  

)Cسه نقطۀ  , ), ( , ), ( , )1 2 2 1B A  زیرا شیب هاي دو پاره خط. تشکیل مثلث قائم الزاویه می دهند AC  وBC  قرینه و

,معکوس هم هستند 
1

2
2

AC ABm m
 

   
 

 :  

 
( ) ( ( ))2 22 1 1 2 1 9 1

2 2 2 2

BC
R

    
   


  

 دایره اي محور   :28 سؤالx  و محور  3و ) -1(ها را با طول هايy  شعاع این دایره کدام . قطع می کند 1ها را با عرض

  است؟

1 (5      2 (2 2    3 (3      4 (6  

1گزینه: پاسخ  

2معادلۀ این دایره را به صورت 2x y ax by c       در نظر می گیریم از آنجا که این دایره محورx  ها را با طول

)قطع می کند پس مختصات نقاط  1ها را با عرض  yو محور  3و ) -1(هاي  , ),( , ),( , )1 3 1   در معادلۀ آن صدق می کند:  
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

1 1 1

3 3 9 3

11 1

a b c a c

a b c a c

b ca b c

          
 

         
         

   

   

  

  

  : از دو معادلۀ اول نتیجه می شود

1 2
1 3

9 3 3

a c a
b

a c c

     
     

     





  

: 2 2 2 2 3x y x y      2معادله دایرهb    

2از طرفی شعاع هر دایره به معادلۀ  2x y ax by c      رابر باب     :( ) ( )2 21 1 3 5R         

 قائم بر دایره :  

 .هر خط که از مرکز دایره می گذرد بر دایره عمود است )1

 دایره تنها منحنی است که قائم هاي بر آن همواره از نقطۀ ثابتی  )2

 . می گذرند) به نام مرکز(

  

 2دایره اي بر خط به معادلۀ   :29 سؤال 1y x  مماس است و تمام قائم هاي آن دایره از نقطۀ( , )1 2O    

  کدام است؟ xمی گذرند، بیشترین فاصلۀ نقاط این دایره از محور 

1 (2 5    2(3 2      3 (5      4 (6  

1گزینه: پاسخ  

)نقطۀ  , )1 2O   مرکز دایره است و فاصلۀ مرکز تا خط مماس شعاع دایره است حال یک شکل رسم می کنیم تا ببینیم اوضاع از چه

  :قرار است

| |

( , )

| AH | R

2 1 2 2 1
5

1 2 4 1

2 2 5

y x
R

O

    
  

 

    



  

  

 1این دایره بر خط به معادلۀ . می گذرد) -2، 1(هر خط قائم بر یک دایره از نقطه   :30 سؤالy x  مماس است .

  شعاع دایره کدام است؟

1 (2      2(2 2       3 (3      4 (3 2  

2گزینه: پاسخ  

این دایره بر خط . مرکز دایره است )-2، 1(پس نقطۀ . می دانیم مرکز دایره نقطه اي است که هر خط قائم بر دایره از آن می گذرد

1yبه معادلۀ   x  پس فاصلۀ مرکز دایره از خط مماس برابر شعاع دایره است داریم. مماس است :  

 | y x | | ( ) |
( , )

( )2 2

1 1 2 1 4
2 1 2 2

2 21 1

o ox y

o oOH R O
    

     
 

  

 !!!من به دایره قائم شدم

H 1- 

2 

A 

R 

2 
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 اگر دایرة   :31 سؤال
2 2 2x y mx y      در مبدأ مختصات بر نیمساز ناحیۀ اول مماس باشد آنگاه فاصلۀ

4x نزدیکترین نقاط دایره تا خط y  کدام است؟  

1 (2 1    2 (2 1    3 (2 2    4 (2  

4گزینه: پاسخ  

yخط  x   بر خطy x عمود می باشد پس مرکز دایره یعنی ) که همان نقطۀ تماس است(تصات در مبدأ مخ

,1
2

m
O
 
 
 

yروي خط   x  با جایگذاري .قرار می گیردO  در خطy x 2قدار م=m  می شود حال نزدیکترین فاصلۀ

4xنقاط دایره تا خط  y  را پیدا می کنیم :  

  

| |1 1 4
2 2

1 1

2 2 2 2

OH OH R
  

   


  

  

  

  

 دایرة   :32 سؤال
2 2 2x y kx y      در مبدأ مختصات بر نیمساز ربع اول و سوم مماس است شعاع دایره

  چقدر است؟

1 (1    2 (
3

2
      3 (2      4 (2  

4گزینه: پاسخ  

yلذا مرکز دایره روي خط . مرکز دایره روي خط قائم بر دایره در مبدأ مختصات قرار دارد x   )قرار ) نیمساز ربع دوم و چهارم

  .دارد

,

( )

2 2

2
2 2 2

2 1
2

1 2 1 1 1 2
2 2

k
x y kx y O

k k
y x k r

       
 

 
              

 



  

 وضعیت دو دایره :  

  : تشخیص مراحل زیر را طی می کنیم براي. وضعیت مختلف می باشند 5دو دایره نسبت به هم داراي  

1( 1O 1وR را پیدا می کنیم. 

2( 2O  2وR را پیدا می کنیم. 

3( | O O |1 2d  را به دست می آوریم. 

4( 1 2R R و| |1 2R R را محاسبه می کنیم. 

5( d  1را با 2R R  و| |1 2R R مقایسه می کنیم . 

H 

O  y x 

 4x y  

 y x  

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 
 

 

  /  6764  143  0911 @ Nakhostin_Math   دایره  ایمان نخستین

16 

  

1      متخارج 2d R R  )1  

  

1        مماس خارج    2d R R )2  

  

|متقاطع          |1 2 1 2R R d R R    )3  

  

|مماس داخل                        |1 2d R R  )4  

  

|متداخل                          |1 2d R R  )5  

  

  

 دو دایره به معادلات   :33 سؤال: 2 2
1 4 4 1C x y x y    و: 2 2

2 4 8 19C x y x y       

  نسبت به هم چگونه اند؟ 

  یکی خارج دیگري) 4    متقاطع در دو نقطه ) 3    مماس داخل ) 2      مماس خارج ) 1

  

2گزینه: پاسخ  

گانه را اجرا می کنیم یعنی مرکزها و شعاع هاي دو دایره را پیدا می کنیم، طول خط المرکزین را محاسبه و آن را با تفاضل  5حال مراحل 

  : و جمع شعاع ها مقایسه می کنیم

)مماس داخل ) ( )

) O ( , )

) ( , ) | R R |
| R R |

) | O O |

1 1

1 24 5
2 2 1 2

1 2
1 2

1 2 2 4 4 1 3
4

2 2 4 4 16 19 1
2

3 2

R
R R

O R d

d

     
  

           
  



  

 به ازاي کدام مقدار   :34 سؤالb 2دو دایره به معادلات 2 2 2x y x y     و
2 2 4x y y b      

  مماس داخل اند؟

1 (5-      2 (4 -      4 (3-      4 (2 -   

2گزینه: پاسخ  

|باید |1 2d R R  باشد بنابراین :  

O ( , )

( , ) | |

1 1

2 2

11 2
2 2 4 4

2 4 2 2 4
2 4 2 8 4 4

1 1 2

R
b b

O R b b
b b b

d

  
       

        
         

   

  

4bدقت کنید که به ازاي    شعاع دایره دوم صفر می شود .  

2O 1O 
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 دایرة   :35 سؤالC  2بر دایرة 2 4 2 4x y x y     مماس خارج است و هر خط قائم بر دایرةC  از نقطۀ

( , )8   )96خارج از کشور ریاضی (کدام است؟  Cشعاع دایره . می گذرد 7

1 (6      2 (7      3 (8      4 (9  

2گزینه: پاسخ  

( , )1 2 1O   2مرکز دایره 2 4 2 4x y x y      

( )2 2
1 2 1 4 9 3R        

)از نقطۀ  Cچون هر خط قائم بر دایره  , )8 )، Cمی گذرد، مرکز دایرة  7 , )8 O: است پس 7 ( , )2 8 7  

1: در ضمن دو دایره مماس خارج هستند یعنی 2 1 2O O R R   

( ) ( ( ))2 2 2 2
1 2

2 2

8 2 7 1 6 8 1

1 3 7

O O

R R

       

   




  

 کوتاهترین فاصلۀ بین نقاط دایره به مرکز   :36 سؤال( , )4  و دایره به مرکز 2و شعاع( , )4   کدام است؟ 2و شعاع  

1(2 2     2 (4 2    3 (( )2 2 1    4 (( )4 2 1  

4گزینه: پاسخ  

4قائم الزاویه و متساوي الساقین است پس  CODمطابق شکل مثلث  2CD   و کوتاهترین فاصلۀ نقاط دو دایره برابر

  : است با

  

(BD AC)

( )

4 2 2 2

4 2 4 4 2 1

AB CD     

   
  

  

 دو دایره به مرکز مبدأ مختصات که بر دایرة به معادلۀ   :37 سؤال
2 2 6 8 24x y x y       مماسند را

  در نظر بگیرید نسبت شعاع دایرة بزرگ به شعاع دایرة کوچکتر کدام است؟

1 (
5

4
      2 (

3

2
      3 (

7

4
      4 (2  

2گزینه: پاسخ  

: : ( ) ( )

: ( ) ( ) : ( ) (y )

: ( , )

:

2 2 2 2

2 2 2 2

6 8 24 6 8 24

3 9 4 16 24 3 4 1

3 4

1

C x y x y C x x y y

C x y C x

R



          

            


 



 

  

Cفرض می کنیم که دایرة    به مرکز( , )O    و شعاعR   بر دایرةC مماس است دو حالت امکان پذیر است.  

1 (,C C مماس خارج باشند:  

O 

4 

2 

2 4 

2 

2 
C 

D 

B 
A 

  Cمرکز دایرة 

  Cشعاع دایرة 
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( ) ( )2 23 2 4 1 5 1 4O R R R R R                   

2 (,C C مماس داخل باشند :  

| | | |5 1 5 1

5 1 4

5 1 6

O R R R R

R R

R R

           

      
 

     

  

2با توجه به مقادیر به دست آمده شعاع دایرة بزرگتر 6R    2و شعاع دایرة کوچکتر برابر با 4R   است پس :  

1

2

6 3

4 2

R

R


 


  

 روش ویژه براي محاسبۀ معادلۀ وتر مشترك :  

اگر بخواهیم معادلۀ وتر مشترك دو دایره به معادلات و 
2 2x y ax by c       و

2 2x y a x b y c          را به دست آوري، کافی است این دو معادله را در یک دستگاه قرار داده
2xو

2y   را

  : حذف کنیم در این صورت معادلۀ باقیمانده همان معادلۀ وتر مشترك دو دایره است

2 2

2 2

8 2 82

2 2 8 12 2

x y x y

x y x y

     


    



 
  مثلاً: 

  :ضرب کرده و سپس دو معادله را با هم جمع می کنیم -2معادلۀ بالایی را در  2yو 2xحذف براي 

2 2

2 2

2 2 16 4 164

2 2 8 12 2

x y x y

x y x y

     


    



 
  

: 8 8 184x y     معادلۀ وتر مشترك  

  

 ه باشند قبل از هر کاري باید آنها را تبدیل به فرم گسترده نموداگر معادلۀ دایره ها به صورت گسترده بیان نشد: تذکر.  

 روش ویژه براي محاسبۀ طول وتر مشترك :  

ابتدا معادلۀ عمود مشترك را یافته و سپس آن معادله و یکی از معادلات دایره ها را در یک دستگاه حل می کنیم تا دو نقطۀ ابتدا و 

)بالا حاصل شود و در انتها به کمک فرمول در شکل Bو  Aانتهاي وتر مشترك یعنی  ) (y y )2 2
B A B Ax x    طول

  . عمود مشترك را می یابیم

 معادلۀ وتر مشترك دو دایره به مراکز   :38 سؤال( , )1 2و( , )2   واحد کدام است؟ 2به شعاع هاي مساوي   1

1 (2y x    2 (3y x    3 (3 2y x    4 (2 3y x  

2گزینه: پاسخ  

  : ابتدا معادلۀ دو دایره را نوشته و سپس معادلۀ این دو دایره را از هم کم می کنیم داریم

                        
: ( ) ( )

: ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

1 2 4 2 4 1

2 1 4 4 2 1

x y x y x y

x y x y x y

          


          




  

 6 2 3x y y x    طرفین تساوي را از هم کم می کنیم  

  2و شعاع ) -1، 2(دایره به مرکز 

  

 2و شعاع ) 2، 1(دایره به مرکز 

 غ ق ق
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 طول وتر مشترك دو دایره به معادلات   :39 سؤال
2 2 2x y x     2و 2 4 3x y x    کدام است؟  

1 (2      2 (2 3      3(3       4 (2 2  

3گزینه: پاسخ  

  : ابتدا معادلۀ وتر مشترك دو دایره را می یابیم

:معادله وتر مشترك 
3

2 3
2

x x      دو معادله را از هم کم می کنیم
2 2

2 2

2

4 3

x y x

x y x

   


    




  

  :یره ها در یک دستگاه قرار داده تا دو نقطه ابتدا و انتهاي وتر مشترك به دست آیدحال معادلۀ وتر مشتر را با معادلۀ یکی از دا

(*)

, , ,

2
2 2 2 2

3

2

3 3 3 3
2 2

2 2 4 2

3 3 3 3

2 2 2 2

x

x y x y y y

A B







                      

   
    

   

   

  : با مشخص شدن مختصات دو سر وتر مشترك طول آن را حساب می کنیم

, ( )

22
23 3 3 3

3 3
2 2 2 2

AB
   

                
  

 طول وتر مشترك دو دایره به معادلات  :40 سؤال
2 22 4x x y      و

2 22x x y    کدام است؟  

1 (1      2 (3      3 (2      4 (4  

  

3گزینه: پاسخ  

  : ابتدا نقاط برخورد دو دایره را به دست می آوریم

( ) ( )

2 2

2 2

2 2 2

2 4

2

4 4 1 1 2 1 1 1

x x y

x x y

x x y y y

    


   

                





 

  

)بنابراین نقاط برخورد دو دایره , ), ( , )1 1 11B A   ابر است باهستند بنابراین طول وتر مشترك بر :  

| AB | ( ( )) ( ( ))2 21 1 1 1 2         

 اگر عرض از مبدأ خطی که وتر مشترك دو دایره به معادله هاي  :41 سؤال 
2 2 2 2 2x y x y       و

2 2 4 6x y x y b       بر آن واقع است برابر
1

4
  بر آن واقع است برابر باشد مقدارb ست؟کدام ا  

1 (3-      2 (3      3 (
5

2
      4 (

5

2
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1گزینه: پاسخ  

  : معادلۀ خطی که وتر مشترك دو دایره بر آن منطبق است به صورت زیر به دست می آید

2 2

2 2

2 2 2
2 4 2

4 6

2 1
2 1 3

4 4
x

x y x y
x y b

x y x y b

b
y b b

     
    

    


          




  

  

 دایره اي به مرکز   :42 سؤال( , )2 3yو مماس بر خط  1 x   4خطx  را با کدام عرض ها قطع می کند؟  

1 (3 ،5 -      2 (1 ،2-      3 (1-  ،3       4 (2 -  ،4  

  

3گزینه: پاسخ  

Oفاصلۀ   3تا خطy x    برابر شعاع دایره است .
| |

( )2 2

1 2 3
2 2

1 1
r

 
 

 
  

)معادلۀ دایره به مرکز  , )2 2و شعاع  1 )به صورت 2 ) ( )2 22 1 8x y    است.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,

42 2 2 2 22 1 8 4 2 1 8 1 4

1 2 3 1

xx y y y

y y y

           

       
  

  

 3شعاع کوچکترین دایره اي که در ناحیۀ اول بر محورهاي مختصات و خط   :43 سؤال 4 6x y     مماس

  باشد کدام است؟

1 (3      2 (2      3 (
1

2
      4  (

1

3
  

3گزینه: پاسخ  

)مرکز و شعاع دایره اي که در ناحیه اول بر محورهاي مختصات مماس است  , )O r r وr است.  

| r r |
| r | r

3 4 6
7 6 5

9 16
r r

 
     


Oفاصلۀ   3تا خط 4 6x y     

7 6 5 3

1
7 6 5

2

r r r

r r r

   


 
    

  

 نقطۀ   :44 سؤال( , )1a   2مرکز دایره اي است که بر دو خط به معادلات 1x y     2و 2x y    

  است؟   5شعاع دایرة کوچکتر چند برابر. ستمماس ا

1 (
2

3
      2 (

2

15
      3 (

3

5
      4 (

1

3
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2گزینه: پاسخ  

)فاصلۀ , )1O a  و خط مماس بر دایره برابر شعاع دایره استتا هر یک از د.  

| | | |
2 2

2 1 1 2 1

52 1

a a
r

  
  


Oفاصلۀ   2تا خط 1x y     

| a | | |
2 2

2 2

51 2

a
r

 
  


Oفاصلۀ    2تا خط 2x y     

( )
| | | |

| | | a |
( )

2 1 2
2 1

2 1 2
2 15 5

3

a a a
a a

a
a a a

   
 

      
    

  

بنابراین شعاع هاي دو دایره برابر  
| |

,
2 2

3 5 5 5

a
r
 

 
 

لذا شعاع دایرة کوچکتر برابر . است 
2 2

5
153 5

 است .  

 3خط  :45 سؤالx y a     دایرة
2 2 4 6 3x y x y     حدود . را قطع نمی کندa کدام است؟  

1 (5a     2(5a   یاa      3(21a   1یاa     4 (1 21a   

  

3گزینه: پاسخ  

3xاگر فاصلۀ مرکز دایره تا خط y a    ره باشد آنگاه خط دایره را قطع نمی کندبیشتر از شعاع دای.  

( , ),2 2 4 6 3 2 3 1x y x y O r           

| a | | a |
| a |

2 9 11
1 11 1

1 9 1
d r

   
       


 


Oفاصلۀ  تا خط  

1a  11یا 1 21a a      11یا 1a     
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