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 ......................انتگرالمحاسبه مساحت به کمک  5

 قًاویه ي فرمًل َای اوتگرال1
 تعریف اوتگرال 1-1

 ثِ صَرت خیلی سبدُ اًتگزال گیزی عکس عول هطتق گیزی است اهب چطَر؟ ثِ هثبل سیز دقت کٌیذ.

   2
مشتق
→      2  

ضبیذ ّن   2 چی هیگیي؟حتوبً سزیع هیگین خت هعلَهِ   2 حبلا اگز اس هب ثپزسیذ چِ تبثعی ّست کِ هطتقص ضذُ, 

2 یکی ثگِ  2 یب  4   2 ٍ ّوِ ایي جَاة ّب ّن درستِ ٍاقعیت ایي کِ ًویتًَیذ ثگیذ عذد ثبثتی کِ ثب تبثع  1 

جوع ضذُ چٌذ ثَدُ چَى در هطتق گیزی عذد ثبثت حذف هی ضَد) صفز هی ضَد( ثٌبثزایي ثِ صَرت کلی هیتًَین 

2 ثگین جَاة   یِ عذد ثبثتِ. ثِ ثیبى اًتگزال دارین.  ّست کِ    

2     2∫                                      هثبل                                                                                                 

  3      3 2  ∫3 2    3     

               ∫              

 ضکل کلی یک اًتگزال ثِ صَرت سیز ّست:

∫       
 

 

 

 .اًتگزال استّن تبثع جلَی      را حذ ثبلای اًتگزال هی گَیین   را حذ پبییي ٍ    کِ 
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دادُ ضذُ ثبضٌذ اًتگزال را هعیي ٍ در غیز ایي صَرت اًتگزال را ًبهعیي هی    ٍ  : اگز حذٍد اًتگزال یعٌی 1تذکز

 گَیین.

∫   اًتگزال هعیي       
 

 

 

  اًتگزال ًبهعیي       ∫

ًذارد عذد   است( ثٌبثزایي ّز عجبرتی کِ   اًجبم هی ضَد ) هتغیز هب   یعٌی اًتگزال گیزی ًسجت ثِ    : 2تذکز

 .ثبثت فزض هی ضَد

 اًتگزال ًب هعیي هطتق ثگیزین ثبیذ ثِ تبثع جلَی اًتگزال ثزسین  جَاةًکتِ هْن:  اگز اس 

 ثِ ثیبى اًتگزال:

∫                       

∫ 2   
 3

3
    

 3

3
      2 

∫                             

 ین؟ُ ادست آٍردِ سَال: آیب حبصل اًتگزال ّبی سیز را درست ث

3  ∫   الف  2     
 4

4
  2    

 حل: اگز اس جَاة اًتگزال هطتق ثگیزین ٍ ثِ عجبرت جلَی اًتگزال ثزسین درست است یعٌی 
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 4

4
  2       3  درست است    2 

∫  ب                                    

 قًاویه اوتگرال2-1

 1قاوًن 

ّوچٌبًکِ ثزای هطتق گیزی اس جوع ٍ تفزیق چٌذ تبثع کبفی اس تک تک تَاثع جذاگبًِ هطتق ثگیزین در ایٌجب ًیش 

ثزای اًتگزال گیزی ّن ثِ ّویي صَرت عول هی کٌین یعٌی اگز در جلَی اًتگزال جوع یب تفزیق چٌذ تبثع را داضتِ 

 ثزای تک تک تَاثع جذاگبًِ اًتگزال هی ًَیسین.ثبضین 

 ثِ ثیبى اًتگزال:

∫                ∫       ∫         

 ثِ عٌَاى هثبل:

∫( 3  4 2  5  3)   ∫ 3   ∫4 2   ∫    ∫3   

 فزاهَش ًطَد.     : ٍقتی ثزای ّز تبثع جذاگبًِ اًتگزال ًَضتیذ 1تذکز

 2قاوًن 

 .( در تبثع جلَی اًتگزال ضزة ضذُ ثبضٌذ هی تَاى آى را اس اًتگزال ثیزٍى آٍرد اگز یک عذد ثبثت )هبًٌذ 
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∫          ∫       

 ّویي ٍیژگی را ثزای هطتق گیزی ًیش داضتین.

   ∫5       5∫                                            ∫5 2   5∫ 2   

   ∫
5

6
 4   

5

6
∫ 4   0                                   ∫

 7

4
   

1

4
∫ 7   

   ∫
2

5 2
   

2

5
∫

1

 2
                                                  ∫

      

5
   

1

5
∫           

 3قاوًن 

تَاثع ّن)هثل هطتق( فزهَل دارین اهب هتبسفبًِ  ز هیکٌي ثزای اًتگزال گیزی اس ضزةهتبسفبًِ ثعضی اس ثچِ ّب فک

 .چٌیي فزهَلی ٍجَد ًذارد 

 ثٌبثزایي

∫            ∫       ∫       

∫ 2 1    3   ∫ 2   ∫ 1    3   

اس  حبصل جوع ٍ تفزیق تجذیل هی کٌین سپس تذکز: ثزای حل اًتگزالْبی ثِ صَرت حبصلضزة آًْب را ثِ صَرت 

 .کٌینحل هی  1قبًَى 

∫ هثبل 1  2 1   3    ∫  2   5    ∫  2   ∫  5   

1 3 ∫ هثبل 2    2   ∫ 3 1  2   2    

𝑎𝑚  𝑎𝑛  𝑎𝑚+𝑛 

𝑎𝑛  𝑏𝑛   𝑎𝑏 𝑛 

 یادآوری
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 ∫( 3  2 4   5)   ∫ 3   ∫2 4   ∫ 5   

 4قاوًن 

 ًیش در حبلت کلی فزهَلی ٍجَد ًذارد) ثِ استثٌبی ثعضی حبلات کسزی)تقسین تَاثع( ثزای اًتگزال گیزی اس تَاثع

 (خبظ

∫
    

    
   

∫      

∫      
 

∫
 3  4

 2  5
   

∫( 3  4)  

∫  2  5   
 

 حالات خاص اوتگرال تًابع کسری

 1حالت خاص 

 یعٌی  است.    |هخزج|        ثزاثز اًتگزال جَاة ضَد ظبّز صَرت در هخزج هطتق اگز کسزی تَاثع در 

∫
 هطتق هخزج

هخزج
|هخزج|         

∫ مثال 1
2 

 2  1
     

2   یعٌی ،چَى هطتق هخزج در صَرت ظبّز ضذ c+  | 2  .پس جَاة هی ضَد  2   1   1| 

∫ مثال 2
1

 
     | | ∫ مثال 3                                          

  

 
   | |    
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∫ مثال 4
3

 
   3∫

1

 
   3   | | ∫ مثال 5                         

3 2  2

 3  2 
     | 3  2 |    

∫ مثال 6
 

 2  5
     

ضزة کٌین ٍ هعکَس  2را در   دارین هی تَاًین    است ٍ در صَرت فقظ    2چَى هطتق هخزج ثزاثز  6هثبل در

 آى را پطت اًتگزال ثٌَیسین یعٌی

∫
 

 2  5
   

1

2
∫

2 

 2  5
   

1

2
  | 2  5|    

 

 

 2حالت خاص 

در صَرتی کِ هطتق هخزج در صَرت ًجبضذ حتوبً ثبیستی کبری کٌین کِ هخزج اس ثیي ثزٍد کِ ثزای ایي کبر اس 

 ًکبت سیز کوک هی گیزین.

 یک جولِ ثبضذ ثب تفکیک کزدى هخزج را سبدُ هی کٌین یعٌی کسز : اگز هخزج1ًکتِ 

     

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

∫
 3  5  3

 
 ∫(

 3

 
 

5 

 
 

3

 
)   ∫ 2  5  

3

 
 مثال                                                      

∫
 

3
2  4 2  2  5

2 
1
2

   ∫(
 

3
2

2 
1
2

 
4 2

2 
1
2

 
2 

2 
1
2

 
5

2 
1
2

,   ∫
1

2
  2 

3
2   

1
2  

5

2 
1
2
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  یبدآٍری
  

                            

هخزج را اس  ؛ثبضذ ثِ کوک تجشیِ  غیز رادیکبلیدٍجولِ هجوَع یب تفبضل  کسز : در تَاثع گَیب اگز هخزج2ًکتِ 

 ثیي هی ثزین.

 2   2   اتحبد هشدٍج                 

 3   3         2      2  

∫ هثبل 1  2 1
 +1    ∫

   1   +1 
 +1    ∫   1    

∫ هثبل 2  3+27
  3    ∫

  +3   2 3 +9 
  +3    ∫  2  3  9    

∫ هثبل3  2 5 +6
  2    ∫

   2    3 
  2    ∫   3    

؛ گَیبکزدى ثبضذ ثِ کوک رادیکبل هجوَع یب تفبضل دٍ جولِ ضبهل اگز هخزج کسزی : در تَاثع3ًکتِ  

 هخزج را اس ثیي هی ثزین.

   

∫ هثبل 4
1   

 1  √  
   ∫

1   

1  √ 
 

1  √ 

1  √ 
   ∫

 1     1  √  

12   √  2  

 ∫
 1    1 √  

1  
   ∫(1  √ )   

∫ هثبل 5
4  4 
√  1

   ∫
 4  4  
√  1

 
√  1
√  1

   ∫
 4  4   √  1 

 √  2  12  

 ∫
4 1    √ +1 

  1    ∫
4(    1 ) √ +1 

   1    
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 ∫ 4(√  1)    4 ∫ √  1    

∫ هثبل6
  8
√ 
3

 2
   ∫

  8
√ 
3

 2
 

 √ 23
 2√ 

3
 4 

√ 23
 2  √  4 3    

 ∫
   8  √ 23

+2√ 
3

+4 
 √ 

3
 3  2 3  ∫

   8  √ 23
+2√ 

3
+4 

  8    

 ∫(√ 23
 2√ 

3
 4)    

 یک تبثع هثلثبتی ثبضذ ثب کوک فزهَل ّبی هثلثبت هخزج را اس ثیي هی ثزین. ،:اگز هخزج کسز4ًکتِ 

∫
   2 

1+    
   ∫

 1       1+     

1+    
   ∫ 1         

   2  1     2   1        1         

∫
   2   

1     
 ∫

 1       1+     

1     
   ∫ 1        

                 2  1     2   1        1        

∫
   2 

    +    
   ∫

                +     

    +    
   ∫           

   2     2     2                         

 

 قاوًن پىجم

 یاًتگزال تَاثع رادیکبل 

∫√       

 ثعذا در هَرد آى هفصل صحجت خَاّین کزد.
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 :فرمًلُای پایٍ ای اوتگرال گیری3-1

               ∫   فزهَل 1                                                                  

∫ مثال 2   2 ∫    2    

∫     
   1

 +1  فزهَل 2                                1            

 پزکبرثزدتزیي ٍ هْوتزیي راثطِ ی هجبحث اًتگزال هی ثبضذ. 2راثطِ

 ثبضذ. 1 هی تَاًذ ّز عذد )کسز ،صحیخ،...( ثِ جشء    یعٌی تَاى   فزهَل ثبلا: در 1تذکز 

در    در صَرت کسز ثبضذ. ثٌبثزایي اگز در هسئلِ دادُ ضذُ     : ثزای استفبدُ اس فزهَل ثبلا حتوبً ثبیذ 2تذکز 

 هخزج کسز یب در سیز رادیکبل ثبضذ ثبیذ آى را ثب استفبدُ اس رٍاثظ سیزثِ صَرت تَاى دار در صَرت کسز ًَضت.

√   
  

 

 
                              √ 23

  
2
3                     √ 

3
  

1
3                               √   

1
2 

               
1
  

                                   
1
 2    2                         

2
 +3  2  3                         

1

  
1
3
  

1
3 

3

√ 2
5

 
3

 
2
5

 3  
2
5 
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 هثبل: حبصل اًتگزال ّبی سیز را ثذست آٍریذ؟

1  ∫  3   
 3+1

3  1
   

 4

4
   

2  ∫   5   
  5+1

 5  1
   

  4

 4
   

3  ∫  
1
3   

 
1
3
+1

1
3

 1
   

 
4
3

4
3

   
3

4
 

4
3    

4  ∫   
6
5    

  
6
5
+1

 
6
5
 1

   
  

1
5

 
1
5

    5  
1
5    

5  ∫ √ 2
5

   ∫ 
2
5   

 
2
5
+1

2
5

 1
   

 
7
5

7
5

   
5

7
 

7
5    

6  ∫√    ∫ 
1
2   

 
1
2
+1

1
2

 1
   

 
3
2

3
2

   
2

3
 

3
2    

7  ∫
1

 3
   ∫  3   

  3+1

 3  1
   

  2

 2
  

 

 

8  ∫
7

  
2
5

   ∫7 +
2
5    7∫ 

2
5   7(

 
2
5
+1 

2
5

 1
,   7(

 
7
5

7
5

,    

 7 (
5

7
 

7
5)    5 

7
5    
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9  ∫
4

3√ 2
3

 ∫
4

3 
2
3

 
4

3
∫ 

 
2
3   

4

3
 
 
 

2
3
+1

 
2
3

 1
    

4

3
(

 
1
3

1
3

, 

 
4

3
(3 

1
3)    4 

1
3    

10  ∫  2√ 2
3

   ∫ 2  
2

3   ∫ 
8

3   
 

8
3
 1

8

3
+1

   
 

11
3

11

3

   
3

11
 

11

3     

        +  

 

11  ∫
 3

 2    ∫  3 2   ∫  1   
 1 1

1+1
   

 2

2
   

 

 

12  ∫
2 5

3 
1
3

   
2

3
∫

 5

 
1
3

   
2

3
∫ 

5 
1
3   

2

3
∫ 

14
3    

2

3
(

 
14
3

+1

14
3

 1
  , 

 
2

3
(

 
17
3

17

3

+  
2

3
(

3

17
  

17

3 *    
2

17
 

17

3    

13  ∫
 

1
3

4 2
   

1

4
∫ 

1
3
 2

   
1

4
∫ 

 
5
3   

1

4
(

 
 

5
3
+1 

 
5
3

 1
,    

1

4
(
 

 
2
3

 
2
3

,    

 
1

4
( 

3

2
 

 
2
3)     

3

8
 

 
2
3    
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14  ∫
  4

√ 
    ∫

 4

 
1
2

    ∫ 
4 

1
2    ∫ 

7
2    (

 
7
2
+1

7
2

 1
,    

2 

9
 

9
2    

15  ∫  5(1   2)   ∫( 5   7)   ∫ 5   ∫ 7   
 5+1

5  1
 

 7+1

7  1
   

 
 6

6
 

 8

8
   

16  ∫  
1
2 ( 

3
2   )   ∫( 

1
2  

3
2   

1
2  1)   ∫  

1
2
+

3
2   

1
2
+1

    ∫( 2   
3
2)   

 ∫ 2   ∫ 
3
2   

 2+1

2  1
 

 
3
2
+1

3
2

 1
   

 3

3
 

 
5
2

5
2

   
 3

3
 

2

5
 

5
2    

17  ∫√   3  √ 2
3

    ∫ 
1
2 ( 3   

2
3)   ∫( 

7
2   

7
6)   

 ∫ 
7
2   ∫ 

7
6   

 
7
2
+1

7
2

 1
 

 
7
6
+1

7
6

 1
   

 
9
2

9
2

 
 

13
6

13
6

   
2

9
 

9
2  

6

13
 

13
6    

18  ∫  2 (√2  5√ )   ∫ 2 (√2  5 
1
2)   ∫(√2 2  5 2  

1
2)   

 ∫(√2 2  5 
5
2)   ∫√2 2   ∫5 

5
2   √2∫ 2   5∫ 

5
2   

 √2
 2+1

2  1
 5

 
5
2
+1 

5
2
 1 

   √2
 3

3
 5

 
7
2

7
2

 √2
 3

3
 5  

2

7
 

7
2    

√2

3
 3  

10

7
 

7
2    

19  ∫  4 ( 
2
3  

1

 
)   ∫( 4  

2
3   4 

1

 
)   ∫( 

14
3   3)   

 
14
3

+1

14
3

 1
 

 3+1

3  1
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17
3

17
3

 
 4

4
   

3

17
 

17
3  

 4

4
   

20  ∫  2  1 2   ∫( 4  2 2  1)   ∫ 4   ∫2 2   ∫1   

 
 5

5
 

2 3

3
     

     2   2  2    2 

  

21  ∫  2   3 2   ∫( 4  2 5   6)   
 5

5
 

2 6

6
 

 7

7
   

22 ∫   √  
2

   ∫ 2  2 √   √  2   ∫( 2  2   
1
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 ویژه صددرصدی ها
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 ثبضذ. 1 یعٌی تَاى پزاًتش هی تَاًذ ّز عذد )کسزی، صحیح ٍ ...( ثِ جشء   : در راثطِ ثبلا 1تذکز

 حتوبً ثبیستی یک ثبضذ.  : ضزیت 2تذکز 

 : پزاًتش ثبیستی در صَرت قزار داضتِ ثبضذ.3تذکز 
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 قاوًن پىجم
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