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  :درسنامه ي مشتق

آموزش فشرده اين . اتحاد جمله مشترك، اتحاد مزدوج و اتحادهاي مثلثاتي: پيش نياز اين فصل

  . مباحث را ابتدا ارائه مي دهيم

تر مم ها، نقاط عطف، نقاط بحراني، محور و مركز سدر نمودار، حد، پيدا كردن اك: كاربرد اين فصل

  . تقارن، تعيين يكنوايي توابع و بعضي دنباله ها

  : نيازها پيش

 : اتحاد جمله مشترك


رب وعض مجم

(x a)(x b) x (a b) x ab     2
 

 : مثال

) (x )(x ) x x

) ( x )( x ) x x x x

) (Sin x )(Sin x ) Sin x Sin x

) (f (x) )(f (x) ) f (x) f (x)

) (f (x) x)(f (x) x) f (x) xf (x) x

    

       

    

    

    

2

2

2

2

2 2

1 3 5 8 15
2 10 3 13 30 13 30
3 2 1 3 2
4 2 1 2
5 3 4 3

 

  : يعني تجزيه به كمك اتحاد جمله مشترك. معمولاً عكس اين اتحاد مهمتر است

) x x (x )(x )

)f (x) f (x) (f (x) )(f (x) )

) x x ( x )( x )

) x x ( x )( x )

    

    

    

    

2

2

2

1 9 18 6 3
2 5 6 3 2
3 10 16 8 2
4 5 4 4 1

  

 و با مثال. يك حالت مهم تجزيه اتحاد جمله مشترك وقتي است كه جمله اول ضريب داشته باشد

  . آموزش زير عملاً مراحل اين كار را اجرا مي كنيم

x:      مي خواهيم عبارت مقابل را تجزيه كنيم x 25 4  
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  . ، ضرب مي كنيم- 4را برداشته در عامل عددي، يعني  5يعني عدد  x2ضريب 

x x (x )(x )    2 20 5 4  

ضرب مي  5عامل ديگر را در  xتقسيم و  5عدد يكي از عوامل را بر . حالا بايد گام قبلي را پس بگيريم

  : كنيم

(x )( x ) (x )( x )    
5 5 4 1 5 45  

  . تجزيه انجام شد

xعبارت هاي : تمرين x 23 8 xو  3 x 22 5  1392به ترتيب در كنكور تجربي (را تجزيه كنيد  2

  )مورد استفاده قرار گرفتند 1393و 

  : در منها كردن دو عبارت مي تواند توان آنها را نصف كند: اتحاد مزدوج
x m n m n mx y (x y )(x y )   2 2  

  .دبه تجزيه هاي زير دقت كني: مثال

) x y (x y )(x y )

)x (x )(x )

) x ( x )( x )

   

   

   

2 4 2 2

2

1
2 5 5 5
3 1 1 1

  

  . حالت خاص زير در اين فصل خيلي مدنظر است
x)حاصل عبارت : مثال )(x )(x )(x )   2 4 81 1 1   .را بدست آوريد 1
x)در عبارت را : پاسخ )1 ضرب و تقسيم مي كنيم، مي شود.  

(x )(x )(x )(x )(x ) (x )(x )(x )(x )

(x ) x

(x )(x )(x ) (x )(x ) x

(x ) x x

        


 

     
  

  

2 4 8 2 2 4 8

4 4 8 8 8 16

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1

  

براي بحثي جدي تر از كاربرد اتحاد مزدوج در توابع و بعضي محاسبه ها خواننده را به درسنامه جامع 
  . رياضي در همين سايت و از همين نويسنده ارجاع مي دهيم

  . بيشترين چيزي كه از مثلثات نياز داريم سه فرمول بسط هستند
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)Sin (x y) Sin x cos y Sin ycos x

)cos (x y) cos x cos y Sin xSin y

tan x tan y
) tan (x y)

tan x tan y

  
  


 



1
2

3 1

  

  
  . از راست به چپ نياز داريم كه هر سه فرمول را معمولاً

Sinحاصل : مثال x Sin x cos x3 2   . را بدست آوريد 2
  : داريم: پاسخ

Sin( x x) Sin x cos x

Sin x cos x Sin x cos x Sin x cos x

Sin x cos x Sin x cos x Sin( x x) Sin x

  
  
   

2 2 2
2 2 2 2
2 2 2

  

Tanحاصل عبارت : مثال x Tan x

Tan x Tan x




5 2
1 5   .را بدست آوريد 2

)Tan: پاسخ x x) Tan x 5 2 7  
aاگر : نكته b c   آن گاه  

Tan a Tan b Tan c (Tan a)(Tan b)(Tan c)    
  : مثال

Tanحاصل عبارت  x Tan x Tan x

Tan x Tan x

 5 4
5   .را بدست آوريد 4

xچون : پاسخ x x x 4   پس  5
Tan x Tan x Tan x

Tan x
Tan x Tan x


5 4

5 4  

Tan(xحاصل : مثال h) Tan x

Tanh

  را بدست آوريد.  
  : را به صورت اضافه و كم مي كنيم Tanhعبارت : پاسخ

Tan(x h) Tan x Tanh Tanh

Tanh

     
Tan: حال دقت كنيد كه (x h) Tan x Tanh Tan (x h)Tan x Tanh      

  : پس
Tan(x h)Tan x Tanh Tanh

Tan(x h)Tan x
Tanh

  
  1  

  : خيلي مهم هستند و به نصف كمان معروفند» ساده كردن«دو اتحاد ديگر براي 
Sin x Sin x cos x

cos x cos x Sin x



 2 2

2 2
2

   
  : در ضمن
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Sin x cos x 2 21  
  . مثال زير مهمترين وضعيت در فصل مشتق است

xبه ازاي  Sinx cosxحاصل : مثال 15 را بدست آوريد .  
  : پاسخ

Sin x cos x Sin x Sin
Sin x cos x    

2 2 30 1
2 2 2 4



  

Sinحاصل عبارت : مثال x Sin x cos x

cos x cos x





2

1 2   . را بدست آوريد 2
  : داريم

Sin x cos x Sin x cos x

Sin x cos x cos x Sin x cos x Sin x
Sin cos x Sin x cos x Sin x

cos x (cos x Sin x)(cos x Sin x) Sin x cos x




   


  
   

2 2 2 2 2 2

2

2

2
2

  

  . است cosxكه يك راه زيركانه مهم براي ادامه آن تقسيم صورت و مخرج بر 
Sin x Tan x

Sin x cos x Tan x


   1  
  .تقسيم كنيم cosxكه صورت و مخرج يك عبارت مثلثاتي بر . معمولاً كار مفيدي است

  .وارد مشتق مي شويم
  . مشتق هر عدد ثابتي صفر است: قضيه اول

  . قضيه اصلي در هر تابعي، ابتدا ضابطه را ساده كنيد، بعد مشتق بگيريد
  : مثال

xمشتق تابع  x
f (x) x

x

 
  



2 2   زيرا . برابر صفر است 21
(x )(x )

f (x) x x x
(x )

 
       


2 1 2 2 2 41  

  . مشتق آن صفر است. عدد است 4و 
Tanمشتق تابع : مثال x Tan x Tan x

f (x)
Tan x Tan x Tan x

 


10 7 3
10 7  هزيرا ساده شده ي ضابط. برابر صفر است 3

fاين تابع  (x) 1 چرا؟. (است(  
fمشتق تابع : مثال (x) Sin cos

x x

 
   2 2 fزيرا . مساوي صفر است 4 (x)    . و عدد است 5

fتابع : مثال (x) Ln د زشتي دارد، ولي عدد است لذا با اين كه قيافه  عجيب ناخوشاين 10
fخوشبختانه  (x)  .  
  .مشتق تك جمله اي ها به صورت زير است: قضيه دوم
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n n

n

n n

) f (x) ax f (x) a

) f (x) ax f (x) anx

) f (x) x f (x)
n x





  

  

  

1

1

1
2

13

  

f (x) x f (x)
x

  
1

2
  بخصوص: 

a a
) f (x) f (x)

x x

   24  
  . ت جبري دقت كنيدمليامشتق توابع زير را محاسبه مي كنيم، به ع: مثال

) f (x) x x x f (x) x x x

x x x x x x

f (x) x x



  

   

  

3 23

1 313 3 2 2

1
2

1

3 3
2 2

  

) f (x) x x f (x) x     5 22 3 2 1 15 2  
  . در ضرب و تقسم وضعيت كمي بد است. در جمع مي توانيم يك عامل يك عامل مشتق بگيريم

x x x x
) f (x) f (x)

x x x x

x f (x)
x x x

 
    

        

2 2

2 2

3 33

3 3 31 1 1
  

  
x

) f (x) f (x) x x
x x

f (x) x x
x

  

  

   

     

1 1 1322 3 6
2 3

13 1916 6
6 19

4

13 13 13
6 6 6

  

  

5)    
      

          

1
22 23 2 5 6

3 1
x x x x

f x
x x

 

    
 

  
           

          

1
1 12 2 22 22 1 3 2 2 23 1

x x x x
f x x x

x x
 

   '   2 1x f x 
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مثال مقدار مشتق تابع     1 2f x x x  به ازاء 
1
4x  

  ) 92ارديبهشت  - آزمون كانون(را بدست آوريد 

  : پاسخ

             f x x x x x x
2 221 2 1 1 1 

  بنابراين 

 ' '     
 

1 1 1 142 12 4

f x f
x

 

اگر : مثال  




3 2

31
x x

f x
x

باشد، حاصل   ' 1f دشوارتر -دشوار. (را بيابيد (  

  : پاسخ

 

 
 

     
 

2 1
3 32

23
3

1 1
3 3

1

1 1

x x
x x

f x x

x x

 

   
 

' '
  

       


1
3

3 3

2 2 2 213 33 3 1
f x x f

x
 

  مشتق توابع مثلثاتي : قضيه سوم

1)   sinf x x     ' cosf x x  

2)   cosf x x     ' sinf x x   

3)  f x Tanx     '
cos

f x
x

 2
1  

4)   cotf x x     '
sin


f x

x2
1  

  . كنيم ابتدا ساده كنيد بعد مشتق بگيريدمجدداً يادآوري مي
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از تابع ) مثال  sin cos sin cos cos 3 2 2 3f x x x x x x مشتق بگيريد .  

  : پاسخ

  sin cos sin cos  3 2 2 3f x x x x x 

 sin sinx x x 3 2 

  : پس

 ' cosf x x 

از تابع : مثال  
 

5 4
5 4
Tan xTan x

f x
Tan x Tan x Tanx

  . مشتق بگيريد 

  :پاسخ

    
5 4 1

5 4
Tan xTan x

f x Cotx
Tan xTan xTanx Tanx

 

 '
sin

   2
1

f x
x

 

  مشتق تابع نمايي : قضيه چهارم

1(      ' '  f x f xy e y f x e 

2(      ' '  f x f xy a y f x a Lna كاملتر 

  . بگيريدرا  رمشتق توابع زي: مثال

)      sin sin' cos  x xf x e f x x e1 

2)      '    
3 323 1x x x xf x e f x x e  

3)      '     
1 1
2 21 1

2 2
x xx x

f x e f x e f x e e  

4)      ' ln   
3 31 2 15 3 5 5x xf x f x x  

5)    ' ln    10 910 10 10 10x xf x x f x x  

از سايت رياضي سرادانلود

www.riazisara.ir



٨ 
 

  : مشتق تابع لگاريتم طبيعي: قضيه پنجم

) گذاريدر شماره(   ) ln '  
11 f x x f x
x

  

       
 
'

ln '  
A x

f x A x f x
A x

 كاملتر 

مشتق تابع :مثال  sin
ln

cos


1
x

f x
x

 ) تجربي 92مشابه (را بگيريد  

  . كنيمابتدا ساده مي

  sin sin
ln

cos
           

1
2 1

1 2 1
x x

f x Ln
cosx x

 

  ln sin ln cos  
1 12 x x  

  : حالا مشتق

  cos sin
'

sin cos
    

1
2 1

x x
f x

x x
 

مشتق تابع : مثال  ln



 2
4 1

2 3
x

f x
x x

  ) خارج  94مشابه . (را بيابيد 2اي به طول در نقطه 

  : پاسخ

     ln ln    f x x x x21 4 1 2 32  

 '
x

f x
x x x

         2
1 4 2 2
2 4 1 2 3  

 'f


  
2 2 42 9 3 9  

مشتق تابع : مثال  ln x xf x xe 
  . را بدست آوريد 3

  : پاسخ

  ln ln lnx xf x x e x x x    
3 3  
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 'f x x
x

   21 3 1 

  مشتق تابع تواندار : قضيه ششم

      ' 'n nf x nf x f x 1  

  . ها حضور داردي مسئلهاين قضيه تقريباً در همه

  . هاي زير دقت كنيدبه مشتق: مثال

1)    sin ' sin cos sinf x x f x x x x   2 2 2  

2)          '     
4

2 5 25 2 1f x x x f x x x x  

3)      ln ' ln   5 4

15f x x f x x
x

 

4)      ln ln    5 55f x x f x x f x
x

 

5)  f x x
x

   
 

3
3 2

3
16 ) تجربي 91(مشابه     

   
'f x x x

x x

      
   

2 5
3 2 3

3 4
16 316 23 3  

x
x x x

      
   

2
3 2

3 4 3 5
16 48 23

3
 

5)  
 
 

x x
f x

x x

 
 

 

15

7

1
1

 

)رياضي پايه(       f x x x x x


     
15 71 1  

     x x x x x x      
15 7 121 1 1  

   'f x x x
x x

 
      

11 1 112 1
2 1 2  
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  مشتق تابع مركب هموگرافيك : قضيه هفتم

  
 ( )

' '
( )

 
   

 

a f x b ad bc
y y f x

c f x d c f x d
2  

  : مثال از توابع زير مشتق بگيريد

1)    
   

'
x

f x f x
x x x

 
   

  2 2
3 5 33 5 28

11 11 11
 

2)    
 

sin
' cos

sin

x
f x f x x

subx x

 
   

  2
5 3
2 2

 

3)   tan

tan





x

f x
x

1
 )سرلسري تجربي(1

  ) اول عبارت بعد عدد. بايد منظم بنويسيد: خيلي مهم(  Tanx
f x

Tanx


 

 
1
1  

   
   

'
cos

f x
xTanx Tanx Cos x

 
  

   2 2 2 2

1 1 1 2
1 1

 

4)    sin cos

sin cos

x x Tanx
f x f x

x x Tanx

 
  

 
1
1  

 
 

'
cos

f x
xTanx


  

 2 2
2 1
1

 

   
  
  

  
  

   

x xx x
f x f x

x x x x

4 15 4
7 12 4 3

 )5 

   
 

'
x

f x f x
x xx


    

 
2

1 2 1
3 23

 

)        '
x

x
x x

e
f x f x e

e e

 
   

 

2
2

2 2
3 2 21 1

6 

  : مشتق توابع مركب با قاعده خيلي مفيد زير قابل محاسبه است: ايقاعده زنجيره

       ' ' 'fog x g x f g x  
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  . كنيمگذاري مطلب را تكميل ميتر در مثال زير با چند نوع شمارهتر و عمليكه به زبان خودماني

مشتق تابع : مثال    ln sinf x x 2   . را محاسبه كنيد 1

          
ln sin ' cos

sin

  
           

f x x f x x x2 2

3 2 1

11 2 1 4 1 

-اند از داخل به بيرون يا از بيرون به داخل، شماره ميهايي كه تركيب شدهروال كار اين است كه تابع

  . گيريمگذاريم و در هر مرحله فقط مشتق همان شماره را مي

-منظور اين است كه وقتي شماره» گذاريبراي شماره« :ايمنوشته lnxدر قضيه پنجم براي مشتق 

را از قاعده  lnxگذاري كرديد حتماً بايد مشتق 
x

  . محاسبه كنيد 1

  . گام آخر مثال بالا را ببينيد

مثال مشتق تابع   cosf x
x

   
 

3   

در اينجا داريم   


 cos ' cos sin

 
                       

 

f x f x
x x x x

   3 2
2

2
1

3   

مشتق تابع : مثال f x x   . را بگيريد 2

   'f x x f x
x x

    
1 12 2

2 2 2
 

مشتق تابع : مثال f x x x  را حساب كنيد .  

   '
       
  




f x x x f x
x x x1

2

1 11
2 2

 

مشتق تابع : مثال  tanf x
x

  2 xرا در نقطه  11



  )سراسري تجربي. (محاسبه كنيد 3

  : پاسخ
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  tan
cos cos

f x
x

x x

   2

2

1 1 11 1 1 

xكه در نقطه 



مقدار  3

cos
x

1
  : عددي مثبت است بنابراين 1

   ' sin
cos cos

f x f x
xx

x x

 
           

    
 

2
2

1 1 1 1
1 1 

' sin
cos

 
                               

f
   



2 2 2

2

3 1 3 249 3 9 2 9
3

 

  . شودبا استاندارد ما، اين مسئله دشوار ارزيابي مي

  قاعده ضرب 

            ' ' 'f x g x f x g x g x f x   

  . كه از راست به چپ نيز مهم است

  . مشتق بگيريد: مثال

1)    sin ' sin cosf x x x f x x x x x   2 22  

2)          
'

cos
f x x Tan x f x xTan x x x

x

 
       
  

2 3 3 2 2
2 3
11 2 1 3 1  

  . آموز در عددگذاري استتر، اين قاعده بر مبناي دقت دانشدر مسائل كمي مفهومي

اگر : مثال f x x x  32 گاه مشتق تابع آن 1 f x را بيابيد 9اي به طول در نقطه .  

در  9نقطه به طول : پاسخ f x 3(شود وضعيت باعث مي(f اما براي اينكه در . رخ دهد

 f x 2 1   : شوداي ميبه همراه قاعده زنجيرههاي اين صحبت نتيجه. باشدx=1برسيم بايد  f)3(به   
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      ' ' '
x

f x f x f
x 

   
  9

1 1 362  

            : اما    ' '
x

f x x f


    2
1

2 2 1 3 1 2 3 2  

 'f 3 1 

  : پس

    ' 'f x f 
1 136 6  

اگر : مثال   
125f x x
x

باشد، مقدار مشتق تابع     'f x 3  –كانون . (را بيابيد x=8به ازاء  1

  ) 93ارديبهشت

      ' '



 
    

 
x

x

f x f x f
x

3 3
8 3 2

8

1 11 1 1123
  

: اما   ' 'f x f
x

     2
125 1 25 1 24  

: پس 'f   
1 11 24 212 12  

3)      ln ' ln ln       
 

f x x x f x x x x x x x
x

3 2 3 2 213 3  

4)      'x x xf x xe f x e x xe     
2 2 24 4 41 2 ) 93خارج (  

اگر : مثال   cot , tang x x x f x x 3  حاصل       ' 'f x g x g x f x را بدست آوريد .  

  داريم : پاسخ

                  ' ' ' tan cot ' 'f x g x g x f x f x g x x x x x x    3 3 23  

اگر : مثال   , cosg x Tanx f x x  حاصل  3       ' ' 'f x g x g x f x را بدست آوريد .

  ) 93ارديبهشت  -آزمون كانون(

    : پاسخ            ' ' " ' 'f x g x g x f x f x g x   
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   cos ' cos ' sin
cos

x x x
x

         
3

2
1

 

          : قاعده تقسيم 
 

       
 

' '
'

f x f x g x g x f x

g x g x

  
  

 
2  

  : مشتق بگيريد: مثال

    sin cos
) '

sin sin

x x x x x
f x f x

x x


  

3 2 3

2
31  

2)    
 ln

ln ln
'

x x
x xx

f x f x
x x x

        2 2

1 1 1   

3)      ln ln ' ln ln         xf x x f x x x f x x x x
x

11 1 

4)      


2

5 5
5

x x x x
f x

x x
) سراسري تجربي(  

 
 
 

  
 



5 5
5

x x x x
f x

x x
 

 '     


1 15
2 5 2

x x f x
x x

 

  : قضيه مشتق عامل صفرشونده

اگر    f a آن گاه        '


 
x a

f x g x f a g a  يعني كافي است فقط از عامل صفر شونده

  . مشتق بگيريم

اگر : مثال 
 sin

cos

x
xf x

x










2 2 29

1
  ) دشوارتر - دشوار. (را بيابيد 'f) 3(گاه آن 

xدقت بفرمائيد كه : پاسخ 2   لذا . باشد عامل صفرشونده است x=3وقتي  9
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sinsin

'
cos cos

x

x
xf

x



 


 
 

    
  
 

22

3

2 92 62 3 23 911 1 3 2
 

اگر : مثال  x
f x

x




  ) تجربي خارج 94مشابه . (را بيابيد f'(1)گاه باشد، آن 1

  :عامل صفرشونده است x-1: پاسخ

 'f
x

  
1 11 1

1
 

ها را به رشته رياضي، براي فصل مشتق، قبل از هر چيز بايد درسنامه مشتق تجربيآموزان عزيز دانش

  . ها استآوريم ادامه مطالب از قسمت تجربيچيزي كه در اينجا مي. خوبي و با دقت بخوانند

اگر نقطه : قضيه تابع معكوس , x y  روي نمودار تابعy=f(x) ي گاه نقطهباشد، آن , y x  روي

fنمودار تابع  1 يعني در اين حالت داريم . است  x f y1   

در تابع : مثال f x x x  3 2 مقدار   f 1   . است 1برابر  4

زيرا  f 1   . است 4

در تابع : مثال f x x x   براي اينكه 1 5f 5ي را بدست آوريم بايد معادله=f(x)  را حل

  . كنيم

( )        0 25 5 5x Tf x x x T T  

 
     2 1 215 2T T T  

      : بنابراين   
 1 1 215 2x f  

فرض كنيد : قضيه مشتق تابع معكوس ,x y0   است در اينصورت y=f(x)اي از تابع نقطه 0

     '
 





y
x

f x
f x

11 1   
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اگر : مثال f x x x  3 گاه مشتق آن 1 f x1 روي نمودارش بيابيد 3اي به طول را در نقطه :  

  : پاسخ

ولي روي  3نقطه به طول  f x1  در حقيقت يعنيy xخودبخود  3 x  3 1 - نتيجه مي 3

x. دهد   . است 1

: بنابراين    
'

'x
xx

f x
f x x






            

1
23

11

1 1 1
43 1  

اگر : مثال   3 5f x x x  باشد، مشتق f x1  . واقع بر آن را بيابيد 3اي به طول در نقطه 2

fيعني طول مورد نظر : پاسخ ( )1 fاين يعني . است 6 (x)  xكه  6 1 بنابراين . نتيجه مي دهد  

 '

x

x

f ( x) (f ) ( )
f ( )

x

 





     
     

1 1
3

2
1

12 2 6 2 1
1 2 12 3 5 8 4

  

  مثلثاتي عبارت است ازطبق همين قضيه، مشتق توابع معكوس 
(Sin x) , (cos x)

x x

    
 

1 1
2 2

1 1
1 1

  

(Tan x) (cos x)
x x

    
 

1 1
2 2

1 1
1 1  

fمشتق تابع : مثال (x) Sin ( x) 1   : را بدست آوريد 1
  :پاسخ

f (x) ( )
( x) ( x x) x x

      
     2 2 2

1 1 11
1 1 1 1 2 2

  

fداشته باشيم  Iاگر روي بازه : قضيه مشتق صفر (x)    آن گاه روي اين بازهf (x)  تابعي ثابت
  .است
fحاصل : مثال (x) Sin x cos x  1   . را بدست آوريد 1
fچون : پاسخ (x)

x x

   
 2 2

1 1
1 1

  است پسf (x) c اما. تابعي ثابت است  

f ( ) Sin cos   
    1 1

2 2     
  : پس
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f (x)


 2  
  از اين مسئله نتيجه مي شود كه توابع : تبصره

f (x) Sin cos
x x

  1 1
1

2 2  
  و 

f (x) Sin (tan x) cos (tan x)  1 1
2   

نيز مقاديري ثابت و در حقيقت همان 
  . به قضيه بعد دقت كنيد. هستند 2

fاگر : قضيه (x)  تابعي ثابت باشد، آن گاه براي هر تابعg(x)  نيز f g(x) همان مقدار ثابت است .  
حاصل : مثال

x x
f (x) Tan cot        

   
1 11 1

2   .را بدست آوريد 2
yما مي توانيم همان تابع  : پاسخ tan x cot x  1   . را در نظر بگيريم 1

  : در اين صورت
y

x x

   
 2 2
1 1

1 1   
  . ثابت است yپس 

y( ) tan cot   
    1 1

2 2     

yلذا   f (x)


  2  

در رشته ي رياضي توجه به تفاوت  f g(x)  و  f g(x)  حائز اهميت است .  
fدر تابع : مثال (x) x x  3   . مقدارهاي زير را بيابيد 1
f) الف ( x )  

f (x) x f ( x ) x     23 1 3 1  
) ب '

f ( x )  

   f ( x ) f ( x ) x
x x

   
1 1 3 1

2 2
  

fاگر : مثال (x) x  آن گاه  32  f xf x1 را مشتق بگيريد .  

      f (xf ( x) f x x( )f ( x) f xf x
 

         
 
 2 1

1 1 1 1 1 1  

fاما چون  (x) x     لذا  23
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f ( x) xf ( x) f xf ( x)

( x) x ( x) xf x

     

      
23 2

1 1 1

2 1 3 1 3 1
  

  
    ( x) x( x) x ( x)      

23 2 2 32 1 3 1 3 2 1  
  : اما. كه قطعاً عبارت ناهنجاري است

fاگر : مثال (x) x  2 از تابع . باشد 1 f xf (x) مشتق بگيريد.  
  )91مشابه رياضي (

      f (xf ( x) f x x( )f ( x) f xf x
 

         
 
 2 1

1 1 1 1 1 1  

  : كه
f (x)

x
  


1

2 1
  

  : بنابراين

x x
x xf (x)

   
            

1 12 1
2 1 2 1

  

 
x

x
x x x

 
            

 

12 1
2 1 2 2 1 1

  

fاگر : مثال (x) Sin x  آن گاه مشتق تابع f x f (x) را بيابيد .  

          f (x f (x) f x f x f (x) cos x cos x Sin x
 

       
 
 2 1

1 1   

       ...ادامه دارد 

 
 
 

 .شاد و سرافراز باشيد        

  ميلاد منصوري     

https://telegram.me/riazisara         (@riazisara) :کانال تلگرام

www.riazisara.ir



1 
 

 قسمت دوم : مشتق

523هایی مانند  ضابطه :گیری ضمنی مشتق  yxyx  کهx  وy  با هم در یک طرف تساوی شرکت

قضیه زیر در تشخیص اینکه یک ضابطه ضمنی تابع است یا نه تا حدی کمک . گوییم اند را ضمنی می کرده

 . کند می

 . ی ضمنی یک اتحاد باشد، ضابطه تابع نیست اگر ضابطه :قضیه

222ی  ضابطه :مثال 2 yxyxyx   . زیرا اتحاد است. تابع نیست )(

')(ی  اگر یک ضابطه ضمنی تابع باشد، برای محاسبه xy  یا همان
dx

dy توان از دو طرف تساوی مشتق  می

 . است   yy23'برابر  3y است اما مشتق 23xهمان  3xحواستان باشد که مثلاً مشتق . گرفت

323ی ضمنی  از ضابطه :مثال 2 yxyxyx   ضابطه)(' xy بدست آورید . 

 : در اینجا داریم :پاسخ

''))'(( yyyyyxyx 222 312223 
 

 

'

)('''

'''

y
xy

yx

xyyyxyxyyyx

yyyxyyyx











14
123

141234123

31423

22

2222

222

 

 . باشد تر است خیلی مفید می این روش بخصوص وقتی مسأله پیچیده

xxxfxfی  در ضابطه :مثال  213 ')(مقدار  )()( 2f را بیابید . 

  .گیریم از دو طرف مشتق می

1213  xxfxf )(')('  

 تمسق رد به درسنامه جامع ریاضی پایه دوش عوجر)کنیم   را عددگذاری می 1xو  2xحال مقادیر 

 ( یضایر مراهچ شخب اه یروکنک














03

53

02311

51322

ab

ba

ffx

ffx

)(')(':

)(')(':
 

24
5

8
5 




 ab ,  
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یعنی 
24
5

2


)('f 

طراحان کنکور است، ساده کردن و استفاده از  "عنایت ویژه"روش دیگری که در ضوابط ضمنی مورد 

 : باشد فرمول زیر می


y

x

f

f

dx

dy

'

'
 

  عدد است

  عدد است
 

مقدار مشتق ضمنی  :مثال
dx

dy  از ضابطهyyx 733   را بدست آورید( 2، 1)در نقطه . 

 . ی اصلی این است که در استفاده از این روش حتماً باید تمام عبارت را به سمت چپ انتقال دهیم نکته

73

3
07 2

2
33




y

x

f

f
yyyx

y

x

'

'
'  

 : y=1و  x=2قرار دهید 

21
10
12

/' 


y  

6از رابطه : مثال xy
x

y  مقدار
dx

dy  ( تجربی – 68. )را بدست آورید( 1، 4)در نقطه 

 : پاسخ

0

1
4

1

22
41

2

1
2

06

2





































),(
'

'
'

x
yx

x

y

x

y

f

f
y

xy
x

y

y

x

 

0
1

4
1

22





  

yxyxyxی  از رابطه :مثال   . را بدست آورید y'مقدار  ))((2

 . لذا تابع نیست و مشتق ندارد. این رابطه یک اتحاد است

xyyxمشتق ضمنی تابع  :مثال  12 )ln(  ( 09مشابه تجربی . )را بدست آورید( 2، 3)در نقطه 

012 :به سادگی  xyyx )ln(  پس 
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2

2

2
1

'
' (

1 1'

2 1

x

f x x y
y

f y

x y y




   



 

 

4

4

5

5

4

1
1

14









 

 

  :آهنگ تغییر

],[ی  در بازه f(x)آهنگ تغییر متوسط تابع  21 xx برابر است با : 

12

12

xx

xfxf



 )()(
 

],[ی  گاهی به جای بازه 21 xx ، 1مقدارx  و نمو یا تغییراتx در اینصورت از فرمول . دهند را می

x

xfxxf



 )()(  . کنیم استفاده می 11

),)((هر دو فرمول در حقیقت شیب خط واصل بین دو نقطه  11 xfxA  و))(,( 22 xfxB  را محاسبه

 . کند می

 . قت کردن به تابع استدی این قسمت  تنها نکته مهم درباره

 

xxfآهنگ متوسط تغییر تابع  :مثال )(  1در نقطه=x  04مشابه . )، را بدست آورید21/9با نمو متغیر 

 ( تجربی

1210داریم   :پاسخ 1  xx xxfو  /, )( و مقدار متوسط 

 

21
10

20
10

210
111

210
1211

210
121111
















/

/

/

/

/

/

/

)()/()()( ff

x

xfxxf

 

xfy)(تابع : مثال  12ای است که  به گونه 2  xxfxf مقدار متوسط تابع . است)()(

)(xfxy  بدست آورید ]1، 4[ی  را در بازه. 

باید مقدار  :پاسخ
14

1144



 ))(())(( ffرا بدست آوریم. 

 :شود ی عبارت می عجالتاً ساد شده
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3
314  )()( ff

 

)()(مقدار  14 ff  (. درسنامه جامع ریاضی پایه را ببینید)آوریم  را با عددگذاری بدست می 

2121

5242





)()(

)()(

ffx

ffx
 

              714  )()( ff  جمع دو رابطه   

 : شود لذا جواب نهایی مسئله می

3
10

3
37



 

xfy)(ای تابع  آهنگ لحظه   در نقطهxx   برابر با)(' xf این مقدار مساوی با شیب خط . است

xfy)(مماس بر نمودار تابع    در نقطه))(,(  xfx است . 

در تابع  :مثال
52
42






x

x
xf  . را بیابید 2ای به طول  در نقطه xf)(ای تابع  آهنگ تغییر لحظه )(

 : پاسخ

)(' 2f  
عامل صفر شونده
            

7
4

52
2

2










 xx

x
  

1628اگر  :مثال 32  xyy ای  باشد، آهنگ تغییر لحظهy  نسبت بهx کتاب )را بیابید ( 3و 2)طه دو نق

 (درسی

),(),( :پاسخ
'

'
),(' 23

616

2
2323 2

3



































xyy

y

f

f
y

y

x 

40
40
16

7232
16

/


  

Sinxxfاگر  :مثال )( نمودار بر تابع   ای تغییر شیب خط مماس باشد، آهنگ لحظه)(xfy   در

ای به طول  نقطه
3
 را بیابید . 

xxfشیب خط مماس بر نمودار از رابطه  :پاسخ cos)('  کند پیروی می . 

 بنابراین . است – Sinxای شیب خط مماس مشتق این عبارت یعنی  لذا آهنگ تغییر لحظه

2
3

3


 

x
Sinx)( 
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7روي نمودار  M(x,y)مثال فرض كنيد  xy اگر . در حركت باشدT  فاصله نقطهM(x,y)  از مبدا

 چقدر است، x=2در لحظه اي كه  xبه متغير  Tمختصات باشد، آهنگ تعيير لحظه اي 

 .را نبايد محاسبه كنيم yو يعني مشتق yرا مي خواهيم نه  Tدقت فرماييد آهنگ تغيير : پاسخ

700 22222  xxyxyxxT )()()(  

 :بنابراين

132

5

2

1
122

2





vxx
xT )()('  

212اگر : مثال 23  xxxf )(باشد، آهنگ تغيير لحظه اي )( xf 1  كهx=2 باشد بيابيد. 

)(آهنگ تغيير لحظه : پاسخ xf 1  درx=2 يعني: 

)(')(')'(( 1211  ffxf 

')(براي محاسبه  1f  از دو طرف تساوي اصلي مسئلهx=2 مشتق مي گيريم. 

2

5
1552  )(')(' ff 

لذا جواب مسله  
2

5
 است. 

 

 میلاد منصوری: نویسنده

 موفق و موید باشید                                                                                                                                                         

از سايت رياضي سرادانلود

www.riazisara.ir


