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. 4. استمزایی 3. توثیلی 2. درن ضَْدی 1ّا ػثارتٌذاس:  پزداسین. ایي استذلال : در ایي فصل تِ اًَاع استذلال در ریاظیات هیاًَاع استذلال

 . اصل لاًِ وثَتزی7. تزّاى خلف 6. تاسگطتی 5استٌتاجی 

 درن ضَْدی:. 1

 . زد تَدى سهیيگدر هَرد  سًظیز حذ . تَاى آى را تؼٌَاى یه استذلال در ًظز گزفت ویتاضذ ٍ ً هیایي ًَع درن تز اساس ضَْد ٍ درن غزیشی 

 :استذلال توثیلی یا لیاسی. 2

هثلا تزای اثثات ٍ درن ایٌىِ حاصل ظزب دٍ ػذد هٌفی هثثت . تاضذ ٍ تزاحتی لاتل فْن است هیایي ًَع استذلال تز اساس همایسِ ٍ یا هثال 

 تَاى اس لیاس سیز استفادُ ًوَد: هی ، ضَد هی

ضَد وِ پز ضذى هثٌغ)+( تِ  هیتاػث ایي ( -تاضذ فیلن تزداری وٌین ٍ فیلن را تزػىس ًوایص دّین) هی( -اگز اس هٌثغ آتی وِ در حال تخلیِ)

 . ًوایص وطیذُ ضَد

 :استذلال استمزایی. 3

 ضَد: هیهثلا: هطاّذُ  . ّا را گَیٌذ گیزی ولی تز اساس تؼذاد هحذٍدی اس هطاّذات ٍ آسهایص ًتیجِ

, ,        1 3 4 1 3 5 9 1 3 5 9 هجوَع اػذاد فزد هتَالی  تَاى ًتیجِ گزفت وِ احتوالا ّویطِ هیٍ اس ایي هطاّذات  16

  . ضَد هیهزتغ واهل 

 .تاضذ هیتاضذ ٍلی تزای ایجاد حذس تسیار هفیذ  ویتذوز: استذلال استمزایی اثثاتی دلیك تزای هسایل ً

 ((جْاى را هطاتك هیل خَیص ػَض هی وٌذ وسی وِ دارای ػشهی راسخ است،))

 :استمزای ریاظی

)pاگز  ، تاضذ  nتزای اػذاد طثیؼی  ویحى  p(n) فزض وٌیذ :اصل استمزای ریاظی p(kتزلزاری p(k)صحیح تاضذ ٍ اس تزلزاری  1( ) ًتیجِ  1

 . تاضذ هیتزای ّز ػذد طثیؼی تزلزار  p(n) گاُ آى ، ضَد

)pتا تَجِ تِ اصل تالا تزای اثثات احىام تا استفادُ اس استمزای ریاظی اتتذا درستی درست تاضذ  p(k)وٌین هیسپس فزض  . وٌین هیرا تزرسی 1(

p(kوٌین حىن تزای هیثاتت  گاُ آى )  . ًیش درست است 1

  . سیز تزلزار ّستٌذ حىن ّای nطثیؼی : تا استفادُ اس استمزای ریاظی ثاتت وٌیذ تزای ّز ػذدهثال
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 ()اهام ػلی )ع(: ّز چیش دارای سیواست، سیوای دیي ضوا ًواس است()
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mتزای p(m)اگز ،تاضذ nتزای اػذاد طثیؼی ویحى p(n): فزض وٌیذاصل استمزای تؼوین یافتِ  تزای p(k)صحیح تاضذ ٍ اس تزلزاری 1

k m تزلزاریp(k )  . تاضذ هیتزای ّز ػذد طثیؼی تزلزار  p(n) گاُ آى ،ًتیجِ ضَد 1

را تزرسی  p(m)درستیهٌاسة را تذست آٍردُ ٍ  mتا استفادُ اس استمزای تؼوین یافتِ ریاظی اتتذا تا تَجِ تِ اصل تالا تزای اثثات احىام

kتزای p(k)وٌین هیسپس فزض  ،وٌین هی m  وٌین حىن تزای هیثاتت  گاُ آىدرست تاضذp(k )  . ًیش درست است 1

nطثیؼی  : تا استفادُ اس اصل استمزای ریاظی ثاتت وٌیذ تزای ّز ػذدهثال    . حىن  سیز تزلزار ّستٌذ 2

... n n (n ) ( / )

p( ) :

p(k),(k ) : ... k k
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 :هثال

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (هسلواًی ٍاجة است ، ّواًا خذا جَیٌذگاى ػلن را دٍست دارد()پیاهثز اوزم )ظ(: طلة ػلن تز ّز )
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 :استذلال استٌتاجی

  . گَیین هیاثثات تز اساس حمایمی وِ درستی آى ّا را اس لثل پذیزفتِ این را استذلال استٌتاجی 

  . تا استفادُ اس استذلال استٌتاجی  ثاتت وٌیذ تفاظل هزتؼات دٍ ػذد فزد هعزب چْار است  :هثال

( k ) ( k ) k k k k (k k k k ) t                 2 2 2 2 2 22 1 2 1 4 4 1 4 4 1 4 4 

xتا استفادُ اس استذلال استٌتاجی  ثاتت وٌیذ اگز : هثال  xدارین:  گاُ آى  1 24 3 . 

x x x x


        
42 2 21 1 1 4 3 

 ظزب ّز دٍ ػذد صحیح هتَالی ػذدی سٍج است.  چَى تیي ّز دٍ ػذد صحیح هتَالی یىی سٍج است، پس حاصل  :ًىتِ

 است.  3ظزب ّز سِ ػذد صحیح هتَالی هعزب  است، پس حاصل 3چَى تیي ّز سِ ػذد صحیح هتَالی یىی هعزب   :ًىتِ

 است. 24ػذد سٍج هتَالی هعزب ظزب سِ  حاصل:  تا استفادُ اس استذلال استٌتاجی  ثاتت وٌیذ هثال

           
t

k k k k k k t t         

3

2 2 2 2 4 2 2 2 1 2 8 3 24 

 :لعیِ ولی

 . است 180هثلا: هجوَع ساٍیِ ّای داخلی ّز هثلث  . ّستٌذ وِ ّویطِ تزلزارًذ هیاحىا

 :هثال ًمط

 گَیین. اگز حىن هسالِ را تا آٍردى یه هثال رد وٌین، تِ آى هثال، هثال ًمط هی

n4ػثارت ": تا استفادُ هثال ًمط حىن  هثال  . را رد وٌیذ  "ّوَارُ یه ػذد اٍل است 3

n      44 4 3 4 81  تاضذ. ویاٍل 85ً

aدارین:  aتزای ّز ػذد حمیمی "تا استفادُ هثال ًمط حىن : هثال a2 3
 . وٌیذرا رد  "

a a , a a a
 

      
 

2 3 2 31 1 1
2 4 8

 

 : تزای احىام ًادرست سیز هثال ًمط تیاٍریذ.هثال

n، ػذدnالف( هجوَع ٍ ظزب ّز دٍ ػذد گٌگ، ػذدی گٌگ است.  ب( تزای ّذ ػذد          3  ػذدی اٍل است. 2

الف(  
       

       

, ,

, ,

      



         


1 3 3 1 3 3 1

1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 2
  

nدر ًظز تگیزین، دارین:  5ػذد  nاگز ب(     55 3 2  وِ ػذدی اٍل ًویثاضذ. ،245

 :لعیِ ضزطی

p). یؼٌی اس دٍ لسوت فزض ٍ حىن تطىیل ضذُ است . ضًَذ هیّستٌذ وِ تِ صَرت ضزطی تیي  هیاحىا q) 

xًظیز: اگز   x گاُ آى 1 x2 تاضذ هی . 

  .ضَد هیتذوز: اگز جای حىن ٍ فزض را ػَض وٌین ػىس لعیِ تطىیل 

 :تاسگطتیاثثات 

 اگز اس حىن هسالِ استفادُ وٌین ٍ تِ یه راتطِ ّویطِ درست تزسین ٍ ًطاى دّین توام هزاحل تزگطت پذیزًذ اس اثثات تاسگطتی هسالِ را حل

 این.  وزدُ

 . تا استفادُ اس استذلال تاسگطتی رٍاتط سیز را ثاتت وٌیذ : هثال

((x,y ) x y x y xy ) x y x y xy x (x y) y (x y)

(x y)(x y ) (x y)(x y)(x xy y ) (x y) (x xy y )

              

              

4 4 3 3 4 4 3 3 3 3

3 3 2 2 2 2 2

0 0 0

0 0 0
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 . ضَد هیپس حىن ثاتت  ، یطِ درست است ٍ ّوِ هزاحل ًیش تاسگطت پذیزًذوِ چَى راتطِ اخیز یه راتطِ ّو

x y xy x y (x y xy x y) x y xy x y

(x y xy) (x x ) (y y ) (x y) (x ) (y )

                 

                

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 2 2 2 2 2 0

2 2 1 2 1 0 1 1 0
 

aدٍ ػذد حمیمی هثثت تاضٌذ، ثاتت وٌیذ:  a ٍbاگز :هثال  b a b    ٍ
a b

ab
 

  
 

2

2
 

a b a b a a b b a b ab         2 2 0 

 
a b a ab b

ab ab ab a ab b a ab b ab a b
   

               
 

2 2 2
22 2 2 22

4 2 2 4 0 0
2 4

 

 :تزّاى خلف)اثثات غیز هستمین(

رسین پس تایذ  هیچَى تِ تٌالط ًْایت در . 3 رساًذ ٍ هیًطاى دادى ایٌىِ رد حىن ها را تِ تٌالط  . 2رد حىن  .1 :ایي ًَع اثثات اس سِ هزحلِ

 . تطىیل ضذُ است ، حىن تزلزار تاضذ

 . ػذدی گٌگ است2استفادُ اس تزّاى خلف ًطاى دّیذ تا : هثال

 یؼٌی: ، وٌین حىن صحیحی ًثاضذ هیتِ تزّاى خلف فزض 

a
,(a,b) a b a t a t

b

(a b ,a t) b t b t b t

(a t,b t) (a,b)

         

       

    

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 1 2 2 2

2 2 2 4 2 2
2 2 2 1

 

 . چَى تِ تٌالط رسیذین پس تایذ حىن درست تاضذ

nتا استفادُ اس تزّاى خلف ثاتت وٌیذ  اگز  :هثال
   . است 5هعزتی اس  n، تاضذ 5هعزتی اس  2

 یؼٌی: ، وٌین حىن صحیح ًثاضذ هیتِ تزّاى خلف فزض 

n t n t t ( t t) k

n t n t t ( t t) k
n t

n t n t t ( t t ) k

n t n t t ( t t ) k

n t

           

           

  
           


           

 

2 2 2
1

2 2 2
2

2 2 2
3

2 2 2
4

2

5 1 25 10 1 5 5 2 1 5 1

5 2 25 20 4 5 5 4 4 5 4
5

5 3 25 30 9 5 5 6 1 4 5 4

5 4 25 40 16 5 5 8 3 1 5 1

5

 

 . چَى تِ تٌالط رسیذین پس تایذ حىن درست تاضذ

 (هزدم تاضذ تز خذا تَول ًوایذ.()اهام هَسی واظن )ع(: ّز وِ هیخَاّذ وِ لَی تزیي )

3ثاتت وٌیذ ، ػذدی گٌگ تاضذ3تا استفادُ اس تزّاى خلف اگز : هثال  . ًیش ػذدی گٌگ است 2

 یؼٌی: ، وٌین حىن صحیح ًثاضذ هیتِ تزّاى خلف فزض 

a a a

b b b
           

2 2

2 23 2 3 2 3 2 3 2 

 . پس تایذ حىن درست تاضذ چَى تِ تٌالط رسیذین

 :  هثال
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 :وثَتزی لاًِاصل 

 . لاالل یه لاًِ ٍجَد دارد وِ در آى دست ون دٍ وثَتز تاضذ گاُ آى ، لاًِ را اضغال وٌٌذ ٍ تؼذاد وثَتزّا اس لاًِ ّا تیطتز تاضذ n ، وثَتز mاگز

حذالل چٌذ ًفز رٍس تَلذضاى در یه رٍس ّفتِ  ، ًفز حعَر داضتِ تاضٌذ 32: تا استفادُ اس اصل لاًِ وثَتزی تؼییي وٌیذ اگز در یه هْواًی هثال

 . تاضذ هی

است ٍ  7ٍ تؼذاد لاًِ ّا=32چَى تؼذاد وثَتز ّا=  39 7 5 پس حذالل 4 5 1  . گیزًذ هییه لاًِ لزار  وثَتز در 6

2ًمطِ اس آى ّا فاصلِ ای ووتز اس  2ثاتت وٌیذ حذالل  ، وٌین هیهتز اًتخاب  6ٍ  4: ّفت ًمطِ درٍى هستطیلی تِ اتؼاد هثال  . هتز را دارًذ 2

ًیش تزاتز:هزتغ رسن ضذُ تاضذ ٍ طَل ٍتز هی 7َتزّا تزاتز ٍ تؼذاد وث 6چَى تؼذاد لاًِ ّا 

 4 4 2 اضذ ٍ ّوچٌیي:ت هی2  7 6 1 پس تٌا تِ اصل لاًِ وثَتزی حذالل دٍ ًمطِ 1

2ٍجَد دارًذ وِ فاصلِ آى ّا ووتز اس  . است2

 

 

دارای  sػعَ اس  5ًطاى دّیذ حذالل  ، تمسین وٌین 16را تز ػذد  sاگز اػعای ، طثیؼی استػعَی اس اػذاد  65یه سیز هجوَػِ  sاگز :  هثال

 . دارًذ 16ی یىساًی تز  تالیواًذُ

تاضذ( ٍ هی 15تا  0اػذاد  16تاضذ)تالیواًذُ تمسین ّز ػذد طثیؼی تز  هی 16ٍ تؼذاد لاًِ ّا  65چَى تؼذاد وثَتز ّا   65 16 4 پس 1

حذالل  4 1  . گیزًذ هیوثَتز در یه لاًِ لزار  5

 :  هثال
      

 

 

 

 :  هثال

 

 

 

 

 

 

 :  هثال

 

 

 

 

 

 

 ((وِ تَ را تیومذار جلَُ دّذًِ لثاس ضْزت تپَش ٍ ًِ لثاسی : اهام صادق)ع())
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 :هجوَػِ

 ًظيز:  ضَد.  هيهجوَػِ بِ دستِ اي اس اضياء ٍ ػٌاغز هطخع ٍ هتوايش اس يكذيگز گفتِ   :تؼزيف هجوَػِ

   B x x ,x , A , ,   3 0 4 10 

,Aهثلا:  دّين. هيًطاى  ٍ ػضَ ًبَدى را با ًواد با ًواديک ػٌػز را ػضَ بَدى  : تذكز B, A  4 0 2. 

xًظيز:  .كِ با جايگذاري ػذد بِ جاي آى درستي يا ًادرستي آى رٍضي باضذxگشارُ ًوا ػبارتي است ضاهل ًوادي اس  :تذكز 3  كِ با جايگذاري

 ضَد.  هيبِ يک ػبارت درست تبذيل  x بجاي 5ػذد 

  . هجوَػِ هقابل را بِ غَرت گشارُ ًوا بٌَيسيذ  :هثال   A , , , , , ... , B  0 3 8 15 24 1 3 

   

         

A , , , , , ... x x

S , P , B x x x

   

               

2

2

0 3 8 15 24 1

1 3 1 3 2 1 3 1 3 1 3 2 2 2 0
 

A  ًظيز: ّوِ اػضاي اٍلي در دٍهي ٍ ّوِ اػضاي دٍهي در اٍلي باضذ.دٍ هجوَػِ را بزابز گَيين ّزگاُ  : ًكتِ {a,b,c},B {a,c,b,b}  

 . است بي تاثيز ّا هجوَػِبا تَجِ بِ تؼزيف جابِ جايي ٍ تكزار اػضا در  :تذكز

{}بِ غَرت: ضَد. هيًاهيذُ  اي كِ ّيچ ػضَي ًذاضتِ باضذ، هجوَػِ  :تذكز  ضَد. ًوايص دادُ هي 

 ذ((تزيي آًْاست، ّز چٌذ اًذک باض ام(: بزتزيي كار، با دٍظ)اكزمپياهبز ))

)يؼٌي:  . باضذBدرAاست ّزگاُ ّوِ اػضايBهجوَػِ  سيزهجوَػAِهجوَػِ : سيزهجوَػِ x A x B) A B      

A: اگزهثلا { , } 1 2 ٍB { , , , ..., } 1 2 3 Aهي ًَيسين:  ، باضذ 10 B  

Aيؼٌي:  . خَدش است  سيزهجوَػِ: ّز هجوَػِ تذكز A 

Aاگز :تذكز B ٍA B گاُ آىباضذ A ِسزُ)هحض(   سيزهجوَػB بِ غَرتباضذ هي ٍA B ِضَد.  هيًَضت 

A: بزاي هجوَػِ هثال {x,{y}} :دارين x A,{y} A, x A,{{y}} A   . 

A   . : دٍ هجوَػِ هساٍيٌذ ّزگاُ ّزكذام سيزهجوَػِ ديگزي باضذ1قضيِ B A B,B A    

x A x B A B A B x A x B
A B A B

x B x A B A B A x B x A

           
    

           
 

Bاگز داضتِ باضين:  A ٍ B ٍ C: بزاي سِ هجوَػِ 2قضيِ  C,A B دارين:  گاُ آى ، باضٌذA C. 

A B x A x B
x A x C A C

B C x B x C

     
     

     
 

 دّين.  هيًطاى  P(A)ٍ با  هجوَػِ تَاًي آى هي گَيين Aيک هجوَػِ هاًٌذ  ّاي سيزهجوَػِبِ هجوَػِ توام  :هجوَػِ تَاًي

nيؼٌي: ،هي باضذ n2ػضَ باضذ هجوَػِ تَاًي آى داراي nداراي  Aاگز هجوَػِ  :قضيِ
n(P(A)  2. 
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 :ّا هجوَػِجبز 

     يؼٌي:  . ٍ يا در ّز دٍ باضذ Bيا در  Aاست ضاهل اػضايي كِ در اي  هجوَػِ A  ٍB: اجتواع دٍ هجوَػِ ّا هجوَػِاجتواع 

                                    A B {x x A x B}    

 

 

A: اگز 1قضيِ C ٍB C  گاُ آىباضذ A B C  . 

A C

B C

x A x C
x A B x C

x B x C





   
   

  

 

 دارين: A  ٍB  ٍCبزاي سِ هجوَػِ  : 2قضيِ

Aالف(  A                                )بA A A                           )ج(A B) C A (B C) 

                             (الف
x A x A A A

A A
x A x A A A

     
  

     
 

                                 (ب
x A A x A A A A

A A A
x A x A A A A A

     
 

     
 

Aاگز  :3قضيِ Bگاُ آى A B B . 

 A B,B B A B B
A B B

B A B

   
 

 
 

Aداضتِ باضين   A  ٍBاگز بزاي دٍ هجوَػِ  :4قضيِ  B B ،ًطاى دّيذ گاُ آى A B . 

(A A B,A B B) A B    

A     يؼٌي: .هجوَػِ است ضاهل ػٌاغز هطتزک ّوِ آى ّا هجوَػِ: اضتزاک ّا هجوَػِاضتزاک  B {x x A,x B}  . 

 

 

 

 ((دٍري كي.  ضَد، ضَد ٍ در آضكار اس اًجام آى ضزم هي اهام ػلي)ع(: اس ّز كاري كِ در ًْاى اًجام هي))

 

 

A B 

A B 
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 . در اضتزاک رٍابظ سيز بزقزار است ّا هجوَػِ: هاًٌذ اجتواع تذكز

A B B A , A B A,A B B   

A: اگز تذكز B ُباضذ آًگاA   ٍB  اس ّن جذا يا هجشا ّستٌذ . 

 رٍابظ سيز بزقزارًذ: آى غَرترا داضتِ باضين در  A،B ٍC: اگز سِ هجوَػ5ِقضيِ

A A , A A A , ,(A B) C A (B C)   

Aرا داضتِ باضين ٍ دارين:  AٍBّاي : اگز هجوَػ6ِقضيِ B ، آى غَرتدر :A B A. 

A B

x A B x A A B A
A B A

x A x B x A B A A B


     
 

        

 : آى غَرترا داضتِ باضين در  A،B ٍCاگز سِ هجوَػِ )پخص پذيزي(: 7قضيِ

                                                         A (B C) (A B) (A C) , A (B C) (A B) (A C)  

 

  با استفادُ اس ًوَدار ٍى دارين:

 

 

           

 

 

 

 

 ((ّاى ًاتَاى است. ّا، رٍضي كٌٌذُ ديذگاى كَر ٍ ًيزٍبخص بذى بِ راستى كِ داًص، هايِ حيات دل))

Aغَرت:را بِ Aاس B: تفاضل هجوَػِ تفاضل دٍ هجوَػِ B  كِ ضاهل اػضايي اس دّين هيًطاىAاست كِ درB يؼٌي:  . ًباضذ   

A B {x x A x B}     

 

 

 

 

A 

A B 

A 

C B C B 

از سايت رياضي سرادانلود

www.riazisara.ir



                                                                                 جبر و احتمال سوم ریاضی فیزیکجزوه              

    
  

 

 (رابطه و دكارتی ضرب مجموعه )دوم فصل
 

 تهيه كننده: مهدی جعفری كيا             10

 

 mclass.ir آدرس سايت:            

 

 

ًطاى دادُ  Uكِ با حزف  ضَد.  هيغحبت ص ّاي سيزهجوَػٍِ  بِ آى است كِ درهسالِ راجغاي  هجوَػِ: هجوَػِ جْاًي كاهلتزيي تذكز

 را هي تَاى بِ غَرت ًوَدار ٍى سيز ًطاى داد:   ايي هجوَػِ ضَد.  هي

 

 

 

 

ًطاى دادُ Aايي هجوَػِ با ًواد . ػبارت است ّوِ ػٌاغز هجوَػِ ي جْاًي بجش ػٌاغز هجوَػِ A: هتون هجوَػِ هتون يک هجوَػِ

Aيؼٌي:      ضَد. هي {x x U,x A}    

 

 

 

Aي ّا هجوَػِبزاي : هثال {x x ,x }   2 ٍB {x x ,x }   3 حاغل ػبارات سيز را بيابيذ . 

A ( , ) , B [ , )

A B , A B ( , ] , A [ , ] , B ( , )

    

        

2 3

3 2 2 3
 

 :گاُ آى ،باضٌذUاس جْاًي سيزهجوَػِدٍ Aٍ Bاگز  ضيِ دهزگاى(: )ق8قضيِ

                                                                                                         (A B) A B , (A B) A B       

 :گاُ آى ،باضٌذ Uاس جْاًي  سيزهجوَػِدٍ Aٍ B:  اگز9قضيِ 

U , ,U , (A ) A , A B A B

A A , A A U , A B B A

          

        
 

A                                اثبات: B A B B (A B) B A B B B A               

A   :گاُ آى ، باضٌذ Uاس جْاًي   سيزهجوَػِدٍ AٍBاگز  :)قاًَى جذب(تذكز (A B) A,A (A B) A  

                                                          
A (A B) A

A (A B) (A ) (A B) A ( B) A A



      
 

                         
A (A B) A

A (A B) (A U) (A B) A (U B) A U A



   
 

 

 ((.با ػلوا هؼاضزت كي تا ػلوت سياد، ادبت ًيكَ ٍ جاًت پاک ضَد))اهام ػلي)ع(:  

U 

A B C 

U 

A 
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              يؼٌي: . اضذبضاهل ػٌاغزي اس آى ّاست كِ فقظ بِ يكي اس آى ّا هتؼلق  A  ٍBتفاضل هتقارى دٍ هجوَػِ  تفاضل هتقارى:

A B (A B) (B A)    

 با تَجِ بِ ًوَدار هقابل هي تَاى گفت تفاضل هتقارى بػَرت

Aسيز است:        B (A B) (A B)   

 

 

 . درستي رابغِ ّاي سيز را ثابت كٌيذ ّا،  هجوَػِ: با استفادُ اس قَاًيي جبز هثال

                        

(A B) (A B) A B

(A B) (A B) [(A B) (B A)] (A B)

[(A B ) (A B)] (B A) [A (B B)] (B A)

[A U] (B A ) A (B A ) (A B) (A A ) A B

 

   

    

     

 

                                                                
A A U

A A (A A ) (A A ) U U

 

       
 

                                      

(A B) (A C) A (B C)

(A B) (A C) (A B ) (A C) A (B C)

A (B C ) A (B C)

   

    

    

 

[A (A B)] [B (A B )] B

[A (A B)] [B (A B )] [(A A ) (A B)] [(B A ) (B B )]

(A B) (B A ) B (A A ) B

   

      

   

 

 :حاغل ضزب دكارتي

اي اس غفحِ ًقاط  اين. در ايي فػل با هفَْم ضزب هجوَػِ اػذاد كِ سيز هجوَػِ ّاي گذضتِ با هحَرّاي هختػات ٍ ًقاط آى آضٌا ضذُ اس سال

 ضَين. غفحِ هختػات است، آضٌا هي

):  اگزهثال ,x y)42ٍ(x y , )2 2  را بيابيذ.  x ٍyبا يكذيگز هساٍي باضٌذ،   32

x y x y x y
x y , x ,y

(x y)(x y) x yx y

       
        

      

3

2 2 4

2 8 8
2 6 4

16 22
 

A :ضَد هيبِ غَرت سيز تؼزيف  Bدر هجوَػِ Aحاغل ضزب دكارتي هجوَػِ: تؼزيف B {(x,y) x A,y B}    

: اگزهثال A , 1 2ٍ B , 0  باضذ، دارين: 3

                 A B , , , , , , , , B A , , , , , , ,  1 0 1 3 2 0 2 3 0 1 0 2 3 1 3 2 

 

A B 

U 
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x: اگز هثال
A { x , x }    2 1 1 ٍB {x x ,x x }    2 20 Aهغلَب است هحاسبِ ، باضذ 0 B رسن  ٍB A . 

A { , , },B { , }

A B {(x,y) x A,y B} {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}

B A {(x,y) x B,y A} {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}

  

       

       

1
1 2 5 4

2
1 1

5 4 1 5 1 4 2 5 2 4
2 2

1 1
5 5 1 5 2 4 4 1 4 2
2 2

 

 

 

                       B A  

 

 

x: اگز هثال
A {x x ,x , }    1 2 4 ٍB {y y ,y }  2 Aهغلَب است هحاسبِ  ، باضذ 4 B B  2 . 

A { , , },B { , }

A B B {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )} {( , ),( , ),( , ),( , )} {( , ),( , )}

 

    2

0 1 2 1 2

0 1 0 2 1 1 1 2 2 1 2 2 1 1 1 2 2 1 2 2 0 1 0 2
 

n: اگز هثال

n
A [ , ]

n n

 


1 2 1
Aهغلَب است هحاسبِ:  ، باضذ A1 2 . 

 

A [ , ],A [ , ]


   1 2
1 3

1 1
2 2

              

 

 

 (جْاى ّستي بِ كسي كِ هي داًذ بِ كجا هي رٍد،راُ را ًطاى هي دّذ.( )فيلسَف(:اهزسَى))

رابغِ را هؼوَلا با . هي ًاهين B  هجوَػِ در Aرا يک رابغِ اس هجوَػِ  Bدر هجوَػِ   A اس حاغل ضزب دكارتي هجوَػِ  سيزهجوَػِّز  :رابغِ

Rپس دارين: دّين.  هيًطاى  Rحزف  A B . 

aتؼزيف ضذُ باضذ ٍ Bدر هجوَػِ  A اس هجوَػِ R: اگز رابغِ تذكز  A,b B,(a,b) R  بزاي راحتي كار اس ًواد سيز استفادُ  گاُ آى

(a,b)ٍ اگز aRb: كٌين هي R :هي ًَيسينaRb. 

R: اگز هثال {( , ),( , ),( , )} 2 0 1 4 7 Rدارين:     ، باضذرابغِ اي رٍي 3 , R , R , R2 0 4 5 1 4 4  1 

a: كٌين هي: رابغِ ػاد كزدى را بِ غَرت سيز تؼزيف تذكز b k s.t b ak, (a,b,k )   گَيين غَرت هي . در اييa كٌذ  ػاد هي

,را. هثلا:  bضوزد يا هي , , , ,7 14 2 4 3 6 5 5 6 0 1 5. 
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A: اگز تذكز B  باضذ هي گَيينR  رابغِ اي رٍيA  .است 

A: اگزهثال { , , } 2 0  بِ غَرت سيز خَاٌّذ بَد: Rاػضاي ،باضذ Aرٍي  كَچكتزيرابغِ  Rباضذ ٍ 1

                                                                                                                    R ( , ),( , ),( , )  2 0 2 1 0 1 

 

Aاگز: هثال { , , } 2 5  اػضاي آى بِ غَرت سيز خَاٌّذ بَد: ،باضذ Aرابغِ ػاد كزدى رٍي  Rباضذ ٍ 10

                                                                                                R ( , ),( , ),( , ),( , ),( , ) 2 2 2 10 5 5 5 10 10 10 

يک عزف آى هؼوَلا رٍي هٌحٌي ٍ اگز رابغِ كَچكتزي يا بشرگتزي باضذ هٌظَر سَال هٌغقِ باضذ هٌظَر سَال  تساٍيًَع : اگز رابغِ اس تذكز

 هثلا:  . است

 

 

   

 

 

داًين : هيًكتِ y x a b  
2

سْوي با راس   a,b  است. هٌظَر اس y x a b  
2

ًقاط خارج سْوي ٍ هٌظَر اس  

 y x a b  
2

 ًقاط داخل سْوي است. 

x: ًوَدار ًكتِ y R 2 2 xاست ٍ هٌظَر اس Rهبذا هختػات ٍ ضؼاع  Oي بِ هزكش دايزُ 2 y R 2 2 ًقاط داخل ٍ هٌظَر اس  2

x y R 2 2  ًقاط خارج دايزُ است. 2

R: ًوَدار رابغِ هثال {(x,y) x,y ,x y ,y x }     2 2 9  . را رسن كٌيذ 3
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Rًوَدار رابغِ   :هثال {(x,y) R x y }   2  . را رسن كٌيذ1

  است:رٍبزٍ اس اضكال قسوت ّاضَر خَردُ ٍ خغَط هزسي آى است. جَاب هسالِ 

 

 

 

 

 ((.بِ احتزام پذر ٍ هؼلوت اس جاي بزخيش ّزچٌذ فزهاى رٍا باضي))اهام ػلي)ع(: 

 :افزاس يک هجوَػِ

A)را داضتِ باضين Aاگز هجوَػِ  ) هي گَيينA  ِبn ِسيزهجوَػ  A1 ٍA2 ٍ . . .  ٍnA:ُافزاس ضذُ است ّز گا 

n

i i i j n i
i

: A , i n A , : i j, i, j n A A , : A A ... A A A


            1 2
1

1 1 2 1 3 

Aافزاس بزاي هجوَػِ سِ : هثال { , , , } 1 2 6  . بٌَيسيذ8

A { },A { , , } , A { , },A { },A { } , A { },A { , },A { }       1 2 1 2 3 1 2 31 2 6 8 1 2 6 8 1 2 6 8 

Aدر هثال بالا:  :تذكز { },A { , } 1 21 2  . سيزا ضزط سَم بزقزار ًوي باضذ ، ًوي باضذ Aافزاس بزاي 8

 :ارسي رابغِ ّن

 سِ ٍيژگي سيز بزقزار باضذ: Aاس  x  ٍy  ٍ zاست اگز بِ اساي ّز ارسي  ّنيک رابغِ  Aرٍي هجوَػِ  Rرابغِ 

 باضذ( يا باستابي اًؼكاسي R). xRxيؼٌي: .ّز ػضَ با خَدش در ارتباط باضذ: 1

 تقارًي باضذyRx .(R  )گاُ آى ،باضذxRyاگز: 2

 تؼذي باضذxRz .(R )گاُ آى ،باضذ xRy ٍyRz: اگز 3

aRb: ثابت كٌيذ  هثال a b b a   2 22  . است رٍي ارسي  ّنيک رابغِ ي 2

aRb a b b a

: aRa a a a a

: aRb a b b a b a a b bRa

: (aRb,bRc) (a b b a,b c c b) a c c a aRc


   

   

        

           

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

1 2 2

2 2 2 2 2

3 2 2 2 2 2 2

 

aػضَبزاي ارسي  ّنكلاس دستِ يا  . را در ًظز بگيزيذ Aرٍي هجوَػِ  Rرابغِ : تذكز A  ضَد هيتؼزيف بػَرت سيز:                

 [a] x x A,xRa  
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 . را بيابيذ 5ٍ  2ػذد ارسي  ّن: در هثال بالا كلاس هثال

                [ ] [a] x x ,xR x x ,x ( ) x x x ,x x ,            2 2 22 2 2 2 2 2 2 0 0 2 

       [ ] [a] x x ,xR x x ,x ( ) x x x ,x x ,              2 2 25 5 2 5 5 2 2 15 0 3 5 

 ثابت كٌيذ :هثال
a c

(a,b)R(c,d)
b d

 
 

2 3 2 3
}رٍي ارسي  ّني   يک رابغِ  }  )]ارسي ّنكلاس سپس ٍ  است 0 , )]1 را  7

 . بيابيذ

 

a c
(a,b)R(c,d)

b d

a a
(a,b)R(a,b)

b b

a c c a
(a,b)R(c,d) (c,d)R(a,b)

b d d b

a c c e a e
(a,b)R(c,d),(c,d)R(e,f ) , (a,b)R(e,f )

b d d f b f

[( , )] (a,b) (a,b)R( ,

 
 

 
  

   
     

      
       

 

  

2 3 2 3

2 3 2 3
1

2 3 2 3 2 3 2 3
2

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3
3

1 7 1 
a ( )

) b a
b

  
     

2 3 2 1 3 14 21
7

7 5 5
 

xRyثابت كٌيذ ابتذا : هثال x y 4 ِهطخع كٌيذ رابغِ است ٍ سپس رٍي ارسي  ّني   يک رابغR ايي هجوَػِ را بِ چٌذ كلاس

 كٌذ؟ بٌذي هي ارسي دستِ ّن

       

     

xRy x y

: xRx x x

: xRy x y y x yRx

xRy , yRz x y , y z x y y z x z xRz

[ ] , , ,

 

  

    

          

4

1 4 0

2 4 4

3 4 4 4 4

0 1 2 3
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 :پذيذُ تصادفي

تِ سهيي خَاّذ تَد ٍ حالت  تَجاصاتت  ،هطخص تاضذ. هاًٌذ رّا مزدى يل تَج مِ ًتيدِ اس قثل  ًتيدِ آىمِ  ایُ پذيذ : پذيذُ قغعيتعزيف 

 ديگزی تزای آى اتفاق ًخَاّذ افتاد.

هوني است سنِ  هطخص ًيست ٍهاًٌذ پزتاب يل سنِ مِ ًتيدِ آى . مِ ًتيدِ آى اس قثل  هطخص ًثاضذ ایُ پذيذ  :تعزيف پذيذُ تصادفي

 رٍ يا پطت تيايذ.

 ًطاى هي دّين. Sآى هي ًاهين ٍ تا حزف  ایِ فضای ًوًَهدوَعِ توام ًتايح هوني يل پذيذُ تصادفي را : ایِ ای ًوًَتعزيف فض

 .ضَد هيگسستِ ًاهيذُ  ایِ هتٌاّي ٍ ضوارش پذيز تاضذ، فضای ًوًَ ایِ اگز تعذاد اعضای فضای ًوًَ: گسستِ ایِ تعزيف فضای ًوًَ

 اًذ. اس ايي دستِ ّايي هاًٌذ پزتاب سنِ ٍ تاس پذيذُ

S        پزتاب يل سنِ را تٌَيسيذ. ایِ فضای ًوًَ: هثال {R,P}         

Sپزتاب دٍ سنِ را تٌَيسيذ.         ایِ : فضای ًوًَهثال {RR,RP,PR,PP}         

S     را تٌَيسيذ.   تاسپزتاب يل  ایِ : فضای ًوًَهثال { , , , , , } 1 2 3 4 5 6       

Sپزتاب دٍ تاس را تٌَيسيذ.        ایِ : فضای ًوًَهثال {( , ),( , ), ...,( , )} 1 1 1 2 6 6     

 .ضَد هيًاهيذُ  پيَستِ ایِ ، فضای ًوًَّا( )ًظيز تاسُهتٌاّي تاضذًا ایِ : اگز فضای ًوًَپيَستِ ایِ تعزيف فضای ًوًَ

           .        هتز تاضذ را هطخص مٌيذ ساًتي 15پزتاب يل دارت تِ سوت صفحِ آى اگز ضعاع صفحِ آى  ایِ : فضای ًوًَهثال

هتز يعٌي:          15/0ّای است تِ ضعاع ُ دايز ایِ فضای ًوًَ S (x,y) x y ( / )  2 2 20 15 

  را يل پيطاهذ تصافي هي ًاهين. ایِ : ّز سيز هدوَعِ اس فضای ًوًَتعزيف پيطاهذ تصادفي

Sدٍ تار رٍ آهذى را تياتيذ.    سنِ پيطاهذ  دٍپزتاب : در هثال {RR,RP,PR,PP} A {RR}   

 تيطتز تاضذ را تياتيذ. 10: در پزتاب دٍ تاس پيطاهذ آى مِ هدوَع اعذاد رٍ ضذُ اس هثال

                                                                          S {( , ),( , ), ...,( , )} A {( , ),( , ),( , })  1 1 1 2 6 6 5 6 6 5 6 6 

 ساًتي هتزی اس هزمش تِ صفحِ اصاتت مٌذ را تياتيذ.    10اس  تيطتزپزتاب دارت تالا پيطاهذ آى مِ دارت در فاصلِ  هثال: در هثال

   S (x,y) x y ( / ) A (x,y) ( / ) x y ( / )       2 2 2 2 2 2 20 15 0 1 0 15 

 .ضَد هيپيطاهذ ًطذًي گفتِ  ي( ٍ تِوپيطاهذ قغعي)حت S: تِ تذمز

 ((.داًص رٍضٌى تخص اًذيطِ است))اهام علي)ع(: 

 :پيطاهذّاعوليات تز رٍی 

Aپيطاهذ B مِ پيطاهذ آى را تخَاّين مِ  ضَد هياس اختواع استفادُ : سهاًيA  ياB ٍ .يا ّز دٍ اتفاق تيافتذ 
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Aپيطاهذ B ُمِ پيطاهذ آى را تخَاّين مِ  ضَد هي: سهاًي اس اضتزاك استفادA  ٍB .تا ّن اتفاق تيافتذ 

 يافتذ.ًاتفاق  Aمِ پيطاهذ آى را تخَاّين مِ  ضَد هياستفادُ  A هتون پيطاهذ: سهاًي اس Aپيطاهذ

): يل سنِ ٍ يل تاس سالن را تا ّن پزتاب هي مٌين.  هثال / )91 5 

 تاضذ را هطخص مٌيذ. 3مِ در آى سنِ پطت ٍ عذد تاس تشرگتز اس  A ب: پيطاهذ      ايي آسهايص تصادفي را تٌَيسيذ. ایِ الف: فضای ًوًَ

Aت: پيطاهذ     مِ در آى سنِ رٍ ٍ عذد تاس سٍج تاضذ را تٌَيسيذ. Bج: پيطاهذ  B  .را تٌَيسيذ 

الف:  S (R, ),(R, ), ...,(P, ) 1 2     ب:      6 A (P, ),(P, ),(P, ) 4 5 6 

    :  ج B (R, ),(R, ),(R, ) 2 4 6 

  :ت
  

 

A B (A B) (R, ),(R, ),(R, ),(P, ),(P, ),(P, )

(R, ),(R, ),(R, ),(P, ),(P, ),(P, )

   



2 4 6 4 5 6

1 3 5 1 2 3
 

)ن، مارتي تِ تصادف خارج هي مٌين:  ايِ را ًَضت 15مارت ينساى اعذاد اس يل تا  15رٍی : هثال / )90 3 

 يا اٍل تاضذ. 3را عَری تٌَيسيذ مِ عذد رٍی مارت هضزب   A الف: پيطاهذ 

 آى مِ عذد رٍی مارت فزد ٍ اٍل تاضذ. Bب: پيطاهذ 

: الف A , , , , , , , , , 1 3 5 6 7 9 11 12 13 ب:     15 A , , , , 3 5 7 11 13 

)هْزُ تِ تصادف خارج هي مٌين. هغلَتست:   2قزهش ّستٌذ، اس ايي ميسِ  2سفيذ ٍ  2هْزُ ينساى است مِ  4دارای  ایِ : ميسهثال / )89 6 

 هتٌاسة تزای تزمية رًگ ّای هْزُ ّای خارج ضذُ را تٌَيسيذ. ایِ الف: فضای ًوًَ

 آى مِ فقظ يني اس هْزُ ّا سفيذ تاضذ. Aب: پيطاهذ 

Aد: پيطاهذ   آى مِ حذاقل يني اس هْزُ ّا قزهش تاضذ. Bيطاهذ ج: پ B.را تياتيذ 

   : الف S (W,W),(W,R),(R,W),(R,R)      ب :     A (W,R),(R,W) 

    :ج B (W,R),(R,W),(R,R) 

    : ت   B (W,W) , A B (W,W),(W,R),(R,W)   

)را در ًظز تگيزيذ، هغلَب است تعييي:   9ٍ0ٍ3ٍ5ارقام  :هثال / )87 6 

 تاضذ. 5آى مِ اعذاد دٍ رقوي هضزب  Aب: پيطاهذ   مِ ضاهل توام اعذاد دٍ رقوي تذٍى تنزار تاضذ. S ایِ الف: فضای ًوًَ

Aد: پيطاهذ    تاضذ. 50آى مِ اعذاد دٍ رقوي تشرگتز اس  Bج: پيطاهذ  B.  

:الف S , , , , , , , , 30 35 39 50 53 59 90 93     : ب  95 A , , , , 30 35 50 90     :ج95 B , , , , 53 59 90 93 95 

    د:   B , , , , A B , ,  30 35 39 50 30 35 50 
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)تار هي اًذاسين. هغلَتست تعييي:   3: يل سنِ را هثال / )86 3 

 .ایِ الف: فضای ًوًَ

 مِ در آى لااقل دٍ تار رٍ تيايذ. Aب: پيطاهذ 

 مِ در آى ّز سِ تار سنِ تِ يل عزف ظاّز ضَد. Bج: پيطاهذ 

Aد: پيطاهذ B. 

  :الف S RRR,RRP,RPR,PRR,RPP,PRP,PPR,PPP 

    :ب A RRR,RRP,RPR,PRR  ج:     B RRR,PPP 

    :د A B (A B) (A B) RRP,RPR,PRR,PPP    

مزدى مارت ّا يني را تِ  )تذٍى تنزار ارقام( را رٍی يل مارت ًَضتِ ٍ پس اس هخلَط 4ٍ3ٍ2ٍ1ّز يل اس اعذاد دٍ رقوي هتطنل اس ارقام : هثال

)تصادف اًتخاب هي مٌين، هغلَتست تعييي:   / )88 10 

 ايي تدزتِ تصادفي. ایِ الف: فضای ًوًَ

 تاضذ. 6مِ در آى عذد رٍی مارت هضزب  Aب: پيطاهذ 

 مِ در آى عذد رٍی مارت اٍل تاضذ. B ج: پيطاهذ 

Aد: پيطاهذ B.  

    :  الف S , , , , , , , , , , , 12 13 14 21 23 24 31 32 34 41 42     :ب     43 A , , 12 24 42 

       :ج B , , , , 13 23 31 41     : د43   B , , , , , , , A B , ,  12 14 21 24 32 34 42 12 24 42 

 

 ((صذای آًچِ اًدام هي دّيذ، تِ قذری تلٌذ است مِ آًچِ هي گَييذ، ضٌيذُ ًوي ضَد. )فيلسَف(: اهزسَى))
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 :احتوال ّن شاًس در فضاي گسستِ

تزاتز يكذيگز هسالِ هجوَػِ هَرد تحث ي تك ػضَي اپيشاهذّوام احتوال ٍلَع تاگز فضاي هسالِ اس ًَع گسستِ تاشذ)ًظيز پزتاب تاس( ٍ 

ايي ًَع احتوال اتفاق هي افتذ. تزاي هحاسثِ ايي ًَع احتوال تزاي تياى ايي هَضَع استفادُ هي شَد(  "سالن"تاشذ) هؼوَلا در هسايل اس كلوِ 

اس راتغِ:
n(A)

P(A)
n(S)

 هذ استفادُ هي شَد. يؼٌي احتوال ٍلَع پيشاA  اي  ًوًَِدر فضايS  اس تمسين تؼذاد اػضايA  تز تؼذاد اػضايS 

 تذست هي آيذ.

هْزُ تِ تصادف تيزٍى هي آٍرين، هغلَتست احتوال آًكِ حذالل  3هْزُ سياُ است. اس ايي كيسِ  6هْزُ ي سفيذ ٍ  5: كيسِ اي شاهل هثال

)هْزُ ي سفيذ خارج شذُ تاشذ.   2 / )91 5 

n(A)
P(A)

n(S)

    
    

    
  

 
 
 

5 6 5
2 1 3 14

11 33
3

 

هْزُ تا ّن تِ تصادف خارج هي  كٌين،  3هْزُ لزهش ٍجَد دارد. اس ايي كيسِ  4هْزُ سياُ ٍ  6هْزُ ي سفيذ ٍ  5 كيسِ اي درٍى :هثال 

)هغلَتست:   / )91 3 

 تا اس هْزُ ّا ي خارج شذُ سفيذ تاشٌذ.    2الف: احتوال آًكِ دليما       

 رًگ هختلف تاشٌذ. 3ب: احتوال آى كِ هْزُ ّاي خارج شذُ اس         

 : الف
n(A)

P(A)
n(S)

  
  
  

  
 
 
 

5 10
2 1 20
15 91
2

P(B)  :   ب                             

   
   
   

 
 
 
 

5 6 4
1 1 1 24

15 91
3

 

تا ايي ًماط چْار ًفغِ يك چْارضلؼي ًمغِ هغاتك شكل سيز، چْار ًمغِ تِ تصادف اًتخاب هي كٌين، احتوال آى را تياتيذ كِ  10: اس هياى هثال

)ساختِ شَد كِ رٍي ّز خظ فمظ يك راس لزار تگيزد.  / )89 6 

 

                                   
n(A)

P(A)
n(S)

    
    
    

  
 
 
 

1 2 3 4
1 1 1 1 4

10 35
4

 

)كٌيذ.   رٍس فتِ ًثاشذ را هشخصداًش آهَس در ًظز هي گيزين. احتوال ايي كِ رٍس تَلذ ّيچ دٍ ًفزي اس آى ّا در يك  5: هثال  / )87 3                               

                                                                       
n(A)

P(A)
n(S)

   
       5

7 6 5 4 3 7 6 5 4 3 360
7 7 7 7 7 24017

 

 :شاًس در فضاي گسستِّن احتوال غيز  

ايي ًَع احتوال اتفاق ٍ فضاي هسالِ ًيش گسستِ تاشذ،  ذٌثاشًاگز احتوال ٍلَع پيشاهذّاي تك ػضَي هجوَػِ هَرد تحث هسالِ تزاتز يكذيگز 

اگز تايذ تذاًين هي افتذ. تزاي هحاسثِ ايي ًَع احتوال  nS e ,e , ...,e 1  تاشذ، آى گاُ:2

1. i i( e , i n) P(e )     1 0 1                 2. nP(e ) P(e ) ... P(e )   1 2 1 

 ((است. پس اس ّز شكست "تزخاستي  "تشرگ تزيي شكَُ ٍ سزتلٌذي ها ًِ در ّزگش سمَط ًكزدى، تلكِ در   )فيلسَف(:اهزسَى))
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Sاگز: هثال  {a,b,c,d} يك تجزتِ تصادفي تاشذ ٍ داشتِ تاشين:اي  ًوًَِفضايP(a) P(b)3ٍP(c) 
1
2

ٍP(d) 
1
8

، هغلَب 

P(aاست هحاسثِ: )  ٍP(b)  .( / )91 5 

P(a) P(b) P(c) P(d) P(b) P(b) P(b) ,P(a) ,P(a )              
1 1 3 9 9 23

1 3 1 1
2 8 32 32 32 32

 

تاشذ،  cًصف شاًس تزد  bٍ شاًس تزد  bسِ تزاتز  شاًس تزد  aدر يك هساتمِ شزكت هي كٌٌذ، اگز شاًس تزد a ٍbٍc: سِ دًٍذُهثال 

)چمذر است:  cاحتوال تزًذُ ًشذى  / )86 10 

P(a) P(b) P(c) P(b) P(b) P(b) P(b) ,P(b) ,P(a ) P(A)              
1 3 1

1 3 2 1 6 1 1 1
6 6 2

 

S: اگزهثال  {a,b,c,d}  تاشذ ٍ اي  ًوًَِيك فضايP{a,b,c} 
1
2

  ٍP{ a , b , d }
2
3

را تذست آٍريذ.  P{a,b}تاشذ آى گاُ  

( / )86 3                             P{a,b} P(c) P(d) P{a,b} (P(c) P(d)) ( )          
1 1 1

1 1 1
2 3 6

 

 :اي جولِاحتوال دٍ  

اس راتغِ سيز آسهايش سَال شَد،  nتار تزد در  kٍ در هَرد پزتاب سكِ( اگز در يك آسهايش احتوال فمظ تِ شكل تزد يا تاخت هوكي تاشذ)ًظيز 

     تزاي هحاسثِ احتوال استفادُ هي شَد: 

                                                                                        

 

غلظ( هي تاشذ.داًش آهَسي تِ عَر تصادفي تِ ّوِ سَالات ايي آسهَى پاسخ هي دّذ، -سَال دٍ گشيٌِ اي)درست 15آسهًَي شاهل  :هثال 

) درست دادُ تاشذ چمذر است؟سَال پاسخ  7احتوال آًكِ تِ  / )91 5               
 

 

)  د تَدُ تاشٌذ را هحاسثِ كٌيذ.اًفز تي سَ 6ًفز آى ّا  20، احتوال آى كِ اس افزادجاهؼِ اي تاسَاد ّستٌذدرصذ  50 :هثال  / )90 3                                                                                           

n

n

k
P(A)

   
   
   

  20

20
6

2 2
    

ار سثش آهذُ تاشذ را تتار پزتاب كزدُ اين، احتوال آى كِ سِ  7سِ ٍجِ هكؼثي سرد ٍ سِ ٍجِ ديگزآى تِ رًگ سثش است، ايي هكؼة را  :هثال 

) تياتيذ. / )88 6       

n

n

k
P(A)

   
   
   

  7

7
3

2 2
          

 :احتوال در فضاي پيَستِ 

 Sاي  ًوًَِدر فضاي  Aٍلَع  ايي ًَع احتوال در هسايلي پيش هي آيذ كِ در آى عَل، هساحت ٍ يا حجن تكار رفتِ تاشذ. ٍ تزاي ّز هَرد احتوال

A:َلع  اس راتغِ ّاي سيز تذست هي آيذ: 

S

l
P(A)

l
                                 هساحت:               A

S

a
P(A)

a
 A  :حجن 

S

v
P(A)

v
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لسوت هي كٌين كِ در هتز تاشذ. لغؼِ تشرگتز را تا ارُ تِ دٍ  5/0ٍ  1: فزض كٌين دٍ لغؼِ چَب دارين كِ عَل ّاي آى ّا تِ تزتية هثال

) ًتيجِ سِ لغؼِ چَب حاصل هي شَد. احتوال ايي كِ سِ لغؼِ چَب تشكيل يك هثلث تذٌّذ چمذر است؟ / )86 3 

 فزض هي كٌين. دارين:                                                                  xٍx1هتزي را  1لغؼات ايجاد شذُ رٍي چَب 

A

S

x x / /
l / /

x / x x / x / P(A) /
l

x / x x / x /

    


          
       

1 0 5 1 0 5
0 75 0 25

0 5 1 2 0 5 0 25 0 5
1

1 0 5 2 1 5 0 75
 

]: دٍ ػذد حميمي تِ تصادف اس تاسُ ي هثال  , ]1 )اًتخاب هي كٌين، احتوال آى كِ هجوَع ايي دٍ ػذد هثثت تاشذ را هحاسثِ كٌيذ.  2 / )91 5 

 

 

                                                                A

S

a
P(A)

a




  


2 29 72
3 3 9

 

 

 

 

 

 

 

): يك ًمغِ تِ تصادفي درٍى يك هثلث تا راس ّايهثال  , )0 0ٍ( , )3 2ٍ( , )4 اًتخاب هي كٌين، هغلَب است احتوال آى كِ عَل ًمغِ ي 0

)تاشذ.   2اًتخاب شذُ كوتز اس  / )90 10 

 

                                        

A

S

AF EF EF
EF

AD CD

a
P(A)

a

    



   


2 4
3 2 3

4
2 43

12 3
2 4 4 3
2

 

 

xرا تِ تصادف اًتخاب هي كٌين ب عَري كِ:  x  ٍ y: دٍ ػذد حميمي هثال  [ , ] 0 3 ٍy [ , ] 2 x. هغلَتست احتوال آى كِ:  0 y  1  .

( / )88 6   

 

                    A

S

( )
a

P(A)
a

  
  

   


1 1 2 2 12 53 2 72 2 2
3 2 6 12

 

 

 
 

 كَشش اٍليي ٍظيفِ اًساى است.(: فيلسَفگَتِ)
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 :لَاًيي احتوال 

 تِ كار هي رًٍذ تِ صَرت سيز ّستٌذ: Sاي  ًوًَِاس فضاي  Aتزاي ّز پيشاهذ لَاًيٌي كِ در احتوال اصَل ٍ 

P(A)ّويشِ دارين:  :1اصل  0 P(A)ٍ اگز  1  P(A)پيشاهذ لغؼي يا حتوي ٍ اگز  Aتاشذ   1  پيشاهذ ًشذًي ًاهيذُ  Aتاشذ  0

 هي شَد.

P(S)ّويشِ دارين: : 2اصل   1 

Aيؼٌي:  ،ًاساسگار تاشٌذ  A  ٍBاگز : 3اصل  B     :تاشذ، دارينP(A B) P(A B) P(A) P(B)   0  

P(A دارين: A  ٍB  ٍC ًاساسگاردر هَرد پيشاهذّاي دٍتِ دٍ  :1لضيِ  B C) P(A) P(B) P(C)    

Aكِ  A  ٍB: تزاي ّز دٍ پيشاهذ 2لضيِ  B :دارين   P(A) P(B)               ٍ P(B A) P(B) P(A)                     

P(A  دارين:                                                          A  ٍB دلخَاُ : تزاي ّز دٍ پيشاهذ3لضيِ  B) P(A) P(B) P(A B)   

P(A                                                                                             دارين:Aيؼٌي  Aپيشاهذ هكول : تزاي ًتيجِ  ) P(A)  1  

P(Aدارين:         A  ٍB دلخَاُ تزاي ّز دٍ پيشاهذ: ًكتِ B) P(A) P(A B)                                                      

}اػذاد ي  هجوَػِاس  : ثاله , , ..., }1 2 )ػذدي تِ تصادف اًتخاب هي كٌين:  1000 / )91 5 

 تخش پذيز تاشذ را تياتيذ. 5يا  3الف: احتوال آى كِ ػذد اًتخاتي تز        

 تخش پذيز ًثاشذ را تياتيذ. 5تخش پذيز تاشذ ٍلي تز  3 ب: احتوال آى كِ ػذد اًتخاتي تز        

n(A)
P(A)

n(S)

 
 
 

  

1000
3333

1000 1000
ٍ     

n(B)
P(B)

n(S)

 
 
 

  

1000
2005

1000 1000
ٍ      

n(A)
P(A B)

n(S)

 
 
 

  

1000
6615

1000 1000
 

P(A  :  الف B) P(A) P(B) P(A B)   
467
1000

P(A   :ب          B) P(A) P(A B)   
267
1000

 

A تاشٌذ تِ عَري كِ Sاي  ًوًَِدٍ پيشاهذ اس فضاي  A  ٍB: اگز هثال B :ثاتت كٌيذ P(B A) P(B) P(A)    

 

                                      

 
(B A) A

B (B A) A P(B) P (B A) A

P(B) P(B A) P(A)

P(B A) P(B) P(A)

 

    

   

   

 

 

 33 ٍ دي شْزيَرخزداد ٍ سَالات تؼضي اس 

: اگز1 S a,b,c,dًَِاي يك تجزتِ تصادفي ٍ  فضاي ًو P b 
1
3

  ٍ  P b, d 
1
2

  ٍ  P b, c 
2
3

گاُ  تاشذ، آى  P a را

 تياتيذ. 

      

      

 

   

   

P bP b,d P b P d

p d ,p c

P b,c P b P c

P(a) P(b) P(c) P(d) P a P(b) P(c) P(d)




  
  

   


         

1
3

1
1 12

2 6 3
3

1
1 1

6

 

 

 

 

B 
A 

S 
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xكٌين، احتوال  اًتخاب هي 2ٍ  0: دٍ ػذد حميمي تيي 2 y   را هحاسثِ كٌيذ. 1

 

 
 
 

l A
P A

l S

 
     

   


1 12 2 2
4 1 32

2 2 4 4
 

 

 
 

كِ ػذدي اًتخاتي اس هجوَػِ . احتوال آى3 , , ...,1 2  پذيز ًثاشذ را تياتيذ. تخش 7پذيز تاشذ ٍلي تز  تخش 4تز  1000

     P A B P A P A B

   
       

     

1000 1000
250 35 2154 28

1000 1000 1000
 

 

 سال ًذاشتِ تاشٌذ؟ ًفز ّيچ دٍ ًفزي رٍس تَلذ يكساًي در  10احتوال دارد در تيي  : چمذر4

...
...

  
    10

365 364 356 365 364 356
365 365 365 356

 

 

: تزرٍي هزتغ 5  Q x,y x,y   2 0 را تياتيذ كِ فاصلِ ايي ًمغِ اس ّز راس هزتغ اس  كٌين، احتوال آى يك ًمغِ اًتخاب هي2

  يك تيشتز تاشذ.

    
 
 

 l A
P A

l S

    
  



22 2 1 4
2 2 4

 

 

: اگز6 P A 
2
5

 ٍ P B 
3
7

  ٍ P A B 
1
5

تاشٌذ، هغلَب است: 

   P A B , P A B. 

           

     

P B P B , P A B P A P B P A B

P A B P A P A B

          

     

4 2 4 1 27
1

7 5 7 5 35
2 1 1
5 5 5

 

 

تياتيذ.)تكزار  5را تز ػذد  پذيز تَدى آى تِ ٍجَد آيذ، احتوال تخش 3ٍ  7،5،3،1تِ عَر تصادفي تا ارلام  5000: اگز يك ػذد چْار رلوي كوتز اس 7

 ارلام غيز هجاس است(

     
 
 

n A
n A , n S , P A

n S
            

12 1
2 3 2 1 12 2 4 3 2 48

48 4
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