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  1  ها و روابط هندسه تحليلي و جبر خطي ي فرمول خلاصه
 

  فصل اول ـ بردار

,x) به مختصاتAي نقطه y, z)بردار    باشد  ميa


,x) مختصات به y, z)باشد  مي  
,x)  : هاxروي محور , )0 ,x)  : هاxروي محور    0 , )0 0  

)  : هاyروي محور , y, )0 )  : هاyوي محورر    0 , y, )0 0  

)  : هاzروي محور , , z)0 )  : هاzروي محور    0 , , z)0 0  

,xoy :  (xي روي صفحه y, ,xoy :  (xي روي صفحه    0( y, )0  

,xoz :  (xي روي صفحه , z)0    ي روي صفحهxoz :  (x, , z)0  

طه
 نق
ات

تص
مخ

 
ي 

A  

)  : yozي  روي صفحه , y, z)0    

دار 
 بر

وير
تص

a   

)  : yozي  روي صفحه , y, z)0  
  

y  : هاxروي محور z2 ,x)  : هاxروي محور   2 y, z)  

x  : هاyروي محور z2 )  : هاyروي محور   2 x, y, z)  

y  : هاzروي محور x2 )  : هاzروي محور   2 x, y, z)  

,xoy :  (xي روي صفحه   xoy :  zي روي صفحه y, z)  

,xoz :  (xي روي صفحه    xoz :  yي روي صفحه y, z)  

صله
فا

 
طه

 نق
ي

 
ي 

A   

    yoz :  xي  روي صفحه

نه
قري

 
دار 

 بر
ي

a 

)  : yozي  روي صفحه x, y, z)  

ABمختصات بردار  ـ 


:  B A B A B AAB (x x , y y , z z )   


        
ABـ طو بردار 


:   B A B A B AAB (x x ) (y y ) (z z )     2 2 2

  

AB:  Aخط   وسط پارهMي   ـ مختصات نقطه  B A B A Bx x y y z z
M ( , , )

  


2 2 2
    

ABC :  Aـ مختصات مركز ثقل مثلث       B C A B C A B Cx x x y y y z z z
G ( , , )

     


3 3 3
  

  

  :الاضلاع  ي بين رئوس متوازي   ـ رابطه
A C B D

A C B D

A C B D

x x x x

y y y y

z z z z

  
   
   

   

  

  :ـ تساوي بردارها 
a b

a b a b

a b


  
 

1 1

2 2

3 3

 
  

a  :ـ جمع بردارها  b (a b ,a b ,a b )    1 1 2 2 3 3
 

  

ثلث                  قانون مالاضلاع   قانون متوازي
  

a   :ـ تفريق بردارها b (a b ,a b ,a b )    1 1 2 2 3 3
 

  

AO  :نكته OB AB 
  

   
  

  

  OB OA AB 
  
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a  :ـ توازي بردارها a a
a b

b b b
  1 2 3

1 2 3

 
  

r)ـ ضرب عدد حقيقي در بردار     )  ra (ra , ra , ra ) 1 2 3


  
ra  :نكته*  r a

 
  

a  :نكته*  b a b  
   

  
  بردار جهت:  نام ديگر:ـ بردار يكه

   واحد 1                  طول همواره برابر 

ae:                   رابطه a
a


1 
  

        :ـ بردار نيمساز

e ea b

a b

a b

 



 

      

  

aعدد  : اخلي بردارها ـ ضرب د  .b a b a b a b   1 1 2 2 3 3
 

  

              a .b
cos

a b
 

 

     

a  :ـ شرط عمود بودن دو بردار     b a .b   0
   

  
a   : هاي مهم ضرب داخلي    ـ ويژگي .b b.a  

  a .a a 2  
aنامفهوم    .(b.c)   

  a .b a .c b c    
iـ  . j i.i و 0 1  

a  :ي مهم  ـ رابطه b a | b a .b   2 2 2 2  
a  :ـ نتيجه b a b a b    2 2 2 22 2  

a  : هاي يك بردار با محورهاي مختصات     ـ زاويه a a
cos cos cos

a a a
     1 2 3  

cos  : بين كسينوس زواياي يك بردار با محورهاي مختصات        ي ـ رابطه cos cos    2 2 2 1  
a  : سازد ي مساوي مي   برداري كه با هر سه محور زواياي حاده  :نكته*  (m, m, m)


  

Arccos  : سازد ي مساوي مي              كسينوس زواياي برداري كه با هر سه محور زواياي حاده 
3

3
  

ae  :             تعريف ديگري از بردار يكه (cos ,cos ,cos )   


  

aـ تصوير قائم بردار  


b بر


a  ».شود  بار تكرار مي4بعد از بر «:  .b
a b

b.b
 

  
   

aي تصوير قائم بردار   ـ اندازه


b بر


:  a .b
a

b
 

 
  

aي تصوير قائم   ي ديگري براي اندازه   ـ رابطه


b بر 


 :              a a cos  
 

  

aي بردار  ـ قرينه


b نسبت به راستاي بردار   


:  a a a  2
  

  
a  :نكته*   a a  

  
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  :ـ ضرب خارجي دو بردار  

i j k

a b a a a

b b b

a b a b sin

 

  

1 2 3

1 2 3

 

   
  

  

a  : توازي دو بردار  ـ شرط b o a b  
    

  
a  : هاي مهم ضرب خارجي     ـ ويژگي a o 


  

  a b b a     
  a b a c b c      

  :ي محورهاي مختصات     خاصيت چرخشي در ضرب خارجي بردارهاي يكهـ
i j k

j k i

k i j

 
 
 

        

a: نكته*  .(a b) 0
  

  

S  : الاضلاع ـ مساحت متوازي   AB AC a b   
   

    

  
  . بردارهاي سازنده حتماً بايد ابتداي مشترك داشته باشند:توجه* 

S  :ـ مساحت مثلث    AB AC a b   
1 1
2 2
   

     

  

a  :ـ ضرب مختلط سه بردار در فضا      .(b c)
  

  
  

V  : السطوح  ـ حجم متوازي  a.(b c) 
  

ــوازي الســـطوح     متـ

  
  :السطوح جم متوازي خاصيت چرخشي در تعريف ح:نكته* 

V a.(b c) b.(c a) c.(a b)     
        

    

  :c,b,aحجم هرم ساخته شده روي سه بردار:نكته* 

  V abc
1
     هرم6

  
  

a  :اند اگر  هم صفحهc,b,a سه بردار: نكته*  .(b c) 0
  

  
  :السطوح گري براي حجم متوازي تعريف دي:نكته* 

  V a b c cos sin      

  
  

a  :شوارتز  ـ نامساوي كشي   .b a b
   

  

a  : ها در مثلث  ي كسينوس   ـ قضيه b c bccos   2 2 2 2   
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a از فرضـ b c o  
   

  : نكات زير را داريم

) 2(        شكل                 ) 1(شكل * 

  
  

aي بين دو بردار زاويه) 1(در شكل * 


b و


،( )0180باشد نه  مي.  
a: اند يعني صفحه  اين سه بردار هم*  .(b c)  0

  
    .شود السطوحي ساخته نمي  متوازي يا با اين سه بردار 

  :طبق خاصيت چرخشي داريم* 

a b b c c a    
     

   
  

 *  a b c o a b c a b c a .b a .c b.c           2 2 2 211
2 2 2 2

   
ــوان    ت

a  : ـ اتحاد لاگرانژ b (a .b) a b  
2 2 22 

  

  : ي بين دو بردار   تعريف ديگري براي زاويهـ
a b

tan
a .b


 

 

   

a  :ـ ضربه سه گانه   (b c) 
  

  
,c اگرـ b,aگاه حاصل صفحه باشند، آن  سه بردار همa (b c) ي بردارهاي  برداري است در صفحهc,b,a.  

a  : ـ خاصيت چرخشي در تعريف ضرب سه گانه        (b c) b (c a) c (a b)         
a  : ـ تعريف (b c) (a .c)b (a .b)c     

a)  :نكته*  b) c (a .c)b (b.c)a     
a  :نكته*  (b c) b (c a) c (a b) o        


  

مقايسه كنيد!!  
a: قضيه   .(a b)  0  

aضرب مختلط   .(b c)   
aضرب سه گانه   (b c)    

aنامفهوم   .(b.c)   
aنامفهوم    (b.c)   

از سايت رياضي سرادانلود



  

  5  ها و روابط هندسه تحليلي و جبر خطي ي فرمول خلاصه
 

  فصل دوم ـ خط و صفحه

ي   متقارن خط گذرنده از نقطه   ي  ـ معادله
x

A y

z

0

0

0

:  x x y y z z
d :

p q r

  
 0 0 0  

  : ي پارامتري خط   ـ معادله
x pt x

d y qt y

z rt z

 
  
  

0

0

0

  

  هاي خاص ـ خط

  ي خط ادلهمع  هادي  محور  

)  هاxعمود بر محور ,q , r)0  y y z z
x x ,

q r

 
 0 0

0 

p)  هاyعمود بر محور , , r)0  x x z z
y y ,

p r

 
 0 0

0  

دله
معا

 
ود

عم
ط 

 خ
ي

  
رها

حو
ر م

 ب
  

,p,q)  هاzعمود بر محور  )0  x x y y
z z ,

p r

 
 0 0

0  

,p)  هاxموازي محور , )0 0  
y y 0  
z z 0  

)  هاyموازي محور ,q, )0 0  
x x 0  
z z 0  

دله
معا

 
زي

موا
ط 

 خ
ي

  
رها

حو
ا م

 ب
  

)  هاzموازي محور , , r)0 0  
x x 0  
y y 0  

  

P  : حورهاي مختصات  هاي يك خط با م    ويهـ زا q r
cos cos cos

u u u
       

x  :هاي هادي به جاي بردار هادي       خط با كسينوس   ي  ـ معادله x y y z z

cos cos cos

  
 

  
0 0 0  

u  :ي بين دو خط   ـ زاويه .u
cos

u u


 



 

         

  
  

d  :ـ شرط تعامد دو خط    d u .u    0
 

       

  
  

  :  خط در فضاي نقطه از    ـ فاصله
u AB

BH
u




 

    

  

  

p :توازي  :ـ اوضاع نسبي دو خط در فضا    q r
d d

p q r
   

  
        
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دهـيم، اگـر از روي        ي دوم قـرار مـي       نويـسيم و در معادلـه        را به صورت پارامتري مـي      dي   معادله :ـ تقاطع يا تنافر   
   . يك جواب به دست آمده دو خط متقاطعند، در غير اين صورت متنافرندt؛ برايtخته شده باكسرهاي سا

  

  
   را از dي آن نقطه تا خط  انتخاب كنيم و فاصلهdكافي است يك نقطه از خط :ي دو خط موازي ـ فاصله

ي رابطه
u AB

BH
u




 

به دست آوريم .  

  
   :ـ عمود مشترك دو خط متنافر

  . ـ منحصر به فرد است1
uـ معادله2 u u    
  :ـ طول3

)                                          اندd وdهاي خط دو نقطه از B وA: (راه اول ـ فرمول
AB.(u u )

u u






  

 طول مشترك   

طــه از صــفحه در فــضا ي نق ي فاصــله راه دوم ـ كــافي اســت يــك صــفحه از خــط پــايين عبــور دهــيم و نيــز يــك نقطــه از خــط بــالا انتخــاب كنــيم و از رابطــه   
ax by cz d

(d
a b c

  
 

 

0 0 0
2 2 2

  . طول عمودمشترك را به دست آوريم

 در نظـر  Lي پارامتري روي خط قطه يك نHبراي يافتن.  استL روي خطAي  تصوير نقطهHي نقطه: ـ تصوير يك نقطه روي خط 
 يا تصوير بـه  Hي پارامتري مختصات  و جايگذاري در معادله  tي كنيم؛ پس از محاسبه      را اجرا مي   L بر AHگيريم و شرط عمود بودن      مي

  .آيد دست مي
  :Aي ي خط گذرنده از نقطه ـ معادله

a(x x ) b(y y ) c(z z )     0 0 0 0     

  ـ تقاطع3ـ انطباق 2ـ توازي 1 :ـ اوضاعي نسبي خط و صفحه  
  :ـ توازي1

  u N u.N  0
   

    

  لت توازي، نرمال صفحه بر هادي خط عمود است و  در اين وضعيت نيز مثل حا:ـ انطباق2  
  .كند هر نقطه از خط در صفحه صدق مي

  
 ].توانند با هم متنافر باشند      يادتان باشد كه خط و صفحه نمي      .[.  اگر خط با صفحه موازي نباشد پس قطعاً با آن متقاطع است            :ـ تقاطع 3

ي   حاصل شد، آن را بـه معادلـه  tي صفحه قرار دهيم، وقتي   و در معادله   براي پيدا كردن فصل مشترك كافي است خط را پارامتري كرده          
  .ي تقاطع به دست آيد گردانيم تا نقطه پارامتري بازمي

  :صفحهي   كلي براي نوشتن معادله تكنيك* 
  ي نماييم، بردار حاصل بر هر دو بردار متقاطع ها را در هم ضرب خارج دا كنيم و آنيي مورد نظر پ بايد دو بردار متقاطع در صفحه

  :باشد ي مزبور عمود است و در واقع همان بردار نرمال صفحه مي و نيز بر صفحه
                                                                   b a

 
N                 يا              a b 

  
  

  
  

از سايت رياضي سرادانلود
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  : دقت كنيدي بعد ل صفحهبه جدو
  طرز يافتن بردار نرمال صفحه در حالات مختلف

  ي كليد رابطه  شكل  وضعيت صفحه  

  . استdصفحه عمود بر خط  1

  

d dN u N u 
   
  

  . استdصفحه موازي خط  2

  
d dN u N.u  0

   
  

  . استPي صفحه عمود بر صفحه  3

  

N N N.N   0
   

  

  . استPي صفحه موازي صفحه  4

  

N N N N  
   
  

  .ي غيرواقع بر يك استقامت است صفحه شامل سه نقطه  5

  
N AC AB 
  

  

  .صفحه شامل دو خط متقاطع است  6

  
d dN u u 

  
  

  .صفحه شامل دو خط موازي است  7
  

dN u AB 
  

  

  .صفحه شامل يك خط و يك نقطه خارج از خط است  8
  

dN u AB 
  

  

N.u  : ي خط با صفحه   ـ زاويه
cos

N u


    

2

 

    

  
  

  :ي صفحه با صفحه     ـ زاويه    ياN.N
cos

N N


 

 

       

  
  

ax  : ي نقطه از صفحه   ـ فاصله by cz d
MH

a b c

  


 

0 0 0
2 2 2
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  :ي موازي ي دو صفحه ـ فاصله
P : ax by cz d

P : ax by cz d

d d
h

a b c

   
    




 

1 1

2 2

1 2
2 2 2

0
0

      

  
  :ي موازي ز دو صفحهالفاصله ا  ـ مكان هندسي نقاط متساوي

P : ax by cz d

P : ax by cz d

d d
Q ax by cz

   
    


    

1 1

2 2

1 2

0
0

0
2

    

  
  :»ي نيمساز صفحه«ي ممتقاطع  الفاصله از دو صفحه ـ مكان هندسي نقاط متساوي

ax by cz d a x b y c z d

a b c a b c

       


     2 2 2 2 2 2
      

  
  :ـ تصوير يك نقطه روي يك صفحه

u. (گذشته و بر صـفحه عمـود باشـد        Aنويسيم كه از    طي را مي  ي خ   ، پاي عمود يا تصوير، معادله     Hبراي يافتن  N
 

ي   سـپس نقطـه   )  خط  
  .كنيم كه همان تصوير است تلاقي خط و صفحه را پيدا مي

  
  :ي صفحات خاص معادله

  .ور غايب استي متناظر با آن مح مؤلفه: ي موازي با يكي از محورهاي مختصات ـ در صفحه1
by به صورتoxي موازي با محور صفحه: مثال cz d  0باشد  مي.  

  .ي غايب هستند ي صفحه ي ديگر معادله دو مؤلفه: ي عمود بر يكي از محورهاي مختصات ـ در صفحه2

ي گذرنده از نقطهها و xي عمود بر محور صفحه: مثال
x

A y

z

0

0

0

x به صورت x   .باشد  مي0

  :ي نيمساز صفحات مختصات ـ صفحه3
y به صورتyoz وxozبه عنوان مثال نيمساز صفحات x باشد  مي.  

  :نسبت به صفحات مختصات) يا يك خط(يك صفحه ي  ـ قرينه
  . تبديل كنيمz را بهzي صفحه  كافي است در معادلهxoyي به عنوان مثال براي قرينه كردن يك صفحه نسبت به صفحه

  :تـ تقارن نسبت به نيمسازهاي صفحات مختصا

yي به عنوان مثال در تقارن نسبت به صفحه z ي صفحه تبديل  بايد در معادلهy z

z y


  

  . را انجام داد

از سايت رياضي سرادانلود
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  ـ مقاطع مخروطيفصل سوم 

  :هداير
  .ي ثابت در آن صفحه مقدار ثابتي باشد ها از يك نقطه ي آن  دايره مكان هندسي نقاطي از صفحه است كه فاصلهـ

  .شود ي ثابت مركز تا هر نقطه از دايره، شعاع گفته مي ي ثابت مركز دايره و به فاصله به اين نقطه
x): ي استاندارد دايره ـ معادله ) (y ) R   2 2 2  
,F(x: ي دايره ي گسترده ـ معادله y) x y ax by c    2 2  

   مربع كامل كردن:ي مركز دايره ـ محاسبه

:                                     فرمول
a

O
b





2

2

  

x:                                    مشتق

y

F
O

F

 
 

0
0  

   مربع كامل كردن:ي شعاع دايره هـ محاسب

r:                                     فرمول a b c  2 21 4
2

  

a) مهم(دايره   :ـ شرط دايره بودن مقطع مخروطي      b c   2 2 4 0  
aيك نقطه   b c   2 2 4 0  
aهيچ شكلي   b c   2 2 4 0  

  »قوُت«ه نسبت به دايره ـ وضعيت نقط
F(xداخل دايره , y )  0 0 0  

F(xروي دايره   , y )  0 0 0  
F(xخارج دايره   , y )  0 0 0  

   :ـ طول مماس از يك نقطه خارج دايره
AT: فرمول   F(x , y ) 0 0  

AT: با توجه به شكل   OA r 2 2 2  
  

xي  ترين وتر كه از نقطه    تاهـ طول كو 
A

y
0

0
BC  : گذرد  داخل دايره مي  F(x , y )  0 02   

  
ax  :                                                            با توجه به شكل by c

OA AC r OA AC BC
a b

 
    



0 0 2 2 2
2 2

2   

  گذرد به عبارت ديگر تمام قطرهاي   مي خط قائم بر دايره حتماً از مركز دايرهـ
  .شوند هاي وارد بر دايره محسوب مي دايره قائم

  
  ي مماس بر محورها دايره: نكته* 

  xدايره مماس بر محور  yدايره مماس بر محور  دايره مماس بر هر دو محور

      
r     r   r   
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  : نقطه از دايره ترين فاصله ترين و كم ـ بيش
MB MO R ترين فاصله بيش  

MA MO R ترين فاصله كم  
  :ـ اوضاع نسبي دو دايره

  وضعيت دو دايره  شرط  تعداد مماس مشترك  شكل

  
4  OO r r     1(متخارج 

  

3  OO r r     2(مماس خارج 

  
2  r r OO r r        3(متقاطع 

  
1  OO r r     4(مماس داخل 

  
0  OO r r     5(متداخل 

  

  ـ معادله1 :ـ وتر مشترك دو دايره
  ـ طول2                                   

,C(O: ها را از هم كم كنيم ي دايره  كافي است معادله:ي وتر مشترك ـ معادله1 r) C(O , r )  0  
ي  فاصـله . تقاطع به دسـت آيـد  ي  تا دو نقطه) قطع دهيم(ي وتر مشترك در يك دستگاه حل كنيم           ها را با معادله     ي يكي از دايره      بايد معادله  : طول وتر مشترك   ـ2

  .اين دو نقطه همان طول وتر مشترك است
ي مكان هندسي نقطه بايد پارامتر مـورد نظـر را              داده شود براي به دست آوردن معادله       مثل) يا پارامتر ديگري  ( هرگاه مختصات يك نقطه برحسب متغير        :نكته* 

  . به دست آوردy وxاي بين حذف كرد و رابطه
ي مكان هندسي نقطه: مثال

x y

M(tan , cot ) وقتي تغيير كند چه شكلي است؟   

x.  الساقين دوران يافته است تابع هموگرافيك يا همان هذلولي متساوي   tan
xy tan cot y

y cot x
 

        

11  

  :بيضي

 و اين مقدار ثابـت از       د مقدار ثابتي باش   F و Fي ثابت   ها از دو نقطه      بيضي مكان هندسي نقاطي از يك صفحه است كه مجموع فواصل آن            ـ
  .تر باشد ي آن دو نقطه بيش فاصله

MF: گوييم  ميa2 مقدار ثابتهاي بيضي و به ي ثابت كانوني به دو نقطه MF a  2  
  . در معادله كم مشوند وـ1 :ـ قرارداد

  .اضافه شوند به مختصات نقاط وـ 2               
  :ـ مقايسه

   قائم       

  

        افقي

از سايت رياضي سرادانلود
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(y ) (x )

a b

 
 

2 2

2 2 1  

F F
c c

 


  
  

A A
a a

 


  
  

b b
B B

  


 
  

( , )    

a b 0  

c a b 2 2 2  

(x ) (y )

a b

 
 

2 2

2 2 1  

c c
F F

  


 
  

a a
A A

  


 
  

B B
b b

 


  
  

yافقي  :ي محورهاي تقارن بيضي      ـ معادله  قائم x    

  c b
e ( )

a a
   21  

  e 0 1  
  

    
  )و در بيضي قائم برعكس. (باشند ها و رئوس كانوني داراي عرض يكسان مي  افقي، مركز، كانوندر بيضيـ 
) اگر بيضي به مركزـ , )  بر هر دو محور مختصات مماس باشد :  

در حالت   بيضي افقي است و معادله آن به صورت مقابل است :  (x ) (y )

a b

 
 

2 2

2 2 1  

  )و در بيضي قائم برعكس(
  طول وتر كانوني . گويند  وتري از كانون بيضي بگذرد را وتر كانوني بيضي مي:ـ وتر كانوني

b: بيضي كه بر قطر بزرگ آن عمود است همواره برابر است با
MN

a


22  

  : مقطع مخروطي تشخيص بيضي، نقطه يا تهي بودن يك:نكته* 
F(xبيضي  :آوريم، داريم ابتدا مركز را از راه مشتق به دست مي  , y ) 0 0 0  

F(xيك نقطه   , y ) 0 0 0  
F(xتهي   , y ) 0 0 0  

  سهمي
  .  به يك فاصله باشند و يك خط صابتFي ثابت  سهمي مكان هندسي تمام نقاطي از صفحه است كه از يك نقطهـ

  .نامند  را خط هادي مي را كانون و خط ثا بتFي ثابت نقطه
  )ها  x(ها  ن سهمي موازي محور طولباشد يا محور تقار) هاy(ها   اگر خط هادي سهمي موازي محور عرض*

  . باشد در اين صورت سهمي افقي است
  :ـ مقايسه

a    قائم        0   
    

a 0
   

        افقي

(x ) a(y )  2 4  

F
a




  

:y a     
xمحور تقارن     

(y ) a(x )  2 4  
a

F
 


  

:x a      
yمحور تقارن     

  .و مماس عمود بر هم بر سهمي رسم كردتوان د  هادي سهمي مكان هندسي نقاطي از صفحه است كه از آنجا مي  خط:نكته* 
  . گويند  وتري كه بر محور تقارن سهمي در كانون عمود شود را وتر كانوني سهمي مي:يـ وتر كانون

  a4:طول وتر كانون سهمي برابر است با
  .توان رسم كرد  و از هر نقطه داخل سهمي هيچ مماسي بر آن نمي از هر نقطه خارج سهمي دو مماس بر آن و از هر نقطه روي سهمي يك مماس بر آنـ
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  :هذلولي

  .ي ثابت مقدار ثابتي باشد ها از دو نقطه  هذلولي مكان هندسي نقاطي از صفحه است كه قدرمطلق تفاضل فواصل آنـ
                                                                                      | MF | | MF | a  2  

  :ـ مقايسه

   قائم       
aالزاماً bنيست .  

        افقي

(y ) (x )

a b

 
 

2 2

2 2 1  

aها مجانب
y (x )

b
     

F F
c c

 


  
  

A A
a a

 


  
  

b b
B B

  


 
  

  (x ) (y )

a b

 
 

2 2

2 2 1  

bها مجانب
y (x )

a
     

c c
F F

  


 
  

a a
A A

  


 
  

B B
b b

 


  
  

b شيب خطوط مجانب در هذلولي افقي به ترتيبـ
m

a
 و a

m
b

  دهد هاي هذلولي را مي  ي بين مجانب  بطه زير زاويهباشد، را  مي :  m m
tan

mm


 

1
  

c  :ج از مركز هذلولي  ـ خرو b
e ( )

a a
   21  

  e 1  

    
aي هذلولي هرگاه    در معادلهـ b اره داريمالساقين است و در آن همو    باشد، هذلولي متساوي:  e  2  

  :ـ قوت نقطه  نسبت به هذلولي
  Mخارج هذلولي F(x , y )  0 0 0  

  Mروي هذلوليF(x , y )  0 0 0  
  Mداخل هذلولي F(x , y )  0 0 0  

  . عكس سه حالت مشابه در بيضي است شويم كه سه حالات بالا دقيقاً با كمي دقت متوجه مي

x براي تشخيص هذلولي از دو خط متقاطع بايد با استفاده از مشتق            ـ

y

F

F

 
  

0
ي دو خـط       مركز را به دست آوريم، اگر مختصات مركز در معادله صـدق كـرد، معادلـه                0

  .تقاطع است و همان محل تقاطع دو خط است؛ و اگر مختصات مركز در معادله صدق نكرد، معادله هذلولي استم
  : استbي هر كانون از هر خط مجانب برابر با  در هذلولي فاصله:نكته* 

bي هر رأس كانوني از هر مجانب برابر با  در هذلولي فاصله:نكته* 

e
  : است

cos  :ـ ماتريس دوران sin
R

sin cos
   

    
  

x  :ـ دوران نقطه حول مبدأ مختصات    
R

y
 
 
 

  

)  :ـ دوران محورهاي مختصات و مختصات نقطه در دستگاه جديد         )
x

R
y
 
 
 

  

)  :نكته*  )R R R    

  :نكته* 
n

n
(n )

cos sin cos(n ) sin(n )
R R

sin cos sin(n ) cos(n ) 
        

           
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ax  : ي كلي مقاطع مخروطي     ـ معادله bxy cy dx ey f     2 2 0  
b  )راه تستي : (ـ دوران مقاطع مخروطي   ac  2 4  

  
  

  
  

0
0
0

ــذلولي  ه
 سهمي    
ــي  بيضـــ

  

  )راه تشريحي: (ـ دوران مقاطع مخروطي

b  :ي دوران زاويه
tan

a c
 


2  

  :در معادله جايگذاري 
x x cos y sin

y x sin y cos

    
     

  

  ي دوران  ـ اتحادهاي كمكي براي به دست آوردن زاويه     

tan
cos
cos

cos

tan
tan

tan

    
   


    

2
2

2

2

11

1 2
2

22
1

  

aي كلي مقاطع مخروطي هرگاه در معادله: نكته*  cي دوران  باشد زاويه
4

  . است

  ي مقاطع مخروطي دوره

  :1جدول 
  مقاطع مخروطي غيراستاندارد     مقاطع مخروطي استاندارد

  روش شناسايي  xyضريب  شكل    روش شناسايي  xyضريب  شكل

  افقي يا قائم
ـ مربع كامل كردن 1

  معادله ضمني
    دوران يافته  

  :مثال

 

  ندارند

   ي ضمني ـ از روي معادله2

  :مثال

 

  بجز دايره

  بقيه دارند
 0هذلولي   

 0سهمي   

 0بيضي   

  

  :2جدول 
     از نظر  عدد و علامتy2 و x2ضرايب    y2 وx2ي جمله

    . هم عدد و هم علامتندy2 وx2ضرايب  دايره  هر دو را دارد

    .عدد و هم علامتند غير هم y2 وx2ضرايب  بيضي  هر دو را دارد
    ــــــــــ  سهمي  فقط يك را دارد
    . غير هم عدد و غير هم علامتندy2 وx2ضرايب   هذلولي  هر دو را دارد

axي   فرض كنيد معادله   : دوران مقاطع مخروطي   نكته راجع به   bxy cy dx ey f     2 2 ست، محورهاي مختصات را در جهـت مثلثـاتي بـه        داده شده ا   0
Aي بالا را در دستگاه جديـد بـه صـورت            دهيم، اگر معادله    ي دلخواه دوران مي     اندازه x Bx y Cy Dx E y F          2 2 :  بازنويـسي شـود، بـه شـرطي كـه          0

E fباشد داريم :  
A C a c

B AC b ac

  


  
2 24 4

  


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  فصل چهارم ـ ماتريس

m جدولي شامل:عريف ماتريست nعدد حقيقي كه به شكل روبرو در mسطر و nستون چيده باشد را ماتريس m nگويند  مي.  

  

n

n

m m mn m n

a a a

a a a

a a a 

 
 
 
 
 
 

11 12 1

21 22 2

1 2




  


  

  
  .هاي نظيرشان با هم برابر باشد  با هم برابرند هرگاه تمام درايهB وAهاي يس ماتر:ـ تساوي دو ماتريس

  . هاي نظير از هم كم شوند ها بايد درايه هاي نظير با هم جمع و در تفريقِ ماتريس ها بايد درايه  در جمعِ ماتريس:ها ـ جمع و تفريق ماتريس
  .)هاي يكساني داشته باشند شوند كه مرتبه لازم به ذكر است دو ماتريس، زماني با هم جمع يا از هم كم مي«

  .هاي ماتريس ضرب نماييم  كافي است عدد را در تمامي درايه:ـ ضرب عدد در ماتريس
  :ها ـ ضرب ماتريس

m n n p m pA B C     
  

  پذير بودن شرط ضرب                                                                                                                                                                       

                                                                                             a13يعني بايد سطر اول از Aرا در ستون سوم از Bضرب كنيم .    
a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
  

11 12 13

21 22 23

31 32 33

  مثال: 

  :ها هاي مهم ضرب ماتريس ـ ويژگي
A(BC)  : پذيري دارد، يعني  ها خاصيت شركت   ضرب ماتريسـ1 (AB)C  
A  :ها در حالت كلي خاصيت جابجايي ندارد   ضرب ماتريسـ2 B B A    
  !!)مثل ضرب خارجي برداري و ضرب دكارتي(

A)  :نكته*  B) A AB B   2 2 22  
  (A B) A AB BA B    2 2 2  

k  : داريمAهاي   براي توانـ3 kA A A 1  
AB  : خاصيت حذف برقرار نيست، يعني  ـ4 AC B C    
A  : توان از چپ يا راست در ماتريسي دلخواه ضرب كرد  دو طرف يك تساوي ماتريسي را مي ـ5 B A C B C      

  .مثلثي است) يا پايين( بالا BA ياABمثلثي باشند، آن گاه) يا پايين( دو ماتريس بالا B وA اگر:نكته* 
A  :ها پذير بودن ماتريس    تعويض  ـ شرط  B B A    

  :پذير داريم ـ وقتي دو ماتريس تعويض
كند ها صادق مي ي در مورد آن تمام اتحادهاي جبر.  
 n n n(AB) A B  

از سايت رياضي سرادانلود



  

  15  ها و روابط هندسه تحليلي و جبر خطي ي فرمول خلاصه
 

:





3 3

پذيرند هاي زير تعويض  ماتريس:  
  .ي خودش مرتبه  اسكالر با هر ماتريس مربعي هم ـ ماتريس1     

aـ ماتريس به فرم2      b

b a

 
 
 

aماتريس به اين شكل و ماتريس با هر  b

b a

 
  

  . با هر ماتريس به اين شكل

Iـ 3      ,A     ،     A ,A1      ،     *A , A  
A  :mهاي يك ماتريس مثل ـ توان4     n n m m nA A A A A      

A خود توان است هرگاهAماتريس :ـ ماتريس خود توان A2باشد، در اين صورت داريم :nA A  
nI، يعنيI    مثل Iاست .  

nA پوچ توان است هرگاهA ماتريس:پوچ توانـ ماتريس  oباشد، در اين صورت همواره k nA o   
  : عبارتند ازR2هاي مهم تبديل در ـ برخي از ماتريس

:هاxـ تقارن نسبت به محور1    
  

1 0
0 1

:هاyـ تقارن نسبت به محور2                                
 
 

1 0
0 1

  

:ـ تقارن نسبت به مبدأ مختصات3     
  

1 0
0 1

yـ تقارن نسبت به خط4                         x : 
 
 

0 1
1 0

  

yـ تقارن نسبت به خط5     x  : 
  

0 1
1 0

k :kـ تبديل تجانس با نسبت6                      

k

 
 
 

0
0

  

  .هاي تبديل از انتها به ابتدا است اتريس تبديل نهايي برابر حاصلضرب ماتريس در تبديلات متوالي، مـ
  .  باشدAيافته با ماتريس مساحت شكل تبديل S مساحت شكل اوليه وS در تبديل اشكال هندسي مختلف به هم، اگرـ

S :داريم | A | S  ) .| A   .) قدرمطلق دترمينان است|
  .كند  جاي سطر و ستون يك ماتريس را عوض مي:Tـ ترانهاده
T  : هاي ترانهاده  ـ ويژگي T(A ) A)مهم(  

  T T T(A B) A B    
  T T(rA) rA  

  k T T k(A ) (A )  
  T T T(AB) B Aمهم  

TA: ـ ماتريس متقارن A  
  .هاي نظير به نظير در طرفين قطر اصلي با هم برابرند درايه                           

  

TA :ـ ماتريس پادمتقارن A   
  .هاي قطر اصلي، همگي صفراند                                درايه
  .اند ي هم هاي نظير به نظير در طرفين قطر اصلي قرينه                                درايه

T :نكته*  TA (A A ) (A A )   
1 1
2 2

  

  .o يك ماتريس ممكن است هم متقارن باشن هم پادمتقارن مثل ماتريس صفرـ
T(A: يك ماتريس ممكن است نه متقارن باشد و نه پادمتقارن مثلـ A )2  

  : نكات زير را داريمTAAگاه راجع به  يك ماتريس مربعي دلخواه باشد آنA اگر:نكته* 

TAAـ2.    متقارن استTAAـ 1 0      3ـ عناصر قطر اصليTAAاند  همگي غيرمنفي.  

  .شود  عددي حقيقي است كه به يك ماتريس مربعي نسبت داده مي:ـ دترمينان

2 2 :a b
A A ad bc

c d

 
    
 

  

  ساروس            
A:           بسط   a A a A a A  11 11 12 12 13 13  
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  :هاي دترمينان ويژگي
A:گاه  آن  برابر صفر باشد،Aهاي يك سطر يا يك ستون ـ اگر تمام درايه1 0  
A: گاه باشند، آن) مضربي از هميا ( يكسان Aـ اگر دو سطر يا دو ستون2  0  
 در  cاز عـدد ثابـت    تواند    شود و به عكس مي       ضرب مي  cگاه مقدار دترمينان در عدد      ضرب شود، آن   c در عدد ثابت   Aهاي يك سطر يا يك ستون       ـ اگر تمام درايه   3

  .هاي يك سطر يا يك ستون فاكتور گرفت و در دترمينان ضرب كرد درايه
  .هاي قطر اصلي حاصلضرب درايه: ـ دترمينان هر ماتريس پايين مثلثي و بالامثلثي و قطري برابر است با4
nدو ماتريسB وAـ اگر5 nگاه  باشند آنAB A B و kkA A  

  :nAي ماتريس اس و  مرتبهnـ6 A    

TA: گاه  باشد آنAي انهاده ترTAـ اگر7 A  
  .شود ضرب مي) -1( را عوض كنيم، مقدار دترمينان در Aـ اگر جاي دو سطر يا دو ستون ماتريس8
  .كند  كنيم، مقدار دترمينان تغييري نمياضافه) يا ستون ديگر(را به سطر ديگر ) يا ستون(ـ اگر مضربي از يك سطر 9

  :توان به صورت زير، يعني با جمع دو دترمينانِ ديگر نوشت  را ميAـ دترمينان ماتريس10
m a n p m n p a n p

q b r s q r s b r s

t c u v t n v c u v


  


  

A  :ي فرد است، داريم   يك ماتريس پادمتقارن مرتبهA:نكته*   0  

A مساحت مثلثي كه با سه رأس  ـ

A

x
A

y
B و

B

x
B

y
C و

C

x
C

y
A»قدرمطلق دترمينان«  : شود برابر است با اخته ميس  B C

ABC
A B C

S x x x

y y y
 

1 1 1
1
2

  

Aي خطي كه از نقاط  معادلهـ (a, b)و B (c,d)آيد ي زير به دست مي گذرد، از رابطه   مي:  

    
x y

a b

c d


1
1 0
1

     يا     
x a c

d : y b d 0
1 1 1

  

mـ nA و n mB گاه  مفروضند، آنABيا BAاند و داريم هاي مربعي  ماتريس:  
AB m n  0  

  

AB
m n

AB

 


 
0
0

  )بيني كرد توان پيش نمي (
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  :فصل پنجم ـ ماتريس وارون و حل دستگاه

AA  :مدهيم و داري     نشان ميA1 را باA وارون ماتريسـ A A I  1 1  

AAپذيري ماتريس  شرط وارون  :نكته*  I AA I A A A        1 1 1 1 0  
   عدد   عدد                                                                                                                                                                                        

  . وارون هر ماتريس منحصر به فرد استـ

  :ها ـ ماتريس همسازه 
A A A

N A A A

A A A


 
   
  

11 12 13

3 3 21 22 23

31 32 33

  

*  :ـ ماتريس الحاقي  TA N  
*  : كنيم  ل استفاده مي را بخواهند از دستور مقابijAي   هرگاه الحاقي نظير درايه :نكته* 

ij jia A  

  
2ـ وارون ماتريس 2:  d b

A
c aA

  
   

1 1  

  A ad bc   0  

3ـ وارون ماتريس 3:  *A A
A

 1 1  

  A  0  

ji  : كنيم   را بخواهند از دستور مقابل استفاده ميijaي  معكوس نظير درايههرگاه  ـ
ij

A
a

A
 1  

  .هاي قطر اصلي ماتريس اوليه است هاي قطر اصلي آن عكس درايه مثلثي است كه درايه) بالا(مثلثي، ماتريس پايين ) بالا( وارون يك ماتريس پايين ـ
  .هاي قطر اصلي است پذير بودن يك ماتريس قطري، مخالف صفر بودن تمام درايه ط وارون شرـ
  .هاي روي قصر اصلي ماتريس اوليه است هاي روي قطر اصلي آن عكس درايه  وارون يك ماتريس قطري، ماتريس قطري است كه درايهـ

  :هاي ماتريس وارون ويژگي
  (A ) A  1 1  

  (AB) B A  1 1 1  
  (A B) A B    1 1 1  

  n n(A ) (A ) 1 1  
  T T(A ) (A ) 1 1  

  (kA) A
k

 1 11  

  :نكته* 
n n

n n

) (A BA) A B A

) (A BA ) A B A

 

 

 




1 1

1 1
1
2

  

(ABC)  :نكته*  C B A   1 1 1 1  
A)  :نكته*  B) A (A B ) B       1 1 1 1 1 1  
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a x a y b

a x a y b

a x a y b

 
  
  

11 12 1

21 21 2

31 32 3

xa a y a z b

a x a y a z b

  
   

11 12 13 1

21 22 23 2

  :ها و حل دستگاه د جواببحث روي تعدا

ax  : هاي دستگاه دو معادله و دو مجهول         ـ بحث روي تعداد جواب    by c

a x b y c

 
    

  

    تعداد جواب  نسبت ضرايب و ثابت

1 a b c

a b c
 

  
  شمار جواب داريم بي  

  

2 a b c

a b c
 

  
  فاقد جواب است  

  

3 a b

a b


 
  جواب منحصر به فرد داريم  

  
  

A  : هاي دستاه سه معادله و سه مجهول         ـ بحث روي تعداد جواب    X B 
a a a x b

a a a y b

a a a z b

    
          
        

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

  

AXپس با توجه به Bداريم :  
  

          

A  0  

A  )                                 جواب صفر(جواب منحصر به فرد   0  

  دستگاه همگن

B O  

  شمار جواب يا فاقد جواب بي

          

A  0  

A              )  رجواب ناصف(جواب منحصر به فرد   0  

  دستگاه ناهمگن

B O  

  
  

 در سمت راست يعني در ماتريس معلومـات ظـاهر شـود، بايـد سـه معادلـه سـه        m مجهول، پارامتر3 معادله 3هاي دستگاه  اگر در مسايل بحث روي تعداد جواب   ـ  
  .هاي بحث روي اين دستگاه استفاده كنيم نيم و از روشمجهول را به دستگاه دو معادله دو مجهول تبديل ك

mيعني(تر از مجهولات باشد  ها بيش  مجهول تعداد معادلهn معادله،m هرگاه در يك دستگاهـ n (گاه دستگاه آن:  
  .ـ جواب ندارد1
    .اب داردشمار جو ـ بي2
  .ـ جواب منحصر به فرد دارد3
n)تر از معادلات باشد يعني  ولي اگر تعداد مجهولات بيشـ m) گاه دستگاه آن:  

  .جواب ندارد
    .شمار جواب دارد بي

  :هاي حل دستگاه ـ روش
X  :ـ به كمك ماتريس معكوس1 A B 1  

yx  :ـ روش كرامر2 zAA A
x , y , z

A A A
    

  .تشكيل ماتريس افزوده و بالامثلثي كردن آن: ـ روش حذفي گاوس3
  .تشكيل ماتريس افزوده و قطري كردن آن: ـ روش گاوس ـ جردن4

  ماتريس         ماتريس          ماتريس
 معلومات     مجهولات           ضرايب

): شمار جواب بي , , )0 0   ... و 0
 .)جواب غيرصفر دارد(

از سايت رياضي سرادانلود



  

  19  ) 2( ها و روابط هندسه  ي فرمول خلاصه
 

  ـ استدلال در هندسه2ي   ـ هندسه1فصل 

  .باشد شكل حاصل از برخورد نيمسازهاي زواياي داخلي و يا خارجي هر چهارضلعي محدب يك چهارضلعي محاطي مي) الفـ 1
  .باشد  مي090ر باي مقابل آن براب شكل حاصل از برخورد نيمسازهاي زواياي داخلي و يا خارجي هر ذوزنقه يك چهارضلعي محاطي است كه دو زاويه) ب
       باشد، شكل حاصل از تقـاطع نيمـسازهاي داخلـي مـستطيلي بـه عـرض                 ي بين اين دو ضلع برابر با         بوده و زاويه   b و aالاضلاع  اگر دو ضلع مجاور يك متوازي     ) ج

a b sin



2

a و طول b cos



2

aباشد و شكل حاصل از تقاطع نيمسازهاي خارجي، مستطيل به عرض  مي b sin



2

a و طول b cos



2

  .باشد  مي

a، مربعي به طول ضلع    b و عرض  aشكل حاصل از برخورد نيمسازهاي داخلي مستطيل به طول        ) د b

2
باشد و شكل حاصل از برخـورد نيمـسازهاي خـارجي،         مي 

aمربعي به طول ضلع b
2

  . خواهد بود

  فـرض شـود مـستطيلي بـه    ي بـين دو ضـلع    باشـد و زاويـه  a و اگر طول ضلع اين لـوزي شكل حاصل از برخورد نيمسازهاي داخلي هر لوزي يك نقطه است ) هـ

aعرض sin
2
2

a و طول cos
2
2

  .گردد  از تقاطع نيمسازهاي خارجي آن حاصل مي

AD     : باشدAي  نيمساز داخلي زاويهABC ،ADاگر در مثلث)  الفـ2 AB AC BD DC   2و ABC

ACD

S
BD AB

DC AC S






   

AD                       :     باشدAي  نيسماز خارجي زاويهADاگر) ب BD CD AB AC     2 و ABD

ACD

S
BD AB

CD AC S








 


  

  .تر است رو به ضلع كوچك ي روبه تر از زاويه تر، بزرگ ي روبرو به ضلع بزرگ تر است اگر و تنها اگر زاويه در يك مثلث، يك ضلع از ضلع ديگر بزرگ)  الفـ3
  :توان نوشت  صورت مي2 به c وa،b را در مورد مثلثي با اضلاعقضاياتر است كه اين  دو ضلع از طول ضلع سوم بزرگهاي هر  در هر مثلث، مجموع طول) ب

  : b c a b c    2فرم    :a b c , a c b , b c a      1فرم  
ي بين دو ضلع نظير       تر از زاويه    در مثلث اول بزرگ   ي بين اين دو ضلع         اگر دو ضلع از مثلثي با دو ضلع از مثلث ديگر نظير به نظير برابر بوده و زاويه                  :ي لولا   يهقض) ج

  .تر از ضلع سوم از مثلث دوم است گاه ضلع سوم از مثلث اول بزرگ از مثلث دوم باشد، آن

AB  : گاه  باشد، آنABCاي دلخواه در داخل مثلث   نقطهOاگر )  الفـ4 AC BC
OA OB OC AB AC BC

 
     

2
  

a  :باشد تر مي ها بزرگ تر و از نصف تفاضل آن  كوچك در هر مثلث هر ميانه از نصف مجموع دو ضلع مجاور آن  ) ب
b c b c

m
 

 
2 2

  

a  : ميانه داريم3هاي   ورد مجموع طولدر هر مثلث در م ) ج b c(a b c) m m m a b c       
3
4

  

يعني هر نقطه در اين مجموعه، داراي اين ويژگي است و هر نقطـه كـه آن ويژگـي را                    .  مجموعه نقاطي كه همگي داراي ويژگي مشتركي هستند        :مكان هندسي ـ  5
آن بـه    و در طرفين dباشند دو خط راست موازي با خط  ميLي   به فاصله  dكه از خط راست   مكان هندسي نقاطي از صفحه      : مثال. باشد  دارد عضو اين مجموعه مي    

  .باشد اش مي  شعاع قاعدهL بوده و dور آن خطاي است كه مح باشد و مكان هندسي مذكور در فضاي سطح جانبي استوانه  ميLي فاصله
ي  باشـد از قـضيه   هاي قابل رسم مـورد نظـر مـي    ي مقابل به يكي از اين اضلاع داده شده و تعداد مثلث  در مسائلي كه دو ضلع از مثلث و زاويه        )  الف :  رسم مثلث  ـ6

aها يعني   سينوس b c

sin A sin B sin C
      ات هندسي و   مبادرت به حل مسئله مينماييم، واضح است كه فرضيات مسئله بايد طوري باشند كه تناسب موجود، بديهي

  .مثلثاتي را نقض نكند
ه مثلثي فرعي در داخل مثلث  اصـلي را           فرض مسئله به صورتي باشند ك      3يعني هرگاه   . توان مسئله را با اصل خويشاوندي حل نمود         در مسائلي از رسم مثلث مي     ) ب

  .باشد گاه شرط وجود مثلث اصلي به شرط وجود مثلث وابسته مي آن. بيان نمايد

bاز مثلثي  : 1مثال   c و5  B و4    توان رسم كرد؟  مفروض است، چند مثلث مي  045



C

sin C
sin C C

      


5 4 2 2 1
52

2

 حاده
 منفرجـــه

  

حاده.فقط يك مثلث قابل رسم است     b c B C C C      045  
هاي اضلاع مثلث را به هم وصل كرده و بعد مثلث وسطي را حذف نماييم و مثلث                   اگر مثلثي به مساحت واحد را در نظر گرفته و سپس وسط           : ـ مثلث سرپنسكي  7

  :رت سايه زده شده نشان داده و به همين نحو اين روند را ادامه دهيم، خواهيم داشتحذف شده را به صو

nامnُي هاي سفيد در مرحله تعداد مثلث 3ي هاي سفيد در مرحله   و مساحت مثلثn ُامn( ) 
3
4

  

www.riazisara.ir
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  2ي   ـ  هندسه2فصل 

,C(Oي  از دايرهL، وسط وترهايي به طولHي  مكان هندسي نقطهـ1 R)اي است به مركز  دايرهOو شعاع L
R OH R  

2
2

4
  

,C(Oي  بر دايرهT وTهاي در نقطهMT وMT مطابق شكل اگرـ2 R)گاه داريم  مماس باشند، آن:  

:        زيرا

AB BH BC

AC CH BC

AH BH CH

S AB AC AH BC

 

 

 
   

2

2

2

2

                          

OT R OH OM

TT OH HM

TT OM R MT

MT MH OM

  

  
  

 

2 2

2

2

4
2

          

  
,C(Oي ي دايره اي از صفحه  مكان هندسي نقطهـ3 R)ي توان دو مماس با زاويه  كه از آن مي ،بر دايره رسم كرد   

R و شعاعOاي به مركز دايره
R

sin
 


2

R.                                باشد  مي R
sin R OM

OM sin

    
2
2

                 

ي محيطـي برابـر     دايره عمودمنصف اضلاع بوده و ثانياً شعاع     3ي همرسي     ي محيطي مثلث نقطه     ؛ اولاً مركز دايره   S و مساحت  c,b,a در هر مثلث به طول اضلاع      ـ4

abc:با
R

S


4
  

ي  ي محاطي داخلـي، نقطـه    اولاً مركز دايرهcr وbr وar و شعاع دواير محاطي خارجيrي محاطي داخلي  و شعاع دايره  P2 و محيط  S در هر مثلث به مساحت     ـ5
  :آيد و ثانياً در مورد شعاع دواير محاطي داريم ي محاطي خارجي از همرسي هر دو نيمساز خارجي به وجود مي همرسي نيمسازهاي داخلي بوده و مركز هر دايره

  a b c
S S S S

r , r , r , r
P P a P b P c

   
  

  

  .   محاطي باشد زواياي روبرو مكمل يكديگرندABCDاگر چهارضلعي)  الفـ6
.باشد طي ميا محABCDچهارضلعي                                                                                       «   B D A C    0180«   

  . محيطي باشد، مجموع اضلاع روبروي آن با هم برابرندABCDاگر چهارضلعي) ب
AB. باشد  محيطي ميABCDچهارضلعي                                                                                     « CD AD BC   «  

  .الساقين همواره محاطي است ي متساوي توان گفت لوزي همواره محيطي و مستطيل همواره محاطي و ذوزنقه به عنوان مثال با توجه به موارد الف و ب مي) ج
R.دو قاعده استي هندسي بين  ي محاطي آن واسطه  محيطي باشد، همواره قطر دايرهABCDالساقين ي متساوي   اگر ذوزنقهـ7 AB CD 24  
  .ي آن برابر با كمان روبرو به آن است باشند و اندازه اي است كه رأس آن مركز دايره بوده و دو ضلع آن دو شعاع از دايره مي ي مركزي زاويه زاويه)  الفـ8
  .اند و برابر با نصف كمان روبروي آن است دايرههايش دو وتر از  اي است كه رأس آن روي دايره و ضلع ي محاطي زاويه زاويه) ب
  .اي است كه رأس آن روي دايره و يك ضلعش دايره را قطع كرده و ضلع ديگرش بر دايره مماس است و برابر با نصف كمان روبرو به آن است ي ظلي زاويه زاويه) ج
BCخط  روبرو به پاره  ي  رخور زاويه دكمان  )  الف ـ9 aمكان هندسي رأس زاويايي است كه برابر با ،ي ثابت ها از دو نقطه  بوده و اضلاع آنAو Bگذرنـد    مي

  .نماييم  به صورت زير عمل ميBCخط ز اين دايره تا پارهي مرك ي كمان درخور و فاصله و براي به دست آوردن شعاع دايره

  a a
R , OH

sin tan
 

 2 2
  

  .نماييم گاه از مفهوم كمان درخور استفاده مي هرگاه در مسائل مربوط به مثلث يك زاويه و ضلع مقابل آن داده شده باشد آن) ب
  :اي در دايره  روابط طولي و زاويهـ10

  

MT MA MB

x y
M

 




2

2
    

MA MB MA MB

x y
M

   



2

        

MA MB MA MB

x y
M

  



2

    

  
  : وضعي نسبي دو دايرهـ11 

    
(. دو دايره مماس خارجند. مماس مشترك دارند3 d R R  2  4مماس مشترك دارند .دو دايره متخارجند  .) d R R  1  
(. دو دايره مماس داخلند. مماس مشترك دارند1 d R R  4  2مماس مشترك دو دايره متقاطعند .) R R d R R     3  

(.مركزند   همشمار مماس مشترك بيصفر يا  d  6 (.  متداخلندصفر مماس مشترك  0 d R R   5  
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  21  ) 2( ها و روابط هندسه  ي فرمول خلاصه
 

   ـ نگاشت و تبديل2ي   ـ هندسه3فصل 

  . متناظر باشدR با يك و تنها يك عضو از Dي  است كه در آن هر عضو مجموعهR وDهاي  تناظري بين مجموعهR بهDنگاشت از: تعريف نگاشت)  الفـ1
  .باشد  يك از صفحه بر روي خودش مي شتي يك بهتبديل نگا: تعريف تبديل) ب
  .دهد خط را تغيير نمي نمايد و يا به عبارت ديگر طول پاره ها را حفظ مي ي بين نقطه  ايزومتري فاصله:ـ تعريف ايزومتري2
,T(x تبديل)  الف ـ3 y) (x h , y k)        به ازاي هر دو عدد حقيقي h و k ي يك انتقال است كه بـردار        دهنده   نشانV (h,k)      در . (باشـد    بـردار انتقـال مـي

   .) فقط يك عدد باشدy وxانتقال حتماً بايد ضريب
  .نمايد ا حفظ ميانتقال يك ايزومتري است كه شيب خط و جهت شكل ر) ب
,:oxبازتاب نسبت به محور  :هاي محوري مهم به شرح مقابلند   بازتاب)  الفـ4 R(x, y) (x, y) بازتاب نسبت به محور oy :T(x, y) ( x, y)   

yبازتاب نسبت به    b:, R(x, y) (x, b y) 2بازتاب نسبت به   y x :T(x, y) (y, x)  
xبازتاب نسبت به خط   a :, R(x, y) ( a x, y) 2بازتاب نسبت به y x  :T(x, y) ( y, x)    

)Pي  نسبت به نقطهبازتاب) ب , )  :R(x, y) ( x , y)   2 2  
  .كند كند اما تقارن مركزي يك ايزومتري است كه شيب خط و جهت شكل را حفظ مي تقارن محوري يك ايزومتري است كه شيب خط و جهت شكل را حفظ نمي) ج
  .شد چه كنيم؟ به مثال زير با دقت توجه كرده و راه مسئله را فراگيريد اگر در يك بازتاب محوري خط داده شده حالت خاص نباـ5

Aي ي نقطه قرينه: مثال ( , ) 2 y را نسبت به خط3 x  AAy                      بيابيد؟3 x m m
m

         
13 1 1  

                        y x
AA : y (x ) y x y , x H ( , ) A ( , ) ( , )

y x

                    

1
3 1 2 1 2 1 1 2 2 2 4 3 0 1

3
  

Oهاي مهم زير را كه دوران)  الفـ6 ( , ) 0   :سپاريم باشد به خاطر مي  مركز دوران مي0
  R(x, y) (y, x) : , R(x, y) ( x, y) : , R(x, y) ( y, x) :            0 0 0270 180 90  

  .ماند كند و در دوران مركز دوران ثابت مي دوران يك ايزومتري است كه شيب خط و جهت شكل را حفظ نمي) ب
هـاي واصـل بـين هـر نقطـه و تبـديل        خـط  هاي پاره ي همرسي عمودمنصف ي يكديگر باشند براي يافتن مركز دوران كافي است نقطه       هرگاه دو شكل دوران يافته    ) ج

  .اش را به دست آوريم يافته
O و مركز مبدأkي تجانس با نسبت ضابطه)  الفـ7 ( , ) 0 ,D(x به صورت0 y) (kx,ky)باشد اما اگر مركز تجانس  مي( , )0   . نماييم  نباشد همانند مثال عمل مي0

Aي مجانس نقطه: مثال ( , ) 1 k را تحت تجانس با نسبت5  O و مركزيت3 ( , )  3    بيابيد؟2
O A O A A O (A O ) A A O A ( , ) ( , ) ( , )                    3 3 3 2 3 15 6 4 3 11
 

  
kمگر در حالت(تجانس ايزومتري نبوده ) ب 1 (كند و تجانس محيط را با ضريب ولي شيب خط را حفظ ميkو مساحت را با ضريب k2كند  عوض مي.  
Aثي ي نقطه هرگاه دوران يافتهـ 8 (x, y)ي  تحت دوراني با زاويهي  حول نقطهO ( , )   نماييم  مورد نظر باشد همانند مثال زير عمل مي.  

Aي ي نقطه دوران يافته: مثال ( , ) 3 Oي  حول نقطه0270 را تحت دوران2 ( , )  1    به دست آوريد؟2

  ( , )( , )
( , )

O ( , ) O ( , ) A ( , ) A ( , ) A ( , ) A ( , )


                
000 2701 2

1 21 2 0 0 3 2 2 4 4 2 5 ــه اول 4 ــت بـ ــا دوران حول برگشـ ــال بـ  انتقـ
ــال ــا انتقـ    بـ

 متعلـق بـه خـط       y و xي يك خط كافي است براساس تبديل داده شده مقـادير            ي تبديل يافته     براي يافتن معادله   :ي يك خط    ي تبديل يافته     يافتن معادله  ـ9
  .ي خط اول بگذاريم  كه متعلق به خط اول هستند را يافته و سپس اين مقادير را در معادلهy وxه را برحسبتبديل يافت

yي خط دوران يافته: مثال x 2 ) به مركز دوران090ي  تحت زاويه3 , )0 V، تحت انتقالي با بردارL1ي خط تصوير معادله.  استL1 خط0 ( , ) 1    را بيابيد؟2

  V ( , ) x y y x
(x, y) ( y, x) ( y , x ) ( x ) (y ) x y y x

y x x y
                                         

090 1 2 1 1
1 2 1 2 2 3 2 6 2 6 0

2 2
  

Oيك انتقال با بردارO2 وO1ي ي تركيب هر دو بازتاب مركزي نسبت به دو نقطه نتيجه)  الفـ10 O1 22


  .باشد  مي
  .باشد ي دور محور تقارن مي ي تركيب دو تقارن محوري با محورهاي موازي يك انتقال است كه بردار انتقال دو برابر فاصله نتيجه) ب
  .ي بين محورهاست ي دوران دو برابر زاويه ي  تقاطع دو محور و زاويه رهاي متقاطع يك دوران است كه مركز دوران نقطهتركيب دو تقارن محوري با محو) ج

axاگر دو خط موازي)  الفـ11 by c   ax و0 by c   cي محور تقارن اين دو خط به صورت  مفروض باشند معادله0 c
ax by ( )


   0

2
  .باشد  مي

axاگر دو خط متقاطع   ) ب by c   a و 0 x b y c     باشـد بـه    ي دو خط نيمـساز مـي    ي محور تقارن اين دو خط كه در واقع معادله            مفروض باشند معادله   0

ax  :صورت روبروست by c a x b y c

a b a b

     


  2 2 2 2
  

  .باشد ي دوران مي اش همان زاويه ي تشكيل شده بين خط و تبديل يافته ي يكديگر باشند در اين صورت زاويه ان تبديل يافتههرگاه دو خط متقاطع تحت يك دور ـ12
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  ي فضايي  ـ هندسه2ي  ـ هندسه4فصل 

  :هاي مختلف نمايش يك صفحه به شرح زيرند  حالتـ1
  )دو خط غيرمنطبق موازي(دو خط متمايز موازي ) و خط متقاطع    دد) يك خط و يك نقطه خارج آن  ج) ي غيرواقع بر يك خط   ب  نقطه3) الف

  :باشد  وضع نسبي دو خط در فضا به شرح زير ميـ2
  .گيرند، دو خط متنافر نامند دو خط در فضا را كه در يك صفحه قرار نمي) الف
  .ند، دو خط موازي نامنددو خط در فضا را كه در يك صفحه باشند و همديگر را قطع نكنند، يا بر هم منطبق باش) ب
  .ي مشترك داشته باشند، دو خط متقاطع نامند دو خط در فضا را كه فقط يك نقطه) ج
  . موازي باشدPي هاي صفحه ط با يكي از خL موازي است، اگر و تنها اگر، Pي  با صفحهL خط: خط و صفحعهـ شرط توازي3
  .نمايد  قطع ميL را در يك خط موازيP متقاطع باشد،P بگذرد و باL موازي باشد، هر صفحه كه ازPي  با صفحهLاگر خط)   الفـ4
  .ها با هم موازيند ي موازي را قطع كند، ديگري را هم قطع كرده و فصل مشترك اي يكي از دو صفحه اگر صفحه) ب
  .ها موازي است ي متقاطع، موازي باشد، با فصل مشترك آن اگر خطي با دو صفحه) ج
  .)باشد منطبق بر صفحه نميLخط. (اي موازي باشد با خطوط آن صفحه يا موازي است و يا متنافر است فحه اگر خطي با صـ5
  .ي ديگري موازي باشند آن دو صفحه با هم موازيند اي با دو خط متقاطع از صفحه  اگر دو خط متقاطع از صفحه:ـ شرط توازي دو صفحه6

  .اي ديگر موازي باشند آن دو صفحه الزاماً با هم موازي نخواهند بود اي با دو خط از صفحه ط از صفحه اگر دو خ:1تذكر 
  .به شكل مقابل توجه شود

  .اگر دو صفحه موازي باشند، هر خط از يكي از اين دو صفحه، با صفحه ديگر موازي است :2تذكر 
  كنند  ها را قطع مي آنهاي موازي، روي دو خط كه   صفحه:ي تالس در فضا ـ قضيه7

  .كنند هاي متناظر متناسب ايجاد مي خط پاره
  

                                               AB A B
P P P

BC B C

    1 2 3   

  .باشد ي تالس در فضا برقرار نمي  عكس قضيه:تذكر
  

ي بـين   ي بين اين دو خط متقاطع، زاويه ي حاده يا قائمه  خطي موازي ديگري رسم شود، زاويهL ياLاگر از هر نقطه روي. اند  داده شدهL وL دو خط متنافر  ـ8
  .شود آن دو خط متنافر، ناميده مي

  )همانند شكل( موازي است Lگذرد كه با خط شمار صفحه مي ، بيL يك خط مانند خارج ازOي  از نقطهـ9
  

  
  . عمود باشدPي  صفحهعمود است اگر و تنها اگر، بر دو خط متقاطع ازPي  بر صفحهL خط:ي اساسي تعامد ـ قضيه10

  )همانند شكل. (باشد اي عمود باشد، الزاماً بر آن صفحه عمود نمي  بر يك خط از صفحهL اگر خط:1تذكر 
  .ا متقاطع يا متنافر باشنداي عمود باشند ممكن است موازي ي  بر دو خط از صفحهL اگر خط:2تذكر 

  .هرگاه دو خط بر خط سومي عمود باشند ممكن است موازي يا متقاطع يا متنافر باشند)  الفـ11
  .كند اگر خطي يكي از دو خط موازي را قطع نمايد الزاماً ديگري را قطع نمي) ب
  .اند خط، به يك فاصله  سر آن پارههايي از فضا است كه از دو خط، مكان هندسي نقطه منصف يك پارهدي عمو  صفحهـ12
خـط    تـرين پـاره     عمود مشترك دو خط متنافر يكتاسـت و كوتـاه         . ها عمود باشد     عمودمشترك دو خط متنافر خطي است كه دو خط متنافر را قطع كرده و بر آن                ـ13

  .متكي بر آن دو خط است
گـاه فقـط يـك     اي عمود نباشـد آن  ي مفروض عمود است و اگر خطي بر صفحه  بر صفحهاي عمود باشد هر صفحه كه بر آن خط بگذرد          اگر خطي بر صفحه   )  الف ـ14

  .ي مذكور عمود است صفحه وجود دارد كه از آن خط گذشته و بر صفحه
  )همانند شكل مقابل. (ي عمود بر يك صفحه الزاماً با هم موازي نيستند دو صفحه) ب
  .ها بر آن صفحه عمود است فصل مشترك آناي عمود باشند،  ي متقاطع بر صفحه اگر دو صفحه) ج

  .باشد  بر هم عمود باشند خطي در يكي از دو صفحه وجود دارد كه بر ديگري عمود مي  اگر دو صفحهـ15
  .توان رسم كرد شمار عمود بر آن خط مي از هر نقطه روي يك خط بي) الف ـ16
  . عمود كردتوان بر خط مذكور شمار خط مي از هر نقطه خارج از يك خط بي) ب

اي بر خط فصل مشترك در نظـر گرفتـه و از آن نقطـه در دو                ي بين دو خط كافي است نقطه        براي يافتن زاويه  (اند     ساخته ي   با هم زاويه   P و Pي   دو صفحه  ـ17
S: حال داريم. ي بين اين دو خط جواب است  دو خط عمود بر فصل مشترك رسم نماييم زاويهP وPي صفحه Scos , L L cos      

از سايت رياضي سرادانلود



  

  23  ) 1(ها و روابط هندسه  ي فرمول خلاصه
 

   ـ هندسه و استدلال1ي  ـ هندسه1فصل 

اي تعريف ه  ها، اصول و واژه ها، تعريف ايم كه اين حقايق شامل قضيه      ها را پذيرفته    گيري كلي بر مبناي حقايقي است كه درستي آن           استدلال استنتاجي روش نتيجه    ـ1
  .باشند نشده همانند خط و نقطه مي

  .تواند روش اثبات قطعي باشد گويند كه نمي محدودي از مشاهدات يا آزمايشات را استدلال استقرايي ميي  گيري كلي بر مبناي مجموعه  روش نتيجهـ2
  . باشد0180ها  باشد و دو زاويه را مكمل نامند اگر مجموع آن090ها  دو زاويه را متمم گويند اگر مجموع آنـ3
  . باشد0180و مجموعشان برابر با) در رأس و يك ضلع مشترك باشند(مجانب گويند اگر مجاور باشند  دو زاويه را ـ4
  .باشد  مي0360هاي داخلي هر مثلث  بوده و مجموع زاويه0180هاي داخلي هر مثلث مجمع زاويه)  الفـ5
ي داخلـي   ي خـارجي مثلـث از هـر زاويـه     تـوان گفـت هـر زاويـه      باشد و بنابراين مـي      ي داخلي غيرمجاورش مي     ي خارجي مثلث برابر با مجموع دو زاويه         ويههر زا ) ب

  .تر است غيرمجاورش بزرگ
  .اي از نقاط است كه بتوانيم آن را بدون بلند كردن قلم از روي كاغذ رسم نماييم خم مسطح مجموعه)  الفـ6
  .رسند  انتهايي به هم ميهاي  هاي خود را قطع نكند مگر در حالتي كه نقطه خم ساده، يك خم مسطح است كه هيچ يك از نقطه) ب
  .نمايد ي جدا از هم درون، بيرون و روي خم تقسيم مي  زيرمجموعه3ي بسته، صفحه را به  نمايد هر خم ساده ي خم جردن بيان مي قضيه) ج
  .نمايد، كاملاً درون ناحيه قرار گيرد ي دلخواه آن را به هم وصل مي خطي كه هر دو نقطه  است، هرگاه پارهيك ناحيه محدب)  الفـ7
  .تر است  بيش0180حداقل يك زاويه از) كاو(تر بوده و در چند ضلعي مقعر   كم0180ها از تمامي زاويه) كوژ(در چندضلعي محدب ) ب
  :دو مثلث عبارتند از) همنهشتي(هاي تساوي   حالتـ8

   ضلع3تساوي ) دو زاويه و ضلع بين                    ج) ي بين               ب دو ضلع و زاويه) الف
  ها را قطع نمايند  آنالساقين دو خط به موازات دو ساق رسم نماييم، تا  ي يك مثلث متساوي ي دلخواه بر روي قاعده  اگر از يك نقطهـ9

MN.                                                   باشد هاي ايجاد شده برابر با طول ساق مثلث مي خط اولاً مجموع طول پاره NP AB    
AB         .            الاضلاع به وجود آمده برابر با دو برابر طول ساق مثلث است ثانياً محيط متوازي   ANMPالاضلاع  محيط متوازي2

  

  ي حاصل از تقاطع نيمسازهاي   زاويه بوده وC وBهاي ي حاصل از تقاطع نيمسازهاي داخلي زاويه  زاويه؛ABC اگر در مثلثـ10
  :گاه داريم  فرض شود، آنCارجيي خ  و نيمساز زاويهBي ي حاصل از تقاطع نيمساز داخلي زاويه  زاويه باشد وC وBخارجي

           
  A A A, ,       0 090 90
2 2 2

  

  .ي ديگر است هاي دو زاويه ي بين ارتفاع و نيمساز هر رأس مساوي نصف تفاضل اندازه ي زاويه در هر مثلث اندازه) الفـ 11
ABC (Aي الزاويه در مثلث قائم) ب )   .ي حاده است ي بين ميانه و ارتفاع وارد بر وتر مساوي تفاضل دو زاويه ي زاويه  اندازه090
  :  ضلعي محدبn در هرـ12
nاز هر رأس) الف    .گذرد  قطر مي3

n(nتعداد قطرها برابر با) ب ) 3
2

  .باشد  مي

n)مجموع زواياي داخلي برابر با) ج )  02   .باشد  مي0360 بوده و مجموع زواياي خارجي برابر با180
  .جي داردي خار ي منفرجه  زاويه3ي داخلي و يا حداكثر  ي حاده  زاويه3 ضلعي محدب حداكثر nهر) د

  : ضلعي منتظم داريمn در يكـ13

n


n)ي خارجي  هر زاويه0360 ) ,
n

 


02   ي داخلي  هر زاويه180
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  ي فيثاغورس  ـ مساحت و قضيه1ي   ـ هندسه2فصل 
  .تفاع نظير آن ضلع استمساحت مثلث برابر با حاصلضرب يك ضلع مثلث در نصف ار)  الفـ1
  :باشد  دو ضلع مي ي بين آن مساحت مثلث برابر با نصف حاصلضرب دو ضلع مثلث در سينوس زاويه) ب

                                                                            
ABC

S bcsin A absin C acsin B   
1 1 1
2 2 2

  

a  :باشد ها معروف است، برقرار مي  ي سينوس  بطهي مقابل كه به را  در هر مثلث رابطه: 1ي   نتيجه b c
sin A sin B sin C

   

a23 برابر باaالاضلاع به طول ضلع  مساحت هر مثلث متساوي   : 2ي   نتيجه
4

S  :باشد، زيرا  مي a a sin a   0 21 360
2 4

  

a233 برابر باaنتظم به طول ضلع مساحت هر شش ضلعي م  : 3ي   نتيجه
2

S  :باشد، زيرا  مي a a  2 23 36 3
4 2

  

 قطرهـاي چهارضـلعي بـوده    d وdيعني اگـر . باشد   دو قطر مي    ي بين آن    مساحت هر چهارضلعي محدب برابر با نصف حاصلضرب دو قطر در سينوس زاويه            )  الف ـ2

S  :گاه داريم  آن ي بين دو قطر باشد،    زاويهو dd sin 
1
2

  
  :توان محاسبه كرد هاي زير مي الاضلاع را به هر يك از روش علاوه بر قسمت الف مساحت متوازي) ب

  باشد و مساحت ذوزنقه برابر است با مجموع دو قاعده ضربدر نصف ارتفاع ضلاع برابر با حاصلضرب قاعده در ارتفاع نظير آن قاعده ميالا ـ مساحت متوازي
S  . باشد ي بين آن دو ضلع مي الاضلاع برابر با حاصلضرب دو ضلع مجاور در سينوس زاويه   مساحت متوازي ـ  absin   

S  :  برابر است باd و قطرaبه طول ضلعمساحت مربعي   ) ج a d 2 21
2

  

S  :  برابر است باd وdمساحت يك لوزي با قطرهاي ) د dd
1
2

  

  .نامند ارز يا معادل مي هاي برابر باشند آن دو شكل را هم اي مساحتاگر دو شكل دار ـ3
  ي دلخواه واقع در داخل آن از سه ضلع مثلث برابر با ، مجموع فواصل هر نقطهaالاضلاعي به طول ضلع  در مثلث متساويـ4

aOH                                                     :                         يعني داريم. طول ارتفاع مثلث است OK OL h   
3

2
  

  .الساقين از دو ساق آن برابر با طول ارتفاع وارد بر ساق مثلث است ي مثلث متساوي ي دلخواه واقع بر قاعده مجموع فواصل هر نقطه)  الفـ5
  .الساقين از دو ساق آن برابر با طول ارتفاع وارد بر ساق است ي متساوي  قاعدهي دلخواه واقع بر قدرمطلق تفاضل فواصل هر نقطه) ب
  .نمايد  هر ميانه سطح مثلث را به دو قسمت هم مساحت تقسيم مي)  الفـ6
  .نمايد  مثلث هم مساحت تقسيم مي6ي مثلث، سطح مثلث را به   ميانه3) ب
.   گردد مساحت ايجاد مي  مثلث هم3گاه   باشد، آنABCهاي مثلث يانهي همرسي م  نقطهGاگر) ج

GAB GBC GAC
S S S       

am (ي وارد بر ضلع سوم داده شده باشد ، دو ضلع از مثلث و ميانهABCاگر در مثلث)  الفـ7 ,c , b (ست ميانه را به كافي ا  

ABCي خودش امتداد داده و به جاي مساحت اندازه


ANC، مساحت


   ضلع اين مثلث3 را كه با آن مساوي است بيابيم كه 
ac , m , b2الساقين خواهد بود  و يا متساويالزاويه ها اين مثلث يا قائم بايد توجه داشت كه در تست. (باشند  مي(.  

cي  ميانهABC،3اگر در مثلث) ب b am , m ,mمساحت مثلثي با اضلاع(   :گاه داريم  داده شده باشند، آنc b am ,m , m (
ABC

S  
4
3

  
  
  

S:                                               گاه ذوزنقه باشد و قطرهاي آن را رسم نماييم آنABCDابق شكلاگر مط ـ8 S1 2  
  
  
  

AB     :الزاويه داريم  در هر مثلث قائمـ9 BH BC , AC CH BC

AH BH CH , S AB AC AH BC

   

     

2 2

2 2
     

  
  ي وارد بر وتر نصف است و بالعكس ميانه)  نصف وتر است و بالعكس             ب030ي ضلع مقابل به زاويه) الف: الزاويه  در مثلث قائمـ10

1 داشته باشد، ارتفاع وارد بر وتر015ي اي يك زاويه الزاويه  اگر مثلث قائم)ج
4

   وتر است و بالعكس

a: ها نوسي كسي  قضيهـ11 b c bccos A  2 2 2 2  

a) الف: شود ها ثابت مي ي كسينوس با استفاده از قضيهـ 12
ab c m  

2
2 2 22

2
a)                    ب b cm m m (a b c )    2 2 2 2 2 23

4
  

ABC(Aي  الزاويه  در مثلث قائمـ 13 )   :  داريم090
a a

S S Sa b c ( ) ( ) ( )
h c b h b c

       2 2 2 2 2 2
2 2 2

2 2 2 1 1 1  

  .باشد  ميa3 و قطر كوچك آن برابر باa2برابر باa قطر بزرگ شش ضلعي منتظم به طولـ14
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  25  ) 1(ها و روابط هندسه  ي فرمول خلاصه
 

 ABCDهاي چهارضلعي  ويژگي  MNPQچهارضلعي 
(AC.قطرها بر هم عمودند  مستطيل BD)  
(AC.قطرها با هم برابرند  لوزي BD)  
  .قطرها برابرند و بر هم عمودند  مربع
  .)قطرها با هم برابرند(مستطيل   لوزي

  .)قطرها بر هم عمودند(لوزي   مستطيل
  الساقين ي متساوي ذوزنقه  لوزي
  .)قطرها برابرند و بر هم عمودند(مربع   مربع

   ـ تالس و تشابه1ي  ـ هندسه3فصل 

bنامند اگرc وaي هندسي بين دو عدد  را واسطهb عددـ1 ac2باشد .  
 ـ  د مييهايي كه روي يك ضلع پد خط ا قطع نمايد، نسبت پارهر اگر خطي با يك ضلع مثلث موازي باشد و دو ضلع ديگر   :ي تالس   ـ قضيه 2 سبت آورد، برابر است بـا ن

AE                                                                        .نمايد هايي كه روي ضلع ديگر ايجاد مي خط پاره AF:
EB FC

جز به جز  

AE AF EF:
AB AC BC

 جز به كل  

 خط موازي كـه مـشاهده شـود، بـه همـان             2ي تالس به كار برده شود، به بيان ديگر هر تعداد              شود، حتماً بايد قضيه     در مسائلي كه خطوط موازي مشاهده مي       :تذكر
  .ي تالس را به كار برد بايستي قضيه تعداد هم مي

  .باشد لث ميثصف ضلع سوم م، مساوي و موازي ن) ميانگين خط ميان خط يا پاره(نمايد  هاي دو ضلع مثلثي را به يكديگر وصل مي خطي كه وسط  پارهـ3
  آيد   به دست ميMNPQالاضلاع  را به هم وصل نماييم متوازيABCDهاي اضلاع مجاور چهارضلعي محدب  اگر وسطـ4

  :كه در مورد آن داريم
AC BD محيطMNPQ  

ABCDS 
1
2

  MNPQمساحت

  :دهيم  را مورد توجه قرار ميABCD وMNPQجدول مقابل در مورد وضعيت
   خطوطي به موازات قطرهاي آن ABCDهاي چهارضلعي محدب  اگر از رأسـ5

  :آيد كه در مورد آن داريم  به دست ميMNPQالاضلاع ماييم، متوازيرسم ن
                                            (AC BD) 2محيطMNPQ  
                                                       MNPQ ABCDS S 2  

  . جدول مقابل براي اين حالت نيز صادق است:تذكر
  

  .ها متناسب باشند ها نظير به نظير مساوي بوده و اضلاع آن ضلعي را متشابه گويند اگر زواياي آنn دو) الفـ6
  :هاي تشابه دو مثلث عبارتند از حالت) ب
(Iدو زاويه از يك مثلث، با دو زاويه از مثلث ديگر برابر باشند آن دو مثلث متشابهند اگر .  

(IIها متناسب باشند، آن دو مثلث متشابهند هاي نظير اين زاويه اگر يك زاويه از يك مثلث با يك زاويه از مثلث ديگر برابر بوده و ضلع.  
(IIIهرگاه سه ضلع از مثلثي با سه ضلع از مثلث ديگر متناسب بوده، آن دو مثلث متشابهند .  

kها  نسبت ارتفاعها نسبت ميانهنسبت نيمسازهاها نسبت محيط  : باشدk در دو مثلث متشابه اگر نسبت تشابه برابر با ـ7   
kها نسبت مساحت   2  

  :دهيم  در مسائل تشابه براي يافتن دو مثلث متشابه، موارد زير را مورد توجه قرار ميـ8
(Iنويسيم واياي برابر را در يك نسبت مي براي نوشتن نسبت تشابه، اضلاع مقابل به ز.  

(II     هاي مثلثاتي متناظر آن دو زاويه نيز برابر   ي ديگر عمود باشد، آن دو زاويه برابر بوده و در نتيجه نسبت              ي حاده   اي حاده بر دو ضلع از زاويه         هرگاه دو ضلع از زاويه
  .اهند بودخو

. دهند كه بسيار پركاربرد هستند ثلث متشابه را نشان مي دو م،هاي مقابل  شكل:تذكر
                       

  

 مجموع دو قاعده اسـت و قطرهـاي ذوزنقـه بـر ايـن         اش نصف   ها موازي بوده و اندازه      نمايد، با قاعده    هاي دو ساق ذوزنقه را به يكديگر وصل مي          خطي كه وسط     پاره ـ9

AB  .ي آن نصف تفاضل دو قاعده است  ه اندازهنمايد ك اي ايجاد مي خط قطعه پاره DC DC ABMN , PQ 
 

2 2
  

  
رابـر  آيد كه با آن متشابه بوده و نسبت تشابه ب   ضلعي منتظم ديگري به دست مي      n ضلعي منتظمي را به طور متوالي به هم وصل نماييم،          nهاي اضلاع    اگر وسط  ـ10

cosبا
n

S  .باشد  مي0180
cos , cos

S n n
 

0 0
22

1

180 ــي180  محيط دوم
    محيــط اولــي

  شود   شكل متشابه بسازيم، همواره مساحت شكلي كه روي وتر ساخته مي3الزاويه اگر روي وتر و دو ضلع قائم،   در مثلث قائمـ11
S                                                             :هاي دو شكل ديگر، يعني داريم برابر است با مجموع مساحت S S 3 1 2  
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  هاي فضايي  ـ شكل1ي  ـ هندسه4فصل 
  :گاه داريم  را مطابق شكل مقابل در نظر گيريم آنc,b,aهاي  يال  اگر مكعب مستطيلي با طولـ1

  (a b)c 2ارتفاعمحيط قاعدهS ــانبي    جـ
  V abc حجمS S S (ab ac bc) ,    2 ــانبي2 ل   قاعده      جـ ك    

a  :در مورد قطر مكعب مستطيل و قطر هر وجه آن داريم  b 2 a قطر وجه2 b c ,  2 2 d قطر2   
  .باشد ي متقارن مي  صفحه9هر مكعب داراي ) الف: داريمaدر مكعبي به طول ضلع)  الفـ2
  :داريم. شود  يال مكعب مستطيلي با هم برابر باشند جسم به مكعب تبديل مي3كه اگر  با توجه به اين) ب

dجه                                          قطر و a ,  a قطر3 , Sحجم3 a , S a , V  2 24 ل  6 ك ــانبي      جـ
,C(هاي گذرا بر يك رأس مكعب را به هم وصل نمائيم   انتهاي يال3اگر در مكعبي ) ج B,A (آيد كه طول ضلع آن الاضلاع پديد مي مثلثي متساويa   .باشد  مي2
مـثلاً در شـكل بـالا بـراي     . الزاويـه در نظـر گيـريم    ي هرم را مثلث قـائم  ترين روش اين است كه قاعده   هرگاه در مسائل مكعب حجم هرمي مورد نظر باشد مناسب         ) د

  .در نظر گيريمOB و ارتفاعAOCترين روش اين است كه قاعده را مثلث  مناسبOABCي حجم هرم محاسبه

   OABC
OAC

a aV S OB ( ) a a


     31 1 1
3 3 2    هرم6

  .الاضلاع باشند هاي ديگر آن متوازي ي موازي قرار گيرند و وجه منشور يك چندوجهي است كه دو وجه آن همنهشت بوده و در دو صفحه)  الفـ3
  :شور عمود باشند آن را منشور قائم نامند و در منشور قائم داريمهاي من هاي جانبي بر قاعده اگر يال

V                                            ارتفاع S       حجمقاعده, S S S , 2ــانبي ل   قاعده      جـ ك S محيط قاعده ارتفاع  ــانبي     جـ
  :هاي منشور عمود نباشند، آن را منشور مايل نامند و در مورد آن داريم ي جانبي بر قاعدهها اگر يال) ب

hsinارتفاع                                                                                h Lsin , V S h V S
L

              قاعده      قاعده    
  

  :ي قائم داريم باشند و در مورد استوانه ه جاي چندضلعي، دو دايره همنهشت ميهاي آن ب استوانه شكلي است فضايي شبيه به منشور كه قاعده ـ4
  R h  S ارتفاع2      حجمقاعدهh Rh , S S S Rh R , V         22 2 2 ــانبي2 ل   قاعده      جـ ك Sمحيط قاعده  ــانبي    جـ

هـا   هـاي دو شـكل در آن   اگر هر خطـي مـوازي قاعـده      . هاي دو شكل بر روي يك خط قرار گفته باشند           فرض كنيد قاعده  : ها  ي مساحت   اصل كاواليري درباره  )  الف ـ5
  .هاي آن دو شكل برابر است هاي مساوي ايجاد كند، مساحت قطعاتي با طول

اي مـوازي بـا ايـن       اگر هـر صـفحه    . نظر بگيريد هاي دو شكل در آن قرار گرفته باشند را در             اي كه قاعده    دو شكل فضايي و صفحه    : ها  ي حجم   اصل كاواليري درباره  ) ب
هـاي ايـن دو شـكل     گاه حجـم  هاي برابر باشند آن  هاي حاصل داراي مساحت     نمايد، ديگري را نيز قطع نمايد و سطح مقطع          صفحه كه يكي از اين دو شكل را قطع مي         

  .فضايي با هم برابرند
ي يك هرم، چندضلعي منتظم بوده و پـاي ارتفـاع آن بـر              اگر قاعده . باشند  يك رأس مشترك مي   هاي آن به جز يكي در         ي وجه    هرم يك چندوجهي است كه همه      ـ6

  :تحليل در هرم منتظم زير بسيار مهم است. مركز قاعده منطبق باشد، هرم را منتظم ناميم
  القاعده منتظم هرم مربع

a


2
2

BHنصف قطر   

aAH h L ( )  2 22
2

    

  القاعده منتظم هرم مثلث

a aBH m h a a    
2 2 2 3 3
3 3 3 2 3

  

AH h L ( a)  2 23
3

    

                      :باشد هاي زير مي  مخروط قائم داراي ويژگيـ7
S RL , S RL R , L h R

V R h

       

 

2 2 2

21
3

ل   ك ــانبي   جـ
        

  
آيد كه مساحت آن بـا مـساحت    اي گسترش دهيم، قطاعي به دست مي لدهال باز كرده و آن را روي صفحهاگر سطح جانبي مخروط دواري را در امتداد يكي از مو        ) ب

R  :ي قطاع حاصله از گسترش مخروط برابر است با  جانبي مخروط برابر بوده و زاويه
L


 
2  

   باشد، hو ارتفاع آن) كند چه مساحتي در نظر گرفته شود فرقي نمي (S مساحتش وV هرگاه مخروط و يا هرمي را كه حجم آنـ8
  :  باشد، داريمV و حجم آنSبه طوري كه مساحت مقطع به دست آمدهد  از رأس قطع نمايhي اي موازي قاعده و به فاصله را با صفحه

                                                                                                                          S h V h( ) , ( )
S h V h
   
 2 3   

  

V  : داريمRاي به شعاع   در مورد كره)  الفـ9 R , S R   3 24 4
3

  

aاط شود قطر كره با قطر مكعب برابر است يعنيحاي م اگر مكعبي در كره) ب R3 a:اي محيط شود، داريم  و اگر مكعبي در كره2 R 2  
ها استفاده شده كه  ي حجم   براي اثبات حجم كره از اصل كاواليري درباره       . م يا مخروط كوچك استفاده شده است      شمار هر   براي اثبات مساحت كره از تبديل آن بي       ) ج

  .گيريم  جدا شده است را در نظر مي آن يك مخروطاز كه R و ارتفاعR را با يك استوانه به شعاع قاعدهRكره به شعاع يك نيم

از سايت رياضي سرادانلود


