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 ( , , ) | , ,R x y z x y z R 
3��

Äf°¿�Ä�¬¿��³Y����Âv»�ÉÁ��ÉYx�Ä¨·Â»�Á{�,|�Z]�ZÅy�Á�z�Á�{Â]�|ÅYÂy��¨��Z]��]Y�]�½M������
µZj»�|ÌÀ¯�º���cZ�fz»�ÃZ´f�{��{�Y���Ë���Z¬¿����

( , , ) , ( , , ) , ( , , ) , ( , , ) 1 00 1 2 0 1 2 3 1 2 3��
µZj»�Ä�¬¿��³Y���É( , , )A m n n  2 2 1 1��Âv»�ÉÁ��oxÄ¸�Z§�Ä]�Á���É��,|�Z]�Äf�Y{��Y�«�cZ�fz»�Y|^»��Y�

m n|Ë�ÁM�d�{�Ä]�Y�����
µZj»�Ä�¬¿��³Y���É( , , )B x x y z z  

2Äv¨��ÉÁ����Éyz.d�Y�d��{�ÄÀË�³�¹Y|¯�,|�Z]�Äf�Y{��Y�«���
( ( ( (x y z x y z     

2 2 2 4 0 3 0 2 0 1 1��
��

ÄÀË�«�Á��ËÂ�e�Ä�¬¿�®Ë�É�]�Ä¯�d�Y�É{Â¼��ÉZa�,Äv¨��ZË��y�®Ë��]�Ä�¬¿�®Ë��ËÂ�e��Ê»�{Á�§�½M���|ËM���
� �

Äf°¿�Ä�¬¿��ËÂ�e���É( , , )A x y z�ÉZÅ�Âv»��]�ox�,oy�Á�oz��Z¬¿�Z]�d�Y��]Y�]�\Ìe�e�Ä]�( , , )x 00�Á�( , , )y0 0�Á�
( , , )z00���

µZj»�Ä�¬¿��ËÂ�e��³Y���É( , , )A k 2 1 3��Âv»�ÉÁ��oyÄ�¬¿���É( , , )B m n3 1��Y|¬»�,|�Z]�m n k �Y��
|Ì]ZÌ]���

� �
Äf°¿��Ä�¬¿��ËÂ�e��É( , , )A x y z�cZv¨���]�xy�Á�yz�Á�xz�Z]�d�Y��]Y�]�\Ìe�e�Ä]�( , , )x y 0�Á�( , , )y z0�Á�

( , , )x z0���
µZj»��ÊÀvÀ»��ËÂ�e�x y z xy yz xz     2 2 2 2 2 2 0��Y�Äv¨���]�É�xz|Ì]ZÌ]����

� �
Äf°¿�ÄÀË�«��Ä�¬¿�É��É( , , )A x y z�Ä]�d^�¿�ÉZÅ�Âv»�ox�,oy�Á�oz�d�Y��]Y�]�\Ìe�e�Ä]�( , , )x y z �Á�

( , , )x y z �Á�( , , )x y z ���
µZj»�ÄÀË�«���ÊÀvÀ»�Éxz y  3��Âv»�Ä]�d^�¿�Y��oy|Ì]ZÌ]����
Äf°¿�ÄÀË�«��Ä�¬¿�É��É( , , )A x y z�Ä]�d^�¿�cZv¨��xy�Á�yz�Á�xz�Z]�d�Y��]Y�]�\Ìe�e�Ä]�( , , )x y z�Á�

( , , )x y z�Á�( , , )x y z���
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�µZj»�ÄÀË�«���ÊÀvÀ»�Éxz y 2 2Äv¨��Ä]�d^�¿�Y����Éxz|Ì]ZÌ]����
��

¸�Z§Ä�cZ�fz»�Y|^»��Y�Ä�¬¿�®Ë�É�Ä¸�Z§��Ä�¬¿�É��É( , , )A x y z�Z]�d�Y��]Y�]�cZ�fz»�Y|^»��Y�

OA x y z  
2 2 2���

��
Ä¸�Z§�Ä�¬¿�Á{�¾Ì]�É�Ä¸�Z§��Ä�¬¿�Á{�¾Ì]�É��É( , , )A x y z1 1 1�Á�( , , )B x y z2 2 2����y�Ã�Za�µÂ�AB���d�Y��]Y�]

�Z]( ) ( ) ( )AB x x y y z z     
2 2 2

2 1 2 1 2 1���
µZj»�Ä�¬¿�|ÌÅ{�½Z�¿���ÉZÅ( , , )A 5 1 5�Á�( , , )B 4 3 2�Á�( , , )C  3 2 1�Y���ÄËÁY�·Y�ºWZ«�h¸j»�®Ë�ÉZÅ�|¿Y���

��
�y�Ã�Za�®Ë���Á�cZ�fz»�»�z¿��Y�Ä¯�Ê�y�Ã�Za���Á�cZ�f��Z¬( , , )A x y z1 1 1�Á�( , , )B x y z2 2 2Ê»���{�~³

�Z]�d�Y��]Y�]( , , )
x x y y z z

M
  1 2 1 2 1 2

2 2 2
���

µZj»�Ä�¬¿��³Y���É( , , )A  1 3 7ÄÀË�«��Ä�¬¿�É��É( , , )A 5 7 1Ä�¬¿�Ä]�d^�¿���ÉM|À�Z]���cZ�fz»Ä�¬¿���ÉM�Ä]�Y��
|Ë�ÁM�d�{���

��
Äf°¿�Ä¸�Z§��Ä�¬¿�É��É( , , )P x y z�cZv¨���Y�xy�,yz�Á�xz�Z]�d�Y��]Y�]�\Ìe�e�Ä]�z�,x�Á�y���

��

Äf°¿�Ä¸�Z§��Ä�¬¿�É��É( , , )P x y z��Âv»��Y�x�Z]�d�Y��]Y�]�ZÅy z2 2���

Äf°¿�Ä¸�Z§��Ä�¬¿�É��É( , , )P x y z��Âv»��Y�y�Z]�d�Y��]Y�]�ZÅx z2 2���

Äf°¿�Ä¸�Z§��Ä�¬¿�É��É( , , )P x y z��Âv»��Y�z�Z]�d�Y��]Y�]�ZÅx y
2 2���

µZj»�Ä¸�Z§��Ä�¬¿�É��É( , , )A 2 3 1��Âv»��Y�Y��x|Ë�ÁM�d�{�Ä]�ZÅ���
��

�Y{�]�Ã�Za��Y{�]��d�Y��«YÁ�cZ�fz»�Y|^»��]�½M�Y|^»�Ä¯�d�Y�É�Y{�dÆm��y���
���\e�»�ÊËZe�Ä���Å( , , )a b c½Z�¿�ºÅ��Ã|ÀÅ{�½Z�¿�ºÅ�Á�Ä�¬¿�®Ë�É�Ã|ÀÅ{�Ê»��Y{�]�®Ë�É�|�Z]���
��Ä¨·Â»�¹Z¼e�Ä¯�É�Y{�]���Y{�]�,|�Z]��¨��½M�ÉZÅÊ»�Ã|Ì»Z¿��¨���{Z¼¿�Z]�Y��½M�Á�{Â�oÊ»�½Z�¿��ºÌÅ{��( , , )o  000���
� �

�Y{�]�®Ë�µÂ����Y{�]�µÂ��( , , )a a a a 1 2 3�Z]�d�Y��]Y�]�a a a a  
2 2 2

1 2 3���
µZj»���Y|¬»�¹Y|¯�ÉY�Y�Ä]�mÂ��,��Y{�]�µ( sin , cos , )a m è m è m 1��]Y�]��.d�Y���

� �
�Ä°Ë��Y{�]�|uYÁ���Z]��]Y�]�½M�µÂ��Ä¯�d�Y�É�Y{�]��|�Z]����

µZj»���Y{�]�aÄ¨·Â»�,�Ä¨·Â»��Â¼n»�-d�Y�Ä°Ë�Á�{�Y{��]Y�]�ÉZÅ��ÉZÅa|Ì]ZÌ]�Y�����
��

Å�Y{�]�ÉÁ��É�^m�µZ¼�YZ�� �
��³Y( , , )a a a a 1 2 3�Á�( , , )b b b b 1 2 3�Á�|À�Z]��Y{�]�Á{�rc�Â��¾ËY��{�|�Z]�Ê¬Ì¬u�{|��®Ë����

( , )a b a b a b a b     1 1 2 2 3 3����

�
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 �

( , )a b a b a b a b     1 1 2 2 3 3��
( , , )ra ra ra ra 1 2 3��

��³Yr 1�Y{�]�,|�Z]�ra�dÆm��{�aÊ»�±��]��{Â����
��³Yr 0 1�Y{�]�,|�Z]�ra�dÆm��{�aÊ»�®qÂ¯��{Â����
��³Yr  1 0��Y{�]�,|�Z]�ra�dÆm�¥Ôy��{�aÊ»�®qÂ¯��{Â����
��³Yr  1��Y{�]�,|�Z]�ra�dÆm�¥Ôy��{�aÊ»�±��]��{Â����
µZj»��{Á|u��Ë��¶°���{�k�Y��|Ì]ZÌ]���

��
��
��
��
��Ê»��Ë��c�Â��Ä]�Y��ZÅ�Y{�]�ªË�¨e�Á��¼m�,Ê�|ÀÅ���¿��Y�{Y{�½Z�¿�½YÂe���

��
µZj»��ÉZÅ�Y{�]�aÁ�bÄ¿Â³�Ä]���Ä¯�|Àf�Å�ÉYa b���ÉZÅ�Y{�]�c�Â��¾ËY��{a b�Á�a bÄËÁY��Äq�ºÅZ]���ÉY
Ê»�.|¿�Z���

µZj»���Y{�]��³Y�( , , )a m 2 1�Á�b  41��Y{�]�Á{�Á�a b�Á�a b��Y|¬»�,|À�Z]�ºÅ��]�{Â¼��mZÌ]�Y��|Ì]���
��

É�YÂ»�ÉZÅ�Y{�]���³Y�( , , )a a a a 1 2 3�Á�( , , )b b b b 1 2 3½M�,|À�Z]��Y{�]�Á{��ÃZ³���

||
a a a

a b k
b b b

   1 2 3

1 2 3
��

a�Á�bºÅ��dÆm���|¿Yk  0��
a�Á�bdÆm�¥Ôy��{����|¿Yk  0��

É�YÂ»�Êf«Á��Y{�]�Á{��´Ë{�c�Z^��Ä]�|�Z]�É�´Ë{�[��»�Ê°Ë�Ä¯�|¿Y���
µZj»���Y|¬»�¹Y|¯�ÉY�Y�Ä]�m�Á�n�ÉZÅ�Y{�]�( , , )a m n 1 2 3�Á�( , , )b m n n  2 3 1 6ºÅ��.|Àf�Å�dÆm��

��
Ä°Ë�ÉZÅ�Y{�]�cZ�fz»�ÃZ´f�{�É��ÉZÅ�Y{�]�( , , )i  1 00�Á�( , , )j  01 0�Á�( , , )k  001Ä°Ë�ÉZÅ�Y{�]�Y����ÃZ´f�{�É
Ê»�cZ�fz»�ºÌËÂ³���

��
Äf°¿��Ä��¾ËY���Âe�Z�§��{��Y{�]��Å�Ê»�ÄfyZ��Ä°Ë��Y{�]�{Â����

( , , )a a a a i a j a k  1 2 3 1 2 3��
�µZj»�½YÂÀ��Ä]( , , ) i j k   2 3 1 2 3���

��

�Y{�]�®Ë�½{�¯�Ä°Ë���³Y�( , , )a a a a 1 2 3½M�,|�Z]��Y{�]�®Ë����Y{�]�ÃZ³a

a
e

a
Ä°Ë��Y{�]����Y{�]�Z]���ZÀf»�Éa�

Ê»�|�Z]���µÂ��Ä]�d�Y�É�Y{�]�Ä¯�É�YÂ»�Á�ºÅ�Á��dÆm�Z]�]��Y{�a���
µZj»���³Y�( , , )a  2 3 5�Á�( , , )b  3 0 4�d�Y�[Â¸�»�,|À�Z]�a be

2���

( )k a2 1  

�
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 �

Äf°¿�ÄËÁY��¾ÌÌ e�ÉY�]����Y��ZÆ¿M�|ËZ]��Y{�]�Á{�¾Ì]�É½M�ÉY|f]Y�Ä¯�ºÌÅ{�µZ¬f¿Y�É�Â�|À�Z]�ª^�À»�ºÅ��]�ZÅ���
µZj»�ÄËYÁ��,�Ë���Ô�ÓY�ÉÁZ�f»�h¸j»��{����Y{�]�Á{�¾Ì]�ÉAB�Á�BC|ÌÀ¯�¾ÌÌ e�Y�����

��
��

� ���
��
��

ZÅ�Y{�]�Ê¸yY{�[�����³Y�a�Á�b�Á��¨���Ì£��Y{�]�Á{�èÄËÁY���¶�Zu�,|�Z]��Y{�]�Á{�¾ËY�¾Ì]�É��Á{�¾ËY�Ê¸yY{�[��
�{Z¼¿�Z]�Ä¯��Y{�].a bÊ»�Ã{Y{�½Z�¿��Ê»�¦Ë� e��Ë��c�Â��Ä]�{Â��{Â����������������������

. cos ,a b a b è è ð  0��
��
���Zu�½ÂqÄ�¬¿�[���,Ê¸yY{�[���Ä]�¾ËY��]ZÀ]�d�Y�{|��®Ë�Ã�YÂ¼Å��Y{�]�Á{�Ê¸yY{�[���¶�Ê»��Ì¿�ÉY�ºÌËÂ³���

µZj»��ÉZÅ�Y{�]��³Y�a�Á�bÄËÁY����É150�Á�|¿�Z�]�a  2�Á�( , , )b  1 1 2�,|À�Z]�.a b|Ë�ÁM�d�{�Ä]�Y�����
��
��c�Â��Ä]�ZÅ�Y{�]��³Y�( , , )a a a a 1 2 3�Á�( , , )b b b b 1 2 3�,|À�Z]�¶�Zu�Ê»�¾ÌÌ e��Ë��c�Â��Ä]�Ê¸yY{�[���{Â����

.a b ab a b a b  1 1 2 2 3 3��
µZj»���³Y�( , , )a  2 3 1�Á��b i k 3�,|À�Z]��Y{�]�Á{�.b a|Ë�ÁM�d�{�Ä]�Y�����

� �
Äf°¿���Y{�]�Á{��³Y�a�Á�bÄËÁY����,|¿�Z�]�Äm�¨À»�É.a b  0�°��]�Á����

��ÄËÁY��¾ÌÌ e�ÉY�]�É�]Ê»�Ã{Z¨f�Y��Ë��µÂ»�§��Y��Y{�]�Á{�¾Ì�ºÌÀ¯���.
cos

a b
è

a b
���

µZj»�ÄËÁY������Y{�]�Á{�¾Ì]�É( , , )a  11 0�Á�( , , )b  01 1|Ë�ÁM�d�{�Ä]�Y�����
� �

Äf°¿���Y{�]�Á{�aÁ�bÂ¼��ºÅ�]���³Y�ZÆÀe�Á��³Y�|¿{.a b  0���
��

Ê³�ËÁ�Ê¸yY{�[���ÉZÅ���³Y�a�Á�b�Á�c�Á�|À�Z]��Y{�]�Ä��r|�Z]�Ê¬Ì¬u�{|��®Ë����
) . ) . ) . . ) .( ) . . ) ( . )a a a a a a b b a a b c a b a c r a b ra rb       

21 2 0 3 4 5��
. . . . . . . . .i j j i i k k i j k k j i i j j k k        0 1��

µZj»���³Y�a�Á�bc�Z^��,|À�Z]�ÃYÂz·{��Y{�]�Á{��|ÌÀ¯�Ã{Z��Y���Ë��ÉZÅ���
) ( ).( )a b a b 1��
)( ).( )a b a b 2��
) a b

23��
) a b a b  

2 24��
µZj»���³Y�a  5�Á�b  3�Á�a b  8��Y|¬»�,|�Z]�a b|Ì]ZÌ]�Y�����

��

C  B  

A  
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 �

ÄÌ�«��ÂÀÌ�¯�É�ZÅ��Ã�Y|¿Y�h¸j»��Å��{�Ã�Y|¿Y�\�u��]�,�¸��®Ë�É�Ã�Y|¿Y�Á��´Ë{��¸��Á{�ÉZÅ�ÄËÁY��É��½M�¾Ì]�É�ZÅ�Ä]�
d�Y�Ä^�Zv»�¶]Z«��Ë��c�Â����èÄËÁY�����¸��Á{�¾Ì]�Éb�Á�cd�Y����cosa b c ab è  

2 2 2 2���
��
��
��
��
��

µZj»��Ã�Y|¿Y��Ë��¶°���{��ÉZÅ�Y{�]�ÉZÅ, ,c b a]Y�]�\Ìe�e�Ä]���, ,6 5 3d�Y���¶�Zu�Źřŵźŝ�ƹŵ�ƾƬųřŵ�śźƋ,b a�řŹ�
ŶǀŝŚǀŝ���

��
��
� �

ÄËÁY��cZ�fz»�ÉZÅ�Âv»�Z]��Y{�]�®Ë�¾Ì]�ÉZÅ���³Y�á�Á�â�Á�ãÄËÁY��\Ìe�e�Ä]���¾Ì]�É��Y{�]( , , )a a a a 1 2 3�Z]�
�ÉZÅ�Âv»x�Á�y�Á�zc�Â��¾ËY��{�,|À�Z]����

cos , cos , cos
a a a

á â ã
a a a

  1 2 3��

�Ä]cosá�Á�cos â�Á�cosã�ÂÀÌ�¯�,���Y{�]�É{ZÅ�ÉZÅaÊ»��ºÌËÂ³���
��

µZj»���Y|¬»�¹Y|¯�ÉY�Y�Ä]�a��Y{�]�,( , , )a2 2ÄËÁY��\Ìe�e�Ä]�cZ�fz»�ÉZÅ�Âv»�Z]���ÉZÅ45�Á�45�Á�60Ê»��{�Z����
� �

Äf°¿��cos cos cosá â ã  2 2 2 1���
µZj»��ÂÀÌ�¯����Y{�]�É{ZÅ�ÉZÅu i j k  2 3|Ë�ÁM�d�{�Ä]�Y�����

�´Ë{�É�Y{�]�{Y|f»Y�ÉÁ���Y{�]�®Ë�ºWZ«��ËÂ�e���Y{�]�ºWZ«��ËÂ�e�aY{�]�{Y|f»Y��]���bÄ�]Y���Y���d�{�Ä]��Ë��É
Ê»�|ËM���

.
( )
a b

a b
b

  2��

��
µZj»����Y{�]�ºWZ«��ËÂ�ea i j k  2 3��Y{�]�{Y|f»Y��]�Y��b i j k  3|Ë�ÁM�d�{�Ä]����
µZj»����Y{�]��ËÂ�e�µÂ���³Y( , , )a  7 1 1���Y{�]��]( , , )b m n  2 7 2��]Y�]�3�,|�Z]�m n|Ì]ZÌ]�Y�����

��
��
��

c  

a  b  

è  

a  

b  
c  
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 �

ÄÀË�«��Y{�]�®Ë�{Y|f»Y�Ä]�d^�¿��Y{�]�®Ë�É�ÄÀË�«����Y{�]�Éa��Y{�]�{Y|f»Y�Ä]�d^�¿�b���Y�Ä�]Y��d�{�Ä]��Ë��É
Ê»�|ËM���

��
a a a  2��

µZj»�ÄÀË�«����Y{�]�Éa i j k   2��Y{�]�Ä]�d^�¿�Y��( , , )b  01 1|Ì]ZÌ]����
� �

Äf°¿��a a��
µZj»�ÄÀË�«��³Y����Y{�]�É( , , )a  11 2Y{�]�Ä]�d^�¿���( , , )b b b b 1 2 3�c�Â��Ä]�( )a m i j k    1�,|�Z]�
�Ë{Z¬»m�|Ì]ZÌ]�Y����

� �
Äf°¿�ÄËÁY����¾Ì]�Éa�Á�aÄËÁY���]Y�]�Á{���¾Ì]�Éa�Á�ad�Y����
µZj»���³Y�a i j �Á�b j k �,�Á�aÄÀË�«����Y{�]�Éa��Y{�]�{Y|f»Y�Ä]�d^�¿�b�,|�Z]�ÄËÁY���¾Ì]�Éa�Á�a�
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��
��Ä·{Z »�¾f�Â¿�ÉY�]�Ã�Y|¿Y�Á��¯�»�cZ�fz»�|ËZ]�,Ã�ËY{�É�ºÌ�Z]�Äf�Y{�Y��½M��Z ��É���
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µZj»�Ä·{Z »���ÉZÆ¿Â¿Z¯�Ä]�Ê�Ì]�®Ë�É( , )F  01�Á�( , )F 4 1�Y���Z]��]Y�]�½M�±��]���«�µÂ��Ä¯�|Ì�ËÂÀ]�|�Z]����
µZj»�Ä·{Z »���cÓ{Z »�Ä]��y�Á{�Ä¯�|Ì�ËÂÀ]�Y��Ê�Ì]�®Ë�Éx  1�Á�y  3��Å��]�Á�|Àf�Å�½M�½�Z¬e�ÉZÅ�Âv»�,

d�Y��Z¼»�cZ�fz»�ÉZÅ�Âv»�Á{���
µZj»����Ä·{Z »�Ä]�Ê�Ì]��Éx y 2 29 16 144|Ë�Ì´]���¿��{�Y�����

��Âv»�Z]�{�Ây�]��Z¬¿�cZ�fz»x½Â¿Z¯�,ZÅ�|Ë�ÁM�d�{�Ä]�Y��Ê�Ì]�®qÂ¯�Á�±��]���«�µÂ��Á�ZÅ���
��

Ä·{Z »��ºWZ«�Ê�Ì]�É���Âv»�É�YÂ»�±��]���«yd�ZÅ��� �

���Ä·{Z »�^»��¯�»�Ä]�ºWZ«�Ê�Ì]�É|fz»�YcZ���x y
a b

b a
  

2 2

2 2 1��

���Ä·{Z »����¯�»�Ä]�ºWZ«�Ê�Ì]�É( , )á â��( ) ( )x â y â
a b

b a

 
  

2 2

2 2 1��

��
µZj»�Ä·{Z »����¯�»�Ä]�ºWZ«�Ê�Ì]�®Ë�É( , )C 2 3�Z]��]Y�]�½M�®qÂ¯���«�µÂ��Ä¯�|Ì�ËÂÀ]�Y����½M�±��]���«�µÂ��Á�

�Z]��]Y�]��|�Z]����
��

�
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 ��

�Y��cZ�fz»�½Â¿Z¯�Á�ZÅ�ºWZ«�Ê�Ì]�ÉZÅ�� �

��
µZj»�Ä·{Z »���¯�»�Ä¯�|Ì�ËÂÀ]�Y��Ê�Ì]�®Ë�É�Ä�¬¿�½M��É( , )O 2 3Ä¸�Z§�,��Ê¿Â¿Z¯�ÉM�½���]Y�]�½M�®qÂ¯���«�Á���Á�

»�½M�Ê¿Â¿Z¯��Âv»Â��Âv»�É�Yy|�Z]�ZÅ���
µZj»��¹Z¼e�Ê�|ÀÅ�½Z°»�Ä¸�Z§�Ä¯�|ÌÀ¯�Y|Ìa�Äv¨���{�Y��Ê�Z¬¿�½M�É�Ä�¬¿��Y�ZÅ��É( , )2 0Ä¸�Z§�¦�¿��]Y�]��½M�É���Y�ZÅ
��yx  8|�Z]����
��

Ä·{Z »�Ã{�f�³�É�Ê�Ì]�É�Ä·{Z »��Ã{�f�³�É�d�Y��Ë��c�Â��Ä]�Ê�Ì]�É���A�Á�B|¿Y��¨��¦·Zz»����
( )Ax By Cx Dy E A B     

2 2 0��
Äf°¿�Ä·{Z »��Ê»�ÓZ]�¹�§�Ä]�É�½Z�¿�|¿YÂe�Ã|ÀÅ{�Ä�Â¼n»�ZË�Á�Ä�¬¿�®Ë�,Ê�Ì]�®Ë�É�|�Z]�ÊÆe�É���

��

Äf°¿�Ê�Ì]��{��Ä�]Y���Y��¯�»�,ÓZ]�¹�§�Ä]�Ã{�f�³�ÉZÅ��É( , )
C D

O
A B

 
2 2

Ê»�d�{�Ä]��|ËM��³Y�ÃÁÔ��Ä]��A B�

�c�Â���{�Á�ºWZ«�Ê�Ì]A Bd�Y�Ê¬§Y�Ê�Ì]�����Ä]�d^�¿��Z]�®Ë�,Ê�Ì]��¯�»�¾ÌÌ e�ÉY�]��´Ë{�c�Z^��Ä]x�ªf�»�
»�Á�Äf§�³Ê»��Y�«��¨��ÉÁZ���Ä]�d^�¿��Ì¿��Z]�®Ë�Á�ºÌÅ{yÊ»��Y�«��¨��ÉÁZ�»�Á�Äf§�³�ªf�»��ºÌÅ{���

� �
Äf°¿�Ä·{Z »��³Y��Ê»�|�Z]�Ã{�f�³�¹�§�Ä]�Ê�Ì]�É�{�¯�¶Ë|^e�{�Y|¿Zf�Y�¹�§�Ä]�Y��½M�½{�¯�¶»Z¯��]�»�Z]�½YÂe���
µZj»��O��Á�ZÆ¿Â¿Z¯�,�¯�»�cZ�fz»��Ä·{Z »�Ä]�Ê�Ì]�ÉZÅ��Éx y x y   2 29 4 18 16 11|Ë�ÁM�d�{�Ä]�Y�����
µZj»��®Ë�¹Y|¯�Ã|ÀÅ{�½Z�¿��Ë��cÓ{Z »��Y�¹Y|¯�Á�Ê�Ì]�®Ë�É�¹Y|¯�Á�Ä�¬¿�®Ë�Ã|ÀÅ{�½Z�¿�®Ë�Ä�Â¼n»�®Ë��ÊÆe�É
.d�Y��
¦·Y�����x y y   2 2 0 02 8 1���
[�����x y y x    2 2 03 12 2 13��
k�����x y x y    2 2 02 3 4 6 1��

Ê�Ì]��¯�»��Y�kÁ�y�Ä�]Y���Y�Ê�Ì]��¯�»��Y�kÁ�y���¾ÌÌ e��Ë��ÉÊ»�{Â����( )
c

e e
a

  0 1�ZË��b
e

a
 

2

21���

µZj»���Ê�Ì]��¯�»��Y�kÁ�y�Á�ZÅ��«�µÂ�x y 2 24 9 36|Ì]ZÌ]�Y�����
µZj»�|Ì]ZÌ]�Y��½M��¯�»��Y�kÁ�y�-d�Y�½M�®qÂ¯���«��]Y�]�Á{�,Ê�Ì]�®Ë�±��]���«����
µZj»�Ä·{Z »�Ä]�Ê�Ì]��¯�»��Y�kÁ�y���Éx y x y    2 2 04 6 8 11|Ë�ÁM�d�{�Ä]�Y�����

�
از سايت رياضي سرادانلود

www.riazisara.ir



��Ê�y��^m�Á�Ê¸Ì¸ve�Ä�|ÀÅ�Ê¿Zvf»Y�cÓYÂ��Ä¿Â¼¿���������������������������������������������������������ºÌ�Àe�������������ÊËZ�� ��������������

 ��

µZj»�Ä·{Z »�Ä]�Ê�Ì]���Éx y x   2 2 03 4 1Ê»�cZ�fz»�ÉZÅ�Âv»�É�YÂ»���Ô�Y�Ä¯�Ê¸Ì�f�»��{���,|�Z]
d�Y�Ã|���Zv»��|Ì]ZÌ]�Y��¶Ì�f�»�¾ËY�duZ�»���

��
��Ê�Ì]�Ê¿Â¿Z¯��eÁÃ�Za�,�Ê¿Â¿Z¯��Âv»��]�,Ê�Ì]�½Â¿Z¯��{�Ä¯�d�Y�Ê�yd�Y�{Á|v»�Ê�Ì]�Ä]�Á�Ã|��{Â¼�����

Äf°¿��Ê�Ì]�Ê¿Â¿Z¯��eÁ�µÂ��b

a

22d�Y����

��Ê�Ì]�Ä]�d^�¿�Ä�¬¿�®Ë�dÌ �Á��ºÌÀ¯���§�( , )
x y

E x y
a b

  
2 2

2 2 1ÃZ´¿M�,|�Z]����

���Ä�¬¿��É( , )A x y0 0��³Y�ZÆÀe�Á��³Y�d�Y�Ê�Ì]�½Á�Ì]�( )E A  0Êe�Z^��Ä]���x y

a b
 

2 2
0 0
2 2 1��

���Ä�¬¿��É( , )A x y0 0��³Y�ZÆÀe�Á��³Y�d�Y�Ê�Ì]�ÉÁ��( )E A  0Êe�Z^��Ä]���x y

a b
 

2 2
0 0
2 2 1��

���Ä�¬¿��É( , )A x y0 0��³Y�ZÆÀe�Á��³Y�d�Y�Ê�Ì]�½Á�{�( )E A  0Êe�Z^��Ä]���x y

a b
 

2 2
0 0
2 2 1��

µZj»��{Á|u�mÄ�¬¿�Ä¯�|Ì]ZÌ]�É�Â��Y����É( , )A m11�Ê�Ì]�½Á�{�x y x y   2 24 12 3|�Z]����
��

Ê·Â·~Å�¸�Z§�¶�Z¨e�ª¸�»��|«�Ä¯�d�Y�Äv¨���Y�Ê�Z¬¿�Ê�|ÀÅ�½Z°»�Ä�Ä�¬¿�Á{��Y��Z¬¿�¾ËY�ÉZÅ��,Äv¨���{�d]Zi�É
|�Z]�Êf]Zi��Y|¬»���

��

� ���
��

�Z]�Y��d]Zi��Y|¬»�¾ËYa2Ê»�½Z�¿��ºÌÅ{��Ä�¬¿�Á{�½Â¿Z¯�Y��d]Zi�É���Z]�Á�Ã|Ì»Z¿�Ê·Â·~Å�ÉZÅF�Á�F Ê»�½Z�¿��ºÌÅ{���
A �Á�A�Y���Y��Ê¿Â¿Z¯�ÉZÅÊ»�Ê·Â·~Å��ºÌ»Z¿����Z¬¿�Ä¯�Y��Ê�y, , , ,A A O F F ��Âv»�,|¿�Y{��Y�«�½M�ÉÁ��

Ê»�Ê¿Â¿Z¯�ºÌ»Z¿���{�Ä¯�Y��Ê�yOÊ»�{Â¼��Ê¿Â¿Z¯��Âv»��]���{Â�Ê¿Â¿Z¯Z¿��Âv»Ê»��Z¿ºÌ»���
��

, , ,A A a F F c c a b c a     2 2 22 2��
��Ä·{Z »�¾f�Â¿�ÉY�]���Ë{Z¬»�Á�Ê·Â·~Å��¯�»�|ËZ]�,Ê·Â·~Å�Éa�Á�b�¹Â¸ »�Ê·Â·~Å�½{Â]�É{Â¼��ZË�Ê¬§Y�¾ÌÀr¼Å�Á�

|À�Z]���
����Y|¬»�Ê·Â·~Å��{aÊ»���f�Ì]�|¿YÂe��Y��f¼¯�ZË�b|�Z]����
��

Ä·{Z »��Ê¬§Y�Ê·Â·~Å�{�Y|¿Zf�Y�É���Âv»��YÂ»�Ê¿Â¿Z¯��Âv»xd�ZÅ��� �

���Ä·{Z »��Ê·Â·~Å�ÉÊ¬§Y�|�Z]�cZ�fz»�Y|^»�½M��¯�»�Ä¯���x y

a b
 

2 2

2 2 1��

���Ä·{Z »��Ê·Â·~Å�É�Ê¬§Y�½M��¯�»�Ä¯( , )á â|�Z]���( ) ( )x á y â

a b

 
 

2 2

2 2 1��

�
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 ��

Äf°¿�Ä·{Z »��{���,Ê·Â·~Å�Éa2Ê»�Äf�Â¿�µÁY�Ä¯�d�Y�É��¯�k�z»��{�c�Z^��Ä]�-{Â�ªÌ«��e�a2��Ä¯�d�Y�É��¯�k�z»
d�Y�d^j»�½M�\Ë�����

��
Äf°¿��\Ë����³Y�( )x á 2d�Y�ºWZ«�Ä¿�³Á�Ê¬§Y�Ê·Â·~Å�,|�Z]�d^j»����
µZj»�Ä·{Z »���½M��¯�»�Ä¯�|Ì�ËÂÀ]�Y��Ê¬§Y�Ê·Â·~Å�®Ë�É( , )0 5Ä¸�Z§�Á�Ã{Â]���½M�Ê¿Â¿Z¯��Y��Á{�É�Ä¸�Z§�Á���Á{�É

�½M�½Â¿Z¯�|�Z]����
��

�Y��cZ�fz»�½Â¿Z¯�Á�ZÅ��Ê¬§Y�Ê·Â·~Å�ÉZÅ��� �
��

��
��

µZj»�·{Z »�Ä���Z¬¿�Ä¯�|Ì�ËÂÀ]�Y��Ê·Â·~Å�®Ë�É( , )1 2�Á�( , )5 2�Á�ZÆ¿Â¿Z¯( , )02�Á�( , )4 2�O���|Àf�Å�½M�ÉZÅ���
µZj»�Ä¸�Z§���Ê·Â·~Å�½Â¿Z¯�Á{�Éx y 2 29 4 1|Ì]ZÌ]�Y�����

��
Ä·{Z »�Y�É�ºWZ«�Ê·Â·~Å�{�Y|¿Zf���YÂ»�Ê¿Â¿Z¯��Âv»É��Âv»�yd�ZÅ��� �

���Ä·{Z »��Ê·Â·~Å�ÉºWZ«�|�Z]�cZ�fz»�Y|^»�½M��¯�»�Ä¯���y x

a b
 

2 2

2 2 1��

���Ä·{Z »�Ê·Â·~Å�ÉºWZ«��½M��¯�»�Ä¯�( , )á â|�Z]���( ) ( )y á x â

a b

 
 

2 2

2 2 1��

µZj»�Ä·{Z »��½Â¿Z¯�Ä¯�|Ì�ËÂÀ]�Y��Ê·Â·~Å�®Ë�{�Y|¿Zf�Y�É��½M�ÉZÅ( , )F 1 3 13�Á�( , )F  1 3 13�Á�Ã{Â]�
Ä¸�Z§���Y��Á{�¾Ì]�ÉA�Á�A ��]Y�]��|�Z]����

��
Äf°¿�Ä·{Z »��³Y���³�¹�§�Ä]�Ê·Â·~Å�ÉÊ»�|�Z]�Ã{�f�{�¯�¶Ë|^e�{�Y|¿Zf�Y�¹�§�Ä]�Y��½M�½{�¯�¶»Z¯��]�»�Z]�½YÂe���
µZj»�½Â¿Z¯�,�¯�»�cZ�fz»���Y��Á�ZÅ��Ê·Â·~Å�ÉZÅx y x y    2 2 04 6 8 11�|Ì]ZÌ]�Y�� 

��

��¯�»��Y�kÁ�yÊ·Â·~Å�Ä�]Y���Y�Ê�Ì]��¯�»��Y�kÁ�y��Ê»�¾ÌÌ e��Ë��É�{Â����( )
c

e e
a

 1�ZË��b
e

a
 

2

21��

µZj»�Ä·{Z »���Ä¯�|Ì�ËÂÀ]�Y��Ê·Â·~Å�®Ë�É( , )C 2 4�Á��¯�»�( , )F 2 7�Á�½Â¿Z¯�®Ë�e 
3
2

�½M��¯�»��Y�kÁ�y�

|�Z]���
��

�
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 ��

\¿Zn»�Ê·Â·~Å�ÉZÅ�\¿Zn»�¾ÌÌ e�ÉY�]��Zm�Ä]�d�Y��d¼���{�,Ê·Â·~Å�ÉZÅ�{|��É��Z]���¯�Á�Ã{Y{��Y�«��¨��{|��
Ê»��~m�¾Ì§����Y�Á�Ã{Y{�µZ¬f¿Y��´Ë{�¥���Ä]�Y��Ê¨À»�d»Ô��ÄnÌf¿��{�Ä¯�ºË�Ì³��Ä]�Ê·Â·~Å�\¿Zn»�Á{�cÓ{Z »�,½M�É

Ê»�d�{�|ËM���

µZj»�\¿Zn»�cÓ{Z »��|Ì�ËÂÀ]�Y���Ë��Ê·Â·~Å�ÉZÅ��( ) ( )x y 
 

2 23 1 1
4 1

���

µZj»�\¿Zn»�cÓ{Z »��~Å�ÉZÅ�Ê·Â·y x y x    2 2 04 2 16 19�|Ì�ËÂÀ]�Y����
��

Äf°¿�|�Z]�cZ�fz»�Y|^»�Ê·Â·~Å��¯�»�Ä¯�Êe�Â���{�����

�������\¿Zn»�cÓ{Z »�Ê·Â·~Å�ÉZÅÊ¬§Y�Ä�]Y���Y���É¶]Z¬»Ê»�d�{�Ä]��|ËM���b
y x

a
 ��

�������\¿Zn»�cÓ{Z »�Ê·Â·~Å�ÉZÅºWZ«�Ä�]Y���Y��É¶]Z¬»�Ê»�d�{�Ä]��|ËM���a
y x

b
 ��

Äf°¿�\¿Zn»����Z¬f»�Ê·Â·~Å��¯�»��{�Ê·Â·~Å�ÉZÅ�|¿Y���

Äf°¿�\¿Zn»�\Ì����Ê¬§Y�Ê·Â·~Å�ÉZÅb

a
�ºWZ«�Ê·Â·~Å�ÉY�]�Á�a

b
d�Y����

Äf°¿�\¿Zn»���½M�{Z ]Y�Ä¯�|Àf�Å�¶Ì�f�»�®Ë�ÉZÅ��«�,Ê·Â·~Å�ÉZÅa2�Á�b2Ê»��|�Z]���
� �

Ê·Â·~Å�º�����Ë{Z¬»�Á�Ê·Â·~Å��¯�»�Á�Ê·Â·~Å�½{Â]�É{Â¼��ZË�Ê¬§Y�Y|f]Y�,Ê·Â·~Å�º���ÉY�]�a�Á�b�Ä]�Y��
Ê»�d�{�ºË�ÁM��Ê»�º���Ê¸Ì�f�»��b��Ä¯�ºÌÀ¯�¯�»�,½M��¯�»���½M��Ô�Y�Á�Ã{Â]�Ê·Â·~Åa2�Á�b2|�Z]���

\¿Zn»�,¶Ì�f�»�¾ËY�ÉZÅ��«�|Àf�Å�Ê·Â·~Å�ÉZÅ��\¿Zn»��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�¾ËY��]ZÀ]�Ê»�º���Y��Ê·Â·~Å�ZÅ�ºÌÀ¯����
µZj»��Ê·Â·~Å�x y 2 24 16|ÌÀ¯�º���Y���  

��
Ê¿Â¿Z¯��eÁ�Ã�Za��Ê»�{Â¼��Ê¿Â¿Z¯��Âv»��]�Ê·Â·~Å�½Â¿Z¯��{�Ä¯�Ê�y�Ê·Â·~Å�Ä]�Á�{Â���Ê¿Â¿Z¯��eÁ�,d�Y�{Á|v»

Ê»�Ã|Ì»Z¿�Ê·Â·~Å�{Â����

Äf°¿��Ê·Â·~Å�Ê¿Â¿Z¯��eÁ�µÂ��b

a

22d�Y����

��
Ê¼Æ��Ä�¬¿�®Ë��Y�Ä¯�d�Y�Äv¨��®Ë��Y�Ê�Z¬¿�¹Z¼e�Ê�|ÀÅ�½Z°»�Ê¼Æ����d]Zi�ÉF�d]Zi��y�®Ë�Á��Ä]�

|À�Z]�Ä¸�Z§�®Ë��Ä�¬¿��d]Zi�ÉF�d]Zi��y�Á�½Â¿Z¯�Y��Ê»�Ê¼Æ��É{ZÅ��y�Y���ºÌËÂ³���
��
��Ä¸�§�Ä¸�Z§�Z]�½Â¿Z¯�Ze��Y��¾Ì]�É�{ZÅ��y�Ze��Y��¾Ì]�É�Z]�Y��½M�Á�d�Y��]Y�]�ÉpÊ»�½Z�¿��ºÌÅ{��p2�Y��

Ä¸�Z§�Ä¯�Ê»�Ê¼Æ��É{ZÅ��f»Y�Za�,d�Y�Ê¼Æ��É{ZÅ��y�Ze�½Â¿Z¯�É�ºÌËÂ³���

��

�
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 ��

��Ä·{Z »�¾f�Â¿�ÉY�]���Y|¬»�,Ê¼Æ���Y��|ËZ]�Ê¼Æ��ÉpÁ�É{Â¼��¾ÌÀr¼Å�Á��Ä]�Ä¯�¾ËY�Á�Ê¼Æ��½{Â]�Ê¬§Y�
Ê»��Z]�d¼��¹Y|¯�|�Z]�¹Â¸ »�{Â����Ê»��Z]�½Â¿Z¯�d¼��Ä]�Ê¼Æ��{Â����

��
Ä·{Z »�ºWZ«�Ê¼Æ��É��

���Ä·{Z »�Ê»��Z]�ÓZ]�Ä]�Á��Ä¯�ºWZ«�Ê¼Æ��É�{Â����( ) ( )x á p y â  2 4��

� ���
���Ä·{Z »�Ê»��Z]�¾ÌËZa�Ä]�Á��Ä¯�ºWZ«�Ê¼Æ��É�{Â������( ) ( )x á p y â   2 4���
��

                                                      
��

µZj»��Ä·{Z »�Ä�¬¿�½M�½Â¿Z¯�Ä¯�|Ì�ËÂÀ]�Y��Ê¼Æ��®Ë�É��É( , )2 3Ä·{Z »�Ä]�½M�É{ZÅ��y�Á�Ã{Â]���Éy  4|�Z]�����
µZj»�Ä·{Z »��Ä¯�|Ì�ËÂÀ]�Y��Ê¼Æ��É�½M�½Â¿Z¯�( , )F 3 1�½M��Y��Á�( , )3 5|�Z]����
µZj»�Ä·{Z »����Âv»�Ä¯�|Ì�ËÂÀ]�Y��Ê¼Æ��®Ë�Éy�Ã{Â]�½M�½�Z¬e��Âv»�,ZÅ|�Z]��«YÁ�cZ�fz»�Y|^»��]�½M��Y��ÁÁ��Y��
Ä�¬¿��É( , ) 05 1{�~´]�����

»µZj�Ä·{Z »�Ä]�Ê¼Æ����Éx y 2 16Ä·{Z »�Á�½Â¿Z¯�cZ�fz»�Á�Ã{�¯�º���Y���½M�É{ZÅ��y�É�|ÌÀ¯�¾ÌÌ e�Y������
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