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Ãکنیم.ترین توان را به عنوان ب.م.م محاسبه میضرب عوامل مشترك با کوچککنیم، سپس حاصلها را تجزیه میبراي به دست آوردن ب.م.م چند عدد، آن
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55 22 2 4 4 5
44

y

x

1

y

x
1-

-

2
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مبتکران اهوازامید نورانیحسابان سوم ریاضی

33371415-33371514تلفن: ، آموزشگاه مبتکران119، پلاك 3غربی، فاز18اهواز، کیانپارس، خیابان 

@riazi10

باشد (تألیفی)±51هاي آن معادلۀ درجه دومی بنویسید که ریشه-2

451515125151 -=-=-+==-++= ))((P,)()(S
0420 22 =--Þ=+-Þ xxPSxx

0554ي درجه دوم هاي معادلههاي آن عکس ریشهي درجه دومی بنویسید که ریشهمعادله- 3 2 =-- xx .(تالیفی)باشد

0554ي هاي معادلهریشهbو aاگر  2 =-- xxتوانیم بنویسیم.باشند می
4
5

4
5

-==ba=
-

=b+a
a
c.,

a
b

ي خواسته شده به صورت هاي معادلهریشه
a
1

و 
b
1

:هستند، بنابراین

S

x Sx P x x x x

P .

ü
ïa +b

= + = = = - ïa b ab ï-
Þ - + = ® + - = Þ + - =ý

ï
= = = = - ï
a b ab ï-

þ

2 2 2

5
1 1 4 1

5
4

0 0 5 5 4 04
51 1 1 1 4

5 5
4

0432ي هاي معادلهریشهbو aاگر -4 =+- mxx ،باشندm :042را چنان تعیین کنید که داشته باشیم =+ab89(خرداد(

( )
P

üab + = ab b+ =
Þ b+ = Þb = -ý

= þ

2 4 4 0
4 4 0 1

4

ریشههاي معادله است
3
5

04311
-

=Þ=++Þ-=b mm

5-a وb0322ي هاي معادلهریشه =-- xx22باشند. بدون حل معادله، مقدار عددي عبارت می b+a
b+a

را محاسبه 

)85کنید. (خرداد 

8
2

322
2

22
3

2

22222 =
--

=
-

=
ab-b+a

b+a
=

b+a
b+a

Þ

ï
ï
î

ïï
í

ì

-==ab=

=-=b+a=

)()(PS
S

)(
a
cP

a
bS
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@riazi10

0164ي درجۀ دوم در معادله- 6 2 =+- mxxي دیگر است. مقدار تر از ریشههاي دو واحد بیشیکی از ریشهm ي و هر دو ریشـه

)87(خرداد معادله را بیابید. 

ي مذکور باشند داریم:ي معادلهدو ریشهbو aاگر 

m m, mb
a

ab=
a =b+ì
ï Þ a = b = ¾¾¾® ´ = = =-í
a+b = =ïî

4

2
3 1 3 1 12

44

052هاي معادله در وجود و علامت جوابDو S ،Pبدون حل معادله و با استفاده از -7 =-+ xx 94بحث کنید. (شهریور(

05ریشه مختلف العلامت 2 <-=P    021ریشه دارد 2و>=D

S=->01ریشه بزرگتر منفی  

082ي در معادله-8 2 =+- mxxتر باشد، ها دو واحد از جواب دیگر بزرگاگر یکی از جوابmیدا کنید. و هر دو جواب را پ

)92(دي 

314244
2
8

2 =aÞ=bÞ=b++bÞ=b+aÞ==-=+b=a
a
bS,

6
2

3
2

=Þ=Þ=baÞ= mmm.
a
cP

ي طول و عرض این زمین را تعیین کنید. مترمربع است. اندازه14متر و مساحت آن 18محیط یک زمین مستطیل شکل - 9

)93(خرداد 

هایش طول و عرض مستطیل باشد:یابیم که جوابي درجه دومی میمعادله

7207201490
14

9182 22 ==Þ=--Þ=+-Þ=+-Þ
þ
ý
ü

=ab
=b+aÞ=b+a

x,x)x)(x(xxPSxx
)(

است.2و عرض آن برابر 7بنابراین طول مستطیل برابر 

اگر جمع دو عدد -10
5
3

شان و حاصل ضرب
5
2

خارج از کشور)92باشد، آن دو عدد را بیابید. (خرداد -

ïî

ï
í
ì

-==b

=a
¾¾¾¾ ®¾=--Þ=--Þ=+-

-=ba==b+a=

=

5
2

1
02350

5
2

5
3

0

5
2

5
3

0222ضرایبمجموع

a
cxxxxPSxx

.P,S
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@riazi10

02ي درجه دوماگر در معادلهتذکر: =++ cbxax 0، مجموع ضرایب برابر صفر باشد، یعنی=++ cbaو دیگري برابر 1ها برابر ، یکی از ریشه

a
c

bcaاست و اگر  و دیگري -1ها برابر باشد، یکی از ریشه+=
a
c

است.-

زیمم و مینیمم توابع درجه دومماک

cbxax)x(fتابع  ++= به ازاي 2
a
bx
2

aدر حالت =- رسد.به بیشترین مقدار خود میa>0ترین مقدار و در حالت به کم0<

خارج 90قدر است؟ (خرداد ا محصور کنیم، بیشترین مساحت ممکن چهمتر نرده بخواهیم یک زمین مستطیل شکل ر100اگر با -1

از کشور)

xyyx)yx( -=Þ=+Þ=+ 50501002

6252525502525
2
50

2
5050 22 =-==Þ=

-
-

=
-

=Þ-=Þ-== )()(SS
a
bxxx)x(S)x(xxyS maxmax

142بیشترین مقدار تابع -2 ++-= xx)x(f دي) .90را تعیین کنید(

518422
2
4

2
=++-==Þ=

-
-

=Þ
-

= )(fyx
a
bx max

tt)t(fيموشکی از سکوي پرتاب، با معادله-3 202 رسـد؟  شود. این موشک در چه زمـانی بـه اوج خـود مـی    پرتاب می=-+

(تالیفی)

10ي ماکزیمم سهمی مورد سوال است. بنابراین:واضح است که نقطه
12

20
=

-
-

=
)(

tÞ
a
bt
2

-=

}ي با ضابطهfتابع -4 }f (x, y) x x y= - - - =2 4 4 )86-را تعیین کنید. (نهاییfنیمم تابع مفروض است. مقدار می0

442ي در واقع نقاط روي سهمی به معادلهfي تابع نقاط تشکیل دهنده --= xxyکنیم:باشند. لذا براي حل مسئله از دو روش زیر استفاده میمی

روش اول از فرمول مختصات رأس سهمی 

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

-

-
=

a
bac

a
b

S

4
4

2
2

minکنیم.استفاده می min
ac b ( ) ( )F y y

a
- ´ ´ - - -

= = Þ = = -
´

2 24 4 1 4 4
8

4 4 1
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مبتکران اهوازامید نورانیحسابان سوم ریاضی
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@riazi10

روش دوم:

خواهد بود.-8برابر fنیمم تابع با توجه به شکل، مقدار میکنیم.نمودار تابع را رسم می

محاسبه کنید (تالیفی)توان از یک زمین مستطیل شکل و  در کنار دریا بدست آورد رابا صد متر طناب بیشترین مساحتی که می- 5

1123ترین مقدار تابع کم-6 2 +-= xx)x(fنهایی) .94-را بدست آورید(

xقدر مطلق x= 2

baabدو عدد حقیقی باشند، نشان دهید: bو aبا فرض آن که -1 )91. (دي =

b.ababaab =´== 2222

babaبراي هر دو عدد حقیقی ثابت کنید: -2 )90(خرداد +£+

( ) ( ) bababababa
bbb

aaa
+£+Þ+£+£+-Þ

ïþ

ï
ý
ü

££-

££-

حل معادله و نامعادله به روش جبري 

0211ي معادله-1 2242 =--+- )x()x( .شهریور را حل کنید)92(

22از تغییر متغیر  1)x(t کنیم:  استفاده می=-

12012022 =-=Þ=-+Þ=-+ t,t)t)(t(tt

ï
ï
î

ïï
í

ì

ïî

ï
í
ì

=Þ=Þ-=-

±=Þ=Þ=-
Þ=-

-=-

Þ

0011

2211
11

21نداردجواب

22

22
22

22

xxx
xxx

)x(

)x(

x

y
2

4-

8-
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33371415-33371514تلفن: ، آموزشگاه مبتکران119، پلاك 3غربی، فاز18اهواز، کیانپارس، خیابان 

@riazi10

41ي هاي معادلهجاهاي خالی را با عدد یا عبارت ریاضی مناسب پر کنید. الف) جواب-2 =+x...... است. برابر با ........... و ......

712ي ي جواب نامعادلهب) مجموعه £-x93(دي ي ................. است.بازه(

(الف
î
í
ì

-=Þ-=+
=Þ=+

Þ=+
541

341
41

xx
xx

x

(ب [ ]x x x x ,- £ Þ - £ - £ Þ - £ £ Þ - £ £ Þ = -2 1 7 7 2 1 7 6 2 8 3 4 3 4

32ي معادله-3 =-x 93را حل کنید. (شهریور(

x x x
x

x x

ì - = Þ = Þ = ±ï- = Þ í
- = - Þ = -ïî

2 3 5 5
2 3

2 3 1

xxي جواب معادله-4 =- )93باشد. (خرداد ........ میبرابر .......22

x
x x x x x x

x
=ì

- = Þ - = Þ = Þ = Þ í = -î
2 2 2 2 2 1

2 2 2 2 1
1

هاي قابل قبول مشخص شود.دهیم تا جوابهاي معادله را در پایان در معادله قرار میدقت کنید که جواب

معادله -5
2
4

2
45

-
-

=
-

-
x
x

)x(xx
)94را حل کنید. (خرداد 

î
í
ì

=

=
®=+-®-=-®

-
-

=
-
--

7

2ققغ
01494145

2
4

2
425 22

x

x
xxxxx

x
x

)x(x
)x(

312معادله رادیکالی -6 -=++ xx 94-را حل کنید. (شهریور(

î
í
ì

=
=

Þ=+-Þ+-=+Þ-=+
3ققغ

8
024112510151 22

x
x

xxxxxxx

غیرقابل قبول

مجموعه جواب

جواب ندارد
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@riazi10

+=6ي معادلهمجموعه جواب-7 xx 92برابر است با ................ . (خرداد(

x
x x x x x x x x x (x )(x )

x
=ì

+ = Þ = - Þ = + - Þ - + = Þ - - = Þ í =î
2 2 4

6 6 36 12 13 36 0 4 9 0
9

ایم.هاي قابل قبول را مشخص کردهها در معادله جوابجوابجایگذاريبا 

خارج از کشور)92ي زیر را به روش جبري حل کنید. (خرداد نامعادله-8
x x

x x
+

- £
-

1
1

1

0
1

0
1

11
1

1
1

1
1

1
2

2

222

2

2

2

³
-
+-

Þ³
-

+Þ£
-
-

Þ£
-

-
-
-

Þ£
-

-
+

xx
xx

xxxxxx
x

xx
x

x
x

x
x

),(),( +¥-¥ 10 U مجموعه جوابÞ>1x 0یا<Þ x

12در عبارت Dتذکر:  +- xx 2منفی است. بنابراین این عبارت ریشه ندارد و علامت آن همواره موافق علامت ضریبx.یعنی مثبت است

42112ي معادله- 9 -+=+ xx خارج از کشور)91را حل کنید. (خرداد

x x x x x x x x x
x

+ = + - Þ + = + - + - Þ = - Þ - = Þ - = Þ =
Þ =

2 1 1 2 4 2 1 1 2 4 2 2 4 4 2 2 4 2 4 2 2 4 4 2 8
4

0222ي جواب نامعادله-10 =---+ xxx خارج از کشور)90را به دست آورید. (خرداد

0222222222222 22 =---Þ-=-Þ-=-Þ-=-+Þ-=-+ )x()x()x(xxxxxxxxx

î
í
ì

=

=
Þ=--Þ=---Þ

2قبولقابل

3قبولقابل
0320122

x
x

)x)(x()x)(x(

غیرقابل قبول

قابل قبول

قابل قبول

0 0

0 1

+

ت

x

12 +- xx
xx -2

xx
xx
-
+-

2

2 1 +

+
+

+

+
-

-

+

ت
ن ن
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مبتکران اهوازامید نورانیحسابان سوم ریاضی
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@riazi10

رسم نمودار 

د دهیم.ها را به هم وصل و امتدابراي رسم یک خط، کافی است دو نقطه از تابع را به دست آورده و آن:نمودار خطی

براي رسم سهمی ابتدا طول رأس سهمی یعنی :نمودار سهمی
a
bx
2

دهیم تر و بیشتر از رأس را به تابع مینقطه با طول کم2آوریم. سپس را به دست می=-

توان از ریشه و یک نقطه با طول بیشتر از ریشه) نیز میتر نقطه (یعنی رأس، یک نقطه با طول کم3کنیم. (البته به کمک نقطه رسم می5و تابع را به کمک این 

شود.)تر رسم مینقطه دقیق5نمودار را رسم کرد ولی با 

کنیم و سپس اي میهاي درون قدرمطلق و جدول تعیین علامت، تابع را چندضابطهبراي رسم توابع قدرمطلقی، ابتدا به کمک ریشه:نمودار توابع قدرمطلقی

xyتوان به کمک انتقال تابع کنیم. (البته در شرایطی میآن را رسم می نیز تابع را رسم کرد.)=

دهیم که مقادیري میxدهیم تا عبارت زیر رادیکال صفر شود. سپس به ریشه عبارت زیر رادیکال را میxدر توابع رادیکالی ابتدا به نمودار توابع رادیکالی:

کنیم.شود. در ادامه به کمک این نقاط نمودار تابع را رسم می4و 1کال مجذورهاي کامل عبارت زیر رادی

ي مرزي جزء نقاطی است کنیم. دقت کنید که حتماً نقطهي داده شده رسم میاي، هر ضابطه را در محدودهدر توابع چند ضابطه:اينمودار توابع چندضابطه

کنیم. م. اگر این نقطه داخل ناحیه باشد، آن را توپر و اگر در ناحیه نباشد، آن را توخالی رسم میکنیها تابع را رسم میکه به کمک آن

xxyابتدا ضابطۀ تابع -1 -+-= )94را بدون استفاده از قدرمطلق بنویسید. سپس نمودار آن را رسم کنید. (خرداد 21

ï
î

ï
í

ì

³-
<£
<+-

=
232

211

132

xx
x

xx
y

معادله به روش هندسی حل معادله و نا
کنیم و با توجه به نمودارها و موقعیت توابع نسبت براي حل معادله و نامعادله به روش هندسی، نمودارهاي مربوط به توابع دوطرف معادله یا نامعادله را رسم می

کنیم.به هم، معادله یا نامعادله را حل می

باشند. ي معادله میدر معادلات، نقاط برخورد دو نمودار جواب هاتذکر:

+=3ي معادله-1
x
xx 93را به روش هندسی حل کنید. (خرداد(

ï
ï
î

ïï
í

ì

--
-

<-

>+
=+=

y
x   xx

y
x   xx

x
xx)x(f

21
10

01

21
10

01
3=)x(g

باشد.میx=2با توجه به نمودار جواب معادله 

y

x

f(x
g(x)

21 3 4

1

2

3
4
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@riazi10

121ي معادله-2 2 ++=+ xxx روش هندسی حل کرده را به

)92و جواب آن را در صورت وجود به دست آورید. (دي 

1+= x)x(f
210
301-

y
x

22 112 )x(xx)x(g +=++=
x
y

- - -3 2 1 1
4 1 0 4

x=0و x=-1هاي معادله: جواب

x(y(2در تابع تذکر: a-= ریشه پرانتز یعنی ،a=xباشد.طول رأس سهمی می

3-xxx 211 2 )91را به روش هندسی حل کنید. (خرداد --=-

121211 22 +-=-Þ-=-- xxxxxx

22 112 )x(xx)x(g -=+-=
x
y

-
رأس

1 0 1 2 3
4 1 0 1 4

x=0و x=1عادله: هاي مجواب

xxبه روش هندسی نامعادله -4 )94را حل کرده و مجموعه جواب را به صورت بازه نشان دهید. (شهریور 1+>

),(
2
1

جواب=¥--

xxبه روش هندسی و جبري معادله -5 += )94-را حل نمایید. (دي 2

ï
î

ï
í

ì

-=

=
®=+-®=--®+=

1

2

012022 22

x
,
x

)x)(x(xxxx

2
1

-

1+= xy

y

|x|y =

x

x)x(f -= 1

y

x

21)x()x(g -=

y

x

21)x(y +=

1+= xy

2- 11- 2
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33371415-33371514تلفن: ، آموزشگاه مبتکران119، پلاك 3غربی، فاز18اهواز، کیانپارس، خیابان 

@riazi10

31ي نامعادله-6 £-+ xx 92را با روش هندسی حل کنید. (خرداد(

ï
î

ï
í

ì

<+-=-+-
££=-+

>-=-+
=-+=

0121

1011

1121

1

xxxx
xxx

xxxx
xx)x(f

31
10

11
10
31
21

-
y
x
y
x
y
x

3=)x(g

]ي باشد و در بازهمیx=2و x=-1طول نقاط برخورد  ]21,),x(f تر یا قرار دارد و یا با آن مساوي است. پس در این بازه کمg(x)زیر -

]ي باشد و بنابراین جواب نامعادله بازهمیg(x)مساوي  باشد.می-,21[

xxي نامعادله-7 )91را به روش هندسی حل کنید. (شهریور £2

2x)x(f =x
y
- -2 1 0 1 2

4 1 0 1 4
x)x(g =

x
y

-1 0 1
1 0 1

],[ي در بازه fنمودار -11 (x) x= g(x)تر یا مساوي نمودار پایین2 x=ي قرار دارد. بنابراین مجموعه جواب نامعادله],[ است.-11

xي نامعادله-8
x
£

)90را به روش هندسی حل کنید و مجموعه جواب را به دست آورید. (شهریور 1

x
)x(f 1
=

x)x(g =
210
410

y
x

xمحل برخورد  x x x
x x

3
2

1 1 1 1= Þ = Þ = ® =

],(با توجه به نمودار، مجموعه جواب  باشد.می¥1+

تابع تذکر:
x

)x(f 1
کنیم.ادن نقاط مثبت و منفی آن را رسم میآمده است با د38ي در کتاب درسی حسابان صفحه=

|x|)x(g =

1 2

y

x

2x)x(f =

1-2-

1 2

y

x

3

1-

1

|x||x|)x(f 1-+=

3=)x(g

y

x

x
)x(f 1
=

x)x(g =

ریشه رأس
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11ي نامعادله- 9 -£- xx 90را با روش هندسی حل کنید.  (خرداد(

1-= x)x(f
210
521

y
x

1-= x)x(g x
y

0 1 2
1 0 1

),(ي در بازهx-1د، تابع شوطور که در نمودار مشاهده میهمان 11هاي است و در دو نقطه به طولx-1بالاتر از ¥2+ =x 22و =x با ،

],(}{آن برخورد دارد. پس جواب نامعادله 12 U+¥باشد.می

|x|)x(g 1-=

1-= x)x(f

y

x

ریشه
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,ي حسابی در دنباله-1 , ,...1 2 بیشتر شود؟125ه آن را باید با هم جمع کنیم تا حاصل از حداقل چند جمل-5

جاهاي خالی را با عدد مناسب پر کنید.-2

P(x)الف) باقیمانده تقسیم  x x3 6 4= - xبر - برابر با ........... است.+1

a)ي سوم در بسط ب جملهب) ضری b)5+.است ............... ،

fج) کمترین مقدار تابع  (x) x x23 12 5= - ، ................. است.+

معادله -3
x x( ) ( )

2 2
21 1 2

2 2
- + - - = o.را حل کنید

xي به روش هندسی نامعادله-4 x1 1- £ ي جواب را به صورت بازه نشان دهید.عهرا حل کرده و مجمو+

در دنباله هندسی نامتناهی روبه رو، مجموع تمام جملات را بیابید.-5

, , ,...1 1 1
5 20 80

معادله مقابل را حل کنید.-6

( x ) ( x )2 2 24 2 4 15- - - - = o

خودآزمایی
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19

مبتکران اهوازامید نورانیحسابان سوم ریاضی

33371415-33371514تلفن: ، آموزشگاه مبتکران119، پلاك 3غربی، فاز18اهواز، کیانپارس، خیابان 

@riazi10

pدر شکل زیر سهمی به معادله -7 (x) ax bx c2= + هاي معادله و تعداد ریشهcو bو aعلامت ضرایب داده شده است. +

ax bx c2 + + = oد.را تعیین کنی

xبه روش جبري معادله-8 x2= د.را حل کنی-

p(x)اي در چند جمله- 9 x ax x b2 2= + + xرا چنان بیابید که باقی مانده تقسیم آن بر  bو aمقدار + بوده و بر 4برابر -1

x بخش پذیر باشد.+2

xهاي معادله درجه دوم ریشهbو aاگر -10 x2 2 1- - = oهاي آن اي بنویسید که ریشهباشد معادله
1

1a+
و 

1
1b+

باشد.

xي نامعادله-11 x1 1- £ را به روش هندسی حل کنید.+
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نمره4تابع فصل دوم: 

چند اتحاد مهم 

)aa...a)(a(a nn 111 21 ++++-=- -

n n na (a )(a a ... ) ( n)- -+ = + - + +1 21 1 1

)yxy...yxx)(yx(yx nnnnnn 1221 ---- ++++-=-

)91به کمک اتحادها، عبارت زیر را ساده کنید. (دي 

1
11

2

5

-
-+

=
x

)x)(x(A 1
11

111
1

11 234
234

2

5

+-+-=
-+

-+-+-+
=

-
-+

= xxxx
)x)(x(

)x)(xxxx)(x(
x

)x)(x(A

تساوي دو تابع 
هاي یکسان داشته باشند.ضابطه- 2هایشان برابر باشند.دامنه-1زمانی با هم برابرند که:gو fدو تابع 

)92اند؟ چرا؟ (خرداد آیا دو تابع زیر با هم مساوي-1

F gD D , g ( ) , f ( )= = + = =5 5 5 10 5 ر : خی6

x      xf (x)  ,  g(x) xx
              x

ì -
¹ï= = +-í

ï =î

2 25
5

55
6 5

آیا دو تابع -2
2

2

11 x
x)x(f
++

11و = 2 -+= x)x(gدي با هم مساوي) 90اند؟ چرا؟(

RDبله، زیرا:
x

x

x
x)x(f f =Þ

ïî

ï
í
ì

¹++

³+
Þ

++
=

011برقرارهمواره

01برقرارهمواره

11 2

2

2

2

gD RÞ gهمواره برقرار = (x) x x= + - Þ + ³2 21 1 1 0

)x(gx
x

)x(x
)x(

)x(x
x
x

x
x)x(f =-+=

-
+-

=
+-
+-

=
+-

+-
´

++
= 11

11
11

11

11

11

11
2

2

22

2

22

2

2

2

2

اند.بنابراین دو تابع با هم مساوي

فرد
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=+1اند یا خیر؟   با هم مساويgو fبررسی کنید که آیا دو تابع - 3 x)x(g و
11++

=
x

x)x(f خارج از کشور)– 91شهریور(

DD],(شرط اول برقرار است  gf ¥-== 1

x(gx(دو تابع مساوي نیستند.        شرط دوم برقرار نیست. پس 
x

)x(x
x
x

x
x)x(f ¹-+=

-+
-+

=
-+
-+

´
++

= 11
11

11
11
11

11

32اند یا خیر؟ با هم مساويg,fبررسی کنید آیا دو تابع -4 -+= xx)x(g و)x()x()x(f 32 2 )89(شهریور =+-

}{),[D
xx
xx

)x()x( f 23
303

202
032 2 -+¥=Þ

î
í
ì

³Þ³-
-=Þ=+

Þ³-+ U

)x(g)x(fDD),[Dxx gfg ¹Þ¹Þ+¥=Þ³Þ³- 3303

x(f(xCotxtanو g)x(=1اند یا خیر؟ هم مساويباg,fبررسی کنید آیا دو تابع -5 )88(شهریور =

RD,Zk,kx|xRD gf =
þ
ý
ü

î
í
ì Î

p
=-=

2
)x(g)x(fDD gf ¹Þ¹Þ

اگر - 6
x        x
xg(x)  , f (x) x
k           x

ì -
¹ -ïï += = -í

ï - = -
ïî

24 1 1
2 1 2 2 1

1
1

2

 ،k را طوري بیابید که به ازاي هرx ،متعلق به دامنهf(x)=g(x)(تالیفی) .باشد

RDD gf == )x(fx
x

)x)(x()x(gx =-=
+

+-
=Þ-¹ 12

12
1212

2
1

312
2
1

2
1

=Þ-=-Þ-=- kk)(g)(f

)94اند؟ براي پاسخ خود دلیل ارائه کنید. (خرداد آیا دو تابع زیر مساوي-7

ïî

ï
í
ì

-´=

-=

1

2

xx)x(g

xx)x(f
),[],(Df +¥-¥= 10 U               , ),[Dg +¥= 1

ها برابر نیستند.پس مساوي نیستند، زیرا دامنه

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



22

مبتکران اهوازامید نورانیحسابان سوم ریاضی
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نمودار تابع

)93که نمودار آن در زیر آمده است را بیابید. (دي fي تابع ضابطه-1

],[ي تابع داده شده از دو قسمت تشکیل شده که در بازه ],[ي دارد و در بازه1مقدار ثابت -11 21

A),(ي طهقسمتی از خط است که از دو نق B),(و 11 با استفاده از این دو نقطه، معادله خط گذرد. می32

نویسیم:این قسمت را می

2
12
13
=

-
-

=
-
-

=
AB

AB
AB xx

yym

12121 -=Þ-=-Þ-=- xy)x(y)xx(myy AA

اي است، به شکل زیر است:بنابراین ضابطه این تابع که تابعی چند ضابطه
î
í
ì

££-
££-

=
2112

111

xx
x

)x(f

در هر دو ضابطه مساوي داشته باشد.1مقدار یکسان دارد. پس ایرادي ندارد که x=1دقت کنید که تابع در هر دو ضابطه در تذکر:

=-1ابتدا نمودار تابع -2 x)x(fي را با دامنه],[ =+1د. سپس نمودار رسم کنی20 )x(fy را رسم کرده و برد آن را به

)93(شهریور دست آورید.

]ي ، برد تابع بازهyبا توجه به نمودار  باشد.می,21[
101

210
ریشه

y
x

1-= x)x(f

x)x(fابتدا نمودار تابع - 3 12ا استفاده از آن نمودار تابع را رسم نموده، سپس ب= --= )x(f)x(g خرداد) .92را رسم کنید(

x)x(f =
210
410

y
x

212- 1-

1
2

3
4

y

x

21

1

2

y

x

y

1

2

4
x

f(x)

)x(f2-

y f (x) x= - - = - -2 1 2 1
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نمودار تابع -4
ï
î

ï
í

ì

³+
<<-

£-
=

112

102

012

xx
x

xx
)x(f دي) .90–را رسم کنید. سپس دامنه و برد آن را مشخص کنید(

RDf =}{),[R f 21 -+¥-= U,

x(f)x(g(به صورت زیر داده شده است. با استفاده از آن نمودار f(x)نمودار تابع - 5 خارج از کشور)92را رسم کنید. (خرداد =-2

),,(),,(),(گیریم. یعنی نقاط، ابتدا نقاط مشخص تابع را در نظر می ),(و -221111 ),(ي ، البته نقطه-02 22

هـاي جدیـد   xدهـیم و  قـرار مـی  -x2را خودمان در نظر گرفتیم! حال طول این نقاط را به ترتیب برابـر  

آوریم:شود را به دست میمیgهرکدام که مربوط به تابع 

11
2
1

2
1

21

021122

=-=Þ=Þ-=-

=-=Þ=Þ-=-

)(f)(gxx

)(f)(gxx

221122

11
2
1

2
1

21

==-Þ-=Þ-=

==-Þ-=Þ-=

)(f)(gxx

)(f)(gxx

x(fy(با توجه به نمودار تابع-6 x(fy(، نمودار تابع = خارج از کشور)91را رسم کنید. (خرداد =23

),,(),,(),(گیریم: ابتدا نقاط مشخص تابع را در نظر می 232200 --.

دهیم و ... ر میقراx2حال طول این نقاط را برابر 

0030002 ==Þ=Þ= )(f)(gxx

623231122 -=-´==Þ=Þ= )()(f)(gxx

633
2
3

2
3

32 -==Þ=Þ= )(f)(gxx

212- 1-

1

2

3

4

y

x

1 4

y

x
2 3

1-
2-
3-

4-

1 4

y

x
2 3

1-
2-

3-

4-
5-
6-

0

3
2

2-

2
1-

2- 1-

1

2

3

1

y

x

2
1 1

y

x
2- 1- 2

1

2
1
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اعمال جبري روي توابع و ترکیب توابع

gfاند، توابع تعریف شدهAي که روي یک مجموعهgو fبراي دو تابع  + ،gf - ،gf و ´
g
fشوند:به صورت زیر تعریف می

)x(g)x(f)x)(gf( +=+ )x(g)x(f)x)(gf( -=-

)x(g)x(f)x)(gf( ´=´
)x(g
)x(f)x)(

g
f( =

gfgf DDD I=+ gfgf DDD I=-

gfgf DDD I=´ })x(g|x{DDD gf
g
f 0=-= I

شود:به صورت زیر تعریف میfogبه صورت gو f، ترکیب دو تابع gو fبراي دو تابع 

( ))x(gf)x)(fog( = }D)x(g|Dx{D fgfog ÎÎ=

)با توجه به این که تذکر: ))x(gf)x)(fog( شود، پس باید یدیده مx(g(و در این رابطه =
gDxÎ باشد و چون( ))x(gf داریم، پس بایدfD)x(g Î

باشد.

1اگر -1
1
-=

x
)x(f و

2
1
+

=
x

)x(gي تابع باشند، دامنهgof دي) .93را تعیین کنید(

)از آن جا که  ))x(fg)x)(gof( ، پس:=

}{RD,}{RD,}D)x(f|Dx{D gfgfgof 20 --=-=ÎÎ=

gofD {x R {}| } {x R {}| x } R { , }
x

Þ = Î - - ¹ - = Î - ¹ - = - -
1

0 1 2 0 1 0 1

f)},,(),,(),,(),{(دو تابع -2 43705231 g)},,(),,(),,(),{(و =-- 25001341 )93را در نظر بگیرید. (شهریور =-

gfالف) تابع  را به صورت زوج مرتب بنویسید. ´

fog)(ب) مقدار  به دست آورید.را0

(الف },,{DDD gfgf 031==´ I )},(),,(),,{(gf 0043121 -=´

(ب ( ) 7000 === )(f)(gf)(fog
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222اگر -3 ++= xx)x(f باشد، تابع)x(g542اي مشخص کنید که را به گونه +-= xx)x)(fog( خرداد) .93(

( ) ( ) 222222 2144125422 )x()x(gxx)x(g)x(gxx)x(g)x(g)x(gf)x(fog -=+Þ+-=++Þ+-=++==
g(x) (x ) g(x) (x ) g(x) x g(x) xÞ + = ± - Þ = ± - - Þ = - = - +1 2 2 1 3 1

دو تابع با این شرایط وجود دارد.

دو تابع -4
2
1

-
+

=
x
x)x(f 4و+= x)x(g.را در نظر بگیرید

)gf)((الف) مقدار  را به دست آورید.+0

ي ب) دامنه
g
f

)93(خرداد را تعیین کنید.

(الف
2
3

2
2
1

000 =+-=+=+ )(g)(f))(gf(

(ب 40420 -=Þ=+¥-=-==-= x)x(g),,[D},{RD},)x(g|x{DDD gfgff I

}{),(}{),[}{RD
g
f 24442 -+¥-=--+¥--=Þ I

=-1دو تابع -5 x)x(f 2و+= x)x(g .را در نظر بگیرید

را به دست آورید.)x)(gof(ي را بدون محاسبهgofي تابع الف) دامنه

)((ج) مقدار را به دست آورید.gofي ب) ضابطه
g
f( )92(دي را محاسبه کنید.2

(الف f gD R , D [ , )= = - +¥2 ),[}x|Rx{}D)x(f|Dx{D gfgof +¥-=-³-Î=ÎÎ= 121

(ب ( ) 1211 +=+-=-== xx)x(g)x(fg)x)(gof( (ج
2
1

2
2

2 ==
)(g
)(f))(

g
f(

f)},,(),,(),{(اگر - 6 g)},,(),{(و =332211 د: دو تابع باشن=5321

gfالف) تابع  هاي مرتب مشخص کنید.را به صورت زوج+

)gof)((ب) مقدار  )92(شهریور را بیابید.3

(الف )},(),,{(gf},,{D gf 833131 =+=+ (ب ( ) 5333 === )(g)(fg))(gof(

یا
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اگر -7
1

1
-

=
x

)x(f 3و-= x)x(gاشند: دو تابع ب

)gf)((الف) مقدار  43 را به دست آورید.-

)92(خرداد را بیابید.fogي تابع ب) دامنه

(الف ( ) ( ) 21
3
1

344343 -=÷
ø
ö

ç
è
æ -=-=- )(g)(f)(gf

(ب }D)x(g|Dx{D),,[D},{RD fgfoggf ÎÎ=+¥=-= 31

}{),[}x|),[x{}x|),[x{Dfog 4343133 -+¥=¹+¥Î=¹-+¥Î=Þ

f)},,(),,(),,(),{(اگر -8 30135121 g)},,(),,(),,(),,(),{(و =-- 0120642352 باشند، تابع =--
g
f

را با اعضا بنویسید.

},{}{},,{})x(g|x{DDD gf
g
f 0310310 =---==-= I )},(),,{(

g
f

2
3

0
2
1

3
-

=

اگر - 9
1+

=
x

x)x(f و
2
1

2

2

+
-

=
x
x)x)(fog(ي تابع باشند، ضابطهg(x) خرداد) .خارج از کشور)90را به دست آورید

( )
3

1
1312

2
1

1

2
2222

2

2 -
=Þ-=Þ-+-=+Þ

+
-

=
+

=
x)x(gx)x(gx)x(g)x(gx)x(g)x(gx

x
x

)x(g
)x(g)x(gf

222اگر -10 ++= xx)x(f باشد، تابع)x(g542اي مشخص کنید که را به گونه +-= xx)x)(fog( خرداد) .93(

5422 22 +-=++== xx)x(g)x(g))x(g(f)x(fog
4412 22 +-=++Þ xx)x(g)x(g

1221 22 --±=Þ-=+Þ )x()x(g)x())x(g(

اگر -11
3

1
-

=
x

)x(g 23و -= x)x(fهاي زیر را به دست آورید. گاه حاصل عبارتباشد آن

)gf)((الف)  423 +

)90(خرداد fogDب) 

32121034243423ا =+=+=+ )()()(g)(f))(gf(الف)

{ }fog g f fogD x D | g(x) D x R { }| R D R { }
x

ì ü= Î Î = Î - Î Þ = -í ý
-î þ
1

3 3
3

(ب
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24توابع -12 x)x(f و =-
1
2

-
+

=
x
x)x(gاند.مفروض

را تعیین کنید   gofر صورت وجود دامنه الف) د

)89را بنویسید. (دي gofب) ضابطۀ 

{ }gfgofgf D)x(f|DxD,}{RD,],[D ÎÎ=-=-= 122

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

-Î--Î=Þ
±¹

44 344 21
)x)((

)(gof }{Rx|],[xD
32

2
1 1422

( ) ( ) [ , ) ( , ) ( , ]= - - -1 2 2 3 3 3 3 2I U U ( )
14

24
2

2

--

+-
==

x
x)x(fg)x(gof

اگر -13
þ
ý
ü

î
í
ì ----= ),(),,(),,(),,(),,,(f 0132

4
1

و 31120
þ
ý
ü

î
í
ì -= ),(),,(),,(),,(g

2
3

13
4
1

باشند. 2122

gfالف) تابع  هاي مرتب بنویسید.اي از زوجرا به صورت مجموعه2-

)((پ) مقدار را بدست آورید.gofب) تابع 
g
f( )94را محاسبه کنید. (خرداد 1

الف: 
þ
ý
ü

î
í
ì ---=- ),(),,(gf 21

2
7

}ب: 12 }),(),,(gof پ: =2120
3
2

1 -=))(
g
f(

=+2تابع دو-14 x)x(f و
4

1
-

=
x

)x(g.را در نظر بگیرید

الف) دامنه تابع 
g
f.را بدست آورید

)fog)((ب) مقدار  )94(شهریور را محاسبه کنید.5

(الف }{RD),,[D gf 40 -=+¥= ),(),[}{),[})x(g|x{DDD gf
g
f +¥-+¥==-= 400یا440 UI

(ب 315 == )(f))(g(f

براي دو تابع -15
4

1
2 -

=
x

)x(f و
x

)x(g 2
)94را بدست آورید. (دي fogبدون نوشتن ضابطه، دامنه =

}{RD,}{RD gf 02 -=±-= fog g fD {x D | g(x) D } {x | }
x

= Î Î ® ¹ ¹ ±
2

0 2 },,{RDfog 110 --=®
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توابع زوج و فرد 

کنیم:رد بودن تابع، دو شرط زیر را بررسی میبراي تعیین زوج یا ف

دامنه متقارن باشد.- 1

2 -)x(f برابر باشد، تابع فرد است و در غیر این صورت تابع نه زوج و نه فرد است.–f(x)برابر باشد، تابع زوج و اگر با f(x)دهیم. اگر با را تشکیل می-

اند و توابع فرد نسبت به مبدأ مختصات.ها متقارنxتوابع زوج نسبت به محورتذکر:

زوج یا فرد بودن تابع -1
28

3

2
3
xx
xx)x(f

+
-

)93را مشخص کنید. (دي =

}{RDxx)x(xxx 00001202 2

مثبتهمواره

6228 -=Þ¹Þ¹Þ¹+Þ¹+ 321 دامنه متقارن است. 

)x(f
xx
xx

xx
xx

)x()x(
)x()x()x(f -=

+
-

-=
+
+-

=
-+-
---

=- 28

3

28

2

28

2

2
3

2
3

2
3

بنابراین تابع فرد است.

)93زیر آمده است را مشخص کنید.  (خرداد ها درزوج یا فرد بودن توابعی که نمودار آن-2

(الف) نسبت به محور  ها متقارن است، پس تابعی زوج است و yتابع 

باشد.تابع (ب) نسبت به مبدأ مختصات متقارن است، پس تابعی فرد می

xcosx)x(fزوج یا فرد بودن تابع -3 += )91را معلوم کنید. (دي 2

RDf = متقارن است.

x(fxcosx)xcos()x()x(f(باشد.زوج میfپس تابع  =+=-+-=- 22

2327زوج یا فرد بودن تابع -4 xx)x(f )89را معلوم کنید. (دي =-

,xx 090327 22 ³-Þ³- ],[Dx 3333 -=Þ££-Þ متقارن

f ( x) x ( x) x x f (x)- = - - - = - - = -2 227 3 27 3 پس تابع فرد است.

y

x

(ب)

y

x

(الف)

x

- -+

3- 3

29 x-
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Sinxx)x(fزوج یا فرد بودن تابع -5 -= )94را بررسی کنید. (شهریور 3

RD = دامنه متقارن

Þ-=--=+-=---=- )x(f)Sinxx(Sinxx)x(Sin)x()x(f 333 تابع فرد است

)83زوج یا فرد بودن تابع زیر را بررسی کنید (شهریور -6

21 x
x)x(f
-

=

ï
î

ï
í

ì

Þ-=
-

-=
--

-
=-

Þ-=Þ<Þ>-

Þ
-

=
استفردتابع

11

1

11101متقارندامنه

1 22

22

2 )x(f
x

x
)x(

x)x(f

),(Dxx:D

x
x)x(f

f

Cosxx)x(fزوج یا فرد بودن تابع -7 += )91را معلوم کنید.  (دي 2

Þ= RDf دامنه متقارن Þ=+=-+-=- )x(fCosxx)x(Cos)x()x(f 22 تابع زوج است

با توجه به شکل داده شده زیر:-8

الف) ضابطه تابع را بنویسید.

هایی صعودي یا نزولی یا ثابت است؟تابع در چه بازهب) 

اي تکمیل کنید که نمودار جدید یک تابع زوج را نمایش دهد.ج) نمودار را به گونه

],(لی ونز ],[و ثابت ¥2+ (ب       20
î
í
ì

>+-
££

=
262

202

xx
x

)x(fالف)

3زوج تا فرد بودن تابع - 9 x)x(f )94را بررسی کنید. (خرداد =

xsinx)x(fزوج یا فرد بودن تابع -10 خارج از کشور)92را بررسی کنید. (خرداد =+2

RD = متقارن

)x(fxsinx)xsin(x)x(sinx)x(f =+=-+=-+-=- 222

پس تابع زوج است.

21

1
2

3
4

y

x
3 21

1
2

3
4

y

x
32- 1-3-
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توابع صعودي و نزولی 

21که fي از دامنه2xو 1xم هرگاه براي هر را صعودي نامیf(x)تابع · xx x(f)x(f(باشد، داشته باشـیم  > 21 و آن را صـعودي اکیـد   £

x(f)x(f(نامیم هرگاه  21 <.

21که fي از دامنه2xو 1xرا نزولی نامیم، هرگاه براي f(x)تابع · xx x(f)x(f(باشد، داشته باشـیم  > 12 و آن را نزولـی اکیـد گـوییم    £

x(f)x(f(هرگاه  12 <.

x(f)x(f(، داشته باشیم fي از دامنه2xو 1xرا ثابت نامیم، هرگاه براي هر دو عضو f(x)تابع · 21 =.

هایی را که در آن تابع، صعودي اکید، نزولی اکید یا ثابت است را مشخص کنید. ابتدا نمودار تابع زیر را رسم کنید، سپس بازه-1

)92(شهریور 

ï
î

ï
í

ì

>-
££

<
=

11

101

02

xx
x

xx
)x(f

),(ي در بازه ],[ي نزولی اکید، در بازه¥-0 ),(ي ثابت، در بازه10 صعودي اکید.¥1+

x)x(fتابع -2 خارج از کشور) 90(خرداد .............. است.=-

x(f)x(fxxxxxx,x,x(الف) صعودي      ب)نزولی  2121212121 0 >Þ->-Þ<Þ<>

بنابراین تابع نزولی است. با توجه به شکل زیر این مطلب واضح است.

نمودار تابع -3
ï
î

ï
í

ì

<-
<<-

-<+
=

xx
x

xx
)x(f

12

121
21

ها تابع صعودي، نزولی یا ثابت است را مشخص هایی که در آنرا رسم کنید و بازه

)90کنید. (خرداد 

),(ي در بازهfتابع  ),(ي در بازهصعودي اکید. ¥--2 ),(ي ثابت و در بازه-12 1نزولی اکید است.¥1+

y

x
2- 1-

2

1

1-

2-

2

y

x

xy -=

y
x

y
x

10
21

014
012

رأس

--

212- 1-

1

2

3

4

y

x
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12تابع -4 -= xyي در بازه),( )94صعودي است یا نزولی؟ (خرداد ¥-0

=+1تابع -5 xy94است. (دي ............... صعوديدر بازه(

12با رسم نمودار -6 -++= xxyخارج 91اي نزولی است؟ (خرداد اي صعودي و در چه بازهمشخص کنید تابع در چه بازه

از کشور)

x x x        x
y x x x x              x

x x x   x

+ + - = + >ì
ï= + + - = + + - = - £ £í
ï- - + - = - - < -î

2 1 2 1 1
2 1 2 1 3 2 1

2 1 2 1 2

),[ي در بازه ),[ي نزولی اکید ولی در بازه¥--2 ولی است. نز¥-1

],[ي در بازه ثابت است. -12

],(ي در بازه ],(ي صعودي اکید ولی در بازه¥1+ صعودي است.2-¥+

تابع ثابت هم صعودي و هم نزولی است.تذکر:

پذیر یک و وارونبهتوابع یک

21به یک بودن تابع از به یک بودن آن است. براي بررسی یکی که وارونش نیز تابع باشد)، یکپذیري یک تابع (یعنی تابعشرط وارون yy کنیم. شروع می=

21اگر به  xx توان استفاده کرد.به یک نباشد، از مثال نقض میبه یک است. در صورتی که تابع یکرسیدیم، تابع یک=

کند.ها، نمودار تابع را حداکثر در یک نقطه قطع میxبه یک، هر خط موازي محور وابع یکدر تتذکر:

xx)x(fآیا تابع -1 22 )93(خرداد به یک است؟ براي پاسخ خود دلیل ارائه دهید. یک=-

0200
2

0
02022 ==Þ

î
í
ì

=
=

Þ=-Þ=- )(f,)(f
x
x

)x(xxx

اشد، داریم:بy=0به یک نیست. مثلاً اگر خیر، یک

32ي وارون تابع ضابطه-2 += x)x(f دي) .93را به دست آورید(

2
3

یا
2

3
2

3
3232

2
1

22
2 -

=
-

=¾¾ ®¾
-

=Þ+=Þ+= -« x)x(fxyyxxyxy yx

21

1
2

3
4

y

x
32- 1-3- 44-
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)92ي وارون آن را به دست آورید. (شهریور پذیر بودن تابع، ضابطهپذیري تابع زیر را بررسی کنید و در صورت وارونوارون-3

53 -+= x)x(f ),[Dxx:D ff +¥-=Þ-³Þ³+ 3303

21212121 335353 xxxxxxyy =Þ+=+Þ-+=-+Þ=

باشد.پذیر نیز میبه یک است و وارونبنابراین تابع یک

3535533553 222 -+=¾¾ ®¾-+=Þ+=+Þ+=+Þ-+= « )x(y)y(x)y(xxyxy yx

پذیري تابع وارون-4
32
1

+
-

=
x
x)x(f خرداد) .خارج از کشور)91را بررسی کرده و برد تابع را تعیین کنید

221112212121
2

2

1

1
21 232332323232

32
1

32
1 xxxxxxxxxxxx

x
x

x
xyy +=+Þ--+=--+Þ

+
-

=
+
-

Þ=

Þ=Þ=Þ 2121 55 xxxx تابع یکبه یک است بنابراین وارونپذیر نیز میباشد.

دامنه تابع هموگرافیک تذکر:
dcx
bax)x(f

+
+

{برابر =
c
d{RDf {و برد آن =--

c
a{RR f RR}{باشد. بنابراین برد تابع داده شده می=- f 2

1
است.=-

12ابتدا نمودار تابع -5 -+= xx)x(fخرداد را رسم کرده و با استفاده از شکل، وارون) .خارج از 90پذیري آن را بررسی کنید

کشور)

î
í
ì

<+
³-

=
î
í
ì

<-+
³-+

=-+=
11

113

112

112
12

xx
xx

x   xx
   xxx

xx)x(f

21
10
52
21

y
x
y
x

باشد.پذیر مییک و وارونبهکند، تابع یکرا در یک نقطه قطع میها، تابعxبا توجه به نمودار تابع، چون هر خط موازي با محور 

21

1
2

3
4

y

x
32- 1-3- 44-
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32ي با ضابطهfنشان دهید تابع -6 -= x)x(fدي بهیک) 87یک است سپس تابع وارون آن را حساب کنید(

2121 xx)x(f)x(f =Þ=

32323232 21
2توانبهطرفین

21 -=-¾¾¾¾ ®¾-=- xxxx

2121 22 xxxx =Þ=Þ یک به یک است، پس وارونپذیر است.

323232 2 -=Þ-=Þ-= yxyxxy

2
3

2
3 2

1
2 +

=Þ
+

=Þ - x)x(fxy

را در صورت وجود به دست fي وارون یک به یک بودن آن را بررسی کنید. سپس ضابطه،نمودار تابع زیر را رسم کرده-7

) 89آورید. (خرداد 

î
í
ì

<-
³+

=
01

01
3

2

xx
xx

)x(f
î
í
ì

<-
³+

=
01

01
3

2

xx
xx

)x(f
),(R

),[R

y

y

1

1

2

1

--¥=
+¥=

یک است)بهاش اکیداً صعودي است. پس یکروي دامنهf(تابع به یک است.یکfبا توجه به نمودار مشخص است که تابع 

اي بـرد هـیچ دو ضـابطه   -2به یک باشـند. ي خودشان یکها در دامنههرکدام از ضابطه-1اي وقتی یک به یک هستند که:توابع چند ضابطهیـادآوري: 

اشتراك نداشته باشد. 

1110 11
22

1 -=®-=®+=®³ yxyxxyx 11 -=® - x)x(f

1110 22
33

2 +=®+=®-=®< yxyxxyx 31 1+=® - x)x(f

î
í
ì

-<+
³-

=Þ -

11

11
3

1

xx
xx)x(f

1

y

x
2- 1 -

2

1

1-

2-

2 12
1 += xy

13
2 -= xy
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)94(خرداد . پذیر نیستبه کمک رسم نمودار، ثابت کنید تابع زیر وارون-8

پذیر نیست.یک نیست. بنابراین وارونبهیک

3یا دو تابع تحقیق کنید آ- 9
1
+=

x
)x(f و

3
1
-

=
x

)x(g شهریور) 94وارون یکدیگرند؟(

:این دو تابع وارون یکدیگرند. زیرا

Þ=Þ=Þ+=+®=®= 21
2121

2121

11
3

1
3

1 xx
xxxx

xx)x(f)x(f تابع یکبهیک است.

)x(g
x

)x(f
y

xy
xx

y =
-

=Þ
-

=Þ-=Þ+= -

3
1

3
1

3
1

3
1 1

22یک بودن تابع بهیک-10 3 -+= )x(yدي را بررسی کرده و) .94وارون آن را بدست آورید(

2121 xx)x(f)x(f =«=
(x ) (x ) x x x x+ - = + - Þ + = + Þ =3 3

1 2 1 2 1 22 2 2 2 2 2 تابع یکبهیک است

222222 333 -+=®+=+®-+=Þ yx)x(y)x(y 2231 -+=Þ - x)x(f

تابع متناوب
fDTxداشته باشیم fDxÎموجود باشد که براي هر Tرا متناوب نامیم، هرگاه یک عدد حقیقی مثبت مانند fتابع  Î± و)x(f)Tx(f =+ .

گوییم.fبا این خاصیت را دوره تناوب Tترین عدد مثبت کوچک

d)cbxsin(ayدوره تناوب توابع · d)cbxcos(ayو =++ ++= ،
b

T p
=

باشد.می2

d)cbxtan(ayدوره تناوب توابع · ,d)cbxcot(ayو =++
b

T ++=
p

باشد.می=

xsinyدوره تناوب تابع -1 )92برابر با .................. است. (دي =3

3
22 p

=
p

=
b

T
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ثابت کنید تابع -2
2
xCot)x(f )89یابید. (خرداد ي تناوب اصلی آن را بمتناوب است و سپس دوره=

ff D)tx(Dx) Î±ÞÎ"1

f
x t x) x D f (x t) f (x) Cot Cot+

" Î Þ + = Þ =2
2 2

p=¾¾¾¾¾ ®¾p=Þp=Þ+p=+Þ
=

22
2222 1

مثبتکوچکترین tktktxktx
k

t

ي تناوب تابع دوره-3
xSin

xSin
y

753

7
5
4

+
)89را بدست آورید. (شهریور =

7
2p

=T

nx[nx)x(f[ثابت کنید دوره تناوب تابع -4 برابر =-
n
1

است. (تألیفی)

RD,]nx[nx)x(f f =-= RTxRx) Î±ÞÎ"1

)  x R f (x T) f (x)" Î Þ + =2 ]nx[nx)]Tx(n[)Tx(n -=+-+Þ ]nx[nx]nTnx[nTnx -=+-+Þ

nx[nxnT]nx[nTnx[یک عدد صحیح باشد تا از جزء صحیح خارج شود:nTتساوي زمانی برقرار است که  -=--+

ZnT}{پس داریم:  0-Îترین عدد صحیح مثبتکوچکnT T
n

Þ = Þ =
1

1

تابع جزء صحیح یا براکت
باشد.جزء صحیح اعداد صحیح برابر خودشان است. در صورتی که عدد صحیح نباشد، جزء صحیح آن، عدد صحیح قبل از آن می

.کنیمهاي مشخص شده ساده و رسم میکنیم و با توجه به آن، تابع را در بازهبندي میعبارت داخل براکت را بین اعداد صحیح متوالی، محدودهتابع براکتی،براي رسم

x[)x(f[اگر -1 f)(باشد. در این صورت حاصل =+3 )93برابر ................. است. (خرداد -22

33152532222 ==-=-=+-=- ...]/[...]/[][][)(f

])a([، حاصل عبارت a=-21اگر -2 خارج از کشور)90کدام است؟ (خرداد -22

[ (a ) ] [ a ]a [ ] [ ] [ ] [ / ...]- = - = - - - = - - = + = + =22 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2
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x[)x(f[نمودار تابع -3 ],(ي را در بازه=2 )93رسم کنید. (شهریور 10

آوریم:به دست میxي را با توجه به محدودهx2ي بندي کنیم. ابتدا محدودهرا بین اعداد صحیح متوالی محدودهx2که گفتیم باید عبارت داخل براکت یعنی طور همان

22010 <£Þ<£ xx

2
1

0002120 <£=Þ=Þ<£ x,y]x[x

1
2
1

112221 <£=Þ=Þ<£ x,y]x[x

دامنه توابع زیر را بدست آورید. (تألیفی)-4

الف) 
2-

=
]x[
xy

ب) 
]x[

y 1
پ) =

]x[x
xy
-

=
3

[x]الف.                                      [x] x [ , ) D R [ , )- = Þ = Þ Î Þ = -2 0 2 2 3 2 3

]x[Dx],(ب.                                  
]x[

y f +¥=®³®>Þ= 110
1

WRDمجموعه اعداد حسابی)     W(پ.  -=Þ[ ] Wx]x[x]x[x
xx

xy ÎÞ=Þ=-Þ
-

= 0
3

x[)x(f[اگر -5 f)(باشد حاصل =+1 13 )94برابر با ................ است. (دي -

111313 =+-=- ][)(f

x(fy(تابع -6 ],[ي با دامنه= 12ي تابع را در نظر بگیرید. دامنه-12 +-= )x(f)x(gخرداد بازه) .94ي ............ است(

1 (],[ 24-2 (],[
2
1

1-P

1
2
1

1

y

x
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درست یا نادرست بودن عبارات زیر را مشخص کنید.-1

fالف) دو تابع  (x) x= وg(x) x2=.با هم مساویند

]برابر با fي تابع ب) اگر دامنه ],1 gي تابع باشد، دامنه-3 (x) f ( x)3 2= 1,يبازه- 3
2 2

é ù-ê úë û
است.

yج) تابع  x x22 4 1= + ]ي در بازه- ],2 صعودي است.-5

}براي دو تابع -2 }f ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )11 7 2 4 3 5 2 5= - - }و - }g ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )2 11 4 2 6 3 3 2= را به fog، تابع -

صورت زوج مرتب بنویسید.

نتخاب کنید.گزینه درست را ا-3

yالف) تابع  sin x=.فرد تابعی ......................... استo زوجo

fب) دو تابع  (x)
x
7 3= و +

xg(x) 7
7
-

oبله oخیر وارون یکدیگرند.=

yي تناوب تابع ج) دوره cos x3=.......... است.برابر با ........
2
3
p

o
3
2
p

o

یک به یک بودن تابع -4
xy
x

5
2 1
+

=
-

را بررسی کنید.

گزینه مناسب را انتخاب کنید.-5

i اگر فرض کنیم .f (x) x2= باشد آنگاه برد این تابع مجموعه ................ است.-

1,الف)  2é ù
ë û (ب( ],+¥o

ii در رسم نمودار .y f (ax)= از روي نمودار تابعy f (x)= اگرa 1< <o نمودارy f (x)= در امتداد محورx .............. ها

شود.می

ب) منقبضالف) منبسط

iii تابع .y x x=.است ...................

}ب) فرد الف) زوج }f ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )1 1 1 2 2 3 4 5=

خودآزمایی
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}اگر -6 }f ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )1 1 1 2 2 3 4 }و =5 }g ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )1 1 2 2 4 5 3= - o:دو تابع باشند

)ر الف) مقدا f g)( )3 1- را حساب کنید.-

را به صورت زوج مرتب بنویسید.fogب) تابع 

fوارون پذیري تابع -7 (x) x 2 3= + را بررسی کنید.-

]نمودار تابع -8 ]f (x) x2=را در بازه[ ),1 حل)رسم کنید. (با راه-1

هاي زیر را مشخص کنید.درستی یا نادرستی گزاره- 9

nاي الف) چندجمله nx a- برx a-پذیر است.بخش

ب) بیشترین مقدار تابع 
xf (x) x

2

2
2

= - + o 2برابرo.است

fج) وارون تابع  (x)
x
7 3= g(x)برابر +

x
7

3
=

-
است.

fد) تابع  (x) cos x21= g(x)با تابع - sin x=.مساوي است

نمودار تابع زیر را رسم کنید و به کمک آن برد تابع را مشخص کنید.-10

x x
f (x) x

x x

2 1
2 2

1 2

ì + <
ï= £ £í
ï - <î

o

o

fاگر -11 (x)
x
1

و =
xg(x)
x

2
1

+
=

-
دو تابع باشند:

را به دست آورید.fogالف) دامنه تابع 

را بنویسید.fogب) ضابطه تابع 

g)ج) مقدار  f ) ( را حساب کنید.-2(

زوج یا فرد بودن تابع -12
x cos xf (x)

x

2 -
ی کنید.بررس=
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نمره)3مثلثات (: فصل سوم

اتحادهاي مثلثاتی و توابع مثلثاتی:

a-=a)92و 90ثابت کنید. (دي -1 2212 sincos

:اثبات cos cos( ) cos cos sin sin cos sin sin sin sina = a +a = a a - a a = a - a = - a - a = - a2 2 2 2 22 1 1 2

÷)92و 90ثابت کنید. (خرداد -2
ø
ö

ç
è
æ p

+=+
4

2 xsinxcosxsin

:اثبات xcosxsinxcosxsinsinxcoscosxsinxsin +=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+=÷

ø
ö

ç
è
æ p

+
p

=÷
ø
ö

ç
è
æ p

+
2
2

2
2

2
44

2
4

2

122خارج از کشور)90ثابت کنید. (خرداد -3
2

32
-= xcos

xsin
xcosxsin

:اثبات 12434
2

342
2

342
2

32 22
23

--=-=
-

=
-

= xcosxcos
xcosxsin

)xcos(xcosxsin
xsin

)xcosxcos(xsin
xsin

xcosxsin

1221122 2 -=--= xcos)xcos(

:روش دوم
xsin

xsinxsin
xsin

)xsin(xsin
xsin

)xxsin()xxsin(
xsin

xcosxsin
2

24
2

24
2

33
2

32 -
=

-+
=

-++
=

122
2

1222
2

2222
-=

-
=

-
= xcos

xsin
)xcos(xsin

xsin
xsinxcosxsin

تذکر:

)sin()sin(cossin b-a+b+a=ba2

)cos()cos(coscos b-a+b+a=ba2

)cos()cos(sinsin b+a+b-a=ba2

)91ثابت کنید. (شهریور -4
xtan
xtanxcos 2

2

1
1

2
+
-

=

:اثبات xcosxcos
xsinxcos
xsinxcos

xcos
xsinxcos

xcos
xsinxcos

xcos
xsin
xcos
xsin

xtan
xtan

2
1
2

1

1

1
1

22

22

2

22

2

22

2

2

2

2

2

2

==
+
-

=
+

-

=
+

-
=

+
-
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)89ثابت کنید. (دي -5

xtan
xtanxsin 21

2
2

+
=

:اثبات xsinxcosxsin
)xcosx(sinxcos

xcosxsin

xcos
xsinxcos

xcos
xsin

xcos
xsin

xcos
xsin

xtan
xtan

2
1

22
2

1

2

1
2

22

2

2

22

2

22 ==
+

=
+

=
+

=
+

کنیم:هاي زوایاي غیر معروف با استفاده از زوایاي معروف، از روابط زیر استفاده مینسبتبراي به دست آوردن

ba±ba=b±a sincoscossin)sin()1

aa=a cossinsin) 222

baba=b±a sinsincoscos)cos() m3

a-=-a=a-a=a 2222 211224 sincossincoscos)

ba
b±a

=b±a
tantan
tantan)tan()

m1
5

)93(دي o105tanمطلوبست: -6

32
2

324
31
31

31
13

131
13

45601
4560

4560105 --=
-
+

=
+
+

´
-
+

=
´-
+

=
´-
+

=+=
tantan

tantan)tan(tan o

)93(شهریور o15cosمطلوب است، -7

4
26

2
1

2
2

2
3

2
2

30453045304515
-

=´-´=-=-= sinsincoscos)cos(cos o

)92(شهریور o75sinمطلوب است، -8

4
62

2
2

2
3

2
2

2
1

45304530453075
+

=´+´=+=+= sincoscossin)sin(sin o
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اي در ربع دوم باشد و زاویهbاي در ربع اول و زاویهaاگر - 9
5
1

=asin و
3
2

-=bcos باشد، مقدار)cos( b-a را به

خارج از کشور)92دست آورید. (خرداد 

5
24

5
24

25
24

1
25
1

1 2222اولربعدر =a¾¾¾ ®¾±=aÞ=aÞ=a+Þ=a+a a coscoscoscoscossin

3
5

3
5

9
5

1
9
4

1 2222دومربعدر =b¾¾¾ ®¾±=bÞ=bÞ=+bÞ=b+b b sinsinsinsincossin

15
564

15
5242

3
5

5
1

3
2

5
24 +-

=
+-

=´+
-

´=ba+ba=b-a sinsincoscos)cos(

)xsin)hxsinعبارت -10 )93ضرب تبدیل کنید. (خرداد را به حاصل+-

2
2

2
2

hxcoshsin)xsin()hxsin( +
´=-++

o522سینوس و کسینوس -11 را حساب کنید. (تالیفی)/

4
22

2
2
2

1

2
451

522
2

21 22 -
=

-
=

-
=Þ

a-
=a

o
o cos/sincossin

2
22

522
-

=Þ o/sin

4
22

2
2
2

1

2
451

522
2

21 22 +
=

+
=

+
=Þ

a+
=a

o
o cos/coscoscos

2
22

522
+

=Þ o/cos

هایی در ربع سوم باشند و زاویه,abاگر - 12
5
4

-=asin و
13
5

-=bcos مقدار ،)sin( b+a 90را محاسبه کنید. (شهریور(

5
3

5
3

25
16

11
5
4 سومربعدر2 -=aÞ-=--=a--=a¾¾¾¾ ®¾-=a a cossincossin

13
12

13
12

169
25

11
13
5 سومربعدر2 -=bÞ-=--=b--=b¾¾¾ ®¾-=b b sincossincos

)()()()(cossincossin)sin(
5
3

13
12

13
5

5
4

-´
-

+-´-=ab+ba=b+a
65
56

65
36

65
20

=+=
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)sin(را از فرمول a2sinفرمول -13 b+a 91بدست آورید. (دي(

=aa+aa=a=a+a¾¾ ®¾b+a a®b cossincossinsin)sin()sin( 2 sin cosa a2

)90قدر است؟ (خرداد چه7ي روبروي ضلع به طول باشد، زاویه7و 3، 1در مثلثی که طول اضلاع آن -14

o60
2
1

12317 222 =qÞ=qÞq´´-+= coscos)(

)90ي زیر را بررسی کنید. (دي درستی رابطه-15

122 2 -a=a coscos

a-a=aa-aa=a+a=a 222 sincossinsincoscos)cos(cos

121 222 -a=a--a= cos)cos(cos

)88ي زیر را بررسی کنید. (خرداد درستی رابطه-16

a=
a-a
a-a

4
35
53 cot

coscos
sinsin

sin( ) cos( )sin sin sin cos cos cot
cos cos sin sin sinsin( )sin( )

a- a a + a
a - a - a a a

= = = = a
a + a a - aa - a - a a a-

3 5 3 5
23 5 2 4 42 2 4

5 3 5 35 3 2 4 42
2 2

)87درستی رابطه زیر را بررسی کنید. (خرداد -17

a
=

a+a

a-
p

a+
p

3
1

5
44

4

sinsinsin

)sin()sin(

)cos()sin(

)cos()cos(

sinsin

)sin()sin(

2
5

2
5

2

44442
1

4

5
44

4

a-aa+a

úû
ù

êë
é a+

p
-a+

p
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p
+a+

p-
´

=
a+a

a-pa+p

a
=
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a

=
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a-
p

-
=

3
1

232
22

232

2
2

2

sincossin
cos
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هاي زیر را به حاصل ضرب تبدیل کنید.عبارت-18

xcosxcosB 22 5 -= 32(شهریور 88)  += xcosA (شهریور 89)   

xsinxsinxsinD 32 ++= xsinC(تالیفی)  21+= (تالیفی) 

x x x xA cos x (cos x ) (cos x cos ) cos( ) cos( ) cos( )cos( )

p p
+ -p p p

= + = + = + = = + -
3 6 62 3 2 2 4 4

2 6 2 2 2 12 2 12

)xsin.xsin)(xcosxcos()xcosx)(cosxcosx(cosxcosxcosB 232232555 22 -=-+=-=

x x x xC sin x ( sin x) (sin sin x) sin( )cos( ) sin( )cos( )

p p
+ -p p p

= + = + = + = = + -
1 6 61 2 2 2 4 4
2 6 2 2 12 2 12 2

sin xcosx

D sin x sin x sin x sin x sin x cos x sin x( cos x) sin x(cos cos x)p
= + + = + = + = +

2 2
1

2 3 2 2 2 2 2 2 2
2 3

644474448

)xcos()xcos(xsin)
x

(cos)
x

cos(xsin
2626

24
2

3
2

324 -
p

+
p

=
ç
ç
ç
ç

è

æ

÷÷
÷
÷

ø

ö-
p

+
p

=

xsinxsinAعبارت -19 )84را به حاصل جمع تبدیل کنید. (خرداد =32

[ ]A sin x sin x cos( x x) cos( x x) (cos x cos x) cos x cos x= = - + - - = - - = -
1 1 1 1

2 3 2 3 2 3 5 5
2 2 2 2

20-aاي حاده و زاویهbاي منفرجه، زاویه
5
3

=asin و
2
2

-=bcos است. مقدار)cos( b-a 94را محاسبه کنید. (خرداد(

5
4

=acos        ,
2
2

=bsin cos( ) cos cos sin sin -
Þ a-b = a b+ a b = ´ + ´ =

4 2 3 2 2 2
5 2 5 2 10
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)sin(با استفاده از فرمول -21 b+a و)sin( b-a94نشان دهید. (دي(

( ))sin()sin(sinsin b-a+b+a=ba
2
1

[ ] [ ] ba=ba=ba-ba+ba+ba cossincossinsincoscossinsincoscossin 2
2
1

2
1

داریم: aنشان دهید براي هر زاویه -22
2

212 a+
=a

coscos 94(شهریور(

روش اول: 

cos (cos sin ) ( sin ) (cos cos cos cos cos+ a + a - a - a + a a + a a
= = = = = a

2 2 2 2 2 2 2
21 2 1 1 2

2 2 2 2 2

روش دوم:

2
21

212122 222 a+
=aÞa+=aÞ-a=a

coscoscoscoscoscos

معادلات مثلثاتی 
کنیم:ل معادلات مثلثاتی، به نکات زیر دقت میبراي ح

)Zk(
kx

kx
sinxsin Î

ï
î

ï
í

ì

a-p+p=

a+p=
Þa=

2

یا

2

)Zk(kxcosxcos Î±p=Þa= 2

)Zk(kxtanxtan Îa+p=Þa=

a+pk2

sin

a-pk2

a

acos
cos

sin

a cos

tan

atan

k2 p + p -a

sin

a+pk2

asin
cosa
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)92معادله مقابل را حل کنید. (دي -1

{ {
a

= xsinxsin
X

25

)Zk(
kxkxxkx

kxkxxkx

xsinxsin Î

ï
ï

î

ï
ï

í

ì

p
=Þp=Þ-p+p=

p
=Þp=Þ+p=

Þ=

7
2

27225

یا
3

2
23225

25

)93را حل کنید. (خرداد معادله مقابل-2

0392 2 =++ xcosxsin
03922039120392 222 =++-Þ=++-Þ=++ xcosxcosxcos)xcos(xcosxsin

0592 2 =++-Þ xcosxcos
: تغییر متغیر 0592 2 =++-Þ= tttxcos

4
119

4
1219

2
121408142

-
±-

=
-
±-

=
D±-

=Þ=+=-=D
a

btacb

cos x

cos x x k (k Z)

=ì
ïÞ í p

= - Þ = p± Îïî

5

1 2
2

2 3

)93معادله مقابل را حل کنید. (دي -3

02 2 =- xsinxsin
01202 2 =-Þ=- )xsin(xsinxsinxsin

ï
ï

î

ï
ï

í

ì

p
+p=

p
-p+p=

p
+p=Þ=Þ=-

Î
p=Þ=

Þ

6
5

2
6

یا2
6

2
2
1

012

0

kk xkxxsinxsin

)Zk(
kxxsin

]ي ها در بازهجواب ]p20,:

ï
ï
ï
ï
ï

î

ïï
ï
ï
ï

í

ì

p
+p=

p
+p=

p=

6
5

2

6
2

kx

kx

kx

},,,,{
6

5
6

20
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pp=مجموعه جواب

x

y
0

6
p

x

y
0

6
5p

cos

sin

2
1-

3
2p

cos

sin

cos
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6
p

غیرقابل قبول

x 0
0

1

p
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)92معادله مقابل را حل کنید. (شهریور -4

1=- xcosxsin

2
2

2
1

4
1

4
21 ==÷

ø
ö

ç
è
æ p

-Þ=÷
ø
ö

ç
è
æ p

-Þ=- xsinxsinxcosxsin

)Zk(
kxkx

kxkx
Î

ï
ï
î

ïï
í

ì

p+p=Þ
p

-p+p=
p

-

p
+p=Þ

p
+p=

p
-

Þ
2

4
2

4

2
2

4
2

4

÷براي حل این معادله از فرمول تذکر:
ø
ö

ç
è
æ p

-=-
4

2 xsinxcosxsin.استفاده کردیم

)92هاي معادله مثلثاتی زیر را تعیین کنید. (خرداد کلیه جواب-5

032 =- xcosxsin
032032 =-Þ=- xcosxcosxsinxcosxsin

ï
ï
ï

î

ï
ï
ï

í

ì

ï
ï
î

ïï
í

ì

p
-p+p=

p
+p=

Þ
p

==

p
+p=Þ=

Þ=-

3
2

3
2

32
3

2
0

032

kx

kx
sinxsin

kxxcos

)xsin(xcos

)91تی زیر را تعیین کنید. (دي هاي معادله مثلثاکلیه جواب-6

0232 =+- xcosxcos
14023 22 =DÞ-=DÞ=+- acbxcosxcos

cos x +
Þ = = =

3 1 4
2

2 2
p=Þ==

-
= kxxcos 21

2
2

2
13

)90هاي معادله مثلثاتی زیر را تعیین کنید. (دي کلیه جواب-7

1=+ xcosxsin

2
2

2
1

4
1

4
21 ==

p
+Þ=

p
+Þ=+ )xsin()xsin(xcosxsin

ï
ï
î

ïï
í

ì

p
+p=Þ

p
-p+p=

p
+

p=Þ
p

+p=
p

+
Þ

p
=

p
+Þ

2
2

4
2

4

2
4

2
4

44 kxkx
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sin)xsin(

cos

sin
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ها معادله مثلثاتی زیر را تعیین کنید. (تالیفی)کلیه جواب-8

2
2

=- xcosxsin

2
2

22
2

=-
p

-Þ=- )xsin(xsinxcosxsin

2
2

44
2

2
2

2
2

2
22 =

pp
-Þ=

-
p

++
p

-
cos).xsin()

xx
cos()

xx
sin(
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1
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2

2
2

4
2

p
==

p
-Þ=´

p
-Þ sin)xsin()xsin(

ï
ï
î

ïï
í

ì

p
+p=

p
+p=

Þ

ï
ï
î
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í

ì

p
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p
-

p
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p
-

Þ

12
13

2
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5

2

6
2

4

6
2

4

kx

kx

kx

kx

)90هاي معادله مثلثاتی زیر را تعیین کنید. (شهریور کلیه جواب- 9

12 =xtanxtan

xcot
xtan

xtanxtan.xtan ==Þ=
1

212

632
2

2
2

p
+

p
=Þ-

p
+p=Þ-

p
=

kxxkx)xtan(xtan

)91هاي معادله مثلثاتی زیر را تعیین کنید. (شهریور کلیه جواب-10

012 =-+ xcosxsin

0121012 2 =--+Þ=-+ xsinxsinxcosxsin

ï
ï

î

ï
ï

í

ì

ï
ï
î

ïï
í

ì

p
-p+p=

p
+p=

Þ
p

==

p=Þ=

Þ=-Þ

6
2

6
2
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1

0

021

kx

kx
sinxsin

kxxsin

)xsin(xsin

012معادله -11 =+- xcosxcos 94را حل کنید. (خرداد(

0120112 2 =-®=+-- )xcos(xcosxcosxcos

2
0

p
+p=®= kxxcos

3
2

2
1 p
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0132معادله -12 2 =+- xcosxcos 94را حل کنید. (دي(

0121 =-- )xcos)(x(cos p=®= kxxcos 21
3

2
2
1 p

±p=®= kxxcos

122معادله -13 += xcosxsin 94را حل کنید. (شهریور(

2
00211 222 p

+p=Þ=Þ=Þ+=- kxxcosxcosxcosxcos

وارون توابع مثلثاتی 

xsinبرد تابع  ],[ي ، بازه-1
22
pp

اي بـین  ، زاویهsin-1است. پس خروجی -
2
p

و -
2
p

 ـمـی  د. اگـر  باش

10 ££ x ،باشد
2

0 1 p
££ - xsin 01و اگر ££- x ،0باشد

2
1 ££

p
- - xsinچنـین  هـم باشـد.  می

xsin)x(sin 11 -- -=-.

xtanبرد تابع  ),(ي ، بازه-1
22
pp

00باشد، 0³xاست. اگر - 1 ££ - xtanچنین همباشد. می

xtan)x(tan 11 -- -=-.

xcosبرد تابع  ],[ي بازه-1 p0 10است. اگر ££ x ،باشد
2

0 1 p
££ - xcos 01و اگر ££- x ،باشد

p££
p - xcos 1

2
x(cos)x(cos(اشد. ضمناً بمی 11 -- -p=-.

cos

sin

p o

cos

sin
2
p

2
p

-

cos

sin

2
p

2
p

-
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)93مطلوب است:  (دي -1

3
2
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1
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1 11 p
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ç
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æ- -- coscos

)93مطلوب است: (خرداد -2
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2
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4
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æ
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ö
çç
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æ
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ø
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ç
è
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p
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p

باشد.-
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4
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==÷
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)90مطلوب است: (شهریور -6
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ی)نشان دهید. (تالیفxبراي هر -10
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+
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+

=a=
a

-
321 22

2
2

2

2
2

1

11
1

x
xsin

x
xsin

tan
tansin

xtanxtan

+
=aÞ

+
=aÞ
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sinاي در ربع دوم باشد که زاویهaاگر -1 3
5

a sin، مقدار = 2a.را محاسبه کنید

sinي معادله-2 x cos x 1+ را حل کنید.=

مقادیر زیر را محاسبه کنید.-3

sin ( )1 2
2

- cos(ب- (tan )1 3
4

- p
(الف

را حساب کنید.105oسینوس زاویه -4

cosمعادله -5 x cos x22 1+ - = o.را حل کنید

tanحاصل -6 ( ) tan ( )1 11 3
3

- را بنویسید.+-

خودآزمایی

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



53

مبتکران اهوازامید نورانیحسابان سوم ریاضی

33371415-33371514تلفن: ، آموزشگاه مبتکران119، پلاك 3غربی، فاز18اهواز، کیانپارس، خیابان 

@riazi10

ابت کنید.درستی اتحاد روبرو را ث-7

cos cos cos33 4 3a = a - a

sinمعادله -8 x sin x22 - = o.را حل کنید

cosمقدار - 9 sin 1 3
5

-æ öæ ö
ç ÷ç ÷è øè ø

را حساب کنید.
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x

x xlim
x

2

21

3 4
2 2®-

+ +
-

(الف

fپیوستگی تابع - 9 (x) x1= aرا در نقطه - بررسی کنید.=1
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نمره)5مشتق توابع (: فصل پنجم

پذیري با استفاده از تعریف مشتق و کاربرد آنمشتق

axي در همسایگی نقطهfاگر  نامیم.میaدر fتعریف شده باشد، در این صورت حد زیر را در صورت وجود مشتق تابع =

x a

f (x) f (a)f (a) lim
x a®

-¢ =
- h

f (a h) f (a)f (a) lim
h®

+ -¢ =
0

axدر یک همسایگی راست fاگر تابع  تعریف شده باشد =
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)a(f)x(flim
ax -

-
+®

دهیم نشان می¢+a(f(نامیم و با میaدر fرا در صورت وجود، مشتق راست 

axو اگر در همسایگی چپ  عریف شده باشد، ت=
ax

)a(f)x(flim
ax -

-
-®

دهیم.نمایش می¢-a(f(نامیم و با میaدر fرا در صورت وجود، مشتق چپ 

و با هم مساوي باشند.موجودهاي چپ و راست تابع در آن نقطه معادل با آن است که مشتقaي درونی پذیري یک تابع در نقطه* مشتق

هندسی مشتق: تعبیر 
axاي به طول در نقطهfمشتق تابع  axاي به طول در نقطهf، شیب خط مماس بر نمودار = fي خط مماس بر نمودار باشد. بنابراین براي به دست آوردن معادلهمی=

a(fm(، شیب آن را از aاي به طول در نقطه آوریم و براي شیب خط قائم از به دست می=¢
)a(fm

m
¢
-

=-=¢
کنیم.استفاده می11

3x)x(fبا استفاده از تعریف، مشتق تابع -1 ي خط قائم بر نمودار تابع را در حساب کنید. سپس معادلهaي دلخواه را در نقطه=

A),(ي نقطه )93آورید. (خرداد به دست 11

222222
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-
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به x=1کنیم تا شیب خط قائم در آوریم، سپس آن را قرینه و معکوس میرا به دست میx=1ي خط قائم، ابتدا شیب خط مماس در براي نوشتن معادله
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)(f)x(flim)(f
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f)(f)(چون  11 -+ باشد.پذیر نمیمشتقx=1در fپس تابع ¢¹¢

)92، در صورت وجود بیابید. (خرداد x=2هاي چپ و راست تابع زیر را در با استفاده از تعریف مشتق، مشتق-4
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x|)x(f|پذیر بودن تابع هاي راست و چپ و مشتقبا استفاده از تعریف مشتق، وجود مشتق-10 x=3را در نقطه =-3
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x(f)x(g(bباشد نشان دهید aاي مانند پذیر در نقطهتابعی مشتقf)x(اگر -14 پذیر بوده و مشتقaنیز در نقطه =+
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مشتق توابع زیر را بیابید. (ساده کردن الزامی نیست.)

y)92(دي  ( x x)( x sin x) y ( x )( x sin x) ( x cos x)( x x)¢= + + Þ = + + + + +2 2 2 23 5 4 6 5 4 8 3 5)1

)93(دي 
xy x sin x y
x x

- -¢= - + Þ = +
- -

2 1
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2 4 1
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y)93(شهریور ( ( x ) cos( x ) y cos( x ) x ( sin( x ))( x )¢= + + Þ = + + - + +3 3 2 33 5 4 1 3 4 1 12 4 1 3 5)4

)93(خرداد 
x x ( x ) ( x )y y
x ( x )
- + - -¢= Þ =
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3 1 9 2 1 2 3 1
2 1 2 1

)5

y)93(خرداد  (x ) y x (x )¢= + Þ = ´ +2 3 2 21 2 3 1)6

y)93(خرداد  tan x y
x

- ¢= Þ =
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اي و متوسطآهنگ تغییرات لحظه

آید:ي زیر بدست میاز رابطه2xو 1xدر دو مقدار fآهنگ تغییرات متوسط تابع 
f (x ) f (x )

x x
-
-

2 1

2 1

اي (آنی):آهنگ لحظه

x(f(برابر 0xي در لحظهfآهنگ تغیرات تابع  است.0¢

ابتدا باید فرمول مساحت دایره را برحسب را بیابید. p3اي به محیطط آن، براي دایرهآهنگ تغییرات مساحت دایره نسبت به محی-1

)93(دي محیط آن به دست آوریم.

p
=÷

ø
ö

ç
è
æ
p

p=p=
p

=Þp=
422

2
22

2 PPrS,PrrP

کنیم:را محاسبه میPنسبت به Sحال مشتق 

2
3

2
3

3 =
p
p

=p¢= )(Sمحیط اي بهبراي دایرهآهنگ تغییرات مساحتp3درp=Þ
p

=
p

=¢ 3
24

2 PPP)P(S

)92است را به دست آورید. (دي 4آهنگ تغییرات مساحت یک دایره که قطر آن -2

p=¢Þp=¢Þp== 4222 2 )(Sr)r(Sr)r(S,r

آهنگ تغییرات حجم یک کره نسبت به شعاع آن هنگامی که حجم کره -3
6
p

89مکعب است، را حساب کنید. (دي مترسانتی

خارج از کشور)

اي که حجم آن ابتدا شعاع کره در لحظه
6
p

آوریم:است را به دست می

V r r r r V (r) r V ( ) ( )p ¢ ¢= p = Þ = Þ = Þ = = p Þ = p = p3 3 3 2 24 1 1 1 1 1
4 4 4

3 6 2 8 2 2 2
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ضلع مربع را به ابتدا واحد است را به دست آورید. 8اي که محیط آن آهنگ تغییر مساحت مربع نسبت به ضلع آن در لحظه-4

خارج از کشور)90(خرداد آوریم: دست می

422

284
2 =¢Þ=¢Þ=

=Þ==

)(SaSaS
aaP

گرفتیم.آوردیم و مشتق میاگر در سوال آهنگ تغییرات مساحت نسبت به محیط را خواسته بود، باید مساحت را برحسب محیط به دست میتذکر:

)90واحد است به دست آورید. (خرداد 16را نسبت به محیط آن براي مربعی که محیط آن آهنگ تغییرات مساحت یک مربع - 5

S x P PS(P) S (P) S ( )PP x x

ü=
ï ¢ ¢Þ = Þ = Þ =ý

= Þ = ïþ

2
2

16 2
16 84

4

)94را بدست آورید (خرداد R=4آهنگ تغییرات مساحت دایره به شعاع -6

p=¢®p=¢®p= 8422 )(SR)R(SR)R(S

p2اي به مساحتاست. تغییرات محیط دایره را نسبت به مساحت آن براي دایرهاي تابعی از مساحت آن محیط هر دایره-7
)94حساب کنید. (دي 

(محیط دایره) RP p= 2

(مساحت دایره)
p

=®
p

=®p=
SRSRRS 22 SSP P (S)

S
= p p¢= p ® = p ¾¾¾® =

p p p
2

2

1 2 2
2 2

22 2 2
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نزولیتابع -تابع صعودي-خط مماس و قائم بر منحنی

3x)x(fبا استفاده از تعریف، مشتق تابع -1 ي خط قائم بر نمودار تابع را در حساب کنید. سپس معادلهaرا در نقطه دلخواه =

A),(نقطه  )93به دست آورید. (خرداد 11

ax
axlim

ax
)a(f)x(flim)a(f

axax -
-

=
-
-

=¢
®®

33
2

22

3a
ax

)aaxx)(ax(lim
ax

=
-

++-
=

®

)x(ymm 1
3
1

1
3
1

3 21 --=-Þ-=Þ=

],[ي در چه نقاطی از بازه-2 p20 خط مماس بر نمودار تابع ،xsin)x(f )93ها است؟ (خرداد xموازي محور =

÷
ø
ö

ç
è
æ -
p

÷
ø
ö

ç
è
æ pÞ

pp
=Þ==¢ 1

2
3

1
22

3
2

0 ,,,,xxcos)x(f

معادله خط قائم بر منحنی تابع -3
1
2

-
+

=
x
x)x(f2اي به طول را در نقطه=x شهریور) .93بیابید(

Þ
-
-

=¢Þ= 21
3

42
)x(

)x(f)(f مماس 32 -=¢= )(f
3
1

قائم =® m )x(y 2
3
1

4 -=- معادله خط قائم

xxyاي از نمودار تابع نقطه-4 32 وازي نیمساز ربع اول و سوم را تعیین کنید که خط مماس بر منحنی تابع در این نقطه م=+

)92باشد (شهریور 

y x m
x x A( , )

y x m a
= Þ = ü

Þ + = Þ = - Þ - -ý¢ = + Þ = + þ
1

2

1
2 3 1 1 1 2

2 3 2 3

ي خط مماس بر نمودار تابع معادله-5
2-

=
x

xyي را در نقطه),(A )92به دست آورید (خرداد =33

2
1
2

3
2

2
2 -=

-
=¢=Þ

-
--

=¢ )(fm
)x(

x)x(y 9232300 +-=Þ--=-Þ-=- xy)x(y)xx(myy
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معادله خط قائم برمنحنی -6
1

1
+

=
x

y94بنویسید (شهریور 1اي به طول را در نقطه(

21
2

1

)x(
xy
+

-
=¢ )x(yy  x,mm 18

2
1

2
1

18
8
1

-=-Þ=Þ==¢Þ-=

xmxx)x(fکه تابع کنیدرا چنان تعیین mحدود -7 ++= همواره صعودي باشد (تالیفی)23

¾¾ ®¾++=¢Þ++= >¢ 0223 123 )x(fmxx)x(fxmxx)x(f

î
í
ì

<-Þ<-=D

>
®

î
í
ì

<D
>

Þ>++
012404

03

0

0
0123

22
2

macb
a

mxx 3332 <<-Þ<Þ mm

xx)x(fاي تابع در چه بازه-8 183 3 اکیداً صعودي یا اکیداً نزولی است (تالیفی)=-

کنیم.مشتق تابع را محاسبه و آن را تعیین علامت می

189183 23 -=¢Þ-= x)x(fxx)x(f
220189 22 ±=Þ=Þ=-Þ xxx

),,(),(هاي در بازهfنابراین تابع ب +¥--¥ ),(اکیداً صعودي و در بازه 22 اکیداً نزولی است.-22

xsinyي خط قائم بر منحنی تابع معادله- 9 )بنویسید (تالیفیتابعواقع بر منحنیpاي به طول را در نقطه=

sin(yx(A),(آوریم.ابتدا مختصات نقطه را به طور کامل بدست می 0000 pÞ=p=Þp=

¢=Þگیریم:حال از تابع مشتق می xcosy1مماس-=p=p¢= cos)(fm

1عمود
1
1
=

-
-

=mp-=Þp-=- xy)x(y معادله خط قائم: 10

x ¥- 2- 2 ¥+

189 2 -=¢ x)x(f + - +
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ي خط قائم بر منحنی تابع معادله-10
1
2

-
+

=
x
x)x(f2اي به طول را در نقطه=x شهریور) .93بیابید(

),(A)(f 4242 Þ=
3
1

332
1
3

1
21

22مماسقائم =Þ-=Þ-=¢Þ
-
-

=
-

+--
=¢ mm)(f

)x()x(
)x()x()x(f

3
10

3
1

2
3
1

4 +=Þ-=-Þ-=- xy)x(y)xx(myy AA

=+4ي خط مماس بر منحنی تابع معادله-11 xsinyي را در نقطه
3
p

خارج از کشور)91بنویسید. (خرداد 

2
1

3
=÷

ø
ö

ç
è
æ p=Þ=¢ cosmxcosy

4
2
3

62
1

32
1

4
2
3

4
2
3

3
4

2
3

4
33

++
p

-=Þ
p

-=+-Þ+
p

Þ+=+
p

=Þ
p

= xy)x()(y),(Asinyx
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fي خط مماس بر نمودار تابع با استفاده از تعریف، معادله-1 (x) x x2 2 3= + xي را در نقطه+ به دست آورید.=1

مشتق توابع زیر را به دست آورید. (ساده کردن مشتق لازم نیست)-2

y (tan x x )1 2 5-= (ب+
sin xy

x

2 2
1

=
+

(الف

آهنگ تغییرات مساحت یک دایره را نسبت به محیط آن به دست آورید.-3

fع با استفاده از تعریف مشتق، مشتق تاب-4 (x) x x2= xرا در + به دست آورید.=3

مشتق توابع زیر را به دست آورید. (ساده کردن مشتق لازم نیست)-5

y x x4 3 2= (ب+
sin xy

cos x
1+

(الف=

( ) ( )y x x sin x
32 14 -= + (ج+

fتابع معادله خط مماس بر نمودار-6 (x)
x
1

xاي به طول را در نقطه= 1
2

واقع بر منحنی را به دست آورید.=

خودآزمایی
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fبا استفاده از تعریف مشتق، مشتق تابع -7 (x) x= را در نقطهa<o.به دست آورید

. (ساده کردن مشتق لازم نیست)مشتق توابع زیر را به دست آورید-8

x sin xg(x)
cos x

4

1
-

=
+

f(ب (x) (x x )3 2 51= - (الف-

h (x) (x x ) (tan x)15 -= - (ج+

fنقاطی از نمودار تابع  -9 (x) x x3 2 6= - را معین کنید که مماس بر منحنی در این نقاط مـوازي نیمسـاز ربـع اول و سـوم     -

باشد. 
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