
https://t.me/riazisara

https://www.instagram.com/riazisara.ir



t.me/Riazi_khanalipoor
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.باشدميشعاع

دايره

R
O
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اهيمخوگاهآنكنيم،مقايسهشعاعباوآوريمدستبهراخطتادايرهمركزيفاصلهاستكافيي

:داشت

وضعيت نسبي خط و دايره

»خط دايره را در دو نقطه قطع مي كند«»خط بر دايره مماس است«»كنندنميقطعرايكديگردايرهوخط«
OH R�OH R� OH R�

R
O

R
O

R
O

:كندميافرازبخشسهبهراصفحهدايرههر

.استدايرهشعاعازكمتردايرهازهاآنيفاصلهكهنقاطيمجموعه:دايرهداخل-1
.استدايرهشعاعبرابردايرهازهاآنيفاصلهكهنقاطيمجموعه:دايرهروي-2
.استدايرهشعاعازبيشتردايرهازهاآنيفاصلهكهنقاطيمجموعه:دايرهخارج-3

OI R�

OM R�

OE R�

I
M

E

O

Aنقطهدو , Bمانكهركهدهندميتشكيلراكمانكنيموصلهمبهاگررادايرهمحيطبرواقع
.استدايرهمحيطازقسمتي

كمان در دايره

AB

.باشنددايرههايشعاعآنهايضلعودايرهمركزرويآنرأسكهشودميگفتهايزاويهبه

.استبرابرآنرويروبهكمانبامركزييزاويهياندازه

زاويه مركزي

�

زاويه مركزي�

AB � �
O �

A

B زاويه ي محاطي

.باشنددايرهوترهايهايشضلعودايرهمحيطرويرأسشكهاستايزاويه

.استآنرويروبهكماننصفمحاطييزاويهياندازه
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)R2(.استقطردايرهدروتربزرگترين.استدايرهمحيطرويآنسردوكهاستخطيپارهه
وتر

.كندمينصفرانظيرشكمانوتر،بهعمودقطردايره،هردركنيدثابت
قضيه

1 2
1 2

90 AOH BOH

OB OA R AH BH
H H

O O AC BC
OH OH

� �
�

� �	 �	
 
� � ����� 
� � �

 ���

وتر و يك ضلع
C

تهنگذشدايرهمركزازكه(آنازوتريكوسطبهرادايرهمركزكهخطيدايره،هردركنيدثابت

.استعمودآنبهكند،ميوصل)باشد

قضيه

1 2
AOH BOH

AH HB
OB OA R H H
OH OH

� �
�

�	

 � � ����� �

 �� 1 2

1

1 2

180
2 180

90

H H
H
H H

� �

�

� �

ض ض ض 

آنبهد،كنميوصلآنازوتريكنظيركمانوسطبهرادايرهمركزكهخطيدايرههردركنيدثابت

.استعمودوتر

قضيه

c

12
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.برابرندهمبامساويوتردونظيرهايكماندايرههردركنيدثابتت

قضيه

1 2
AOH COH

AB CD
OA OD O O AB CD
OB OC

� �
�

�	

 � ����� � ��� �

 ��

زاويه مركزي

ض ض ض 

A

O

DC

B
1

2

.برابرندهمبامساويهايكماننظيروترهايدايرههردركنيدثابت
عكس قضيه

1 2O O
AB CD CO OB

AO OD

�	

� � �

 ��

A

O

DC

B
1

2

.برعكسواندفاصلهيكبهدايرهمركزازمساويوترهايدايرههردركنيدثابت

قضيه

AB A B OH OH� � �� � �

2 2
90

AB A B AH AH

H H OH OH
OA OA

� �	 � �� � �




� �� � ��� �

 ��

�

وتر و يك ضلع

اثبات عكس قضيه

290
OH OH
H H AH AH AB A B
OA OA R

�

��	

 � � � � �� � ��� � ��� �

 �� ��

وتر و يك ضلع
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ضلعواستدايرهبرمماساضلاعشازيكي.استدايرهمحيطرويآنرأسكهاستايزاويهه

.استدايرهازوتريديگرش
.استآنروبرويكماننصفظلييزاويهياندازه

زاويه ظلي

زاويه ي بين دو وتر متقاطع
برابرترودوبينحاصليزاويهكنيم،رسموتردودايرهداخلنقطهيكازهرگاهكنيدثابت:قضيه

.وتردوبينمحصورهايكمانباآنبهروروبههايكمانمجموعنصفبااست

1 2
AA BBM

� ��
� 2 2

AB A BM
� ��

�
121

2
)امتداد دو وتر(زاويه ي بين دو قاطع 

محصورهايكمانتفاضلنصفبااستبرابر)وتردوامتداد(قاطعدوبينيزاويهكنيدثابت:قضيه

.Mيزاويهبهروروبههايكمانياوتردوبين

2
AA BBM

� ��
�

زاويه ي بين يك قاطع و يك مماس
محصورايهكمانتفاضلنصفبااستبرابرمماسيكوقاطعيكبينيزاويهكنيدثابت:قضيه

)Mيزاويهبهروروبههايكمان(مماسوقاطعبين

2:داشتخواهيمسپسكنيمميوصلTبهBاز
AT BT

M
�

�

زاويه ي بين دو مماس
مماسدونبيمحصورهايكمانتفاضلنصفبااستبرابرمماسدوبينيزاويهكنيدثابت:قضيه

.Mيزاويهبهروبهروهايكمانعبارتيبهيا

2
TET TFT

M
� ��

�
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واستبرابرهمباهامماساينطولقطعاكنيم،مماسدايرهبرخطدودايرهازخارجاينقطهازاگرر

.كندميايجاددايرهدرراروابطي

خطوط مماس بر دايره

AT AT��

T

T�

Rهاينقطهدرمثلثهايضلعزيرشكلدر , P , Qبهتوجهبا.اندمماسدايرهبر

.آوريددستبهراACضلعشده،دادهمقدارهاي

مثال

ABC
�

•OMاستنيمسازونيمساز.

•OMاستمنصفعمود.
•

•

•

•

O
�

M
�

TT�
2OH OM R� �

2 4TT OH MH� � �

2TT OM R MT�� � �

MT MT��

دوتفاضلوجمعباراآنوبناميمABو)المركزينخط(آوردهدستبهرامركزدويفاصلهبايد
.كنيممقايسهشعاع

وضعيت دو دايره نسبت به هم
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يرابطهاز،باشدواگركهاستنقطهدويفاصلههمانمركزدويفاصلهه

:آيدميدستبهزير

يادآوري

A AA(x ,y )B BB(x ,y )

2 2
A B A B(x x ) (y y )� � �

:»متخارج«

:»خارجمماس«

:»متقاطع«

d R R�� �

d R R�� �

R R d R R� �� � � �

:»داخلمماس«

:»متداخل«

:»مركزهم«

d R R�� �

d R R�� �

0d �

يدايرهشعاعو2اوليدايرهشعاعباشيم،داشتهومراكزبهرادايرهدواگر

دارند؟قرارهمبهنسبتوضعيتيچهدردايرهدوباشد،3دوم

مثال

2 3O( , )�1 4O ( , )�

2 2

2 3

1 2 4 3 1 49 50 5 2
5 2 5

R ,R

d ( ) ( )

d ,R R d R R

�� �

� � � � � � � �

� �� � � � � � متخارج
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.برابرندهمبادايره،بردايرهازخارجنقطهازشدهرسمهايمماسطولكنيدثابتت
قضيه

90
OH OH
H H AH AH
AO AO

��	

 � �� � �� �

 ��

O

H

H�

A

دايره،آنبهواستمحيطيچندضلعيباشد،مماسايدايرهبرآناضلاعيهمهكهچندضلعي

.گوييممحاطييدايره

چندضلعي هاي محيطي

.استبرابرهمبامقابلاضلاعجمعمحيطي،چهارضلعيهردر
نكته

AB DC BC AD��� � � چهارضلعي محيطي�
نكته

هنقطآن(.باشندهمرسنقطهيكدرداخليزواياينيمسازهاياگراستمحيطيچهارضلعييك

).استمحاطييدايرهمركز
.هستندمحيطيهموارهلوزيومربعفقطمعروفهايچهارضلعيبيندر

)22:كهاستآنباشد،محيطيذوزنقهيككهاينبرايكافيولازمشرط R) AB CD� �
ارتفاع

2R

تمرين

باشد،45ذوزنقهمساحتاگراست،محيط3شعاعبهايدايرهبرالساقينمتساوييذوزنقهيك

است؟كدامآنساقطول

45
145 6 45 3 15 2 7 5
2

S

(a b) (a b) a b /

AD BC a b AD BC

�

� � � � � � � � � � �

� � � � � قاعده كوچك، چون چهارضلعي محيطي+قاعده بزرگ�
15 7 5AD BC AD BC /� � � � �
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دايره محاطي مثلثث
وبودآنشعاعبوديمدادهتوضيحمثلثمحاطيدايرهبارابطهدرقبلا

داردخارجيمحاطيدايرهسهمثلثهركهگفتيمهمچنينو

)استمحيطنصفPومثلثمساحتS(:بااستبرابرهاآنهايشعاعكه

Sr
P

�

OH OH OH� ��� �

مماس استaدايره بر ضلع مثلث به طول: 

مماس استbدايره بر ضلع مثلث به طول : 
مماس استcدايره بر ضلع مثلث به طول : 

a

b

c

Sr
P a
Sr
P b
Sr
P c

�
�

�
�

�
�

A

H��

H

H�

B

C

ف محاسبه ي هر قطعه كه دايره محاطي داخلي مثلث روي اضلاع آن جدا مي كند برابر است با نص

.محطي منهاي اندازه ي ضلع مقابل به زاويه ي رأس

AD AE P a
BD BF P b
CE CF P c

� � �	

 � � �

 � � ��

B

E

F E

D

A

مثال
وداخليمحاطييدايرهدوالمركزينخططول،ضلعطولبهالاضلاعمتساويمثلثدر

است؟كدامآنخارجيمحاطي

3

2 2

2 2

3 3 33 3 14 4 4
3 23 3 3 3
2 2 2

3 3 33 3 34 4 4
3 23 3 3 3 2 332 2 2

1 3 4 2
2 2 2

a ( )Sr aP

a ( )Sr aP a a

r r

�
� � � � �

�
� � � � � �

� �� �

�� � � � �

چندضلعي محاطي
هبوگوييمميمحاطيراچندضلعيآنباشند،داشتهقراردايرهرويچندضلعيهايرأسهمهاگر

.شودميگفتهچندضلعيمحيطييدايرهدايره،آن
M
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.استچندضلعيآناضلاعهايعمودمنصفبرخوردمحلچندضلعي،محيطييدايرهمركزز•

.برعكسواستمحاطيچهارضلعيباشند،مكملروبروهايزاويهچهارضلعييكدراگر•
:اگراستمحاطيچهارضلعييك•

180A C B D
� � � �

� � � � �

MA MC MB MD
AB CD AD BC AC BD

� � �	
 � � � � ��

مثال

چقدرديگرزاويهدوتفاضل.باشندميدرجه120و80محاطيچهارضلعييكمجاوريزاويهدو

100است؟ 60 40� � � � �

چند مسئله از كتاب درسي
:روبروشكلدر-1

.آوريددستبهرايزاويهياندازهگاهآن،اگر)الف

.آوريددستبهراكمانياندازهگاهآناگر)ب

140y � ��x

165x � �y

:روبروشكلبهتوجهبا-2

APطولگاهآن،و10شعاعطولاگر)الف , ABآوريددستبهرا.

هايخطپارهطولگاهآنباشد،اگر)ب

CQ , DQ , CDآوريددستبهرا.

6PR �

2 2 2 236 100 100 36 8 2 8r AP r AP AP AP� � � � � � � � � � �

2CQ RQ,RC� �

22 2 1x x� � �
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BCهايخط-33 , AF , AEنقاطدرترتيببهD , F , EدايرهبرOمماس.هستندمماس

BC،هايخطAF , AEنقاطدرترتيببهراC , Bمكانتغييرباكنيدثابت.استكردهقطع
ينقطهدوبيندايرهرويDينقطه
Eثابت , Fماندميثابتمثلثمحيط. ABC

�

2 2

AE AF

AB BC AC AB (BD DC) AC
AB EB CF AC AE AF
AE AE AE AF

�

� � � � � � �

� � � � � ����
� � � �

مثلثمحيط

.داشتنخواهدآندرتأثيريجاييجابهونداردبستگيDينقطهبهمحيطبنابراين

بركهبزرگتردايرهازوتريياندازه.هستندمترسانتي5و3مركزهميدايرهدوهايشعاع-4

.كنيدپيدارااستمماسكوچكتريدايره

2 2 2

2

2

9 25
16 4 2 2 4 8

OH AH OA
AH

AH AH AA AH

� �

� �

�� � � � � � � � �

A

3O

5

قضيه
مياثباتحالت3درقضيهاين.استآنرويروبهكماننصفمحاطييزاويهياندازهكنيدثابت
:شود
.كندعبوردايرهمركزاززاويهاضلاعازيكي)الف

:آيددستبهOABمثلثتاكنيمميوصلBينقطهبهدايرهمركزاز

1

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

2

2 2
2

BDA

OAB :OA OB r B A

BDO A B O A O BD A A

�

�

� � � �

� � � � � � � � �

متساوي الساقين

حكم
D

.باشندمركزطرفيكدرزاويهضلعدو)ب
:كنيمميرسمBينقطهبهمركزازوكنيمميرسمرامركزازگذرندهقطرAرأساز

:استالساقينمتساويمثلثچونگاهآنكنيمميوصلCينقطهبهدايرهمركزازسپس
1 1 1 2 2 1

2
OA OB r BDO A B O A BD A A ( )� �� � ����� � � � � �

ACD
�

1 2

2 2 1 2 2 2

2 1

2 2 2
2

1 2
2 2 2 2

OA OC r C A

CDO A C A CD A A ( )

BD CD BC BC( ),( ) A A A

� � � �

� � � � � � �

� � � � � � �
D

1
2
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باشندمركزطرفدودرزاويهضلعدو)پپ

Bازسپس.كنيمميرسمرامركزازگذرندهقطرAرأساز , Cگاهآن.كنيمميوصلمركزبه:

1

1
1 1 1 1

2

2
2 2 2 2

1 2
1 2

2 1
2 2

2 1
2 2

2 2 2
( ),( )

OAB :OA OB r A B

O BDO A B A A ( )

OAC:OA OC r A C

O CDO A C A A ( )

BD CD BCA A A A

�

�

� � � �

� � � � � �

� � � �

� � � � � �

� � ���� � � �

خارجيزاويه

خارجيزاويه

D

1

21

2

قضيه
.برابرندهمباموازيوترهايبينمحصورهايكماندايرههردركنيدثابت

:داشتخواهيمسپسكنيمميوصلبهAاز B�

1 1

1

1

2
2 2

2

AB A B ,AB B A

BBA
BB AA AA BB

AAB

� � � � �

��
� 
 � �
 � �� � � ��

�
� 
�

مورب

محاطي

محاطي

A

B�

قضيه
.اندمكملروبروزوايايمحاطيچهارضلعيدركنيدثابت

3602 180
2 2

2

BCDA
BCD BADA C

BADC

�

�
� 
 �
��� � � � � ��


� 
�

3602 180
2 2

2

ADCB
ADC ABCB D

ABCD

�

�
� 
 �
��� � � � � ��


� 
�

محاطي

محاطي

محاطي

محاطي

عكس قضيه
.تاسمحاطيچهارضلعيآنگاهباشند،مكملروروبهزوايايچهارضلعييكدرگاههركنيدثابت
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ميعبورايدايرهA,B,Cينقطهسهازبنابراين.گذردميدايرهيكحتمانقطهسههرازدانيمميي

دررادايرهتادهيمميادامهراCD.كندنميعبورDينقطهازدايرهاينكنيمميفرضودهيم
:استمحاطيچون:داشتخواهيمگاهآنكندقطع

:باشدميخارجييزاويهDشكلطبقطرفياز

.انددايرهيكروينقطهچهارپس.رسيممياوليهفرضدرتناقضبه)2(و)1(يرابطهطبق

ABCD�
180 1
180

B D
D D ( )

B D
�� � � �� ��� � �

D�

اثبات

ADD
�
�

2D A D D D ( )� �� � � �
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.استآنروبرويكماننصفظلييزاويهياندازهكنيدثابتت
قضيه

2
1

1 2

1
1

90 90
1

90

2 2
( )

B A D
A D( )

AT A A

AB ABD A

�� �� � � �
� ��
� � � � 
�

� ��� �

.ايمكردهرسمxyموازيرادايرهازوتر.استمماسCيدايرهبرAينقطهدرxyخط
:كنيدثابت

:كنيمميوصلBبهAاز

تمرين
BB�

AB AB��

1 1

1
1

1

1

2
2 2

2

( )

xy BB ,AB A B ( )

ABA
AB AB AB AB

ABB

� � � �

��
� 
 �
 ���� � � ��


� 
�

ظلي

محاطي

خطموازيكهخطكمكبه.استشدهدادهOمركزبهدايرهدرTABظلييزاويه

:كنيدثابتاستشدهرسمATمماس

تمرين
BB�

2
ABTAB �

1 1

1
1 1 1

1

2 2 2
( )

AT BB ,AB A B ( )

AB AB ABB A A

� � �

� �
� ��� � ��� �

�

برابرند باهم مساوي وترهاي بين كمان

.استدرجه180مثلثهرداخليزوايايمجموعدهيدنشانمحاطييزاويهتعريفازاستفادهبا

.گذردميدايرهيكخطيكبرواقعغيرنقطههراز

تمرين

2 2 2
360 180

2 2 2 2 2

BC AC ABA ,B ,C

BC AC AB BC AC ABA B C

� � �

� �
� � � � � � � � �
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:كنيدرسمرامثلث.استشدهدادهAM=maميانهوضلعمثلثدرر

اينقطهوكنيمميرسمراBCمنصفعمودسپسوكشيدهمفروضياندازهبهراBCخطپاره
زاويهمنصفعمودباكهكشيدهطوريراPxخطنيم.گيريممينظردرآنرويPماننددلخواه

باخطوطاينبرخوردمحلكهوOنقاطتاPxموازيخطدوB,Cنقاطازسپسوبسازد
بزرگتركمانكهكردهرسمايدايرهOBشعاعوOمركزبهسپسآيددستبهاستعمودمنصف

.باشدميBCخطپارهبهوابستهيزاويهدرخوركمان

تمرين
ABC

�

A ,BC a� � �

�O�

�
رادرخوركمانتازدهكمانيAMشعاعوMمركزبهسپسكردهاختيارBCوسطراMينقطه

هميناينكهبهتوجهبا.اندمسئلهجوابوABCهايمثلثكندقطعوAنقاطدر
يكوليداردجواب4حداكثرمسئلهدادانجامتوانمينيزBCپاييندرخوركماندرراكارها
.استفردبهمنحصرآنجواب

A�AB C�

B C

A

a

يدايرهدوازهاييكمانگذرند،ميثابتينقطهدوازآنضلعدوكهايزاويهرأسهندسيمكان

2ابربرمشتركوتربهروروبهمركزييزاويهوگذرندميثابتينقطهدوآنازكهاستمساوي

.باشدمي

وابسته به يك پاره خطكمان درخور يك زاويه

ينقطهوكشيدهراآنعمودمنصفسپسوكردهرسمشدهدادهياندازهبهراBCخطپارهابتدا

يزاويهمنصفعمودباكهكنيمميرسمطوريراPxخطنيموكردهاختيارآنرويراPدلخواه
Bنقاطازسپس.بسازد , CموازاتبهخطنيمدوPxنقاطدرراعمودمنصفتاكردهرسمOو

.كندقطع
،)كنندمينصفرايكديگروعمودندهمبرآنقطرهايزيرا(.استلوزيچهارضلعي

رسمدايرهدوOBشعاعبهووOمركزبهحالباشند،مي2برابروOيزاويهبنابراين
Bازكهطوريبهكرده , Cبگذرند.

O�

BOCO�

O�O�
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كماندواينرويAينقطهاگربالعكسوباشندميAرأسهندسيمكانكمانن

:داشتخواهيمداخل،ياواستكماندواينازخارجياصورتايندرنباشد،

BFC,BEC

A
A

� � �
��� �

خارجي لقبوقابلغير
لقبوقابلغير
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روابط طولي در دايره
بااستبرابروتريكقطعاتضربحاصلكنيم،رسموتردودايرهداخلنقطهيكازاگر:قضيه

MA.ديگروتررويقطعاتضربحاصل MB MA MB� �� � �

2

2

BBA A
MB MA MA MB MA MB
MB MAAAB B

� �

	 �
�� �
 �
 � ����� � � � � � ��
 �� �
�

�

A

B

عكس قضيه
باشيمداشتهكهطوريبهباشد،خطپارهدوتلاقيمحلMينقطهاگر
.گذردميدايرهيكينقطه4ازگاهآن
نقطهازدايرهايناگر.دهيمميعبوردايرهيكينقطهسهاز

گاهآنكندقطعينقطهدررادايرهتادهيمميامتدادراكند،عبور

:داشتخواهيمقضيهخودطبق

.گذرندميدايرهيكاز

MA MB MA MB� �� � �

A,B,A ,B� �

A,B,A�B�

A B� �B��

MA MB MA MB� ��� � �
MA MB MA MB� �� � �

طبق قضيه
طبق فرض

B B� � ��� � ��
�

A,B,A ,B� �

قضيه
قاطعكيقطعاتضربحاصلكنيدثابتكنيم،رسمدايرهبرقاطعدودايرهازخارجنقطهيكازاگر

BM.ديگرقطعاتضربحاصلبااستبرابر AM BM AM� �� � �

2

2

BBA A
MB AMAMB,AMB
MB AMAAB B

� �

	 �
�� �
 �
�� � � � ��
 �� �
�

BM AM BM AM� �� � �
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عكس قضيهه
باشيمداشتهكهطوريبهباشد،خطپارهدوتلاقيمحلMينقطهاگر
.گذردميدايرهيكينقطه4ازگاهآن

كند،عبورنقطهازدايرهايناگر.دهيمميعبوردايرهيكينقطهسهاز
گاهآنكندقطعينقطهدررادايرهتادهيمميامتدادرا

:داشتخواهيمقضيهخودطبق

.گذرندميدايرهيكاز

MA MB MA MB� �� � �

A,B,A ,B� �

A,B,A�B�

A B� �B��

MA MB MA MB� ��� � �
MA MB MA MB� �� � �

طبق قضيه
طبق فرض

B B� � ��� � ��
�

A,B,A ,B� �

قضيه
ومماسيكدايرهخارجMينقطهاز(باشدمماسيكوقاطعيكتلاقيمحلMينقطهاگر
.قاطعقطعاتبيناستهندسييواسطهمماسطولگاهآن،)ايمكردهرسمدايرهبرقاطعيك

,AبهTاز B2:داشتخواهيمگاهآن.كنيمميرسمMT MB MA� �

1 2

M M
AT MT AMATM,BTM BT BT BM MTA T

� �
� �

	 �

� ���� � � �

� �

�

A� 2MT MB MA� �

عكس قضيه
باشيمداشتهاگر.استABامتدادوMTخطپارهدوتلاقيمحلMينقطه

,Aينقطهسهازگاهآن B , Tگذردميدايرهيك.
,Aينقطهسهازگذرندهيدايرهكنيمميفرض B, TخطبرMT

:كندميقطعينقطهدرراMTامتدادپسنباشد،مماس

Tيدايرهومنطبقندهمبرو
.استمماسMTبرTينقطهدرA,B,Tنقطهسهازگذرنده

2MT AM BM� �

T�

MA.MB MT .MT
T T

MA.MB MT.MT
�� � �� � ��� �

T�

A

T

T� B

M
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طريقه رسم مماس بر دايره از يك نقطه خارج از آن  
طوريبهكنيمميرسمOMقطربهايدايرهسپسگرفته،نظردردايرهخارجراMدلخواهنقطه

شودميثابتكرده،وصلMوOبهراوT.كندقطعوTنقاطدررامفروضيدايرهكه
.استقطرروبهمحاطيزيرااست،يزاويه

بترتيهمينبه.شودميدايرهبرمماسپساست،عمودتماسنقطهدرشعاعبرMTچون
.شودميمماسدايرهبرنيز

T�T�

90OTM � �
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