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 پيشگفتار

 رياضيات يا گسسته رياضيات ندارد وجود پيوستگي مفهوم آنها در كه رياضيات از بخشهايي
 مورد را پذير شمارش هاي مجموعه بيشتر گسسته رياضيات درواقع,ميشوند ناميده تصميم

 كاربرد رايانه نويسي برنامه زبانهاي در رياضيات نوع اين كه آنجايي از ميدهدو قرار سيبرر
 شده تر كاربردي ناخواسته صورت به رايانه علوم باپيشرفت اخير سال چندين در دارد زيادي
 لوباچفسكي كه همانطور اما نيست مشاهده وقابل ملموس آن كاربرد متاسفانه اگرچه است

 كار به واقعي جهان در روزي كه نيست رياضيات از اي شاخه هيچ:ميگويد)روس رياضيدان(
.نرود  

 شود گنجانده  متوسطه آموز دانش يك نياز مورد مطالب كليه است شده سعي  مجموعه اين در
 برطرف اش احتمالي اشكالات هم شود ايجاد برايش گسسته رياضيات از درستي درك هم تا

 مختلف وسوالهاي تمرين حل,درس توضيح  مختلف رتهايصو به مطالب دليل همين به شود
 سال 13كنكور تستهاي درنهايت... و شده حل تستهاي,بدانيم بيشتر عنوان تحت تستي نكات,

.است شده ارائه اخير  

 كوتاهي ياخطايي تايپي اشكال نوع هر مشاهده درصورت عزيزان همه براي توفيق آرزوي ضمن
 كلانتري جنب. چراغزاده شهيد خيابان– رامهرمز- انخوزست:آدرس وبا بخشيده را حقير

 مسائل بهبود رابراي خويش نظريات 0 61—43522207:ياتلفن) س(زهرا فاطمه دبيرستان11
.قراردهند اختياراينجانب در آموزشي   

 باتشكر                                              
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 آشنايي با گرافها قسمت اول

 
 ويژگيهاي گرافها                     

 درخت وماتريس                                                                                      
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 فصل اول:گرافها و ويژگيهاي آنها:

و  Vساختاري است مركب از يك مجموعه متناهي و ناتهي مانند  G=(V,E)گراف ساده تعريف:
كه عناصر  Eمانند  Vاز عناصر متمايز مجموعه  زير مجموعه هاي دو عضويل مجموعه اي شام

V  را رئوس و اعضايE   را يال هاي گرافG .مي ناميم 

گرافي است كه   G=(V,E)آنگاه   E={{a,b},{c,d},{b,d}}و      V={a,b,c,d}اگر   مثال:
 چهار راس و سه يال دارد.

 bو aدو راس  Gو مي گوييم در گراف    abويسيم مي ن  {a,b}براي سادگي به جاي   توجه:
 مي گوييم. abرا دو سر  يال      bو aمجاورندو 

 راس را نقطه و يال را خط هم مي ناميم. توجه:

 هر گراف را مي توان با يك نمودار، موسوم به نمودار گراف نيز نمايش داد. توجه:

 در اين صورت نمودار گراف   E={ab,ac,ae,bc,cd,de}و   V={a,b,c,d,e}اگر  مثال:

G=(V,E).را رسم كنيد 

 

ممكن است با توجه به نحوه ترسيم نمودار يك گراف، يالها يكديگر را در نقطه هايي به  تذكر:
 جز رئوس قطع نمايند، لذا در ترسيم يك گراف بايد محل رئوس را واضح تر مشخص كنيم.
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 كنيد. نمودار متناظر با گراف هاي زير  را رسم :1سوال

          V={a,b,c,d,e}  ، E={ab,ac,bd,ed }الف)  

V={1,2,3,4,5,6}   ،E={ab:3|a+b,aب)   b}                           

يالي كه يك راس گرافي را به خودش وصل مي كند(يالي كه ابتدا و انتهاي آن برهم  تعريف:
 منطبق اند) را يك طوقه يا حلقه مي ناميم.

 ده از روي نمودارشناخت گراف سا

 هيچكدام از موارد زير را ندارد: Gنمودار گراف ساده 

 )طوقه3)يال موازي                                 2)يال جهت دار                      1

 كدام يك از نمودارهاي زير نمودار گرافي ساده است؟مثال:

   ج)          ب)       الف)      

 ازي دارد پس گرافي ساده نيست.قسمت ب:يال مو

 قسمت ج: راس پاييني طوقه دارد پس گرافي ساده نيست. پس قسمت الف صحيح است.

 گراف جهت دار:

گرافي را كه يال هاي آن داراي جهت باشد و هريال آن به صورت زوج مرتبي از دو  تعريف:
 راس باشد را گراف جهت دار مي گويند.

 نشان مي دهيم. (a,b)را بصورت در گراف جهت دار، يال توجه: 
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aبا شرط   Va,bبه ازاي هر Gدر گراف جهت دار  تذكر: b  حداكثر دو به اصطلاح يال
 وجود دارد. aبه   bو ديگري از bبه    aجهت دار يكي از 

 را طوقه مي ناميم. (a,a)هريال بصورت تذكر:

در اين صورت  E={(a,d),(a,c),(a,e),(b,a),(c,d),(c,b)}و  V={a,b,c,d,e}اگر  مثال:
 نمودار گراف

  را رسم كنيد. G=(V,E)(جهت دار)  

 
 گراف چند گانه:

گرافي كه بين حداقل دو راس آن،بيش از يك يال وجود داشته باشد يا اينكه يك راس  تعريف:
آن با خودش مرتبط باشد و يا به اصطلاح گره (طوقه) در يك راس خود داشته باشد گراف چند 

 مي شود. گانه گفته

  گراف بازه ها:

بازه هاي باز از اعداد حقيقي باشند. با اين  (a1,b1),(a2,b2),…,(an,bn)فرض كنيم  تعريف:
  Gساخت بطوريكه هر راس آن متناظر يك بازه باشد و دو راس  Gبازه ها مي توان گرافي چون 

اشتراك ناتهي با اين شرط مجاور باشند كه بازه هاي متناظرشان متمايز بوده و داراي 
 را گراف بازه ها مي ناميم. Gباشند.گراف 
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از اعداد حقيقي داده شده اند  (1,3)و(6,8)و (7,8)و  (4,5)و (3,5)و(2,8)بازه هاي  مثال:
 .نمودار گراف را رسم كنيد.

 

يك چهار ضلعي بدون قطرهايش(يك حفره به طول چهار)وجود Gاگر در نمودار گراف  نكته:
 راف نمي تواند يك گراف بازه ها باشد.داشته باشد آن گ

يك گراف بازه اي باشددر نمودار گراف نبايد به جز سه ضلعي (مثلث)چند Gاگر گراف نكته:
 ضلعي ديگري باشد.

 اگر در گرافي شكل هاي زير وجود داشته باشند آن گراف ،گراف بازه ها نخواهد بود: نكته:

 و  

ي مجموعه رئوس و يال هاي يكسان باشند يكريخت دو گراف را كه دارا گراف هاي يكريخت:
 مي ناميم

گرافهاي يكريخت ممكن است داراي شبكه هاي مختلف باشند ولي تنها ملاك يكسان 
 بودن مجموعه رئوس ويالها ميباشد.
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 فصل دوم: مرتبه، اندازه ،درجه:

 pبطور خلاصه با يا   p(G)مي ناميم و آن را با   Gرا مرتبه  Gتعداد راس هاي گراف  تعريف:
 نشان مي دهيم.

 qيا بطور خلاصه با   q(G)مي ناميم و آن را با   Gرا اندازهGتعداد يال هاي گراف  تعريف:
 نشان مي دهيم.

كه از يك راس مي گذرند درجه آن راس ناميده مي شود و آن را با Gتعداد يالهايي از  تعريف:
deg v   مي دهيم. اگر  نشان deg vاشديك عدد فرد بv  را يك راس فرد و اگر يك عدد زوج

 نام راسي است كه يال ها از آن مي گذرند.)  vرا يك راس زوج           مي ناميم.( vباشد 

باشد  qبا اندازه   Gمجموعه راس هاي گراف   V={v1,v2,…,vp}اگر  قضيه:
    آنگاه:

مي گذرد و لذا در سمت چپ فرمول  Gي دقيقا از دو راس هر يال تنها دو سر دارد يعن اثبات:
 بالا هر يال دو بار به حساب مي آيد.

 تعداد راس هاي فرد هر گراف زوج است. نتيجه:

 :مجموع راس هاي فردBو                   :مجموع راس هاي زوجA اثبات:

                    

                                                         2q=A+B   B=2q-A 

 از طرفي

نيز زوج است پس   2qزوج است زيرا مجموع هر تعداد عدد زوج همواره زوج است.   Aمي دانيم
B.نيز بايد زوج باشد و مجموع عددهاي فرد زماني زوج است كه تعداد آنها زوج باشد 
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مي ناميم و  Gرا ماكسيمم درجه   Gبزرگترين عدد در بين درجه ي راس هاي گراف ريف:تع
نشان مي دهيم و كوچكترين عدد در بين درجه ي راس  ∆يا بطور ساده با  ∆ (G)آن را با 

 .نشان مي دهيم δ(G)مي ناميم و آن را با   Gرا مينيمم درجه Gهاي گراف

0 باشد آنگاه :  qاندازه و  pگرافي ساده از مرتبه  Gاگر نكته: q 

 راس با درجه صفر را راس تنها يا منزوي مي ناميم. نكته:

تعدادراس هاي فرد در هر گراف زوج است اما تعداد راس هاي زوج بستگي به مرتبه  نكته:
گراف دارد. اگر مرتبه گراف زوج باشد تعداد راس هاي زوج ، زوج است و اگر مرتبه فرد باشد 

 تعداد آنها فرد است.

 δ≥همواره داريم:Gدر گراف ساده  نكته:

0همواره داريم: Gدر گراف ساده  نكته: p-1 

 باشد ، اين گراف حداقل چند راس دارد؟ 43اگر اندازه گرافي برابر  تست:

1(9                   *2(10                   3(11                 4(12 

q
حداقل

 

گرافي ساده و غير تهي باشد كه تعداد يال هاي آن دو برابر تعداد راس هايش مي Gاگر :1تست
 حداقل چند راس دارد؟ Gباشدآنگاه

1(4                    2(3                     3(5                       4(7 
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باشد بيشترين تعداد يال برابر  5راس كه درجه هر راس حداكثر 35 در يك گراف با تست:
 كدام است؟

1(70                           2(78                  3(87                   4(88 

2q= 

باشد اين  3يا 2باشد به طوريكه درجه هر راس آن 11و اندازه   8ه گرافي از مرتبGاگر :2تست
 دارد؟ 3گراف چند راس از درجه 

1(5                       2(6              3(7          4(2 

مجموع بيشترين  و كمترين  عدد در  2δ=و  ∆6=داريم  18با اندازه Gدر گراف ساده  تست:
 است با: مورد مرتبه  اين گراف برابر

1(18              2(20            3(22                 4(24 

δ
وارون

 

 گراف منتظم:

 باشد. rآن برابر عدد صحيح و نامنفي  هر راسييم هرگاه درجه منتظم گوr-را  Gگراف :تعريف

   2q=prاست يعني    برابر  pمنتظم از مرتبه  r-تعداد يال هاي هر گراف  نكته:

=منتظم همواره داريم   r-در هر گراف   نكته: =rδ   
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 گراف كامل:

باشد و آن p-1هر راس آن را يك گراف كامل مي گوييم هرگاه درجه pاز مرتبهGگراف تعريف:
 نشان مي دهيم. را با  

 منتظم است. p-1يك گراف   pهر گراف كامل از مرتبهتوجه:

    =qدر گراف كامل داريم:  نكته:

=در گراف كامل داريم:   نكته: =p-1δ     

 گراف بازه هاست.  نكته:

 ورند.در گراف كامل ، هر دو راس باهم مجا نكته:

  p،13-2از تعداد يال هاي گراف كامل مرتبه   pتعداد يال هاي گراف كامل مرتبه  :2سوال
 را پيدا كنيد.pواحد بيشتر است. 

 

 

 مفروض است و داريم: qبا اندازه    pمنتظم از مرتبه -3گرافي  :3سوال

2q=5p-8  مقاديرp   وq .را بيابيد 

 

 

 وجود دارد؟ 17منتظم از مرتبه  -5آيا گرافي   :4سوال
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 به گراف شكل مقابل چند يال اضافه شود تا به گراف كامل تبديل شود؟تست:

1(22                            2(23                 3(26                 4(28 

q=10  , p=9    q= = =36 

 يال كم دارد.26=10-36پس   

 مي باشد درجه هر راس برابر است با: يال55داراي  Gگراف كامل:3تست

1(9             2(10               3(11                   4(12 

 مي باشد.درجه چند راس آن ماكسيمم است؟ 27و اندازه آن  G ،8مرتبه تست:

1(5                *2(6            3(7                    4(8 

=يال ها برابر حداكثر  8در يك گراف از مرتبه  است و اين حالت در مورد  28=
 Gمي باشد لذا گراف  8تعداد يال ها برابر   Gاتفاق مي افتد ولي چون در گراف k8گراف كامل

و دو  7راس از درجه  6مي باشد كه يك يال آن حذف شده است پس داراي  k8همان گراف 
 راس از درجه ماكسيمم است.  6 مي باشد در نتيجه داراي 6راس از درجه 

 كدام عدد مي تواند باشد؟ rاست.  9منتظم از مرتبه -rگراف  G :4تست

1(5                   2(6                         3(7                4(10   
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كدام  G، مرتبه   42=و      δ=6=داشته باشيم    Gاگر در گراف   :5تست
 ت؟اس

1(3                     2(5               3(6              4(7 

 

 

 باشند و داشته باشيم:Gمنتظم -6به ترتيب مرتبه واندازه گراف   qو  pاگر :5سوال

    q-2p=16تعداد يال هاي  ،G .را بدست آوريد 

 

 

 

 گراف تهي:

الي نداشته باشد و آن را با را يك گراف تهي گوييم هر گاه هيچ ي pاز مرتبه Gگراف :تعريف
=نشان مي دهيم و در آن داريم:   =0δ     

 ، هم كامل است و هم تهي  1منتظم از مرتبه  0-گراف  نكته:

 دنباله درجات رئوس يك گراف:

بنويسيم دنباله بدست  را بصورت يك دنباله ي نزولي Gاگر درجه ي راس هاي گرافتعريف:
 مي ناميم.Gدرجه راس هاي گراف  ي آمده را دنباله
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در اكثر موارد از روي دنباله داده شده مي توان با كنترل موارد زير به گرافي بودن آن :توجه
 دنباله پي برد:

 )تعداد جمله هاي دنباله برابر مرتبه گراف است.1

 .)تعداد راس هاي فرد همواره زوج است و تعداد راس هاي زوج بستگي به مرتبه گراف دارد2

3   (p-1≤≤0   

 )در هر دنباله گرافي ،حداقل دو جمله يكسان وجود دارد.4

  ≥kداريم  :p-1راس از درجه k، با pاز مرتبه  G)در گراف ساده و غير منتظم5

 kيعني اگر در دنباله  ≥∆p-k-1جمله مساوي صفر باشد آنگاه:k)اگر دنباله داده شده داراي6
 مي باشد. p-k-1بزرگترين جمله حداكثر  جمله صفر داشته باشيم 

 باشد.  p-1)بزرگترين جمله دنباله حداكثر مي تواند 7

 صفر باشند . نبايدباشد هيچ كدام از جملات دنباله  p-1)اگر يك جمله دنباله 8

 ناصفر در دنباله وجود داشته باشد . جمله nبايد  حداقلباشد  n)اگر يك جمله برابر 9

 هميشه دنباله درجات رئوس يك گراف ساده است.  n,n,…,2,2,1,1ورت )هر دنباله به ص10

 الگوريتم هول حكيمي براي تشخيص گرافي بودن دنباله ها

 )دنباله را به صورت نزولي مرتب مي كنيم.1

جمله ي اول دنباله  aبزرگترين جمله اين دنباله باشد آن را حذف كرده و از  a)فرض كنيم 2
 د كم مي كنيم.ي جديد هر كدام يك واح

 برسيم. 1و  0)اين دو مرحله را تا جايي ادامه مي دهيم كه به دنباله درجات 3

  ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



آشنايی باگرافها-رياضيات گسسته  

١٨ 
 

 اگر:  نيستدنباله گرافي :توجه

 (6,4,3,2,1))اگر عدد بزرگتر ،از تعداد اعداد ديگر بيشتر باشد 1

 (5,4,2,2,1,1))اگر تعداد رئوس فرد، فرد باشد2

    (1,1-,1,1,0)پيدا شود 1-)اگر عدد  3

 )نقص هر كدام از موارد توجه قبلي4

 مي تواند دنباله درجات رئوس يك گراف باشد. s=3,3,2,2,1,1آيا دنباله  مثال:

 راس ديگر هر كدام يك واحد كم مي كنيم 3را حذف و از  3يك راس با درجه 

    2,1,1,1,1 

حذف
كم واحد ديگر راس از و

دنباله درجات رئوس يك پس                      0,0,1,1
 گراف است.   

؟و گرافيكال است3و3و2و3و2و3: آيا دنباله 6سوال  

 

 : كدام يك از دنباله هاي زير گرافيكال مي باشد؟6تست

1(34351      2 (3554240     3 (555321     4 (3355422 

 

 

 س هاي يك گراف باشد؟ا: كدام دنباله ميتواند دنباله درجه هاي ر7تست

 5و3و3و2و0)4    4و3و2و2و0) 3    3و3و2و2و 0)2     5و4و3و2و 0) 1
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 گردش و تعقيب و مسير در گراف

مي ناميم اگر يالها و  walk) يك دنباله از رئوس ويالهاي گراف را يك گردش (تعريف: 

س ديگر ختم شده باشند اس شروع شده و به رارئوس به دنبال هم واقع باشند و از يك ر

 ae1 be2 ce3 de4 be1 ae7 eمانند 

 

 

 :مي ناميم مانند  (trail)    يك گردش كه در آن هيچ يالي بيش از يك بار تكرار نشده باشد يك تعقيب تعريف:

 ae1 be2 ce6 ee7 ae8 d 

 ناميده ميشود ) pathن هيچ راسي نيز تكرار نشود يك مسير (آيك تعقيب كه در تعريف:

 مانند : 

ae1 be2 ce3 d 

ر تعداد يال هايي است كه از آن ها مي گذريم تا از يك راس به راس براب طول مسير :

 ديگر برسيم.

 Gاز گراف uبه uيك مسير با طول صفر از  uدنباله ي متشكل از تنها يك راس  توجه :

 مي باشد.
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 دور مسيري است كه راس ابتدا و انتهاي آن يكسان باشد .تعريف : 

متفاوت داشته باشند.يعني دو دور كه مجموعه دو دور متفاوت بايد حداقل يك يال تذكر:

 يكسان در نظر ميگيريم. راي يال هاي آنها برابر باشند

 باشد حتما دور خواهد داشت. p  q اگر در يك گرافنكته: 

 دور دارد. Gآنگاه  δ 2 گرافي ساده باشد بطوريكه  Gاگر نكته: 

 نمايش دنباله اي دارد. 2nو  nهر دور به طول  نكته:

 دو راس مي ناميم. كوتاهترين مسير بين دو راس را فاصلهتوجه : 

 

 گراف همبند :

را همبند مي ناميم هرگاه بين دو راس آن مسيري وجود داشته باشد. در Gگراف تعريف: 

 را ناهمبند ميناميم. Gغير اين صورت 

لفه از در گراف هاي ناهمبند هر يك از قسمت هاي جدا افتاده را يك بخش يا مو توجه :

 ن گراف مي ناميم.آ

 

 گراف هاي همبند فقط از يك بخش يا مولفه تشكيل شده اند. تذكر:

 هر نقطه منفرد به تنهايي خود يك بخش محسوب مي شود. نكته:

 همبند است. Gآنگاه   p-1 =باشد به طوريكه  pگرافي ساده از مرتبه   G  اگر نكته:

qآنگاه :  qو اندازه pه از مرتبساده و همبند گرافي  Gاگر نكته:   p-1 
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 همواره صحيح نيست.قبل عكس نكته توجه: 

qباشد بطوريكه  qو اندازه  pگرافي از مرتبه  Gاگر نكته: p-1 آنگاهG است.ناهمبند 

 

 مفروض است. E={ab,ac,bc,de}و  V={ a,b,c,d,e}كه در آن   G=(V,E)مثال: گراف 

                                                       را رسم كنيد. Gالف) نمودار گراف 

 ب)آيا گراف همبند است ؟                                                

 چند بخش است؟ Gج) گراف 

 (الف                                      

                                                 
                                                                                                                                      

 وجود ندارد. dوaمانند رئوس  آنب) خير اين گراف همبند نيست زيرا برخي رئوس 

 

 بخش تشكيل شده است. از دوگراف اين ج) 
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 كدام گراف همبند است؟ تست:

1(  2(3(             

زيرابنابه تعريف بين هردوراس دلخواه حداقل يك 4گزينه )4

 مسير بايدوجود داشته باشد

را بدست آوريد و  qوpاست .  q+4=2pاست و  pمنتظم از مرتبه  -G 3,: گراف  7سوال

 با اين شرايط رسم كنيد.يك گراف همبند و يك گراف ناهمبند 

 

 

 

 فاصله بين دو راس در گراف همبند:

.در اين صورت طول  uوv  Vيك گراف همبند باشد و  G=(V,E)فرض ميكنيم 

نشان   d (u,v)را با  آنمي ناميم و vاز uرافاصله راس  v  به  uكوتاهترين مسير از 

 ميدهيم .

  ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



آشنايی باگرافها-رياضيات گسسته  

٢٣ 
 

 يابيد.را بbاز راس aدرگراف شكل مقابل فاصله راس مثال: 

 
 4و3و3و2به طول هاي  acb,aedb,acdb,aefdbمسيرهاي متفاوتي مانند bبهaاز راس 

 d(a,b)=2ميباشد لذا  2وجود دارد ولي چون كوتاهترين مسير 

 فاصله بين دو راس در گراف همبند داراي ويژگي هاي زير است:توجه: 

 a=bاگر وفقط اگر  d(a,b)=0الف) 

 d(a,b)= d(b,a) داريم a,b  vبه ازاي هر ب) 

 d(a,b)≤d(a,c)+ d(c,b)   داريم  a,b  vبه ازاي هر  ج)

d(b,c)= x  ,a,b,cداريم  G=(V,E)در گراف همبند تست: v و

d(a,c)=3وd(a,b)=6 در اين صورت حداقل مقدارx كدام است؟ 

    1(2               2(1             3(3                  4 (4 

d (a,b)≤d(a,c)+d(c,b)→6≤3+x→x≥3 

 گراف هميلتني:

را گراف Gنگاه آداشته باشد Pدوري از مرتبه P (P≥3)از مرتبه Gاگر گراف تعريف: 

هميلتني است .هرگاه دوري داشته باشد كه از همه ي  Gهميلتني مي ناميم به عبارت ديگر

 بگذرد. Gراس هاي 

 مي باشد.δهمبند بوده و Gهميلتوني باشد آنگاه  Gاگرنكته:
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 هميلتني است.(P≥3)به ازاي KPگراف كامل نكته:

حذف Gنها را از آ راس ويال هاي متصل بهKگرافي هميلتني باشند، اگرGفرض كنيم نكته:

 بخش جدا ازهم تشكيل خواهد شد.Kكنيم ،گراف حاصل حداكثر از

يك دور هميلتني از هريال حداكثر يك بار عبور ميكند يعني ممكن است از برخي  توجه:

 ا اصلا عبور نكند.ياله

 واقع نيستند.       abcdaروي دور هميلتني bdو acيال هاي (K4)درگراف كامل  مثال :

 
 واحد كمتر از دو برابر مرتبه آن است. 3است و اندازه آن "منتظم -G"3گرافسوال:

 رامشخص كنيد.Gالف)مرتبه و اندازه 

 را رسم كنيد.Gب)گراف 

 هميلتني است؟Gج) آيا گراف 

 (الف

2q= pr 2q=3p 

  2p-3=q 4p-6=2q  →4p-6=3p  p=6 →q=9: ازطرفي    
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 (ب  

است.                                                               6در آن دوري از مرتبه  abcdefaج) بله زيرا دور  

 گراف اويلري و نيم اويلري

ن شروع كرده آري گوييم هرگاه بتوان از يك راس را يك گراف اويلGگراف همبند  تعريف:

و هريال را دقيقا يكبار طي نمود و به راس آغازي بازگشت.(يعني داراي گذرگاه اويلري 

 باشد.)

را يك گراف نيم اويلري مي گوييم هرگاه بتوان از يك راس آن Gگراف همبند  تعريف:

 ي گذرگاه نيم اويلري باشد.)شروع كرده و هريال را دقيقا يكبار طي نمود.(يعني دارا

 در گراف نيم اويلري لازم نيست راس آغاز و پايان يكي باشد. تذكر:

 cabcdaedbگراف زير يك گراف نيم اويلري است زيرا داراي گذرگاه نيم اويلري  مثال:

است كه هريال را دقيقا يكبار طي ميكند ولي اين گراف اويلري نيست زيرا نمي توان از يك 

 ع نمود و هريال را دقيقراس شرو

                                         بار طي نمود و به راس اوليه حركت بازگشت. يك

  گرافي است كه اويلري و نيم اويلري نمي باشد. K4گراف مثال: 

   

d c

b a 

e
e
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 اويلري است اگر و فقط اگر درجه هر راس آن زوج باشد.(قضيه)Gگراف همبند :نكته   

راس از درجه فرد داشته باشد.  2يا 0نيم اويلري است اگر و فقط اگر Gهمبند گراف  نكته:

 (قضيه)

 يلري است نه نيمه اويلري.وگراف معماي پل هاي گونيگسبرگ نه اتذكر: 

در گراف نيمه اويلري،گذر اويلري از يك راس فرد شروع و به يك راس فرد ديگر  نكته:

 ختم مي شود.

 اويلري است.Pفرد  مقاديربه ازاي KPگراف كامل  نكته:

 كدام گراف هميلتوني است و اويلري نيست؟ تست: 

1 (              2(           3(             

 4( 

 

درجه همه رئوس زوج مي باشد،پس اين گراف اويلري است و بقيه  1چون در گراف گزينه

 2ما گراف گزينه نمي باشند ا  گراف ها كه داراي رئوس با درجه فرد هستند اويلري

صحيح  2هميلتني است زيرا يك دور هميلتني از هر راس به خودش وجود دارد پس گزينه 

 است.
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 كدام گراف اويلري است و هميلتوني نيست؟ تست:

1( 2 (       3(      

4( 

نها زوج و اويلري آ هر دو اويلري و هميلتوني هستند زيرا درجه همه رئوس 2و  1گراف هاي 

و هردوي آنها داراي مسير ساده اي از رئوس بدون تكرار از هر راس به خودش مي  هستند

مي باشد پس پاسخ گزينه  3راس آن  4نيز اويلري نمي باشد زيرا درجه  4باشند گراف گزينه 

 است. 3

 تست:

بطوريكه دو راس با درجه   4و3و2و2و2و1عبارت است از Gدرجه راس هاي گراف همبند 

 در اين گراف كدام است؟ 3ر نيستند تعداد دور ها با طول هاي بزرگتر مجاو

1(0          2(1               3(2                  4(3  

 مجاور نيستند پس 4و  3چون دو راس با درجات زيرا:1گزينه
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با دقت درشكلي كه رسم ميكنيم مشخص است كه از 

 وجود ندارد. 3هيچ راسي به خودش يك مسير به طول 

 ، گراف پترسن مي ناميم. q=15و  p=10گراف شكل زير را كه  ف پترسن:گرا

  ندارد. 10و7و4و3گراف پترسن دور هايي به طول )1

 گراف پترسن هميلتوني نيست.)2 

 گراف پترسن اويلري نيست.) 3

 مي باشد. 2طول كوتاهترين مسير موجود بين راس هاي غير مجاور )4

   وجود دارد. 9و8و6و5در اين گراف دورهايي به طول )5

 منتظم است.-3)اين گراف 6 

         است. 9ماگزيمم دورش ) 7

 )با افزودن يك يال گراف هميلتوني ميشود8 
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 درخت وماتريس فصل سوم:

 گراف همبندي را كه هيچ دور نداشته باشد درخت مي ناميم.: تعريف   

 دارد. بين هر دو راس هر درخت مفروض دقيقا يك مسير وجود قضيه:

است تنها يك مسير به  حاگر دو راس جدا ازهم نباشند و روي هم بيفتند كه واض اثبات:

باشند چون Gدو راس متمايز (جدا ازهم) درخت  vوuطول صفر وجود دارد. فرض كنيم 

وجود دارد اما اگر دو مسير مختلف vو uهر درخت همبند است پس حداقل يك مسير بين 

ايجاد مي كنند و اين خلاف تعريف Gمسير مختلف يك دور در وجود داشته باشد اين دو 

 درخت است كه دور ندارد.

درخت نيست چون بين هر دو راس بيش از يك مسير وجود دارد و دور مثلا:شكل زير 

  بوجود آمده است.

 هر درختي كه بيش از يك راس داشته باشد حداقل دو راس از درجه يك دارد. قضيه:

 p=2اگر  برقرار است زيرا هر دو از درجه يك هستند.بديهي است كه حكم 

 دست كم دو راس از درجه يك دارد.  p=kفرض استقراء:   

 دست كم دو راس از درجه يك دارد؟  p= k+1حكم استقراء: 

 راس: k+1 دو حالت ممكن است اتفاق بيفتد براي اين 

 از درجه يك بين آنها باشد. uاگر راسي مثل )1
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بدست مي  ′Gويالي را كه از آن مي گذرد حذف ميكنيم .گرافي مثل uس در اينصورت را

راس دارد پس طبق فرض استقرا حداقل دو راس از درجه يك  kآيد كه درخت است و 

 هم اين خاصيت را دارد.) Gدارد (در نتيجه 

 كمتر نباشد. 2ممكن است درجه ي هيچ راسي از )2

 

ريم و از آنجا مسيري را شروع به پيمودن مي را در نظر مي گيGدر اين صورت يك راس از 

تازه ويالي تازه برسيم (كه آن يال از راس بگذرد) اينكار در جايي بايد  يكنيم كه هربار به راس

درجه كمتر از دو نداريم بايد به يكي از راس هاي  2متوقف شود و چون طبق فرض شماره 

ين با تعريف درخت تناقض دارد پس دور بوجود مي آيد و اGقبلي برسيم كه در اينصورت در

 نيز غلط است و دست كم دو راس از درجه يك داريم.2فرض 

چون در آن دست كم دو راس از درجه يك وجود مثلادرشكل بالا

 ندارد پس درخت نيست.

 

 p=q+1يال باشد آنگاه : qراس و pدرختي با Gاگر قضيه:

p=1    0  →q=0    => 1=0+1 .رابطه برقرار است 

P=k  => p=q+1   →q=k-1 فرض استقراء 

P=k+1   => k+1=q+1 → q=kحكم استقراء 
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ميدانيم (طبق قضيه قبل) هر درخت كه بيش از يك راس داشته باشد دست كم دو راس از 

را كه درجه اش يك باشد در نظر مي گيريم و ان را vدرجه يك دارد پس يك راس به نام 

راس دارد كه طبق فرض  kل مي شود راس حذف مي كنيم گرافي كه حاص k+1از 

يال دارد و چون راسي كه حذف مي كنيم يالي را كه از آن عبور مي كند را نيز k-1استقراء 

يال داشته است كه با حذف يك G ،Kحذف مي كنيم نتيجه مي گيريم گراف اصلي يعني 

 يال دارد. Kدقيقا  Gيال دارد پس درخت  k-1يال ان گرافي حاصل شده است كه 

 

تنها درخت هاي با يك و دو راس هستند و گراف هاي مربوط  K2و K1گراف هاي  توجه:

 نيز درخت هستند.(Cn H2n+2) به هيدروكربن هاي اشباع شده  

 دوعدد متوالي بوده و يكي زوج و ديگري فرد است.qوpپس  p=q+1طبق قضيه  توجه:

 زوج است.pqفرد است و  p+qدر هر درخت  نكته:

شهر باشد كه از هر شهر بتوان به شهر ديگر رفت (هرجاده pشوري داراي اگر ك :8سوال

 بين دو شهر كشيده شده است) حداقل تعداد جاده ها را بيابيد.

 

فاقد دور راست، مجموع مرتبه و اندازه آن كدام عدد مي تواند  Gگراف همبند  :8تست

 باشد؟

1(12               2(15     3(18                4(20 
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راس  7دقيقا يك مسير وجود دارد .اگر اين گراف شامل  Gبين هر راس از گراف :9تست 

 كدام است؟kباشد،  3راس از درجه kو  2راس از درجه 5از درجه يك و 

1(6            2(5          3(4          4 (3 

 

 

 

رابر است ب 10در يك درخت مرتبه  ،تعداد مسيرهاي متفاوت به طول حداقل يك :10تست

 با :

1(45         2(55      3 (40      4 (50 

 

 

 

 برابر است با:Gاست. حداقل و حداكثر اندازه  20ازمرتبه  Gگراف همبند  :11تست

 192و  19)4           190و  19)3                  192و 18)2                  190و 18)1
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 دنباله درجات راس هاي يك درخت است. s: 3,3,3,3,2,1,…,1دنباله نزولي سوال: 

 در اين درخت را پيدا كنيد؟ 1الف)تعداد رئوس درجه

 ب) نموداري از اين درخت رسم كنيد.

X  p=5+x    (1) 1تعداد رئوس به درجه 

 

 2q 
 

2q=14+x   (2) 

 

: q=p-1  *2    2q=2p-2   (3)ختازطرفي ديگر در هر در 

(1),(2),(3)   14+x=2p-2  14+x= 2(5+x)-2  14+x=10+2x-2 

 x=6 

 

(ب  

است اگر درجه همه راس ها زوج باشد ثابت كنيد  p≥2از مرتبه    Gگراف :9سوال

G.درخت نيست 

 

ندارد و  4دارد و راس از درجه 3از درجه راس 3و 5راس از درجه 2درختي  :10سوال 

 دارد؟ 2باشد چند راس از درجه  25تبه اين درخت است.اگر مر 5ماكسيمم درجه آن 
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 ماتريس مجاورت:

رسم شده و n×nرا كه بصورت يك جدول  Aماتريس مربعي G(V,E)براي گراف تعريف:

مساوي يك و در غير اين صورت مساوي صفر  aijمرتبط باشد،درايه Vjبا راس  Viاگر راس 

 مي ناميم. Gمي باشد. ماتريس مجاورت گراف

.تريس مجاورت گراف زير را بنويسيدما مثال:

 

 ماتريس مجاورت داراي ويژگي هاي زير است: توجه:

)درايه هاي روي قطر اصلي اين ماتريس همگي صفر هستند،زيرا هيچ راسي با خودش 1

مرتبط نمي باشد. (در گراف هاي چندگانه اين ويژگي برقرار نيست زيرا ممكن است روي 

 اشد).هر راس طوقه وجود داشته ب

مرتبط باشد،  راس  Vjبا راس Viيعني اگر راس  aij=ajiمتقارن است زيرا A)ماتريس2

Vj نيز با راسVi (.اين ويژگي براي گراف هاي جهت دار برقرار نيست) مرتبط است 

)هر ماتريس با اين ويژگي ها متناظر با يك و فقط يك گراف مي باشد. (هر گراف ديگر 3

 خت است.)ييكركه رسم شود ،با اين گراف 
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باشد آنگاه درايه  V(G)={v1,…,vp}با  Gماتريس مجاورت گراف  Aفرض كنيد  قضيه:

 Gدر گراف Viبرابر است با درجه راس  A2ام ماتريس iام و ستون iواقع در سطر 

  اثبات:

 A2ام iام و ستون iسطر درايه  A aji=امiسطر × Aام iستون 

 آن باهم برابرند پس :ماتريسي متقارن است سطر و ستون Aو چون 

  aij=A ام iسطر ×  Aامiها در هم ضرب مي شوند ،بقيه صفراند)  سطر 1(در واقع 

به  aijاست لذا براي بدست آوردن deg Viام برابر iهاي سطر  "يك"از آنجا كه تعداد 

 را باهم جمع ميكنيم پس: 1=1×1اعداد  deg Viتعداد 

a ij= deg Vi  

 را بنويسيد. 4از مرتبه "منتظم  -2 "رت گرافاولا ماتريس مجاو سوال :

و  A2فوق باشد رابطه بين مجموع درايه هاي قطر اصلي گراف ماتريس مجاورت Aثانيا: اگر 

       اندازه گراف متناظر را مشخص كنيد.

                                   

              

           اولا: 

                                                
 4از مرتبه "منتظم  -2 "گراف

مساوي مجموع درجات رئوس گراف متناظر و در  A2ثانيا: مجموع درايه هاي قطر اصلي 

 ) : 1فصل  هنتيجه مساوي دو برابر تعداد يال هاست ( طبق قضي

a b 

c d 

a 

b 

c 

d 

a c d b 
o 1 o 1 

1 o 1 o 

o 1 o 1 

1 0 1 o 

  ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



آشنايی باگرافها-رياضيات گسسته  

٣۶ 
 

 در اين صورت  A2 =[aij]يعني اگر 

 بصورت زير مي باشد.A2است و Gماتريس مجاورت گراف   A :11سوال

 راس ها را به ترتيب نزولي بنويسيد.درجه الف)دنباله 

          ب)مرتبه و اندازه گراف را مشخص كنيد.

 است؟ 1شامل چند  Knماتريس مجاورت گراف كامل  تست:

1(                     2   (            3( n2  _ n                  4  (n2 + n 

ميدانيم تعداد يك هاي ماتريس مجاورت مساوي مجموع درجات تمام رئوس گراف :3گزينه

 برابر  Knمي باشد وچون مجموع درجات رئوس ،دو برابر اندازه آن است و اندازه گراف كامل 

  مجاورت مساوي است. پس مجموع درجات رئوس و تعداد يك هاي ماتريس  

 مي باشد  n2-nيا n(n-1)يعني  

مي باشد،مفروض است .اگر  3ن مساوي آكه درجه تمام رئوس  G6گراف مرتبه  تست:

 كدام است؟ A2باشد. مجموع درايه هاي قطر اصلي ماتريس Aماتريس مجاورت اين گراف 

1(18     2(9            3(36             4(24 

طبق قضيه همان درجات رئوس گراف مي باشند A2رايه هاي واقع بر قطر اصلي  چون د

 6 18= 3 × پس مجموع انها مساوي مجموع درجات رئوس گراف است كه مساوي است با

 صحيح است. 1پس گزينه 
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ام از iام و ستون iبرابر است با درايه واقع در سطر  G(V,Eاز گراف (Viدرجه راس نكته: 

 A2ماتريس 

اندازه گراف است) و تعداد صفرهاي 2q  )qتعداد يك هاي ماتريس مجاورت هر گراف  :نكته

 مي باشد. p2-2qآن 

با qو اندازه pدر هر درخت ،اگر درختي با مرتبه  q=p-1بنا به نكته قبل و رابطه  نكته:

تعداد يك هاي                  2q= 2p-2   = در نظر بگيريم داريم:mماتريس مجاورت 

 يس مجاورت درختماتر

+1 =   q2تعداد صفرهاي ماتريس مجاورت درخت 

باشد در اين صورت : Kpماتريس مجاورت Aاگر  نكته:
است فرد

است زوج
 = 

 كدام است؟ Aǀǀباشد در اين صورت  K12ماتريس مجاورت Aاگر تست:

1(11           2(11-          3(10           4(10- 

 Aǀ = -(p-1) =-(12-1)=-11ǀ         K12              p=12       صحيح  2پس گزينه

 است.

 ؟برابر كدام است 7تعداد صفرهاي موجود در ماتريس مجاورت درخت از اندازه  تست:

1(28    2(49    3(50    4(35    q2 +1= 49+1=50                                    

 3گزينه 

 كدام است؟Gمنتظم  -9هاي سطر سوم از ماتريس مجاورت گراف  "يك"اد تعد تست:

1(1               2(3               3(9             4(8  

Aǀǀ2      
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 زيرا: 3گزينه

با درجه راس نظير آن برابر است پس Gهاي هر سطر ماتريس مجاورت گراف "يك"تعداد 

 تاست.rر هاي هر سط "يك"منتظم تعداد -rدر ماتريس مجاورت گراف 

 همه درايه ها به جز قطر اصلي يك هستند.گراف كامل : در هر ماتريس مجاورت نكته

 رابطه هم ارزي

 aRbرابصورت : Rدو راس از آن باشند. آنگاه رابطه  bوaوGراس هاي مجموعه  V(G)اگر 

وجود داشته باشد در نظر ميگيريم و مي گوييم Gمسيري در bبه aاگر و فقط اگر از 

Rي هم ارزي روي رابطه اV(G).است 

 كلاس هاي هم ارزي

مي باشد و  {y  V(G) : xRy }= [x]مجموعه xمانندV(G)كلاس هم ارزي عضوي از 

مسيري وجود Gبه آنها در xاست كه از Gشامل راس هايي از [x]با توجه به اين تعريف 

 داشته باشد.

افي ساده است كه نشان مي دهيم گر  كه آنرا با Gمكمل گراف سادهمكمل گراف: 

مجاورند اگر و  مي باشد و دو راس درGمجموعه راس هاي ان همان مجموعه راس هاي 

 مجاور نباشند. G درفقط اگر

 گراف كامل بدست مي آيد. وGاز روي هم قرار دادن گرافهاي نكته: 

 + =p-1: نكته 

q (G)+ q( ) =  
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 :چند سوالل ح

 مفروض است: E= {ab,ac,ae,bd,ce,cd,de}و V={ a,b,c,d,e}و G(V,E))گراف 1

 را رسم كنيد. Gالف)گراف 

  بنويسيد. 5و يك دور به طول  4ب) يك دور به طول 

 اضافه كنيم تا كامل شود؟Gج) چه يال هايي به 

 مي باشد 5دوري به طول  abdceaو  4دوري به طول  abdeaب)

و beباشد پس  =q  =10كامل شود بايد تعداد يال هاي آنGاينكه گراف ج) براي 

bcوad .بايد اضافه شوند 

 وجود دارد چرا؟ 11منتظم از مرتبه  -5)آيا گرافي 2

باشد بايد داشته  qوجود داشته باشد و تعداد يال هاي آن برابر  گرافي خير زيرا اگر چنين

 ن تساوي غير ممكن است.زوج است اي2qو چون  2q 11 ×5=باشيم

منتظم باشد و -rيك گراف Gباشد.اگر  12و اندازه Pگرافي ساده از مرتبه  G)فرض كنيد 3

 را بدست آوريد؟ rوpمقادير 2r-p=2 داشته باشيم 

    pr=24                          است:  12و اندازه  pمنتظم از مرتبه -rگرافي Gچون 

2r-p=2         2r-2)r=24 2r2 -2r -24=0 ÷2      

r2-r-12=0 (r-4)(r+3)=0              r=4   p=6            r=-3            

ق                                                          ق     غ
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 بيشتر بدانيم:

 2q≤pداريم : qو اندازه   pاز مرتبهGدر گراف جهت دار)1

 راس ساخته مي شوند: pهاي ساده كه با  ) تعداد گراف2

       راس: p)تعداد گراف هاي جهت دار با 3

  :راس و بدون طوقهp)تعداد گراف هاي جهت دار با 4

 :  qو اندازهp)تعداد گراف هاي جهت دار از مرتبه 5

 : qو اندازه pتبه با مرG)ميانگين درجه هاي رئوس 6

 δ≥≥ ∆همواره داريم:G)در گراف ساده 7

 p-1∆ ≤0≥ همواره داريم :G) در گراف ساده 8

 k≤ δ داريم:   p-1راس از درجهK،با pاز مرتبه G)در گراف ساده و غير منتظم 9

 r∆= δ=منتظم داريم : r)در گراف 10

 تهي است )  گراف بازه هاست ( گراف   )گراف11

 گراف بازه هاست. kp )گراف12

 در گراف كامل: bو aبينk)تعداد مسيرهاي به طول 13

!(p-2)برابر است با bو a)تعداد مسيرهاي بين دو راس14  (گراف كامل)  

 (گراف كامل)!ab :kشامل يال   k)تعداد مسيرهاي به طول15

 گراف كامل)( :bو  aشامل هر دو راس k)تعداد مسيرهاي به طول16

   ≥p-1 ≤qباشد آنگاه :qو اندازه pگرافي همبند از مرتبه Gاگر )17
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 ≥q≥0 باشد آنگاه:qو اندازه  pگرافي ناهمبند از مرتبه G)اگر18

 ناهمبند هستند. اف هاي تهي بجزگراف همبند است پس گرp=1و q=0)وقتي 19

 گراف ميتواند همبند يا ناهمبند باشد.=q يا q=p-1) وقتي 20

 ناهمبند است. Gآنگاه q<p-1باشد بطوريكهqو اندازه pگرافي از مرتبه  G)اگر21

 فاصله بين هر دو راس متمايز برابر يك است. k p)در گراف هاي كامل22

 .طول دور [p,3] باشد آنگاهpده از مرتبه گرافي سا G)اگر23

  در گراف كامل:k،k≥3)تعداد دورهاي به طول 24

 باشد حتما دور خواهد داشت. q≥p)اگر در يك گراف25

 دور دارد.Gآنگاه  δ≤ 2گرافي ساده باشد بطوريكه G)اگر26

 نمايش دنباله اي دارد.n ،2n)هر دور به طول 27

 هميلتني است.p≥3ازا  به k pامل )گراف ك28

 (دورهاي هميلتوني)طول مي باشد.pدور به  داراي k p كامل )گراف29

 ميباشد،تعداد مسيرهاي متفاوت به طول حداقل يك:p)در هر درخت از مرتبه 30

 مسير وجود دارد.، p)در درخت از مرتبه 31

 اين گراف همبند است.باشد  p-1از راس ها يكي،اگر درجه p)در گراف ساده 32

 داريه يك دارد.2p-2حداقل  pاز مرتبه همبندگراف  )ماتريس مجاورت33

درايه هاي قطر اصلي حداكثرمقدارباشد آنگاه     K Pكامل ماتريس مجاورت گراف A)اگر34

A 2 برابر باP-1 و خارج قطر اصلي برابرP-2.مي باشند 
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 Gگرافي جهت دار نيز قابل تعريف است،بدين صورت كه اگر )ماتريس مجاورت براي 35

 ماتريس Gباشد ماتريس مجاورت  {v1,v2,…vp}گرافي جهت دار با مجموعه راس هاي

p×p مانند]  A=[aijبا درايه هاي صفر و يك است،كه درايه ي aij   در صورتي برابر يك

 يال جهت دار وجود داشته باشد. v j به v iاست كه از 

 p-2q    =اقل تعداد رئوس ايزوله (منفرد))حد36

 : m)در هر گراف كامل تعداد كل مسيرها به طول 37

   :m)در هر گراف كامل تعداد دورها به طول 38

 باشد گراف حتما همبند است. ∆P-1 =)اگر 39

 باشد گراف ناهمبند است.  q<p-1)اگر 40

 است. 2س گراف هميلتني حداقل)درجه هر را41

 باشد گراف حتما هميلتني است.  δ ≤)اگر42

 1+ راس مي توان ساخت :p) تعداد گراف هاي هميلتني كه با 43

 p-1)حداكثر طول مسير در هر درخت:44

 وجود دارد. 4درخت از مرتبه 2)45

 وجود دارد. 5درخت از مرتبه  3)46

 وجود دارد. 6 درخت از مرتبه 6)47

 وجود دارد. 7درخت از مرتبه 11)48

 وجود دارد. 8درخت از مرتبه  24)49
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 داريم:       )در هر درخت ستاره اي 50

 دارد.p- 1الف) يك راس از درجه 

 دارددرجه يك  راس ازp-1     ب)  

 است. 2ج)ماگزيمم طول مسير ممكن 

) مجموع درايه هاي  A2گاه : (در باشد آن  K Pكامل گراف ماتريس مجاورت  A ) اگر51

 p(p-1)روي قطر اصلي برابر است با :

  p(p-1) 2و مجموع كامل درايه ها برابر است با

 )زير گراف هاي يك گراف:52

 مي ناميم اگر و تنها اگر:  G(V,E)را زير گراف، گراف   G’ (V’,E’)گراف 

 V V’   وE  E’ :باشد 

   (G)                                           (G’) 
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گرافي را كه الزاما همبند نبوده و داراي هيچ دور نباشد يك جنگل مي  تعريف جنگل:)53

 ناميم.

 

 جنگل

)اگر مسيرهاي به طول صفر را هم در نظر بگيريم تعداد كل مسيرها در هر درخت از 54

 +p :برابر است  pمرتبه

را حذف نماييم گرافي ناهمبند ايجاد مي شود كه هركدام از دو G )اگر يك يال از درخت55

 بخش آن يك درخت است.

 يال حتما همبند است.   با بيش از P )هر گراف ساده از مرتبه56

 باشد داريم:k p   ماتريس مجاورت نظير  A)اگر57

 2 (p-1) برابر است با:A 2 مجموع درايه هاي هر سطر 

  را ميتوان با اين فرمول نيز بيان كرد : 14)نكته شماره 58

  = p≥3 , (p-2,k)كه در آن 

 را مي توان اينگونه نيز محاسبه كرد: 14)نكته شماره 59

 [e!(p-2)]برابر است با :  k p بين دو راس متمايز  مسيرهاي متفاوت تعدادp≥3 به ازا 

e نماد جز صحيح است و    ] [كه در آن   عدد نپر مي باشد.2/72
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 برابر است با: qاندازه و  Vو با مجموعه راس هاي  p)تعداد گراف ساده از مرتبه60

 در نظر بگيريم داريم:   Aرا )در گراف كامل اگر ماتريس مجاورتش61

 ي است بامساوA 2 الف) مجموع درايه هاي غير واقع بر قطر اصلي در يك سطر 

(p-1)(p-2) 
 مساوي است با:   A 2ب) مجموع تمام درايه هاي غير واقع بر قطر اصلي در

 p(p-1)(p-2)  
 داريم: P منتظم از مرتبه - r) در ماتريس مجاورت هر گراف 62

 p-rو تعداد صفرها در هر سطر برابر است با : r برابر سطر) تعداد يك ها در هر 1

 p-r-1ع بر قطر اصلي در هر سطر برابر است با:) تعداد صفرهاي غير واق2

 pr)تعداد كل يك ها در ماتريس مجاورت به ترتيب برابر است با:3

 p(p-r))تعداد كل صفرها در ماتريس مجاورت برابر است با: 4

 p(p-r-1)بر قطر اصلي در ماتريس مجاورت برابر است با: غير واقع)تعداد صفرهاي 5

باشد آنگاه مجموع درايه هاي هر pمنتظم از مرتبه -rاف ماتريس مجاورت گرA)اگر 63

 r+(p-1)(r-1)برابر است با : A 2سطر ماتريس 

واحد كم كنيم و 2هستند، 2يك درخت كه بزرگتر از  ,اگر از تمام رئوس درجات قضيه:)64

 درخت بدست مي آيد. 1واحد اضافه كنيم تعداد رئوس درجه 2بدست آمده  جمعبه حاصل 

راس ماگزيمم باشد آنگاه به تعداد  Kو دارايPيك درخت از مرتبه  Gگر ا قضيه:)65

 در درخت وجود دارد 1راس درجه] ∆)-K]+2×(2حداقل  
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 برابر است با:2تعداد مسيرهاي متفاوت با طول حداقل  pدر يك درخت مرتبهقضيه:)66

 

 باشد آنگاه:  δ درجهو مينيمم pيك گراف ساده و ناهمبند از مرتبه G اگر  قضيه:) 67

δ< 

 باشد و داشته باشيم: :  δو مينيمم درجه آن  pيك گراف ساده از مرتبه G اگر قضيه:)68

δ≥  آنگاه G.همبند است 

باشد و مينيمم و ماگزيمم درجه در گراف pيك گراف ساده اي از مرتبه Gاگر  قضيه:)69

 همبند است.Gنگاه گراف آ p-1δ≤∆+باشند آنگاه اگر ∆و δبه ترتيب 

 q≥p-1برابر است با :pاز مرتبه  G)كمترين تعداد يال هاي ممكن در گراف همبند70

 k p :[ (p-2)!e])تعداد كل مسير ها در گراف71

 راس را هم در نظر بگيريم تعداد كل مسيرها برابر است با: pمسير به طول صفر برايpواگر 

 [ (p-2)!e]+p        
 همه مسيرهاست. 71متمايز است ولي نكته دو راس تعداد مسيرها بين 59)نكته شماره 72

را طول مسير مي گويند و  Vوuيك مسير تعداد يال هاي طي شده بين دو راس  در)73

 فاصله دو راس مي گويند.راكوتاهترين طول مسير بين دو راس 

   يال:  kراس و شاملp) تعداد گراف هاي ساده كه با 74

 اگر خواستيم گراف شامل يالي نباشد يك واحد از بالا كم مي كنيم: 74)در فرمول 75
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اگر خواستيم گراف شامل يالي باشد يك واحد از بالا و پايين كم  74) در فرمول 76

     ميكنيم:

 : pتظم از مرتبه من -r)تعداد گراف هاي  77

 1بزرگترند) + rمي شود و از p(اعدادي كه جمعشان 

 q min =p-1 همبند باشد: p)حداقل تعداد يال براي اينكه گرافي از مرتبه 78

 q min =p ) حداقل تعداد يال براي اينكه گرافي از مرتبه همبند و شامل دور باشد:79

  = q min ) بيشترين تعداد يالي كه گرافي ناهمبند باشد:80

 Kp) گراف هاي كامل 1            )گراف هاي همواره بازه اي:81

 )گراف هايي كه يك يال از گراف هاي كامل كمتر دارند.2

 ) گراف هاي تهي 3 

 )مكمل گراف كامل تهي است و برعكس.82

 راس درجه يك داريم.kباشد آنگاه حداقل  ∆k=) در درخت اگر 83

 مي باشد.1,1,0-يس مجاورت يك درخت برابر)دترمينان ماتر84

p))دترمينان ماتريس مجاورت گراف كامل  85 2)kp : برابر است با(p-1) 

)در يك گراف همبند ،يك يال را پل مي نامند هرگاه با حذف آن يال (بدون حذف 86

 رئوس انتهاي آن)گراف مفروض ناهمبند شود مثل:
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 اول:آشنايي باگرافها وكاربردهاي آنحل سوالات حل نشده قسمت 

 حل الف: :1حل سوال 

 

 حل ب:

 

********************************** 

 بنابراين:است برابر  p: چون تعداد يال هاي گراف كامل مرتبه 2حل سوال

 =  +13  p2-p= p2 -5p+6+26  4p=32 p=8 

**************************************************  

 : 3حل سوال

    3p =5p-8 3p-5p=8  -2p=-8   =4        

2q=3  q=6 

*********************************************** 

5اشته باشيم باشد بايد د p: خير ؛ زيرا اگر اندازه چنين گرافي برابر 4حل سوال 17=2q  كه
5زوج است ولي  2qامكان پذير نيست زيرا   فرد مي باشد. 85=17

         2q=pr     5حل سوال:  

 

a 

d 

c 

b 
e 

1 

4 

2 

5 

3 

6 

  ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



آشنايی باگرافها-رياضيات گسسته  

۴٩ 
 

: ابتدا دنباله را مرتب مي كنيم سپس عدداول راحذف ميكنيم آنگاه عدد يك را 6حل سوال
 بعد كم ميكنيم وبه همين ترتيب ادامه ميدهيم: ازهمين تعداد اعداد

3,3,3,3,2,2  
كنيم مي كم واحد

بعد ي تا از   2,2,2,2,2 
كنيم مي كم واحد

بعد ي تا از
 1,1,2,2  

مرتب   2,2,1,1 
كنيم مي كم واحد

بعد ي تا از
1,0,1 دنباله گرافيكال است دنباله پس   

******************************************************  

 درنتيجه:q+4=2pاز طرفي  2q =3pمنتظم است پس  -G  ،3:چون 7حل سوال 

q=2p-4 , 2(2p-4) =3p  4p-8=3p                              

 و گراف ناهمبند:                     گراف همبند:                           

 

 

 

**************************************************** 

:هرشهر را يك راس و هرجاده را يك يال در نظر مي گيريم در اين صورت گراف 8حل سوال
مزبور بايد گرافي همبند با حداقل يال باشد و لذا گراف نظير بايد يك درخت باشد يعني حداقل 

 است. p-1ر جاده ها براب

******************************************************* 

e

cb

a 

h
f

g
d 

g e 

f h d c 

b a 
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pداريم:  G: چون در گراف 9حل سوال پس اين گراف اگر درخت باشد طبق قضيه بايد 2
 Gحداقل دو راس از درجه يك داشته باشد ولي چون تمام راس هاي آن زوج هستند لذا 

 درخت نيست.

******************************************************* 
راس درجه يك داشته باشد چون مرتبه  yو  2راس درجه  x: فرض كنيم اين درخت  10سوال 

 از طرفي : q=p-1   q=24است پس:  p=25اين درخت 

=2q  2(5)+3(3)+2x+y(1)=2q  10+9+2x+y=48  2x+y=29     

 x+y=25  x+y=20   x=9   , y=11+3+2 :تعداد رئوس درخت

***************************************************** 

نشان دهنده درجات راس هاي  A2: بنا به قضيه درايه هاي روي قطر اصلي  11حل سوال 
 دنباله درجه راسها ميباشد 3,2,2,1مي باشند پس: Gگراف 

4يك ماتريس  Aب)چون   از طرفي: p=4ي باشد يعني م 4برابر  Gاست پس مرتبه  4

3+2+2+1=2q  q=4 

******************************************************* 

 پاسخ تست هاي حل نشده قسمت اول: نظريه گرافها:

11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 
شماره 
 تست

 گزينه 3 2 2 2 4 4 2 2 2 1 3
 پاسخ
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 نظريه اعداد: قسمت دوم:                
 

   

 تقسيمپذيريكليات و          

 اعداد اول                      

 همنهشتي                                          
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 فصل چهارم:كليات وتقسيمپذيري

مي ناميم هر گاه به  Aابتدايرا عضوα  A  در اين صورت عضو  A Zهرگاه   تعريف:

Xازاي هر    A    داشته باشيمX ≤ 

نشان مي دهيم و آن را كوچكترين   minA=را با    Aعضو ابتداي مجموعه   تذكر:

 مي ناميم. Aعضو  

مي ناميم هرگاه به ازاي هر   Aرا عضو انتهاي   Aβدر اين صورت   A  Zاگر   تعريف :

X A    :داشته باشيمX≤β 

ان مي دهيم و آنرا بزرگترين عضو  نش maxA β=را با   Aعضو انتهاي مجموعه  تذكر:

A.مي ناميم 

Aتعريف هاي فوق در   توجه: R .برقرار است 

 عضو ابتدا و انتهاي هر يك از مجموعه هاي زير را مشخص كنيد. :1مثال

1)A= {x  R ǀ 2<X ≤3 }  

 

2)A={x  Z ǀ -3 <X ≤5 }  

 

3) A={x  R ǀ X2≥4}  

 

4) A={x  Z ǀ X<2 }   
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n، عضو  A  Zر  اگ تعريف: Z    را يك كران بالايA  يم هر گاه به ازاي هر ئگوA 

  ≥ nداشته باشيم :     

 را از بالا كراندار گوييم .Aداراي كران بالا باشد آنگاه مجموعه  A  Zاگر  

n،عضو  A  Zاگر تعريف: Z  را يك كران پايينAگوييم هرگاه به ازاي هرA  

 ≥nداشته باشيم:    

 رااز پايين كراندار گوييم. A،داراي كران پايين باشد آنگاه مجموعه A  Zاگر  

را كراندار گوييم هر گاه هم داراي كران بالا و هم داراي كران   A   Zمجموعه   تعريف:

 پايين باشد.

 Aمنحصر بفرد هستند و عضو مجموعه    A   Zعضو ابتدا و عضو انتها مجموعه  نكته:

منحصر بفرد نيستند و از   A   Zپايين مجموعه  كرانولي كران بالا و نيز مي باشند

 نيستند. Aانتخاب مي شوند و لزوما عضو مجموعه   Zمجموعه 

عضو ابتداي يك مجموعه در صورت وجود،بزرگترين كران پايين آن مجموعه است و نكته:

 است. عضو انتهاي يك مجموعه درصورت وجود،كوچكترين كران بالاي آن مجموعه

از اعداد حقيقي يا كران پايين (بالا) ندارد يا بيشمار كران پايين  Aمجموعه دلخواه  نكته:

 (بالا) دارد.

 را بنويسيد. Aمجموعه كران هاي بالا و پايين  A= {x  R ǀ 2<X ≤3 }هرگاه   :2مثال
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را  A مجموعه كران هاي بالا و پايين  A= {x  Z ǀ -2<X ≤2 }هرگاه   :3مثال

 نويسيد.ب

 

 

 كراندار است. يمجموعه تهنكته:

 مجموعه اعداد طبيعي از پايين كراندار است ولي كران بالا ندارد. نكته:

 مجموعه اعداد صحيح كراندار نيست (زيرا كران بالا و كران پايين ندارد.) نكته:

را خوش ترتيب مي گوييم،هر گاه هر زير مجموعه ناتهي از آن  A Zمجموعه  تعريف:

مجموعه اعداد حسابي خوش ترتيب است زيرا هر  :و ابتدا داشته باشد. به عنوان مثالعض

 زير مجموعه ناتهي از آن داراي عضو

 ابتداست.

 كدام يك از مجموعه هاي زير خوش ترتيب است؟ مثال:

 A={x  Z ǀ X≤1 }  الف) 

 A={1,0,-1,-2,-3,..}  2-,1-اين مجموعه خوش ترتيب نيست زيرا مجموعه ي,-

 } زير مجموعه ناتهي از آن است ولي عضو ابتدا ندارد.{…,3

 

         B={x  Z ǀ X≥2}ب) 

      B=[2,3,4,5,…}      اين مجموعه خوش ترتيب است ،زيرا هر زير مجموعه ناتهي از

 آن داراي عضو ابتداست .
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 كدام زير مجموعه از اعداد حقيقي خوش ترتيب است؟ :1تست

1(  {x: x Q , 1≤X} 

2( {x: x Z , X≤1}   

3 (    {x: x Q , X≤1} 

4 ( {x: x Z , 1≤X}  

 

 

 كدام مجموعه خوش ترتيب است؟ :2تست

(N,≤) (1             2  ((Z,≤)            3   ((Q , ≤)             4( (R , ≤) 

 

 

 

 اصل خوش ترتيبي:

عداد خوش ترتيب است يعني هر زير مجموعه ناتهي از اNمجموعه اعداد طبيعي 

 طبيعي،عضو ابتدا دارد.

 اصل استقراي رياضي:

 S=Nو دو شرط زير را داشته باشد آنگاه     S  Nاگر  

1 S (1                    2(    K , K S (K+1) S       

 حكم ثابت است:  =’Sاگر ثابت كنيم   ’N-S=Sفرض ميكنيم::  اثبات
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≠’S(فرض خلاف):    

’S پس   ’N-S=Sطبق آنچه كه    Nطبق اصل خوش ترتيبي داراي عضو   پس

 S’ 1پس   S1و چون طبق فرض      S ’ x (*)مي ناميم    xابتداست.اين عضو را 

        x-1 >0 x>1پس   

X-1در نتيجه   S’ xو طبق تعريف عضو ابتدا چون      x-1<xاز طرفي:  S’  

 X-1  S   بايد: 2پس طبق شرطS X S   X-1+1  باتناقض دارد ( و اين (*

 .             N=Sيا   =’S و  پس فرض خلف باطل است

 اصل استقراي قوي:

 خواهد بود: S=Nو دو شرط زير را دارا باشد. در اين صورت  Nزير مجموعه  Sهرگاه  

(1 1 S                      2(        S n S   m<n , m   

 صورتي ديگر اصل استقراي قوي:

 خاصيتي در مورد اعداد طبيعي باشدو pفرض كنيم 

 درست باشد p(1)الف) 

را داشته  pخاصيتnاگر تمام اعداد طبيعي كوچكتر از  nب) به ازاي هر عدد طبيعي 

 رادارد Pدراين صورت هرعددطبيعي خاصيت نيز درست باشد. p(n)باشند انگاه 

 اصل استقراي تعميم يافته:

 ح باشدوخاصيتي در مورد اعداد صحيpفرض كنيم 

 درست باشد. p(m)و  Z m الف) به ازاي يك 

 نتيجه شود.  p(n+1)درستي   p(n)از درستي   n≥mب) به ازاي هر عدد صحيح  
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 درست است. n≥mبه ازاي هر عدد صحيح   p(n)در اين صورت  

 p(1),p(2),...,p(n-1)از درستي  p(n) در اصل استقراي قوي براي اثبات  توجه:

 p(n-1)،از درستي   p(1)م در حاليكه در اصل استقرا با فرض درستي  استفاده مي كني

ن دليل يمي رسيم. لذا اصل استقراي قوي توانايي بيشتري دارد و به هم p(n)به درستي  

 مي نامند. "استقراي كامل"يا  "قوي ي استقرا "آن را 

 ضي ثابت كنيد:يك عدد طبيعي بزرگتر از يك باشد به كمك اصل استقراي ريا nاگر مثال:

  

 

n=2 → →1=1 

n=k   فرض استقرا 

n=k+1  حكم استقرا 

استقرا فرض طبق

+ 

  

   

  

  :يك عدد طبيعي بزرگتر از يك باشد ،در اين صورت ثابت كنيد nاگر :4مثال

 n2  2 
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 ،ثابت كنيد كه: nبراي هر عدد طبيعي  :5مثال

12+22+32+…+n2=  

 

 

 

 

 

 

 

 

اله بازگشتي لوكاكه به با استفاده از اصل استقراي قوي ،ثابت كنيد هر عدد از دنب مثال:

)>معرفي مي شود در رابطه  …,1,3,4,7,11,18صورت  n  صدق مي كند( = l n-1 

+l n-2)    
S={ nمجموعه  Nǀ <( n}   را در نظر ميگيريم ثابت مي كنيمS=N 

L1=1<( 1  1  S 

n ثابت مي كنيم باشد  k<n ،S  kكه  kحال فرض كنيم به ازاي هر S    

n-1 < n    (n-1)  S    Ln-1   <( n-1          (1) 

n-2 < n    (n-2)  S   Ln-2   <( n-2               (2) 

(1),(2)  Ln-1   + Ln-2   =  Ln <( n-1 + ( n-2
     

Ln<  ( n-2 [ n-2 × 2 =  n  
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S=N S n n  <  nL    

 :توجه =  =1+  

       (  )2 =   

                            +1 <( 2  

هر زير مجموعه از اعداد صحيح كه ناتهي باشد و از پايين كراندار باشد عضو  توجه(قضيه):

 ابتدا دارد.

 كه از بالا كراندار باشد عضو انتها دارد. Zزير مجموعه ناتهي  هر  توجه(قضيه):

 تقسيم پذيري: 

بخش پذير (يا تقسيم پذير) bبر aگوييم  b≠0دو عدد صحيح باشند و  bو  aاگر تعريف:

در اين صورت مي  a=bqموجود باشد به قسمي كه   qاست هرگاه عدد صحيحي مانند 

 bبرaاست يا   aيك عامل bرا عاد مي كند يا aدد عb  :و اينگونه مي خوانيمbǀa نويسيم 

 است. bيك مضرب  aبخش پذير است و يا 

bبخش پذير نباشد مي نويسيم : bبر  aهرگاه   توجه: a 

       aǀa       ،1 ǀa±       ،aǀ0  نكته:

 آنگاه: aǀbاگر  bوaبه ازاي اعداد صحيح  قضيه:

             -aǀ-bپ)                aǀ-bب)                  - aǀbالف) 

 ǀaǀ ≤ ǀbǀآنگاه  b≠0ث)اگر             m ،aǀmbت) به ازاي هر عدد صحيح  
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b=aq     mb=maq  mb=a( )  a ǀ mb  ت) 

ǀqǀ ≥1          b=aq  ǀ bǀ =ǀa ǀ ǀqǀ     ث) 

 را صفر مي كند)bنمي تواند صفر باشد،زيرا  qپس  چون (

 = 

 c,b,aبه ازاي اعداد صحيح   قضيه:

 a= ±1 آنگاه  aǀ 1الف) اگر   

aǀ 1
قبل قضيه

≤1 
نداريم صفر بر تقسيم ق ق   غ

  a=±bآنگاه    bǀaو   aǀbب) اگر

aǀb  b=aq  
bǀa  a=b                     b=(bq’) q 

 

 

 aǀmb+ncداريم:  mوnآنگاه به ازاي اعدادصحيح ودلخواه  aǀbو  aǀcپ) اگر 
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aǀb b=aq  
   aǀc  c=aq’ 

    mb+nc=maq+naq’=( )a mb+nc=ka  aǀmb+nc 
 "الگوريتم تقسيم "قضيه: 

aاگر  Z    وb N  آنگاه اعداد صحيح و يكتايq   وr  :وجود دارند بطوريكه 

a=bq+r                  0≤r<b 
 نماد جزء صحيح است. [ ]كه در آن    =q ]در نظر مي گيريم 

 ه : در نتيج x<[x]+1≥[x]از قبل مي دانيم 

q≤ <q+1 bq≤ a< bq+b  0≤ <b  0≤r<b  ,  a=bq+r 

 r1منحصر بفرد نباشندو  qو    rيكتا هستند ، فرض مي كنيم   qو rحال نشان مي دهيم 

,r2 Z  (r1≠r2)    وZ  q1 ,q2   (q1≠q2) :موجود باشند بطوريكه 

a = bq1+r1           0  ≤ r1<  b 

a=bq2 +r2                 0 ≤ r2<  b      

 bq1 +r1= bq2 +r 2                                       

 * b(q1 –q2 )= r 2  -r 1          bǀ  r 2  -r 1  ≤ǀr 2  -r 1ǀ 

(1)  
                                                  

-b< r 2  -r 1<b ǀr 2  -r 1ǀ <b (2)                     (1), (2)  ≠  از طرفي: 

  : r 2  -r1 =0  r 2  =r 1 پس 

 q1 –q2 =0  q1 = q2 b≠0 وچون  
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برابر باقيمانده است و باقيمانده بيشترين مقدار خود را  14در يك تقسيم ، مقسوم  مثال:

 دارد، اجزاي تقسيم را بيابيد.

a=bq+r     a=14r      r=b-1 
14r=bq+(b-1)  14(b-1)=bq+b-1 

 14b-14 =bq+b-1   13b-bq =13   b(13-q) =13×1 

b =13      , r=12                     13-q=1 q=12         a=14×12 

باشد، حداكثر چند واحد مي توان  6و خارج قسمت  21اگر در يك تقسيم ،باقيمانده  :6مثال

 مقسوم و خارج قسمت تغيير نكنند.به مقسوم عليه اضافه كرد تا 

 

بيشترين تعداد واحدهايي كه مي توان به مقسوم عليه اضافه كرد تا مقسوم و خارج  نكته:

 قسمت تغيير نكند برابر است با جزء صحيح  

 مي شود، باقيمانده تقسيم   17تقسيم شود، باقيمانده برابر  23عدد زوج بر  aاگر :7مثال

 م است؟كدا 23بر 

 

 

 

 

اگر مضربي از مقسوم عليه را به مقسوم اضافه كنيم ،باقيمانده تقسيم تغيير نمي كند نكته:

 و خارج قسمت با همان مضرب جمع مي شود.
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واحد به مقسوم  36، اگر  7است و خارج قسمت  12در يك تقسيم مقسوم عليه  :3تست

 اضافه شود خارج قسمت جديد كدام است؟

1(7       2 (10                 3(11              4(12 

  

تقسيم پذير است و سپس  2ابتدا ثابت كنيد حاصلضرب دو عدد صحيح متوالي بر  :8مثال

 نشان دهيد:

                                                                                                    n3 -n 3 ǀ                    
 

 

 

 

  

 7ǀ 2 3n -1همواره   ، nبا استقراء ثابت كنيد براي هر عدد طبيعي  مثال:

n=1  7ǀ 7 
n=k  7ǀ 2 3k -1 
n=k+1  →7ǀ 2 3k+3 -1 

2 3k -1 = 7t   23 (23k -1) =23 7t 

 2 3k+3 -8 =23 ×7t 2 3k+3 -1= 56t+7  
 2 3k+3 -1= 7( )  7ǀ 2 3k+3 -1 
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 يا aعددي صحيح و دلخواه باشد آنگاه همواره يكي از اعداد صحيح aثابت كنيد اگر  :9مثال

a+2يا a+4  بخش پذير است. 3بر 

 

 

 

است،بزرگترين عددي كه  17و باقيمانده برابر 53در يك تقسيم ، مقسوم عليه برابر  :4تست

 مي توان به مقسوم اضافه كرد تا خارج قسمت تغيير نكند كدام است؟

1(35                     2(36                  3(16                      4(17 

 

 

 

واحد مي توان به مقسوم  r-n=b-1حداكثر   b ،(a=bq+r)بر  aهمواره در تقسيمنكته:

 اضافه كرد تا خارج قسمت تغيير نكند.
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 :سوال ازفصل كليات وتقسمپذيريچند 

n)اگر 1 Z   ثابت كنيدa-b ǀ an-bn 

an-bn =(a-b) ( )  an-bn =(a-b)q  

 a-b ǀ an-bn 
 

  + a+bǀعدد طبيعي فرد باشد آنگاه       n)اگر 2

 

  - a+bǀعدد طبيعي زوج باشد آنگاه n)اگر 3

 

 

 

 

 

 

 

 

   – ǀ 3 داريم: n)نشان دهيد به ازاي هر عدد طبيعي 4
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 عدد طبيعي است)n(    ǀ 5 2n + 23 24 )نشان دهيد:5

+ 23 = -1 +24 = ( )( +…+1)+24  

 +23 =24( )=24q’   24 ǀ  + 23 

  + ǀ 17 داريم:  n)نشان دهيد به ازاي هر عدد طبيعي6

 

 

 بخش پذير است. 6بر  متوالي عدد طبيعي 3)*ثابت كنيد حاصل ضرب7

(n+1)(n+2)(n+3)=  =   

 (n+1)(n+2)(n+3)=  = 3! 

 3!ǀ (n+1)(n+2)(n+3)  
 

 م عامل هاي آن بخش پذير است.و تما !kعدد متوالي بر  kحاصلضرب  نكته:

  48ǀ n3_ 4nزوج باشد آنگاه     n)ثابت كنيد اگر 8

  n=2k(k  Z)  زوج است پس: nچون  

n3_ 4n=(2k)3 -4(2k) =8k 3 -8k=8k (k2 -1)= 8k(k+1)(k-1) 
 

   6ǀ(k+1)k(k-1)است يعني: )*(باتوجهبخش پذير 6ميدانيم ضرب سه عدد متوالي بر

 n3_ 4n=8×6q =48 q 48ǀ n3_ 4n  
 است.  8q+1)ثابت كنيد مربع هر عدد فرد به صورت  9
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 يا   n=6q+5 بخش پذير باشد ثابت كنيد : 3و نه بر  2نه بر n)اگر عدد صحيح 10

 n= 6q+1  

 

 

 

 

 به كدام صورت است؟  4aيك عدد صحيح فرد باشد آنگاه  aاگر :5تست

1(16k+2               2 (16k +1                3 (8k-1                        4 (8k+3 

 

 

 

   q،خارج قسمت و باقيمانده مساوي bبر عدد طبيعي    aدر تقسيم عدد صحيح :6تست

و باقيمانده صفر  دهواحد به خارج قسمت اضافه ش5واحد از مقسوم عليه كم شود، 3اند،اگر

 كدامند؟ qمي شود ،مقادير 

 8و  10)4           5و10) 3        4و9)2        5و8)1
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 بخش پذير است. 9بر  6 502نشان دهيد كه  مثال:

502 =6×6×6500= 3×2×3×2×6 500 =( )×( )= 9q 

9ǀ6 502 6   

 بخش پذير است. 13و  11و  7بر )نشان دهيد كه هر عدد به شكل   11

 

 

 

 بخش پذير است. 37و 13و 7و  3بر  )نشان دهيد كه هر عدد به شكل 12

 

 

 

 

 

 بخش پذير است. 73بر  –)ثابت كنيد  13

 

 

 

 

 

  15ǀ  -1 ) نشان دهيد:14
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 عدد طبيعي است)n(   3ǀ -1) نشان دهيد: 15

 

 

 

 a=±1نشان دهيد :     aǀ -4n+3و    aǀ3n-2)اگر    16

 

 

 

 

 نوشت. 3k+2يا   3k+1يا   3kهر عدد صحيح را مي توان به شكل)نشان دهيد كه 17
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 نمايش اعداد صحيح:

را مي توان به طريقي  nباشد هر عدد طبيعي  1يك ععد طبيعي بزرگتر از  b: اگر  قضيه

 يكتا به صورت

   a k-1 bk-1 +…+a1b+a0 +n=a kbk   نمايش داد كه در آنk   يك عدد حسابي است

 ak ≠0 و  j=0,1,2,…k   ،0≤aj≤b-1 و براي هر

 

نمايش مي دهند و اين   b( ak ak-1 ak-2… a1a0)را به صورت n در اين حالت  تذكر:

 b ها را يك رقم در مبناي ai مي نامند. هريك از  bنمايش را نمايش عدد در مبناي 

،  bدر مبناي  nاست و مي گويند  bدر مبناي n ،تعداد ارقام عدد  k+1گويند و  

k+1 نيز نمايش مي دهند. رقم دارد .اين نوع نمايش را به صورت 

 نمايش دهيد. 5را به صورت عددي در مبناي   n= (23102)4عدد مثال:  

ابتدا عدد مورد نظر را در مبناي خودش بسط مي دهيم تا به مبناي ده رفته و سپس از 

(از يكان شروع ميكنيم به عدد گذاري مي رويم. 5متوالي به مبناي مبناي ده با تقسيم هاي 

 و از صفر شروع ميكنيم كه توانهاي مبنا راتشكيل ميدهند)

 

(23102)4 =2×44 +3×43+1 ×42  +0  ×41  +2=722   

 

 ميبريم: 5روبه مبناي  722وحال 

٣ ٢ ١ ٠ ۴ 
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                                                                       (23102)4=(10342)5 

 

براي تبديل يك عدد طبيعي از مبناي ده به مبناي ديگر از تقسيم هاي متوالي  توجه:

استفاده مي كنيم بدين ترتيب كه عدد را بر مبناي جديد تقسيم مي كنيم سپس خارج 

قسمت بدست آمده را بر مبناي جديد تقسيم مي كنيم و...تا به خارج قسمت صفر برسيم 

 را از آخر به اول مي نويسيم. پس باقيمانده هاي بدست آمدهس

 (بر اساس توان)براي تبديل يك عدد طبيعي از مبناي غير ده به مبناي ده از قضيه توجه:

 استفاده مي كنيم.

 را بيابيد. gنمايش داده شده است  246بصورت  gدر مبناي  132عدد:10مثال

 

 

 مكعب كامل است.  b331)n=(1آنگاه   b>3ثابت كنيد اگر:11مثال
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 32و16و8و4و2و1گرم را مي توان با شش وزنه  63تا  1اجسام  مجموعثابت كنيد  :12مثال

 .قرار دادن وزنه در هر دوكفه مجاز نيست)(گرمي توزين كرد 

 

 

برابر است با باقيمانده  3يا  9باقيمانده تقسيم بر  A=(a n …a 1 a 0)   10اگرتذكر:

 3به زبان ساده تر باقيمانده هر عدد بر  3يا  9بر   a n + a n -1 +… +a 1+ a 0مجموع     

 بدست مي آيد. 9يا  3از باقيمانده مجموع ارقام آن عدد بر  9يا 
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 بيشتر بدانيم:

  aǀaيك رابطه انعكاسي است.   Z)رابطه عاد كردن روي1

2ǀ4   ,    4خاصيت تقارني ندارد  Z) رابطه عاد كردن روي 2 2 

  3ǀ3  ,  3ǀ-3   3=-3-خاصيت پاد تقارني ندارد. Z) رابطه عاد كردن روي 3

 خاصيت پاد تقارني دارد.N) رابطه عاد كردن روي 4

 خاصيت تراگذري دارد. Z) رابطه عاد كردن روي 5

 بخش پذير است.  mنيز بر  an _ bnبخش پذير باشد آنگاه    mبر  a-b)اگر 6

=   بخش پذير است كه:     ap_ bqرتي  بر  در صو an _ bm)عبارت  7  N 

 زوج شود.  =   بخش پذير است كه:  :     ap + bqدر صورتي بر  an _ bm)عبارت  8

 mو   nبخش پذير است كه  a+bدر صورتي بر   an _ bmنتيجه مي شود عبارت   8)از 9

 د.نزوج باش

 فرد شود.  =   بخش پذير است كه :  ap + bqدر صورتي بر  an + bm) عبارت  10

فرد  nبخش پذير است كه a+b  در صورتي  بر n an + bنتيجه مي شود كه   10)از 11

 باشد.

 بخش پذير نيست  در نتيجه عبارت   ap_ bqهيچ گاه  بر   an + bm) عبارت  12

n an + b   هيچ گاه برa_b يست.بخش پذير ن 

]برابر است با:aيا مساوي با  aوكوچك تر ازb)تعداد مضرب هاي صحيح و مثبت 13 ] 

 همواره عددي مربع كامل است. 1)حاصلضرب چهار عدد صحيح متوالي به علاوه 14

 

  ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



ظريه اعدادن-رياضيات گسسته  

٧۴ 
 

 تست:

 بر كداميك از اعداد زير بخش پذير است؟  239- 352عدد

1(71                 2(72     3(73            4(19 

 352 -239=(3 m-2n)(…) =  52 =39 

(352 -239)=( )(…)                           

]: 13طبق نكته وجود دارد؟ 7چند مضرب  100تا 1ازسوال: ] =14 

 خاصيت ارشميدسي اعداد صحيح:)15

  na≥bوجود دارد بطوريكه: nيك عدد طبيعي دوعدد طبيعي باشند آنگاه  bوaاگر 

)مجموعه اعداد صحيح نسبت به اعمال جمع ،تفريق وضرب بسته است يعني مجموع 16

 ،تفاضل و حاصلضرب هر دو عدد صحيح،عددي صحيح مي باشد.

n))اگر  17 N) aǀbn  انگاه نمي توان نتيجه گرفت كهaǀb 

4ولي  4ǀ102يعني 4ǀ100براي مثال  10 

k)اگر 18 Z    در اين صورت همه ي اعداد صحيح، به شكلx=2k    را زوج و همه اعداد

 را فرد مي نامند. 2k-1يا   2k+1صحيح به شكل  

 ) اگر ارقام عددي را يك در ميان مثبت و منفي علامت گذاري كنيم19

(بطوريكه اولين رقم از سمت راست مثبت در نظر گرفته شود)و سپس آن ها را جمع جبري 

 بدست مي آيد. 11باقيمانده ي تقسيم آن عدد بر  كنيم،

 r=1-5+7-4+3=2: 11بر  15743به عنوان مثال: باقيمانده تقسيم 
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بخش پذير است كه اگر ارقام آن عدد را يك در ميان  11:عددي بر  19)نتيجه از نكته 20

اولين رقم از سمت راست مثبت در نظر گرفته مثبت و منفي علامت گذاري كنيم(بطوريكه 

 شود)و سپس آن ها را جمع جبري كنيم ،حاصل صفر شود.

بخش پذير است كه مجموع يكان و دو برابر دهگان وچهار برابر صدگان آن  8)عددي بر21

 بخش پذير باشد. 8بر 

ير بخش پذ 4بخش پذير است كه مجموع يكان و دو برابر دهگان آن بر  4)عددي بر 22

 باشد.

 بخش پذير باشد. 2بخش پذير است كه رقم سمت راست آن بر  2)عددي بر 23

بخش  10با يكان ان عدد برابر است و لذا عددي بر  10)باقيمانده تقسيم هر عدد بر 24

 صفر باشد.آن پذير است كه يكان 

  با باقيمانده 8به اين صورت هم صحيح است:باقيمانده تقسيم هر عدد بر 21)نكته 25

 برابر است. 8ن برآ تقسيم سه عدد سمت راست

بخش پذير است كه دو رقم سمت راست آن  4: عددي بر  22)همچنين نكته شماره  26

 باشدبخش پذير  4بر

 استفاده كنيم. 26و 25بهتر است در صورت لزوم از  توجه:

 بخش پذير است كه تفاضل عددي كه با حذف رقم يكان آن عدد بدست مي 7)عددي بر27

        63=(1)2-65: 7بر 651بخش پذير باشد مثلا  7آيد و دو برابر رقم يكان آن عدد بر 

 بخش پذير است. 7نيز بر  651بخش پذير است پس  7بر 63چون

 maǀmbو       aǀmbدر اين صورت:    aǀb) اگر 28
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 :تقسيم پذيري4حل تمرينات حل نشده قسمت دوم: نظريه اعداد فصل 

و عضو انتها  -2) عضو ابتدا 2مي باشد.     شماره 3)عضو ابتدا و عضو انتها 1: شماره1حل مثال
 مي باشد 5

 مي باشد. 1)عضو ابتدا ندارد و عضو انتها 4)عضو ابتدا و انتها ندارد.         شماره3شماره

************************************************** 

   Aانهاي پايينمجموعه كر {x  R I x 2 } : :2حل مثال 

: { x  R I x }مجموعه كرانهاي بالاA 

************************************************* 

 :3حل مثال 

 Aمجموعه كرانهاي پايينA : { …,-2,-1}مجموعه كرانهاي بالا{…,2,3,4 } : 

************************************************* 

 2   :               4حل مثال

************************************************* 

  n=1:5حل مثال

 فرض استقرا   

 حكم استقرا:

                      n=k+1  
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A=2k2+7k+6  

2A=4k2 +7(2k)+12 2A=(2K+4)(2K+3) 2A=2(K+2)(2K+3)      

A=(K+2)(2K+3) 

************************************************** 

+a=6b+21  , a=6(b+x)  :6حل مثال  6b+21=6b+6x+  

 

,   0 :داريم =21-6x 0    -6x -21    x  

************************************************* 

a=2k  , a=23q +17 q    7حل مثال                                                            فرد  

q=2  +1 a=23(2 k’+1)+17 a=23 2k’+40    =23 k’ +20  
r=20 

************************************************* 

1)n=2k 2 I n 2 I n(n-1)     8حل مثال  

  2)n=2k+1  n-1=2k 2 I n-1 2 I n(n-1) 

    1)n=3k 3 I n 3 I n(n2-1) 3 I n3-n           

2)n=3k+1  n-1=3k 3 I n-1 3 I (n-1)(n+1)n 3 I n3-n 
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3) n=3k+2  n+1=3k+3 =3  3 I n+1 3 I (n+1)(n-1)n 3 I n3-n 

************************************************* 

 a=3k+1يا  a=3kعددي صحيح باشد مي توان آن را به يكي از سه صورت  a: اگر 9حل مثال
 نوشت a=3k+2يا 

a=3k 3 I a                a=3k+1 3 I a+2          

            a=3k+2 3Ia+4                     
                    

*************************************************      

   10حل مثال 

132=(246)g 

 غ ق ق 

             ************************************************* 

 n=(1331)b = b3+3b2+3b+1=(b+1)3 :11حل مثال

             ************************************************* 

 2(111111)=1263حل مثال

نمايش  32،16،8،4،2،1را مي توان به صورت تركيبي از پس اين عدد و هر عدد كوچكتر از آن 
 داد پس حكم ثابت است.
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 حل سوالات حل نشده كليات وتقسيمپذيري

 حل سوال2

 + = (a+b) 

 +  =(a+b)q  a+b I  +  

 n=2k+1فرد است پس:  nتوجه: چون 

:3حل سوال  

K=1 a+b I a2 –b2   

   a+b I a2k+2 –b2k+2 :حكم استقرا a+b I a2k –b2k :فرض استقرا

 a2k –b2k =(a+b) q  a2k+2 –a2b2k =a2 (a+b) q :فرض

  a2k+2 –a2b2k-b2k+2 

= a2 (a+b) q -b2k+2  a2k+2-b2k+2 =a2 (a+b) q+ a2b2k-b2k+2

 a2k+2-b2k+2 =a2 (a+b) q+ b2k (a2-b2)  

 a2k+2-b2k+2 =(a+b)    a+b I a2k+2-b2k+2 

             ************************************************* 

4حل سوال  

23n -5n =8n-5n=(8-5)(   23n -5n =3q 3 I 23n -5n 
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 حل سوال6
38n+4+42n+1= 812n+1 =(81+4)( 812n-812n-1 4+…+42n 

38n+4+42n+1=85q =17  =17   17 I 38n+4+42n+1 

*********************************************** 

 حل سوال 9

a=2k+1 a2=(2k+1)2 =4k2+4k+1=  +1=4(2q)+1=8q+1 

 بخش پذير است. !2*حاصلضرب دو عدد متوالي بر 

*********************************************** 

 باشد. 4يا 3يا2يا 0نمي تواند  rبخش پذير نيست پس  3و2بر  n: چون 10حل سوال 

 n=6q+1يا  n=6q+5بنابراين :  r=5يا  r=1پس: 

*********************************************** 

 11حل سوال

=100000a+10000b+1000c+100a+10b+c 

=100a(1000+1)+10b(1000+1) +c(1000+1) =1001( ) 

=7 11 13q 

 بخش پذير است. 11و13و7بر  
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 :12حل سوال

=100000a+10000b+1000a+100b+10a+b  

=10a(10000+100+1)+b(10000+100+1)=10101( ) 

=3 7 13 37q 

 بخش پذير است. 37و13و3و7بر abababپس هر عدد به صورت 

*********************************************** 

 13حل سوال

352-239=  - =(81)13-813=(81-8) ( ) 

352-239=73q  73 I 352-239 

*********************************************** 

 حل سوال 14

42n-1=16n-1=(16-1)  42n-1=15q   15 I 42n-1 

*********************************************** 

 حل سوال 15

102n-1=(100n-1)=(100-1)  

102n-1=99q=3  =3  3 I 102n-1 
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 حل سوال 16

a I 3n-2  a I 4(3n-2)        و        a I -4n+3  a I 3(-4n+3)  

 a I 12n-8-12n+9   a I 1  a I 1 a= 1  

*********************************************** 

 حل سوال17      

a=3q+r              0 r 3 

r=0 a=3q               ,            r=1 a=3q+1               ,      r=2 a=3q+2                    

********************************************** 

 ل نشده نظريه اعداد فصل تقسيم پذيريپاسخنامه تست هاي ح

 شماره تست 1 2 3 4 5 6
 پاسخ4گزينه 1گزينه2گزينه 1گزينه2گزينه3گزينه
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 اعداد اول  فصل پنجم:  

و  1كه هيچ مقسوم عليه يا شمارنده مثبتي جز 1هر عدد طبيعي و غير از  تعريف :

 خودش نداشته باشد، اول ناميده مي شود.

، نه اول  1كه اول نباشد، مركب ناميده مي شود و عدد  1عدد طبيعي و غير از هر توجه:

 .است و نه مركب

است و تجزيه غير از اين  n=1×nهر عدد طبيعي داراي تجزيه اي بديهي به صورت  تذكر:

 حالت،در صورت وجود ، تجزيه نا بديهي ناميده مي شود.

 مقسوم عليه اول دارد.حداقل يك  -1و   1هرعدد صحيح به جز   :1قضيه 

x) نماينده عدد صحيح( 

اگر است پذير بخش اولي عدد هر بر صفر
اگر بزرگتر هاي عليه مقسوم همه رامجموعه صورت اين در

: 

 ) S(زيرا    ≠Sدر نظر مي گيريم بديهي است كه   1از       

Sيريم (چون  در نظر مي گKرا   Sعضو مجموعه كوچكترين N    خوش ترتيب است پس

اين كوچكترين عضو بايد اول باشد زيرا اگر اول نباشد آنگاه عدد طبيعي  دارد)عضو ابتدا 

t>1    ،t≠k   وجود دارد كهtǀk  در  اين صورت tǀk ,kǀx)  ( كه با   

  .دارد   kه اول مانند حداقل يك مقسوم علي xتناقض دارد.پس kكوچكترين عضو بودن 

 بي نهايت عدد اول وجود دارد. :2قضيه
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متناهي باشد يعني  2و3و5از برهان خلف استفاده مي كنيم. فرض مي كنيم اين دنباله ...و

p1,p2,…,pn   اعداد اول باشند اكنون عددk=p1p2…pn+1  را در نظر مي گيريم

)k(چون.عددي طبيعي و مخالف همه ي اعداد اول است   k مخالف همه ي اعداد اول است

از طرفي حاصلضرب همه ي    pj ǀkمركب است يعني يك مقسوم عليه اول دارد:  kپس 

   pj ǀp1 p2 …pnبخش پذير است يعني:     pjاعداد اول بر 

Pj ǀ    )1  ( 

 )Pj ǀ p1 p2 …pn)2 و  

Pj ǀ 2)و(1(تفاضل(          pj ǀ 1      

        p j  1 يك عدد اول است و  pj 

 بنا بر اين تعداد اعداد اول نامتناهي است.

حداقل يك مقسوم عليه اول دارد كه  nيك عدد مركب باشد ،آنگاه n: اگر  3قضيه 

 است. كوچكتر يا مساوي 

n n=ab   (1 < a≤ b < n)مركب 

 
 ≥p , وجود دارد كه:pيعني عدد اول  p≤aطبق*  

 ) ≥a≤  pو    p≤a(چون  

 هر دو عدد طبيعي (صحيح) متوالي نسبت به هم اولند. نكته:
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 فرد متوالي نيز نسبت به هم اولند. )صحيح(هر دو عدد طبيعي  نكته:

 ب.م.م 1=(a,b)را نسبت به هم اول گويند هرگاه: bوaدو عدد  تذكر:

 نسبت به هم اولند.، ول متمايزهر دو عدد ا نكته:

اگر عددي هيچ شمارنده اول و كوچكتر يا مساوي با جذرش نداشته باشد آن عدد توجه:

 اول است.

و  دو عدد اولهر عدد طبيعي زوج را مي توان بصورت حاصل جمع  :حدس هاي گلدباخ

 نوشت. اول سه عددبه صورت حاصل جمع  مي توانرا طبيعي فردهر دو عدد 

 خواهد بود (عدد فرما) به صورت  nاول باشد آنگاه  1+گر  ا نكته:

 )است (عدد مرسن اول nاول باشد آنگاه   1- اگر   نكته:

 مقسوم عليه مشترك وبزرگترين آن:

گوييم هرگاه   bوaدو عدد صحيح  )مشتركهرا مقسوم عليه(شمارند Cعدد صحيح  تعريف:

 cǀbو cǀaو 

(كه حداقل  bو aزرگترين مقسوم عليه مشترك (ب.م.م) دو عدد صحيح  را بdعدد تعريف:

 گوييم هرگاه:)يكي از آن ها مخالف صفر است

 باشد bوaيك مقسوم عليه مشترك  dالف)

 كوچكتر باشد. dازbو  aب)هر مقسوم عليه مشترك

كه حداقل يكي از آنهاصفر  bو aبزرگترين مقسوم عليه مشترك دو عدد صحيح  :4قضيه

 ت برابر است با كوچكترين عضو مجموعه ي نيس

S={ma+nb : m,n Z , ma+nb>0}    
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 زير مجموعه اي از اعداد طبيعي است Sناتهي است و چون  Sكه است:مشخص اثبات:

 بنابراين داراي كوچكترين عضو است بنابراينپس خوش ترتيب است 

 :كوچكترين عضو باشد d.فرض مي كنيم 

d=m1a+n1b , m1,n1 Z   * 

 تقسيم كنيم:  dرابه  a، اگر (فصل قبل)طبق الگوريتم تقسيم-

(1)a=dq+r                              0≤r<d 
rاگر  است داريم: sكوچكترين عضو  dو rوچون  r  پس  

r=a-dq r=a-( m1a+n1b)q=a- m1aq - n1bq=a(1- m1q)-( n1q)b  

  (2) 
اين و r<d باشد ولي Sاست يعني بايد عضوbو  aزيك تركيب خطي ا )2 (رابطه

 dǀa:)1(پس طبق r=0و  r 0پس  تناقض دارد dعضوبودن  باكوچكترين

است .حال  bو a  مقسوم عليه مشترك dيعني  dǀbترتيب مي توانيم نشان دهيم همينبه 

 cǀb    cǀd  cǀam1+bn1و c>0  ،cǀaاگر 

 است  .bو  a بزرگترين مقسوم عليه مشتركdپس  c≤dيعني 

 :(b,r)=(a,b)آنگاه  a=bq+rتوجه: هرگاه    

 ب.م.م دو عدد را مي توان بصورت تركيب خطي از آن دو عدد نوشت:نتيجه قضيه

 )) Bezout(قضيه بزو( 

كافي است،عدد بزرگتر  bو aبراي محاسبه بزرگترين مقسوم عليه مشترك دو عدد  توجه :

بزرگترين مقسوم عليه مشترك عدد كوچكتر و را بر عدد كوچكتر تقسيم نموده و سپس 
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باقيمانده را بدست مي آوريم .اين عمل را آنقدر ادامه مي دهيم تا يكي از اعداد صفر شود. 

 در اين صورت عدد ديگر ب.م.م است.

 را بيابيد. 30و72بزرگترين مقسوم عليه مشترك دو عدد  مثال:

 
 ا نوشت:مي توان به صورت جدول تقسيمات متوالي هم آن ر

 aاعداد صحيح  توجه:

نسبت به هم  bو 

اولند اگر و تنها اگر 

  nو mاعداد صحيح 

موجود باشند 

 بطوريكه:

ma+nb=1  
  d=(a,b)دوعددصحيح باشند و   bو aاگر   نكته:

 : در اين صورت

  

ب.م.م) آنها تقسيم كنيم خارج قسمت ها نسبت به هم (را بر  bو aاگر دو عدد  نكته:

 اولند.

خارج  --  2 2 2

 قسمت

6  

   (ب.م.م)

12 30 72  

 60 24 12 اعداد

 باقيمانده 12 6 0 
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باشد. بزرگترين Cعدد  } Z}ma+nbǀm,nاگر كوچكترين عضو مثبت مجموعه :1تست

 كدام است؟  و  شمارنده مشترك 

(1            2(                3(  ac                    4(1 

اگر عددي حاصل ضرب دو عدد ديگر را عاد كند نمي توان نتيجه گرفت كه حداقل  توجه:

4ولي   4ǀ2×6يكي از آنها را عاد مي كند.  4و  2 6   

است اگر و  bو  aبزرگترين مقسوم عليه مشترك دو عدد صحيح d:عدد طبيعي 5قضيه

 تنها اگر:

1(     dǀa وdǀb           2  هرگاه(cǀa   وcǀb    آنگاهcǀd 

 اثبات:

  dǀb , dǀaپس:  d=(a,b)اگر   

 d=ma+nb    (1)وجود دارند كه:  mوnدر اين صورت اعداد صحيح 

  cǀd)  1طبق ( بخش پذير است يعني cبرma+nb بنابراين cǀbو   cǀaاگر 

باشد  bوaشترك مثبت يك مقسوم عليه م cو  dǀbو   dǀaعددي باشد كه:  dبرعكس اگر 

  c≤dيعني  cǀdآنگاه  

 است. bو aبزرگترين مقسوم عليه مشترك dپس 

 aǀcآنگاه  1=(a,b)و    aǀbcاگر   (لم اقليدس): :6قضيه

(a,b)=1  ma+nb=1  cma+Cnb=C 

 درنتيجه:  bc=aqپس:  aǀbcولي چون 

C=Cma+naq=( )a                     c=q’a aǀc 
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 pǀbيا pǀaانگاه   pǀabيك عدد اول باشد و  pاگر:7قضيه

pاگر   a  ياآنگاه (a,p)=1يا. (a,p)=d  وd≠1 

يا d=1يك عدد اول است پس pو چون  dǀpو  dǀaداريم:در اين صورت  d=(a,p) اگر 

d=p  كه فرض كرديمd≠1 پس d=pوچونdǀa  پسpǀa كه با فرض تناقض دارد)p a( 

 pǀbپس طبق لم اقليدس1=(a,p) صورت داريم:درهربنابراين  

هرگاه عددي دوعدد را بشمارد،آنگاه همواره ب.م.م انها را نيز ميشمارد به عبارت  نكته:

 ديگر

aǀ(b,c) :aǀb , aǀc 

برابر با تركيب  dعكس قضيه بزو در حالت كلي برقرار نمي باشد يعني اگر عددي چونتوجه:

 bوa، ب م م دو عدد dنمي توان نتيجه گرفت كه باشد  bو aخطي دو عدد صحيح مانند

 برقرار است  d=1است. در حالت 

اگر عددي بر دو عدد بخش پذير باشد و آن دو عدد نسبت به هم اول باشند،آنگاه بر نكته :

 حاصلضرب آن دو عدد نيز بخش پذير است.

عدد نيز اول اگر عددي نسبت به دو عدد اول باشد، آنگاه نسبت به حاصلضرب ان دو نكته:

 است و برعكس.

kو   d=(a,b)اگر نكته: N در اين صورت(Ka,Kb)=Kdب م م 

مجموع و حاصلضرب آن دو  و هرگاه دو عدد نسبت به هم اول باشند آنگاه تفاضلنكته:

 عدد نيز نسبت به هم اولند.

 كوچكترين عضو مثبت مجموعه 37p-29a=1و  pǀabدو عددصحيح و    bو aاگر تست:
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   A={mp+nb :m , n Z}  كدام است؟ 

1 (b     2  (             3(1             4(8 

37p-29a=1 
بزو عكس

(p,a)=1 , pǀab  pǀb (p,b)=  

 =minAپس  minA=(p,b)=dكه طبق قضيه بزو : 

cكه در آن   x2_bx+c=0اگر ريشه هاي معادله   :1مثال Z وb نسبت به هم اول باشند

 را بدست آوريد. cو bب م م  

 

 

 

 در اين صورت نشان دهيد: d=(a,b)اگر  :2مثال

(a+b,a-b)=2d   يا(a+b,a-b)=d   بويژه اگر(a,b)=1           :آنگاه 

 1 (a+b,a-b)=   2يا (a+b,a-b)= 
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  d=(a,b)دو عدد صحيح باشند و    bوaنشان دهيد اگر   :3مثال

   1=(   ,   )در اينصورت:

صدق مي كنند .تعداد  36 =در رابطه  nوعدد صحيح و مثبت mعدد اول :2تست

 برابر با: nمقسوم عليه هاي

1(4           2(5             3(2           4(3 

 

 قضيه بنيادي حساب:

 =n  …را مي توان بصورت حاصلضرب عوامل اول به شكل    n>1هر عدد طبيعي

اين هااعداد طبيعي هستند. "i" متمايزند ول ها اعداد او piنمايش داد كه در آن  

يا  n"نمايش متعارف"اين نمايش را نمايش صرف نظراز ترتيب عوامل منحصر بفرد است.

 به عوامل اول مي ناميم. n(استاندارد)"تجزيه قانوني"

βو       =a  اگر  قضيه: β
  b= 

β  آنگاه 

d=(a,b):                                 “ i=min{ i, 
 

p ،pاگر براي عدد اول توجه: n آنگاه توان آن را در نمايشn  برابر با صفر مي گيريم به

را  nاعداد اولي را دخالت دهيم كه n>1يه عدد طبيعيعبارت ديگر ممكن است در تجز

 :عاد نمي كنند در اين حالت توان اينگونه اعداد اول را مساوي صفر فرض مي كنيم

140=22×30×5×7 

360=22×32×5×70 
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 كوچكترين مضرب مشترك دو عدد (ك.م.م)

 مي ناميم هرگاه مضرب هر bوaرا مضرب مشترك دو عدد صحيح و ناصفر mعدد صحيح 

  bǀmو  aǀmباشد يعني:   bو aدو عدد

 bو aدو عدد صحيح و ناصفر باشند،كوچكترين مضرب مشترك دو عدد  bو  aاگر تعريف:

 به قسمي كه اولا  Cنمايش داده و آن عددي است طبيعي مانند را با نماد  

C مضرب مشتركa وb باشد و ثانيا از هر مضرب مشتركa  وb .كوچكتر باشد 

 در اين صورت: aǀbدوعدد صحيح و ناصفر بوده و  bو aراگقضيه:

[a,b]= 
اگر عددي بر دو عدد بخش پذير باشد آنگاه بر ك.م.م آن دو عدد نيز بخش پذير قضيه:

 است:

aǀm, bǀm  [a,b] ǀm 

βو    =a  …اگر قضيه: β
…  b= 

β     :آنگاه 

[a,b]= 
θ θ

…
θ

به عبارت ساده تر ميتوان گفت   i =max{ i ,β i}θكه :        

  عاملهاي غير مشتركك م م برابراست باحاصل ضرب عاملهاي مشترك باتوان بزرگتر
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 : قضيه اساسي حساب استدلالي

[a,b](a,b)=   يا                   =[a,b] 

            

 بيابيد. Nرا در  bو aانگاه    90=[a,b]و  15=(a,b)اگر    مثال:

15ǀa a=15q 

                               90=15qq’ qq’= =6     (q,q’)=1 

aǀ90 90=aq’ 

                              

  پس : 

 

 

به ترتيب 25 , 24و 9رقمي را كه باقيمانده تقسيم آن عدد بر  4كوچكترين عدد :4مثال

 .بيابيدباشد7,13,14

 

 

 

بر چند عدد صحيح مثبت قابل قسمت  22pيك عدد اول فرد باشد آنگاه  pاگر  :3تست

 است؟

1(5                 2(6         3(4            4(7 

  ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



ظريه اعدادن-رياضيات گسسته  

٩۴ 
 

 ب.م.م آنها كدام است؟,است 612و ك.م.م انها نسبت دو عدد صحيح :4تست

1(17         2(34      3(51     4(68 

 

 

 باشند را بدست آوريد. 29كه كوچكتر يا مساوي  6طبيعي عددي تعداد مضرب ها:5مثال

 

 

 

 

زوج است ولي حاصل ضرب آنها فرد  ,كه حاصل جمع دو عدد صحيح فردثابت كنيد  :6مثال

 است.
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 بيشتر بدانيم:

 داريم:  1=(a,b)اگر   bو a)به ازاي هر دو عدد صحيح مانند 1

     (an,bm)=1 , (an ,b)=1  
 ب م مdn=[(a,b)]n=(an,bn)آنگاه:     =d (a,b))اگر2

 aǀb در اين صورت  a nǀ b n)هرگاه 3

 سه عدد صحيح بوده به طوريكه دو به دو نسبت به هم اول باشند داريم: cو bوaگر )ا4

 (ab+ac+bc, abc)=1 

   1=(ab,a+b) در اين صورت:   1=(a,b))اگر 5

 نيز اول خواهد بود.aو  bنسبت به cباشد آنگاه  cǀa+bاول بوده و bنسبت به a)اگر 6

در اين صورت همواره :    1=(a,b)دو عدد صحيح و ناصفر بوده و  bو a)اگر7

[a,b]=a×b 

8( [a,b]=(a,b) = 

9([a,(b,c)]=([a,b] ,[ a,c]) 

10  (] (a,[b,c])=[(a,b) , (a,c) 

11([a,b]=c [a n ,b n]=c n 

12([a,b]=c [na,nb]=nc 

  برابر است با: !nدرpعدد طبيعي باشد در اين صورت توان عدد اول  n)اگر13

     [ ]+[ ]+[  نماد جزء صحيح است. [  ]كه در آن  …+[

  ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



ظريه اعدادن-رياضيات گسسته  

٩۶ 
 

به عوامل اول بدست آوريم  !nرا در تجزيه  pاگر بخواهيم توان عدد 13)با توجه به نكته 14

تقسيم متوالي نموده و خارج قسمت ها را با هم جمع كنيم تا توان  pرا برnكافي است 

p400در  7مثلا توان عدد بدست آيد!: 

] پس: 400<چون   ]+[ ]+[ ] 

  400در تجزيه !  7توان عدد  66=57+8+1=

 
تقسيم هاي متوالي نموده و  5را بر  nكافيست !n)براي يافتن تعداد صفرهاي جلوي  15

 خارج قسمت ها را با هم جمع كنيم:

 : !45مثلا:تعداد صفرهاي جلوي 

 
 "باشد بطوريكه     =n  به صورت  n)اگر نمايش متعارف عدد طبيعي 16

pi"  ها اعداد اول متمايزند در اين صورت تعداد مقسوم عليه هاي مثبت n: برابر است 

(α1+1)(α2+1)…(αr+1) 
 :2420:تعداد مقسوم عليه هاي مثبت عدد مثلا 

2420=22×5×112 

ها عليه مقسوم تعداد
(2+1)(1+1)(2+1)=18 
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 حل مثالهاي حل نشده نظريه اعداد فصل پنجم :اعداداول

و cβ=باشند در اين صورت   bx+c=0-2xريشه هاي  βو : فرض كنيم  1حل مثال
=bβ+ وچون( , ) پس:1=( , +   1=(b,c)بنابراين 1=(

******************************************** 

 b-c I aو  c I a+bدر اينصورت  +b)=c-b,a(aو 1=(a,b)دا فرض مي كنيم بت:ا2حل مثال
است از طرفي از  2bو  2aيك مقسوم عليه مشترك  cپس  c I 2bو  c I 2aبنابراين 

(a,b)=1  : داريم(2a,2b)=2 بنابراينc يا  1=(a+b,a-b)يعني  c=2يا  c=1درنتيجه 2
(a+b,a-b)=2 

) در اينصورت: d=(a,b)حال اگر  ,  حا لت قبل: پس بنا به 1=(

 ( + 2 يا 1=(  -  , d ( + ,  -  )=d d يا 1 2    (a+b ,a-b)=d  2  ياd 

                                                                                                         
*****************                      ***************************  

در  ma+nb=dوجود دارند بطوريكه:  nو  mپس اعداد صحيح   d=(a,b):چون   3حل مثال

)n داريم: dنتيجه با تقسيم طرفين بر  ) =1  m( )پس   , Z    Z و چون +( , )=1 

(a,b)=d       ,   Z                                      :توجه                      
                        ********************************************  

 a=24k1a=9k   ,       7+2     ,  13+باشد پس: a:فرض كنيم عدد مطلوب 4حل مثال

a=25k3+14         

a+11=9k1+18      ,      a+11=24k2+24      ,      a+11=25k3+25        
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 9|a+11   ,      24|a+11    ,25|a+11 

بخش پذير بوده و طبق قضيه بايد بر  9و24و25كوچكترين عددي است كه بر  a+11بنابراين 
ين عددي كوچكتر a+11پس  1800=[9,24,25]بخش پذير باشد و چون   [9,24,25]
 a+11=1800 a=1800-11=1789بخش پذير است و بايد  1800است كه بر 

******************************************** 

 ] {6,12,18,24}              4=[4/8]=[:5حل مثال

 

a=2k+1          و            b=2k’+1           a+b=2   6 حل مثال 

a+b=2k’’      زوج  

ab= (2k+1)(2k’+1)= 4kk’ +2k+2k’+1=2( )+1=2k’’+1    فرد 

                        ********************************************
                            

 اداولپاسخنامه تست هاي حل نشده نظريه اعداد فصل پنجم: اعد

 

 

 

 

 شماره تست 1 2 3 4
 پاسخ 1گزينه4گزينه2گزينه 1گزينه
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 همنهشتي: فصل ششم:

و مي  mǀa-bهمنهشت مي گوييم هرگاه mرا به پيمانه ي   bوaدو عدد صحيح  تعريف:

m)نويسيم:   N)a b:به عبارت ديگر 

a b a=mk+b 
aوقتي مي نويسيم تذكر: b اين جمله اين است كه   مهم ترين مفهومaوb  در تقسيم

 هم باقي مانده هستند.mبر 

 است . bبر aمهم ترين كاربرد همنهشتي، پيدا كردن باقيمانده تقسيم   تذكر:

 با توجه به تعريف همنهشتي گزاره هاي زير همگي معادل اند: توجه:

a  به پيمانه يm  باb.همنهشت است 

 aوb  به پيمانه يm  .همنهشت اند 

     a b                 
   [a]=[b]            
   a-b مضربي ازm    .است 

    mǀa-b         
 a  وb  در يك دسته همنهشتي به پيمانهm .قرار دارند 

 باهم برابرند. mبر bو aباقيمانده تقسيم

ت هر مضرب را پيدا كنيم كافي اسmبه پيمانه  aبراي اينكه همنهشت هاي عدد نكته:

 كم و يا به آن اضافه كنيم، در واقع: aرا ازmدلخواه 

a 
a±mk : k}=[a]نكته فوق را مي توان به صورت:   توجه: Z} .نيز بيان كرد 
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در آخر ،جواب بايد عددي   را بخواهند يعني bبر aوقتي در تستي باقي مانده ي نكته:

 د باقي مانده شود.باشد كه بتوان b-1از صفر تا

 خواص همنهشتي

 a  a)هر عدد با خودش همنهشت است:1

a  b )همنهشتي خاصيت جابجايي دارد:2 b a 

bهمنهشت اند: ان)دو عدد همنهشت با عدد سوم ،خودش3 a, a b c 

a b ,b)خاصيت ترايايي:4 c  a c  

a)انتقال به طرف ديگر با تغيير علامت:5 b+c a-c b 

 )جمع،تفاضل و ضرب طرفين دو همنهشتي :6

a b , c d a±c b±d , a×c b×d 
 ) جمع،تفاضل و ضرب طرفين يك همنهشتي بايك عدد:7

a b  a±c b±c , a×c b×c 
anتوان رساندن طرفين همنهشتي: )به8 bn  a b 

km:ميشودصفرهمنهشت )هر مضرب پيمانه، 9 0  

)به جاي هر عددي كه در توان نباشد ،مي توانيد هميشه همنهشت آن را قرار 10

 كار كنيم.ي اين نكته با همنهشت گذاري سعي مي كنيم با عدد هاي كوچك تر دردهيد

يك رابطه هم ارزي است بنابراين كلاس هاي هم ارزي Zطه همنهشتي روي )چون راب11

زير مي  "mبه  پيمانه "را افراز مي كند و داراي كلاس هاي هم ارزي  Zاين رابطه،

 [m-1],…,[1],[0]باشد:
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12(,    a b 

mn=[m,n]    درحالتي كه (m,n)=1      a b,   

13( ,  , a b 

14  (   a b,nǀm  "به تخفيف پيمانه معروف است" 

نشان  يا  [a]را با   mبه پيمانه عدد طبيعي  aعدد صحيح :دسته ي همنهشتي تعريف

x  Z: x}=[a]:   مي دهيم و تعريف مي كنيم a}  

[a]  را كلاس يا رده ي هم ارزيa .نيز مي گويند 

 نشان مي دهيم: Zmيا  را با  mمجموعه همه دسته هاي همنهشتي به پيمانه 

Zm={[0],[1],…[m-1]} 
كلاس هم ارزي افراز مي mرا دقيقا به  z، مجموعهmرابطه همهنشتي به پيمانه  توجه:

 كند .

 كدام است؟ 5بر 5a+1-22aاست . باقي مانده تقسيم  13رابرب 15برaباقي مانده  :1تست

 4)4                  3)3               2)2)صفر                          1

 

 

كلاس هم ارزي افراز  11صحيح را به  دادمجموعه اعy}-R={(x,y):mǀxرابطه   :2تست

تعلق   [1389]ي كه به نموده است.در اين صورت مجموع ارقام كوچكترين عدد سه رقم

 دارد،كدام است؟

1(7      2(2             3(3    4(5 
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 200164  ? :1مثال

 

 

 1379126 ?:2مثال

 به كدام يك از صورت هاي زير است؟ a9در اينصورت عدد a=15k+14اگر  مثال:

1(15t+1                 2(15t+3              3 (1415t+                  4( 15t+10  

a=15k+14 a  14   ,14 -1  a - 1 a9 -1 

طبق
 a9 14  a9 =15k+14 

 بخش پذير است. 9بر  )n  ،1)-+6nثابت كنيد به ازاي هر :3مثال

 

 

 

 ثابت كنيد. nǀmو   a b اگر مثال:

a b mǀa-b , nǀm   
تعدي

 nǀa-b  

 

 بخش پذير است. 43بر  n ،    +7ثابت كنيد به ازاي هر عدد طبيعي :4مثال
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 بيابيد. را23بر  )=A-(1 باقيمانده تقسيم  :5مثال

 

 

 

 

-ثابت كنيد  مثال: 0 

و چون       = = 2kپذير است به شرطي كه: بخش    am+anبر  ap-bqعبارت    

2n+2=2(n+1)=2k    62پسn+2_52n+2   بخش پذير است (5+6)بر 

 +62n+2_52n 2 0يعني: 

   داريم: m (  ac≡bcپيمانه (قضيه: در رابطه همنهشتي 

 d=(m,c)كه در آن

ac bc mǀac-bc ac-bc=mk    (a-b)c=mk   

(a-b) = k         ǀ(a-b) 

 ǀa-b      وچون( =1 

 

d=(m,c)       توجه:           ( =1 
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 :محاسبات باقي مانده در اعداد فاكتوريلي:نكته

!aآنوقت  باشد  a≥mاگر  0 

را در  mتمامي عامل هاي !aباشد گاهي جواب صفر است و اين زماني است كه  a<mاگر 

!24خودش داشته باشد: 0   

 كه در اين دو حالت قرار نمي گيرند دو راه كلي هست: اعدادي براي آن

(p-2 )عددي اول باشد: pاگر قضيه ويلسون:)1 1 , (p-1)  -1         

)باز كردن كامل عدد فاكتوريلي و محاسبات همنهشتي به صورت معمولي فقط لازمه 2

 دوتادوتا،تك به تك يا سه تايي به طور مناسب بگيريم.

 

 كدام است؟ 13بر    !11+!12 +!7 +!37+!25باقي مانده تقسيم    :3تست

1(8    2(9   3(10      4(11 

 

 

 

 

ه اعداد فاكتوريلي باهم جمع شده اند و ضمنا عددها مدام در حال در عبارت هايي ك توجه:

بزرگ شدن هستند تمام تلاش شما بايد پيدا كردن اولين عدد فاكتوريلي باشد كه به 

پيمانه مورد نظر سوال،صفر  شود چون عدد هاي فاكتوريلي بزرگتر هم در اين حالت همگي 

 صفر شده و از رده خارج مي شوند.

A! 0  B! 0 
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 كدام است؟ 105بر   !1389+…+!13+!9+!5+!1باقيمانده تقسيم   :4تست

1(13            2(14                 3(15                4(16 

 

 

 كدام است؟ 11بر   باقيمانده تقسيم  :5تست

 5)4             4)3            3)2)صفر           1

 

 

 را به دست آوريد؟ 12بر  !5+…+!2+!1باقيمانده تقسيم   مثال:

1!=1  1 , 2!=2  2 ,3!=2×3  6 ,4!=24  0 
  0 …(n!  0 :n≥4   به ازاي) 

9=0+0+6+2+1     است. 9باقيمانده   9  9 

براي يافتن رقم سمت راست يا يكان هر عدد،كافي است همنهشت آن عدد به  تذكر مهم:

را محاسبه كنيم به عبارت ديگر:دو عدد صحيح رقم يكان برابر دارند اگر و فقط  10پيمانه  

 باهم همنهشت باشند. 10اگر به پيمانه 

به كدام رقم ختم kرقم يكان برابر دارند. عدد  4k+9و  3k+5دو عدد طبيعي   تست:

 مي شود؟

1(4           2(6                3(0          4(4- 

4k+9  3k+5  k -4   k  6 
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 قضيه نيوتن و كاربردهاي آن براي محاسبه ي رقم يكان اعداد تواندار:

رتبه تكرار مي رقم يكان توان هاي متوالي هر عدد طبيعي ،هر چهار بار يك م قضيه نيوتن:

 شود:

  a  N: an+4  an 

(همان پيداكردن رقم  10برan به عبارت ديگربراي پيداكردن باقيمانده تقسيم عدد

تقسيم كرده ودرصورتيكه باقيمانده 4رابر nسمت راست) كافي است عدد

ميرسانيم واگرباقيمانده صفرباشدرقم  3يا2يا1رابه توان aباشدرقم يكان3يا2يا1

 حاصل ميشود. an ميرسانيم آنگاه رقم يكان عدد 4ن رابه توانيكا

 ت هاي خاص:لحا

ختم  6يا  5يا  1ختم شود هر توان آن نيز به صفر يا  6يا  5يا  1)اگر عددي به صفر يا 1

 مي شود.

 ختم مي شود.1به  آن و توان هاي زوج 9ختم شود توان هاي فرد آن به  9)اگر عددي به 2

ختم مي 6به  آن و توان هاي زوج 4ختم شود توان هاي فرد آن به  4) اگر عددي به 3

 شود.

 كدام است؟  (29))3(70 (45)+271(43)+2041رقم يكان عدد        :6تست

1(6         2(5         3(9                       4(7 

 

 راهنمايي:بااستفاده از قضيه نيوتن وحالتهاي خاص حل كنيد
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 :رتابع في اويل

باشد بدون توجه به  …n=pα qβ rγبه عوامل اول به صورت   nتجزيه عدد طبيعي اگر 

 n×φ=(n)××…×توان عامل هاي اول داريم:              

 nنسبت به  nاين است كه چه تعداد از اعداد طبيعي كوچكتر يا مساوي   nφ) (مفهوم 

 اول اند.

داشته  1عامل مشتركي به جز  70وجود دارد كه با 70 چند عدد نا بيشتر از:7تست

 باشند؟

1(24                2(46       3(45          4(23 

 

 

aآنگاه           1=(a,n)اگر نكته: (n) 1   اول(يا(p   1  ap-1  

يمانه  آنها ن مي توان براي همنهشتي هايي كه پآاين نكته به قضيه اويلر مشهور است و از 

 عدد مركب است استفاده كرد.

عدد به دست آمده حساب  رو حساب مي كنيم ،توان را پيمانه φ(پيمانه )  :به اين صورت

ميكنيم هرچه شد آن را جاي توان قرار ميدهيم وهمنهشتي راحساب ميكنيم .در تست 

 زيراز آن استفاده كنيد 

 كدام است؟ 20بر  196547باقيمانده   :8تست

1(5               2(1           3(9           4(4 
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است و مي خواهيم دو رقم سمت  100برخي اوقات استفاده از قضيه اويلر را وقتي پيمانه 

 مثل تست زير:راست رو پيدا كنيم توصيه مي كنند

 كدام است؟  4053دو رقم سمت راست عدد  :9تست

1(93                2(43                 3(73               4(83 

 

 

  φ=(a,b)باشد در اينصورت    d=(a,b)اگر  نكته:

 است.   φ(a)φ(b)φ=(ab)باشد     1=(a,b)و در نتيجه اگر   

    p n –p n-1φ=( p n)داريم:    pبراي عدد اول 

 است؟ kچه ضريبي از  φ(1500)باشد حاصل   φ(1000)=kاگر     :10تست

1(                      2(3       3(2           4(1 

 

 

 

است و اعداد فيثاغورسي  n=2به جز حالتي كه   xn+yn=znمعادله   قضيه بزرگ فرما:

 هاي ديگر جواب غير بديهي صحيح ندارد. nدر آن صدق مي كنند براي 

صفر  x  ،y   ،zجواب غير بديهي يعني جوابي كه در آن هيچ يك از متغيرهاي  توجه:

 نباشند.
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 چند جواب طبيعي دارد؟  z1389+y1389x=1389معادله :11تست

 1390)4          1389)3     1)2)هيچ    1

 :  ax+by=cحل معادله سياله خطي  

جواب دارد اگر و تنها اگر  zدر مجموعه     ax+by=cمعادله سيالي خطي  قضيه:

 را بشمارد.  c،عدد bو aبزرگترين مقسوم عليه مشترك  

 را بشمارد) در اين صورت: d  , c(يعني dǀcو   d=(a,b)اگر 

dǀc   c=dk   (1) 
نوشت:    bوaاست پس مي توان آن را بصورت تركيب خطي از  bوa،ب م م  dوچون 

d=am+bn        كهm,n Z   

(1) C=(am+bn)k=a( )+b( )  c=ax0 +by0 

 دارد. (x0,y0)جوابي مثل    ax+by=cيعني معادله ي 

داشته باشد  (x0,y0)داراي جواب باشد فرض كنيم جوابي مثل   ax+by=cاگر  برعكس :

 يعني:  

 =c   ax0 +by0  
بخش  dپس هرتركيب خطي از آنها نيز بر  dǀbو  dǀaمي دانيم:   d=(a,b)از طرفي اگر 

 dǀcپس:     ax0 +by0 dǀپذير است يعني:   

باشد آنگاه  c ax +by=يك جواب براي معادله خطي   y0و  x0و   d=(a,b)  اگر  توجه:

 ان بصورت:ي تمام جواب ها

  y=y0-k    وx=x0 +k    مي باشند. كهk Z . 
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جواب ندارد و يا بي نهايت جواب دارد .شرط لازم و كافي يا Zدر  ax+by=cمعادله  توجه:

 ǀc(a,b)كه:    براي وجود جواب معادله اين است

 cيا cرا به يكي از معادلات همنهشتي    ax+by=cمعادله   توانمي  توجه :

 كرد.تبديل 

داراي  nبه ازاي هر عدد صحيح   x+(3n+4)y=5(7n+9)ثابت كنيد معادله   سوال:

 جواب است.

(7n+9 , 3n+4) =d 

d ǀ 7n+9  d ǀ-3( 7n+9) 

                                                    
جمع

dǀ1 d=1  

d ǀ 3n+4  d ǀ 7(3n+4)  
داراي جواب  nپس معادله سياله به ازاي هر عدد صحيح    1= (7n+9 , 3n+4)وچون 

 است.

 را حل كنيد. 4x+6y=10معادله سوال:

پس  10=6+4، پس معادله داراي جواب است چون   2ǀ10و    2=(4,6)چون 

  يك جواب است پس كليه جواب هاي اين معادله عبارتند از: (1,1)يعني   

                             

                         

 را حل كنيد.  +5y=512xمعادله سياله   :6مثال
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جواب داشته Zدر  39y=2m-21xبر چه عددي بخش پذير باشد تا معادله  m  :7مثال

 حل كنيد.m=21باشد. ثانيا: معادله فوق را به ازاء  

  

 

 

 

 را حل كنيد. 4x+6y=7معادله   سوال:

2و   2=(4,6)چون   پس معادله داراي جواب نيست. 7

dو    d=(a,b)اگر   توجه: c معادله سياله   آنگاهax+by=c  داراي جواب صحيح

 نيست.

همواره داراي جواب  ax+by=cآنگاه معادله سياله  1ǀcچون    1=(a,b)اگر توجه:

 صحيح است.

 

 را حل كنيد. 2x+3y=8معادله   سوال:

مي توان مثل مثال هاي قبل حل كرد ولي اگر حدس زدن جواب اوليه سخت باشد معادله 

 لر حل مي كنيم.سياله را به روش اوي
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پس  8=2×3+1×2پس داراي جواب است و چون    1ǀ8و  1=(2,3)چون   حل اول:

 يك جواب  است بنابراين:  (1,2)

 

 يك جواب است بنابراين : (4,0)يا اينكه  

 

  xپس  داراي جواب است و چون ضريب  1ǀ8و   1=(2,3)چون    حل دوم به روش اويلر:

 داراي قدر 

 است پس: yمطلق  كوچكتر از ضريب  

X=  = = + =4-y  +    

k= رار مي دهيم:    ق kرا برابر عدد صحيح   حال  y=-2k 

X=4-y  +   =4-(-2k) +    = 4+3k  

       بنابراين:

بنابراين در روش اويلر ،مجهولي را كه ضريب آن از لحاظ قدر مطلق كمتر از ضريب ديگري 

دست مي است برحسب بقيه ي عناصر معادله حساب مي كنيم كه يك عبارت كسري ب

و كسر جديدي كه حاصل مي شود را برابر  كنيمآيد.اين عبارت را تا حد امكان تفكيك مي 

 بدست مي آوريم. kرا برحسب  yو  xقرار داده و از آنجا  kعدد صحيحي مانند 
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 را حل كنيد. 5x-3y=11معادله  سوال:

قدر مطلق داراي  yپس معادله داراي جواب است .چون ضريب  1ǀ11و   (3-,5) =1چون 

 است پس: xكوچكتر از ضريب 

Y= = =-3+2x +  

=k  x=-2-3k  

 پس:

Y=-3+2x +   =-3+2(-2-3k)+k=-7-5k 

 

 موز عزيز:آحل به روش حدس زدن يكي از جواب ها به عهده دانش 

 

 

 

 

 

 mرا با همنهشتهايشان به پيمانه  bو a،اعداد  b axهمنهشتيبراي حل معادله  توجه:

شود،  ±1برابر xطوري جايگزين مي كنيم كه پس از تقسيم طرفين همنهشتي ضريب 

 x=nk+tدرآمد ،جواب مي شود :    tوقتي معادله به صورت 
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عادله حتما جواب جواب داشته باشد،كدام م zدر   4a+1هرگاه معادله  :12تست

 دارد؟

1  (13        2  (17                 3 (14                  4(19  

 

 

 

axبراي حل معادله ي همنهشتي  تذكر:  b   در صورت وجود جواب مي توانيم به صورت

 زير عمل كنيم:

 كم مي كنيمbيا  aب پيمانه رااز بزرگتر باشند مضار mاز bيا  a)اگر 1

اضافه مي كنيم تا دو طرف همنهشتي داراي يك عامل مشترك  b)مضاربي از پيمانه را به 2

 شوند.

)روند فوق را تاجايي ادامه مي 4)دو طرف همنهشتي را برعامل مشترك تقسيم مي كنيم .3

 ينيد:.اين نوع راه حل رادرتست زير ببدر آيد ’x≡bدهيم كه معادله بصورت 

 صدق مي كنند. 2چند عدد طبيعي سه رقمي در معادله   تست:

1(69      2(68    3(70          4(71 

 2   2  1 x=13k+1 
رقمي سه

  

7/61 ≤k≤76/84   99≤13k≤999   100≤13k+1≤1000 

8≤k≤76  76-8+1=69 
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 11كه در رابطه همنهشتي   aن عدد سه رقمي رقم يكان كوچكتري :13تست

 صدق مي كند،كدام است؟

1(1           2(2       3(3       4(4 

 

 

 كدام است؟ aتقسيم پذير است. كوچكترين عدد طبيعي  17بر   a+عدد   :14تست

1(5           2(6     3(11       4(12 

 

 

 

 كدام است؟ 13بر عدد  125 6+12 7+12 8+12باقيمانده تقسيم   :15تست

1(0           2(3     3(4       4(6 

 

 

 و غير اول با آن كدام است؟ 231تعداد اعداد صحيح و مثبت و نابيشتر از :16تست

1(114             2(111           3(107       4(103 

تقسيم آن  تقسيم پذير است. باقيمانده 44برعدد  5a7b24عدد شش رقمي  :17تست

 كدام است؟ 9عدد بر 

1(1             2(2           3(3       4(4 
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 كدام است؟ 10بر  2018باقيمانده تقسيم  :18تست

1(8             2(6           3(4       4(2 

   

 Zدر مجموعه  24x+39y=2n+1معادله خطي  nبه ازاي كدام عدد طبيعي  19تست

 جواب دارد؟

1(29             2(33           3(37       4(41 

كدام   mداراي جواب نباشد  x+(m+6)y=12(2m+3)اگر معادله سياله    :20تست

 است؟

1(1             2(2           3(3       4(4 

 

جواب  ax  4، معادله   aدر اين صورت به ازاي چند مقدار   a≥181اگر  :21تست

 دارد؟

1(11             2(10           3(12       4(13 
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 بيشتربدانيم:

تقسيم مي  4را بر عدد  nمي باشد ابتدا  =Aكه بصورت  A)براي يافتن رقم يكان عدد 1

 مي نويسيم در اين صورت: n=4k+rكنيم و آن را بصورت  

 .    a 4 anآنگاه     r=0ب) اگر     a r anآنگاه    r≠0الف) اگر 

 چقدر است؟  !1378(1378)+…+ !4(1378)+ !2(1378)رقم يكان عدد   تست:

1(4       2(6        3(8          4(2 

         !n≥4   :a 4 anبخش پذير است پس به ازاي  4بر !n≥4 ،nچون به ازاي هر 

 پس:

(1378)2! +(1378)4! +…+(1378)1378!  (1378)2 

+(1378)4+…+(1378)4  

  (-2)2 +(-2)4+…+(-2)4 4+6+…+6 4+688×6  4132 2  
 صحيح است. 4پس گزينه

بهمن  22اگر اول مهر در سالي روز پنج شنبه باشد، معين كنيد  )يك مسئله جالب:2

 همان سال چه روزي خواهد بود؟

عدد صفر را به ان نسبت مي دهيم و  روز مشخص شده را به عنوان مبدا فرض كرده و

 متناظر با روزهاي هفته بصورت زير تنظيم ميكنيم: 6تا 0جدولي از اعداد 

 چهارشنبه     سه شنبه    دوشنبه   يكشنبه    شنبه    جمعه    پنج شنبه

    6           5             4           3            2        1          0   
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تاريخ مشخص شده تا تاريخ خواسته شده را به روز حساب مي كنيم كه ازاول  حال فاصله

روز كه اگر  141روز است يعني  21+(30×4)بهمن ماه بطور دقيق   22مهرماه تا

در  1و عدد  141 1روز است) محاسبه مي كنيم   7(هر هفته 7همنهشتي به پيمانه 

 در آن سال جمعه است.بهمن حتما  22جدول متناظر با جمعه است پس

حساب  4، تمام توان ها را به پيمانه 10تمام پايه ها به پيمانه  رقم يكان اعداد تواني:)3

 درتست زير ببينيد:مي كنيم.

)تست: رقم يكان    +3) -7 +(9 90-3)  كدام است؟  6+

1(2       2(4       3(6     4(8 

 

 9 770+3          و 70          770 2 72   2

 -2  990 -3  (-1)90 1 990 

770 (-1)70 1 770+6 3                               990 190 1 990-7 

-6  2 

( +3) -7 +(9 90-3) +6 22+(-2)3 4-8 -4 6                                        
 

 .كرديمحساب  10و پايه ها را به سنج 4توان ها را به سنج

اريم و آنرا به پيمانه  ،رقم يكان را نگه ميد5،10، 2)براي پيدا كردن باقي مانده بر اعداد 4

 حساب مي كنيم. 5و10و2

حساب مي  3،9، مجموع ارقام عدد را به پيمانه  3،9) براي پيدا كردن باقي مانده بر اعداد5

 كنيم.
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تنها دو رقم سمت راست عدد را نگه داشته و  25و4) براي پيدا كردن باقي مانده بر اعداد 6

 حساب مي كنيم.25و4به پيمانه 

مي  -،از سمت راست و بطور يك در ميان علامت +و11) براي پيدا كردن باقي مانده بر7

 دهيم.

از سمت راست و بطور سه تا سه تا جدا كرده،  7،13) براي پيدا كردن باقي مانده بر8

 ومتناوبا اعداد را جمع و منها مي كنيم.

حساب 8داشته و به پيمانه رقم سمت راست را نگه  3تنها8) براي پيدا كردن باقي مانده بر9

 مي كنيم.

از سمت راست  و بطور سه تا سه تا جدا كرده و  27،37) براي پيدا كردن باقي مانده بر10

 اد حاصل را باهم جمع مي كنيم.داع

 5و2تومان را توسط سكه هاي  29) بازهم يك مسئله جالب : به چند طريق مي توان 11

 توماني خرد كرد؟

 )امكان پذير نيست.4طريق           4)3طريق               3)2طريق           2)1

 

را بيابيم كه با توجه به آنكه :   2x+5y=29بايد تعداد جواب هاب صحيح و مثبت معادله  

يك  (12,1)پس  29=1×5+12×2داراي جواب است و چون :     1ǀ29و   1=(2,5)

 .جواب معادله است

و  xجواب هاي صحيح و مثبت براي k=0,-1,-2كه به ازاي     پس:  

y صحيح است. 2بدست آيد پس گزينه 
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 حل مثالهاي حل نشده نظريه اعداد فصل ششم همنهشتي

64 حل مثال1:                                                                        1  2001 64  1 
                       

 :2حل مثال

126  2  (126)5  25   ,   25  1   (126)5  25  1    
توان به

   
( )275  1  

 ( )275 24  1 24     16       16    
  16            

هم در توان و هم درپايه ها به عنوان ضريب قرار n: توجه: معمولا مسائلي كه پارامتر3حل مثال
                                                                            :دارد به استقراء حل ميشوند 

n=1 : 26 6 1-1=9   0 

 n=k : 26k 6k-1  فرض استقراء      0 

n=k+1 : 22k+2 6k+6-1 = 22k+2 6k+5  0       حكم استقراء 

فرض 22 22k+2 6k 22-1 22  0    22k+2 24k - 4  0     

22k+2 6k+5+18k-9  0   22k+2 6k+5  9-18k 22k+2 6k+5 

  9(1-2k)  0 
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 حل مثال4

63=216   1 63
توان به

   

63n-3 63n-3 62 63n-1 +7 43 0 

 حل مثال5

26=64  18 -5 26 -5    )1(  25=32  9 25 9     )2(   

)1(  )2(
 

***************************************************** 

 حل مثال6

 (x0,y0) = (3,9)  ,  (2,5)=1  

 
**************************************************** 

 حل مثال7

(21,39)|2m 3|2m (2,3)=1 3|m 

21x-39y=42 7x-13y=14              (x0,y0) = (2,0) :ثانيا  
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 :همنهشتي پاسخنامه تست هاي حل نشده نظريه اعداد فصل ششم:

 

شماره  1 2 3 4 5 76 8 9 10 11
 تست

گزينه  34 2 4 4 23 3 2 4 1
 پاسخ

 

شماره 21201918171615141312
 تست

گزينه  1 4 3 3 2 1 2 3 3 3
 پاسخ
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 مباحثي ديگرازتركيبيات :قسمت سوم

 

 

 

 مدلهاي شهودي وتجسمي                  

 ركيبياتدر ت  
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 فصل هفتم:مدلهاي شهودي وتجسمي درتركيبيات

             :رابطه ها و گراف ها

 يادآوري مطالبي از جبر سال سوم:

 A×Bدو جموعه  باشند،آنگاه هر زير مجموعه از حاصل ضرب دكارتي    Bو Aاگر تعريف:

 گويند.Aآنگاه رابطه را روي   A=Bگويند و اگر   Bدر  Aرا يك رابطه از

A×B Rنشان مي دهند پس:    Rرابطه را با  وجه:ت  A×A Rيا     

 ويژِگي هاي رابطه:

 Axانعكاسي است اگر و تنها اگر به ازاي هر   Aروي  R:رابطه  )بازتابي: (انعكاسي)1

(x,x)   داشته باشيم: R     ياxRx 

    :  A x,yمتقارن است اگر و تنها اگر به ازاي هر Aروي  Rرابطه )تقارني:2

R (y,x) R (x,y)  
داشته   Ax,yمتقارن است اگر و تنها اگر به ازاي هر  پاد Aروي Rرابطه  ) پاد تقارني:3

 باشم:

  R (y,x) R x=y (x,y)   
 xRy, yRx x=yبه عبارت ديگر:

 تراگذري(تعدي) است اگر و تنها اگر به ازاي هر  Aروي  Rرابطه گذري:ا)تر4

  x,y,z A : 

  R (y,z) R (x,z)  R (x,y)     
 xRy, yRz xRzبه عبارت ديگر:   
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داراي سه خاصيت بازتابي و تقارني و تراگذري باشد،آن را يك  Aروي  Rاگر رابطه توجه:

 رابطه هم ارزي گويند.

داراي سه خاصيت بازتابي، پاد تقارني و تراگذري باشد آن را يك رابطه ترتيب Rاگر توجه:

 گويند.

 رابطه و گراف:

باشد، مي توان به اين رابطه يك گراف جهت دار  Aيك رابطه روي مجموعه متناهي  Rر اگ

باشد   Rعضوي از Gوهريال  Aاعضاي مجموعه  Gنسبت دادبطوريكه راس هاي    Gمانند

 باشد. aRbمتصل خواهد بود اگر  bبه راس  Gازگراف  aهمچنين راس 

 وقه خواهد بود.داراي يك ط aدر راس  Gآنگاه گراف  aRaاگر  توجه:

bداده شده است. اگر به ازاي    A={1,2,3,4,6}مجموعه   :1سوال A وa  تعريف كنيم

aǀb  aRb  :مطلوبست 

 : Rالف) رابطه 

 : Rب) گراف متناظر با رابطه 

 

 

 

 يك رابطه بازتابي است اگر و فقط اگر هر راس گراف متناظر آن طوقه داشته باشد.توجه:

دو يال در جهت متقارن  موجود  bبه aاست هرگاه از هر راس  يك رابطه متقارن توجه:

 باشد.
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يال وجود داشته باشد،   cبه bو از راسbبه  aيك رابطه تراگذاري است اگر از راس توجه:

 نيز يال موجود باشد.cبه  aآنگاه از راس

 

به  bزيال موجود باشد ولي اbبه  aيك رابطه پاد متقارن است اگر و فقط اگر از راس توجه:

a .يال موجود نباشد 

 را بررسي كنيد.Rباتوجه به گراف زير خواص رابطه  :2سوال

 
 

 

   xRy=به صورت        }=A-,2- {1,0,1,2روي مجموعه   Rرابطه  :3سوال

 را رسم كنيد. Rتعريف شده است.گراف متناظر 
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   Aروي Rگر رابطه گراف جهت دار زير نمايش A={1,2,3,4,5}فرض كنيد    :4سوال

 را بنويسيد.Rمي باشد .اعضاي رابطه 

 
 رابطه و ماتريس:

ميدانيم به هر گراف ساده يك ماتريس صفر و يك به نام ماتريس مجاورت نسبت داده مي 

براي گراف  يباشد مي توان ماتريس مجاورت Aيك رابطه روي مجموعه Rشود. حال اگر 

ماتريس را ماتريس مجاورت گراف جهت دار مي نوشت.اين  Rرابطه بامتناظر Gجهت دار 

ام iاست اگر از راس  عدد يكام  ijنشان مي دهند در اين ماتريس درايه ي  mنامند كه با  

 jام به راس iاست اگر از راس   عدد صفرام يال جهت داري وجود داشته باشد. و jبه راس  

 ام يال جهت دار وجود نداشته باشد.

ف جهت دار طوقه وجود دارد برخلاف ماتريس مجاورت گراف ساده چون در گرا تذكر مهم:

كه درايه هاي قطر اصلي اش صفر بودند در ماتريس مجاورت گراف جهت دار درايه هاي 

 يا صفر باشند. 1روي قطر اصلي ممكن است 
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باشد كه گراف جهتدار آن در شكل  Aرابطه روي  Rو A={1,2,3}فرض كنيد  :5سوال

 ، ماتريس متناظر اين رابطه را بنويسيد.زير رسم شده است

 
بازتابي است اگر و تنها اگر درايه هاي روي قطر اصلي ماتريس مجاورت  Rرابطه  توجه:

 باشند. 1نظير آن همه 

 ijمتقارن است اگر و تنها اگر ماتريس نظير آن متقارن باشد يعني:اگر درايه  Rرابطه توجه:

باشد و به عكس يعني درايه ها نسبت به قطر اصلي  1برابر  ام jiباشد آنگاه درايه  1ام برابر 

 متقارن باشند.

ام برابر صفر  jiباشد آنگاه درايه  1ام برابر  ijپاد متقارن است اگر درايه  Rرابطه  توجه:

 باشد يعني ماتريس نسبت به قطر متناقض است.

باشند آنگاه  1ام  jkباشد همچنين درايه 1ام  ijتراگذاري است اگر درايه  Rرابطه توجه:

 ام نيز يك باشد. ikدرايه 

كدام ويِِژگي  Rاست. رابطه  Rماتريس نظير رابطه   =m ماتريس   :1تست

 ها را دارد؟

 ) ترتيب است.4) فقط بازتابي             3     ) فقط پاد تقارن       2    )فقط تقارني      1
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دوعمل جمع و ضرب را به صورت زير تعريف مي {0,1}موعه  روي مج عمل هاي بولي :

 كنيم كه به اعمال بولي معروفند:

                                  

      

 

  

  

                                   

 شود:در ضرب ماتريس ها عمل هاي بولي به صورت زير انجام مي  توجه:

اين تفاوت كه اگر در ضرب يك سطر در يك ستون  مانند ضرب معمولي ماتريس هاست با

صفر  قرار مي دهيم و در صورتي كه صفر باشد همان 1حاصل جمع مخالف صفر باشد عدد

 قرار مي دهيم.

 نشان مي دهند. را بصورت  توجه: گاهي عمل 

 را بدست آوريد. m(2)بصورت زير باشد ماتريس  m : اگر ماتريس 6سوال

m=    

 تركيب رابطه ها:

به مجموعه  Bرابطه اي از مجموعه  S و  Bبه مجموعه  A رابطه اي از مجموعه Rاگر

C تركيب دو رابطه "باشد آنگاه" R  وS  را باSoR  :نشان مي دهيم و تعريف مي كنيم

1 0  
1 0 0 
1 1 1 

1 0  
0 0 0 
1 0 1 
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x(SoR)y  هرگاه  عضوي مانندZ B  موجود باشد به قسمي كهxRz  وzsy  در اين

 است. Cبه  Aاي از  رابطه SoRحالت 

در نظر مي  Rدر  (x,y)يك زوج مرتب  SoRبراي مشخص نمودن اعضاي رابطه توجه:

 SoRعضوي از  (x,z)وجود داشته باشد آنگاه  Sدر (y,z)  گيريم اگر زوج مرتبي به شكل 

 است.

را  RoRآنگاه    R={(1,1),(1,2),(2,3),(3,4)}و    A={1,2,3,4}اگر  مثال:

 محاسبه كنيد.

(1,1) R, (1,1) R  (1,1) RoR 

(1,1) R, (1,2) R  (1,2) RoR 

(1,2) R, (2,3) R  (1,3) RoR 

(2,3) R, (3,4) R  (2,4) RoR 

RoR ={ (1,1), (1,2), (1,3), (2,4)}     
 نيز نمايش مي دهند. را با  RoRباشد رابطه  A رابطه اي روي مجموعه Rاگر  تذكر:

 به صورت زير تعريف مي كنيم: A={2,5,7,8}را روي مجموعه  SوRرابطه هاي :7سوال

  aRb a b , a≠b        وaSb a<b 

 را بدست آوريد. SoRو   RoSرابطه 
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چند طوقه  RoRصورت مقابل باشد.گراف متناظر  به Rاگر گراف نظير رابطه  :2تست

 دارد؟ 

 1(1           2(2             3(3      4(4 

 
 

 تعداد صفرهاي ماتريس مجاورت گراف مقابل كدام است؟ :3تست

1(7     2(8                3(9              4(10 

 
 به صورت زير تعريف شده است: A={a,b,c,d}در مجموعه   Rرابطه  :8سوال

                       R={(b,b),(a,b),(b,c),(a,c),(c.a),(b,d),(a,d),(d,d)} 

 را رسم كنيد. Rتناظر الف)گراف م

 ب)ماتريس مجاورت گراف متناظر را بنويسيد.

 را بنويسيد. RoRرا بدست آوريد و به كمك آن رابطه   2[m(R)]ج) 
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باشد هرگاه  Aيك رابطه روي   RوNnعضوي،  nيك مجموعه  Aفرض كنيد:1قضيه

m(R)  ماتريس متناظرR :باشد داريم 

  =Rصفرند) اگر و تنها اگر  m(R)اي  (يعني همه رايه ه m(R)=[0]n×nالف)   

   R=A×Aيك اند) اگر و تنها اگر  m(R)(يعني همه درايه هاي  m(R)=[1]n×nب)  

 m(RoR)=[m(R)]2    پ)

هيچ دو عضوي باهم رابطه ندارند در نتيجه درايه هاي نظير در ماتريس =Rالف)اگر 

صفر Rايه هاي ماتريس و برعكس اگر همه در m(R)=[0]n×nهمگي صفرند و درنتيجه  

  =Rپس        :R  i,j  (ai,aj)يعني:       i,j: Mij  0=باشند يعني   

j : (ai,aj)  Rب)   i,j:Mij =1 m(R)=[1]n×n       وi  R=A×A 

kپس عضوي مثل    i(RoR)jپ)فرض مي كنيم     A    : وجود دارد به طوريكهiRk و

kRj   بنابراين درايه هايik و ام  kj ام  در ماتريسm هستند در نتيجه  1مساوي با

 m(2)ام در ماتريس  ij است .به عكس اگر درايه  1برابر  m(2)ام  در ماتريس    ijدرايه

 باشد يعني: 1برابر 

mi1  m1j mi2 m2j …min  mnj=1 
 باشد مثلا فرض مي كنيم: 1عامل هاي جمع بايداين پس حداقل يكي از 

     1=mik  mkj    

   i(RoR)jپس:     iRk , kRjيعني:     mik = mkj 1=پس 
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درايه هايشان صفر و يك [باشند  1و 0دو ماتريس هم مرتبه Bو   Aاگر  تعريف:

Aاست و مي نويسيم:   Bكوچكتر يا مساوي  Aآنگاه گوييم  ]دباش B هرگاه هر درايهA 

 كوچكتر يا مساوي باشد. Bاز  درايه نظيرش در 

باشند آنگاه   Aروي مجموعه R 2و   R1دو ماتريس نظير رابطه هاي  m2و  m1اگر  توجه:

R1 R2   اگروتنها اگرm1 m2 

روي آن را در نظر مي گيريم .فرض كنيد   Rو رابطه Aعضوي nمجموعه :2قضيه

m:ماتريس متناظر با اين رابطه باشد آنگاه 

 است) n×nاني  ماتريس هم In(   In mبازتابي است اگر وتنها اگر    Rالف)

 است) mماتريس ترانهاده  mT(  m=mTمتقارن است اگر وتنها اگر   Rب) 

m2تراگذري است اگر و تنها اگر    Rپ)  m   

ماتريسي است كه از  mT m( In  mT mپاد متقارن است اگر و تنها اگر  Rت) 

 به دست مي آيد.) mTو  mضرب درايه به درايه 

 m(R)است در اين صورت چون درايه هاي روي قطر اصلي  بازتابي Rالف) فرض كنيم  

نظير  Inيعني درايه هاي   In mپس :   1مي شوند و ساير درايه ها يا صفرند يا  1همه 

 كوچكتر يا مساوي اند. m(R)به نظير از درايه هاي  

 هستند ناچارا 1همگي  Inو با توجه به انكه درايه هاي روي قطر اصلي   In ≤mحال اگر  

 بازتابي است. Rيك باشند يعني   m(R)بايد درايه  هاي روي قطر اصلي  
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ام  ijمتقارن باشد پس ماتريس نظير آن متقارن است يعني اگر درايه R ب)فرض كنيم 

است يعني اگر جاي سطر و ستون را عوض كنيم  1برابر هم ام  jiبرابر يك باشد درايه 

      m=mT درايه ها تغيير نمي كنند يعني:

 ام نيز صفر است) jiام اگر صفر باشد  در ماتريس متقارن درايه  ij(براي درايه 

يعني هر گاه جاي سطر و ستون را عوض كنيم  ماتريس تغييري     m=mTبرعكس اگر 

 نخواهد كرد يعني:

ij  

 استمتقارن Rواين به معناي آن است  كه  

 m(2) mي باشد نشان مي دهيم:  يترايا R نيم پ) فرض ك

 Cxz  را درايه واقع در سطرx  ام و ستونz   ام در ماتريسm(2)   در نظر مي

 1=گيريم:

yدراين صورت بايد  A  وجود داشته باشد كه در ماتريسm  :mxy=1 , myz=1 

   m2 mي  يعن mxz=1پس    xRzترايايي است    Rوچون     yRzو   xRyپس   

 .]نيز يك شد  mبود در m(2)  ،1چون درايه اي كه در  [

 

و   xRyتراگذري است فرض كنيم  Rبايد نشان دهيم  m(2) mفرض كنيم   برعكس:

yRz  يعني در ماتريسm   :mxy=1     وmyz=1 

 Cxz=1ام  برابر يك است  يعني:    zام و ستون  xدرايه سطر  m2بنابراين:  در ماتريس 

 است ترايايي Rكه و اين به معناي آن است  xRzيعني   mxz=1 پس  m2 mون  وچ
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(i,j)داشته باشيم i,jپاد متقارن باشد. اگر به ازاي دو عضو متمايز Rت)فرض كنيم   R    

mام در  ijپس درايه  mij=0آنگاه   mT    برابر با صفر است. اگر(i,j) R    آنگاه

(j,i) R  (چون پاد متقارن است) يعنيmji=0   و در اين صورت درايهji   ام درm mT 

 برابر صفر است. يعني:

m mT In 

 

mاگر   برعكس: mT In   در اين صورت  همه درايه هاي غير قطريm mT   صفر

 سه حالت داريم: در اين صورت    mij . mji=0داريم:  i≠jهستنديعني به ازاي   

 

  ajRaiو    aiRajبرابر صفرند. درنتيجه اگر    يا  پس  حداقل يكي از درايه هاي 

 آنگاه 

 پاد متقارن است.   Rيعني    i=jدر نتيجه    =  1= 

اگر و تنها اگر يك رابطه هم ارزي است  Rمي توان نتيجه گرفت: رابطه  2از قضيه  توجه:

m متناظر با آن داراي  (ماتريسي كه درايه هاي آن صفر ويك باشند)يكصفر و ،ماتريس

 شرايط زير باشد:

      m2 m                 ج)       m=mT                                ب)In m  الف) 

متمايز يالي وجود  يا بين دو راس ,در گراف جهت دار متناظر با يك رابطه متقارنتوجه: 

 جود،يال دو طرفه وجود دارد.وندارد و يا در صورت  
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كدام  5Imباشرط     mمانند  5×5تعداد ماتريس هاي صفر و يك از مرتبه   :4تست

 است؟

1(16          2(32                3   (220           4  (215                

 

يكهاي نكته: Bكه  Bيس هاي صفر و يك  تعداد ماتر =تعداد A 

صفرهاي     نكته: Cكه Cتعداد ماتريس هاي صفر و يك  =تعداد A  ياA 

با درايه هاي صفر و يك وجود دارد  Bچند ماتريس  =A   اگر    :5تست

   A≤Bبه طوريكه  

   1(8            2(16            3(20           4(32 

 

 به صورت زير تعريف شده است: A={a,b,c}در مجموعه  Rرابطه  : 9السو

R={(a,a),(b,b),(c,c),(b,c),(c.a),(b,a)} 
 را رسم كنيد. Rالف)نمودار گراف متناظر 

 را بنويسيد. m(R)يعني  Rب)ماتريس مجاورت گراف 

 ي است.يترايا Rتحقيق كنيد    m(R)را بدست اورده و با مقايسه 2[m(R)]  ج)
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كدام ويِژگي را  A×Aبيش از يك عضو داشته باشد آنگاه رابطه   Aاگر مجموعه  :6تست

 ) ترايايي4)پاد تقارني            3)تقارني     2)بازتابي          1نمي تواند داشته باشد؟ 

 

 

تعريف مي شود   a+b<0aRbدر مجموعه  اعداد حقيقي با ضابطه      Rرابطه :7تست

R يت است؟داراي كدام خاص 

 )بازتابي4)پاد تقارني                  3)تراگذري     2)تقارني        1

 

 

 برچسب گذاري گراف ها:

(مربع "مربع وفقي"را يك  n2,…,1,2,3از اعداد متمايز مثلا    n×nيك ماتريس  تعريف:

هر سطر، حاصل جمع درايه هاي هر درايه هاي جادويي) مي ناميم هرگاه حاصل جمع 

، حاصل جمع درايه هاي قطر اصلي و حاصل جمع درايه هاي قطر فرعي باهم ستون 

 مساوي باشند.

 زير:      3×3مثل:مربع  

6 7 2 
1 5 9 
8 3 4 
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 زير:      5×5يا مربع 

3 20 7 24 11 
16 8 25 12 4 

9 21 13 5 17 
22 14 1 18 10 
15 2 19 6 23 

 

عبارت است  Gاري جادويي براي گراف يك برچسب گذ برچسب گذاري جادويي: تعريف:

به طوريكه حاصل جمع  Gاز متناظر كردن اعدادي (معمولا اعداد طبيعي) به يال هاي گراف 

 اعداد متناظر با يال هاي گذرنده از هر راس عددي ثابت باشد.

برچسب  "راسي باشد،يك nيك درخت  T فرض كنيم   :ذيربرچسب گذاري دلپ تعريف:

به رئوس آن  n,…,1,2,3عبارت است از نسبت دادن اعداد    Tاي درخت بر "گذاري دلپذير

عدد متمايز باشند و برچسب هريال از قدر مطلق تفاضل  n-1بطوريكه برچسب يال ها  

 انتهاي آن بدست آيد. دو يبرچسب راس ها

 اصل شمول و عدم شمول:

عه متناهي وشمارش تعداد اعضاي مجمو سال قبل در جبر و احتمال خوانديم كه اگر  

باشد آنگاه تعداد اعضاي  Bتعداد اعضاي مجموعه متناهي و شمارش پذير  و  Aپذير 

A B    :متناهي است و داريم 

                   = 
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اين فرمول به اصل شمول و عدم شمول معروف است يعني تعداد اعضاي اجتماع دو 

عداد اعضاي دو مجموعه است(شمول) ولي شامل  تعداد اعضاي مجموعه شامل مجموع ت

 اشتراك انها نيست.(عدم شمول)

 اصل شمول و عدم شمول را براي هر تعداد مجموعه مي توان بكار برد. توجه:

باشند در  Aسه زير مجموعه متناهي از يك مجموعه  3Aو  2Aو  1A  فرض كنيد :3قضيه

 اين صورت داريم:

 
به تعداد مساوي در دو طرف رابطه ي ذكر شده به Aاز   xنشان مي دهيم كه هر عضو  

 حساب مي آيد.

در دو  xنباشد آنگاه  A3و  A2و  A1متعلق به هيچ كدام از مجموعه  x اگر حالت اول:

 د.مي آي به حسابطرف رابطه صفر بار 

تعلق داشته  A3و  A2و  A1مجموعه  از مجموعه هاي  Sبه  xفرض كنيد  حالت دوم:

 يك بار در طرف چپ به حساب مي آيد و در طرف راست نيز: xآنگاه    (S≤3≥1)باشد 

 ، يك بار به حساب مي آيد. S=1اگر   

 بار به حساب مي آيد. 1=1-2باز هم    S=2اگر 

 بار به حساب مي آيد.  1=1+3-3در اين صورت  هم  S=3اگر 

 چند كاربرد مهم از اصل شمول و عدم شمول:

 عضوي  nعضوي به يك مجموعه  rمحاسبه ي تعداد تابع هاي پوشا از يك مجموعه -1
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 عضوي را پيدا كنيد. 3عضوي به يك مجموعه  4تعداد توابع پوشا از يك مجموعه  سوال:

عضوي  3عضوي به يك مجموعه 4ه مجموعه كليه تابع هايي كه مي توان از يك مجموع

 81يعني   34نوشت برابر است با 

Ai    عضوي 4پس درواقع از يك مجموعه نسبت ندهد تابعي است كه هيچ عضوي را به

ما ازيك ,به يك مجموعه دوعضوي كارمان را انجام ميدهيم يا آنكه دراشتراك دومجموعه 

ك سه مجموعه ما از يك مجموعه عضوي ودر اشترا1عضوي به يك مجموعه 4مجموعه 

 عضوي به يك مجموعه صفرعضوي محاسبات را انجام ميدهيم4

=24=16 

=14=1       ,    
   =0 

 جهدرنتي

=24+24+24-(1+1+1)+0=45    

=81-45=36 
عضوي مي توان   nعضوي به يك مجموعه  rكه از يك مجموعه  تعداد تابع هايي توجه:

 عضو مجموعه اول خود اثر كند) r(به شرط آن كه تابع روي هر  nrنوشت برابر است با 

 در قسمت بيشتر بدانيم مراجعه كنيد. 24براي حل تستي سوال قبل به نكته شمارهتوجه:

 بي:محاسبه تعداد جواب معادله ها در مجموعه اعداد حسا-2

 را بطوريكه:  x1+x2+x3=4صحيح معادله  يتعداد جواب هاسوال:

 باشد پيدا كنيد. xi≤2≥0و     i=1,2,3به ازاي  

  ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



مباحثی ازترکيبيات-رياضيات گسسته  

١۴١ 
 

را  اكنون ما   جوابهاي معادله فوق باشرط داده شده برابراست با

 اينگونه تعريف ميكنيم:

Ai={ xi>2 كه جواب هاي معادله فوق به شرطي    }    i=1,2,3         

 را پيدا كنيم.  حال بايد تعداد  

            15=همه جواب هاي صحيح و نامنفي معادله فوق برابر است با:

 A1      :برابر است با{x1ǀx1>2}       :پسy1=x1-2>0 :پسx1=y1+3  

y1+3+ y2+y3=4  y1+ y2+y3 =1 =  = =  = =3  

=3 
     3=به همين ترتيب  

 طبق معادله نميتوانند  مقداري برابر داشته باشند بنابراين: و و  چون از طرفي 

 پس:  =A1∩A2∩A3 همين طور     = =  =

=3+3+3-0+0=9      =15-9=6 
مساوي است با      x1+x2+…+xK=nتعداد جواب هاي صحيح و نامنفي معادله ي   تذكر:

 يا   

برابر است با:     x1+x2+…+xK=nتعداد جواب هاي صحيح و مثبت معادله    نكته:

   
xi≥0كه       x1+x2+x3=7في معادله ي   :تعداد جواب هاي صحيح نامن10سوال 4   

 را حساب كنيد.
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شاخه گل از سه نوع گل خريداري كرد به شرطي كه از  10: به چند طرق مي توان 11سوال

 خريداري كنيمهر نوع حداقل دو شاخه 

 

 

 

 

در صورتيكه      x2+x1x+83=تعداد جواب هاي صحيح نامنفي معادله ي    :8تست

2≤x1≤3     4و≤x2≤8     وx 3 ≥1باشد كدام است؟ 

1(6              2(3              3(36                4(21 

 

 

برابر با حاصل ضرب سه عدد اول و متمايز به   nفرض كنيد عدد صحيح و مثبت:4قضيه

 صورت 

3  n=p1 p 2p 1) ( -1)باشد دراين صورت-  ) (1-  ) (n)=n  يا 

 )) (  )  ((n)=n(               

 اول نيستند:  nاعدادي است كه نسبت به Ai   :اثبات

Ai={m: 1≤m≤n      ,piǀm  }        i=1.2.3 
Ai={ pi ,2 pi,3 pi,…,(  ) pi} = 

 = )j iبه همين ترتيب داريم(به ازاي
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= 

(n)= =n- = 
n- (  +  +  - -  -  +   )= 

n-   -  -  +   +   +  -   

=n[1-(  +   +  ) + (  +  +   ) -   ] 

 = [  - (  +   +   )+ 

 (p3  +p2  +p1  )-1] 
= [p1 p2 p3  - p2p3 –p1p3 – p1p2 + p3 +p2  +p1  -1] 

[p2p3 (p1-1) - p3 (p1-1) -p2 (p1-1) + p1 -1] 

[(p1-1)( p2p3 - p3-p2+1)] 

= 

=  (p1-1)[(p2-1)(p3-1)]=n[ (  ) (   ) (  )] 

=n (1-  )(1-  ) (1- ) 

 ما ازاين قضيه درفصل همنهشتي استفاده كرديم پس با كاربرد آن آشنا هستيد.توجه:

      7×3×2=42چون 12φ=(42)ثابت كنيد   مثال:

(42)=42(1- ) (1- ) (1- )=42( ) ( ) ( )= 42( =12φ 

 كه نسبت به آن اولند. 42و مثبت كمتر از منظور اعداد صحيح   φ(42)  تذكر:

 اول باشند كدام است؟ 24كه نسبت به  24تعداد اعداد كوچكتر يا مساوي :9تست

1(12                2(4                   3(6            4(8 
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شاخه گل خريد به  6به چند طريق مي توان از ميان سه نوع گل به تعداد فراوان :10تست

 ز هركدام لااقل يك شاخه گل خريداري شود؟طوريكه ا

1(28               2(56                     3(84           4(10 

 

 

 ؟3تقسيم پذيرند و نه بر  5نه بر   {n  N: 1≤n≤6300}=سوال:چند عضو از مجموعه  

 A1   3:مضارب:  = =2100      

  A2  5:مضارب  := =1260 

 تقسيم پذيرند پس:  5و هم بر  3مجموعه اعدادي هستند كه هم بر A1∩A2وچون   

  = =420  

 

=2100+1260-420=2940 
=6300-2940=3360 

 

  5و نه بر  3و نه بر 2نه بر      N: 1≤n≤30} A={nچند عضو از مجموعه   :12سوال

 بخش پذيرند؟
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 يم:بيشتر بدان

 bاولين (كوچكترين)  و   aباشد و  Kمجموعه اعداد صحيح و بخش پذير بر  A)اگر1

=باشند در اين صورت: Aآخرين(بزرگترين) عضو مجموعه   +1     

   p-1 φ=(p)عدد اول باشد  p)اگر  2

   pk _ pk-1  (pk)=φيك عدد طبيعي باشد داريم:    kعدد اول و  p)اگر  3

  1=(m,n)بطوريكه:   mو nفي اويلرضربي است يعني براي دو عدد طبيعي )تابع 4

 داريم:

(m×n)=φ(m)×φ(n)φ 
 در اين صورت: d=(m,n)واگر   

(m×n)=φ(m)×φ(n)×φ 

شيء  nكه در هر جايگشت همه  حلقه وارشي ء به صورت  n) تعداد جايگشت هاي 5

 "مجبر سو".  !(n-1)شركت كنند برابر است با   

  4!=24=!(n-1)نفر دور يك ميز گرد بنشينند؟    5به چند طريق مي توانند 

تا از آنها هم از يك نوع  n2تا از آنها از يك نوع و  n1شيء كه  n)تعداد جايگشت هاي 6

   باشند برابر است با   

    35=د: پرچم پاكستان را كنارهم قرار دا4پرچم ايران و  3به چند طريق مي توان 

يك  R، آنگاه ماتريس نظير  Aيك رابطه روي  Rعضوي باشد و  nيك مجموعه A)اگر  7

تا است و درايه هاي  روي n 2 كه تعداد درايه هاي آن  nمربع است از مرتبه  1و 0ماتريس

 تا است. nقطر 
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با:    عضوي مي توان نوشت برابر است n)تعداد رابطه هاي بازتابي كه روي مجموعه8

: 

  عضوي برابر است با:  n) تعداد رابطه هاي متقارن روي يك مجموعه 9

  )تعداد رابطه هاي بازتابي و متقارن برابر است با:    10

 برابر است با : (x,y)) تعداد رابطه هاي بازتابي و شامل يك عضو  11

 مي باشد.  2n) تعداد رابطه هاي پاد متقارن برابر 12

برابر است با:   (x,y)) تعداد رابطه هاي پاد متقارن و شامل يك عضو مانند 13

2n 
 تاست. 2n)تعداد رابطه هاي متقارن و پاد متقارن ،  14

است و آن هم رابطه  يكي بازتابي باشند متقارن و پاد متقارن ي كه) تعداد رابطه هاي15

 هماني است.

زوج مرتب  متمايز از kكه شامل  Aعضوي   n) تعداد رابطه هاي بازتابي روي مجموعه 16

A×A  باشند و شاملK’ زوج مرتب متمايز از A×A  :نباشند برابر است با 

 
زوج مرتب  خاص از  Kكه شامل  A عضوي n) تعداد رابطه هاي متقارن روي مجموعه 17

A×A برابر است با:     نباشنديا   باشند 

زوج مرتب  kكه شامل Aعضوي   n) تعداد رابطه هاي  بازتابي و متقارن روي مجموعه 18

 باشند يا نباشند:     A×A خاص از

  ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



مباحثی ازترکيبيات-رياضيات گسسته  

١۴٧ 
 

زوج مرتب متمايز Kكه شامل  Aعضوي   nعه )تعداد رابطه هاي پاد متقارن روي مجمو19

زوج مرتب با مولفه هاي يكسان باشند (يا نباشند)برابر است با:   ’Kخاص باشند و نيز شامل  

2n-k’× 

  عضوي  برابر است با:   n) تعداد رابطه هاي پاد متقارن و بازتابي روي مجموعه 20

باشد در اين صورت تعداد دسته  Rاف جهت دار متناظر با رابطه هم ارزي گر G) اگر 21

 است. Gبرابر با تعداد بخش هاي جدا از هم گراف  Rهاي هم ارزي  

 mnبا   عضوي برابر استmعضوي به يك مجموعه   n) تعداد توابع از يك مجموعه 22

 (قضيه).

 (m≥n)عضوي   mمجموعه عضوي به يك n)تعداد توابع يك به يك از يك مجموعه  23

 (قضيه).  برابر است با:   

 

عضوي مي توان نوشت  nعضوي به مجموعه  r)تعداد تابع هاي پوشا كه از مجموعه 24

 برابر است با:

×1r   +…+(-1)n-1   nr - (n-1)r+ (n-2)r     

 

عضوي مي توان  4عضوي به يك مجموعه  4چند تابع پوشا از روي يك مجموعه  مثال:

 نوشت؟ 

1(256            2(36         3(24               4(81 

44 - (4-1)4+ (4-2)4_ (4-3)4 =256-4×81+6×16-4=24 
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 حل سوالات حل نشده فصل هفتم:مدلهاي شهودي وتجسمي درتركيبيات

 :1حل سوال

 R:{ (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,6), (2, 2), (2, 4), (2, 6), (3, 3), (3, 6)(الف

, (4, 4), 6, 6)} 

 

  (ب

 

 

************************************************* 

پس تقارني   ولي eRbطوقه ندارد پس بازتابي نيست . از طرفي  e: راس 2حل سوال
 پس پاد متقارن هم نيست ولي  cRaو aRcنيست و 

 aRa  cRa , aRc   وcRc  aRc , cRa  .بنابراين تراگذري است 

************************************************* 

 3حل سوال 

R:{ (0,0), (2,2), (-2,-2), (2,-2), (-2,2), (1, 1), (-1, -1), (1, -1), (-1,1)} 

 

 

٤

٦

٢

٣

١۴
-1 1 

-2 2 
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 حل سوال 4

R:{ (1,1), (2,2), (5,5), (1,2), (2,1), (3,4), (4,3), (4,1), (2,3)} 

 حل سوال5

m(R)=    

 6حل سوال

m2=m m =    =  

 قرار داديم. 1توجه:هرجا جمع عددي غير صفر شد عدد

************************************************* 

 6حل سوال

R:{ (2,5), (5,2), (2,8), (8,2), (5,8), (8, 5)}       S:{ (2,5), (2,7), (2,8), (5,7), 

(5,8), (7, 8)} 

RoS: { (2,2), (2,8), (2,5), (5,5), (5,2), (7, 5) ,(7, 2)} 

SoR: { (2,7), (2,8), (5,5), (5,7), (5,8), (8, 5) ,(8, 7) ,(8, 8)} 
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 8حل سوال

 الف)

  )ب

 ج)

m(RoR)=[m(R)]2=

RoR ={ (a,a) , (a,b), (a,c), (a,d), (b,a), (b,b), (b,c), (b,d), (c,b), (c,c), (c,d), 
(d,d)} 

**************************************************** 

 

 :9ل سوالح

                 ( الف 

2=m(R)[m(R)] (ج  m(R)=   m(R)همه جوابها:  = =36

a b 

c
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 حل سوال10:

Ai={ xi  xi  A1={ x1  x1  

= =10 

 بنابراين: 0=و=  10=به همين ترتيب    

= + + - - -  
+  

=3 10-0+0=30            

**************************************************** 

شاخه  6: راه اول: ابتدا دو شاخه گل را از هركدام خريداري و جدا مي كنيم يعني 11حل سوال
شاخه باقيمانده را خريداري كنيم يعني  4گل خريداري شده حالتي ندارد.پس كافي است 

x2+x3=4 (xi 0)x1+ 15=ها برابر است با كه جواب  

 +x2+x3=10 (xi 2)x1راه دوم: 

xi 2  yi=xi -2  xi = yi+2   y1+2+ y2+2+ y3+2=10    

 y1+ y2+ y3=4    =15 :بنابراين

**************************************************** 
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 :12حل سوال

=30 

A1:  بخش پذيرند 2اعدادي كه بر = [ ] =15 

A2:  بخش پذيرند 3اعدادي كه بر = [ ] =10 

A3:  بخش پذيرند 5اعدادي كه بر = [ ] =6 

=[ ] =5 ,  =[ ]=3 

=[ ] =2 ,  =[ ]=1 

 

 

 : حل نشده تركيبيات فصل هفتم يپاسخنامه تست ها

شماره  1 2 543 76 1098
 تست

گزينه  4 4 421 3 1 43 4
 پاسخ
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                                          قسمت چهارم: احتمال
          

 احتمال              
 

 توزيعهاي گسسته احتمال
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 ال                      فصل هشتم:احتم

 يادآوري از جبر سال سوم:     

نتيجه هاي  اگر آزمايشي يا پديده اي قبل از رخداد ،نتيجه اش معلوم نباشد ولي تعريف:

 ممكن آن مشخص باشند آن را آزمايش تصادفي يا پديده تصادفي مي نامند.

ادفي مي ناميم كه آن نتايج ممكن را فضاي نمونه اي آزمايش تص ه يمجموعه هم تعريف:

 نشان مي دهيم. Sرا با 

 را يك برآمد مي گوييم.  Sهرنتيجه ممكن يعني هر عضو تعريف:

 دو پيشامد را كه برآمد مشتركي ندارند ناسازگار مي گويند.توجه:

 است. 2nبرآمد ممكن داشته باشد تعداد پيشامد ها ي آن   nاگر فضاي نمونه ، توجه:

 را پيشامد مطمئن مي گوييم. Sمكن و را پيشامد نام   توجه:

فضاي نمونه اي گسسته  را :اگر فضاي نمونه متناهي يا شماراي متناهي باشد آنتعريف

 گوييم و اگر فضاي نمونه ناشماراي نامتناهي باشد آن را فضاي نمونه اي پيوسته گوييم.

 را يك پيشامد مي گوييم. Sهر زير مجموعه از فضاي نمونه اي تعريف:

 ل روي پيشامدها:اعما

Aرا كه با  Bو  A:اجتماع دو پيشامد اجتماع دو پيشامد-1 B   نشان مي دهيم بدين

 رخ مي دهد. Bيا  Aمعني است كه حداقل يكي از دو پيشامد

نشان مي دهيم بدين  A∩Bرا با    Bو A:اشتراك دو پيشامد اشتراك دو پيشامد-2

 دهند. هر دو رخ مي Bو پيشامد  Aمعني است كه پيشامد 
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نشان مي دهيم بدين معني  A-Bرا با  Bو  A:تفاضل دو پيشامد تفاضل دو پيشامد-3

 رخ نمي دهد. Bرخ مي دهد ولي پيشامد  Aاست كه پيشامد 

وقتي اتفاق  ’Aنشان مي دهيم،   ACيا    ’Aرا با  A: متمم پيشامد متمم يك پيشامد-4

 نشان مي دهند. هم اتفاق نيفتد. گاهي آن را با  Aمي افتد كه 

نشان  A∆Bرا كه با    Bو A:  تفاضل متقارن دو پيشامد تفاضل متقارن دو پيشامد-5

 اتفاق مي افتد. Bيا   Aمي دهيم بدين معني است كه فقط يكي از دو پيشامد

6-     0≤p(A)≤1                        

7-           p(A B)=p(A)+P(B)-P(A∩B)                            

8-  p(A’)=1-p(A) 

Aاگر   -9 B          :آنگاهp(B-A)= p(B)-p(A)                 

Aاگر -10 B   :آنگاهp(B) p(A)≤                

11-                = p(A)   

احتمال وقوع پيشامد  p(ei)يك فضاي نمونه است اگر    S={e1,…,en}فرض كنيم  -12

 باشددر اينصورت داريم:       ei) ساده (برآمد

1( 1≤i≤n       p(ei)≥ 0                         2  (=1 

 ها پيشامدهاي غير همشانس در فضاي گسسته اند. eiتوجه:

 احتمال شرطي:

در برخي مواقع ممكن است اطلاعاتي در مورد يك پديده تصادفي داشته باشيم كه آن 

موثر باشد به عبارت ديگر مي   Aاسبه احتمال وقوع پيشامدي مانند اطلاعات در مح
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را بدست  Aاحتمال وقوع پيشامدي مانند   Bخواهيم با فرض رخ دادن پيشامدي مانند 

نشان مي دهيم   p(AǀB)آوريم. به اينگونه احتمالات ،احتمال شرطي مي گوييم كه آنرا با 

 و برابر است با:    

 p(AǀB) = در فضاي نمونه گسسته:   وجه:ت

 را تصادفي انتخاب كرده ايم. مطلوبست تعيين: 11يك عدد طبيعي كوچكتر از مثال:

 3احتمال آمدن عدد زوج،به شرط آمدن عدد مضرب -الف

 ،به شرط آمدن عدد زوج3احتمال آمدن عدد مضرب -ب

  پيشامد آمدن عدد زوج و     A={2,4,6,8,10}و    S={1,2,…,10} حل:   

B={3,6,9} 
  {6}=پس:   3عدد مضربپيشامدآمدن 

= = p(BǀA)   ب)=                            = p(AǀB)  الف) 

وع دو يك جفت تاس را مي ريزيم، اگر عدد آنها مختلف باشد، احتمال آنكه مجم  :1سوال

 عدد زوج باشد را بدست آوريد.

 

 

 

باشد،  6در پرتاب دو مكعب باهم،مشروط بر آن كه مجموعه  دو عدد رو شده برابر :1تست

 احتمال آنكه هر دو عدد روشده زوج باشند كدام است؟

1(                 (4                 (3                      (2                  
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 Aآنگاه   p(B)>0و  p(A)>0باشند كه Sدو پيشامد از فضاي نمونه   Bو  A:اگر تعريف

گوييم هرگاه وقوع يكي از آنها در احتمال وقوع ديگري تاثير  "پيشامد مستقل"را دو   Bو

 نداشته باشد.

 گوييم. "پيشامد هاي وابسته"مستقل نباشند آنها را   Bو Aاگر توجه:

 

 مستقل باشند در اين صورت:دوپيشامد B   و  Aاگر توجه:

p(BǀA)= p(B),      p(AǀB)= p(A) ,    = p(A).p(B)                    

  

 را بدست آوريد. p(BǀA)باشد.مقدار    =p(A) و   =p(A-B)اگر  مثال:

 حل:

p(A-B)=p(A)-p(A∩B) 

=  – p(A∩B)  p(A∩B)=  -  =  =  

p(BǀA)= =  = =  

=p(AǀB)و     =p(B)   و =p(A) اگر  مثال: p(Aباشد.      B)    را بدست

 آوريد.

p(AǀB)=    =    

p(A B)= p(A)+ p(B)-   )=  +  -  = =       
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باشند در اين  Sدو پيشامد از فضاي نمونه اي  Bو   Aاگر  قضيه(قانون ضرب احتمال):

 صورت:  

    =       p(A).p(B)مستقل باشند آنگاه   Bو  Aالف)اگر

    =       p(A).p(BǀA)وابسته باشند آنگاه   Bو  Aب)اگر 

تاي آنها معيوب اند از اين جعبه 3لامپ است و مي دانيم كه  12جعبه اي محتوي  :مثال

به تصادف يك لامپ بر مي داريم،سپس بدون جايگذاري لامپ اول، لامپ ديگري به 

 تصادف بر مي داريم.احتمال اينكه هر دو لامپ معيوب باشند چقدر است؟

  A         (معيوب)پيشامد لامپ اولB  دوم(معيوب)  پيشامد لامپ 

p(A)= = 

تاي انها معيوب  2لامپ باقي مانده كه  11اگرلامپ اول معيوب باشد،لامپ دوم را ازبين 

=p(BǀA)است برمي داريم يعني:            

p(A).p(BǀA)= ×  =     =    

كنند و احتما ل خرابي هر يك  در كارخانه اي دو دستگاه مستقل از هم كار مي :2سوال 

 است. مطلوبست احتمال اينكه: 4/.از اين دستگاه ها 

 الف) حداقل يكي از دستگاه ها سالم كار كند 

 ب) فقط دستگاه اول سالم كار كند.
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و بدون  متواليا مهره سفيد است.دو مهره 3مهره سياه و 5كيسه اي شامل  :3سوال

. احتمال آنكه اولي سياه و دومي سفيد باشد چقدر جايگذاري از كيسه بيرون مي آوريم

 است؟

 

 

 برابر است با:   p(B) + دو پيشامد باشند،  Bو  Aاگر   :2تست

p(A) (1      (2 p(A B)          (3 p(B)                     p(A∩B) (4  
 

 99بيش از  يك سكه را حداقل چندبار پرتا ب كنيم تا احتمال آمدن اقلا يك شير :3تست

 درصد باشد؟

1(7              2(15            3(45              4(100 

اگر دو پيشامد يك فضاي نمونه اي ناسازگار باشند يعني برآمدي مشترك نداشته  توجه:

باشند و احتمال هر دو مثبت باشد آن دو پيشامد از هم مستقل نيستند به عبارت ديگر 

 استقلال دو پيشامد ربطي ندارد.ناسازگاري دو پيشامد به 

و اگر اين دو   p(B)=0يا   p(A)=0دو پيشامد ناسازگار وقتي مستقل اند كه   توجه: 

 مستقل نيستند.  Bو Aاحتمال (حداقل يكي از آنها) صفر نباشند 

=p(A):فرمول احتمال كل   p(Aǀ ) 
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مهره آبي و در  3مهره قرمز و B ،2ظرف  مهره آبي و در 4مهره قرمزو A ،3در ظرف  مثال:

 3به ترتيب  Cو  A  ،Bمهره آبي موجود است.از اين سه ظرف  4مهره قرمزو C ،4در ظرف 

 مي ريزيم.  Dمهره تصادفي خارج كرده و در ظرف4مهره،2مهره ،

تصادفي خارج مي كنيم. احتمال آنكه اين مهره آبي باشد چقدر  Dسپس يك مهره از ظرف 

 ظرفD:3+2+4=9                                                                 است؟

 و آبي باشد:      Aيك مهره انتخابي ممكن است از ظرف 

     و آبي باشد:   Bيك مهره انتخابي ممكن است از ظرف 

   و آبي باشد:     Cيك مهره انتخابي ممكن است از ظرف 

p(m)=p(mǀA).p(A)+p(mǀB).p(B)+p(mǀC).p(C) 
= ×  +  ×  + × = + +  =  

% زنان  و 15جمعيت كشوري را زنان و بقيه را مردان تشكيل مي دهند.اگر    % 54: 4سوال

يك نفر از اين كشور را به % مردان  اين كشور تحصيلات دانشگاهي داشته باشند و  40

تصادف انتخاب كنيم. احتمال اينكه فرد انتخاب شده داراي تحصيلات دانشگاهي باشد چقدر 

 است؟

 

مهره  2مهره سفيد و ظرف دوم شامل  5مهره سياه و4سه ظرف داريم.ظرف اول شامل مثال:

انتخاب مهره سفيد است. يك ظرف به تصادف 7ظرف سوم فقط شامل ومهره سفيد  4سياه و

 نموده و به تصادف مهره اي از آن بيرون مي آوريم.احتمال سياه بودن آن چقدر است؟

p(A)=( × )+( × )+ × )= + = 
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           p(AǀB).p(B)=p(BǀA).p(A)     قاعده بيز: 

اول آبي و هر دو طرف  سه كارت هم شكل را در نظر مي گيريم هر دو طرف كارت مثال:

كارت دوم قرمز است ولي در كارت سوم يك طرف قرمز و يك طرف آبي است. يكي از اين 

كارت ها را به تصادف انتخاب مي كنيم و مشاهده مي كنيم كه يك طرف آن قرمز است. 

 احتمال اينكه طرف ديگر آن آبي باشد چقدر است؟

A1 هردو طرف قرمز:      A قرمز: طرف انتخاب شده     :A2 هر دو طرف آبي      

A3 يك طرف قرمز يك طرف آبي:     

p(A)=p(A1)p(Aǀ A1)+ p(A2)p(Aǀ A2)+ p(A3)p(Aǀ A3) 

= ×1+ ×0+ × = + = = 

     p(A3ǀA).p(A)=p(AǀA3).p(A3) p(A3ǀA).  = ×   

p(A3ǀA)=  

p(ز قرم  آبي )=
آبي قرمز

قرمز =  راه دوم: 

مهره سياه داريم ،از اين كيسه يك مهره تصادفي  3مهره سفيدو9در يك كيسه  :4تست

خارج مي كنيم و بدون جايگذاري ،مهره ديگري را خارج مي كنيم. احتمال آنكه هر دو 

 مهره سياه باشند چقدر است؟

(1           (2         (3         (4      
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 :حل چند تمرين

مي باشد دو  {1,2,3}عضو مجموعه  هاكه هر درايه آن2×2)از بين ماتريس هاي  1

 ماتريس به تصادف انتخاب ميكنيم.

 الف)تعداد اعضاي فضاي نمونه را بدست آوريد.

 چند عضو دارد؟ "درايه هاي دو ماتريس انتخابي فرد باشند"ب)پيشامد اينكه

 مي باشد بنابراين اگر  به صورت   2×2 الف) هر ماتريس

 :a,b,c,d, {1,2,3}}   A={    پس تعداد كل   81=34=در نتيجه

نتيجه تعداد اعضاي فضاي نمونه  تاست. در 81با شرط عنوان شده،  2×2ماتريس هاي 

=برابر    مي باشد.  3240=

 با درايه فرد باشد در اينصورت:  2×2مجموعه تمام ماتريس هاي  Bب)اگر  

  :a,b,c,d, {1 ,3}}   { = B     پس تعداد      16=24=بنابراين

=برابر    Bاعضاي پيشامد   مي باشد.    120=

=p(a)=p(b)و            است  a,b,c,dمتشكل از چهار برآمد  S)يك فضاي نمونه 2   

,p(c)=p(d)=  مطلوبست:   

  p({a,b,c}ǀ ({b,c,d}ب)محاسبه        p({a,b,c})الف)محاسبه   

=p({a,b,c})=p(a)+p(b)+p(c)الف:        +   +   =                            

=  = ب:    = = {b,c,d}) p({a,b,c}ǀ 
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 2باشد احتمال آنكه اقلا يكي از دو تاس  6)دو تاس پرتاب مي شوند.اگر مجموع شماره ها3

 باشد را حساب كنيد.

 : Aباشد 6ع شماره ها مجمو                                    p(BǀA)=? 

: Bاقلا يكي از تاس ها دو ظاهر شود 

A={(1,5 ), (2,4 ), (3,3 ), (4,2 ), (5,1 )} 

B={(1,2 ), (2,2 ), (3,2 ), (4,2 ), (5,2 ), (6,2 ), ( 2,1), (2,3 ), (2,4 ), 

(2,5 ), (2,6 ) } 
A∩B={( 2,4), (4,2 )} 

p(BǀA)= = = 

در   %  10در فيزيك و   %  15دانش آموزان در رياضي، % 20)در امتحانات يك كلاس  4

دانش آموزي از اين كلاس در درس فيزيك  هر دو درس تجديد شده اند.احتمال اينكه

 آوريد: درس رياضي تجديد شده باشد رابدستدرتجديد شده باشد،مشروط بر اينكه 

   Bتجديد در درس فيزيك:                         Aتجديد در درس رياضي: 

p(BǀA)= =
%
%= 0/5 

 3مهره سفيد و ظرف دوم شامل  5مهره سياه و 4) سه ظرف داريم كه ظرف اول شامل 5

يك ظرف به ظرف سوم فقط شامل تعدادي مهره سياه است.  و مهره سفيد 6مهره سياه و

تصادف انتخاب نموده و به تصادف مهره اي از آن بيرون مي آوريم.احتمال سفيد بودن آن 

 چقدر است؟

    Aسفيد بودن مهره:                  Aiم: iانتخاب ظرف  

p(A)=p(A1)p(Aǀ A1)+ p(A2)p(Aǀ A2)+ p(A3)p(Aǀ A3) 
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= × + × + × = + = 

را   p(A-B)باشند حاصل  =و    =p(Bǀ A)و    =p(Aǀ B) )اگر  6

 بدست آوريد.

 

 

 

 

 

 كدام است؟  p(A-(Bمستقل از هم باشند  Bو   Aاگر )تست:7

p(A)(1         2p(B) (             (3    p(A). p(B’)             (4   p(B). p(A’)                      

 

 

 كدام است؟ p(A’ǀ B)حاصل  )تست:8

p(AǀB)(1          2p(AǀB) ( - 1           (3    p(AǀB’)                4(   3و2گزينه                      

 

 

كدام  p(B)باشد      p(BǀA)=0/1و      p(A)  0/2=و    =6/0)اگر  9

 ست؟ا

1(38/0               2(3/0            3(4/0                    4(42/0 
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 حل سوالات حل نشده احتمالات فصل هشتم:احتمال

 :1حل سوال

 ,A: {(1,5), (1,1), (1,3), (2,2), (2,4), (2,6), (3,1), (3,3)مجموع دو عدد زوج 

(3,5), (4,2), (4,4), (4,6), (5,1), (5,3), (5,5), (6,2), (6,4), (6,6)} 

 B: {(1,2), (1,3), (1,4), (1,5),…}مختلف بودن اعداد

P(A│B):  =  =  

n(B)=6عدد ديگر متفاوت است پس  5توجه: هرعدد با 5=30 

******************************************************* 

 2حل سوال

A:سالم كاركردن دستگاه اول p(A)=0/6 

B:سالم كاركردن دستگاه دوم p(B)=0/6 

دو دستگاه مستقل ازهم  p(A B)= 0/6 0/6=0/36 

p(A (الف B)=p(A)+p(B)-p(A B)= 0/6 0/6-0/36=0/84 

p(A (ب B)=p(A)- p(A B)= 0/6-0/36=0/24 

******************************************************* 

 Bسفيد بودن مهره دوم:                              A: سياه بودن مهره اول:: راه اول3حل سوال
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P(B│A)=   

مهره دوم سفيد و مهره اول سياه  راه دوم   

*******************************************************  

 Aتحصيلات دانشگاهي:               2Aمرد بودن:                  1Aزن بودن : :4حل سوال

p(A)=p(A1). p(A│ A1 )+ p(A2). p(A│ A2 ) =%54 %15+%46 %40=%015 

باعبارتهاي رياضي مرد باشد و تحصيل كرده يا زن باشد و تحصيل كرده كه  p(A)درواقع: 
 **************************************نوشته شده است

 6حل تمرين 

p(A B)=p(A)+p(B)-p(A B)  p(A)+p(B)-p(A B)=       )1(  

p(A│B)=    =   p(B) =3 p(A B)                         )2(  

p(B│A)=    =   p(A) =4 p(A B)                         )3(  

)1)و(2)و(3(  3 p(A B) +4 p(A B) - p(A B) =    6 p(A B) =   

p(A B)=  = =         p(A-B)=p(A)-p(A B)=4  

 مالپاسخنامه تست هاي حل نشده فصل هشتم:احت

 شماره تست 1 2 3 74تمرين8تمرين9تمرين
 پاسخگزينه 2گزينه2گزينه 1گزينه2گزينه 3گزينه 2گزينه 4گزينه
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 فصل نهم:توزيع گسسته احتمال

اگر در آزمايشي،به هر نتيجه آن آزمايش عددي نسبت دهيم،اين عدد رامتغيير تعريف:

يك  Sمي دهيم به عبارت ديگر اگر  و ... نشان Yو Xتصادفي مي ناميم كه معمولا با حروف 

X:Sفضاي نمونه اي باشد به تابع   R   كه به هر عضو فضاي نمونه  عددي حقيقي را

 نسبت ميدهد متغيير تصادفي مي گوييم.

در واقع متغيير تصادفي ،نه متغيير است و نه تصادفي بلكه يك تابع روي مدل توجه:

 احتمال است.

 تابع جرم احتمال:

،  X،تابعي است كه به هر يك از مقادير  Xتمال يك متغيير تصادفي گسسته  تابع جرم اح

 را نسبت مي دهد.  p(X=xi)=piاحتمال     i=1,2,…,kها   xiيعني به هريك از 

 ويژگي هاي زير است:داراي  Xهر تابع احتمال مربوط به متغيير تصادفي گسسته توجه:

   ∑ p(X=xi)  1=ب)                 …,p(X=xi)≤1             i=1,2≥0الف)       

  Xتابع احتمال  pباشد و  x1,x2,x3,…,xkيك متغيير تصادفي با مقادير   Xاگر  توجه:

                                  را به صورت زير نشان مي دهيم Xباشد جدول توزيع احتمال 
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                        :بصورت زير است Xتوزيع احتمال متغيير تصادفي  مثال:

p(X =j)=    (j=4,5,6)                       ,                    p(X =i) =   

(i=1,2,3) 
را   p(X≥ 3)را بنويسيد.                       ب) مقدار  Xالف) جدول توزيع احتمال تابع 

 بدست آوريد.

                                      الف)    حل:

                                                       

 
                                               p(X =3) +p(X =4)+ p(X =5)+ p(X =6)   = p(X ≥3)ب)  

   =  + + = +     
را طوري بدست آوريد كه تابع زير يك تابع  nغيير تصادفي باشد .مت Xاگر  :1سوال

 احتمال باشد.

P (X =x)=      x=1,2,3,4,5 
 

 

 

            =p (X =x)تحقيق كنيد تابع زير تابع احتمال است يا نه؟       مثال:

x=1,2,…,n   
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p (X =x) 0ابتدا بايد نشان دهيم    نشان دهيم:   و سپس  1 

  
1 x n    1 2x-1   2n-1            

 پس:       ≥ 1وچون     p (X =x)=   0 پس  0چون 

p (X =x)    0             
 مخرج –صورت  n2-2n+1=(n-1)2=            توجه:

          2n-1  n2       چون اختلاف مثبت است پس

             از طرفي:     

    [1+3+…+[2n-1)]                        

= n2=1 

 n2جمع اعداد فرد طبيعي:  توجه:

***************************************************** 

 به صورت زير است:   Xجدول توزيع احتمال متغيير تصادفي  :2سوال

 
 را تعيين كنيد.             aاولا: مقدار 

 را بدست آوريد.  p (X =4)ثانيا:  
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به صورت زير است:   Xتصادفيجدول توزيع احتمال متغيير مثال:

 
جدول توزيع احتمال و نمودار   =aرا بيابيد.                       ثانيا) به ازاء   aلا: او

 آن را رسم كنيد.

 در نتيجه:   اولا:چون در تابع توزيع احتمال داريم:        

 a2+  a2 +  + +  +  a2 =1   a2 +   =1 

  a2 +   =1  a2 +   =1  a2=1-   =    a=   
 

 ثانيا:

 
را  Xفرزندي را به تصادف انتخاب مي كنيم.متغيير تصادفي  3خانواده اي:3سوال

 تعداد فرزندان پسر تعريف مي كنيم.

 چه مقاديري را انتخاب مي كند.  Xاولا: 
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ولد پسر مساوي احتمال تولد دختر باشد. جدول توزيع احتمال ثانيا: اگر احتمال ت

X .را بنويسيد 

 

 

 

اگر عدد ظاهر شده اول ،صفر است  Xتاسي پرتاب مي شود متغيير تصادفي مثال:

 باشد در غير اين صورت برابر عدد ظاهر شده است.

 مي تواند اختيار كند كدامند؟ Xالف)مقاديري كه 

 بنويسيد.را Xب)جدول توزيع احتمال  

 را رسم كنيد.  Xج)نمودار ميله اي متناظر با جدول توزيع

                              X=0,1,4,6الف)          

                                ب)         

 ج)
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سكه اي آنقدر پرتاب مي شود تا براي اولين بار رو ظاهر شود.متغير تصادفي  :4سوال

X تاب سكه مي باشد.تعداد دفعات پر 

 يار كند.تچه مقاديري مي تواند اخ  Xالف) 

 را تعيين كنيد. Xب)احتمال رخداد هر مقدار 

 

 

نوشته شده  2و طرف ديگر عدد1سكه اي داريم كه يك طرف آن عددمثال:

 مجموع اعداد ظاهر شده Xاست.سكه را سه بار پرتاب مي كنيم.متغيير تصادفي 

 درنظرگرفته ميشود

 مي تواند اختيار كند را بنويسيد.  Xيري كهاولا:مقاد

 و نمودار مربوط را رسم كنيد. Xثانيا: جدول توزيع احتمال متغيير تصادفي 

 X=3,4,5,6اولا:     

ثانيا:    
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 توزيع برنولي:

در بعضي از آزمايش ها با دو پيشامد روبرو هستيم.يكي از اين پيشامدها را 

و احتمال  pناميم.اگر احتمال پيروزي را با  )مي0)و ديگري را شكست(1پيروزي (

 نمايش دهيم خواهيم داشت: qشكست را با  

  

    p+q=1و هميشه: 

 
زيع اين آزمايش ها به شكل زير وچنين آزمايش هايي را آزمايش برنولي مي نامند. ت

 مي باشد كه به توزيع برنولي موسوم است:

p(X=xi)=pxi .q1-xi                      xi =0,1 

پيشامدي كه مسئله به دنبال آن است را پيروزي و پيشامد ديگر را شكست توجه:

 مي گيريم.

 تولد فرزند داراي توزيع برنولي است. توجه:

 پرتاب سكه داراي توزيع برنولي است.توجه:

 

 

 

 

  ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



احتمال-رياضيات گسسته  

174 
 

 حل چند تمرين:

متغيير   X)اگر1

تصادفي 

را  Kباشد،مقدار 

 توزيع احتمال باشد.طوري بدست آوريد كه تابع زير تابع 

=1  +   +   +   +  =1   

    =1  15=2k+1  14=2k  k=7 

 )تحقيق كنيد كه آيا تابع زير تابع احتمال است يا خير؟چرا؟2

p(X =Xi )=                                 xi=1,2,…,n 

p( X=1)=    =    0       p(X=1)  [0,1] 
 پس تابع احتمال نيست.

است.احتمال   و پشت  )يك سكه طوري ساخته شده است كه احتمال آمدن رو  3

 م.بار پرتاب مي كني 8اينكه سه بار رو بيايد را بدست آوريد زمانيكه اين سكه را

   p(X=3)= ( )3 ( )5=  ( )3 ( )5 

=
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 بيشتر بدانيم:

بار اگر احتمال آمدن رو و پشت برابر باشند  n)در پرتاب يك سكه به تعداد 1

 بار پيروزي به شكل زير است:    kاحتمال

p(X=K)=      
 بار پشت:60بار انداخته ايم،احتمال آمدن 100مثلا:سكه اي را 

     
 مهره از كيسه خارج كنيم: kمهره داريم اگر بخواهيم  n)در كيسه اي 2

 مهره به تصادف و يكجا خارج كنيم:kالف)  

 يگذاري خارج كنيم:مهره را يكي پس از ديگري و بدون جا kب) 

p(n,k)= 

 nkمهره را يكي پس از ديگري و با جايگذاري مجدد خارج كنيم:    kج)  

3  (n-1  + + +…+ =2                       

4    (n-1  + + +…+ =2                    

و...  شيء از نوع اول n 1 شيء بخواهند در كنار هم قرار گيرند به طوريكه  nر )اگ5

nk   شيء از نوعk    :ام باشد به طوريكه 

n1+…+nk=n   :داريم   

 گردن بند متمايز مي توان ساخت. مهره متمايز،دقيقا   n) با6
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 توزيع يكنواخت:)7

ها تمام اعضا داراي احتمال وقوع يكسان هستند .چنين در بعضي از آزمايش 

آزمايش هايي داراي توزيعي به شكل زير مي باشند.اين توزيع را توزيع يكنواخت 

 مي نامند:

" k تعداد اعضا"     Xi=1,2,…,n            p(X =Xi )=  

ورت پرتاب يك تاس داراي يك توزيع يكنواخت است معادله اين تابع به صمثال:

     =Xi=1,2,…,6            p(X =Xi )          :زير مي باشد

پرتاب سكه هم داراي توزيع يكنواخت است معادله اين تابع بصورت زير مي  مثال:

 =Xi=1,2              p(X =Xi )                                          باشد:

 در نظر گرفتيم. 2و پشت را 1رو را

را در نظر  p(X =Xi ) , i=1,2,…,nبا احتمال   Xiمتغيير تصادفي  اميد رياضي:)8

 مي گيريم. اميد رياضي اين متغيير ،رااينگونه تعريف مي كنيم:

E(X)= 
 در سه تولد پي در پي يك خانواده،اميد رياضي تولد فرزند پسر چقدر است؟ مثال:

   xiميگيريم وداريم: در نظر:تولد فرزند پسر 

 
E(X)= = × + × + × +3 = = 
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 توزيع دو جمله اي:)9

يكي از مهمترين تابع هاي توزيع احتمال گسسته ،توزيع دو جمله اي مي 

بار آزمايش مي باشد كه  nبار موفقيت در  xباشد.متغير تصادفي اين توزيع، 

مي باشد.ضابطه اين تابع به  pايش،مساوي آزم ايناحتمال موفقيت در يك بار

 صورت زير مي باشد:

p(X)=  pX (1-p)n-X 

يك سكه راشش بار پرتاب مي كنيم،احتمال آن كه سه بار از اين شش پرتاب  مثال:

 پشت بيايد چقدر است؟

 است. =p در يك بار پرتاب سكه،احتمال آمدن پشت

   n=6   وx=3 :بنابراين 

p(X=3)= 
از پرتاب هاي خود رااز حلقه عبور مي دهد %80يك بسكتباليست معمولا  :تست  

 بار توپ را واردحلقه كند، كدام است؟3پرتاب خود4احتمال آنكه او در پرتاب 

1(1024/0             2(2084/0                 3(4096/0              4(8192/0     

دختر 4فرزند است،احتمال آنكه اين خانواده حداكثر  5خانواده اي داراي تست:

 داشته باشد كدام است؟

    (1                  (2                          (3                                    (4 
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 دختر را بدست مي آوريم: 5احتمال متمم اين پيشامد،يعني پيشامد تولد

p(X=5)= 

p(A)=1- p(A’)=1- = 
 3دانه جوانه زده اند.اگر 48دانه كاشته شده،نوعي بذر 60در آزمايشگاهي ازتست:

 دانه از آنها جوانه مي زنند؟ 2كدام احتمال فقطدانه از اين نوع بذر كاشته شود با 

1(286/0                 2(372/0                 3(384/0                       4(216/0 

 

 

 

نمونه از اين محصول را  4ده درصد محصولات يك كارخانه معيوب است.تست:

 است؟ انتخاب كرده ايم، احتمال آن كه فقط يك نمونه خراب باشد،كدام

1(1/0               2(4/0               3(2873/0                4(2916/0 
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 حل سوالات حل نشده فصل نهم :توزيعهاي گسسته احتمال 

يك تابع احتمال باشد بايد داشته باشيم  :براي اينكه تابع 1حل سوال
 درنتيجه :

 

************************************************** 

  ): الف2حل سوال

ق ق غ

قسمت ب  

************************************************** 

 3يا 2يا 1يا 0: الف) 3حل سوال

تولد پسر جدول توزيع احتمال به صورت زير وب)با فرض مساوي بودن احتمال تولد دختر 
 است:
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 : الف)4حل سوال

 

  

************************************************** 

  قسمت بيشتربدانيم فصل نهم پاسخنامه تستهاي

شماره  1 2 3 4
 تست

 پاسخ3گزينه1گزينه3گزينه4گزينه
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 سراسريكنكورسال  13             
 

  

 همراه پاسخ تشريحي

      95تا  83از        
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:95تست هاي كنكور 

 4از اعداد حقيق چند دور با طول   (1,2),(2,4),(0,4),(1,5),(3,6),(5,7))گراف بازه هاي 1
 دارد؟

1(2                                 2(3                                 3(4                   
4(5 

 : بهتر است گراف بازه هارا رسم كنيم: 4گزينه

 دارد كه عبارتند از :  4دور به طول  5

edbce ,ecdbe , edcbe , adbca , adeca 

 توجه: در گراف بازه ها راس هاي متناظر بايد اشتراك ناتهي داشته باشند.

 ن يكي باشد.توجه: دور مسيري است كه راس ابتدا و انتهاي آ

************* 

 كدام است؟ 6در مبناي  6(1553)-6(5342))حاصل 2

1( (3245)6                2( (3345)6             3( (3435)6                   4( (3453)6 

 زيرا:  2گزينه 

 توجه: مثل تفريق معمولي است ولي وقتي يك واحد قرض مي گيريم

 ه قبلي اضافه مي كنيم.واحد ب 6است  6چون مبنا  

 

e(3,6) 
b(2,4) 

c(0,4) 

a(1,2) 
d(1,5) 

f(5,7) 
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 43مي باشد . اگر اين عدد را بر  26برابر  31بر عدد  N)باقيمانده تقسيم عدد طبيعي 3
 كدام است؟ (N)تقسيم كنيم ،باقيمانده برابر خارج قسمت مي شود .رقم يكان عدد بزرگتر 

1(3                                 2(4                                 3(6                   
4(7 

N=31q+26  N   26 , 26  88 (88-26=62=2  31)    N  88          
   )1(  

N=43q+ q  N= 44q  N   0   

 0 88 توجه : مي دانيم هر مضربي از پيمانه همنهشت با صفر مي باشد يعني :

 N  88                     )2(  

)1( ,  )2(   N  88   N  88   N=1364  +88     

N=1364+88=1452 

*************************************************** 

 كدام است؟ Xباشد ، تعداد اعداد طبيعي دو رقمي  221x+357y =(221, 357))اگر 4

1(4                                 2(5                     3(6                                4(7 

(221,357)=17  221X+357Y=17  13X+21Y=1 

( كه البته غير قابل قبول  X= -8و  Y=5يكي از جواب ها را با كمي دقت حدس مي زنيم :  
 است) پس:

x=x0+k   x= -8+21k  
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ق ق غ نيست جوابهاي به نيازي مساله اين در
 

رقميغ    188             سه ق  .2مي باشد گزينه  جواب 5پس                   ق

*************************************************** 

)در گراف جهت دار زير ،با رسم حداقل چند يال جديد ، گراف يك رابطه با خواص ترايايي ، 5
 پاد تقارن حاصل مي شود؟

 نشدني)4                          5)3                             4)2                        3)1

 و زيرا: براي خاصيت ترايايي چون  4گزينه 

 هم بايد باشد در اين صورت:داريم پس 

 

هم بايد رسم كنيم ولي چون در شكل هم داريم پس رسم مي شود و چون 
 داريم در اين صورت پادتقارني نقض مي شود پس نشدني است.

*************************************************** 

لامپ موجود است كه دوتاي آن معيوب است. به تصادف متواليا اين لامپ ها  8)در جعبه اي 6
را آزمايش كرده و لامپ ها سالم را كنار مي گذاريم تا اولين لامپ معيوب پيدا شود. با كدام 

 ا مي شود؟احتمال در آزمايش سوم ، اولين لامپ معيوب پيد

1(                      2(                                3(                                4( 

 

a b 

c 

 dا

e 
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 زيرا: 1گزينه 

P(سومي خراب و دومي سالم و اولي سالم)=   

***************************************************  

مهره از كيسه خارج  3مهره قرمز است. اگر  3مهره سياه و  4مهره سفيد و  5)در كيسه اي 7
 مهره از مهره هاي خارج شده همرنگ هستند؟ 2كنيم با كدام احتمال حداكثر 

1(                              2(                    3(                                4( 

مهره همرنگ باشند يعني يا دو مهره همرنگ باشند يا اصلا همرنگ  2: راه اول: حداكثر 4گزينه
 نباشند پس:

p(A) =   

 p(A) =  =  =  

 راه دوم : از راه متمم:

p( تا همرنگ2حداكثر  )=1- p(هر سه همرنگ) = 1 =  -1=  -1-   

=1-  =  
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 :94تست هاي كنكور 

 وجود دارد؟ 5چند دور با طول  5)در يك گراف كامل از مرتبه 1

1(12                          2(15                           3(16                         4(24 

  برابر است با : kpدر گراف كامل  kتوجه: تعداد دورهاي به طول 

  =1  

 صحيح است. 1پس گزينه 

***************************************************** 

 4عدد   2بوده و باقيمانده تقسيم هاي آن بر  11)چند عدد سه رقمي وجود دارد كه مضرب 2
 باشد؟ 1برابر  5و 

1(3                       2(4                                 3(5                                4(6 

مي باشد پس به پيمانه  11رقمي باشد كه چون مضرب عدد سه  xزيرا: فرض كنيم  2گزينه 
 ازطرفي:  x  0                               همنهشت با صفر است: 11

x  1    , x  1   x  1  

رقمي شود هم اينكه هر دو يك عدد شوند به  3ه: هم بايد سعي كنيم عدد سمت راست توج
 را در نظر گرفتيم . 11مضرب  2و در رابطه  6مضرب  1همين دليل در رابطه 

(1),(2)  x  121  

 k=0 x=121 , k=1 x=341 , k=2 x=561,k=3 x=781, k=4  

x=1001 غ ق ق 
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************************************************* 

و مخالف عدد كوچكتر است .  231و بزرگترين مقسوم عليه آنها  2772)مجموع دو عدد 3
 924)4             693)3               462)2        231)1تفاضل اين دو عدد كدام است؟ 

از طرفي    

 

در اين رابطه صدق مي  كه زوج مرتب هاي 
مي باشد ا جواب چون بايد نسبت به هم اول باشند تنه كنند كه طبق رابطه  

 

 درست است . 2پس گزينه 

*************************************************** 

 كدام است؟ باشد رقم يكان بزرگترين عدد سه رقمي  مضرب  )اگر عدد 4

1(6                                 2(7                              3(8                               4(9 

 

دهيم اگر  قرار بايد  (چون رقم يكان بزرگترين عدد سه رقمي را مي خواهيم به جاي  
 قرار دهيم چون رابطه داراي بايد  چهار رقمي مي شود و به جاي بيشتر بگذاريم 

 تقسيم مي شود.) مي باشد ، بعد عدد حاصله بر 
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 مي باشد. ر براب پس رقم يكان بزرگترين عدد سه رقمي 

***************************************************** 

 چند درايه يك دارد؟ است. ماتريس متناظر  )شكل زير گراف مربوط به رابطه 5

1(7         2(8              3(9  4(10 

 

 

 

زيرا:    راه اول: 4گزينه 

 درايه يك دارد. 10

 راه دوم: ماتريس متناظرش را مي نويسيم:

a 

c d 

b 

e 
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.           تا درايه يك دارد 10                            

**************************************************** 

 كدام است؟       )تعداد جواب هاي صحيح و غير منفي نامساوي  6

1(30                     2(32                                 3(33                                4(35 

 است با:برابر توجه: تعداد جواب هاي صحيح نامنفي معادله 
 يا   

                     

*************************************************** 

مهره سفيد  مهره يكسان موجود است. در ظرف اول  و  )در دو ظرف به ترتيب 7سوال
مهره به تصادف برداشته و  مهره و از دومي  مهره سفيد قرار دارد. از اولي  دوم  و در ظرف

در ظرف ديگري مي ريزيم. سپس از ظرف آخر يك مهره بيرون مي آوريم. با كدام احتمال اين 
 مهره سفيد است؟

1(                              2(                      3(                                4( 

مهره سفيد ظرف دوم و مهره از ظرف دوم خارج  مهره سفيد ظرف اول و مهره از ظرف اول خارج

صحيح است4گزينه  
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 93تست هاي كنكور 

تعداد راس  pهستند . اگر  a,b,c,4,3,1 )درجه راس هاي يك گراف ساده و همبند اعداد1
كدام  {a,b,c}باشد تعداد جواب هاي مجموعه  =p qتعداد يال هاي گراف و qهاي گراف ، 

 است؟

1(1                2(2                                 3(3                                4(4 

=qدر نتيجه  p=6د پس تا راس دار 6زيرا : اين گراف  3گزينه   6=9 

 = 2q  4+3+1+a+b+c=18  a+b+c=10 

 مي باشد. 5پس بيشترين درجه ممكن  p=6چون 

  

مي رسيم پس نمي  -1مي به كه حالت اول قابل قبول نيست چون طبق الگوريتم هول حكي
 تواند دنباله درجه راس هاي يك گراف باشد.

بعد 5,4,4,3,1,1 تاي

حذف

بعد  3,3,2,0,0 تاي

حذف

2,1,-1,0        حالت باقي ميماند3پس 

******************************************************* 

مربع كامل است. بيشترين مقدار مجموع ارقام عدد برابر عدد شش رقمي )هفت 2
 كدام است؟

1(14                                 2(15                      3(16                                4(17 
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 =105a + 104b +103c+102a +10b +c 

=102a (103+1)+10b (103+1)+c(103+1)=1001 (102a+10b+c)=1001  

7   =7 1001   =7 7  11 13   

13 11بايد به صورت در نتيجه  q2  :باشد تا عبارت مربع كامل شودپس 

q2       

شود رقمي سه آنكه براي
 

نوشته شده است. بيشترين  6(aobc)با تغيير مبنا به صورت  =N)دو برابر عدد طبيعي 3
 از مربع كامل حداقل چند واحد كمتر است؟ Nمقدار 

1(1                2(2                                 3(3                                4(4 

 زيرا:  1گزينه

2  =(aobc)6 2(10a2+10b+c)=(63a+62 0+6b+c)  
200a+20b+2c=216a+6b+c 

16a-14b-c=0                0 b,c 5   , 1  a  5 

16a-14b=c  c=2(8a-7b) 

 :بايد باشد 2مضرب  cپس 

 

 1=224-225است پس :  225نزديك باشد  224مربع كامل كه به 
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نسبت به هم  7n+3و  5n-2، دو عدد به صورت هاي  n)به ازاي چند عدد طبيعي دو رقمي 4
 غير اولند؟

1(3                                 2(4                     3(5                                4(6 

(7n+3,5n-2)=d 1

 29|3(5n-2)-2(7n+3) 

29|n-12 n-12=29k =29k+12=12,41,70,99 

******************************************************* 

 باشد كدام است؟ (a,b)كه شامل  {a,b,c,d}) تعداد رابطه هاي هم ارزي روي مجموعه 5

1(3                                 2(4                      3(5                                4(6 

در يك مجموعه باشند  bو  aزيرا: در واقع بايد تعداد افرازهايي را پيدا كنيم كه در آن  3گزينه
 3را بنويسيم كه گزينه  bو  aيا آنكه گراف هاي جهت دار متناظر با رابطه هم ارزي شامل 

 صحيح است.

               

 3)تعداد سه تايي هاي مرتب با مختص هاي صحيح و غير منفي به طوري كه مجموع هر 6
 باشد كدام است؟ 6و هر مختص كمتر از  10مختص برابر 
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1(17                 2(18                                 3(20                                4(21 

x1+ x2+ x3=10          0  x1, x2, x3 6        = = =66 

A: { xi 6 }  A1: { x1 6 } y1= x1 6  x1= y1+6  y1+6+ y2+ y3=10 

 y1+ y2+ y3=4 = =15  

,0,  = 0 =(Ai Aj At) به همين ترتيب:   =  = 15 

 (A1 A2 A3)=3 15-0=45  

برابر است با x1+ x2+…+ xK=nصحيح است.توجه: تعداد جواب هاي صحيح نامنفي  4گزينه 
 يا 

***************************************************** 

مهره سياه موجود  2مهره سفيد و  4مهره سياه ،در ظرف ديگر  3مهره سفيد و  5) در ظرفي 7
مهره خارج شده  4است. به تصادف از هر ظرف دو مهره بيرون مي آوريم. با كدام احتمال 

 همرنگ هسند؟

1(12/0                   2(15/0                     3(18/0                            4(24/0 

 مهره سفيد  4مهره سياه يا 4 زيرا: 2گزينه
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:92تست هاي كنكور

 A2ام ماتريس  jام و ستون  iو درايه هاي واقع در سطر  Gماتريس مجاورت گراف  A)اگر 1
 داراي چند دور است؟ Gباشند گراف  4,4,2,2,2اعداد 

1(3                                 2(4                                 3(5                   
4(6 

هستند پس دنباله درجه راس هاي گراف A2درايه هاي روي قطر ماتريس  4,4,2,2,2اعداد 
 هستند كه شكل گراف را از روي آن مي كشيم:

 abda,bcdb,bedb:  3دور هاي به طول 

  abcda,abeda,bcdeb : 4دورهاي به طول 

 صحيح است. 4پس گزينه 

جه: دو دور متفاوت بايد حداقل يك يال متفاوت داشته باشند يعني دو دور كه مجموعه يال تو
 هاي آنها برابر باشند يكسان در نظر گرفته مي شوند.

*************************************************** 

 13بر عدد مربع كامل است . باقيمانده تقسيم عددي دو رقمي )عدد چهار رقمي 2
 كدام است؟

1(9                                 2(10                        3(11                                4(12 

باشد زيرا اعداد فردي كه مربع كامل هستند به صورت  9يا  1نمي تواند  bزيرا:  1گزينه 
4k+1  د.ممكن است فرد باشنوشته مي شوند و 

b 

a 
c 

e 

d 
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b  باشد چون عددي كه رقم سمت راست آن يكي از اين اعداد باشد مربع  8,7,3,2نمي تواند
 كامل نيست.

b  رقم يكان عددي باشد براي آنكه آن عدد مربع كامل باشد بايد  5باشد چون اگر  5نمي تواند
 با يكان برابر است. باشد ولي رقم دهگان در  2رقم دهگان آن 

b 4باشد چون اعداد زوج كه مربع كامل هستند به صورت  6د نمي توانk :بايد باشند. پسb=4 

=103a+102a+10b+b=1100a+11b=11(100a+b)=11(100a+4)  
100a+4=11q2 100a+4  0 

100a  -4 7  a 100a 7 a 7 

 

مي  37و باقيمانده 21خارج قسمت  bبرعدد طبيعي  a)در تقسيم عدد طبيعي سه رقمي 3
 مي باشند؟ 5مضرب  aباشد. چند عضو از مجموعه جوابهاي 

1(1               2(2                                 3(3                                4(4 

a=21b+37             r             زيرا: 2گزينه  b 37 b 

21b+37سه رقمي است پس :    aچون  999 

21b 962 b 45/8 
طبيعي عدد

  b 45 

bازطرفي   b=38 a=835  √          b=39 a=859 بنابراين: 37

b=40 a=877              b=41 a=898                  b=42 a=919 

b=43 a=940  √          b=44 a=961                  b=45 a=982 

 مي باشند. 5مضرب  aمقدار  2پس 
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 بخش پذير است؟ 43بر  7n+42، عدد  50)به ازاي چند عدد طبيعي كوچكتر از 4

1(6            2(7                                 3(8                                4(9 

 زيرا:                          3گزينه

7n+42  0  7n -42  7n 1 

72 6  ,   73 -1 ,    74 -7  ,      75 -6 (74= 72 72 , 75=72 73)   ,     
76 1 

 76k 1   n=6k   ,  0 n 50   0 6k  50      0 k 8 

 بخش پذير است. 43عدد بر  8پس به ازاي 

******************************************************** 

قفسه متمايز جاي داد به طوريكه در هر  5كتاب يكسان را در  9) به چند طريق مي توان 5
 قفسه لااقل يكي از آنها قرار داده شود؟

1(35            2(42                                 3(56                                4(70 

 برابر است با     x1+ x2+ x3+…+ xk= nتوجه: تعداد جوابهاي طبيعي معادله 

x1+ x2+ x3+ x4+ x5= 9   =  =  =70 درست است4ه پس گزين  

******************************************************** 

و  5تا  1و همچنين پنج مهره سياه با شماره هاي  5تا  1)پنج مهره سفيد با شماره هاي 6
مهره از بين آنها بيرون مي آوريم . اگر مجموع  2يكسان را در ظرفي قرار مي دهيم. به تصادف 

 باشد با كدام احتمال هر دو مهره همرنگ هستند؟ 6 شماره هاي هر دو مهره

1(                      2(                      3(                 4( 
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 {…,(2,4),(1,5),…,(2,4),(1,5)}= {هردو سياه يا هر دو سفيد } :Aهمرنگ باشند 

)}:Bمجموع شش باشد
سفيد

,5),(1,5),(2,4), (2,4), (3,3), (1,5), (2,4), (2,4)}  

p(A|B)=  =  

******************************************************* 

تعريف شده است . با محاسبه عدد  =p(X=x)و  X=0,1,2,3,4,5)تابع احتمال به صورت 7
A  يا  3 (، مقدارp(X=2كدام است؟ 

1(            2(                                3(                                4( 

 =1   +  +  +  +  +  = 1   =1  A=32 

p(X=2 3 يا)=  +  =  =   

 است.صحيح 4گزينه
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 91تست هاي كنكور

باشد با افزودن چند يال گراف كامل  8)در يك گراف همبند كه مجموع مرتبه و اندازه آن 1
 ميشود؟

1(1               2(2                      3(3                      4(4

p+q=8                  

 

p-1در يك گراف همبند داريم:  q  پسp  باشد و طبق  8,7,6,5نمي تواند
q  ،p  باشد بنابراين  1,2,3نمي تواندp=q=4  و چون قرار است گراف كامل
 صحيح است. 2يال كم است. گزينه  2يال داريم بنابراين  4ولي ما 6=باشد تعداد يال ها 

******************************************************** 

 كدام است؟ Gباشد ، اندازه  Gماتريس مجاورت گراف )اگر 2

1(1             2(2                   3(3                      4(4 

: زيرا تعداد يك هاي ماتريس مجاورت مساوي مجموع درجات تمام رئوس گراف مي 2گزينه 
 باشد و چون مجموع درجات رئوس دوبرابر اندازه آن است داريم:

 =4 2q =4 q=2 

****************************************************** 

 كدام است؟ nطبيعي باشد كوچكترين عدد  25مضرب  6n-3n)گر عدد 3

1(10                       2(15                  3(16            4(20 

p 1     2     3     4      5      6      7      8 
q 7     6     5     4      3      2      1      0 
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25| 6n-3n  25| 3n(2n-1) اقليدس لم   25| 2n-1 2n 1  

 (2,25) =1  2  (n)  1     ,     (25)=25
 

كه در گزينه ها وجود دارد را امتحان كنيم كه در اينجا  20البته بايد مقسوم عليه هاي 
 1024=210  1-صحيح است. توجه:  4هيچكدام درست نيست پس گزينه 

*************************************************** 

 ريالي خريد؟ 250و  150رهاي ريال تمب 3700)به چند طريق مي توان با 4

1(3                         2(4                   3(5                          4(6 

150x+250y=3700 3x+5y=74          

x=3+5k 0 5k -3  k  

k=0,1,2,3,4  ≤  درست است 3پس گزينه ≥

******************************************************

در گراف ساده متناظر  2با ماكسيمم درجه  Aچند رابطه هم ارزي روي  A={a,b,c,d})اگر 5
 آن مي توان يافت؟

1(3                  2(4               3(5                      4(6 

صورت سوال مشكل دارد واضح نيست زيرا گراف متناظر با يك رابطه جهتدار است كه در 
 صورت سوال گراف ساده بيان شده است.
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كارت يكسان نوشته شده است. به تصادف دو كارت ازبين آنها  9بر روي  9,…,1,2)اعداد 6
 است؟ 11 بيرون مي آوريم . با كدام احتمال مجموع عدد اين دو كارت برابر

1(                              2(                   3(                           4( 

A={(2,9),(3,8),(4,7),(5,6)} n(A)=4  ,   n(S)=  =  =36 p(A)=  

=   

******************************************************* 

باشد احتمال  6)دو تاس همگن را انداختيم. اگر حاصل جمع شماره هاي رو شده كمتر از 7
 باشد كدام است؟ 2آنكه شماره يكي از تاس هاي رو شده 

1(                              2(                         3(                     4( 

B={(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (2,1), (2,2), (2,3), (3,1), (3,2), (3,3), 
(4,1)} n(B)=10 

A={(1,2),(2,1),(2,2),(2,3),(3,2)} 

p(A|B)=  = صحيح است.                                     3گزينه                    = 
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 90حل سوالات كنكور

از اعداد حقيقي يك گراف بازه ها مي  (6,9),(3,8),(3,4),(2,5),(1,4),(0,2))با شش بازه 1
 (3,4)به راس متناظر (0,2)سازيم . در گراف حاصل ،چند مسير مختلف از راس متناظر 

 موجود است؟

1(5                   2(3                            3(4                            4(2 

 ميدانيم در گراف بازه ها دو سر هر يال اشتراك دارند پس:

 

  :(3,4)به (0,2)مسيرهاي موجود از 

abf , abdf , abcf , abcdf ,abdcf مسير موجود است. 5پس 

*************************************************  

نوشته مي  8(abc)با بيشترين مقدار ممكن به صورت ) يك عدد طبيعي فرد و مربع كامل ، 2
 كدام است؟ a+cشود. 

1(10                   2(8                            3(9                        4(7 

 361=192, 225=152 , 289=172زيرا: با كمي دقت در مي بابيم كه:    4گزينه

,212=441 , 232=529 
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 8مدنظرماست كه آنرا به پايه 441=212عدد سه رقمي فرد و مربع كامل  بنابراين بزرگترين
 منتقل مي كنيم:

 برده شود چهار رقمي مي شود. 8اگر به مبناي  9به دليل حضور  529توجه: 

 

(    ) a+c =7 

***************************************************** 

 كدام است؟ x+yآنگاه كوچكترين عدد مثبت  357x+629y=(357,629))اگر 3

1(3                                 2(11                                 3(12                   
4(10 

357x+629y=17  21x+37y=1  

 

K=0  كه همانx0  وy0 :غ ق ق  بدست مي آيندx+y=-3   

k=1    x=30   ,  y=-17    x+y=13   ق ق 

k= -1  x=-44  ,  y=25     x+y=-19   غ ق ق 

******************************************************** 

 مختوم به چند صفر است؟ !(75)) عدد 4

1(18                    2(16                                 3(17                         4(15 

( ) a+
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زيرا: در واقع تعداد صفرهاي سمت راست را مي خواهيم و براي بدست اوردن تعداد  1گزينه
را در آن عدد محاسبه كنيم كه  5صفرهاي سمت راست هر عدد فاكتوريلي بايد تعداد عوامل 

 برابرند با: !(75)در 

 علامت جزء صحيح است.توجه:  18=15+3 = … + + +

****************************************************** 

 اول باشند كدام است؟ 105)تعداد اعداد دو رقمي كه نسبت به 5

1(42                  2(40                                3(41                             4(39 

اول مي باشند و چون  105است كه نسبت به  105تعداد اعداد طبيعي كوچكتر از 
 اعداد دو رقمي را مي خواهيم از اين تعداد ، سه رقمي و تك رقمي ها را حذف مي كنيم:

105=3 5 7  (105)=105(    )=48  

 41=7-48                 7 عدد  {1,2,4,8,101,103,104 }:تك رقمي و سه رقمي 

***************************************************** 

 و p(B)=0/22و  p(A)=0/2 باشند بطوريكه : Sدو پيشامد از فضاي نمونه  Bو  A)اگر 6

p(B|A)=0/7 

 84/0)4            92/0)3          90/0)2        96/0)1كدام است؟ p(B’|A’)آنگاه 

=  =  =p(B’|A’)زيرا:  2گزينه  =  

=  =  =  =  =0/9 

p(Aتوجه:           B)=p(A).p(B|A)  p(B|A)=  
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تعداد آزمايش هايي  Xاست. اگر متغير تصادفي  p)در يك آزمايش دو حالته احتمال موفقيت 7
 باشد كه براي اولين بار موفقيت حاصل مي شود تابع احتمال آن كدام است؟

1 (          2 (           3(        
4( 

 (x-1)تعداد آزمايشهايي است كه براي اولين بار موفقيت حاصل مي شود پس در  Xچون 
 است پس :: p-1آزمايش قبلي موفقيت نداشتيم كه احتمال هر كدام 

p(X)=
بار

p=(1-p)x-1 p  

******************************************************* 
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:89تست هاي كنكور 

 وجود دارد؟ 4منتظم مقابل ،چند دور با طول  3-)در گراف 1

1(6                      2(7                  3(8                 4(9 

 چهار ضلعي قسمت مي كند) 2ر ضلعي ايجاد مي كند( گراف را به چها 2هر قطر 

3ايجاد مي شود بنابراين  4در واقع دو دور به طول  2=6 

3ايجاد مي كند: 4دور به طول  1از طرفي هر دو ضلع روبرو با دو قطر ارتباطي  1=3   ,  

6+3=9 

 صحيح است. 4پس گزينه

 , abefa , bcdeb , afeda ,abcda , fedcf , abcfa , abeda , adcfaتوجه: دور ها : 

bcfeb  .مي باشند 

****************************************************** 

 A2باشد ،مجموع درايه هاي قطري ماتريس  7ماتريس مجاورت يك درخت با مرتبه  A)اگر 2
 كدام است؟

1(8                    2(9                              3(12                         4(14 

همان مجموع درجه راس هاي گراف است A2زيرا: مجموع درايه هاي قطري ماتريس  3گزينه

  q=6 2q=12  p=7 ميباشد 2qكه برابر 
درخت

   . 

****************************************************  

 

 dق

c 

a 

e 

b 

f 
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 كدام عدد نباشد؟ ممكن است مضرب) عدد شش رقمي 3  

1(7               2(13                                 3(31          4(37 

ababab=105a+104b+103a+102b+10 a +b=                                زيرا:3گرينه  

10a(104+102+1)+b(104+102+1) =10101(10a+b)=3 7 13 37(10a+b) 

******************************************************* 

نسبت  11n+4و 25n+9،دو عدد به صورت هاي  nو دو رقمي  ) به ازاي چند عدد طبيعي4
 به هم اولند؟

1(86                    2(87                      3(89                                4(90 

 (11n+4 ,25n+9)=d    d|275n+100-275n-99   

d|1 d=1 

تا  90نسبت به هم اولند كه اعداد دو رقمي طبيعي  nعدد, به ازاي همه مقادير طبيعي  2پس 
 مي باشد.

******************************************************** 

صدق  57X-87Y=342كه در معادله  X)مجموع ارقام كوچكترين عدد طبيعي سه رقمي 5
 كند كدام است؟

1(5                               2(6                                 3(7                                4(8 

57x-87y=342  19x -29y =114 
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 عدد دو رقمي است پس k=-3دهيم و تا بايد مقدار منفي  kمشخص است كه به 

K=-4 x=6+116=122  صحيح است. 1مي باشد پس گزينه  5كه مجموع ارقام آن 

******************************************************* 

عدد و در  4عدد لامپ يكسان موجود است. در جعبه اول  15و  24)در دو جعبه به ترتيب 6
لامپ به تصادف برداشته و در جعبه  6و از دومي  8عيوب اند. از اولي عدد لامپ م 3جعبه دوم 

 قرار مي دهيم.با كدام احتمال يك لامپ انتخابي از جعبه جديد معيوب است؟

1(                 2(                      3(                   4( 

 (ممكن است لامپ انتخابي از ظرف جديد و ظرف اول يا از ظرف جديد و ظرف دوم باشد)

************************************************* 

بيايد تاس را مي ريزيم . اگر پشت بيايد سكه ديگر را "رو ")سكه اي را پرتاب مي كنيم اگر 7
 اين آزمايش احتمال اينكه دقيقا يك سكه رو ظاهر شود كدام است؟باهم ميريزيم. در 

1(                      2(                    3(                    4( 

زيرا: از متمم استفاده مي كنيم. يعني حالتي كه پشت بيابد را حساب مي كنيم( حالت  1گزينه 
 و دو پرتاب ديگر هر دو رو يا هر دو پشت باشند.) هايي كه سكه پشت

P(A’)=  +  =  =  =  p(A)=1-  =  
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 :88تست هاي كنكور 

 A2باشد كدام دنباله اعداد براي درايه هاي قطر  Gماتريس مجاورت گراف همبند  A)اگر 1
 ست؟مورد قبول ا

1(               2(              3(           4( 

رد مي  1زيرا: چون گراف همبند است پس درجه راس صفر نداريم بنابراين گزينه  4گزينه
 p=5تعداد رئوس فرد،فرد است پس اين گزينه هم رد مي شود و چون  2شود.در گزينه 
 هم رد مي شود.3باشد كه گزينه  4ايد حداكثر درجه ب

**************************************************** 

از اعداد حقيقي مجاورند به شرط آنكه اشتراك  (c,d)و  (a,b))دو راس متناظر با بازه هاي 2
 اين دو بازه تهي نباشد ،گراف مقابل به چند طريق مي تواند گراف بازه ها باشد ؟

 3)4                               نشدني) 3                 2) 2                    1)1

 

 

 

 زيرا: با توجه به آنكه اگردر گرافي چهار ضلعي بدون قطرهايش3گزينه

 وجود داشته باشد گراف بازه ها نيست بنابراين هيچ طريقي براي

 گراف بازه ها شدن گراف فوق وجود ندارد.
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مضرب  aمي باشد. اگر  25و خارج قسمت  17باقيمانده  bبر عدد طبيعي  a )در تقسيم عدد3
 كدام است؟ aباشد رقم دهگان كوچكترين عدد طبيعي  6

1(8                              2(7                                3(6                                4(9 

a=25b+17          ,        b:              4گزينه  17 

مضرب    a b+5 b+5  0   b 1  

  

****************************************************** 

36a) 84)از رابطه همنهشتي (پيمانه 4  نادرست است؟ 7،كدام نتيجه گيري در پيمانه  192

1  (                     2 (                        3(                       4(
                         

36a 192  3a 16 2        3a 2    ,     2 +9  3a 9         

a 3   

2a 6  , 6 -1    2a -1                  نتيجه نميشود وجواب تست است2پس گزينه  

******************************************************** 

 حداقل يكبار ظاهر شوند؟ 6,3چند عدد سه رقمي وجود دارد كه در آنها هريك از رقم هاي )5

1(54         2(52                                3(48                                4(56 

حداقل يكبار ظاهر شوند متمم آن است كه بگوئيم اصلا  6و  3: هريك از رقم هاي 2گزينه
 وند پس:ظاهر نش
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 900 =  10    10   9 :همه اعداد سه رقمي

A’= 3ظاهر نشود                              B’= ظاهر نشود  6 

n(A’  B’ )=n(A’)+n(B’)- n(A’  B’) 

n(A’  B’ )=8 9 9 + 8 9 9 7 8 8

حداقل يكبار ظاهر شوند 

******************************************************** 

كارت يكسان نوشته اند. اگر به تصادف دو كارت از بين آنها بيرون  6را بر روي   6تا  1)اعداد 6
1آوريم با كدام احتمال جمع اعداد اين دو كارت زوج است؟

(          2(         3(           4( 

 n(S)= =  =15  

n(A)=6=3+3= = دو كارت هر دو فرد يا دو كارت هر دو زوج   

  p(A)=  =   

تعريف شده   =p(X=i) (…,i=1,2,3)به صورت  X)توزيع احتمال متغير تصادفي 7

p(Xاست.   )4               )3                  )2               )1كدام است؟ (5

توجه  =  -               

               p(X 5)=  =   -  =         
******************************************************* 
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 :87كنكور تست هاي 

 وجود دارد؟ 4چند دور با طول  5)دريك گراف كامل از مرتبه 1

1(9                              2(10                                3(15                   
4(20 

 برابر است با : mتعداد دورهاي به طول  p: در گراف كامل از مرتبه 3گزينه

 

مي  b،خارج قسمت مجذور باقيمانده است،چند عدد  bبرعدد طبيعي  165)در تقسيم عدد 2
 توان يافت؟

1 (1                             2(2                                3 (3                               4(4 

a=bq+r   165=br2+r  , 0  r  b 

r(br+1) =165 = 3 5  11     

مقداربراي2پس  b                          وجود دارد                                            
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 4است در نمايش اين عدد در مبناي  3(201121)به صورت  3)نمايش عددي در مبناي 3
 چند مرتبه رقم صفر تكرار شده است؟

 3)4                                2)3                  1)2                         فاقد صفر)1

(201121)3=2  35+0 34+1  33+1  32 +2  31 +1  30=529 

 4(20101)رقم صفر دارد 2

 

 

******************************************** 

9a) : 18)از رابطه همنهشتي (پيمانه 4 6b كدام نتيجه گيري نادرست است؟ 

1(                   2(                   3(                      4( 

 زيرا: 3گزينه

اقليدس لم

اقليدس لم  

******************************************************* 

عضوي باشد اين رابطه كدام يك از  4ماتريس متناظر از يك رابطه روي مجموعه  m)اگر 5
 خواص را دارد؟

 ترايايي -متقارن )4       پاد متقارن-ترايايي )3    متقارن -بازتابي  )2      ترايايي -بازتابي )1

 هستند پس بازتابي است 1زيرا همه درايه هاي قطر اصلي  1گزينه

*************** 
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 يعني متقارن نيست  a13=1ولي  a31=0از طرفي 

 پاد متقارن نيست پس a12=1 و a21=1و همچنين 

*************************************************** 

نفر تقسيم كرد،به طوريكه لااقل به هركدام يك  3سكه را بين  12)به چند طريق مي توان 6
 سكه برسد؟

1(55              2(48               3(45                    4(36 

x1 + x2 + x3 =12             (xi 1)    yi=xi -1 xi=yi+1 

y1 +1+ y2 +1+ y3 +1=12     y1 + y2 + y3 =9  =55      

******************************************************* 

خانه همرديف به تصادف قرار مي دهيم. با كدام  6يكي از را در  1,2,3,4,5)هريك از ارقام 7
 احتمال اين ارقام در خانه هاي متوالي و دو رقم زوج كنار هم قرار مي گيرند؟

1(        2(            3(           4( 

خانه دوم .  5ل يا خانه او 5خانه متوالي باشند دو حالت دارند  5رقم در  5براي آنكه اين 
كنار هم باشند پس آنها را يك حالت در نظر مي گيريم كه باز به  4و  2ازطرفي چون قرار است 

!n(S)=6!   ,  n(A)=4بنابراين:            42يا   24دو صورت امكانپذير است:   2!  2 

p(A)=  =  

 طريق مي توانند كنار هم باشند. !4در كل )يك حالت حساب ميشوند 4و2( 1,2,3,4,5توجه: 

ت

*********************

m=  
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:86تست هاي كنكور 

راس دارد تعداد راس هاي زوج عددي ............ و تعداد راس هاي فرد عددي  )در گرافي كه 1
 ................ است.

 جزو –) زوج 4فرد               –)زوج 3زوج                 –)فرد 2فرد               –) فرد 1

زيرا : طبق يكي از قضايا تعداد راس هاي فرد، زوج است و تعداد راس هاي زوج  4گزينه 
بستگي به مرتبه گراف دارد . اگر مرتبه گراف زوج باشد تعداد راس هاي زوج ،زوج است و اگر 

 مرتبه گراف فرد باشد تعداد راس هاي زوج ، فرد است.

******************************************************* 

و  برابر  ماتريس مجاورت يك درخت و حاصلضرب درايه هاي قطري ماتريس  )اگر 2
 باشد تعداد يال هاي اين درخت كدام است؟ ماكسيمم درجه آن 

1(5                      2(6                 3(7                   4(8 

مي باشد و ماكسيمم  برابر  ي ماتريس زيرا : چون حاصلضرب درايه هاي قطر 3گزينه
مي باشد. بنابراين  4و3و2و1و....و1مي باشد پس دنباله درجات راس هاي گراف  درجه آن نيز 

: 

 
 

 توجه : در درخت داريم: 

************************************************ 
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 كدام است؟ برعدد  ) باقيمانده تقسيم 3

1(18-                   2(15-                                 3(15                           4(18 

زيرا:3گزينه  )1(        

قضيه فرما
توان به

  

)2(  

)1( )2(  

     توجه: 

************************************************* 

 است اين رابطه كدام خاصيت را دارد؟ زير)ماتريس متناظر به يك رابطه به صورت شكل 4

 

 

 

 غيرمتقارن)4                             بازتابي)3                   ترايايي)2        پاد متقارن)1

 نيستند پس بازتابي نيست. زيرا:قطر اصلي همگي 4گزينه

پس پادمتقارن نيست  و  ازطرفي 

 پس ترايايي هم نيست. و  و همچنين
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در يك ظرف قرار دارند ،به تصادف دو گوي از آنها  تا  )شش گوي يكسان با شماره هاي 5
 است؟ 6برميداريم با كدام احتمال جمع اين دو گوي كمتر از 

1(                   2(                                3(                                4( 

 زيرا: 1گزينه

 

 

*******************************************************  

نيست احتمال آنكه شماره ظاهر شده  )يك تاس همگن را انداخته ايم برآمد حاصل مضرب 6
 باشد كدام است؟ 

1(                              2(                                3(                                4( 
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 85:تست هاي كنكور 

 ،دنباله درجه راس هاي آن ،به كدام صورت مي تواند باشد؟ )دريك گراف ساده از مرتبه 1

1 (                2(       

   3(          4(

داريم پس نمي شود درجه صفر  راس از درجه  1چون  1در گزينه  زيرا : 4گزينه
تعداد راس هاي فرد ، زوج نيست و اين گزينه  2داشته باشيم اين گزينه رد مي شود. در گزينه 

داريم حداكثر  4و يك راس از درجه  5چون يك راس از درجه  3هم رد مي شود و در گزينه 
 باشيم پس اين گزينه هم رد مي شود. مي توانيم داشته 1يك راس درجه 

 

***************************************** 

 مي شود؟ برابر  مجموع ارقام عدد  )به ازاي كدام مقدار 2

1(9                     2(10                                 3(12                                4(15 

تا

مجموع ارقام
تا

 

چون به صورت  توجه :  .
تا

 مي باشد تاثيري در مجموع ارقام ندارد
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د تعداد نباش وم عليه مشترك غير داراي مقس و  عدد طبيعي و دوعدد  ) اگر 3
 4)4               3)3                  2)2             1)1كدام است؟ اعداد دو رقمي 

+

شود مي رقمي سه
 

****************************************************** 

 كدام است؟ باشد كوچكترين عدد طبيعي  مضرب  ) اگر عدد 4

1(4                                 2(5                                 3(6                   
4(8 

توان به
 

******************************************************

 دارد؟ چند درايه  ماتريس متناظر با گراف مقابل ،يك رابطه باشد ماتريس  )اگر 5

1(5                                 2(6                       3(7                                4(8 

 

  ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



کنکور-رياضيات گسسته  

219 
 

 

 راه دوم:             درست است. 3تا يك دارد بنابراين گزينه پس 

 

 

 مي باشد.همان تعداد يك هاي ماتريس  تعداد اعضاي 

****************************************************** 

ريخته شده اند ، دو مهره باهم بيرون مي  1و2و3و4و5و6)در ظرفي شش مهره با شماره هاي 6
 مهره اعداد متوالي اند؟ آوريم با كدام احتمال شماره هاي اين دو

1(                              2(                         3(                                 4(  

*******************************************************
)تابع احتمال متغير تصادفي 7** با حوزه مقادير اعداد طبيعي به صورت    

است مقدار  كدام است؟   

1(09/0                  2(092/0                       3(099/0                                4(11/0 
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84:تست هاي كنكور 

 باشد وجود دارد؟ 10)چند نوع گراف ساده ، همبند و نامنتظم كه مجموع مرتبه و اندازه آن 1

1(3                     2(4                         3(5                                4(6 

 باشد:  نكه گراف همبند باشد بايد حداقل آ : براي2گزينه

است منتظم و كامل گراف حالت اين در چون ق ق غ
باشد داشته موازي يال و طوقه بايد گراف حالت اين در چون ق ق غ

 

حالت  قابل قبول است كه  كه دراين صورت ديگر ساده نيست پس تنها يك حالت 
 دارد.

 

*************************************************** 

 متناظر با كدام گراف است؟ )ماتريس  2

1     (                2                        (        3                      ( 

 

4( 
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يكي از راس هاست باتوجه  : ميدانيم مجموع عناصر هرسطر ماتريس مجاورت برابر درجه1گزينه
 همخواني دارد. 1مي باشد كه با گزينه  1و2و2و3به ماتريس دنباله درجات به ترتيب 

راه دوم: ميدانيم درايه هاي روي قطر مربع ماتريس مجاورت دنباله درجات را تشكيل مي دهد 
 پس:

دنباله درجات  همخواني دارد1باگزينه 

******************************************************

واحد كمتر  باقيمانده تقسيم از مربع خارج قسمت آن  بر  ) درتقسيم عدد طبيعي 3
 مضرب كدام است؟ است بزرگترين مقدار 

1(9                     2(12                  3(14                4(16 

)1(  

1
 

******************************************************

 ده است؟رقم صفر چند مرتبه تكرار ش درمبناي  )درنمايش طبيعي 4

 )فاقد رقم صفر4                                3)3                   2)2                      1)1

  :4گزينه
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 كدام است؟ برعدد  )باقيمانده تقسيم عدد 5

1(0                     2(1                                 3(5                        4(6 

 نسبت بهم اولند پس: و  و  : 1گزينه

زوج است پس  بخش پذير است و  بر  زوج باشد  مي دانيم هرگاه 
 )1(ودرنتيجه داريم: 

طرفي از
فرما توان به

فرما توان به
   

)2(

)1(  )2(

**************************************************

 مهره سفيد  و  مهره سياه ، در دومي  مهره سفيد و  در اولي  ) دو طرف داريم ،6
مهره سياه است ، از ظرف اول يك مهره برداشته و بدون رويت در ظرف دوم قرار ميدهيم آنگاه 

 از ظرف دوم يك مهره بيرون مي آوريم .باكدام احتمال اين مهره سفيد است؟

1(                  2(                                3(                                4( 

 : مهره خارج شده از ظرف اول سياه يا مهره خارج شده از ظرف اول سفيد3گزينه
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يك تابع احتمال اولين تابع  مقادير  و باكدام حوزه )با كدام مقدار 7
 ام است؟ موفقيت در امتحان 

 ناشماراي متناهي ) 2ناشماراي نامتناهي                            ) 1

 شماراي متناهي ) 4شماراي نامتناهي                            ) 3

بدست مي آيد پس مجموع آن از فرمول  هندسي است كه  دنباله: 3گزينه
 بنابراين داريم:
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 83:تست هاي كنكور 

 است. كمترين عدد  ،  ،  5، 4، 3، 2به صورت  هاي گراف همبند )درجه راس 1
 كدام است؟

1(1                 2(2                                 3(3                                4(4 

 نمي توانند صفر باشند. و  : چون گراف همبند است پس 4گزينه 

مي باشد شروع به رسم گراف مي  و  و 5و4و3و2ه صورت باتوجه به دنباله راس ها كه ب
 راس داريم:  6كنيم . 

درنتيجه  باقي مي ماند پس  2را رسم مي كنيم سه راس درجه  3و4و5وقتي درجه 
 (غ ق ق)يا   چون كمترين مقدار را مي خواستيم پس  

*******************************************************
 كدام است؟ بخش پذير است ، رقم  بر عدد )عدد شش رقمي  2

1(3                       2(4                                 3(5                        4(6 

بخش پذير است كه اگر از  ، ثانيا عددي بر  و  : اولا 1گزينه 
 9بخش پذير باشد و عددي بر  11قام را به ترتيب كم و جمع كينم حاصل بر سمت چپ عدد ار

 بخش پذير باشد پس داريم:  بخش پذير است كه مجموع ارقامش بر 

      )1(

)2       (  

)1) و(2(   
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همنهشت شده اند . اگر   در يك دسته هم ارزي به پيمانه  و  )دو عدد 3
 كدام است؟ بر  باقيمانده عدد  

1(1                      2(2                             3(3                         4(4 

 

******************************************************

 كدام است؟آنگاه رقم يكان عدد  )اگر 4

1(1                                 2(3                                3(6                               4(7 

  و    داريم :    : طبق قضيه نيوتن  4گزينه 
 

******************************************************* 

است. با كدام احتمال هر  اب دو تاس باهم مي دانيم جمع دو عدد رو شده كمتر از )در پرت5
 دو عدد روشده فرد اند؟

1(               2(               3(              4( 

اعداد رو شده فرد

10مجموع اعداد روشده كمتر از
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 مشتركند و  به جز  در همه اعضاي  و  توجه: 

****************************************************** 

)هفت كبوتر به چند طريق مي توانند در سه لانه متمايز قرار گيرند به طوري كه هيچ لانه اي 6
 خالي نماند؟

1(12                 2(15                                3(16                                  4(20 

 2گزينه

تعداد جواب ها 
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 1389مشت نمونه خروار چاپ اول:-گسسته احتمال-8

 پديد آورندگان:عطا صادقي ،احسان موسوي
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 و

در اين راستا بامن همكاري داشته اندباتشكر از كافي نت فرهنگيان كه   
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