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 هفاّین اٍلیِ: فظل طفز 
 :اطل ّای ضزتی ٍ خوؼی 

,ٞشٌاٜ  ,z y x  اػذاد حمیمی تاضٙذ: 

             اغَٛ ضشتی         اغَٛ خٕؼی                                                                

      xy R                                                       x y R                          تسسٝ تٛدٖ                                                     

      xy yx                                                   x y y x                         خاتدایی                                                  

      ( ) ( )xy z x yz                                    ( )x y z x y z                    ضشور خزیشی                                       

      x x 1                                                        x x 0                   ػضٛ خٙثی                                                          

):         خاغیر زٛصیغ خزیشی ضشب سٚی خٕغ  )x y z xy xz    

 

 .ثاتر وٙیذ ػضٛ ٕٞا٘ی ضشتی ، ٔٙحػش تٝ فشد اسر : ٔثاَ 

 .خٕؼی ، ٔٙحػش تٝ فشد اسر  (خٙثی  )ثاتر وٙیذ ػضٛ ٕٞا٘ی : ٔثاَ 

 

 :ػضَ قزیٌِ 

):  ٕ٘ایص ٔی دٞٙذ  x، غفش ضٛد ٚ آٖ سا تا  xحمیمی ػذدی ٞسر وٝ ٔدٕٛػص تا  xتشای ٞش )x x  0  

 .ثاتر وٙیذ ػضٛ لشیٙٝ ، ٔٙحػش تٝ فشد اسر : ٔثاَ 

)ثاتر وٙیذ : ٔثاَ  )x x    اسر. 

)ثایر وٙیذ : ٔثاَ  )x y x y      اسر. 

)ثاتر وٙیذ : ٔثاَ  ) ( )x y xy   ) سدس ثاتر وٙیذ   )( )x y xy    .  اسر  

 

 :ػضَ ٍارٍى 

x:  ٕ٘ایص ٔی دٞٙذ  x1، یه ضٛد ٚ آٖ سا تا  xحمیمی ػذدی ٞسر وٝ ضشتص تا  xتشای ٞش x 1 1  

 ..ثاتر وٙیذ ػضٛ ٚاسٖٚ ، ٔٙحػش تٝ فشد اسر : ٔثاَ 

)ثاتر وٙیذ : ٔثاَ  )x x  1  .اسر  1

xyثاتر وٙیذ اٌش : ٔثاَ  0  ٜآٍ٘اx  yیا  0 0  اسر. 

 

 :تسظ اػشاری 

 .  داسد 5 یا 2وسشٞای زحٛیُ ٘اخزیشی وٝ ٔخشج فمظ ػأُ : ٔخسْٛ -1

 . داسد 5ٚ 2وسشٞای زحٛیُ ٘اخزیشی وٝ ٔخشج فمظ ػأُ غیش : ٔسٙاٚب -2

 . تٝ ٕٞشاٜ ػٛأُ غیش آٖ داسد 5یا 2وسشٞای زحٛیُ ٘اخزیشی وٝ ٔخشج ػٛأُ : ٔسٙاٚب ٔشوة -3

 .                       ٘ٛع تسظ اػطاسی وسش ٞای ٔماتُ سا ٔطخع وٙیذ : ٔثاَ 
23
15

                    
8
11

                     
3
5
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 :کسز هَلذ تسظ اػشاری هتٌاٍب 

A/ ػذد اػطاسی  BC  ْاص وسشی حاغُ ٔی ضٛد وٝ تٝ غٛسذ ٔماتُ ، ٔخشج تٝ زؼذاد اسلاC  ٓداسد ٚ تٝ زؼذاد اسلاْ 9 سل B  

/:                       داسد  سلٓ 
... ...

ABC AB
A BC






999
  

/.              وسش ِٔٛذ اػذاد ٔماتُ سا تٙٛیسیذ : ٔثاَ  / / /0 2 0 213 1 373 1 235  

 

 :اػذاد گٌگ 

/: اػذادی تا تسظ اػطاسی ٘أخسْٛ ٚ غیش ٔسٙاٚب   ٔا٘ٙذ  ...  3 14159  

  ًٌٙ تاضذ ، وذاْ ػثاسذ اِضأاً ًٌٙ اسر ؟ ٌٛیا ٚ  aاٌش : ٔثاَ 

 a a a a a    2 33 

 

 .دس ٞش خٙح ضّؼی ٔٙسظٓ ، ٘سثر عَٛ لغش تٝ عَٛ ضّغ ػذدی ًٌٙ اسر : قضیِ ّیپاسَس 

 خٙح ضّؼی ٔٙسظٓ ٔحاعی اسر ٚ ٔی دا٘یٓ ٚزش ٞای تشاتش اص یه دایشٜ داسای: اثثاذ 

 .وٕاٖ ٞای ٘ظیش تشاتش ٞسسٙذ ٚ تٝ ٕٞیٗ دِیُ صاٚیٝ ٞای ٞٓ ضٕاسٜ ٔطخع ضذٜ تشاتش٘ذ 

AEF  ٚ AEBخس دٚ ٔثّث  :  ٔسطاتٝ ٞسسٙذ ٚ  
AB EA

EF EB
  

 : وٝ ٔی زٛاٖ ٘ٛضر 
a a x

x a


  ٓوٝ تا حُ ایٗ ٔؼادِٝ داسی         :( )x a




5 1
2

  

):    ٚ تٝ ایٗ زشزیة  )a
5 1
2

     لغش عَٛ: 

 .  سا تیاتیذ  AB ، عَٛ خاسٜ خظ 1دس خٙح ضّؼی ٔٙسظٓ ٔماتُ تٝ عَٛ : ٔثاَ 

 

 

 

 : خَاص ًاهساٍی ّا 

aاٌش  b  ٜآٍ٘ا: 

a       :ٔی زٛاٖ تٝ عشفیٗ ٘أساٚی ٞش ػذد دِخٛاٞی سا اضافٝ وشد  c b c    

ac       :ٔی زٛاٖ تٝ عشفیٗ ٘أساٚی ٞش ػذد ٔثثسی سا ضشب وشد  bc  

ac       :ٔی زٛاٖ تٝ عشفیٗ ٘أساٚی ٞش ػذد ٔٙفی سا ضشب وشد ، ِٚی تایذ خٟر سا زغییش داد   bc  

a   
a   

x   

B   

A   

C   

D   

E   
1   

1   

1   
2   
2   

F   

A   B   
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aاٌش  b 0  ٜآٍ٘ا: 

a:   سسا٘ذ 2ٔی زٛاٖ عشفیٗ سا تٝ زٛاٖ  b2 2  

:   ٔی زٛاٖ عشفیٗ ٘أساٚی سا ٚاسٖٚ وشد ، ِٚی خٟر زغییش ٔی وٙذ 
a b


1 1
  

 

aاٌش  1  ٜآٍ٘ا : 

...:  ٞشچٝ زٛاٖ تضسي زش ضٛد ػذد تضسٌسش ٔی ضٛد  ...a a a a a     2 33  

 

aاٌش  0  : آٍ٘اٜ  1

...:  ٞشچٝ زٛاٖ تضسي زش ضٛد ػذد وٛچه زش ٔی ضٛد  ...a a a a a     3 2 3 

 

aثاتر وٙیذ اٌش : ٔثاَ  b 0 ٜآٍ٘ا b a  1 10  ٚa b2  .اسر  2

اثثاذ تا   ). ثاتر وٙیذ تیٗ ٞشدٚ ػذد ٌٛیا ، ػذد ٌٍٙی ٚخٛد داسد : ٔثاَ 


1
 ) 

a,وذاْ یه ػذد ٌٍٙی تیٗ اػذاد ٌٛیای: ٔثاَ  bاسر ؟  

1) b a

2
                2 )b a

2
                3 )b a

b



2

                 4 )b a
a




2
 

ثاتر وٙیذ اٌش تٝ اصای ٞش : ٔثاَ   xداضسٝ تاضیٓ  0  0  ٜآٍ٘ا x   .اسر  0

اٌش تشای ٞش : ٔثاَ   aداضسٝ تاضیٓ  0 b b     2 20 2 a، حاغُ  1 b  سا تیاتیذ. 

 

 : ّوسایگی هتقارى 

 :ٚ تٝ غٛسذ ٞای صیش ٕ٘ایص ٔی دٞٙذ .  ٔی ٘أٙذ r تٝ ضؼاع x0سا ، ٕٞسایٍی تٝ ٔشوض  x0اص ػذد  rتاصٜ ای ٔسماسٖ تٝ فاغّٝ

 ,x r x r x x r    0 0 0  

 : ّوسایگی هتقارى هحذٍف 

 :ٕٞسایٍی ٔسماس٘ی وٝ ٔشوض اص آٖ حزف ضذٜ تاضذ سا ٕٞسایٍی ٔسماسٖ ٔحزٚف ٔی ٘أٙذ ٚ تٝ غٛسذ ٞای صیش ٕ٘ایص ٔی دٞٙذ 

   ,x r x r x x x r      0 0 0 00  

ٞش تاصٜ : ًکتِ  ,a b  یه ٕٞسایٍی ٔسماسٖ تٝ ٔشوض
b a

x


0 2
ٚ تٝ ضؼاع  

b a
r




2
 .اسر  
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 .ٔدٕٛػٝ ٞای صیش یه ٕٞسایٍی ٔسماسٖ ٞسسٙذ ، ٔشوض ٚ ضؼاع ٕٞسایٍی سا ٔطخع وٙیذ : ٔثاَ 

   A x R x B x R x x          24 3 1 8 5 6 0 

 .ٞش ٔدٕٛػٝ خٛاب ٘أؼادلاذ صیش سا تٝ غٛسذ تاصٜ ٔسماسٖ ٘ٛضسٝ ٚ ٔشوض ٚ ضؼاع ٕٞسایٍی سا تیاتیذ : ٔثاَ 

/x x
x

     2

13 1 0 6 2 3 4 9 

ٔدٕٛػٝ : ٔثاَ  x R x a b  8  اسر ٔمذاس 2 ٚ ضؼاع 1ٕٞسایٍی ٔسماسٖ تٝ ٔشوض ab  سا تیاتیذ. 
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 دًثالِ: فظل یکن 

 .زاتؼی تا دأٙٝ اػذاد عثیؼی سا د٘ثاِٝ ٔی ٘أٙذ  : دًثالِ اػذاد 

,د٘ثاِٝ ای اص اػذاد ٌٛیا تساصیذ وٝ تیٗ : ٔثاَ 
1 1
11 10

 .تاضذ  

nد٘ثاِٝ چٙذ : ٔثاَ 

n
a

n






2 7
5 14

  چٙذ خّٕٝ ٔٙفی داسد ؟

 

 : ّوگزایی دًثالِ ّا 

lim سا ٍٕٞشا ٌٛییٓ ٚ ٔی ٘ٛیسیٓ   naد٘ثاِٝ  n
n

a L


 ٜٞشٌا  : 

                                               ; nM n M a L        0  

تا اسسفادٜ اص زؼشیف حذ د٘ثاِٝ ٞا ثاتر وٙیذ د٘ثاِٝ : ٔثاَ 
n

n

 
 

 1
 . اسر 1ٍٕٞشا تٝ  

)تا اسسفادٜ اص زؼشیف حذ د٘ثاِٝ ٞا ثاتر وٙیذ د٘ثاِٝ : ٔثاَ  )n 
 

 

13
2

 . اسر 3ٍٕٞشا تٝ  

تا اسسفادٜ اص زؼشیف حذ د٘ثاِٝ ٞا ثاتر وٙیذ د٘ثاِٝ : ٔثاَ 
n

n

 
 

 1
 . اسر 1ٍٕٞشا تٝ  

تا اسسفادٜ اص زؼشیف حذ د٘ثاِٝ ٞا ثاتر وٙیذ د٘ثاِٝ : ٔثاَ 
n

n

 
 

 

2

2

3 1
4 7

ٍٕٞشا تٝ  
3
2

 . اسر  

دس د٘ثاِٝ : ٔثاَ 
n

n

 
 

 

4 1
2 5

/ ، ساتغٝ n حذالُ تشای چٝ ٔمذاس  /
n

n


 



4 11 999 2 001
2 5

  تشلشاس اسر ؟

اص چٝ ضٕاسٜ ای تٝ تؼذ فاغّٝ خٕلاذ د٘ثاِٝ : ٔثاَ 
n

n

 
 

 

3 2
2 1

اص ػذد  
3
2

وٕسش اص  
1
100

  اسر ؟ 

 

 :ٍاگزایی تیٌْایت دًثالِ ّا 

lim ;n n
n

a N M n M a N


        0  
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ثاتر وٙیذ د٘ثاِٝ : ٔثاَ  n3  ٚاٌشاسر. 

nتٝ اصای : ٔثاَ  M ِٝٔمذاس خٕلاذ د٘ثا 
n

n

 
 

 

4

22 800
  وذاْ اسر؟Mحذالُ ٔمذاس عثیؼی .  تضسي زش ٔی ضٛ٘ذ 100 اص 

 

 :هحاسثِ حذ دًثالِ ّا 

 .دس تی ٟ٘ایر ، یه ػثاسذ تا تضسٌسشیٗ لسٕر خّٕٝ ٞٓ اسص اسر : آصٖٔٛ لذسذ  (اِف 
q p pq p n n n                   n n na b a b b    

 .حذ د٘ثاِٝ ٞای صیش سا تیاتیذ : ٔثاَ 

n n

n n

n n n n n n n

n n n n n



 

            
       

            

2 2 3 1 2

2 2 2 1

1 3 1 4 9 4 2
2 1 5 7 4 9 2

 

 

. زاتؼی وٝ سضذ سشیغ زش داسد ، زىّیف حذ وسش دس تی ٟ٘ایر سا زؼییٗ ٔی وٙذ : آصٖٔٛ سضذ  (ب a  2    

log !a n nn n n n a n n       

 .حذ د٘ثاِٝ ٞای صیش سا تیاتیذ : ٔثاَ 

  sin

!

nnn

n

n

n n

       
     

     

12 12
2

 

 

 .دس ػثاساذ ٞای سادیىاِی دس غٛسزی وٝ آصٖٔٛ لذسذ تاػث حزف خٕلاذ ضٛد تایذ اص ٌٛیا وشدٖ اسسفادٜ وٙیٓ : ٌٛیا وشدٖ  (ج

     n n n n n n n n      2 2 22 2 1 1 4 2   

 

nاٌش  : لضیٝ فطشدٌی  (د n nb a c      ٚ       lim limn n
n n

b c l
 

  ٜآٍ٘ا      lim n
n

a l


  

limوشا٘ذاس تاضذ آٍ٘اٜ  nbٍٕٞشا تٝ غفش ٚ  naاٌش : ٘سیدٝ  n n
n

a b


0  

cosاٌش : ٔثاَ  na
n n

    2
2 2

1 13 3  ٍٕٞشا تٝ چٝ ػذدی اسر ؟ na، د٘ثاِٝ  2

تٝ وٕه لضیٝ فطشدٌی ثاتر وٙیذ : ٔثاَ 
sin n

n

 
 
 

 .ٍٕٞشاسر  

 .حذ د٘ثاِٝ ٞای صیش سا تیاتیذ : ٔثاَ 
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       sin sin cos
n

n n n n n
n n

   
      

   

21 11 4 1 2
2 1

 

 

)د٘ثاِٝ ٌٛیای  (ٜ )n

n

 .  اسر eٍٕٞشا تٝ ػذد ًٌٙ  11

 .حذ د٘ثاِٝ ٞای صیش سا تیاتیذ : ٔثاَ 

( ) ( ) ( )
n

n nn n n

n n n


     

     
      

2 223 3 7
1 2 3 2

 

 

 :یکٌَایی دًثالِ ّا 

د٘ثاِٝ  (اِف  na غؼٛدی اسر اٌش تٝ اصای ٞش n                      : n na a 1 

د٘ثاِٝ  (ب na ٘ضِٚی اسر اٌش تٝ اصای ٞش n                          : n na a 1 

 : تشای د٘ثاِٝ ٞای تا خٕلاذ ٔثثر  ٔی زٛاٖ ٘ٛضر  : ًکتِ

د٘ثاِٝ  (اِف  na غؼٛدی اسر اٌش تٝ اصای ٞش n                      : n

n

a

a

 1 1 

د٘ثاِٝ  (ب na ٘ضِٚی اسر اٌش تٝ اصای ٞش n                           : n

n

a

a

 1 1
 

٘طاٖ دٞیذ د٘ثاِٝ : ٔثاَ 
n

n

 
 

 

2
1

٘ضِٚی ٚ د٘ثاِٝ  
!

n

n 
 
 2

 . غؼٛدی اسر  

٘ٛع یىٙٛایی د٘ثاِٝ ٞای : ٔثاَ 
n

n

 
 
 

1

2

5
2

  ٚ
n

n

 
 

 1
 .سا ٔطخع وٙیذ  

 

د٘ثاِٝ ٞای  : ًکتِ na ٚ
na

 
 
 

1
 اص ٘ظش یىٙٛایی ػىس د٘ثاِٝ na اسر . 

د٘ثاِٝ : ٔثاَ  n n 1 اص ٘ظش یىٙٛایی چٍٛ٘ٝ اسر ؟  

 

 :کزاًذاری 
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زٕاْ خٕلاذ د٘ثاِٝ اص ػذدی ثاتر تضسي زش تاضٙذ: اص خاییٗ وشا٘ذاس  (اِف  nm a              َٔثا   :
na n 

 .زٕاْ خٕلاذ د٘ثاِٝ اص ػذدی ثاتر وٛچه زش تاضٙذ : اص تالا وشا٘ذاس  (ب na M               َٔثا  :na n   

. زٕاْ خٕلاذ د٘ثاِٝ تیٗ دٚ ػذد ثاتر تاضٙذ : د٘ثاِٝ وشا٘ذاس  (ج na k َٔثا                          :na
n


1

 

 . اٌش حذ د٘ثاِٝ ای تی ٟ٘ایر ٘طٛد ، وشا٘ذاس اسر ٚ دس غیش ایٗ غٛسذ تی وشاٖ اسر  : ًکتِ

 

 .٘طاٖ دٞیذ د٘ثاِٝ ٞای صیش وشا٘ذاس اسر ٚ وشا٘ی تشای آٟ٘ا زؼییٗ وٙیذ : ٔثاَ 

sin
( )cos

n n

n n n n

     
     

     

2

2

7 2 11
5 2

 

 وذاْ یه اص د٘ثاِٝ ٞای صیش وشا٘ذاس اسر ؟: ٔثاَ 

   ) ) cos ) ( ) ) ( )n

n
n n n

n

   
     

   

2 211 2 3 1 4 2
2

 

 

 :قضیِ ٍایز اشتزاس 

 .ٞشد٘ثاِٝ غؼٛدی ٚ اص تالا وشاٖ داس ٍٕٞشاسر 

 .ٞش د٘ثاِٝ ٘ضِٚی ٚ اص خاییٗ وشا٘ذاس ٍٕٞشاسر 

sinثاتر وٙیذ د٘ثاِٝ : ٔثاَ 
n

 
 
 2

  ٚ  tan n1  ٍٕٞشاسر. 

n;ثاتر وٙیذ د٘ثاِٝ ٞای : ٔثاَ  na a a   1 120 1  ٚ;n na a a  1 12  ٍٕٞشا ٞسسٙذ ٚ ػذد ٍٕٞشایی سا تیاتیذ  1

 

 :اطل تواهیت اػذاد حقیقی 

 (سٛخشیٕٓ  ). ٞش صیش ٔدٕٛػٝ ٘ا زٟی اص اػذاد حمیمی وٝ اص تالا وشا٘ذاس تاضذ ، داسای وٛچه زشیٗ وشاٖ تالاسر 

 (ایٙفیٕٓ  ). ٞش صیش ٔدٕٛػٝ ٘ا زٟی اص اػذاد حمیمی وٝ اص خاییٗ وشا٘ذاس تاضذ ، داسای تضسي زشیٗ وشاٖ خاییٗ اسر 

 . سٛخشیٕٓ ٚ ایٙفیٕٓ ٔدٕٛػٝ ٞای صیش سا ٔطخع وٙیذ : ٔثاَ 

    
x

A x x B x R C x R x
x

 
          

 

2

22 2 1 3
1

 

 حذ ٍ پیَستگی : فظل دٍم 
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 :حذ تاتغ اس رٍی ًوَدار 

صٔا٘ی وٝ زاتغ دس ٕٞسایٍی یه ٘مغٝ اص ٞش دٚ عشف زؼشیف ضذٜ تاضذ ، تایذ حذ چح ٚ ساسر تشاتش تاضذ زا دس آٖ ٘مغٝ حذ داضسٝ 

 .ِٚی اٌش زاتغ فمظ دس یه ٕٞسایٍی یه عشفٝ آٖ ٘مغٝ زؼشیف ضذٜ تاضذ ، حذ زاتغ ٕٞاٖ حذ یه عشفٝ خٛاٞذ تٛد . تاضیٓ 

)sgnزاتغ ػلأر : ٔثاَ  )

x

x x

x

 


 
 

1 0
0 0
1 0

)ٚ زاتغ ٞٛیسایذ   )
t

H t
t


 



1 0
0 0

سا سسٓ ٚ حذ چح ٚ ساسر غفش سا دس ٞش وذاْ  

 .حساب وٙیذ 

تا زٛخٝ تٝ ٕ٘ٛداس زاتغ : ٔثاَ f x حذ چح زاتغ ،  fof x3 دس x    سا تیاتیذ ؟2

 

 

 : تَاتؼی کِ در آًْا تایذ حذٍد چپ ٍ راست تزرسی شًَذ 

 زٛاتغ چٙذ ضاتغٝ ای دس ٘ماط ٔشصی  (اِف 

 ، زاتغ aتٝ اصای وذاْ ٔدٕٛػٝ ٔمادیش : ٔثاَ  
 x a x

f x
x x

   
 

  

2 1

2 1 1
x دس   1حذ داسد ؟  

 

 ..زٛاتغ ضأُ خضء غحیح دس ٘ماعی وٝ داخُ تشاور ػذد غحیح ضٛد (ب

زاتغ تشاوسی  : ًکتِ     f x x x    ٖدس ٕٞٝ خا حذ داسد ٚ حذ آ1  اسر . 

 .حذٚد صیش سا دس غٛسذ ٚخٛد تیاتیذ : ٔثاَ 

 
 

lim lim lim cot( )
x x x

x x
x

x x


    

   
    3 2 3

2 2
3 2 4

 

 زاتغ aتٝ اصای وذاْ ٔمذاس : ٔثاَ      f x a x x  1 ٝدس ٘مغ x 1حذ داسد ؟  

زاتغ :ٔثاَ  
x

f x
x

 
  

 

2

2

4 3
1

 دس چٙذ ٘مغٝ حذ داسد ؟ چشا ؟ 

 

 :قضیِ فشزدگی 

1   2   3   

2   
3   

4   
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اٌش      g x f x h x   ٚ   lim lim
x a x a

g x h x l
 

   ٜآٍ٘ا  lim
x a

f x l


 . 

)اص تاصٜ  xاٌش تٝ اصای ٞش : ٔثاَ  , )
 


2 2

داضسٝ تاضیٓ   cos x f x x    2 23 1 حذ زاتغ  2 f x  سا تیاتیذ. 

 

 :ًتایح قضیِ فشزدگی 

 (اِف 
sin

lim
x

x

x






0
 (                      ب 1

tan
lim
x

x

x






0
lim (                     ج1

x
x

x

 
 

 0

1 1 

اٌش : غفش ٚ وشا٘ذاس  (د  lim
x a

f x


0  ٚ g x  ٜوشا٘ذاس تاضذ ، آٍ٘ا   lim
x a

f x g x


0  

 .حاغُ حذٚد صیش سا تیاتیذ : ٔثاَ 

   lim( x ) lim lim sin
tan x xx

x
x x

x x x x  

      
               

2 2

1 20

1 1 11 4
1 2

 

اٌش : ٔثاَ  lim
x

x ax b
x

 
   

 

3

0

1 a, صٚج ٔشزة 4 b سا تیاتیذ . 

 

 :رفغ اتْام طفز طفزم 

 .حذٚد صیش سا تیاتیذ : ٔثاَ 

 
lim lim lim lim

xx x x

x xx x x x x

x x x x x x     

     

    

3 32 2 3

2 212 2 1

8 4 3 1 1
2 2 1 3 2

  

sin
sin

lim lim lim lim
sin coscosx x x x

x
x x x xx

x x xx   

 

 

2

2 0 0 1

1
2 2
2 1 21

 

limاٌش : ٔثاَ 
x

ax bx

x x

 




2

21

1 a,ٔمذاس  2 b  سا تیاتیذ. 

 

 : قضیِ ػذم ٍخَد حذ 

n,اٌش  nb a  ٝدٚ د٘ثاِٝ ٍٕٞشا تa  ٚ   ,n nf b f a  ٝتٝ زشزیة ٍٕٞشا ت,l l2 lتاضٙذ ، تٝ عٛسی وٝ  1 l1 آٍ٘اٜ  2 lim
x a

f x


 

 .ٚخٛد ٘ذاسد 
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naدس ٔٛسد زٛاتغ سادٜ ٔی زٛاٖ اص د٘ثاِٝ ٞای  : ًکتِ a
n

 
1

  ٚnb a
n

 
1

 .تٟشٜ تشد  

naٚ دس ٔٛسد زٛاتغ ٔثّثازی ٘یض اص  a
n

 
1

2
  ٚ

nb a

n




 



1

2
2

 ..ٔی زٛاٖ اسسفادٜ وشد 

 .تٝ وٕه د٘ثاِٝ ٞا ثاتر وٙیذ زٛاتغ دادٜ ضذٜ دس ٘مغٝ دادٜ ضذٜ حذ ٘ذاس٘ذ : ٔثاَ 

     
 

     
x xx x

f x x f x x f x x
x xx x

 
     

 

1 1
0 2 1

2 1 1
 

           sin cos
x Q

f x x f x x f x x
x Q x x


     

 

1 12 0 1
0 1

 

 

 :پیَستگی در یک ًقغِ 

ٔمذاس زاتغ یؼٙی . 1 f a  ٓ(دس غٛسزی وٝ زؼشیف ٘طذٜ تاضذ دس ٔٛسد خیٛسسٍی ٕ٘ی زٛاٖ حشف صد  )سا ٔی یاتی  

حذ زاتغ یؼٙی .  2  lim
x a

f x


 .  سا ٔی یاتیٓ 

اٌش . 3   lim
x a

f x f a


 زاتغ دس ایٗ ٘مغٝ خیٛسسٝ اسر   . 

 .زاتغ دس ٘ماط ا٘سٟایی دأٙٝ دس غٛسزی خیٛسسٝ اسر وٝ ، خیٛسسٍی یه عشفٝ داضسٝ تاضذ  : ًکتِ

 

زاتغ تا ضاتغٝ : ٔثاَ  

 

 

cot

cos

x a x

f x x x

x b x








 


   



 


4

2
4

2
4

x دس  



4

aٔمذاس . خیٛسسٝ اسر  b وذاْ اسر ؟  

دس زاتغ : ٔثاَ  
sin

cos

x
f x

x




2

1
ٔمذاس   f  .سا عٛسی زؼشیف وٙیذ وٝ زاتغ غفش خیٛسسٝ تاضذ  0

خیٛسسٍی زاتغ : ٔثاَ  
x x

x x
f x x

x

  
  

  
 

2 2 1 1
1

0 1
xسا دس   1  تشسسی وٙیذ. 

)٘ماط ٘اخیٛسسٍی زاتغ : ٔثاَ  )y x x 2 (٘مغٝ ٔٙفشد ٘اخیٛسسٝ ٚ ٘ماط ٔشصی تایذ تشسسی ضٛد  ). سا تیاتیذ 

٘ماط خیٛسسٍی زاتغ : ٔثاَ 
x

y
x

 


 3

3 9
1 1

 (ٔٙظٛس دأٙٝ زاتغ اسر  ). سا تیاتیذ  

از سايت رياضي سرادانلود
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)sin٘طاٖ دٞیذ : ٔثاَ  )
x

y
x




2
1
1

 (زاتغ دسٚ٘ی ٚ تیشٚ٘ی خیٛسسٝ ٚ زشویثطاٖ خیٛسسٝ  ). خیٛسسٝ اسر  Rدس  

 

 . زٛاتغ ضثٝ دیشیىّٝ فمظ دس ٘ماعی وٝ دٚ ضاتغٝ تشاتش تاضٙذ ، خیٛسسٝ اسر  : ًکتِ

زاتغ : ٔثاَ  
sin x x Q

f x
x Q

 
 

0
  دس وذاْ ٘ماط خیٛسسٝ اسر ؟ 

 

زاتغ  : ًکتِ y f x     ٝتاضذ عَٛ ٘مغٝ ٔیٙیٕٓدس ٘ماعی وٝ داخُ تشاور ػذد غحیح ضٛد ٘اخیٛسسٝ اسر ٍٔش آ٘ىٝ آٖ ٘مغ 

   .ػثاسذ ضشیة خطر تشاور سا غفش وٙذیا 

زؼذاد ٘ماط ٘اخیٛسسٍی زٛاتغ صیش سا دس تاصٜ : ٔثاَ  ,2  .تشسسی وٙیذ  2

   
x

y x y x x y x x y
             

2 2 1
2

 

 

 :ٍیژگی ّای تاتغ پیَستِ 

] دس fاٌش  : قضیِ تَلتشاًَ , ]a b ٚ ٝخیٛسس ( ) ( )f a f b  0 

) دس تاصٜ cآٍ٘اٜ حذالُ یه  , )a b ٝٚخٛد داسد و  f c 0 

  یه سیطٝ دس ایٗ تاصٜ داسداٌش اویذاً یىٙٛا تاضذ حذالُیؼٙی زاتغ 

 .یه سیطٝ داسد دلیماً  (یه تٝ یه اسر  )

صیشا  ).زٛاتغ چٙذ خّٕٝ ای اص دسخٝ فشد ، حذالُ یه سیطٝ حمیمی داس٘ذ  : ًتیدِ   ,f f     )  

 

] دس fاٌش  : قضیِ هقذار هیاًی , ]a b ٚ ٝخیٛسس kٗػذدی تی  

( ) ( )f a b fآٍ٘اٜ حذالُ یه .  تاضذ وc ٜدس تاص [ , ]a bٚخٛد داسد  

 وٝ  f c k یؼٙی خظy k دس یه حذالُ ٕ٘ٛداس زاتغ سا  

 دلیماً  (یه تٝ یه اسر  )اٌش اویذاً یىٙٛا تاضذ .٘مغٝ لغغ ٔی وٙذ 

 .دس یه ٘مغٝ لغغ ٔی وٙذ 

a  b  

 f a  

c1  c2  

 f a  

 f b  

y k

 

 f b  

a  b  c1  c2  
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٘طاٖ دٞیذ زاتغ : ٔثاَ   cos
x

f x x


  1  ٜدس تاص ,0  حذالُ یه تاص ٔحٛس عَٛ ٞا سا لغغ ٔی وٙذ. 

٘طاٖ دٞیذ ٔؼادِٝ : ٔثاَ    x x x x x     21 1 3 2 دس تاصٜ  0 ,2  .حذالُ دٚ سیطٝ داسد  2

xسا چٙاٖ تیاتیذ وٝ ٔؼادِٝ  aحذٚد : ٔثاَ ax  3 2 ) حذالُ یه سیطٝ دس تاصٜ  0 , )1  .داضسٝ تاضذ  2

آیا زاتغ : ٔثاَ   sin
x

f x x  
3

4
4

دس تاصٜ   ,2   سا اخسیاس وٙذ ؟5ٔی زٛا٘ذ ٔمذاس  2

y٘طاٖ دٞیذ خظ : ٔثاَ  ٕ٘ٛداس زاتغ 17     f x x x x x     21 2 3  سا دس تاصٜ    ,2  .لغغ ٔی وٙذ  3

 

 :پیَستگی تاتغ ٍارٍى 

] دس fاٌش  , ]a b ، خیٛسسٝ ٚ اویذاً غؼٛدی تاضذ f 1  دس    ,f a f b    خیٛسسٝ ٚ اویذاً غؼٛدی اسر. 

] دس fاٌش  , ]a b ، خیٛسسٝ ٚ اویذاً ٘ضِٚی تاضذ f 1  دس    ,f b f a    خیٛسسٝ ٚ اویذاً غؼٛدی اسر.   

 

 : تؼزیف دًثالِ ای پیَستگی 

، ٍٕٞشا تٝ    fاص دأٙٝ aٍٕٞشا تٝ  na خیٛسسٝ اسر، ٞشٌاٜ تٝ اصای ٞش د٘ثاِٝ a دس fٔی ٌٛییٓ 

   ;n f n na D a a f a f a     

x دس fزاتغ : ٔثاَ   اٌش .  اسر 2 اص چح خیٛسسٝ ٚ داسای حذ ساسر 5 f  5 ) تاضذ ، د٘ثاِٝ 1 )
n

f
n

 
 

 

2

2

5 7
1

 تٝ چٝ 

 ػذدی ٍٕٞشاسر؟

 

 :حذ تی ًْایت 

 .اٌش ٔخشج غفش حذی ضٛد دس حاِی وٝ غٛسذ ػذد غیش غفش تاضذ ، حاغُ تی ٟ٘ایر ٔی ضٛد

 .حذٚد صیش سا تیاتیذ : ٔثاَ 

   
lim lim lim lim tan limcot

xx x x
x

x xx
x x

x x x 
     



 

 201 1 0
2

1 11
1 1
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sin
lim( ) lim lim cos tan

cosx x
x

x x
x

x x x 
 




 

 22 3
2

1 4 1 2 1
2 4 2

 

b,: ٔثاَ  a  ٝسا چٙاٖ تیاتیذ وlim
x

x

x ax b


 

 24

1 2
2

 . 

 

 : حذ در تی ًْایت 

 .اٌش ٔخشج تی ٟ٘ایر ضٛد دس حاِی وٝ غٛسذ ػذد تاضذ ، حاغُ تی ٟ٘ایر ٔی ضٛد

 .حذٚد صیش سا تیاتیذ : ٔثاَ 

lim lim cos lim lim
x x x x

x x x x x

x x x x x x x   

    

  

2 2

2 2

2 5 1 1 5 1 2 1
3 2 4

 

tan
lim ( ) lim lim ( )
x x x

x x
x x x x x x x

x



  
    



1
2 2 2 22 2 1

2
 

b,: ٔثاَ  a  ٝسا چٙاٖ تیاتیذ وlim ( )
x

ax x bx


    23 4 1 5 . 

 تٝ غٛسذ صیش تاضذ ، حاغُ ٔدٕٛع حذ چح ٚ ساسر زاتغ  fاٌش ٕ٘ٛداس  : ٔثاَ y fof x    دس x    وذاْ اسر ؟2

 

 

 

 

 : هداًة قائن 

x a سا ٔدا٘ة لائٓ ٔٙحٙی زاتغ f ٔی ٘أٙذ، ٞشٌاٜ حذالُ یىی اص حذٚد یه عشفٝ دس a تی ٟ٘ایر ضٛد. 

 

 

 .، ٔخشج سا تٝ دفؼاذ تیطسشی اص غٛسذ غفش وٙذ  سیطٝ ای اص ٔخشج وٝ:  در تَاتغ گَیا 

2 

2 

2-  
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دس زاتغ : ٔثاَ 
   

x x
y

x x x

 


  

2

2 2

5 6 1
1 4 3 1

x,فمظ  



11
4

 .  تٝ دفؼاذ تیطسشی ٔخشج سا غفش ٔی وٙٙذ 

ٔدا٘ة ٞای لائٓ زاتغ : ٔثاَ 
x

y
x x




 

2

2

4
6

 . سا تیاتیذ

ٔدا٘ة ٞای لائٓ زاتغ : ٔثاَ 
  

x

y
x x x

 
 
 
 2 2

3
9 4

 .سا تیاتیذ  

 

  .دس دأٙٝ ی تاص حضٛس داضسٝ تاضذسیطٝ ای اص ٔخشج وٝ  : در تَاتغ شاهل رادیکال

yدس زاتغ : ٔثاَ 
x x

 
 

1 1
1 2

x چٖٛ دأٙٝ   xخس فمظ .  اسر 2   . ٔدا٘ة لائٓ اسر 2

ٔدا٘ة ٞای لائٓ زاتغ :ٔثاَ 
  

x
y

x x x x


   2 21 1
 .سا تٙٛیسیذ  

 

 1ٚ تشای خایٝ وٛچىسش اص (تساصد  زا زٛاٖ  ) ٔثثر سیطٝ ٔخشج ٕ٘ا حذالُ یه عشف 1تشای خایٝ تضسٌسش اص :درتَاتغ ًوایی 

 . تاضذ   (تساصد  زا زٛاٖ  )حذالُ یه عشف سیطٝ ٔخشج ٔٙفی

زاتغ : ٔثاَ 
tan x

y
 

  
 

2

2
3

 . ٘خٛاٞذ ضذ زٛاٖ ٞیچٍاٜ  . ٔدا٘ة لائٓ ٘ذاسد  

)ٔدا٘ة ٞای لائٓ زاتغ : ٔثاَ  )

x

x xy




4 2

11
2

  وذأٙذ ؟

 

 . ضاتغٝ ، وٝ حذالُ ػلأر زاتغ دس یه عشف سیطٝ ٔثثر تاضذ غٛسذ ٚ ٔخشج دس سیطٝ ٞای :درتَاتغ لگاریتوی 

logزاتغ : ٔثاَ 
x

y
x






2

2

9
25

 سیطٝ داسد وٝ اٌش ػثاسذ ضاتغٝ زؼییٗ 4داسای چٟاس ٔدا٘ة لائٓ اسر ، صیشا غٛسذ ٚ ٔخشج  

 .ػلأر ضٛد ٔطخع ٔی ضٛد حذالُ یه عشف سیطٝ ٞا ٔثثر ٞسسٙذ 

y=logزاتغ :  ٔثاَ ( )
x

x

2

2
1

xفمظ  ) چٙذ ٔدا٘ة لائٓ داسد ؟  1  ( دس دأٙٝ حظٛس داسد ٚ یه عشف ٔثثر اسر  

 : هداًة افقی 
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y L سا ٔدا٘ة افمی زاتغ f ٜٔی ٘أٙذ ، ٞشٌا  lim
x

f x L


   یا    lim
x

f x L


 

 

 

 

زاتغ : ٔثاَ 
x

y
x




21
داسای دأٙٝ ٔحذٚد   ,D   1 1  . اسر ٚ تٝ تی ٟ٘ایر ٔیُ ٕ٘ی وٙذ خس ٔدا٘ة افمی ٘ذاسد 0

ٔدا٘ة افمی زاتغ : ٔثاَ 
x x x x

y
x x

  
 

 

2 26 10 5
2 4

 وذاْ اسر ؟ 

ٔؼادِٝ ٔدا٘ة افمی زاتغ : ٔثاَ 
tanx x

y
x x






2 1

23 2
  وذاْ اسر ؟ 

ٔؼادِٝ ٔدا٘ة افمی زاتغ : ٔثاَ 
x x

y
x x

 




2

2

3 4 5

1
  وذاْ اسر ؟ 

اٌش زاتغ : ٔثاَ 
 a x

y
x ax

 


 

2 2

2

1 3

9
 .فمظ یه ٔدا٘ة لائٓ داضسٝ تاضذ ، ٔدا٘ة افمی آٖ سا تیاتیذ  

 

 : هداًة هایل 

yخظ  ax b  ٔدا٘ة ٔایُ زاتغ f ٜاسر ، ٞشٌا     lim
x

f x ax b


  0 یا     lim
x

f x ax b


  0 

 

 

 

 

 . خاسج لسٕر زمسیٓ ، ٔدا٘ة ٔایُ اسر: است درخِ طَرت یکی تیشتز اس هخزجدر تَاتغ گَیا کِ 

 .ٔدا٘ة ٔایُ زٛاتغ صیش سا تٙٛیسیذ : ٔثاَ 

x x x
y y y

x x x x x

 
  

  

3 5 3

4

1 1
4 9 4 
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yاگز : رٍش کلی  ax b  هداًة هایل تاتغ  y f x ُتاشذ آًگا  : 

 
  lim , lim

x x

f x
a f x ax b

x 
  

 

 .ٔدا٘ة ٞای ٔایُ زٛاتغ صیش سا تیاتیذ: ٔثاَ 

x x x x
y x x y y

x x

 
    

 

3 2 2
2 42 2

2 1 

yاندازه زاویه بین مجانب های مایل تابع :مثال  x x 2  .را بیابید  4

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 هشتق ٍ کارتزد ّای آى: فظل سَم 

 : هواس تز هٌحٌی 

B  
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AB

f a h f a
m

h

 
 

 

 

تٙاتش ایٗ ٔمذاس حذ 
   

lim
h

f a h f a
m

h

 


0
x دس غٛسذ ٚخٛد ، ضیة خظ ٕٔاس تش زاتغ دس ٘مغٝ  a اسر . 

 : تؼزیف هشتق 

 . ٔی ٌٛیٙذ a دس fتٝ ٔمذاس حذ صیش دس غٛسذ ٚخٛد ٔطسك زاتغ.  زؼشیف ضذٜ تاضذ a دس ٕٞسایٍی fاٌش زاتغ 

 
   

 
   

lim lima h x

h x a

f a h f a f x f a
f a f a

h x a

 

 

  
   

0
 

 

 

 

 

       f a                    f a                        f a 0                        f a 0 

 .تٝ وٕه زؼشیف ٔطسك ، ٔطسك زٛاتغ صیش سا دس ٘ماط دادٜ ضذٜ تیاتیذ : ٔثاَ 

             tan ( ) ...f x x f x x x f x x x x x
x


       



1 0 1 100 0
2 4

 

xتٝ وٕه زؼشیف ٔطسك ٘طاٖ دٞیذ : ٔثاَ   yٕٔاس لائٓ ٔٙحٙی  2 x 3  .اسر  2

yتا اسسفادٜ اص زؼشیف ٔطسك ٔؼادلاذ ٕٔاس ٚ لائٓ تش ٔٙحٙی : ٔثاَ  x  سا دس ( , )4  .تٙٛیسیذ  2

 

 : هشتق پذیزی 

xسا دس ٘مغٝ  fزاتغ  a  ٜٔطسك چح ٚ ساسر ٔٛخٛد ٚ تشاتش تاضذ . 2دس آٖ ٘مغٝ خیٛسسٝ تاضذ . 1ٔطسك خزیش ٔی ٌٛیٙذ ٞشٌا. 

a  a h  

 f a  

 f a h  

A  
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 :ًقاط هشتق ًاپذیز 

 

       

)ٕٔاس لائٓ  )f f 
    تاصٌطسی    ( , )f f 

     ٌٝٛض      ( , )f L f L 
  1 2 

 

b,: ٔثاَ  a  ٝسا چٙاٖ تیاتیذ و 
a x x x

f x
b x x

    
 



2

3

2 2 1 1

1
xدس   1  ٔطسك خزیش تاضذ. 

  (اتسذا خیٛسسٝ تٛدٖ تشسسی ضٛد : زٛخٝ ). ٔطسك خزیشی زٛاتغ صیش سا دس ٘ماط دادٜ ضذٜ تشسسی وٙیذ : ٔثاَ 

           ( )f x x x f x x x x f x x x        2 231 1 1 1 2 2 

             
sin

sgn( )
x x

f x x x x f x x x x f x xx

x




     
 

2 1 0
0 0 0

0 0
 

 .٘ٛع ٘مغٝ ٔطسك ٘اخزیش دادٜ ضذٜ دس زٛاتغ صیش سا ٔطخع ٌٙیذ : ٔثاَ 

             ( ) ( )f x x x x f x x x f x x x        351 1 1 1 2 2 

 

 .زٛاتغ ضثٝ دیشیىّٝ دس ٘ماط خیٛسسٝ ٔطسك خزیش اسر  : ًکتِ

زاتغ : ٔثااَ  
x x x Q

f x
x x Q

  
 



3

22
 .دس چٙذ ٘مغٝ ٔطسك خزیش اسر  

tan: صاٚیٝ تیٗ دٚ ٕٔاس چح ٚ ساسر دس ٘ماط ٌٛضٝ تشاتش اسر تا  : ًکتِ
m m

m m







1 2

1 21
  

mدس حاِر خاظ وٝ  m  1 2  . دسخٝ اسر 90تاضذ ، صاٚیٝ تیٗ دٚ ٕٔاس  1

صاٚیٝ تیٗ ٕٔاس چح ٚ ساسر زاتغ : ٔثاَ  
x

f x
x x






1
xدس     . سا تیاتیذ  0

 : قَاػذ هشتق گیزی 

 ناپیوسته
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  تاتغ هشتق

y   0  y c  1 

ny nx   1  ny x  2 

n n m

m
y

n x 
   n my x  3 

cosy x   siny x  4 

siny x    cosy x  5 

( tan )y x   21  tany x  6 

( cot )y x   21  coty x  7 

xy Lna a    xy a  8 

y
Lna x

 

1

 logx
a

y   9 

 

 :حاِر ٞای خاظ صیش سا تشای سشػر تخطیذٖ تٝ واسزاٖ تٝ خاعش داضسٝ تاضیذ  : تَخِ

x x

y x y
x

y x x y x

y y
x x

y e y e

y Lnx y
x

  

  


  

  

  

2

1
2
3
2

1 1

1

 

 : قضایای هشتق گیزی 

  تاتغ هشتق
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y cu   y cu  1 

y u v     y u v   2 

y u v v u     y uv  3 

u v v u
y

v

  
2

 
u

y
v

  4 

 

ٔطسك زاتغ ضثٝ ٌٕٞٛشافیه  : ًکتِ
au b

y
cu d





 سا ٔی زٛاٖ تٝ غٛسذ 

 

ad bc
y u

cu d


  


 . سشیغ ٔحاسثٝ وشد 2

 : هشتق تَاتغ هزکة 

            y f g h x y f g h x g h x h x        

 

sinٔمذاس ٔطسك : ٔثاَ  x3 دس x



2

9
  چمذس اسر ؟ 

ln(sinا٘ذاصٜ ٔطسك : ٔثاَ )x x دس 2 
1
2

  وذاْ اسر ؟

)sintanٔطسك : ٔثاَ )xe تٝ اصای x    وذاْ اسر ؟0

tanا٘ذاصٜ ٔطسك : ٔثاَ ( )xe1 lnx تٝ اصای 2    وذاْ اسر ؟2

اٌش : ٔثاَ 
x

f x
x






3 1
2 1

حاغُ   f   وذاْ اسر ؟ 2

اٌش : ٔثاَ 
x

f x
x






1
2

 ٚ  
 

x x
g x

x x

 


 

2 4 1
1 1

 حاغُ        f x g x g x f x تٝ اصای x 1 ْوذا

 اسر؟

اٌش : ٔثاَ   sin cosf x x g x x   33 2 ٚ  g  0  حاغُ 3 f    وذاْ اسر ؟1

اٌش : ٔثاَ  sin cosf x x  آٍ٘اٜ ٔطسك  2 cosf x  دسx



4

 وذاْ اسر ؟ 
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اٌش : ٔثاَ  f x x x 2 3  ٚ 
x

g x
x


 



3
1

  ٚ  ( )( )F x gof x ، حاغُ   F  .سا زؼییٗ وٙیذ  4

 (سادٜ وشدٖ اِضأی ٘یسر  ). ٔطسك زٛاتغ صیش سا حساب وٙیذ : ٔثاَ 

sin cos ( ) sin sin(cos )y x y x y x y x     3 21 4 2 1 

ln( ) tanln(sin )x x x xx
y y e y x y e

x

    


2 3 234
2 1

 

)cosٔؼادِٝ خظ ٕٔاس تش ٔٙحٙی : ٔثاَ  )xy e x )سا دس  3 , )0  .تٙٛیسیذ  1

ٔؼادِٝ خظ لائٓ تش ٔٙحٙی : ٔثاَ 
ln x

y
x

  سا دس( , )1  .تٙٛیسیذ  0

 

خٛاسسٝ ضذٜ تاضذ ٚ  aدس ٘مغٝ  fدس ٔٛاسدی وٝ ٔطسك زاتغ  : ًکتِ f a 0  ٓتاضذ ، اص زؼشیف ٔطسك اسسفادٜ ٔی وٙی. 

ٔطسك زاتغ : ٔثاَ 
 x x

y
x

 


21 1
xدس   1  سا تیاتیذ. 

 

fتاضذ ،  (صٚج  )زاتغ فشد  fاٌش  : ًکتِ   خس اٌش  ). اسر  (فشد )زاتغ صٚجf صٚج تاضذ  f  0  (اسر  0

فشد ٚ ٔطسك خزیش تاضذ ٚ  fاٌش : ٔثاَ  f  3 2  ٚ    g x f x  2 1 1 ، آٍ٘اٜ ٔمذاس  4 g   وذاْ اسر ؟ 3

اٌش : ٔثاَ  
cos

tan

x x x
f x

x x






3

2
ٔمذاس   f    سا تیاتیذ ؟ 0

 

 : هشتق ضوٌی 

زٛاتغ تٝ غٛسذ  ,f x y 0 سا زٛاتغ ضٕٙی ٔی ٌٛیٙذ وٝ اغّة لاتُ زثذیُ تٝ حاِر  y f x دس ایٗ ٘ٛع زٛاتغ .  ٘یسسٙذ

 : یا اص فشَٔٛ صیش اسسفادٜ وشد  ٔطسك ٌشفرx ٔسغیش ٞا ٘سثر تٝ تشای ٔطسك ٌیشی ، ٔی زٛاٖ اص 

x

x
y

y
   

اص ساتغٝ : ٔثاَ 
y

y x
x

   ٔمذاس 6
dy

dx
) دس  , )1   (86آ  ) وذاْ اسر ؟ 4

(y ثابت )مشتق نسبت به 
(x ثابت )مشتق نسبت به 
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sinاص ساتغٝ : ٔثاَ sinxy y e x 2  حاغُ 2
dy

dx
) دس  , )0   (82س  ) وذاْ اسر ؟ 1

خظ ٕٔاس تش ٔٙحٙی : ٔثاَ ln x y y x   2  دس 1 ,2   ، ٘یٕساص ٘احیٝ اَٚ سا تا وذاْ عَٛ لغغ ٔی وٙذ ؟3

ػشؼ اص ٔثذا خظ لائٓ تش ٔٙحٙی : ٔثاَ lny y x x  2 2 3 ) دس 2 , )2   وذاْ اسر ؟2

xعَٛ ٘ماعی اص ٔٙحٙی : ٔثاَ  xy y  2 2  .سا تیاتیذ وٝ ٕٔاس تش ٔٙحٙی دس آٖ ٘ماط افمی تاضذ  1

 .ٔطسك زٛاتغ صیش سا تذسر آٚسدیذ : ٔثاَ 

cos( ) sin( ) cos( )y x y xy xy x xy x      3 40 1 3 0 

 

 : هشتق تاتغ ٍارٍى 

:                            خیٛسسٝ ٚ یه تٝ یه تاضذ ، آٍ٘اٜ fاٌش  : قضیِ     
 

, ;x y f f y
f x

 
 



1 1
 

اٌش : ٔثاَ  f x x x  3 2 ، آٍ٘اٜ  2  ( )f  1  وذاْ اسر ؟ 1

اٌش : ٔثاَ  
x

f x
x


 21

، آٍ٘اٜ    ( )f  1 3
5

 وذاْ اسر ؟ 

اٌش : ٔثاَ    g x f x
x

 11
 ٚ    ,f f  

14 4 2
2

، آٍ٘اٜ   g  . سا تیاتیذ 2

ٔؼادِٝ خظ ٕٔاس تش ٔٙحٙی ٚاسٖٚ زاتغ : ٔثاَ  
x

f x
x




3

2 1
xدس ٘مغٝ   

1
2

 .ٚالغ تش زاتغ ٚاسٖٚ سا تٙٛیسیذ  

اٌش : ٔثاَ   ,xf x xe x 0 خظ ٕٔاس تش زاتغ f 1 َٛدس ٘مغٝ ای تٝ ع e ٚالغ تش آٖ ، ٔحٛس y سا تا وذاْ ػشؼ لغغ 

 ٔی وٙذ ؟

 

 هشتق تَاتغ ٍارٍى هثلثاتی

 

  تاتغ هشتق
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y
x

 
 2

1

1
 siny x 1  1 

y
x


 

 2

1

1
 cosy x 1  2 

y
x

 
 2

1
1

 tany x 1  3 

y
x


 

 2

1
1  

coty x 1
 

4 

 

sinyضشیة صاٚیٝ خظ ٕٔاس تش ٕ٘ٛداس : ٔثاَ  x 1 2 x دس 1 
3
4

  سا تیاتیذ ؟ 

tanyدس چٝ ٘ماعی ٕٔاس تش ٔٙحٙی : ٔثاَ  x 1  ٔٛاصی تا ٘یٕساص ستغ اَٚ ٚ سْٛ اسر ؟ 2

 

 :هشتق هزاتة تالاتز 

f ٔطسك خزیش تاضذ آٍ٘اٜ ٕٔىٗ اسر I سٚی تاصٜ تاص fاٌش   ٘یض دس I یا ٘ماعی اص آٖ ٔطسك خزیش تاضذ : 

 
   

lim
x a

f x f a
f a

x a

 
 


  

 اْ سا تا nٔطسك ٔشزثٝ  n
f ،  n

y یا 
n

n

d y

dx
 . ٕ٘ایص ٔی دٞٙذ 

tanyاٌش ٔطسك ٔشزثٝ دْٚ : ٔثاَ  x ax 1 x دس 2 1 تشاتش 
3
2

 . سا تیاتیذ a تاضذ ، 

xاص ساتغٝ : ٔثاَ y y x   2 2 2 4  ٔمذاس 0
d y

dx

2

 دس ٘مغٝ 2 ,1   وذاْ اسر ؟2

 

 

,

,
( ) ( )

y

xy x y yy x y y y

y xy xy y x y y y x y







              

             

1
1 22 2

3
1 22 2 2

1

2 2 0 4 4 1 0 1

1 132 2 2 0
2 6

 

اٌش : ٔثاَ   sing x f x x 2 ٚ  g   18 ٚ  f    وذاْ اسر ؟2
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a,: ٔثاَ  b ٝسا چٙاٖ تیاتیذ و  
bx cx x

f x
x a x

  
 

 

3

4

1

1
x دس  1 خیٛسسٍی  ).  ٔطسك ٔشزثٝ دْٚ داضسٝ تاضذ– 

 (ٔطسك اَٚ چح ٚ ساسر ٚ ٔطسك دْٚ چح ٚ ساسر سا تشسسی ٔی وٙیٓ 

 

 :هشتق هزاتة تالاتز تزخی اس تَاتغ 

  زاتغ  اnْٔطسك ٔشزثٝ 

   
! , !

n n
y n x y n


 

1  ny x  1 

   
 

!
n

n

n

a n
y

ax b






1
 y

ax b



1

 2 

 
sin

n n n
y a ax

      2
 siny ax  3 

 
cos

n n n
y a ax

      2
 cosy ax  4 

 

 .ٔطسك ٔشزثٝ ضطٓ زٛاتغ صیش سا تٙٛیسیذ : ٔثاَ

     
!y x x y x y       

3 6 62 2 1 1 6
 

   
!y x y x y      

6 66 6 63 1 3 3 6

   

   

! !x
y y y

x x x x

    
      

   

4
6

7 7

3 2 64 1 3 48 62
2 1 2 1 2 1 2 1


 

  !

( )

x x
y y x y

x x x

 
     

  

2
6

7

2 2 1 1 62
1 1 1


 

 

 

!
( )

x x
y y x x y

x x x x

 
         

   

3 3
62

7

1 1 1 61
1 1 1 1



 

   
cos

sin cos cos cos
x

y x y x y x x


            
62 6 91 2 1 1 12 2 2 2 3 3 2 2

2 2 2 2
 

 :کار تزد ّای هشتق 

از سايت رياضي سرادانلود

www.riazisara.ir



 حساب دیفشا٘سیُ ٚ ا٘سٍشاَ                                                                                                                  تٝ لّٓ اسساد تاتاِٛیاٖ

 

27 
 

 :آٌّگ تغییزات  (1

دس ٔٛسد ٔسحشن آًٞٙ زغییش سا سشػر  )تٝ ٘سثر زغییشاذ ٔسغیش ٚاتسسٝ تٝ زغییشاذ ٔسغیش ٔسسمُ ، آًٞٙ زغییشاذ ٌفسٝ ٔی ضٛد 

 (ٔی ٌٛیٙذ 

   f x f xy

x x x




 

2 1

2 1

  آًٞٙ ٔسٛسظ زغییشاذ                  
dy

f x
dx

آًٞٙ ِحظٝ ای زغییشاذ   

Sآًٞٙ آ٘ی زغییش حدٓ وشٜ ٘سثر تٝ سغح آٖ ٚلسی ٔساحر سغح : ٔثاَ   سا تیاتیذ.  اسر . 

آًٞٙ ٔسٛسظ زغییش زاتغ : ٔثاَ  f x x 2 ] سٚی تاصٜ x ٘سثر تٝ ٔسغیش 16 , ]0 x اص آًٞٙ ِحظٝ ای آٖ دس 3  2 

 چمذس وٕسش اسر ؟ 

x ٞا حشور ٔی وٙذ ، اٌش ٔؼادِٝ حشور xٔسحشوی سٚی ٔحٛس : ٔثاَ  t t  2 8  تاضذ ، تؼذ اص عی چٝ ٔسافسی ٔسٛلف 20

 ٔی ضٛد ؟ 

sٔؼادِٝ حشور ٌِّٛٝ ای وٝ اص صٔیٗ تٝ ٞٛا خشزاب ضذٜ اسر تٝ غٛسذ : ٔثاَ  t t  25 سشػر زٛج دس صٔاٖ  .  اسر 20

 (یؼٙی دس اسزفاع غفش : سإٞٙایی  )تشخٛسد تا صٔیٗ چمذس اسر ؟ 

 

 :تقزیة سدى  (2

 :   ٔی زٛاٖ ٘ٛضر  hتا زٛخٝ تٝ زؼشیف ٔطسك دس ٔمادیش خیّی وٛچه 

   
       

f x h f x
f x f x h f x hf x

h

 
      

اٌش  : ًکتِ C x ٞضیٙٝ زِٛیذ x  والا  تاضذ ، ٞضیٙٝ ٟ٘ایی( )x 1أیٗ والا تشاتش      C x C x C x  1 اسر . 

 اسر ؟79وذاْ یه زمشیة تٟسشی تشای : ٔثاَ 

1) 
19
9

                 2 )
19
8

                    3 )
19
7

                      4 )
19
10

 

اٌش : ٔثاَ  
x

C x x  
2

5 200
5

 ٚ  
x

R x x  
2

100 5000
4

  تٝ زشزیة زاتغ ٞضیٙٝ ٚ فشٚش یه ضشور تاضذ ،

  أیٗ ٔحػَٛ چمذس اسر ؟2001 سٛد ٟ٘ایی

 

 :آٌّگ تغییز ٍاتستِ  (3
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t: ساتغٝ دٚ ٔسغیش سا ٘ٛضسٝ ٚ . ٔسائّی وٝ دٚ ٔسغیش ٚاتسسٝ، خٛد زاتؼی اص صٔاٖ ٞسسٙذ  x ty y x    

yٔسحشوی سٚی ٕ٘ٛداس : ٔثاَ  x x 
3 2  ٔسش تش ثا٘یٝ تاضذ ، دس 3 آٖ x حشور ٔی وٙذ ، اٌش آًٞٙ آ٘ی افضایص ِٔٛفٝ 2

xِحظٝ     آٖ تا چٝ آٍٞٙی افضایص ٔی یاتذ ؟y ِٔٛفٝ 2

xرسٜ ای سٚی ٔٙحٙی : ٔثاَ y xy  3 3  ٔسش تش ثا٘یٝ افضایص یاتذ ، 2 آٖ تا سشػر xاٌش ِٔٛفٝ .  دس حاَ حشور اسر 7

)ٚلسی رسٜ تٝ ٘مغٝ  , )1   آٖ تا چٝ سشػسی زغییش ٔی وٙذ ؟y ٔی سسذ ، ِٔٛفٝ 2

.  ٔسش اسر 5 سا٘سی ٔسش دس ثا٘یٝ تٝ عشف زیش تشلی حشور ٔی وٙذ وٝ اسزفاع آٖ 40 سا٘سی ٔسش تا سشػر 180فشدی تا لذ : ٔثاَ

 عَٛ سایٝ آٖ تا چٝ سشػسی زغییش ٔی وٙذ ؟

:           حُ 

 

/

/

t t

t t

x
y x y x

x y

cm
x y

s

      


      

1 8 16 16
5 9 9

9 9 40 22 5
16 16

 

 

 سا٘سی ٔسش ٔىؼة دس دلیمٝ اص ظشف خاسج ٔی ضٛد، 2دس یه دسسٍاٜ زػٛیٝ تٝ ضىُ ٔخشٚط تشػىس ، ٔحَّٛ تا سشػر :  ٔثاَ

 سشػر واٞص اسزفاع ٔحَّٛ چٙذ سا٘سی ٔسش تش دلیمٝ اسر ؟.  سا٘سی ٔسش اسر 8ٍٞٙأی وٝ اسزفاع ٔحَّٛ دس ظشف 

:                   حُ 
r h r

r r h      
8 12
16 4 16 4 4

         

  t t t t tV r h h V h h h h h    


            2 3 21 1 1 14 2 4
3 48 16 2

 

 

0/ ٔٛاصی لاػذٜ تا سشػر p ، غفحٝ 25دس یه ٘یٓ وشٜ تٝ ضؼاع :  ٔثاَ  12 اص آٖ دٚس ٔی ضٛد دس حاِی وٝ فاغّٝ دٚ غفحٝ 04

  ٚ ٘یٓ وشٜ وذاْ اسر ؟ pسشػر واٞص ٔساحر دایشٜ ٔمغغ غفحٝ . اسر 

 ( ) / /t tr h S r h S hh                  2 2 2625 625 2 24 0 04 0 96 

 

 

 

 

 :اکستزهن ّای ًسثی  (4

x  y  

/1 8  
5  

h   

r
 

h  

r  

4  

16 
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وٝ c ٔا٘ٙذ دأٙٝ دسٚ٘ی ٘ماط : ًقغِ تحزاًی f c 0 یا  f c ٔٛخٛد ٘ثاضذ سا ٘ماط تحشا٘ی زاتغ ٔی ٌٛیٙذ . 

٘ماط تحشا٘ی زاتغ : ٔثاَ  f x x x 2  .سا تیاتیذ  6

ٔدٕٛػٝ ٘ماط تحشا٘ی زاتغ : ٔثاَ  f x x x  3   وذاْ اسر ؟22

عَٛ ٘ماط تحشا٘ی زاتغ : ٔثاَ    f x x x x   21   وذاْ اسر ؟2

٘ماط تحشا٘ی زاتغ : ٔثاَ  f x x x 
4 2
3  دس تاصٜ 3 ,1   وذاْ اسر ؟ 1

 

اوسسشٔٓ ٞای ٘سثی زاتغ دس ایٗ ٘ماط ازفاق ٔی افسٙذ ٚ : اکستزهن اس ًظز ٌّذسی f c ٔاوضیٕٓ ٘سثی اسر ، اٌش اص ػشؼ 

 . تالازش تاضذ ٚ ٔیٙیٕٓ ٘سثی اسر ، اٌش  اص ػشؼ ٘ماط وٙاسی خاییٗ زش تاضذ ٘ماط وٙاسی

 .٘ماط اتسذایی ٚ ا٘سٟایی تاصٜ ٕ٘ی زٛا٘ٙذ عَٛ اوسسشٔٓ ٞای ٘سثی تاضٙذ  : ًتیدِ

 .زاتغ ثاتر تیطٕاس ٘مغٝ تحشا٘ی ٚ دس ٘سیدٝ تیطٕاس اوسسشٔٓ ٘سثی داسد : ًتیدِ

 

]ضىُ ٔماتُ ٕ٘ٛداس زاتغ دس  : ٔثاَ , ]a b زؼذاد ٘ماط اوسسشٔٓ ٘سثی .  اسرf (80س  ) وذاْ اسر ؟  

 

 

 

 

 : تشخیض ًَع اکستزهن در ًقغِ تحزاًی 

  :آسهَى هشتق اٍل (1

c  تٝ غٛسذc اٌش زاتغ دس اعشاف ٘مغٝ تحشا٘ی.  زاتغ ٔطسك سا دس اعشاف ٘ماط تحشا٘ی زؼییٗ ػلأر ٔی وٙیٓ 
 

  ٗتاضذ ای 

c ٘مغٝ عَٛ ٘مغٝ ٔیٙیٕٓ ٘سثی اسر ٚ اٌش تٝ غٛسذ
 

  تاضذ ایٗ ٘مغٝ عَٛ ٘مغٝ ٔاوضیٕٓ ٘سثی اسر . 

 .تٝ وٕه آصٖٔٛ ٔطسك اَٚ ، ٘ماط اوسسشٔٓ ٘سثی ٚ ٘ٛع آٟ٘ا سا تشای زٛاتغ صیش ٔطخع وٙیذ : ٔثاَ 
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( ) cos ( , )

x
y x x y x x y

x



    



23
2

2 11 3 2 0
1

 

 

  : آسهَى هشتق دٍم (2

  وٝ c تحشا٘ی ٘ماط ٔٛسد دس f c 0 دس غٛسزی اسر  f c 0 ،  c ٝعَٛ ٘مغٝ ٔیٙیٕٓ ٘سثی اسر ٚ دس غٛسزی و 

 f c 0 ، c عَٛ ٘مغٝ ٔاوضیٕٓ خٛاٞذ تٛد . 

 .تٝ وٕه آصٖٔٛ ٔطسك دْٚ ، ٘ماط اوسسشٔٓ ٘سثی ٚ ٘ٛع آٟ٘ا سا تشای زٛاتغ صیش ٔطخع وٙیذ : ٔثاَ 

sin cos ( , )xy x e y x x y x x    2 5 30 2 3 5 

 

 :  اکستزهن ّای هغلق  (5

 وٙاسٜ دأٙٝ ٚ ٘ماط تحشا٘یدس  f c تالازش تاضذ ٚ ٔیٙیٕٓ ٔغّك اسر ، اٌش اص زٕاْ ٘ماط ٔاوضیٕٓ ٔغّك اسر ، اٌش اص ػشؼ 

 .ػشؼ زٕاْ ٘ماط خاییٗ زش تاضذ 

 .اوسسشٔٓ ٞای ٔغّك تٝ خض دس ٘ماط وٙاسٜ ، اوسسشٔٓ ٘سثی ٘یض ٞسسٙذ : ًتیدِ

 :ٔثاَ 

a ٚ عَٛ ٔیٙیٕٓ ٔغّك c  . عَٛ ٔاوضیٕٓ ٔغّك اسر 3

, ,c c c1 2  . تٝ زشزیة عَٛ ٘ماط ٔاوضیٕٓ، ٔیٙیٕٓ ، ٔاوضیٕٓ ٘سثی اسر 3

 

اٌش : ٔثاَ  
x x x

f x
x x

  
 

  

2 2 1

1 1 5
 :  تاضذ ، آٍ٘اٜ 

 ٞیچ وذاْ (4ٔاوسیٕٓ ٘سثی داسد            (3ٔاوسیٕٓ ٔغّك داسد           (2ٔیٙیٕٓ ٔغّك داسد            (1

 

 :یافتي هقذار اکستزهن ّای هغلق 

تیطسشیٗ ٚ .  سا ٔی ٘ٛیسیٓ ، سدس ػشؼ زٕاْ آٟ٘ا سا تذسر ٔی آٚسیٓ وٙاسٜ ٚ عَٛ ٘ماط تحشا٘یدس یه خذَٚ عَٛ ٘ماط   

 .   وٕسشیٗ ػشؼ ، تٝ زشزیة ٔاوسیٕٓ ٚ ٔیٙیٕٓ ٔغّك ٞسسٙذ 

 

a  

c1  c2  c 3  b  
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sinتیطسشیٗ ٔمذاس زاتغ : ٔثاَ  cosy x x 2   وذاْ اسر ؟ 2

وٕسشیٗ ٔمذاس زاتغ : ٔثاَ  f x x x x  3 2   وذاْ اسر ؟3

ٔدٕٛع ٔیٙیٕٓ ٚ ٔاوسیٕٓ ٔغّك زاتغ : ٔثاَ  f x x x    وذاْ اسر ؟24

تشد زاتغ : ٔثاَ  tany x x  1 2 2 ٘ماط وٙاسٜ دأٙٝ تی ٟ٘ایر ٞسسٙذ ٚ ٔمذاس زاتغ دس آٟ٘ا  ) وذاْ اسر ؟  2


2
 (اسر  

 .اوسسشٔٓ ٞای ٔغّك زٛاتغ صیش سا دس تاصٜ دادٜ ضذٜ ٔطخع وٙیذ : ٔثاَ 

     , , ,
x

y x x x y x x y
x

          


3 2 2
2

33 9 5 2 2 2 3 1 0 4
9

  

 :   تْیٌِ ساسی  (6

 .تٝ ٔسائّی ٌفسٝ ٔی ضٛد وٝ ٞذف ٔاوضیٕٓ وشدٖ سٛد یا ٔیٙیٕٓ وشدٖ ضشس تاضذ  

 

تیطسشیٗ ٔساحر صٔیٙی ٔسسغیُ ضىُ سا وٝ ٔی زٛاٖ تا یه عٙاب اص صٔیٙی وٝ یه عشف آٖ سٚدخا٘ٝ اسر ، ٔحػٛس : ٔثاَ 

 عَٛ عٙاب وذاْ اسر ؟. ٔسش ٔشتغ اسر 648. ٕ٘ٛد 

ٔسسغیّی تٝ ٔحٛس ٞای ٔخسػاذ ٚ خظ : ٔثاَ
x

y



4
2

عَٛ ٚ ػشؼ ٔسسغیُ چمذس تاضذ زا ٔساحر آٖ . ٔحذٚد ضذٜ اسر  

 ٔاوسیٕٓ ضٛد ؟

yتیطسشیٗ ٔساحر اص ٔسسغیُ ٞایی وٝ دٚ سأس آٖ سٚی :  ٔثاَ x  22 9
3

 ٞا تاضٙذ x ٚ دٚ سأس دیٍش آٖ تش سٚی ٔحٛس 

 ( اسر xزاتغ دادٜ ضذٜ ، ٘یٓ تیضی تالای ٔحٛس  )، وذاْ اسر ؟ 

                 

 

 

 اسزفاع ایٗ ٔخشٚط چمذس تاضذ زا حدٓ آٖ ٔاوضیٕٓ ضٛد ؟ .  ٔی خٛاٞیٓ تساصیٓ 20یه ٔخشٚط تٝ ِٔٛذ :  ٔثاَ

 

 

 

20 h  
r  

x  
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  تیطسشیٗ تاضذ ؟ AMBˆ تا وذاْ اسزفاع سٚی ٔحٛس لائٓ ا٘سخاب ضٛد زا M٘مغٝ : ٔثاَ

 : حُ 

          tan , tan tan tan
xx x

x x x

x

    


      



2

2

9 4
9 4 5

36 361
 

xتا ٌشفسٗ ٔطسك ٔؼّْٛ ٔی ضٛد وٝ تیطسشیٗ ٔمذاس دس    .سخ ٔی دٞذ  6

yوٛزاٜ زشیٗ فاغّٝ ٔثذأ اص ٘ماط ٔٙحٙی : ٔثاَ 
x

 2

2
  وذاْ اسر ؟ 

)ٞش ٘مغٝ ٔٙحٙی تٝ غٛسذ : حُ  , )x
x2

2
 :  اسر ٚ داسیٓ 

min

y x
xd x y x x x d

x x

 

           
2

4
4

2 6 2
4 5

4 162 0 8 2 3 

 

 :تؼییي ًَع یکٌَایی  (7

f   .سا زؼییٗ ػلأر ٔی وٙیٓ ، دس ٘ماعی وٝ ٔطسك ٔثثر تاضذ ، زاتغ غؼٛدی ٚ دس ٘ماعی وٝ ٔٙفی تاضذ زاتغ ٘ضِٚی اسر  

yزاتغ : ٔثاَ  x x x  3 23  دس وذاْ تاصٜ اویذاً غؼٛدی ٚ دس وذاْ تاصٜ اویذاً ٘ضِٚی اسر ؟ 9

زاتغ : ٔثاَ   sin cosf x x x   ٜدس تاص , 0  دس چٝ ٔحذٚدٜ ای غؼٛدی اسر ؟ 2

yسا عٛسی زؼییٗ وٙیذ وٝ  mحذٚد : ٔثاَ  x mx x  3  .ٕٞٛاسٜ غؼٛدی تاضذ  2

 

 :خْت تقؼز  (8

fزاتغ تالای ٕٔاس ٞای خٛد اسر ٚ : زمؼش سٚ تٝ تالا  (اِف   0    

fزاتغ صیش ٕٔاس ٞای خٛد اسر ٚ : زمؼش سٚ تٝ خاییٗ  (ب   0    

 

f,دس وذاْ ٘مغٝ اص ٕ٘ٛداس ٔماتُ : ٔثاَ  f ٞشدٚ ٔثثر ٞسسٙذ ؟  

 

M  

A  B  
4  9  

x  

O  
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f٘ماط تحشا٘ی زاتغ  : ًقغِ ػغف ٔا٘ٙذ c  :  ٘مغٝ ػغف اسر ، اٌش  

 (دس زٛاتغ چٙذ ضاتغٝ ای تشسسی ٔی ضٛد  ).  خیٛسسٝ تاضذcدس (1

2) f  دس اعشاف  c ٘ذٞذ زغییش ػلأر (  ٚٔطسك خزیش یا ٞشد ٚیا ٞش د  تاضذ ) 

3 )f  دس اعشاف c(اٌش سیطٝ غٛسذ یا ٔخشج تاضذ اص ٔشزثٝ فشد تاضذ  ) .  دٞذ زغییش ػلأر 

 

 

   

           ػغف ٘یسر                       ػغف ٔایُ                            ػغف افمی                         ػغف لائٓ 

 .دس ٘مغٝ ػغف خٟر زمؼش زغییش وشدٜ ٚ ٕٔاس اص ٔٙحٙی ػثٛس ٔی وٙذ  : تَخِ

 

 .٘ماط ػغف ٚ خٟر زمؼش ٞش وذاْ اص زٛاتغ صیش سا ٔطخع وٙیذ : ٔثاَ 

tany x x y y x y x x
x

     


2 1 2
2

1 3
1

  

,: ٔثاَ  ,c b a  ٝسا چٙاٖ تیاتیذ و( , )1 y ٘مغٝ ػغف زاتغ  2 ax bx c  3  لغغ 4تٛدٜ ٚ ٕ٘ٛداس آٖ ٔحٛس ػشؼ ٞا سا دس  23

 .وٙذ 

fٕ٘ٛداس زاتغ  : ٔثاَ  زاتغ .  تٝ غٛسذ ضىُ ٔماتُ اسرfخیٛسسٝ تاضذ وذاْ ٘مغٝ اوسسشٔٓ ٘سثی ٚ وذاْ ػغف اسر ؟  

  ٔطسك غفش اسر2 ٚ 0ٚ - 2 ٔطسك ٚخٛد ٘ذاسد ٚ دس 3ٚ- 3دس : حُ 

  ٔطسك اص ٔٙفی تٝ ٔثثر زغییش ػلأر 2ٚ - 3خس ایٗ ٘ماط تحشا٘ی ٞسسٙذ ٚ دس 

 . ٔی دٞذ خس ٘ماط ٔیٙیٕٓ داسیٓ 

 .ٔطسك اص ٔثثر تٝ ٔٙفی زغییش ػلأر ٔی دٞذ خس ٔاوسیٕٓ داسیٓ - 2ٚ دس 

 . ٔطسك زغییش ػلأر ٕ٘ی دٞذ ٚ اوسسشٔٓ ٘ذاسیٓ 0ٚ - 3ٚ دس 

ِٚی تمیٝ ػغف .ٔطسك چح ٚ ساسر ٔسفاٚذ اسر ٚ ِزا ػغف ٘یسر - 3وٝ دس .  اسر 1ٚ - 1 ٚ 3ٚ- 3ٔطسك دْٚ  ٚ ٘ماط تحشا٘ی

 .ٞسسٙذ 

 

3-  3 
1 1  

2 2-  
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 : رسن ًوَدار  (9

 .دأٙٝ سا ٔطخع ٔی وٙیٓ 

 .ٔدا٘ة ٞا سا دس غٛسذ ٚخٛد ٔی یاتیٓ 

 .٘ماط تشخٛسد تا ٔحٛس ٞا ٚ ٘ماط تحشا٘ی ٚ ػغف سا تٝ دسر ٔی آٚسیٓ 

,خذَٚ سفساس زاتغ سا وٝ ضأُ  ,y y y   ٓاسر سا سسٓ ٔی وٙیٓ ٚ عثك آٖ ٕ٘ٛداس سا ٔی وطی . 

 .خذَٚ سفساس ٚ ٕ٘ٛداس زاتغ ٞای دادٜ ضذٜ سا سسٓ وٙیذ : ٔثاَ 

 

                                              y x 2 1                                                                  sin ( )y
x

 1 1
 

 

 

                                              y
x


2
1
1                                                                          

x
y

x






2 1
1 

 

 

                                              
x

y
x




2

2 1                                                                        
x

y
x




22 2
 

 

 

                                           y x x  22                                                                         
x

y
x


 2

2
1 

 

                                                     
xy e
1

                                                                        
x

y
x


1 
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 (... واستشد دس یافسٗ حذٚد تشد ، یىٙٛایی، ٘ماط اوسسشٔٓ ٚ ػغف ٚ ) : رسن تَاتغ تدشیِ پذیز

زاتغ دس اعشاف «  اٌش تٝ زٛاٖ تشسٙذ ، وٛچه زش ٚ اٌش فشخٝ تٍیش٘ذ تضسي زش ٔی ضٛ٘ذ 1 ٚ 0اػذاد تیٗ » تا زٛخٝ تٝ ایٗ ٘ىسٝ وٝ 

 :سیطٝ خٛد تٝ غٛسذ ٞای صیش ٞسسٙذ 

         

 :ٚلسی فشخٝ تش زٛاٖ غّثٝ وٙذ 

      

 : ٔشاحُ سسٓ ٕ٘ٛداس زاتغ 

 .ٚ ٘ٛع آٟ٘ا ، سا زؼییٗ ٔی وٙیٓ ٔدا٘ة ٞای لائٓ ٚ ٘ٛع آٟ٘ا ، سیطٝ ٞا  ، دأٙٝ .1

 
 . ٚ ٘ٛع تشخٛسد سا ٔی یاتیٓ ٔحُ تشخٛسد ٕ٘ٛداس تا ٔدا٘ة ٞا ، ٔدا٘ة ٞای افمی ٚ ٔایُ .2

 
 . تا زؼییٗ ٔمذاس زاتغ دس یه ٔحذٚدٜ ٚ ٘ٛع سیطٝ ٞا ٚ ٔدا٘ة ٞا ، زاتغ سا سسٓ ٔی وٙیٓ  .3
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 اًتگزال: فظل چْارم 

 : ًواد سیگوا 

...:     یه ٕ٘اد فطشدٜ ساصی تشای ٘ٛضسٗ خٕغ اسر 
n

i n

i

a a a a


    1 2
1

  

 .خٕغ ٞای صیش سا تسظ دٞیذ : ٔثاَ 

 
sin

k
n k

k m

m

k k



 




 

1

1 1

1
1 3

  

 .خٕغ ٞای صیش سا تا ٕ٘اد سیٍٕا تٙٛیسیذ : ٔثاَ 

) ) ...

) ... ) ...x x x

      

      2 99

1 2 31 5 6 7 8 9 2
2 4 8
3 4 53 1 2 3 100 4
4 5 6

 

 :خَاص سیگوا 

) ( )

)

) ( )

)

) ( )

n n n

i i m i

n n

i i

i i

n n n

i i i i

i i i

n n k

i i k

i m i m k

n

i i m n

i m

c nc c n m c n

ka k a

a b a b

a a

a a a a

  

 

  





  

 



     



  



  

  

 

  

 



1 1

1 1

1 1 1

1 1

1 1 1

2

3

4

5

  

 :چٌذ هدوَع هؼزٍف 

( )
) ...

( )( )
) ...

( )
) ... ( )

) ...

n

i

n

i

n

i

nn
i n

i

n n
i n

n n n
i n

n n
i n

r
r r r r

r







 




    

 
    


    


    











1

2 2 2 2 2

1

3 3 3 3 3 2

1

1 2 1

1

11 1 2 3
2

1 2 12 1 2 3
6
13 1 2 3

2
14 1
1

  

 لاػذٜ ِغض٘ذٌی

 لاػذٜ زّسىٛخی
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 .حاغُ خٕغ ٞای صیش سا تیاتیذ : ٔثاَ  

) ( ) ) (( ) ) ) (( ) )n

i k n

i i k k
  

     
320 20 10

1 1 1

11 1 2 1 3 3 1
2

  

) ) ) log
n k n

k k n

n n nk k  

  

 
  
200 24 100

2 2
100 1 1

1 1 24 5 6
1

 

 :هساحت تِ ػٌَاى حذ هدوَع 

]سا دس تاصٜ  fاٌش زاتغ خیٛسسٝ  , ]a b  ٝتn  لسٕر ٔساٚی زمسیٓ وٙیٓ آٍ٘اٜ ٔساحر صیش ٕ٘ٛداس عثك ٔشاحُ صیش تذسر ٔی آیذ 

 ) ) ) ) lim
n

i n i n
n

i

b a
x x a i x S f x x S A

n 



       

1

1 2 3 4  

 

yتٝ وٕه حذ ٔدٕٛع ، ٔساحر ٘احیٝ زحر خظ : ٔثاَ  x 1  ٔحذٚد تٝ خغٛط ٚ,x x 2  . سا تیاتیذ  0

yتٝ وٕه حذ ٔدٕٛع ، ٔساحر ٘احیٝ زحر ٔٙحٙی : ٔثاَ  x 2 x,ٚ ٔحذٚد تٝ خغٛط  1 x 4  . سا تیاتیذ  0

 

 هدوَع تالا ٍ پاییي ریواى

iuسا عَٛ ٘مغٝ ٔیٙیٕٓ ٞٓ تاصٜ ٚ  ilلسٕر ٔساٚی ،  nاٌش دس افضاس یه تاصٜ تٝ   سا عَٛ ٘مغٝ ٔاوسیٕٓ ٞش تاصٜ دس ٘ظش تٍیشیٓ  

 :، ٔدٕٛع خاییٗ ٚ تالای سیٕاٖ سا تٝ غٛسذ صیش زؼشیف ٔی وٙیٓ 

        

        

...

...

n

n i n

i

n

n i n

i

L f l x f l f l f l x

U f u x f u f u f u x





      

      





1 2
1

1 2
1

  

 

 

 دس زٛاتغ غؼٛدی ، ٘ماط اتسذایی ٞش تاصٜ عَٛ ٘مغٝ ٔیٙیٕٓ : ًکتِ

  . ٚ ٘ماط ا٘سٟایی ٞش تاصٜ  عَٛ ٘مغٝ ٔاوسیٕٓ اسر 
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 دس زٛاتغ ٘ضِٚی ، ٘ماط اتسذایی ٞش تاصٜ عَٛ ٘مغٝ ٔاوسیٕٓ : ًکتِ

  . ٚ ٘ماط ا٘سٟایی ٞش تاصٜ  عَٛ ٘مغٝ ٔیٙیٕٓ اسر 

 

 

fاٌش : ًکتِ  زاتؼی اویذاً یىٙٛا تاضذ ، اخسلاف ٔدٕٛع تالا ٚ خاییٗ سیٕاٖ      f b f a x   اسر. 

yٔدٕٛع تالا ٚ خاییٗ سیٕاٖ زاتغ  : ٔثاَ  x 2 دس تاصٜ  1 ,0 n سا تٝ اصای  4   .تیاتیذ  4

yٔدٕٛع تالا ٚ خاییٗ سیٕاٖ زاتغ  : ٔثاَ 
x


1

دس تاصٜ   ,1 n سا تٝ اصای  3   .تیاتیذ  5

cosyٔدٕٛع تالا ٚ خاییٗ سیٕاٖ زاتغ  : ٔثاَ  x  ٜدس تاص ,0  سا تٝ اصای n   .تیاتیذ  4

xyٔدٕٛع تالا ٚ خاییٗ سیٕاٖ زاتغ  : ٔثاَ  e  ٜدس تاص ,2 n سا تٝ اصای  2   .تیاتیذ  4

اخسلاف ٔدٕٛع سیٕاٖ تالا ٚ خاییٗ تشای زاتغ : ٔثاَ 
x

y
x


1

دس تاصٜ   ,2 nتٝ اصای  6   . سا تیاتیذ  8

ٔدٕٛع تالای سیٕاٖ زاتغ : ٔثاَ  f x x 2 ] سا سٚی تاصٜ  1 , ]0 lim تیاتیذ ٚ  1 ( )n
n

U f


 .سا حساب وٙیذ  

 

 : اًتگزال هؼیي 

]زاتؼی وشا٘ذاس دس تاصٜ  fاٌش  , ]a b  د٘ثاِٝ ٞای . تاضذ ٚ   ,n nU L  ٞش دٚ تٝ ػذد A  ٔی ٌٛییٓ زاتغ دس ایٗ .  ٍٕٞشا تاضٙذ

تاصٜ ا٘سٍشاَ خزیش اسر ٚ  
b

a
f x dx A . 

x,ٔحػٛس تیٗ زاتغ ٚ ٔحٛس عَٛ ٞا ٚ خغٛط  (ػلأر داس  )ٚ اص ٘ظش ٞٙذسی ، ا٘سٍشاَ ٔؼیٗ ، ٔساحر  b x a   اسر : 

 

 

 

 

 

A1   

A2   

A3    
b

a
f x dx A A A   1 2 3   
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حاغُ : ٔثاَ  ( )x x dx



3

1
 .سا تا اسسفادٜ اص سسٓ ٕ٘ٛداس ٚ ٔفْٟٛ ٔساحر تذسر آٚسیذ  

حاغُ : ٔثاَ  ( )x x dx



1

2
 .سا تا اسسفادٜ اص سسٓ ٕ٘ٛداس ٚ ٔفْٟٛ ٔساحر تذسر آٚسیذ  

 

 :فزهَل ّای اًتگزال ًاهؼیي 

اٌش    F x f x   ٜآٍ٘ا F x  ٝسا زاتغ اِٚی f x  ٔی ٘أٙذ ٚ خٛاٞیٓ داضر :   f x dx F x  

 

 

 .حاغُ ا٘سٍشاَ ٞای صیش سا تیاتیذ : ٔثاَ 

  ( )
x x x

x x dx dx x x dx dx
x x x

 
     

2 222 2
2

3 1 25 1 2 

(sin tan ) sin cos sin
x

x

e
dx x x dx x xdx xdx

e


   

3
22 3 4 2 

 

  فرمول انتگرال  فرمول انتگرال

    tan cosy axdx Ln ax c
a

1
 7   y dx x c 1 

  cot siny axdx Ln ax c
a

1
 8 



    

n

n x
y x dx c n

n

1

1
1

 2 

    ( tan ) tan
2 1

1y ax dx ax c
a

 9   
ax ax

y e dx e c
a

1

 
3 


    ( cot ) cot

2 1
1y ax dx ax c

a
 10   

dx
y Lnx c

x
 4 

  
 tan
dx x

y c
a x a a

1
2 2

1
 11 


   sin cos

1
y axdx ax c

a
 5 

  


 sin
dx x

y c
aa x

1

2 2
 12   cos sin

1
y axdx ax c

a
 6 
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: ا٘سٍشاَ ٔؼیٗ سا تا اسسفادٜ اص ا٘سٍشاَ ٘أؼیٗ تٝ غٛسذ ٔماتُ ٔی زٛاٖ حساب وشد : ًکتِ      
b

a
f x dx F b F a   

 .حاغُ ا٘سٍشاَ ٞای صیش سا ٔحاسثٝ وٙیذ : ٔثاَ 

( )
( ) ( ) sin sin cos

x
x x x dx dx xdx x xdx

x x

 


   
24 15 28 4

1 0 0 0

1 1 2 3  

cos
e

dx dx dx
dx xdx

x xx

 





   
0

4 4
220 0

414
 

دس غٛسزی وٝ زاتغ دسٖٚ ا٘سٍشاَ داسای خضء غحیح یا لذس ٔغّك تاضذ ، تایذ حذٚد ا٘سٍشاَ سا تٝ عٛس ٔٙاسة ٔحذٚدٜ تٙذی  : ًکتِ

 : تٝ عٛس ٔثاَ . ٚ ا٘سٍشاَ سا تٝ چٙذ ا٘سٍشاَ تا حذٚد ٔٙاسة زثذیُ ٚ سدس آٖ سا ٔحاسثٝ وشد 

( ) ( ) ( ) ( ) | ( ) | ( ) |
x x x x x x

x xdx x x dx x x dx x x dx




 
  

                 
3 2 3 2 3 21 1 0 12 2 2 2 1 0 1

2 1 02 2 1 0

11
3 2 3 2 3 2 6

  

 .حاغُ ا٘سٍشاَ ٞای صیش سا ٔحاسثٝ وٙیذ : ٔثاَ 

       ( ) cos
x

x x dx x dx x x dx x xdx




 
   

 
   
2 4 22 3
0 0 0

4

1 1
3

 

 

 :ٍیژگی ّا اًتگزال هؼیي 

             

         

) ) )

) ) )

a a a b b

a a a a

a b a b b

a a b a a

f x dx f x dx f x dx f x g x f x dx g x dx

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx





    

   

    

    

0
1 0 3 2 5

2 0 4 6

  

 .حاغُ ا٘سٍشاَ ٞای صیش سا تیاتیذ : ٔثاَ 

sin cos
dx

x dx x dx x dx
x

  

  
  


   

3 2 22 2 4
22

2 2 4

4 2
1

  

 :کزاى اًتگزال 

fاٌش زاتغ   دس تاصٜ   ,a b  ٕٓخیٛسسٝ تاضذ داسای ٔاوسی M  ٕٓٔیٙی ٚ m  اسر ٚ ا٘سٍشاَ زاتغ دس ایٗ تاصٜ داسای حذٚد صیش 

 :                                               اسر 

     
b

a
m b a f x dx M b a    
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 :تاتغ در یک تاسُ  (هقذار هتَسظ  )هقذار هیاًگیي 

 دس تاصٜ  fٔمذاس ٔیاٍ٘یٗ زاتغ  ,a b  تشاتش اسر تا :                   
b

a
f f x dx

b a


 
1

  

  دس تاصٜ فٛق  سا تیاٖ ٔی وٙذ  c اص ٘ظش ٞٙذسی ٔمذاس ٔسٛسظ ٚخٛد یه ػذد ٔا٘ٙذ 

 :وٝ ٔساحر ٔسسغیُ ایداد ضذٜ تا ا٘سٍشاَ زاتغ دس ایٗ تاصٜ تشاتش اسر 

 (دس ٘سیدٝ ٔساحر دٚ لسٕر لشٔض تشاتش اسر  ) 

 

 (ٔاوس ٚ ٔیٗ سا تا اوسسشٔٓ ٔغّك تیاتیذ  ). تذٖٚ ٔحاسثٝ ا٘سٍشاَ ، یه وشاٖ تالا ٚ یه وشاٖ خاییٗ تشای آٖ تٙٛیسیذ : ٔثاَ 

( )
dx x

x x dx dx
x x

 
 

  
3 2 33

0 0 0
4 3

10 1
 

 (ٔاوس ٚ ٔیٗ سا تا اوسسشٔٓ ٔغّك تیاتیذ  ). ٘أساٚی ٞای صیش سا اثثاذ وٙیذ : ٔثاَ 

sin
cos

dx x
dx xdx

x x





 


     

  
2 1

13 3 2
1 2 0
2 6

7 21 3 1
6 1 10 4 2 6 4

 

yٔمذاس ٔیاٍ٘یٗ زاتغ : ٔثاَ  x 2  سا دس تاصٜ  1 ,1  .ٔشتٛط تٝ آٖ سا تذسر آٚسدیذ  c سا تذسر آٚسدٜ ٚ ٔمذاس  3

yٔمذاس ٔیاٍ٘یٗ زاتغ : ٔثاَ  x x 23  سا دس تاصٜ  2 ,1 دس چٝ ٘مغٝ ای اص ایٗ تاصٜ ٔمذاس زاتغ تا ٔمذاس  . سا تذسر آٚسیذ  2

 ٔسٛسظ زاتغ تشاتش اسر ؟

ٔمذاس ٔیاٍ٘یٗ زاتغ : ٔثاَ 
cos x

y



1

2
 سا دس تاصٜ   ,0  سا تذسر آٚسیذ . 

yٔمذاس ٔیاٍ٘یٗ زاتغ : ٔثاَ 
x


1

e, سا دس تاصٜ    
 . سا تذسر آٚسیذ  20

 

 : هشتق گیزی اس تاتغ اًتگزال 

         
v

u
F x f t dt F x v f v u f u       

 .ٔطسك زٛاتغ صیش سا تیاتیذ : ٔثاَ 

   
sin

cos
sin (sin )

x x x
t

x x

d dt d
F x tdt F x t t dt x e dt

dx t dx

    
   

2

2

3 51 2
22 0

1
8

 

f   
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 :هساحت هحظَر تیي هٌحٌی تاتغ ٍ هحَر عَل ّا در یک تاسُ 

اٌش زاتغ دس تاصٜ  (اِف ,a b  اٌش زاتغ دس تاصٜ  (ب:                             سیطٝ ٘ذاضسٝ تاضذ ,a b  سیطٝ داضسٝ تاضذ    : 

 

 

 

 

 

yٔساحر سغح ٔحػٛس تیٗ زاتغ : ٔثاَ  x 3 x,، ٔحٛس عَٛ ٞا ٚ خغٛط  27 x 3  . سا تیاتیذ  1

yٔساحر سغح ٔحػٛس تیٗ زاتغ : ٔثاَ  x   .ٚ ٔحٛس عَٛ ٞای سا تیاتیذ  22

yٔساحر سغح ٔحػٛس تیٗ زاتغ : ٔثاَ  x ٚ ٔحٛس عَٛ ٞای دس تاصٜ  3 ,2  .سا تیاتیذ  2

sinyٔساحر یه عاق : ٔثاَ  x  سا تیاتیذ. 

 

 :در یک تاسُ  هساحت هحظَر تیي هٌحٌی دٍ تاتغ

gاٌش  (اِف f ٜدس تاص ,a b اٌش  (                  ب .  سیطٝ ٘ذاضسٝ تاضذg f ٜدس تاص  ,a b  سیطٝ داضسٝ تاضذ    : 

 

 

yٔساحر سغح ٔحػٛس تیٗ زاتغ : ٔثاَ  x x 2 3  ٚy x x 22 ٔحٛس عَٛ ٞای سا تیاتیذ. 
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yٔساحر سغح ٔحػٛس تیٗ زاتغ : ٔثاَ  x 2 ٚy x خغٛط ٚ ,x x 2  . سا تیاتیذ  0
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