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 تست و تمرين                                          مخصوص داوطلبان کنکور                   تهيه و تنظيم: حسين حجازی

 

 انتگرال

در اين فصل به مطالعه و بررسی مساله مساحت پرداخته و سپس از اين طريق مفهوم مهم انتگرال معين را فرمول بندی 
خواهيم نمود.اما ذکر اين نکته حائز اهميت است که گرچه انتگرال در مورد مسائل تعيين سطح مفهوم سازی شده ، اما اين 

مفهوم کاربردهای فراوانی در مسائل مهم ديگر رياضيات، فيزيک و ساير علوم دقيقه دارد، از جمله پتانسيل الکتريکی، کار 
 انجام شده توسط نيروها، مطالعه و تعيين معادله مسير متحرک ها با استفاده از سرعت داده شده و ... .

 قبل از آن که به مطالعه و بررسی مساحت بپردازيم، لازم است با مجموع های متناهی و نماد سيگما آشنا شويم.

:  تعريف نماد سيگما

� تعريف شده باشد f(i)
𝑛𝑛

i=m

m) و  همچنين 𝑓𝑓 تابعی باشد که بر اعداد صحيح   ≤ 𝑛𝑛) دو عدد  صحيح n, m  هرگاه  

,𝑓𝑓(𝑛𝑛) از نماد زير استفاده می کنيم: … ,𝑓𝑓(𝑚𝑚 + 1),𝑓𝑓(𝑚𝑚) آن گاه برای مجموع اعداد 

� f(i) = f(m) + f(m + 1) + ⋯+ f(n)
𝑛𝑛

i=m

 

iمتغير سيگما يا انديس جمع بندی :   

m: حد پايين سيگما   

nحد بالای سيگما :   

 مثال:

 1)  �𝑖𝑖2 = 22 + 32 + 42 + 52
5

𝑖𝑖=2

 

  2)  �𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥0 + 𝑥𝑥1 + ⋯+ 𝑥𝑥10
10

𝑖𝑖=0

 

 3)   �(−1)𝑖𝑖
4

𝑖𝑖=1

= (−1)1 + (−1)2 + (−1)3 + (−1)4 

  4)  �
1

𝑘𝑘 + 5

7

𝑘𝑘=1

=
1
6

+
1
7

+ ⋯
1

12
 

   5) �𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1𝑖𝑖 + 2𝑖𝑖 + ⋯+ 10𝑖𝑖
10

𝑖𝑖=1
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 تست و تمرين                                          مخصوص داوطلبان کنکور                   تهيه و تنظيم: حسين حجازی

 

𝑏𝑏𝑖𝑖 استفاده می کنيم 𝑖𝑖i  يا  مانند بحث دنباله ها به جای استفاده از نماد تابعی 𝑓𝑓(𝑖𝑖) از يک متغير انديس دار مانند  ∶  قرارداد

ام) می گويند.i، (نمايش جمله جمله عمومیکه به اصطلاح به آن   

� f(i) = � ai

n

i=m

n

𝑖𝑖=𝑚𝑚

=  am + am+1 + ⋯+ an  

 به خصوص وقتی تعداد جملات نامتناهی باشد، چنين مجموعی را يک سری نامتناهی می ناميم:

� ai

∞

𝑖𝑖=1

=  a1 + a2 + ⋯ 

 دقت کنيد سه نقطه آخر به اين معنی است که جملات برای هميشه و به طور نامتناهی ادامه دارند.

 ويژگی های سيگما

𝟏𝟏)�𝐜𝐜 = 𝐜𝐜 + 𝐜𝐜 + ⋯+ 𝐜𝐜 = 𝐧𝐧𝐜𝐜
𝒏𝒏

𝐢𝐢=𝟏𝟏

 

𝟐𝟐)�𝒄𝒄𝒂𝒂𝒊𝒊 = 𝒄𝒄�𝒂𝒂𝒊𝒊

𝒏𝒏

𝒊𝒊=𝟏𝟏

𝒏𝒏

𝒊𝒊=𝟏𝟏

 

𝟑𝟑)�(𝒂𝒂𝒊𝒊 ± 𝒃𝒃𝒊𝒊)
𝒏𝒏

𝒊𝒊=𝟏𝟏

= �𝒂𝒂𝒊𝒊

𝒏𝒏

𝒊𝒊=𝟏𝟏

± �𝒃𝒃𝒊𝒊

𝒏𝒏

𝒊𝒊=𝟏𝟏

 

4)�𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= �𝑖𝑖𝑗𝑗 = �𝑖𝑖𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

 

5) �𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=𝑚𝑚

=  � 𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑘𝑘

𝑛𝑛−𝑘𝑘

𝑖𝑖=𝑚𝑚−𝑘𝑘

= � 𝑖𝑖𝑖𝑖−𝑘𝑘   
𝑛𝑛+𝑘𝑘

𝑖𝑖=𝑚𝑚+𝑘𝑘

 (قاعده لغزش)   

6) �(ai − ai+1)
n

𝑖𝑖=𝑚𝑚

= am − an+1 

 که تفاضل دو جمله متوالی می باشد، قاعده تلسکوپی يا قاعده ادغام نام دارد و می توان آن را به 6توجه: مورد شماره 
 صورت زير تعميم داد.

�(ai − ai+2) = (𝑖𝑖𝑚𝑚 + 𝑖𝑖𝑚𝑚+1)
n

i=m

− (an+1 + an+2) 
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 تست و تمرين                                          مخصوص داوطلبان کنکور                   تهيه و تنظيم: حسين حجازی

 

 مثال- جمع های زير را با استفاده از نماد سيگما بنويسيد.

6)    1 + 2 + 3 + ⋯+ 𝑛𝑛 

  مرتبه )100(     5+…+5+5+5  (7

8)  9+10+…+20 

9)  22 − 32 + 42 − 52 + ⋯+ 982 − 992 

10) 
1
2

+ 2
4

+ 3
8

+ ⋯+ 𝑛𝑛
2𝑛𝑛

 

11)1 + 2𝑥𝑥 + 3𝑥𝑥2 + ⋯+ 100𝑥𝑥99 

: s10  برابر است  با − s9 آن گاه  sn = �(k2 − 10k + 3)
n

k=1

اگر  ∶ �تست� − 12 

1) 3                         2)  6                            3) -3                         4) -6 
 

 

𝑖𝑖𝑗𝑗��  کدام است ؟
3

𝑖𝑖=1

4

𝑗𝑗=1

حاصل  −   مثال13

  1)50                       2) 60                            3) 70                          4) 80 

 

�کدام است ؟ log
𝑛𝑛 + 2
𝑛𝑛 + 1

100

𝑛𝑛=1

حاصل   −  مثال 14

1) log 31            2) log 51               3) log 61              4)  log 41 

 

 

��کدام است ؟
1

2𝑖𝑖 + 1
−

1
2𝑖𝑖 + 3

∶ حاصل� (تست)
10

𝑖𝑖=1

−  15 

1)
2

69
                   2) 

17
69

                        3)
20
69

                  4)
1

69
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 تست و تمرين                                          مخصوص داوطلبان کنکور                   تهيه و تنظيم: حسين حجازی

 

𝑘𝑘)�کدام است ؟ − 2)2 + 2(𝑘𝑘 − حاصل(2
52

𝑘𝑘=0

𝑘𝑘2� آن گاه  + 2𝑘𝑘 = 𝑙𝑙
50

𝑘𝑘=1

اگر ∶ �تست� −  16 

            1) 𝑙𝑙                   2) 𝑙𝑙 − 2                    3) 𝑙𝑙 − 1               4) 𝑙𝑙 + 1 

�کدام است ؟
1

𝑘𝑘2 + 12

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

حاصل  ∶ �تست� −  17 

1)
2𝑛𝑛

n + 1
                2) 

n − 1
n + 3

             3) 
n

n + 1
             4)

1
n + 1

 

 

 نکته- روابط زير را به خاطر بسپاريد:

1) �𝑖𝑖
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

=  
𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)

2
 

2)  �𝑖𝑖2 =
𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 1)

6

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

3)  �𝑖𝑖3 = (
𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)

2
)3

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

4)  �(2𝑖𝑖 − 1) = 𝑛𝑛2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

5) �2𝑖𝑖 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

6)  �𝑟𝑟𝑖𝑖−1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= 1 + 𝑟𝑟 + 𝑟𝑟2 + ⋯+ 𝑟𝑟𝑛𝑛−1 =
𝑟𝑟𝑛𝑛 − 1
𝑟𝑟 − 1

 ( مجموع جملات تصاعد هندسی با قدر نسبت r و جمله اول 1) 

-18مثال   

   1) � i3 = 13 + 23 + 33 = (
3(4)

2
)2 = 36

3

𝑖𝑖=1

 

   2) �(2i − 1) = 1 + 3 + 5 + 7 = (4)2 = 16
4

𝑖𝑖=1
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 تست و تمرين                                          مخصوص داوطلبان کنکور               تهيه و تنظيم: حسين حجازی 

 

  . 3k)�   باشد مقدار n را به دست آوريد − 1) = 40
n

𝑘𝑘=1

اگر  −  مثال 19

  �(3k − 1) = 3�𝑘𝑘−� 1
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

n

𝑘𝑘=1

= 3
n(n + 1)

2
− n = 40 → 3n2 + n − 80 = 0 → n = 5 −  حل

 

𝑛𝑛2)�کدام است ؟ + 1)
10

𝑛𝑛=1

𝑛𝑛2)�   باشد، حاصل   + 𝑛𝑛)
10

𝑛𝑛=1

= 𝑘𝑘 اگر ∶ �تست� − 21 

1) 𝑘𝑘 − 45                              2)𝑘𝑘 + 45                    3)𝑘𝑘 − 55              4)𝑘𝑘 

 

13 کدام است ؟ + 23 + ⋯+ 𝑛𝑛3 2)�  حاصل𝑘𝑘 + 5) = 5𝑛𝑛 + :اگر 240 �تست� − 22
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

 

1) 12000                       2) 14400                     3) 21600                4) 57600 

 

6𝑘𝑘2)�کدام است ؟ − 4𝑘𝑘 + 3)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

حاصل   ∶ �تست� − 23 

      1) 2𝑛𝑛3 + 2𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛      2) 2𝑛𝑛3 − 𝑛𝑛2 − 𝑛𝑛        3) 2𝑛𝑛3 − 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛      4)  2𝑛𝑛3 + 𝑛𝑛2 + 2𝑛𝑛 

 

𝑖𝑖20   کدام است ؟ − 𝑖𝑖1  باشد، حاصل   𝑖𝑖𝑛𝑛+1 = 𝑖𝑖𝑛𝑛 + 3𝑛𝑛 اگر ∶ �تست� −  24 

1) 545                            2) 590                          3) 565                      4) 570 

 

lim کدام است ؟
𝑛𝑛→∞

𝑆𝑆𝑛𝑛 𝑆𝑆𝑛𝑛   آن گاه   = �
𝑝𝑝
𝑛𝑛2

𝑛𝑛

𝑝𝑝=1

:اگر �تست� −  25 

1)∞                     2) 1                        3) 
1
2

                   4) 0 

𝑛𝑛))�کدام است ؟ − 5)3 + 3𝑛𝑛 − 17)
9

𝑛𝑛=1

حاصل  ∶ �تست� − 26 

1) -17                2) -16                     3) -18                 4) -2 
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 تست و تمرين                                          مخصوص داوطلبان کنکور                   تهيه و تنظيم: حسين حجازی

 

 مساحت به عنوان حد مجموع :

 چند ويژگی از مساحت به گونه ای که برای ما معلوم بوده است:

-مساحت همواره يک عدد حقيقی و نامنفی است( واحد سطح مربع)1  
  است.R کم تر از مساحت S باشد، مساحت R درون ناحيه S-هرگاه ناحيه 2
  برابر مجموع مساحت های اين ناحيه های مجزاست.R اجتماعی متناهی از ناحيه های مجزا باشد، مساحت R-هرگاه ناحيه 3
 
 

 روش مستطيل برای محاسبه مساحت
 

 و محدود x ( f را که تحت نمودار تابع پيوسته و نامنفی ( Rمی خواهيم نشان دهيم چگونه می توان مساحت يک ناحيه مانند 
   را به دست آورد.b = x و a = xبه دو خط  

  زير بازه ی جزء با استفاده از نقاط افرازیn ]  را به b , a بازه [ 
𝑖𝑖 =  𝑥𝑥0 <  𝑥𝑥1 <  𝑥𝑥2 < ⋯ <  𝑥𝑥𝑛𝑛−1 <  𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏 

 تقسيم می کنيم که طول هر قسمت به صورت:
∆ 𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥0 
∆ 𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1 
        ⋮ 
∆ 𝑥𝑥i = 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖−1 
          ⋮ 

𝑥𝑥i ∆  و ارتفاع f( 𝑥𝑥i)  می سازيم، پس مساحت اين مستطيل , 𝑥𝑥𝑖𝑖−1 ]  مستطيلی با عرض  𝑥𝑥𝑖𝑖     بر  روی هر زيربازه مانند  [ 
   برابر است با

f( 𝑥𝑥i)  ×  ∆ 𝑥𝑥i 
 و مجموع اين مساحت هاعبارت است از :

𝑆𝑆n = f( 𝑥𝑥1)  × ∆ 𝑥𝑥1 + f( 𝑥𝑥2)  × ∆ 𝑥𝑥2 + ⋯+  f( 𝑥𝑥n)  ×  ∆ 𝑥𝑥n =  � f(𝑥𝑥𝑖𝑖)∆𝑥𝑥𝑖𝑖

n

i=1

 

 
    f 
 
  

 
 
 
 
              𝒙𝒙𝟎𝟎   𝒙𝒙𝟏𝟏      𝒙𝒙𝟐𝟐            𝒙𝒙𝟑𝟑    …   𝒙𝒙𝐧𝐧−𝟏𝟏   𝒙𝒙𝐧𝐧  

 

 در واقع 𝑆𝑆n تقريبی از مساحت ناحيه 𝑅𝑅 است
  نزديک تر می شود مشروط بر آن که نقاط افراز را چنان انتخاب کنيم کهR اين تقريب به مقدار واقعی n با افزايش 

n → 𝑆𝑆𝑛𝑛 را وقتی ∞   که عرض  𝑥𝑥i ∆ها نيز به صفر ميل کنند،  بنابراين يافتن مساحت  R  مستلزم آن است که حد دنباله 
 � . .� با اين شرط که طول بزرگ ترين 𝑥𝑥i ∆به صفر ميل کند  به دست آوريم
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 تست و تمرين                                          مخصوص داوطلبان کنکور                   تهيه و تنظيم: حسين حجازی

 
:  نکته مهم

  برای آن که در حدگيری  𝑥𝑥i ∆همگی به صفر ميل کنند اغلب اوقات مناسب تر آن است که عرض همه ی زير بازه ها مساوی
 در نظر گرفته شوند در اين صورت داريم:

∆𝑥𝑥i =
b − a

n
= ∆𝑥𝑥 

𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑖𝑖 + 𝑖𝑖∆𝑥𝑥 
 

  می باشد.x = 2 و x = 0  بوده و محدود به خطوط  x = y + 1- مساحت ناحيه ای را بيابيد که تحت خط  27مثال
 حل:

∆𝑥𝑥 = 2−0
𝑛𝑛

= 2
𝑛𝑛

 , 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 0 + 𝑖𝑖∆𝑥𝑥 =  2𝑖𝑖
𝑛𝑛

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 1 =  
2𝑖𝑖
𝑛𝑛

+ 1 

𝑆𝑆𝑛𝑛 =  �𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)∆𝑥𝑥 = �(
2𝑖𝑖
𝑛𝑛

+ 1)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

2
𝑛𝑛

=
2
𝑛𝑛
��

2𝑖𝑖
𝑛𝑛

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

+ �1
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

� =
2
𝑛𝑛 �

2
𝑛𝑛 �

𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)
2 � + 𝑛𝑛� =

2𝑛𝑛 + 2
𝑛𝑛

+ 2 

 و برای محاسبه ی زير منحنی 
R = lim𝑛𝑛→∞ 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 4 

 که می توان با رسم شکل مساحت ذوزنقه را نيز محاسبه نمود.
 
 

 . 𝑥𝑥 می باشد به دست آوريد = 𝑏𝑏 > 0 , 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 و خطوط  0 =  𝑥𝑥2  مساحت  ناحيه ای را که محدود به سهمی ∶  مثال 28
 حل:

∆𝑥𝑥 = 𝑏𝑏−0
𝑛𝑛

=
𝑏𝑏
𝑛𝑛

 

𝑥𝑥𝑖𝑖 = 0 + 𝑖𝑖∆𝑥𝑥 =
𝑏𝑏𝑖𝑖
𝑛𝑛

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑥𝑥𝑖𝑖2 = (
𝑏𝑏𝑖𝑖
𝑛𝑛

)2 =
𝑏𝑏2

𝑛𝑛2 𝑖𝑖
2 

𝑆𝑆𝑛𝑛 = �𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)∆𝑥𝑥 = �
𝑏𝑏2

𝑛𝑛2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑖𝑖2 ×
𝑏𝑏
𝑛𝑛

 =  
𝑏𝑏3

𝑛𝑛3 �𝑖𝑖2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

=
𝑏𝑏3

𝑛𝑛3  
𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 1)

6
 

 lim
𝑛𝑛→∞

𝑆𝑆𝑛𝑛 =  
𝑏𝑏3

3
 

 

. 𝑥𝑥را به دست آوريد = 𝑏𝑏 > 𝑦𝑦 و 0 = 𝑥𝑥 و 0 = 𝑦𝑦 و خطوط  0 = 𝑥𝑥3 مساحت ناحيه ای را که محدود به نمودار−  مثال 29
 

∆𝑥𝑥 =
𝑏𝑏 − 0
𝑛𝑛

=
𝑏𝑏
𝑛𝑛

 

𝑥𝑥𝑖𝑖 = 0 + 𝑖𝑖∆𝑥𝑥 =
𝑏𝑏𝑖𝑖
𝑛𝑛

      ,      𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) =
𝑏𝑏3

𝑛𝑛3 𝑖𝑖
3 

𝑆𝑆𝑛𝑛 = �𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)∆𝑥𝑥
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

=
𝑏𝑏4

𝑛𝑛4 �𝑖𝑖3 =
𝑏𝑏4

𝑛𝑛4

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

(
𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)

4
)2  

lim
𝑛𝑛→∞

𝑆𝑆𝑛𝑛 =
𝑏𝑏4

4
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 تست و تمرين                                          مخصوص داوطلبان کنکور                   تهيه و تنظيم: حسين حجازی

 

𝑥𝑥 = 𝑏𝑏 > 𝑖𝑖 , 𝑥𝑥 = 𝑖𝑖  ها و محدود به 𝑥𝑥  را که بالای محور  𝑦𝑦 =
1
𝑥𝑥

:مساحت تحت منحنی به معادله  (سوال امتحان) − 30 

.  است به دست آوريد
 
 
 
 
 

 يک پرسش اساسی
  دارد؟x(  f(  چه ارتباطی با خود تابع ] x , a [ها در بازه x  محدود به محور f  )xبه نظر شما مساحت زير نمودار تابع ( 

  
                                       
 
                                  f(x)             𝐴𝐴′(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

 
                     A(x)       
            a                 x 

  می باشد.x(  f همان تابع x( A)به سادگی مشخص می شود که مشتق تابع مساحت، يعنی تابع (

[0,𝜋𝜋]  در بازه  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 + .يا همين طور1 𝐴𝐴(𝑥𝑥)می باشد =
𝑥𝑥3

3
   ، [0,𝜋𝜋]در بازه 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 به عنوان مثال 

. 𝐴𝐴(𝑥𝑥)می باشد =
𝑥𝑥2

2
+ 𝑥𝑥 

 
 

 انتگرال معين 
. در ادامه خواهيم ديد به     تا اين جا با استفاده از روش مستطيل  و تشکيل دنباله ی{𝑠𝑠𝑛𝑛}و حدگيری به محاسبه مساحت پرداختيم

 در بازه        f ، نيازی نخواهيم داشت و در واقع از ايده اوليه محاسبات مساحت عدول کرده و به تابع fفرض نامنفی بودن 
] b , a [ عددی وابسته خواهيم کرد که انتگرال معين f بر بازه ] b , a [.ناميده خواهد شد   

 باشد، پس روی هر زيربازه اش نيز پيوسته است و در نتيجه روی هر بازه، ] b , a [ تابعی پيوسته روی fفرض کنيد 
 اکسترمم مطلق خواهد داشت.

𝐿𝐿𝑖𝑖 نقطه می نيمم مطلق در بازه 𝑖𝑖ام باشند ، در اين صورت مجموع  بالای ريمان و مجموع    فرض کنيد𝑈𝑈𝑖𝑖نقطه ماکزيمم مطلق و 
 پايين ريمان را به صورت زير تعريف می کنيم.

 

𝐿𝐿𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝐿𝐿1)∆𝑥𝑥 + 𝑓𝑓(𝐿𝐿2)∆𝑥𝑥 + ⋯+ 𝑓𝑓(𝐿𝐿𝑛𝑛)∆𝑥𝑥 = �𝑓𝑓(𝐿𝐿𝑖𝑖)∆𝑥𝑥
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

                ∶  مجموع پايين ريمان 

 

𝑈𝑈𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑈𝑈1)∆𝑥𝑥 + 𝑓𝑓(𝑈𝑈2)∆𝑥𝑥 + ⋯+ 𝑓𝑓(𝑈𝑈𝑛𝑛)∆𝑥𝑥 = �𝑓𝑓(𝑈𝑈𝑖𝑖)∆𝑥𝑥
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

                ∶  مجموع بالای ريمان 
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 تست و تمرين                                          مخصوص داوطلبان کنکور                   تهيه و تنظيم: حسين حجازی

 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) را در بازه [2𝜋𝜋 , 0 ] به ازای n=4 بيابيد. = sin𝑥𝑥 مجموع بالا و مجموع پايين ريمان تابع−      مثال31

 
 

 

 

  

∆𝑥𝑥 =
2𝜋𝜋 − 0

4
=
𝜋𝜋
2

 

افراز ∶  �0,
𝜋𝜋
2�

 , �
𝜋𝜋
2

,𝜋𝜋�  , � 𝜋𝜋,
3𝜋𝜋
2

 �  , � 
3𝜋𝜋
2

 , 2𝜋𝜋� 

𝐿𝐿𝑛𝑛 =  �𝑓𝑓(𝐿𝐿𝑖𝑖)∆𝑥𝑥
4

𝑖𝑖=1

=  ∆𝑥𝑥� 𝑓𝑓(𝐿𝐿1) +  𝑓𝑓(𝐿𝐿2) +  𝑓𝑓(𝐿𝐿3) +  𝑓𝑓(𝐿𝐿4)� 

      =  
𝜋𝜋
2 �

𝑓𝑓(0) +  𝑓𝑓(𝜋𝜋) + 𝑓𝑓 � 
3𝜋𝜋
2
� +  𝑓𝑓 �

3𝜋𝜋
2
�� =  −𝜋𝜋 

𝑈𝑈𝑛𝑛 =  �𝑓𝑓(𝑈𝑈𝑖𝑖)∆𝑥𝑥
4

𝑖𝑖=1

=  ∆𝑥𝑥� 𝑓𝑓(𝑈𝑈1) +  𝑓𝑓(𝑈𝑈2) +  𝑓𝑓(𝑈𝑈3) +  𝑓𝑓(𝑈𝑈4)� 

      =  
𝜋𝜋
2 �

𝑓𝑓 �
𝜋𝜋
2
�+  𝑓𝑓 �

𝜋𝜋
2
�+ 𝑓𝑓( 𝜋𝜋) +  𝑓𝑓 (2𝜋𝜋)� =  𝜋𝜋 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) بر بازه  [1,2] با افراز منظم 𝑃𝑃 مستطيل از 5 نقطه  و 4 بازه جزء  =  
1
𝑥𝑥

−مجموع های پايين و بالا را برای تابع    مثال 32

 محاسبه کنيد.

 حل:

∆𝑥𝑥 =  
2 − 1

4
=

1
4

 

𝑃𝑃 = �1,
5
4�

 , �
5
4

 ,
3
2

 �   , � 
3
2

 ,
7
4

 �  , �
7
4

 , 2� 

𝐿𝐿4 =  �𝑓𝑓(𝑙𝑙𝑖𝑖)∆𝑥𝑥
4

𝑖𝑖=1

= ∆𝑥𝑥�𝑓𝑓(𝑙𝑙1) + 𝑓𝑓(𝑙𝑙2) + 𝑓𝑓(𝑙𝑙3) + 𝑓𝑓(𝑙𝑙4)� =  
1
4

 � 𝑓𝑓 �
5
4
� +  𝑓𝑓 �

3
2
� + 𝑓𝑓 �

7
4
� + 𝑓𝑓(2)� =  

533
84

 

𝑈𝑈4 =  �𝑓𝑓(𝑈𝑈𝑖𝑖)∆𝑥𝑥
4

𝑖𝑖=1

= ∆𝑥𝑥�𝑓𝑓(𝑈𝑈1) + 𝑓𝑓(𝑈𝑈2) + 𝑓𝑓(𝑈𝑈3) + 𝑓𝑓(𝑈𝑈4)� = ∆𝑥𝑥 �𝑓𝑓(1) + 𝑓𝑓 �
5
4
� + 𝑓𝑓 �

3
2
� + 𝑓𝑓 �

7
4
�� =

319
420
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 تست و تمرين                                          مخصوص داوطلبان کنکور                   تهيه و تنظيم: حسين حجازی

 

   تابعی صعودی باشد:f اگر –نکته 

�
𝒇𝒇(𝒍𝒍𝒊𝒊) = 𝒇𝒇(𝒙𝒙𝒊𝒊−𝟏𝟏) 
𝒇𝒇(𝑼𝑼𝒊𝒊)  =   𝒇𝒇(𝒙𝒙𝒊𝒊)

� 

  تابعی نزولی باشد:fو اگر 

�
𝒇𝒇(𝒍𝒍𝒊𝒊) = 𝒇𝒇(𝒙𝒙𝒊𝒊) 

𝒇𝒇(𝑼𝑼𝒊𝒊)  =   𝒇𝒇(𝒙𝒙𝒊𝒊−𝟏𝟏)
� 

  . 𝐿𝐿𝑛𝑛 را به دست آوريد در مسائل زير𝑈𝑈𝑛𝑛 و  ∶  33) سوال امتحانی

𝑛𝑛 = , 2− ]   با   4 𝑓𝑓(𝑥𝑥)    بر   [2 = 𝑒𝑒𝑥𝑥    الف)    

 

 

 

 

𝑛𝑛 = , 1 ]   با   5 𝑓𝑓(𝑥𝑥)    بر   [2 = ln 𝑥𝑥  ب)      

 

 

 

𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)    بر   [𝜋𝜋, 0 ]   با   6 = sin 𝑥𝑥  ج)    

 

 

 

, 0 تشکيل شده   
1
3

 ,
2
3

 , 𝑓𝑓(𝑥𝑥) بر بازه [0,1] وقتی افراز از 4 نقطه 1 = 𝑥𝑥3 مجموع پايين ريمان تابع ∶ �تست� −  34 

 باشد، کدام است؟

1)
1
2

                     2) 
1
3

                        3) 
2
9

                   4) 
1
9
 

 حل:

𝐿𝐿3 = �0 +
1

27
+

8
27
� × 

1
3

=  
1
9
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 تست و تمرين                                          مخصوص داوطلبان کنکور                   تهيه و تنظيم: حسين حجازی

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) بر بازه[0,3] مفروض است. اگر اين بازه را به سه قسمت تقسيم کنيم، مقدار =  �𝑥𝑥    𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
2   𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

� تابع  ∶ �تست� − 35  

 مجموع بالای ريمان کدام است؟

1)4                     2)5                        3) 6                   4) 7 

 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) در بازه  [0,2]کدام است ؟ = 3 𝑥𝑥2 مجموع بالای ريمان ∶ �تست � − 36 

1)
24
𝑛𝑛3 �𝑖𝑖2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

                     2)
24
𝑛𝑛
�𝑖𝑖2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

                         3) 
24
𝑛𝑛3 �𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

                    4) 
8
𝑛𝑛3 �𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

  

 

 

. دنباله {𝑳𝑳𝒏𝒏}   دنباله صعودی و دنباله {𝑼𝑼𝒏𝒏} نزولی می باشند ∶  نکته

 

𝑨مانند همگرا باشند، می گوييم هرگاه دنباله ها ی {𝑳𝑳𝒏𝒏}   و  {𝑼𝑼𝒏𝒏}   برای تابع 𝐟𝐟 در بازه[𝒂𝒂,𝒃𝒃] به يک عدد  ∶  تعريف

:   تابع 𝒇𝒇 بر [𝒂𝒂,𝒃𝒃]  انتگرال پذير است و عدد 𝑨 را  انتگرال معين اين تابع بر بازه [𝒂𝒂,𝒃𝒃] می گوييم و می نويسيم

𝑨 = � 𝒇𝒇(𝒙𝒙)
𝒃𝒃

𝒂𝒂
𝒅𝒅𝒙𝒙 

 توجه: انتگرال معين، يک عدد حقيقی است که می تواند مثبت، منفی و يا صفر باشد.

𝑓𝑓(𝑥𝑥) در [1,1−] انتگرال پذير است ؟ = �1  𝑥𝑥 ≠ 0
0  𝑥𝑥 = 0

� آيا تابع  −  مثال 37

 حل:

∆𝑥𝑥 =
2
𝑛𝑛

 

𝐿𝐿𝑛𝑛 = �𝑓𝑓(𝑙𝑙𝑖𝑖)∆𝑥𝑥 =
2
𝑛𝑛

(1 + 1 + 1 + ⋯+ 0 + 1 + ⋯+ 1) =
2
𝑛𝑛

(𝑛𝑛 − 1)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

𝑈𝑈𝑛𝑛 =
2
𝑛𝑛

(1 + 1 + ⋯+ 1) =
2
𝑛𝑛

(𝑛𝑛) = 2 

lim
𝑛𝑛→∞

𝑙𝑙𝑛𝑛 = 2 = lim
𝑛𝑛→∞

𝑈𝑈𝑛𝑛
𝑓𝑓 انتگرال پذير است 
�����������    � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 = 2

1

−1
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 تست و تمرين                                          مخصوص داوطلبان کنکور                   تهيه و تنظيم: حسين حجازی

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) در [1,1−] انتگرال پذير است ؟ = �1    𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥
0    𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥

� آيا تابع  −  مثال 38

 

. �در صورت وجود به دست آوريد 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥  مقدار. 𝑓𝑓(𝑥𝑥)  مفروض است =  �𝑥𝑥            𝑥𝑥 ≥ 0
1 − 𝑥𝑥    𝑥𝑥 < 0

�
1

−1
−تابع   مثال 39

 

 

  پيوسته باشد، آن گاه در اين بازه انتگرال پذير است ولی عکس ] b , a [ در بازه fقضيه- اگر تابع 
) 41مطلب در حالت کلی درست نيست. ( مثال   

 

 تعداد متناهی نقطه ناپيوستگی داشته باشد ولی در اين نقاط دارای ] b , a [ در بازه fتذکر: اگر تابع 
  در اين بازه انتگرال پذير است.fحد چپ و راست باشد( نه لزوما برابر )، آن گاه تابع 

 

𝑦𝑦 روی بازه [2,5]انتگرال پذير است ؟ = 2𝑥𝑥 + آيا تابع 1 −  مثال 40

 

 

 

: ,Ciϵ[𝑥𝑥𝑖𝑖−1 نقطه دلخواهی از بازه جزء 𝑖𝑖ام باشد، می توان ثابت کرد که 𝑥𝑥𝑖𝑖]هرگاه ∶  تذکر

� 𝒇𝒇(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒙𝒙 = 𝐥𝐥𝐢𝐢𝐥𝐥
𝒏𝒏→∞

�𝒇𝒇(𝑪𝑪𝒊𝒊)∆𝒙𝒙
𝒏𝒏

𝒊𝒊=𝟏𝟏

𝒃𝒃

𝒂𝒂
 

  

]  حاصل   𝑓𝑓(𝐶𝐶𝑖𝑖)∆𝑥𝑥�کدام است ؟
7
8

 ,
15
8

]
4

𝑖𝑖=1

𝑓𝑓(𝑥𝑥)  در بازه = log
4𝑥𝑥 + 1

4𝑥𝑥
برای تابع  ∶ (تست) − 41 

1) 
1
8

log 2            2) 
1
4

 log 2            3) 
1
2

log 2             4) log 2 
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 تست و تمرين                                          مخصوص داوطلبان کنکور                   تهيه و تنظيم: حسين حجازی

 

𝑈𝑈𝑛𝑛  در بازه[1,2−] کدام است ؟ − 𝐿𝐿𝑛𝑛 𝑓𝑓(𝑥𝑥) باشد،  مقدار  = � 2     𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
−2  𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥

� اگر تابع  ∶ �تست� − 42 

1) 6                    2) 8                         3) 10                     4) 12 

 

 

𝒇𝒇(𝒙𝒙) در بازه[𝒂𝒂,𝒃𝒃]  باشد،  داريم = �𝒎𝒎     𝒙𝒙𝒙𝒙𝒙𝒙
𝒏𝒏  𝒙𝒙𝒙𝒙𝒙𝒙

� اگر تابع  ∶  نکته

𝐔𝐔𝐧𝐧 − 𝐋𝐋𝐧𝐧 = |𝐥𝐥− 𝐧𝐧|(𝐛𝐛 − 𝐚𝐚) 

∶  نکته

,𝑖𝑖] پيوسته و يکنوا باشد آن گاه اختلاف مجموع بالا و مجموع پايين ريمان در اين بازه عبارت از 𝑏𝑏] در بازه 𝑓𝑓 اگر  تابع 

𝐔𝐔𝐧𝐧 − 𝐋𝐋𝐧𝐧 = |𝒇𝒇(𝒂𝒂)− 𝐟𝐟(𝐛𝐛)| × ∆𝐱𝐱 

 

n مجموع  بالای ريمان چقدر از مجموع پايين ريمان کمتر است  ؟ = f(x) در [1,4]  و180 = x2 برای تابع ∶ �تست� − 43 

1) 
1
2

                    2)
1
4

                    3)
1
6

                 4)
1
8

 

 

 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) حداقل تعداد تقسيمات بازه [1,4] چقدر باشد تا اختلاف مجموع بالا و پايين   = 5 + 2𝑥𝑥 در تابع ∶ �تست� − 44 

. باشد
1
5

  کمتر يا مساوی 

1) 150                   2) 151                  3) 900                4) 901 
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 تست و تمرين                                          مخصوص داوطلبان کنکور                   تهيه و تنظيم: حسين حجازی

 

هرگاه تابع 𝒇𝒇 بر بازه [𝒂𝒂,𝒃𝒃]  پيوسته باشد و 𝑴𝑴 ,𝒎𝒎  به ترتيب می نيمم و ماکزيمم مطلق 𝒇𝒇بر اين بازه باشند، آن گاه ∶   قضيه

𝐥𝐥(𝐛𝐛 − 𝐚𝐚) ≤ � 𝐟𝐟(𝐱𝐱)𝐝𝐝𝐱𝐱 ≤ 𝐌𝐌(𝐛𝐛 − 𝐚𝐚)
𝐛𝐛

𝐚𝐚
 

 اثبات)

 

 

 

 

 

 

. ,𝑖𝑖]می گويند 𝑏𝑏] بر بازه 𝑓𝑓 مقدار متوسط يا ميانگين تابع 𝑓𝑓̅ =
1

𝑏𝑏 − 𝑖𝑖� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 به مقدار ∶ نکته
𝑏𝑏

𝑖𝑖
 

 

 مثال- نامساوی های زير را ثابت کنيد.

45)  0 ≤ � sin
𝜋𝜋
2
𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

2

0
≤ 2 

 

 

 

 

46)  
3

26
≤ �

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 1

5

2
≤

3
5
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 تست و تمرين                                          مخصوص داوطلبان کنکور                   تهيه و تنظيم: حسين حجازی

 

𝐴𝐴  باشد، حدود 𝐴𝐴 کدام است ؟ = �
𝑑𝑑𝑥𝑥

1 + 𝑥𝑥4

2

1
:اگر �تست� − 47 

1) 1 ≤ 𝐴𝐴 ≤ 2           2) 1
17
≤ 𝐴𝐴 ≤ 1

2
          3) 0 ≤ 𝐴𝐴 ≤  1

17
        4) 1

2
≤ 𝐴𝐴 ≤ 1 

 

 

اگر نمودار تابع 𝑓𝑓  به صورت زير باشد مقدار متوسط آن در بازه[0,2𝑛𝑛] برابر 10باشد،n  کدام است ؟ ∶ �تست� − 48 

1) 10                          2) 20                           3) 25                            4) 30 

                                                                                                                                        n    

                                                                                                                

   تابعی انتگرال پذير باشدf هرگاه –قضيه 

�� 𝐟𝐟(𝐱𝐱)𝐝𝐝𝐱𝐱
𝐛𝐛

𝐚𝐚
� ≤ � |𝐟𝐟(𝐱𝐱)|𝒅𝒅𝒙𝒙

𝐛𝐛

𝐚𝐚
 

 اثبات:

 

 

 

 

 

. را به دست آوريد �∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥𝑏𝑏
𝑖𝑖 �  ,∫ |𝑓𝑓(𝑥𝑥)|𝑑𝑑𝑥𝑥𝑏𝑏

𝑖𝑖 اگر نمودار 𝑓𝑓 به صورت مقابل باشد، حاصل  −  مثال 49

a  2              b 

       5 

 

 

 

2n 
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 تست و تمرين                                          مخصوص داوطلبان کنکور                   تهيه و تنظيم: حسين حجازی

 

 دو نکته مهم

 𝟏𝟏 ) فرض کنيد 𝒇𝒇 تابعی زوج بر [𝒂𝒂 ,𝒂𝒂−]باشد، در اين صورت

� 𝐟𝐟(𝐱𝐱)𝐝𝐝𝐱𝐱 = 𝟐𝟐� 𝐟𝐟(𝐱𝐱)𝐝𝐝𝐱𝐱
𝐚𝐚

𝟎𝟎

𝐚𝐚

−𝒂𝒂
 

 
 𝟐𝟐 ) فرض کنيد 𝒇𝒇 تابعی فرد بر [𝒂𝒂 ,𝒂𝒂−]باشد، در اين صورت

� 𝐟𝐟(𝐱𝐱)𝐝𝐝𝐱𝐱 = 𝟎𝟎
𝐚𝐚

−𝒂𝒂
 

 
 

-a       a                                   -a             a 

                                            فرد                            زوج   

. �را بيابيد (𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥 + tan 𝑥𝑥 ) 𝑑𝑑𝑥𝑥  حاصل − مثال 50 
1

−1
 

 

 

 

 ويژگی های انتگرال معين

𝟏𝟏)� 𝒇𝒇(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒙𝒙𝒂𝒂

𝒂𝒂
 

𝟐𝟐) � 𝒇𝒇(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒙𝒙 =  −� 𝒇𝒇(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒙𝒙
𝒃𝒃

𝒂𝒂

𝒃𝒃

𝒂𝒂
 

𝟑𝟑) � 𝒇𝒇(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒙𝒙 =  � 𝒇𝒇(𝒕𝒕)𝒅𝒅𝒕𝒕
𝒃𝒃

𝒂𝒂

𝒃𝒃

𝒂𝒂
 

𝟒𝟒) � 𝒇𝒇(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒙𝒙 =  � 𝒇𝒇(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒙𝒙
𝒄𝒄

𝒂𝒂
+ � 𝒇𝒇(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒙𝒙

𝒃𝒃

𝒄𝒄

𝒃𝒃

𝒂𝒂
 

𝟓𝟓) � 𝒅𝒅𝒙𝒙 = 𝒃𝒃 − 𝒂𝒂
𝒃𝒃

𝒂𝒂
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 تست و تمرين                                          مخصوص داوطلبان کنکور                   تهيه و تنظيم: حسين حجازی

 

نمودار تابع 𝑓𝑓  به صورت زير است مقدار متوسط تابع 𝑓𝑓  در بازه[1,3−]کدام است ؟ ∶ �تست� − 51 

1) 1           2)
1
8

           3) 
1
4

            4) 
1
2

 

 

                                        f 

       1 

-1         0         1         2         3 

 

 

�کدام است ؟ f(x)dx،روی بازه  [2,5−] برابر 4باشد f  [2,2−]  نسبت به مبداء متقارن و مقدار متوسط تابع  f اگر تابع − 52
5

2
 

1) − 28             2) 28             3) 12            4) 4  

 

. اگر𝑓𝑓  بر [3,1−]   پيوسته بوده و داشته باشيم : �تست� نمودار تابع 𝑓𝑓 روی بازه [1,1−]  نسبت به مبداء متقارن است − 53 

�کدام  است ؟   𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
3

−1
𝐵𝐵 حاصل  = � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥

−1

−3
   , 𝐴𝐴 = � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥    

1

0
 

1) B                   2) 2A            3) A+2B       4) 2A+B 

 

 

 مثال- حاصل انتگرال های زير را به دست آوريد.

54) � [𝑥𝑥]𝑑𝑑𝑥𝑥
3

0
 

 

 

55) � �
𝑥𝑥
2
� 𝑑𝑑𝑥𝑥

4

0
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 تست و تمرين                                          مخصوص داوطلبان کنکور                   تهيه و تنظيم: حسين حجازی

 

56) � �√𝑥𝑥�𝑑𝑑𝑥𝑥
4

0
 

 

 

57) � �
1
𝑥𝑥
� 𝑑𝑑𝑥𝑥

1
2

1
4

 

 

 

58) � [cos 𝑥𝑥]𝑑𝑑𝑥𝑥
𝜋𝜋

0
 

 

 

59) � [𝑥𝑥]𝑑𝑑𝑥𝑥
𝜋𝜋
2

0
 

 

 قضيه مقدار ميانگين در انتگرال ها

   تابعی پيوسته باشد، نقطه ای مانند C  از اين بازه وجود دارد به قسمی که :] b , a [ بر fهرگاه 

� 𝐟𝐟(𝐱𝐱)𝐝𝐝𝐱𝐱 = 𝐟𝐟(𝐜𝐜)(𝐛𝐛 − 𝐚𝐚)
𝐛𝐛

𝐚𝐚
 

 اثبات:

 

M 

F(c)  

m 

    0        a       L        c        U            b      x 
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 تست و تمرين                                          مخصوص داوطلبان کنکور                   تهيه و تنظيم: حسين حجازی

 

 و محور f  پيوسته باشد، مساحت محصور بين نمودار تابع ] b , a [ روی f: اين قضيه بيان می کند که اگر تعبير هندسی
x ها و خطوطa = x و  b = x برابر مساحت مستطيلی است که طول آن، طول اين بازه و عرض آن مقدار متوسط تابع f 

 در اين بازه خواهد بود.

 

 قضيه اساسی حساب ديفرانسيل و انتگرال

:  فرض کنيم تابع f بر بازه I که شامل نقطه a است پيوسته باشد، در اين صورت احکام زير برقرارند

 الف ) هرگاه تابع F بر I  با ضابطه

F(x) =  � f(t)dt
x

a
 

. F′(𝑥𝑥) = f(x)مشتق پذير است و  F تعريف می کنيم آن گاه 

a, bمانند  𝐼𝐼آن گاه برای هر دو نقطه از𝐺𝐺′(𝑥𝑥) =  𝑓𝑓(𝑥𝑥) باشد به طوری که 𝑓𝑓 تابع اوليه ديگری برای 𝐺𝐺 ب) هرگاه 

� f(x)dx = G(b) −  G(a)
b

𝑖𝑖
 

 اثبات- 

 

 

 

 

 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 در [1,2]می باشد کافيست تابع اوليه𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2 که همان سطح زير منحنی � 3𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑥𝑥
3

1
 به عنوان مثال برای محاسبه 

 را در نظر بگيريم و :

� 3𝑥𝑥2
2

1
𝑑𝑑𝑥𝑥 =  𝑥𝑥3]

2
1

= 23 − 13 = 7 

f  را چگونه بيابيم؟) xاکنون اين سوال مطرح می شود که تابع اوليه  (  

  F را بيان خواهيم کرد.)x(پس از طرح چند تست از قضيه اساسی، چگونگی يافتن  
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 تست و تمرين                                          مخصوص داوطلبان کنکور                   تهيه و تنظيم: حسين حجازی

 

کدام است ؟
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑥𝑥

(�
𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡

1 +  𝑡𝑡2)
1

𝑥𝑥
حاصل  ∶ �تست� − 60 

1)
−𝑥𝑥

1 + 𝑥𝑥2            2)
𝑥𝑥2

(1 + 𝑥𝑥2)2          3)
𝑥𝑥

1 + 𝑥𝑥2         4)
1

1 + 𝑥𝑥2 

 

𝐺𝐺(𝑥𝑥) کدام است ؟ = � (𝑡𝑡 − 1)𝑒𝑒2𝑡𝑡
𝑥𝑥

0
𝑑𝑑𝑡𝑡  طول نقطه اکسترمم موضعی تابع ∶ �تست� − 61 

1) 1                 2) 2                  3) 3               4)− 1 

 

 

𝐹𝐹′(6) کدام است ؟ + 𝐹𝐹(6) حاصل ،𝐹𝐹(𝑥𝑥) = � 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡 به صورت زير باشد و  𝑓𝑓اگر نمودار تابع ∶ �تست� −  62
𝑥𝑥

0
 

1) -1                   2) 1               3) 2            4) -2 

1 

0               3     4     5 

-1                                       f 

 نکته مهم:

 ( v و u  عبارت های مشتق پذيرند. ) 

𝐲𝐲 = � 𝐟𝐟(𝐭𝐭)𝐝𝐝𝐭𝐭 ⇒  𝐲𝐲′ = 𝐯𝐯′𝐟𝐟(𝐯𝐯) −  𝐮𝐮′𝐟𝐟(𝐮𝐮)
𝐯𝐯

𝐮𝐮
 

 

x کدام است ؟ =
π
4

f(x)  مقدار مشتقf(x) به ازای   = �
(4 − t)dt

t2 + 2t + 3

tan x

0
اگر   ∶ �تست� − 63 

1) 
1
2

                         2)  
1
3

                  3) 1               4) 
4
3
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 تست و تمرين                                          مخصوص داوطلبان کنکور                   تهيه و تنظيم: حسين حجازی

 

𝑥𝑥 کدام است ؟ = 𝑓𝑓 به ازای 2 �
1
𝑥𝑥
𝑓𝑓(𝑥𝑥) باشد، مشتق� = �

3𝑑𝑑𝑡𝑡
1 + 𝑡𝑡3

𝑥𝑥

1
اگر   ∶ �تست� − 64 

1) 
1
3

                         2)−  
1
3

                  3) 
2
3

               4)−
2
3
 

 

 

 

lim  کدام است ؟
𝑥𝑥→0

∫ tan 2𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡𝑥𝑥
0
𝑥𝑥 sin𝑥𝑥

حاصل   ∶ �تست� − 65 

1) 2                         2) 
1
2

                  3)− 1               4)1 

 

 

𝑥𝑥 کدام است ؟ =
1
2

′y   به ازای  y مقدار  = x G �
1
x
� G(x) و  = �

cosπt
1 + t2

x

2
dt اگر ∶ �تست� − 66 

1) 
1
5

                         2)−  
2
5

                  3)−  
1
5

               4)
2
5
 

 

 

 

′′𝐹𝐹   کدام است ؟ 𝐹𝐹(𝑥𝑥) باشد، حاصل(1) =  �
𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑡𝑡 

1 + 𝑡𝑡3

𝑥𝑥

0
اگر   ∶ �تست� − 67 

1) −  
1
2

                         2) 
1
2

                  3)−
1
4

               4)
1
4
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 انتگرال نامعين ( تابع اوليه) 

  می نامندf را تابع اوليه يا انتگرال نامعين تابع F تعريف شده باشد، آن گاه ] b , a [ تابعی باشد که در بازه شامل بازه fاگر 

 . 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥�نمايش می دهند 𝐹𝐹′(𝑥𝑥) و تابع اوليه تابع 𝑓𝑓 را با نماد   = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) اگر 

�𝐟𝐟(𝐱𝐱)𝐝𝐝𝐱𝐱 = 𝐅𝐅(𝐱𝐱)    ⇔    𝐅𝐅′(𝐱𝐱) = 𝐟𝐟(𝐱𝐱) 

. f را به دست آوريد � باشد، (1)′ f(x)dx =  x4 + x2 اگر − 68  مثال

 

 

 

 

′𝑓𝑓کدام است ؟  �
𝜋𝜋
2
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)آن گاه = �𝑥𝑥 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 اگر ∶ �تست� − 69 

1) −
𝜋𝜋
2

                      2)
𝜋𝜋
2

                    3)− 1                  4) 1 

 

fكدام است ؟ ′ �
𝜋𝜋
2
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥�آن گاه  = 𝑥𝑥 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑥𝑥 ∶ �تست� −  70 

1) −
𝜋𝜋
2

            2) 
𝜋𝜋
2

             3)− 1           4) 1 

 

 فرمول هاي انتگرالگيري

𝟏𝟏)  �𝐤𝐤 𝐝𝐝𝐱𝐱 = 𝐤𝐤𝐱𝐱 + 𝐜𝐜 

2)   ∫𝐱𝐱𝐧𝐧𝐝𝐝𝐱𝐱 =  𝟏𝟏
𝐧𝐧+𝟏𝟏

𝐱𝐱𝐧𝐧+𝟏𝟏 +  𝐜𝐜                 (∫𝐱𝐱−𝟏𝟏𝐝𝐝𝐱𝐱 =  𝐥𝐥𝐧𝐧|𝐱𝐱| + 𝐜𝐜) 

3)  ∫ 𝐬𝐬𝐢𝐢𝐧𝐧𝐚𝐚𝐱𝐱 𝐝𝐝𝐱𝐱 =  −  𝟏𝟏
𝐚𝐚
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝐚𝐚𝐱𝐱 + 𝐜𝐜 

4)  ∫ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝐚𝐚𝐱𝐱 𝐝𝐝𝐱𝐱 =  𝟏𝟏
𝐚𝐚
𝐬𝐬𝐢𝐢𝐧𝐧 𝐚𝐚𝐱𝐱 + 𝐜𝐜 
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5)   ∫(𝟏𝟏 + 𝐭𝐭𝐚𝐚𝐧𝐧𝟐𝟐𝐚𝐚𝐱𝐱) =   𝟏𝟏
𝐚𝐚
𝐭𝐭𝐚𝐚𝐧𝐧𝐚𝐚𝐱𝐱 + 𝐜𝐜  

6)   ∫(𝟏𝟏 + 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐭𝐭𝟐𝟐𝐚𝐚𝐱𝐱) =  −  𝟏𝟏
𝐚𝐚
𝐜𝐜𝐜𝐜𝐭𝐭 𝐚𝐚𝐱𝐱 + 𝐜𝐜  

7)   ∫𝐞𝐞𝐚𝐚𝐱𝐱 𝐝𝐝𝐱𝐱 =  𝟏𝟏
𝐚𝐚

 𝐞𝐞𝐚𝐚𝐱𝐱 +  𝐜𝐜 

8)   ∫ 𝐭𝐭𝐚𝐚𝐧𝐧𝐚𝐚𝐱𝐱 𝐝𝐝𝐱𝐱 =  −  𝟏𝟏
𝐚𝐚

 𝐥𝐥𝐧𝐧 |𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝐚𝐚𝐱𝐱| +  𝐜𝐜  

9)  ∫ 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐭𝐭 𝐚𝐚𝐱𝐱 𝐝𝐝𝐱𝐱 =   𝟏𝟏
𝐚𝐚

 𝐥𝐥𝐧𝐧  |𝐬𝐬𝐢𝐢𝐧𝐧 𝐚𝐚𝐱𝐱| +  𝐜𝐜  

10)  ∫ 𝐝𝐝𝐱𝐱
�𝐚𝐚𝟐𝟐−𝐱𝐱𝟐𝟐

=  𝐬𝐬𝐢𝐢𝐧𝐧−𝟏𝟏 �𝐱𝐱
𝐚𝐚
� + 𝐜𝐜 

11)  ∫ 𝐝𝐝𝐱𝐱
𝐚𝐚𝟐𝟐+𝐱𝐱𝟐𝟐

=  𝟏𝟏
𝐚𝐚

 𝐭𝐭𝐚𝐚𝐧𝐧−𝟏𝟏  �𝐱𝐱
𝐚𝐚
� + 𝐜𝐜   

 

 
 قضيه 

𝒌𝒌  𝒇𝒇(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒙𝒙∫(الف   = 𝒌𝒌∫𝒇𝒇(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒙𝒙                                                                  

𝒇𝒇(𝒙𝒙)�∫(ب     ±  𝒈𝒈(𝒙𝒙)� 𝒅𝒅𝒙𝒙 = ∫𝒇𝒇(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒙𝒙  ±  ∫𝒈𝒈(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒙𝒙                       

 
 انتگرال هاي زير را محاسبه كنيد.

71) ∫𝒙𝒙𝟐𝟐 𝒅𝒅𝒙𝒙 

 

 

𝟕𝟕𝟐𝟐)�
𝟏𝟏
𝒙𝒙𝟑𝟑 𝐝𝐝𝐱𝐱 
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𝟕𝟕𝟑𝟑)��𝐬𝐬𝐢𝐢𝐧𝐧𝟓𝟓𝒙𝒙 + √𝒙𝒙�𝒅𝒅𝒙𝒙  

 

 

𝟕𝟕𝟒𝟒) �(𝐞𝐞𝟑𝟑𝐱𝐱 +
𝟏𝟏
𝐱𝐱 + 𝐭𝐭𝐚𝐚𝐧𝐧𝟐𝟐𝐱𝐱 ) 𝐝𝐝𝐱𝐱 

 

 

𝟕𝟕𝟓𝟓) �
𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟐𝟐√𝒙𝒙+ 𝟏𝟏

𝒙𝒙   𝒅𝒅𝒙𝒙 

 

 

𝟕𝟕𝟕𝟕) �𝒕𝒕𝒂𝒂𝒏𝒏𝟐𝟐 𝒙𝒙 𝒅𝒅𝒙𝒙 

 

 

𝟕𝟕𝟕𝟕) ��
𝟏𝟏

𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟒𝟒 + 𝒆𝒆𝟑𝟑𝒙𝒙 − 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝟐𝟐𝒙𝒙�𝒅𝒅𝒙𝒙 

 

 

𝟕𝟕𝟕𝟕) �
(𝒙𝒙+ 𝟐𝟐)𝟑𝟑

𝒙𝒙 𝐝𝐝𝐱𝐱 

 

 

𝟕𝟕𝟕𝟕) �𝐬𝐬𝐢𝐢𝐧𝐧𝟒𝟒𝒙𝒙𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬 𝟐𝟐𝒙𝒙 𝒅𝒅𝒙𝒙 
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𝟕𝟕𝟎𝟎) �(𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝟒𝟒𝒙𝒙 − 𝒄𝒄𝒊𝒊𝒏𝒏𝟒𝟒𝒙𝒙)  𝒅𝒅𝒙𝒙 

 

 

𝟕𝟕𝟏𝟏)  �(𝟐𝟐𝒄𝒄𝒊𝒊𝒏𝒏𝟐𝟐𝒙𝒙+ 𝟏𝟏) 𝒅𝒅𝒙𝒙 

 

 

𝟕𝟕𝟐𝟐) �
𝟏𝟏 + 𝒆𝒆𝟐𝟐𝒙𝒙

𝒆𝒆𝒙𝒙  𝒅𝒅𝒙𝒙 

 

 

𝟕𝟕𝟑𝟑) ��(𝟏𝟏 − √𝒙𝒙)𝟐𝟐 + 𝟒𝟒√𝒙𝒙    𝒅𝒅𝒙𝒙 

 

𝟕𝟕𝟒𝟒) �
𝒅𝒅𝒙𝒙

𝒄𝒄𝒊𝒊𝒏𝒏𝟐𝟐𝒙𝒙 

 

 

𝟕𝟕𝟓𝟓) �
𝒅𝒅𝒙𝒙

𝒄𝒄𝒊𝒊𝒏𝒏𝟐𝟐𝒙𝒙𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝟐𝟐𝒙𝒙 
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� آن گاه  𝑔𝑔(1)  كدام است ؟
𝑥𝑥4 + 2𝑥𝑥2 + 2

𝑥𝑥2 + 1
𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) +  

1
3

 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐  اگر ∶ �تست� −  86  

1) 
𝜋𝜋
4

                       2) 
𝜋𝜋
2

                       3) 
𝜋𝜋
3

                     4) 1 

 

� باشد آن گاه 𝑓𝑓(𝑥𝑥)كدام است ؟
𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥3 𝑑𝑑𝑥𝑥 =  

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
2𝑥𝑥2 +  𝑐𝑐  اگر ∶ �تست � −  87 

1) 2𝑥𝑥 − 1              2) 2𝑥𝑥 + 1              3)− 2𝑥𝑥 − 1        4)− 2𝑥𝑥 + 1 

 

 

�آن گاه 𝑓𝑓(𝑥𝑥) كدام است ؟ 
�1 + √𝑥𝑥�

2
− 𝑥𝑥

√𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑥𝑥 = √𝑥𝑥𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑐𝑐 اگر  ∶ �تست� −  88 

1) 2 + 2√𝑥𝑥              2) 𝑥𝑥 − √𝑥𝑥          3) 1 + 2√𝑥𝑥          4) 1 + 4√𝑥𝑥 

 

 

�  باشد 𝑓𝑓(𝑥𝑥)  كدام است ؟ 
5𝑥𝑥2 + 6𝑥𝑥

2√𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)√𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 اگر ∶ �تست� −  86 

1) 𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥          2) 𝑥𝑥2 + 3𝑥𝑥           3) 2 𝑥𝑥2 + 2       4) 2𝑥𝑥2 + 3 

 

𝑥𝑥2)��  باشد 𝑓𝑓(𝑥𝑥)  كدام است ؟  −
1
𝑥𝑥2)2 + 4𝑑𝑑𝑥𝑥 =

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
3𝑥𝑥

+ 𝑐𝑐 اگر ∶ �تست� − 87 

1) 𝑥𝑥3 − 4          2)  𝑥𝑥3 + 4          3)𝑥𝑥4 + 3       4) 𝑥𝑥4 − 3 

 

 

 

𝐹𝐹(0)  باشد مقدار 𝐹𝐹(1) كدام است ؟ = 𝐹𝐹(𝑥𝑥)  باشد  1 = �7𝑥𝑥√𝑥𝑥3 𝑑𝑑𝑥𝑥 ∶ �تست� − 91 

1)1                       2) 2                       3) 3                     4) 4 
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𝑑𝑑𝑦𝑦 که نمودارf  صدق کند، ضابطه تابع 
𝑑𝑑𝑥𝑥

= 3𝑥𝑥−1
√𝑥𝑥

𝑦𝑦 در رابطه    = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)  اگر تابع با ضابطه − �سوال امتحاني�   − 92 

) می گذرد را بيابيد.1 و 0آن از (   

 

,𝑀𝑀(𝑥𝑥 برابر عكس مجذور طول آن نقطه باشد 𝑦𝑦)در هر نقطه 𝑓𝑓 اگر ضريب زاويه ي خط مماس بر نمودار ∶ �تست� −  93 

   و نمودار تابع از نقطه (2,3) بگذرد𝑓𝑓(1)كدام است ؟

1) 
1
2

                   2) 
5
2

                    3) 
3
2

                      4) 
7
2

 

 

 محاسبه انتگرال معين به كمك تابع اوليه

94) � �√𝑥𝑥 − 1�𝑑𝑑𝑥𝑥
2

0
 

 

 

95) � |3𝑥𝑥 − 1|[3𝑥𝑥]𝑑𝑑𝑥𝑥
1

0
 

 

 

 

96) � (𝑥𝑥 − |𝑥𝑥|)𝑑𝑑𝑥𝑥
2

−1
 

 

 

 

97) � (𝑥𝑥 + |𝑥𝑥|)𝑑𝑑𝑥𝑥
2

−1
 

 

98) � (𝑥𝑥 + |𝑥𝑥|)[𝑥𝑥]𝑑𝑑𝑥𝑥
2

−1
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99) ∫ (sin 𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠3𝑥𝑥 − 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛3𝑥𝑥𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑥𝑥
𝜋𝜋
8

0 )𝑑𝑑𝑥𝑥 

 

100) �
𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛−1𝑥𝑥
√1 − 𝑥𝑥4

1

−1
 

 

 

كدام است ؟  �
π
6

,
π
3
� f(x) در بازه = sin 2x مقدار متوسط تابع ∶ �تست� −  101 

1) 
3 
𝜋𝜋

                  2) 
4 
𝜋𝜋

                    3) 
𝜋𝜋 
3

                      4) 
𝜋𝜋
6

 

 

 

𝑐𝑐 3√ است 𝑐𝑐  كدام است ؟ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)  در بازه [0,5]  برابر مقدار  تابع در نقطه   = 𝑥𝑥√𝑥𝑥   ميانگين تابع ∶  102 -(تست)

1)10                       2) 15                       3) 20                     4) 25 

 

 

. به دست  آوريد �−
𝜋𝜋
2

, 0� 𝑓𝑓(𝑥𝑥) را بر بازه   =  𝑒𝑒−𝑥𝑥 + cos 𝑥𝑥 مقدار ميانگين تابع ∶ � سوال امتحاني� − 103 

 

 

 

. 𝑦𝑦مي باشد به دست آوريد =
5

𝑥𝑥2 + 1
𝑦𝑦 و تحت نمودار   = مساحت ناحيه 𝑅𝑅 را كه بالاي خط 1 ∶ � سوال امتحاني� − 104 

 

 

 

. 𝑦𝑦  را محاسبه كنيد = sin𝑥𝑥 مساحت يك طاق ∶ −( سوال امتحاني)  105 
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 مساحت هاي هاشور زده را به دست آوريد.

106) 

                           𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥     

 

 

 

 

107) 

                        𝑦𝑦3 = 𝑥𝑥  

1 

      1  

 

 

108) 

            𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 

 

                  𝑦𝑦 = 2 − 𝑥𝑥 

 

                 

109) 

 

                    𝑦𝑦 = 1
𝑥𝑥
 

1 t 

کدام است ؟ �0,
𝜋𝜋
6� 𝑦𝑦  و محور𝑥𝑥ها  در بازه  = 2 sin 𝑥𝑥 cos 3𝑥𝑥 سطح محصور به منحنی تابع − 110  

1) 
1 
2

                  2) 
1 
4

                    3) 
1 
6

                      4) 
1
8
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