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 فصل چهارم 
Chapter 4 

   یمهندس ياضياتر يرمسائل فرا گ
Over All Problems on Engineering Mathematics 

 بخش اول 
Section one 
 مسائل حسابان 

Calculus Problems 
 بخش 

  Calculus Problems  حسابان  مسائل 
جبر، مثلثات ،  يدمجموعه ، با ينو استفاده کنندگان ا ينجلد اول گفته شد ، مهندس یهمانطور که در ابتدا

از حسابان ، معادلات  يناتی، تمر ينبنا بر ا . يرندفرا گ یرا بخوب یمعمول يفرانسيلو معادلات د  حسابان
  آورده شوند.  يادتا مسائل فراموش شده ،  يمآور  یم يروو غ يفرانسيلد
 
 از حسابان   یمسائل ينکا

 مشتق و انتگرال 
 مساله 

 مطلوب است مشتق 

 
 پاسخ 

 
 

 مساله 
  . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 
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۴ 
 
 
 

 مساله 
 مطلوب است مشتق 

 
 پاسخ 

 روش اول 

 

 
 روش دوم 
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 مساله 

    .يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

   
 پاسخ 

 

 
  . ميپس دار يمکن  یم ينجانش

 
   .ميپس دارپس  يمکن  یفرض م

 

 

 
 

 مساله 
 مطلوب است مشتق 

 
 ۴۴١٢١٢پاسخ 
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 مساله 

  . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 

   است.باشد ، پس  يمکن  یفرض م

 

 
 

 مساله 
  . يرمطلوب است مشتق ز

 
 پاسخ 
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 مساله 
  . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 

 
   است.باشد ، پس  يمکن  یفرض م
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 مساله 
  يرمطلوب است مشتق ز

 
 

 پاسخ 

 

 
 

 مساله 
  يرمطلوب است مشتق ز

 
 پاسخ 

 
 مساله 

   .يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 
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  ميکن  یفرض م
   .يمپس دار

 
   .يمگردان  یرا بر م ينیجانش

 
    .ميده  یرا انجام م ريز ینيکار ، عمل جانش نيا ی. براميکن  یحالا ، انتگرال دوم را محاسبه م

 
 پس 

 
   .ميپس دار . ميگردان  یرا بر م ینيجانش

 
  . ميدار تيو در نها

 
 

 مساله 
  . يرمطلوب است مشتق ز

 
 پاسخ 

  باشد.  يمکن  یفرض م
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 مساله 
 . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 
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 مساله 
 . يرمطلوب است مشتق ز

 
 پاسخ 

 

 

 
 

 
 

 مساله 
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  يرمطلوب است مشتق ز

 
 پاسخ 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 مساله 
  يرمطلوب است مشتق ز

 
 پاسخ 
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 مساله 
 . يرمطلوب است مشتق ز

 
 پاسخ 
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 مساله 
  . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 

   است.باشد ، پس  يمکن  یفرض م  

 
 

 مساله 
   .يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 

   است.باشد ، پس  يمکن  یفرض م
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 مساله 
 . يرمطلوب است مشتق ز

 
 پاسخ 

 
 
 
 
 
 

 مساله 
 . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز
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 پاسخ 

   است. باشد ، پس  يمکن  یفرض م

 
 

 مساله 
 مطلوب است 

 
 پاسخ 

 
 

 قانون رشد و فرو کاست.  .، نرخ  ينيممم . يممماکس یها کار برد
 مساله 
 پاسخ 

است با ارتفاع  نيالساق یآن به شکل ذوزنقه متساو یدو انتها . متر طول دارد طشت آب  يک

 قهيمتر مکعب در دقاگر آب با نرخ   متر. يیمتر و قاعده بالا ینيمتر و قاعده پائ

   متر است.که عمق اب  ی، هنگام ديآ  یبالا م یطشت شود ، سطح آب به چه سرعت نيوارد ا
 پاسخ 

  . مي، دار ميفرض کناگر حجم را 
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   .ميکن  یم انيب   را به عنوان تابعمتشابه ، یبا استفاده از مثلث ها

   عمق آب. و عرض سطح آب باشد.  يمکن  یفرض م

 
 و 

 

دقيقه در  متر

 مساله 
  یموش وجود دارد. چه زمانسال  کياست. بعد از موش ها  يتمنطقه ، جمع يکدر 

از  و در کار نباشد. یگريحوادث د اي ريمرگ و م ديفرض کن  مرسد.موش ها به  يتجمع
 شود.   یم تيتبع  یفرمول رشد توان

 
 پاسخ 

 
   .ميکن  یم دايرا پحالا ، 

 

 
   .ميکن  یرا محاسبه مزمان  حالا ، با داشتن
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 سال

 
 مساله 

  یها را نشان م یها در ظرف کشت باکتر یتابع تعداد باکتر نيکه ا ی، بطور ديکن دايپتابع  يک

بر حسب ساعت و  نجايا  است.ها  یرشد باکتر که نرخ  یدر صورت  دهد.

   است.ها  یباکتر هيتعداد اول  در ساعت است. یباکتر بر حسب هزار
 پاسخ 

 
 به جز  به روش جز يریانتگرال گ
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 مساله 
    .يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 

  يمکن  یفرض م

 
 پس 

 

 
 مساله 

  . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 است. باشد ، پس  يمکن  یفرض م
   .يمپس دار

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 رياضيات مهندسی مينا    ١بخش   ۴جلد دوم   فصل  انوشـيروان صراف

183 
 

 
  يمکن  یحالا ، فرض م

 
 پس 

 

 
 

 مساله 
   .يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 

  . يمکن  یفرض م
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 پس 

 

 
 
 

 مساله 
  . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 
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 مساله 

   .يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 

   .يمجز به جز ، دار يریانتگرال گبا استفاده مکرر از 

 
 

  یمثلثات ينیجانش
 31مساله 

  . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 

  يمکن  یفرض م

 

 
  . يمپس دار
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 مساله 
  . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 

  . يمکن  یفرض م

 

 
 پس 
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 مساله 
  . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 

  يمکن  یفرض م

 
  ينهمچن
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 مساله 
   .يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 

  يمکن  یفرض م

 

 
 . ميکن  یفرض م یعني . ميبر  یجز به جز بکار م یريانتگرال گ یبرا ينهمچن

 
 . يمپس دار
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   .ميدار یبرا

 
 

   یجزئ یکسر ها يقاز طر يریانتگرال گ
 مساله 

   .يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 
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 اگر 

 
 اگر 

 
 پس 

 
 مساله 

 . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 

 

 
 اگر 

 
 اگر 

 
 پس 
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 مساله 

  . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 

  . يمکن  یم يسیکسر را باز نو

 

 

 

 

 

 
 مساله 

  . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 
   .يمکن  یم يسیرا باز نوکسر 
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 گوناگون  ينیجانش

 مساله 
   .يدرا محاسبه ک يرانتگرال ز

 
 پاسخ 

  يمکن  یفرض م
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 مساله 

  . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 
  يهنصف زاو ينیجانش

 

 

 

 
 مساله 

 . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 

  يمکن  یفرض م
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 مساله 
 . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 

  يمکن  یفرض م
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 ناسره  یانتگرال ها

 مساله 
 وا گرا؟  ايهمگرا است  ريانتگرال ز ايآ   

 
 پاسخ 

 

 
  پس ، انتگرال ، همگرا است. 

 
 مساله 

 وا گرا؟  ايهمگرا است  ريانتگرال ز ايآ   

 
 پاسخ 
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   .ميدار برای 

  
   وا گرا است.واگرا است ، پس چون 

 
 مساله 

 وا گرا؟  ايهمگرا است  ريانتگرال ز ايآ   

 
 پاسخ 

 

 
   چون ، حد وجود دارد ، پس انتگرال ، همگرا است.
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 مساله 
 وا گرا؟ ايهمگرا است  ريانتگرال ز ايآ   

 
 پاسخ 
  . ميکن  یم نيجانش

 

 
 حالا ، 

 

 

 
   پس انتگرال ، همگرا است.

 
  هيناح کيمساحت 

 مساله 
در ربع و و  ینمودار ها نيب هيمطلوب است مساحت ناح

  .اول صفحه مختصات 
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 پاسخ 

 

 

  پس ميکن  یفرض م

 

 
مربع  واحد

 مساله 
واقع  یها یمنحن نيمطلوب است مساحت محصور ب

  در ربع اول صفحه مختصات. 
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 پاسخ 

 
 مساله 

  یها یمنحن نيبمساحت است مطلوب 
 

 
 پاسخ 

   .ميکن  ینقاط بر خورد ، حل م یبرا
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  . ميکن  یمساحت حل م یبرا

 

 

مربع  واحد
 

 مساله 
 و  یدو منحن ينب يهمطلوب است مساحت ناح

 
 پاسخ 

 . ميکن  یم داينقاط تقاطع را پ
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  . ميپس دار

 

 

مربع  واحد
 

 جسم  کيداوران  جهيدرنت هيناح کيحجم 
  مساله

 نيمحصور ب هيناح کي، مطلوب است حجم  سکيبا استفاده از روش د

 
  . ديکن دايفقط انتگرال را پ  کند.  یدوران مکه در 

 
 پاسخ 
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  یمنحن کيکمان طول 

 مساله 

 تا از  یمطلوب است طول منحن    

 پاسخ 
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 مساله 
   .ديسيانتگرال را بنوفقط ٠تا از  یمطلوب است طول منحن

 پاسخ 

 
 مساله 
 کند.  یمحاسبه متا از  یکه طول منحن ديسيبنو یانتگرال
 پاسخ  

 
 
 
 
 
 
 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 رياضيات مهندسی مينا    ١بخش   ۴جلد دوم   فصل  انوشـيروان صراف

204 
 

 مساله 
 با شعاع   کره کي  یمطلوب است سطح جانب

 
 پاسخ 

 ميمثلا اگر داشته باش  است. اي قيعلامت تفرآن وجود ندارد ،  یعدد علامت اي ريدو متغ نيتوجه اگر ب

  یعني نيا
  یسطح جانب یاست به معنحروف اول ريز یدر فرمول ها
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   است. ريتمام کره به صورت ز یسطح جانب
 

  ینقاط در صفحه مختصات قطب
  یآور ادي

  یمختصات قطب
آن نقطه نسبت به مرکز چه مقدار دور است و با چه  مينيبب دي، با ینقطه قطب کيمشخص کردن  یبرا
   است. ريبه صورت ز  مثلا  . هيزاو

 
   .ميکن  یاستفاده م ريز رياز تصو یگريبه د یکي ليتبد یبرا

 
 

 
 مساله 

  . ديکن ليتبد یبه مختصات قطب را نينقطه با مختصات کارتز
 پاسخ 

 

 
  . ميکن  یم داي، طول وتر را پ ثاغورثيف هيبا استفاده از قض
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  . ميکن  یم دايرا پ هيبا استفاده از تابع تانژانت ، زاو

 

 
  است.  یبه مختصات قطبپس نقطه 

 
    .ميدار یبه قطب      نياز کارتز ليتبد یخلاصه برا

 
 

  نيبه کارتز یاز قطب ليتبد یبرا
داشتن وتر و  را با  هيمثلث قائم الزاوآن به  ليتبد یاست برا یمختصات قطب ميدانيم

  . ميکن  ی، حل م هيزاو
 

 مساله 
 . نيبه مختصات کارتزاست مطلوب 

 
 پاسخ 

   .ميکن  یاستفاده م نوسياز سکردن  دايپ یو برا نوسياز کسکردن  دايپ یبرا

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 رياضيات مهندسی مينا    ١بخش   ۴جلد دوم   فصل  انوشـيروان صراف

207 
 

 
 

 
 است.پس جواب 

    خلاصه

 
 

 مساله 
   .ديکن دايپ نيبه کارتزمختصات 

 پاسخ 

 
 

  . ميپس دار
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   سوم قرار دارد.که در ربع پس نقطه در 
 

 مساله 
  . ديمشخص کن یرا در صفحه مختصات قطب رينقاط ز

 
 

 پاسخ 

 
 مساله 

   .يرز ینقطه قطب ينمطلوب است مختصات کارتز

 
 پاسخ 
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 مساله 

  ینقطه قطب ينمطلوب است مختصات کارتز
 پاسخ 

 

 

  است. شده  نقطه داده نيپس مختصات کارتز
 

 مساله 
   .ديرا رسم کن رينمودار ز

 
 پاسخ 

 
 

 مساله 
  . يدرا رسم کن يرنمودار ز  

 
 پاسخ 
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 مساله 
  . ديرا رسم کن ینمودار معادله قطب

 
 پاسخ 

   یم را محاسبهو مقدار  ميداد  یمبه  يریهم مقاد ينجاا يم،کرد  یهمان طور که در جبر عمل م
  ی،  نمودار سمت چپ را رسم م ینگيو با استفاده از قر  .ميکن  یو سپس نقاط را به هم وصل م   .ميکن
   .ميکن
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 مساله 
  . ديرا رسم کن نمودار 
 پاسخ 
   مثبت باشد. ديباکه  ديتوجه دار . ميکن  یم یسيرا باز نوتابع 

 
را هم  گري، گلبرگ د نهيو براساس قر ميکن  یم دايسه نقطه راپ  .ميدار پس دو گلبرگ ميچون دار

 صورت است  نيبه ا ريدر مختصات ز  .ميکن  یرسم م
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 مساله 
  . ديرا رسم کننمودار 
 پاسخ 

 
 

 مساله 
   . ديرارسم کننمودار 
 پاسخ 

 
 مساله 
   .ديرا رسم کننمودار 
 پاسخ 
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محدب  
 

 
 

 مساله 
 .ديرا رسم کننمودار 
 پاسخ 
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 خلاصه نمودار ها 
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  یمساحت در مختصات قطب
      مساله 

  . ديکن دايقرار دارد پو خارج که داخل  یا هيمساحت ناح

 
 پاسخ 

نقاط ، دو  نيکردن ا دايپ یبرا  .ميکن دايکنند ، پ  یرا قطع م گريکديدو نمودار  نيکه در آن امقدار  ديبا
   .ميکن  یو حل م ميده  یقرار م یمعادله را مساو

 
  . ديکن  یها ، ملاحظه م هيزاو نيبه اضافه ابالا   ، نمودار ريدر ز

 
 

که کوچک تر است   یکيلذا آن  م،يکرد دايپو    یها هيدر سمت راست زاو ديکن  یملاحظه م

   .ميپس دار  .ميکن  یانتخاب م
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 مساله 
 . ديکن دايرا پو داخل خارج از  هيمساحت ناح

 
 پاسخ 

  است. حدود انتگرال  نجايا
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 مساله 

 شده توسط معادله  يفسرخ تعر از گل  گلبرک يکمطلوب است مساحت 

 
 پاسخ 
است  نيهمچن مياست دارکه  یهنگام

   .ميپس دار  است.که  یهنگام

 
   .ميداربا  وبا استفاده از 
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 بخش 
 مرتبه اول  یمعمول ليفرانسيمعادلات د

 مساله 
  ريز یمعمول ليفرانسيمعادله د  یمطلوب است جواب کل

 
 پاسخ 
  نوشت.  ريز یتوان به صورت ها  یرا م معادله

 
  . ميريگ  یانتگرال م نياز طرف

 
 . ميکن  یساده م

 
  تيو در نها

 
 مساله 

  . ديرا حل کن ريز هياول ريمساله با مقاد

 
 پاسخ 

  . ميکن  یم یسيمعادله را باز نو
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  . ميريگ  یانتگرال م نياز طرف

 
   .ميپس دار . ميکن  یم نيرا جانش   شرط اول داده شده

 
  نوشت.  ريتوان به صورت ز  یپس ، جواب را م

 
 

 مساله 
  . ديکن دايرا پ ريز ليفرانسيد معادله یجواب کل

 
 پاسخ 

  . ميکن  یم ميتقسرا بر  نيطرف

 
   .ميريگ  یمشتق منسبت به   باشد. ميکن  یفرض م

 
   .ميکن  یم نيجانشرا در معادله 
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  . ميريگ  یانتگرال م نياز طرف

 
  است.  ريبه صورت ز  یپس جواب کل ميکن  یم نيجانش

 
 مساله 

  . ريز ليفرانسيمعادله د  یمطلوب است جواب کل

 
  پاسخ 

 
  . ميريگ  یمشتق مباشد ، نسبت به  ميکن  یفرض م

 

 
   .ميکن  یم نيجانشرا در معادله 

 

 

 
 

   .ميريگ  یانتگرال م نياز طرف
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  است.  ريبه صورت ز  یپس جواب کل  ميکن  یم نيجانش

 
 

 مساله 
   .ديرا حل کن ريز هياول ريمساله مقاد 

 
 پاسخ 

 . ميکن  یم ميتقسرا بر  نيطرف

 
   .ميريگ  یممشتق  باشد ، بر حسب  ميکن  یفرض م

 

 

 
  . ميريگ  یانتگرال م نياز طرف

 
   است. ريبه صورت ز  یپس جواب کل ميکن  یم نيجانش
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   .ميکن  یم نيجانش هيشرط اول

 
  است.  ريپس جواب به صورت ز

 
 مساله 

 .ريز  یمعمول ليفرانسيمعادله  د  یمطلوب است جواب کل

 
 پاسخ 
  . ميپس دار.  ميکن  یم نيجانش

 
   کرد. ليتوان به شکل متجانس تبد  یرا ممعادله 

 
   .ميدار یبا حل معادله ها

 
 کرد.  انيب ريتوان به صورت ز  یرا مپا شکل متجانس معادله 

 
  . ميريگ  یمشتق مباشد ، بر حسب  ميکن  یفرض م

 

 
 

   .ميکن  یم نيجانش را درمعادله 
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  . ميريگ  یانتگرال م نياز طرف

 
  . ميپس دار ميکن  یم نيجانش
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   .ميدارو کردن  نيبا جانش

 
 مساله 

  . ريز یمعمول ليفرانسيمعادله د  یمطلوب است جواب کل

 
 پاسخ 
  . ميکن  یم یسيباز نو

 
  . ميريگ  یمشتق مباشد ، نسبت به  ميکن  یفرض م

 
  . ميکن  یم نيجانش  را در معادله 
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   .ميريگ  یانتگرال م نياز طرف

 

 
   است. ريبه صورت ز  یپس جواب کل ميکن  یم نيجانش

 
 

 مساله 
  . ريز یمعمول ليفرانسيمعادله د  یمطلوب است جواب کل

 
 پاسخ 
   .ميدار پس . ميکن  یکامل بودن معادله را چک مابتدا 

 

 
 

   .ميريگ  یمشتق مرا نسبت به و معادله را نسبت به معادله 
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   است ، پس معادله داده شده ، کامل است.شود   یملاحظه م

  . ميدار  یجواب کل

 
 که  ميدان  یم

 

 
   کرد. انيب  توان یم  ريصورت زرابه    یجواب کلدر کردن  نيبا جانش

 
  کرد.  دايپ ريتوان به صورت ز  یرا م  یجواب کل اي
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 که  ميدان  یباز م

 
   است. ريبه صورت ز  یجواب کلدر کردن  نيپس با جانش

 
 مساله 

  . ديرا حل کن ريز هيمساله مقدار اول

 
 پاسخ 

  . ميپس دار   .ميکن  یابتدا کامل بودن معادله را چک م

 
   .ميريگ  یمشتق مبر حسب  راو را برا حسب معادله 
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   داده شده ، کامل است. ليفرانسياست ، پس معادله د ميدار

  توان بدست آورد.   یم ريبه صورت ز  یجواب کل

 

 

   
 
  ميدان  یم

 
   شود. انيب ريتواند به صورت ز  یم  ی، جواب کل ميکن  یم نيجانشرا در پس 

 
 . ميکن  یم نيشرط داده شده را جانش

 
 

 کرد.  انيتوان ب  یم ريپس جواب به صورت ز
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 مساله 
   داده شده. هيمنوط به شرط اول یمعمول ليفرانسيمطلوب است جواب مخصوص معادله د

 
 پاسخ 

 ، پس  ستيشده ، کامل نمعادله داده 

 
  . ديآ  یم   بدست ريبه صورت ز یريپس ،عامل انتگرال گ

   .ميضرب کن یريشود اگر آنرا در عامل انتگرال گ  یمعادله کامل م کيشده ، داده  ليفرانسيمعادله د

 
  توان بدست آورد.   یم ريبه صورت ز  یپس جواب کل

 
 . ميدان  یباز م
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   کرد. انيتوان ب  یم ريبه صورت ز  یجواب کلکردن  نيپس ، با جانش

 

 
 . مي، دار هيکردن شرط اول نيبا جانش

 
   .ميآور  یجواب مخصوص را بدست مکردن  نيپس با جانش

 
 

 مساله 
  . ريز یمعمول ليفرانسيمادله د  یمطلوب است جواب کل

 
 پاسخ    
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 . ميکن  یم ميتقس را بر  نيطرف

 
   .مي، دار  یمرتبه اول خط یمعمول ليفرانسيبا شکل استاندارد معادله د سهيبا مقا

 
 پس 

 
  است.  ريبه صورت ز  یجواب کل

 
 توان نوشت.  یم   نيهمچن

 
 

 مساله 
 داده شده.  هي، منوط به شرط اول یمعمول ليفرانسيمطلوب است جواب مخصوص معادله د
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 پاسخ 
  . ميکن  یم یسيباز نو

 
  . ميبا شکل استاندارد ، دار سهيبا مقا

 
 پس 

 
   است. ريبه صورت ز  یپس جواب کل

 
   .ميکن  یم نيرا جانش هيشرط اول

 
  است.  ريجواب مخصوص به صورت زکردن    نيبا جانش
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 مساله  
  . ريز یمعمول ليفرانسيمعادله د  یمطلوب است جواب کل

 
  پاسخ
  . ميکن  یم یسيباز نو

 
  . مي، دار یبا معادله بر نول سهيبامقا

 
 پس 

 

 
  . ديآ  یبدست م ريبه صورت زبه صورت   یپس جواب کل

 

 

 

 
  ميکن  یم نيجانش

 
  کرد.  انيب ريتوان به صورت ز  یرا م  یپس جواب کل
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 بخش 
 مرتبه دوم  یمعمول ليفرانسيمعادلات د

 مساله 
 یمعمول ليفرانسيمعادله د یجواب ها  و  یتابع ها

 است.  ريز  یمتجانس خط

 
   داده شده است. ليفرانسيهم ، جواب معادله دو   یخط بيهر ترک دينشان ده

 پاسخ 
جواب معادله  کيهم  و   یخط بيترک کي ميکن  یفرض م

   باشد.و  ميکن  یفرض م نيهمچن  داده شده باشد. ليفرانسيد

 
  . ميپس دار . ميريگ  یدو مرتبه مشتق م

 
   .ميگذار  یداده شده م ليفرانسيمعادله درا در و معادلات 

 
 نشان داده شد. 

 
 مساله 

  . ريز ليفرانسيمعادله د  یمطلوب است جواب کل

 
 پاسخ 

  یمعادله مشخصه را بدست مداده شده باشد ،  ليفرانسيجواب معادله د کي ميکن  یفرض م
   .ميآور

 
   است. ريبه صورت ز  یپس جواب کل
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 مساله 
   .ديرا حل کن ريز هيمساله با مقدار اول

 
 پاسخ 

  یمعادله مشخصه را بدست م  داده شده باشد. ليفرانسيجواب معادله د   ميکن  یفرض م
   .ميآور

 
   است. ريبه صورت ز  یپس جواب کل

 
   .ميريگ  یمشتق م   ازمعادله

 
  . ميکن  یم نيجانشرا در معادله     هيشرط اول

 
   .ميگذار  یمرا در معادله و مقدار  هيحالا شرط اول

 
   .ميآور  یجواب مخصوص را بدست مدر معادله و کردن  نيبا جانش

 
 

 مساله 
  . ديرا حل کن ريز هيمساله با مقدار اول

 
 پاسخ 

  یمعادله مشخصه را بدست م  داده شده باشد. ليفرانسيجواب معادله د   ميکن  یفرض م
   .ميآور
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  است.  ريبه صورت ز  یجواب کل

 
  . ميريگ  یمشتق ماز معادله 

 
   .ميگذار  یمدر معادله  داده شده  هيشرط اول

 
   .ميگذار  یمرا در معادله و   هيحالا ، شرط اول

 
   .ميآور  یو جواب مخصوص را بدست م ميگذار  یم  را در و     حالا ،

 
 

 مساله 
  . ديرا حل کن ريز هيمساله با مقدار اول

 
 پاسخ 

  . ميک  یم دايمعادله مشخصه را پ داده شده باشد.  ليفرانسيمعادله د جواب ميکن  یفرض م   

 
   است. ريبه صورت ز  یپس جواب کل
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   .ميريگ  یمشتق ماز 

 
   .ميگذار  یمرا در  هيشرط اول

 
   .ميگذار  یمرا در  هيحالا ، شرط اول

 
   .ميکن  یرا حل مو  یمعادله ها

  
   .ديآ  یو جواب مخصوص بدست م ميگذار  یمرا در و حالا ، 

 
 

 مساله 
  . ديرا حل کن ريز هيمساله با مقدار اول

 
 پاسخ 

  یست ممعادله مشخصه را بد داده شده باشد.  ليفرانسيجواب معادله د يمکن  یفرض م
 . ميآور

 
  است.  يربه صورت ز  یجواب کل

 
  . ميريگ  یمشتق ماز 
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   .ميگذار  یمرا در  يهشرط اول

 
   .ميگذار  یمدر  يهشرط اول

 
   .ميکن  یرا حل مو معادلات 

  
   .ميآور  ی.  ، جواب مخصوص را بدست مميگذار  یمرا در و  يرمقاد

 
 

 مساله 
 . يدکن يدارا پ يرز یمعمول يفرانسيلمعادله د  یجواب کل

 
 پاسخ 

  یمعادله مشخصه را بدست م داده شده باشد.  ليفرانسيجواب معادله د يمکن  یفرض م
 .ميآور

 
  است.  يربه صورت ز  یجواب کل

 
 

 مساله 
، مستقل  يدنسبت ها ، نشان دهبا استفاده از  ينهمچن . يرز  یاساس یجوابها یبرا ينمطلوب است راسک

   هستند.  یخط

 
 پاسخ 
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   هستند.

 
مشتق نسبت به و از  .هستند  یمستقل خطو  ينجاپس ا  يست،عدد ثابت ن يک

   .ميريگ  یم

 
  است.  يربه صورت ز ينتوان نشان داد راسک  یم ينهمچن

 
   توان با استفاده نسبت ها م بدست آورد.  یرا م ين، راسک ينهمچن

 
  يا

 
 مساله 

   .يرز يفرانسيلمعادله د  يقیحق  یجواب کل يکمطلوب است 

 
 پاسخ 

معادله مشخصه را   داده شده باشد. ليفرانسيدجواب قسمت متجانس معادله  يمکن  یفرض م
  . ميکن  یم دايپ
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   است. يرداده شده به صورت ز يفرانسيلپس ، جواب قسمت متجانس معادله د

 
   است. ريبه صورت زجواب مخصوص  ميکن  یفرض م  یاجبار تابع یبرا

 
  . ميريگ  یدو مرتبه مشتق ماز 

 
  یعني  کند.  یداده شده را بر قرار م ليفرانسيهم جواب است ، پس معادله دچون 

 

 
   .ميگذار  یمرا در مقدار 

 
   است. يرمعادله داده شده به صورت ز  یپس جواب کل

 
 

 مساله 
  . يرز يفرانسيلمعادله د یبرا  يقیحق  یجواب کل يکمطلوب است 

 
 پاسخ 

معادله مشخصه را   داده شده باشد. ليفرانسيجواب قسمت متجانس معادله د يمکن  یفرض م
 .ميکن  یم دايپ

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 رياضيات مهندسی مينا  ٣بخش  ۴جلد دوم   فصل   انوشـيروان صراف

243 
 

 
  است.  يرمعادله به صورت ز ينشکل متجانس ا  یپس جواب کل

 
 

   باشد. ريجواب مخصوص به صورت ز ميکن  یداده شده ، فرض م  یاجبار تابع یبرا

 
   .ميريگ  یو مرتبه مشتق مداز 

  
 کند.   یجواب است ، پس معادله داده شده را بر قرار م کيهم چون 

 
  ينوسو کس ينوسس یها يبضر يسهبا مقا

 
  . يمکن  یبالا را حل م یدو معادله ها

  
   .ميگذار  یم را درو  يرمقاد

 
   است. يرکامل به صورت ز  یپس جواب کل

 
 

 مساله 
   .يدکن يدارا پ  يقیحق  یجواب کل
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 پاسخ 
معادله مشخصه را   داده شده باشد. ليفرانسيجواب قسمت متجانس معادله د يمکن  یفرض م

 .ميکن  یم دايپ

 
  است.  يرداده شده به صورت ز يفرانسيلشکل متجانس معادله د  یپس جواب کل

 
 باشد.  ريجواب مخصوص ، به صورت ز ميکن  یفرض م  یاجبار تابع یبرا

 
  . ميريگ  یدو مرتبه مشتق منسبت به 

  
 داده شده را بر قرار کند.  ليفرانسيمعادله د ديجواب است ، پس با کيهم چون 

 
   .ميدار یها يبضر يسهبا مقا

  
   .ميگذار  یمبالا را در  يرمقاد

 
 است.    يرداده شده ، به صورت ز يفرانسيلکامل معادله د  یپس جواب کل

 
 
 

 مساله 
   .يدکن يدارا پ  يقیحق  یجواب کل
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 پاسخ 
له مشخصه را معاد  داده شده باشد. ليفرانسيجواب قسمت متجانس معادله د يمکن  یفرض م

 .ميکن  یم دايپ

   
  است.  يرداده شده به صورت ز يفرانسيلشکل متجانس معادله د  یپس جواب کل

 
   باشد. ريجواب مخصوص به صورت ز ميکن  یفرض م  یاجبار تابع یبرا

 
   .ميريگ  یدو مرتبه مشتق ماز 

  
 آنرا بر قرار کند.  ديه است ، پس باجواب معادله داده شد کيهم چون 

 
 

   .ميگذار  یمرا در مقدار 

 
   است. يرداده شده ، به صورت ز يفرانسيلکامل معادله د  یجواب کل

 
 

 مساله 
   .يدرا حل کن يرز يهمساله مقدار اول

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 رياضيات مهندسی مينا  ٣بخش  ۴جلد دوم   فصل   انوشـيروان صراف

246 
 

 
 پاسخ 

معادله مشخصه را   داده شده باشد. ليانسفريجواب قسمت متجانس معادله د يمکن  یفرض م
 .ميکن  یم دايپ

 
  است.  يرداده شده به صورت ز يفرانسيلشکل متجانس معادله د  یپس جواب کل

 
 باشد.  ريز جواب مخصوص به صورت  ميکن  یفرض مداده شده  یتابع اجبار یبرا

 
   .ميريگ  یدو مرتبه مشتق ماز 

  
  داده شده را بر قرار کند.  ليفرانسيمعادله د ديجواب است ، پس با کيهم چون 

 
   .ميدار یها يبضر يسهبا مقا

 
   .ميدار کردن مقدار نيجانش سيو س یها يبضر يسهبا مقا

 
 

 و  يرکردن مقاد ينثابت و جانش یجمله ها يسهبا مقا

 
   .ميداردر دن کر ينبا جانش
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  است.  يرداده شده ، به صورت ز يفرانسيلکامل معادله د  یپس جواب کل

 
   .ميداربا مشتق گرفتن از 

 
   .ميداردر  يهکردن شرط اول ينبا جانش

 
   .ميداردر  و مقدار  يهکردن شرط اول ينباز با جانش

 
    .ميآور  یجواب مخصوص کله بدست مدر کردن  ينبا جانش

 
 

 مساله 
 يدرا حل کن يرز يهمساله مقدار اول

 
 پاسخ 

معادله مشخصه را   داده شده باشد. ليفرانسيجواب قسمت متجانس معادله د يمکن  یفرض م
 .ميکن  یم اديپ

 
  است.  يرداده شده به صورت ز يفرانسيلشکل متجانس معادله د  یپس جواب کل

 
 باشد. ريز جواب مخصوص به صورت  ميکن  یفرض مداده شده  یتابع اجبار یبرا

 
  . ميريگ  یمشتق م بهيدو مراز 
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  داده شده را بر قرار کند.  ليفرانسيمعادله د ديجواب است ، پس با کيهم چون 

 
   .ميدارو  یها يبضر يسهبا مقا

 
    .ميکن  یحل مو  یرا براو  یمعادله ها

  
   .ميگذار  یم رد ار و ريمقاد

 
   .است ريز تصور هب هشد هداد ليفرانديد همعادل لکام  یکل بجوا

 
   .ميريگ  یم قمشت زا

 
   .ميگذار  یم رد هياول رمقدا

 
   .ميگذار  یم رد هياول رمقدا زبا

 
   .ميکن  یم لح و یبرا ار و یها همعادل

  
   .است ريز تصور هب لکام یخصوص بجوا  .ميگذار  یم رد ار ريمقاد نيا
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  همسال
   .ريز ليفرانسيد همعادل  یقيحق  یکل بجوا تاس بمطلو

 
  خپاس

معادله مشخصه   داده شده باشد. ليانسفريجواب قسمت متجانس معادله د يمکن  یفرض م   
 .ميکن  یم دايرا پ

 
   .است ريز تصور هب همربوط نيرانسک و هشد هداد ليفرانسيد همعادل  یاساس سمتجان لشک سپ

 
   .است ريز تصور هب هشد هداد ليفرانسيد هدلمعا سمتجان لشک  یکل بجوا سپ

 
   .ديآ  یم تبدس ريز تصور هب صمخصو بجوا سپ
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   .است ريز تصور هب هشد هداد ليفرانسيد همعادل لکام  یکل بجوا سپ
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 بخش 
 مرتبه بالا  یمعمول ليفرانسيمعادلات د

 مساله 
   .ديرا ذکر کن ليدل ؟هستند  یخط وابسته اي  یمستقل خط یدر هر بازه ا ،  ريز یتابع ها ايآ

 
 پاسخ 

  مياگر فرض کن

 
  بر قرار باشند.  ريز یهستند اگر رابطه ها   یخط وابسته تابع ها  نيباشد ، ا

 

 
  . ستنديهمه با هم صفر نبالا  یدله هادر معا

   .ميده  یقرار م یثابت را مساو یو جمله ها یها بيضر

 
   .ميداردر  اياز  کردن  نيبا جانش

 
  و . ميباشد ، دار مياگر فرض کن

  شوند.   یبا هم مربوط م ريداده شده ، به صورت ز یتابع هاپس 

 
   نشان داد. نيتوان با محاسبه راسک  یرا م نيا   هستند.  یوابسته خط

 
 کند.   یرا ثابت م  یخط یکه وابستگ
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 مساله 
   دهند.  یم یادر هر بازه   هيپا کي ليتشک، جواب هستند و  ريز یکه تابع ها دينشان ده

 
 پاسخ 

  یاگر تابع ها

  
   است. ريآن به صورت ز  یداده شده بدهند ،پس جواب کل ليفرانسيمعادله د کي هيپا ليتشک

 
 . يريمگ  یچند مشتق از تابع بالا م

 
 داده شده  ليفرانسيدر معادله دو کردن  ينبا جانش

 
  يا

 
  دهند.   یاصل م يا يهپا يلداده شده بالا ، جواب هستند و تشک یها کند تابع  یکه ثابت م

   توان محاسبه کرد.  یرا م ين، راسک  ینشان دادن مستقل خط یبرا

 
 کند.   یبودن را ثابت م  یکه مستقل خط

 
 مساله 

  . يرز يفرانسيلمعادله د  یمطلوب است جواب کل
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 پاسخ 
   .ميدار ريداده شده باشد. تابع مشخصه ز ليفرانسيجواب معادله د يمکن  یفرض م

 

 
   است. يربه صورت ز  یپس جواب کل

 
 

 مساله 
 يرز يفرانسيلمعادله د  یمطلوب است جواب کل

 
   .ميدار ريداده شده باشد. تابع مشخصه ز ليفرانسيجواب معادله د يمکن  یفرض م

 
 است.  يربه صورت ز  یپس جواب کل

 
 مساله 

  . يدرا حل کن يراز يهمساله مقدار اول

 
 پاسخ 

   .ميدار ريداده شده باشد. تابع مشخصه ز ليفرانسيجواب معادله د يمکن  یفرض م
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   است. يربه صورت ز  یپس جواب کل

 
  . يريمگ  یمرتبه مشتق م دو

 
   .ميکن  یم نيجانشدر  يهشرط اول

 
   .ميگذار  یمرا در  يهشرط اول يقطر يبنبه هم

 
  .ميگذار  یمرا در  يهباز ، شرط اول

  
   .ميکن  یحل م یرا برامعادلات 

 
  است.  ريبه صورت ز  یجواب کل  .ميگذار  یما در بالا ر يرمقاد

 
 

 مساله 
 يرز يفرانسيلمعادله د  یمطلوب است جواب کل

 
 پاسخ 

   .ميدار ريداده شده باشد. تابع مشخصه ز ليفرانسيجواب معادله د يمکن  یفرض م
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  است.  يربه صورت ز  یپس جواب کل

 
 

 مساله 
  . يرمعادله ز  يقیحق  یلوب است جواب کلمط

 
 پاسخ 

داده شده باشد. تابع مشخصه  ليفرانسيد  معادله متجانس  قسمت جواب  يمکن  یفرض م
   .ميدار ريز

 
 . يراستبه صورت ز يفرانسيلشکل متجانس معادله د  یجواب کل

 
 بسط داد.  ريتوان به صورت ز  یرا م یتابع اجبار

 
  باشد.  ريمخصوص  به صورت ز جواب ميکن  یفرض م یتابع اجبار ينا یبرا

 
  . يريمگ  یممشتق  ينچند

 
 داده شده را بر قرار کند.  ليفرانسيد  معادله  ديبا جواب است ، پس کيهم چون 

 
 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 رياضيات مهندسی مينا  ۴بخش    ۴جلد دوم   فصل  انوشـيروان صراف

256 
 

 .  ميثابت دار یو جمله ها یضرب ها يسهبا مقا

 
،کردن  ينبا جانش    .ميداردر ،

 
  است.  يربه صورت  ز يفرانسيلمعادله د ينکامل ا  یپس جواب کل

 
 

 مساله 
  . يرز يفرانسيلمعادله د  يقیحق  یمطلوب است جواب کل

 
 پاسخ 

داده شده باشد. تابع مشخصه  ليانسفريد  معادله متجانس  قسمت جواب  يمکن  یفرض م
   .ميدار ريز

 
   هستند. ير، به صورت ز يفرانسيلمعادله د ينشکل متجانس ا  یخط  مستقل یها پس سه جواب

 
  است.  يربه صورت ز يفرانسيلمعادله د ينقسمت متجانس ا  یپس جواب کل
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پارامتر   رييتغ با استفاده از روش ميکن دايجواب مخصوص را پ ميتوان  یم یمعادله اجبار یبرا
 ها 

 
  ينجاا

 
   .ميداردر کردن  ينبا جانش

 
  است.  يربه صورت ز  يفرانسيلد معادله ينکامل ا  یکلپس جواب 

 
 

 مساله 
  . يرز يفرانسيلمعادله د  يقیحق  یمطلوب است جواب کل
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 پاسخ 
داده شده باشد. تابع مشخصه  ليفرانسيد  معادله متجانس  قسمت جواب  يمکن  یم فرض

   .ميدار ريز

 
   است. يرداده شده به صورت ز يفرانسيلشکل متجانس معادله د  یپس ، جواب کل

 
  باشد.  ريمخصوص  به صورت ز جواب ميکن  یفرض م یتابع اجبار ينا یبرا

 
   .ميريگ  یمشتق ممرتبه از سه 

 
   یعنيداده شده را بر قرار کند. ليفرانسيد  معادله  ديبا جواب است ، پس کيهم چون 

 
 و  یها يبضر يسهبا مقا

 
 و  یها يبضر يسهبا مقا يقطر ينبه هم
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   .ميکن  یحل مو  یبراو  یمعادله ها

 
   .ميگذار  یمرا در  يرمقاد

 
  است.  يرداده شده به صورت ز يفرانسيلکامل معادله د  یپس جواب کل

 
 

 مساله 
  . يرز يفرانسيلمعادله د  يقیحق  یمطلوب است جواب کل

 
 پاسخ 

داده شده باشد. تابع مشخصه  ليفرانسيد  معادله متجانس  قسمت جواب  يمکن  یفرض م   
   .ميدار ريز

 
   است. يرداده شده به صورت ز يفرانسيلشکل متجانس معادله د  یپس ، جواب کل

 
  باشد.  ريمخصوص  به صورت ز جواب ميکن  یفرض م یتابع اجبار ينا یبرا

 
   .ميريگ  یمشتق مچهار مرتبه از 

 
   یعنيداده شده را بر قرار کند. ليفرانسيد  معادله  ديبا جواب است ، پس کيهم چون 
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 . ميدار یها يبضر يسهبا مقا

 
   .ميگذار  یمرا در  يرمقاد

 
   .است ريز تصور هب هشد هداد ليفرانسيد همعادل لکام  یکل بجوا سپ

 
 

  همسال
  . يرز يفرانسيلمعادله د  يقیحق  یمطلوب است جواب کل

 
  خپاس

داده شده باشد. تابع مشخصه  ليفرانسيد  معادله متجانس  قسمت جواب  يمکن  یفرض م 
   .ميدار ريز

 
   است. يرداده شده به صورت ز يفرانسيلشکل متجانس معادله د  یپس ، جواب کل

 
  باشد.  ريمخصوص  به صورت ز جواب ميکن  یفرض م یتابع اجبار ينا یبرا
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   .ميريگ  یم قمشت  زا همرتب رچها

 
  یعنيداده شده را بر قرار کند. ليفرانسيد  معادله  ديبا جواب است ، پس کيهم چون 

 
   .ميدار و و تثاب یها هجمل یها بيضر هيسمقا اب

 
   .ميگذار  یم رد ار ريمقاد

 
   .است ريز تصور هب هشد هداد ليفرانسيد همعادل لکام  یکل بجوا سپ
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  شبخ
  یمعمول ليفرانسيد تمعادلا هدستگا

  همسال
 بجوا کي سسپ و ديکن ليتبد ليفرانسيد تمعادلا هدستگا تصور هب ار هشد هداد  ليفرانسيد معادله اابتد
   .ديکن اديپ نآ یبرا  یکل

 
  خپاس

   .ميکن ليتبد هدستگا هب ار هشد هداد ليفرانسيد همعادل ميتوان  یم   

 
  .ميريگ  یم قمشت

 
   .ميسينو  یم سيماتر تصور هب ،حالا 

 
   .است ريز تصور هب همشخص همعادل ،پس 

 
   .است ريز تصور هب اب طمرتب صمخصو ربردا
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   .است ريز یها تصور هب صمخصو ربردا قيطر نيهم هب

 
   .است ريز تصور هب هدستگا  یکل بجوا سپ

 
   .است ريز تصور هب هشد هداد همعادل  یکل بجوا سپ

 
 

  لمثا
   .يرز هدستگا  يقیحق  یکل بجوا تاس بمطلو

 
  خپاس
   .است ريز تصور هب هشد هداد ليفرانسيد همعادل بيضر سيماتر   
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   .است ريز تصور هب هدستگا همشخص همعادل سپ

 

 
   .است ريز تصور هب اب طمرتب هيژو ربردا

 
   .ميدار یبرا قيطر نيهم هب

 
 .است ريز تصور هب هدستگا  یکل بجوا سپ
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  همسال
   .يرز هدستگا  يقیحق  یکل بجوا تاس بمطلو

 
  خپاس
   .است ريز تصور هب هشد هداد ليفرانسيد همعادل بيضر سيماتر   

 
  .است ريز تصور هب هدستگا همشخص همعادل

 
   .است ريز تصور هب اب طمرتب هيژو ربردا
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   .باشد ريز تصور هب بجوا ميکن  یم ضفر رمکر هيژو ربردا یبرا  یخط لمستق نکرد ايدپ یبرا

 
   .ميدار رد نآ نکرد نيجانش و زا نگرفت قمشت اب

 
   .ميدار سپ  .است نچو

 

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



روان صرافيانوشـ نايم یات مهندسياضير    ۵بخش   ۴جلد دوم   فصل     

267 
 

   .است ريز تصور هب   يفرانسيلد معادله هدستگا  یکل بجوا سپ
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 بخش 
  یمعمول يفرانسيلمعادلات د  یتوان یسرحل 

 مساله 
  . يرز یها یسر يیمطلوب است شعاع همگرا

 
 پاسخ 

    سری یبرا 

 
   است. يربه صورت ز يیپس شعاع همگرا

 
  یسر یبرا

 
  است.  يربه صورت ز يیپس شعاع همگرا

 
  یسر یبرا

 
  است.  يرزصورت به  يیمگراپس ، شعاع ه
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 مساله 
  ريز ليفرانسيمعادله د یتوان ها  یتوان یمطلوب است حل سر

 
 پاسخ 

  باشد.  يرجواب به صورت ز يمکن  یفرض م

 
  . ميپس دار , ميريگ  یمشتق م از

 
  . ميپس دار .  .ميکن  یم نيرا جانشو  يفراسيلدر معادله د

 
   .ميپس دار  .ميده  یصفر قرار م یرا مساو یتمام توان ها یها يبضر

 
 . ميآور  یداده شده بدست م ليفرانسيمعادله د  یجواب کل  .ميگذار  یمدر  يرمقاد
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 مساله 
 ريز ليفرانسيمعادله د یتوان ها  یتوان یمطلوب است حل سر

 
 پاسخ 

  باشد.  يرجواب به صورت ز يمکن  یفرض م

 
  . يريمگ  یدو مرتبه مشتق م

 
  . ميپس دار .  .ميکن  یم نيرا جانشو  يفراسيلدر معادله د

 
   .ميپس دار  .ميده  یصفر قرار م یرا مساو یتمام توان ها یها يبضر

 
داده شده بدست  ليفرانسيمعادله د  یجواب کل  .ميگذار  یمرا در  يرمقاد

   .ديآ  یم
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 مساله 

   .ديرا رسم کنتا  ینمودار جمع پاره ا  .يدحل کن  یتوان یسر يق، از طر يهمقدار  اول مساله با

 
 پاسخ 

  باشد.  يرجواب به صورت ز يمکن  یفرض م

 
 . يريمگ  یمشتق م

 
 ميپس دار .  .ميکن  یم نيرا جانشو  يفراسيلدر معادله د

 
   .ميپس دار  .ميده  یصفر قرار م یرا مساو یتمام توان ها یها يبضر

 
داده شده  ليانسفريمعادله د  یجواب کل  .ميگذار  یمرا در  يرمقاد

 ديآ  یبدست م
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   .ميکن  یم نيجانش ار هياول رمقدا

 
  .ديآ  یم تبدس هشد هداد ليفرانسيد همعادل صمخصو بجوا  .ميگذار  یم رد رمقدا

  
  رنمودا مه نيا
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 بخش 
 لاپلاس  لاتيتبد

 مساله 
  . ريز یلاپلاس تابع ها ليمطلوب است تبد

 
 پاسخ 

  . ميهر کدام دار یلاپلاس برا ليتبد فيبا استفاده از تعر
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 مساله 
 . ريلاپلاس ز ليمطلوب است معکوس تبد

 
 پاسخ 

 . ميدار

 
 توان نوشت   یم اي

 
  است.  ريصورت ز لاپلس به ليمعکوس تبد

 
 مساله 

  . ريز  یها لاپلاس تابع ليمطلوب است تبد

 
 پاسخ 

  . ميلاپلاس دار ليبودن تبد  یخطبا استفاده از 
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 مساله 
  . ريز  لاپلاس تابع ليمطلوب است تبد

 
 پاسخ 

 . ميدانيم

 
 . ميدار يیاول جا بجا  هيپس با استفاده از قض

 
 

 مساله 
 .ريلاپلاس ز ليب است معکوس تبدمطلو

 
 پاسخ 

  . ميدار

 
  . مي، دار یپاره  ا یبا استفاده از کسر ها

 
  است.  ريلاپلاس به صورت ز ليمعکوس تبد
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 مساله 
 .ريلاپلاس ز ليمطلوب است معکوس تبد

 
 پاسخ 

 .ميدان  یم

 
 

 مساله 
 . ديرا حل کن ريز هيار اوللاپلاس ، مساله با مقد ليبا استفاده از تبد

 
 پاسخ 

 . ميداده شده دار یمعمول ليفرانسيلاپلاس معادله د ليبا استفاده از تبد

 
  . ميداده شده ، دار هياول طيبا استفاده از شرا

 
   .ميبر  یلاپلاس بکار م ليتبد
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 مساله 
 . ديکنرا حل  ريز هيلاپلاس ، مساله با مقدار اول ليبا استفاده از تبد

 
 پاسخ 

 .ميداده شده دار یمعمول ليفرانسيلاپلاس معادله د ليبا استفاده از تبد

 
   .ميداده شده ، دار هياول طيبا استفاده از شرا

 

 
  . ميلاپلاس ، دار ليبا استفاده از تبد

 
 

 مساله 
   واحد. یبا استفاده از تابع پلکانلاپلاس  ليمطلوب است تبد
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 سخ پا

  کرد.  انيب ريواحد ، به صورت ز یپلکان یبرحسب  تابع ها  توان یداده شده را متابع 

 
  است.  يرلاپلاس آن به صورت ز يلپس تبد

 
 مساله 

 اگر مطلوب است 

 
   باشد.

 پاسخ 
  . يمدار

 
  . يم، دار یا پاره یبا استفاده از کسر ها

 
 است،  يرلاپلاس به صورت ز يلپس ، معکوس تبد

 
 مساله 

  . يدرا حل کن يرز يهلاپلاس ، مساله با مقدار اول يلبا استفاده از تبد
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  خپاس
   .يمدار سلاپلا ليتبد زا هاستفاد اب

 
   .يمدار هياول طيشرا زا هاستفاد اب

 
   .يمدار ،لاپلاس  ليتبد زا هاستفاد اب

 

 
  همسال

  .يدکن  لح ار ريز هياول رمقدا اب همسال ،لاپلاس  ليتبد زا هاستفاد اب

 
  خپاس

  .يمدار هشد هداد یمعمول ليفرانسيد تمعادلا هدستگا سلاپلا ليتبد زا هاستفاد اب
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   .يمبر  یم ربکا ار هشد هداد هياول طيشرا

 
   .يمکن  یم یيسنو زبا

 
 

  .ميدار سپ  .ميکن  یم لح ار و هدستگا

 

 
   .يمدار سپ ،يمبر  یم ربکا ار سلاپلا ليتبد سمعکو

 
  همسال

 .يدکن  لح ار ريز هياول رمقدا اب همسال ،لاپلاس  ليتبد زا هاستفاد اب

 
  خپاس

 .يمدار هشد هداد یمعمول ليفرانسيد تمعادلا هدستگا سلاپلا ليتبد زا هاستفاد اب

 
   .يمبر  یم ربکا ار هشد هداد هياول طيشرا
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   .کنم  یم بمرت

 
  .ميکن  یم لح ار و هدستگا

 

 
   .يمدار سپ ، يمبر  یم ربکا ار سلاپلا ليتبد سمعکو
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���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



بخش ۴جلد دوم  فصل    ٨  انوشـيروان صراف  رياضيات مهندسی مينا       

283 
 

  هيفور یسر بخش 
  یآور ادي

باشد ، که  یبطورشده در بازه  فيتعرتابع  کي یبرا

 است.  ريفور به صورت ز یاست ، پس سردوره تناوب  یعني

 

  نجايا

 

 

   است.
 

 مساله 
 در  هيفور یمطلوب است سر

 پاسخ 
 پس   است.دوره تناوب تابع داده شده   .ميکن دايرا پ ري، ابتدا مقاد ديده  اجازه

 

باشد زوج تابع يک اگر

باشد فرد تابع يک اگر

 

 

دانيم می و  
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باشد فرد اگر

باشد زوج اگر
 

 
   .ميدار تيو در نها  است.تابع فرد است پس  کيکه  ميدان  یم

 

 
   شگرينمانمودار تابع متناوب 

 
 مساله 

  یبرا هيفور یسرمطلوب است 
 پاسخ 
   .مي.  ، پس داراستاست ، پس دوره تناوب تابع داده شده چون 
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  قيطر نيبه هم

 
  تيو در نها

 

 
 مساله 

 یبرا باشد و  یباشد برااگر 
 یباشد ، مطلوب است مجموع سرو 

 در  هيفور
 پاسخ 

   است. ريبه صورت زدر  هيفور یمجموع سر
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 مساله 
   .ميکه داشته باش یبطورتابع متناوب  هيفور یمطلوب است سر

اگر

اگر
 

 پاسخ 
 پس   است.وب تابع  واضح است که دوره تنا

 

 

 

باشد زوج اگر

باشد فرد اگر
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باشد زوج اگر

باشد فرد اگر

 

  . ميدار تيو در نها

 
 

 مساله 
 در بازه  یبرا يهفور یمطلوب است سر

 پاسخ 
   .يمکن يداها را پ يباول ضر يداجازه ده

 
 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



بخش ۴جلد دوم  فصل    ٨  انوشـيروان صراف  رياضيات مهندسی مينا       

288 
 

 
 
 

 
 

  یاست برااست و که  ديکن  یملاحظه م
  است.  ريبه صورت ز هيفور یپس ، سر

 
 

 مساله 
  يهفور یمطلوب است سر

اگر

اگر
 

 در بازه 
 پاسخ 

   است.  قلق بد یکمها  يب، کار با ضر يمدار یچون تابع تکه ا
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  . يمکن  ی، بهتر است هر کدام را جدا ، بر رس ينجاا

 
 

 
 . يمگذار  یپس ، حالا همه را کنار هم م

 

 
  . يمکن  یم يدارا پ ينوسس يبحالا ، ضر
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  . يمکن  یم  یجدا ، بر رسهم هر کدام را  ينجاا

 
 

 
 . يمگذار  یکنار هم م

 
 . يتدر نها

 
 

 مساله 
  Saw-tooth Function  ع دندانه اره تاب

  . يرز يرتابع متناوب تصو یبرا يهفور یمطلوب است سر

 
  است. دوره تناوب  یتابع دارا  ينشده است. ا يفتعر يرتابع به صورت ز ينا
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،  
 پاسخ 
  . ميپس دار . استتابع فرد است ، پس فقط  يکتابع  ينچون ا

 
  . يمجز به جز دار يریبا انتگرال گ

 
   .ميداربا قرار دادن 

 
  . يمپس دار

 
 

 مساله 
   کدام. يچه يافرد  يازوج هستند  يرز یتابع ها ياآ يدمشخص کن

 
  

 پاسخ 
و فرد ، و کدام هيچ ، جزو  
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 مساله  
  در یبرا يبمطلوب است ضر  

 پاسخ 

 
 مساله 

 در  یبرا يبمطلوب است ضر
 پاسخ 

 

 
 

 مساله 
   .يماگر داشته باش

اگر

اگر
 

  هيفوريدر سر هيفور بيمطلوب است ضر
 پاسخ 
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 مساله 
 در تابع  هيفور یمطلوب است سر 

 پاسخ 
 یبرا راپس لازم است  یاست برافرد است ، پس چون 

   .ميکن دايپ

 
   .تيدر نها

 
 

 مساله 
   .ريتابع ز هيفور یمطلوب است سر

 
 پاسخ 

 
 و   است.لذا 
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  يتدر نها

 
 مساله 

   .يرتابع ز يهفور یمطلوب است سر

 
 پاسخ 
صورت  به هيفور یلذا سرعدد ثابت  یاست منها  تابع همان تابع مساله  ينچون ا

  است.  ريز

 
 مساله 

  يرتابع ز يهفور یمطلوب است سر

 
 پاسخ 
   .مياست ، دارچون 

 

 

 
   .ميپس دار یبرا
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 ياد آوری 
اگر  همگرا است. به    هيفور یباشد پس سر وستهيتابع پ کي اگر

 به  هيفور یباشد سر یتابع پلکان کي

 
   همگرا است.

 
 مساله 

  ميباش هداشت راگ
برای

برای
 

  بالا عتاب هيفوتر یسر یيهمگرا تاس بمطلو
  خپاس

برای

برای

برای

برای

 

 
  همسال
 در هشد فيتعر ريز عتاب سنويکس یها بيضر تاس بمطلو

برای

برای
 

  خپاس

  

 
 سپ ،باشد  راگ ،است  دباش راگ
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 .است

 
  همسال
 در هشد فيتعر ريز  تابع نوسيس یها بيضر تاس بمطلو

برای

برای
 

  خپاس

 
 
  یآور داي
 طمختل لشک ميتوان  یم و بحس رب و ننوشت اب

   .ميآور تبدس ار هيفور یسر

 
  انجيا

برای

برای

برای
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 بخش 
  Vectorsبردار ها 

  یآور ادي
هنگام نوشتن با دست ، چون امکان برجسته  اما دهند.   یها را با حروف کوچک برجسته نشان مبردار 

 و مانند   .ميگذار  یحروف م ینشان دادن حروف وجود ندارد ، تک بردار رو
 یعني ميسياست اما اگر بنوو اعداد مختصات نقطه  یعني ميسياگر بنو

      شود.  یو بردار از مرکز شروع م  است.و بردار  يیمختصات نقطه انتها
 

 مساله 
  . ديو سپس آنها را رسم کنمطلوب است و . مياگر داشته باش

 پاسخ 

 
 

 
 

 مساله 
  ميشته باشاگر دا

 
 و مطلوب است 

 پاسخ 
 

 باشد.      اگر است 
 

 باشد.     اگر است

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 رياضيات مهندسی مينا   ٩بخش    ۴جلد دوم  فصل  انوشـيروان صراف

298 
 

 مساله 
 است  ، مطلوب باشد و اگر 

 پاسخ 
 

 مساله 
 باشد ، مطلوب است و اگر 

 پاسخ 

 
 مساله 

 مطلوب است مقدار 
 پاسخ 

 
 مساله 
  ینقطه ا ضرب یعني . ديضرب کنرا در عدد بردار 

  حيتوض
که به   .نديگو  یم Dot Product  برند و به آن   ینقطه بکار م کيضرب دو عدد  یبرا یسيدر زبان انگل

 مثلا  یضرب نقطه ا مييگو  یم یفارس
 پاسخ 

 

 
 اي یضرب نقطه ا جهينت البته  کند.  ینم ريي، جهت بردار تغ یکه در ضرب نقطه ا ديکن  یملاحظه م

  جهت.  رييبردار است بدون تغ کيعدد در بردار ،  کيضرب 
 

 مساله 
  . ديرا رسم کننمودار بردار 

 پاسخ 
از آنجا محور  ی، از آنجا چهار واحد به طرف بالا  ميکن  یجدا مواحد سمت راست محور  کيابتدا 

رسم  کانيپ کينقطه  نياز مرکز تا ا  بردار است. يینقطه انتها نجاياپنج واحد در سمت مثبت محور 
   .ميکن  یم
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  یآور ادي

   .ميدار یبه مختصات قطب نياز مختصات کارتز ليتبد یبرا
 
 

   .ميدار    نيکارتزبه مختصات  یقطب از مختصات ليتبد یبرا
 
 

 مساله 
 یروين هيبا زاو وتنينکشش سعد  یروين   جعبه هستند. کي دنيآرمان در حال کش سعد و

   .ريمطابق تصو هيبا زاو وتنينکشش آرمان 
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  آن. هاو جهت  روين نديبرامطلوب است 
 پاسخ 
  ميدو بردار را جمع کن ديده  اجازه

 
  . یبا دو رقم اعشار يمکن  یم يلتبد یبه دکارت یاز قطب

 بردار سعد 

 
 بردار آرمان 

 
 . يمدار پس

 
 . يمکن  یها را با هم جمع م يروحالا ، ن

 
   .يمگردان  یبر م یبه مختصات قطب,است  یدر مختصات دکارتجواب بالا 

 
  . يمپس دار . يمکن  یالا را گرد مجواب ب

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 رياضيات مهندسی مينا   ٩بخش    ۴جلد دوم  فصل  انوشـيروان صراف

301 
 

 
 

  است.  ريو جهت آن به صورت ز روهاين نديبرا

 
 

 مساله 
  . ميرا دار ريز ی، بردار ها ريز ريدر تصو

و  
است به   نسبت  مثلبه که نسبت  یقرار دارد بطورخط  یرونقطه 

  یعني، 
 

   .ديسيبنوو را بر حسب بردار 

 
 پاسخ 

  یعني  .ميرا با هم جمع کن ريدو بردار ز ديباکردن  دايپ یبرا
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 که  ميدان  یم  .ميکن دايرا پ دياما ، با است. که  ميدان  یم

 
   .ميدار گرياز طرف د قرار دارد. چهارم طول  کيدر ه نقطپس   است.

 
 .ميضرب کنعبارت بالا را در  ديحالا با

 

  . ميرا با جواب جمع کن ديبا

 

   .ميکرد دايپ  و پس جواب بر حسب 
 

 مساله 
در   هيزاو ودر ساعت  ليما سرعت  بابه شهر از شهر  مايهواپ  کي 

. وزديم هيبا زاو یدر ساعت از جنوب غرب ليماسرعت    باد با  حال  پرواز است.
  هيو زاو مطلوب است سرعت 
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 پاسخ 
 

  يروهان
هواپيما  
باد  

  . ميکن  یرا جمع م روهاين
نتيجه  

 
  است.  يرصورت زبه  يماحرکت هواپ يهسرعت و زاو يجهدر نت

 سرعت
ساعت در مايل  

 زاويه

 
 

  يینمودار نها

 
 

 مساله 
 مطلوب است   است. واحد یمساوواحد است و طول  یمساوطول  يرز يردر تصو  

   -الف
   -ب
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 پاسخ 
 واحد
 واحد

  
 مساله 

شود.   یپرتاب م نسبت به افق هيو با زاو هيفوت در ثان يهاول Velocity  شتاب توپ با  يک
  شتاب.  یو افق یعمود یه هامطلوب است مولف

 پاسخ 
  یرا به صورت بردار واحد مشده  شتاب باشد با استفاده از اطلاعات داده يمکن  یفرض م       

      .ميسينو
 

   .ميکن  یساده م
 

   است. هيفوت در ثان یو مولفه عمود هينفوت در ثا یلذا مولفه افق
 

 مساله 
جسم در نقطه  کي یپوند روو  یها تيّ با کم بيبه ترتو  ی يرودو ن

   کند.  یعمل م یکه رو يیها روين نديبرا مطلوب است  .ريز ريکنند. تصو  یعمل م

 
 پاسخ 
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   است. يربه صورت ز يندابر يرویپس ن

 
 

  یآور ياد
 ريکند به صورت ز  یحرکت م   بردار کيکه در طول  یروين کيتوسط کار انجام شده 

   .ديآ  یبدست م
 

 مساله 
به نقطه را از نقطه   یشئ کيشود ،   یمشخص متوسط بردار  که يرون يک

   مطلوب است کار انجام شده.  دهد.  یحرکت م
 پاسخ 

   .يمکن  یم يدارا پ يیابتداجا بجا
 

 با استفاده از فرمول بالا ، کار انجام شده 
 

   ند است.پو–فوت حسب فوت باشد ، پس کار انجام شده  پوند و مسافت بر يرواگر واحد ن
 

  یآور ياد
  توان نشان داد.   یم يربردار را هم به صورت ز يک

 
  دو بردار است.  نيب هيزاو نجاياست. ا ريبه صورت زو دو بردار  ینقطه اضرب 

 

 
 

  است.  يربه صورت ز Cross Product   يا یحاصل ضربدر
 

  است.  ريبه صورت زمقدار 
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   است.و که شامل  یصفحه ابردار است که جهت آن عمود است به  کي نجايا

 
   است. يربه صورت ز یحاصل ضربدر

 

 
 مساله   

 و مقدار و جهت باشد ، مطلوب است و اگر 
  پاسخ

 

 
���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 رياضيات مهندسی مينا   ٩بخش    ۴جلد دوم  فصل  انوشـيروان صراف

307 
 

 . يمبالا دار يجهاز نتبا استفاده 

 
  . ميباشد ، پس داراگر 

 

 
   بالا است. ريمانند تصو قايدهدکه دق  یرا نشان مبردار  يرز يرتصو

 
 مساله 
از مبدا و بردار آن  یکه مختصات قطب یشود تا نقطه ا  یاز مبدا شروع مبردار 

 ٠مطلوب است   است.آن  یکه مختصات قطب یشود تا نقطه ا  یشروع م
 پاسخ 

 که  يمدان  یم

 
 .ميآور  یبدست م ريبه صورت زآنها  نيب هيو زاوو . يمطول دو بردار را دار يامقدار 

 
  . يمپس دار

 
 

 مساله 
  ينب يهمطلوب است زاو

 
 و 

 
 پاسخ 

  . يمکن  یاستفاده م ريباز هم از فرمول ز

 
  . ميکن  یم دايرا پو طول  ياپس ابتدا مقدار 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 رياضيات مهندسی مينا   ٩بخش    ۴جلد دوم  فصل  انوشـيروان صراف

308 
 

 
  است.  يرآنها هم به صورت ز یضرب نقطه ا

 
   .يمدار يتدر نها

 
 لذا 

 
 

 مساله 
  . يمرا دار يردو بردار ز

 
 و 

 
 مطلوب است 

 
 و 

و بين  زاويه
 پاسخ 

  ميدان  یم

 
 و 

 
  . يمپس دار
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   .مياستفاده کن یبهتر است از ضرب نقطه او  ينب يهکردن زاو يداپ یبرا

 

 

 

     
 

 مساله 
   بردار. نيمطلوب است مقدار و جهت ا  است.آن و مولفه بردار  کيمولفه 
 پاسخ 

 
 

 

 
 

 مساله 
  ريبردار ز ومطلوب است مختصات 

 
 کند.   یم جاديا  هيزاو کيکه با قسمت مثبت  یمتر بردار  کي

 پاسخ 
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 که  ميدان  یم

 
 پس 

 
 و 

 

 
 است.  متر  قتيطول بردار در حق ايآ مينيبن ميکن  یامتحان م

 

 
 

 مساله 
 ريبردار زو مطلوب است مختصات 

 مسافت نسبت به زمان  شيمايپ زانيم اي Velocity بردار شتاب  کي
 خلاف جهت عقربه ساعت هيزاو کيکه  هيمتر در ثانبه طول 
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 سازد   یمنسبت به محور  
 پاسخ 

  شود.   یملاحظه م ريز ريدر تصو  ینسبت به قسمت منف هيزاو

 
پس  مياضافه کنآنرا با  ديدر جهت خلاف عقربه ساعت ، بااندازه گرفتن آن نسبت به  یبرا
   .ميدار

 
حرف اول .  ميگذار  یمنام بردار هم  . يمآور  یبدست م يربردار به صورت ز ينپس مختصات ا

   است.
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 مساله 
 ريبردار زو مطلوب است مختصات 

 که نسبت به محور  يرویبردار ن يک
 سازد.   یم هيزاو کيجهت عقربه ساعت   خلاف 

 پاسخ 
  . ريز ريق تصوشود. مطاب  یاندازه گرفته ماز جهت  يرو، جهت بردار ن ينجاا

 
سازد. پس   یم هيزاو کينسبت به  يرون ينا يدکن  یبالا ملاحظه م يرهمانطور که در تصو

   .ميدار

 

 
 

 مساله 
   مطلوب است اندازه و جهت بردار.  واحد است.آن واحد و مولفه بردار  کيمولفه 
 پاسخ 

  ريز ريتصو  .مي، دار ميبناماگر بردار را 
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 نکته مهم 
اما ،   است. يحصح يدآ  یکه از فرمول بالا بدست م یا يهربع چهارم باشد ، زاو يااگر بردار در ربع اول 
پس جواب   .ميکه بدست آمده ، اضافه کن یا هيبه زاو يدسوم باشد ، با يااگر بردار در ربع دوم 

   بردار در ربع دوم قرار دارد. نيا رايز , است ريبه صورت زمساله  نيا حيصح

 
 

 مساله 
از نقطه وسپس  کند   یم  یدر جهت مشرق طبه نقطه متر از نقطه  لويکمسافت   یکشت يک

   کند.  یم قيطر  یدر جهت جنوب طبه نقطه مقصد 
 

   .يسيدبنو به صورت مولفهرا  یبردار جا بجا
 

  يیطول بردار جا بجا گريبه عبارت دچه قدر است. و  ينفاصله ب
 

 سازد؟   یمبا قسمت مثبت محور  یا يهچه زاو يیبردار جا بجا
 

 پاسخ 
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 است  يیار جا بجابردجهت دوم و  اي ريمس یعنيجهت اول  اي ريمس  یعنيبالا  يردر تصو
 

 
 

 
 

  یبدست م ريز قيسازد از طر  یخلاف جهت عقربه ساعت مبردار نسبت به محور  يککه  یا يهزاو
   .ديآ

 
  یآور ياد

  ینشان م هينقطه مرجع و با  يکنسبت به   یشئ يک عبارت است از فاصله تابع مکان
  باشد.   یمنف ايتواند مثبت   یدارد ، پس متابع جهت هم   دهند.

 سرعت متوسط 

متوسط سرعت
مسافت

مانز
 

زمان به نسبت مسافت پيمايش ميزان
مکان تغيير

زمان رتغيي
 

 Velocity  یتند  اي  مسافت نسبت به زمان شيمايپ زانيکردن م دايپ یبرا
 

   Speed  يا  سرعت 
 

 Acceleration  يا کردن شتاب يداپ یبرا
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 مساله 

   باشد. ريبه صورت زبردارمکان  اگر   یبردارتندمطلوب است 

 
 پاسخ 

 مکان است.  تابع   مشتق یتند , يفطبق تعر
   .يمکن يداتابع مکان را پ  مشتق  است  یکاف پس

 
 مساله 

به صورت که مکان آن در زمان  یکند بطور  یحرکت مطول محور  جسم در  يک يدفرض کن
  باشد.  ريز

 
چپ ،  ايدر کدام جهت ، راست  ديسپس مشخص کن . ديمحاسبه کن یو شتاب به صورت تابع ها یتند

 ايو سرعت آن در حال  اضافه شدن  یتند ايو آ است. که  یآن جسم در حال حرکت است هنگام
 کم شدن است؟ 

 پاسخ 
  . يمکن  یرا محاسبه م يه، مشتق مکان اول یکردن تند يداپ یبرا

 
  . يمکن  یرا محاسبه م یکردن شتاب ، مشتق تند يداپ یبرا

 
   .ميگذار  یم یرا در تابع تدعدد در   یشئمشخص کردن جهت  یبرا

 

 
  یبت طرف راست حرکت م یعنيدر جهت مثبت   یکه شئ گرفت جهيتوان نت  یمثبت است ، مچون 

   کند.
  یرا در تابع شتاب مبر عکس ، عدد  اياست  شيدر حال افزا یتند ايآ ميکه مشخص کن نيا یبرا

   .مياست ، دار  یتند دهد ، و چون شتاب مشتق  یرا به ما م یتند رييتغ زانيم نيا رايز . ميگذار

 
  کم  شدن است.  در آن نقطه در حال یاست ، تند  ینفمچون شتاب در 
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   سرعت هم در حال کم شدن است. یعني نيدر حل کم شدن است ، ادر   یچون تند
 
  یآور ادي

 در زمان  نيلحظه مع کيدر   یشئ کي یعبارت است از تند یلحظه ا یتند
 

 مساله 
 باشد  ريبه صورت ز  یشئ کياگر تابع مکان 

 
  ااست.  هيبر حسب ثانبر حسب متر و  نجايا

 چه مقدار است؟   یشئ یتنددر زمان   -الف
 چه قدر است؟   یشئ یتنددر زمان   -ب
  ؟است رقد هچ حصب تساع رد یتند ،شود  عشرو حصباگر حرکت در   -ج
 

  خپاس
   .ميکن  یم اديپ ار قمشت ،ابتدا 

 
  .ميگذار  یم رد ار دعد نيا رد یتند نکرد اديپ یبرا

 
   .هيثان رد رمت اب تاس ربراب رد یتند یعني

   .ميگذار  یم رد ار دعد نيا رد یتند نکرد اديپ یبرا

 
   .است هيثان رد رمت یمساو رد یتند سپ
  زا دبع یتند دمور رد لسئوا  .است یعني نيا ،شود   یم عشرو تحرک هک حصب رد

   .ميکن ليتبد هيثان هب ار هقيدق ديبا  .است هقيدق
 ثانيه

   .ميدار سپ

 

 
ثانيه لمعاد حصب تدرساع یتند یيعن در   .استمتر
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 بخش 
  یپاره ا ليفرانسيمعادلات د

 
 مساله 

 . مياگر داشته باش

 
 . ديکند ، علامت بزن  یدر مورد معادله بالا صدق م ريز یهرکدام از جوابها

 مرتبه اول   -الف
 مرتبه دوم   -ب
 مرتبه سوم   -ج
  یمعمول  -د
  یپاره  ا - ه
   یخط -و
   یخط ريغ -ز

 پاسخ 
   یخط ري، غ یمعمولمرتبه سوم ، 

 
 مساله 

 .مياگر داشته باش

 
 .ديکند ، علامت بزن  یدر مورد معادله بالا صدق م ريز یهرکدام از جوابها

 مرتبه اول   -الف
 مرتبه دوم   -ب
 مرتبه سوم   -ج
  یمعمول  -د
  یپاره  ا - ه
   یخط -و
   یخط ريغ -ز
 

 پاسخ 
   یخط ير، غ یمرتبه دوم ، معمول

 
 مساله 

جواب  کيعدد ثابت باشد ، پس  کياگر  يدنشان ده
  است.  ريز یپاره ا ليمعادله دفرانس

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 رياضيات مهندسی مينا   ١٠بخش    ۴جلد دوم   فصل  انوشـيروان صراف

318 
 

 
 پاسخ 
   است. ريبه صورت زنسبت به  یپاره ا یعدد ثابت است ، پس مشتق ها کيچون 

 
   .ميدار نيبر ا علاوه

 
و  

 که  یبطور

 
 است ، پس  یکيو چون 

   است. ريجواب معادله ز  کي 
 

 
 

 مساله 
   .يرز یپاره ا يفرانسيلمعادله د  یمطلوب است جواب کل

 
 پاسخ 

  است.  ريها به صورت ز ليفرانسيد نيرابطه ب٠  يمابتدا دار

 
   .يمها به سه صورت جفت کن يفرانسيلد يمتوان  یم

 
   .يمشو  یمتمرکز م  یاول یرو  ها مستقل هستند. ينفقط دو تا از ا

  .ميشود ، پس دار  یحل م یمعادله به آسان نيا . دهديبه ما مدر صفحه  يزمم یها یمعادله اول منحن
 

   شود.  یحل م يرمعادله دوم به صورت ز
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از   یريگ انتگرال است ، چون   است. يفرانسيلمعادله د یبرا  یکردن جواب کل يداهدف پ
تابع ثابت  کي قتيدر حق   است.، بلکه ثابت نسبت به  ستيعدد ثابت ن کي قتيعدد ثابت ، در حق

  عدد ثابت انتگرال تابع اول. یعني،  ميتصور کنتابع  کيآنرا  ميتوان  یم قتيدر حق است.   یارياخت
  یاست ، مچون   است. یاريتابع اخت کي نجايا ميکن  یپس ، فرض م

   .ميسيبنو ريرا به صورت ز ليفرانسيمعادله  د  یجواب کل ميتوان
 

 
 مساله 

  است.  ريجواب معادله لاپلاس ز کي  دينشان ده

 
 پاسخ 

  ميدار نياعلاوه بر و .  ميشروع دار یبرا
و  

 که  یاست ، بطور

 
 یآور ادي

 ها  ريمتغ کيتفک
                        معادله                                  یکل  جواب                                          

 
 مساله 

  ريمعادله حرارت ز یکيمطلوب است جواب تفکعدد ثابت  یبرا

 
 پاسخ 

 در معادله داده شده 

 
   .مي، پس دار ميکن  یم نيجانش

 
   .مي، پس دار ستينوابسته به و چم  ستينوابسته به چون 
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  . ميکه بعد از محاسبه مشتق ها دار

 
   .مي، پس دار ميکن  یم ميتقسها ، طرفه را به  ريمتغ کيتفک یبرا

 
 شود به   یکه ساده م

 
  . ميکه دار یوجود دارد ، بطورعدد ثابت  کيپس 

و  
  شوند.   یم ليتبد ريز ليفرانسيد یمعادله ها به معادله ها نيا

و  
 

   است. ريبه صورت ز يینما تابع کيجواب معادله اول 

 
 ميکن  یپس فرض م  امکان ندارد.  یکيزيکه از نظر ف  رود.  یماما ، حرارت به   باشد.اگر 

   .مي، دار جهيدر نت  عدد است. کي نجايا مييبگو یعنيباشد ، 

يا  

  است.  ريجواب ز یاست که دارا کينوسانگر هارمون کيمعادله 

 
  است.  ريشده معادله حرارت به صورت ز کيجواب تفک جهيدر نت

 
   .ستيتنها جواب ن،  یپاره ا ليفرانسيمعادله د کي یبرا شده کيجواب تفک کيتوجه داشت که  ديبا
 

 مساله 
  . ريمعادله ز یشده برا کيمطلوب است جواب تفک

 
 پاسخ 

 منتج به شده  کيشکل تفک   
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 به  جهيشود ، که در نت  یم

 
   .مي، پس دار ميکن  یم ميتقسرا به  نيشود.  طرف  یم ليتبد

 
دو تابع   ها فقط اگر هرو  هاتمام  یباشد ، براتابع  کي یتواند مساو  یمتابع  کياما ، 

 که  یوجود دارد ، بطورعدد ثابت  کيپس   ثابت باشند.

و  
است اما کند   یکه دلالت م جهيدر نت  

 شود به   یها منتج م ريمتغ کيکه تفک یبطور

 
 پس 

 

 شود   یم جهياست ، که نت

 
 باشد ، پس ميکن  یم فرض پس ،

 
 شده  کياست و جواب تفک

 
   عدد ثابت دلخواه است. کي نجايا

 
 مساله 

  ريز یبعد کياست جواب معادله موج مطلوب 

 
  . ريمشروط به شرط ز

و  
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 پاسخ 
   .مي، پس دار ميگذار  یم معادله در کار  نيا یبرا

 
   .ميکن  یم ميتقسبر   را نيها ، طرف ريکردن متغ کيتفک یبرا  

 
  . ميکن  یرا هم ساده م نيا

 
 که  یوجود داشته باشد بطور کي دي، با جهينتدر 

و  
 ميکن  یپس ، فرض م  امکان ندارد.  یکيزيشوند ، از نظر ف  یبزرگ م تينها  ینوسانات باگر 

   .ميدار جهيدر نت  عدد است. کي نجايباشد ، ا مييبگو یعنيباشد   یمنف
و  

   هستند. ريبه صورت ز  یکل یکه جوابها یهستند ، بطور کيهارمون یهر دو معادله نوسانگر ها

و  
  هستند.  یارياعداد ثابت اخت نجايا

 کند که   یدلالت م یمرز طيشرا . ميتمرکز کن یرو ديحالا ، اجازه ده

و  
 نديگو  یرا م نيا  ها.تمام  یاست براباشد ، پس جواب  مياگر فرض کن

از  یدور یبرا  بدون حرکت است.  زه که یشود به هنگام  یجواب مربوط م نيا راي، ز  یهيجواب بد
  ميکن  ی، فرض م  یهيجواب بد

و  
 اما ،  باشد. 

 
 کند که   یدلالت مکه  یاست ، بطور

 
 است و پس 

 
 کند که   یدلالت م یشرط مرز
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،   یهياز جواب بد یدور یبرا . ميآور  یبدست م  یهيباشد ، باز هم جواب بد  مياگر فرض کن
 کند   یهم دلالت م نيدر ا که باشد ميکن  یفرض م

 
  حيهر عدد صح یباشد ، برا

  یعني نيا ميدارهر  یبرا یجواب برا کيپس ، 

 
شده به  کيجواب تفک کيهر  یبرا جهيدر نت  .ميدارهر  یمرتعش برا زه یجواب برا کي

   .ميدار ريصورت ز

 
  مساله

  . ديبکار بر ريها را در مورد معادله ز ريمتغ کيروش تفک

 
 پاسخ 

  قيکاملا عا یبا مرز هابدون منبع و  ميمعادله حرارت دار کي نجايا
  باشد.  ريحاصلضرب جواب به صورت ز ميکن  یپس ، فرض م

 
   هستند. ري، به صورت ز ميحل کن ديرا که با یمعمول ليفرانسيد یلذا دو معادله ها

 
  . ميبگذار یمرز یجواب حاصلضرب را در شرط ها ديحالا ، اجئزه ده

 
 ديپس باهر  یبرا ميداشته باش ميتوان  ی، نم مياجتناب کن  یهياز جواب بد مياگر بخواه
  . ميداشته نش

 
  ميآور  یبدست م تيو در نها

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 رياضيات مهندسی مينا   ١٠بخش    ۴جلد دوم   فصل  انوشـيروان صراف

324 
 

 
 

 مساله 
  . ديبکار بر ريها را در مورد معادله ز ريمتغ کيروش تفک

 
 پاسخ 

   .ميکن  یم یسيمتجانش هستند. آنها را باز نو یمرز طي، شرا یمرز طيشرا نيشود که ا  یملاحظه م
  . ميپس دار

 
  هستند.  ري، به صورت ز ميحل کن ديکه با یمعمول ليفرانسيو دو معادله د

 
  . ميگذار  یشده را در جواب حاصلضرب م یسيباز نو یمرز طيحالا ، شرا

 
  دي، با ميآوربدست   یهيبد ريکه جواب غ نيا یشود برا  یملاحظه م

 
 داشت.    ميها ، خواه ريمتغ کيپس با استفاده از تفک
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 مساله 
  . ديبکار بر ريها را در مورد معادله ز ريمتغ کيروش تفک

 
 پاسخ 
 را  ريزجواب حاصلضرب  ديپس اجئزه ده  .مياز کار ها را در چند مساله قبل انجام داد  یمقدار

 
  . مي، پس دار ميکن نيجانش

 
  . ميدار کيعدد ثابت تفک  یحالا ، با معرف

 
  هستند.  ريبه صورت ز ميحل کن ديکه با یمعمول ليفرانسيدو معادله د

 
،  یمرز طيکردن جواب حاصلضرب در شرا نيپس با جانش قبل است.  یمانند مثال ها یمرز طيشرا
  . ميدار

 
   .ميمساله دار نيها در مورد ا ريمتغ رييبکار بردن تغ

 
 
 
 
 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir


