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 فصل سوم         
Chapter 3 

  يسنگاشت همد
Conformal Mapping 

 بخش اول 
Section One 

  يلیتحل یهندسه تابع ها
Geometry of Analytic Functions 

 بخش 
 Geometry of Analytic Functions يلیتحل یتابع ها یهندس

  Conformal Mapping يسنگاشت همد
 

 مقدمه 
 حل مسائلدر   هستند گرانبها يلهدان ها وس يزيکو ف ينمهندس یبرا يسهمد ینگاشت ها

 بالقوه  یتئور 
  . ی، بجز در نقاط بحراندارند   ینگاه م ييربدون تغ ها را يهزاواست که  ينا يسهمد یمشخصه نگاشت ها

   کنند. يررا تصو يلیتحل یکنند تابع ها  یو کمک م
 

تا  يمکن  یرا ساده تر م ياضیزبان ر  یکم ينجاا . يمکن يفه تعرنگاشت را به زبان ساد يدابتدا ، اجازه ده
  مفهوم نگاشت واضح و روشن شود.  ينجانبخود ا یهمگان ، حت یبرا
 

 . يدننگار يانوشتن  يانگاشتن  يعنیکلمه نگاشت 
   شده. یکه در آن انواع نقش و نگار ها نقاش  يیجا يعنی. نگارستان يدا يدهحتما کلمه نگارستان شن

مقدار  کياگر به   .ديريرا در نظر بگ. مثلا تابع يدا يدهدر جبر هم کلمه تابع را د

. اگر ديريرا در نظر بگمثلا  شود.   یمنعکس مآن در  ريتصو ميبده

 شود   یم ريتصو مييگو  یم نجاياست. اعدد آن در  ريباشد ، تصو
 

  Mapping   اي. به کلمه نگاشت ميگرد  یبر م
 یدو بعد برا  است. چهار بعد لازم رايز , مشکل استتابع مختلط  کيرسم نمودار 

 ٠ یو دو بعد برا
 نقطه در صفحه کي یعني  .ميکن  یاستفاده مازنگاشت مجسم کردن آنها ،  یبرا  , پس

 ٠نقطه در صفحه مختلط  کيبه  ميفرست  یم اينگاشت وآنرا  ميريگ  یممختلط 
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   .ميبر  یکلمات و سمبل ها را بکار م نيا
 ٠  به فرستادن اي نگاشت مييگو  یم را تابع يک 
 اي به شود  یم شتهنگا ميخوان  یم و اي نويسيم  می يا  

 ٠ به شود  یم فرستاده
 . است ريتصو گوييم  می   
 . نگاشت تحت مجموعه آن ريتصو مييگو  یم ، ميدار نقاط مجموعه کي صفحه در اگر*) 
 

  .است  یقيحق محور   یمجاز محور ريتصو  نگاشت تحت . مثلا
  

  ريتصو
        تحت یمجاز محور ريتصو

 
 

 
 

 به رنگ متناظرشان در    ینگاشت شکل ها
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 مثال 
 نگاشت 

سپس   .ميده  یرا سمت راست قرار مرا سمت چپ و صفحه ، صفحه  ينمجسم کردن ا یبرا

رسم در صفحه متناظر آن تحت  ريتصوو  ميکن  یرسم مدر صفحه  یو نواح یچند منحن
   .ميکن  یم
 

ند توسط  فرستاده شده ا اينگاشت   سمت چپ صفحه که اشعه ها از  ميده  ینشان مشماره  ريدر تصو

  سمت راست. به صفحه 
 

   

 ٠ انيراددر فرستاده شده به اشعه  اينگاشته شده  انيراددر اشعه 
 

  ند.  فرستاده شده ا اياشعه ، نگاشت  کيهر دو به و  یاشعه ها
 

 ٠ هيفرستاده شده به اشعه به زاو اينگاشته  يهاشعه در زاو يک
 شماره  ريتصو

 

 
 
 
 

در ربع اول  یعمود ینوار ها نجايا  .ديکن  یاز نگاشت را ملاحظه م یگريمنظره د شماره يردر تصو
   به ربع اول و دوم.فرستاده شده  اينگاشت شده 
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 شماره  يرتصو
 

  اي
 

 
 

 
  يرشمارهتصو

 
 نگاشت ربع اول و دوم به تمام صفحه
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  مارهيرشتصو

 
 شماره  ريربع اول و چهارم در تمام صفحه نگاشته شده است که مانند تصوشماره  يردر تصو

  يعنیربع دوم ،  یاست با منها یمساوعلت که ربع چهارم  ينبه ا است. 
 

. و اصلا نگاشت يستن اصل نمودار يهنمودار شب يککه چرا نگاشت  ياوريممثال ساده ب يک يداجازه ده
  دارد.  یروز مره چه نقش یدر زندگ

 ی، رو يزعز يرانخوب ، چگونه خاک ا .يدا يددهگربه است ، د يهکه شب يزمانهمه شما نقشه کشور عز
 Map  شود   یم يسیکلمه نقشه به انگل يددان  یکاغذ ، به صورت گربه در امده؟ همان طور که م

رسم ساختمان که مهندس  يک، نقشه  يگرمثال د يا است.  Mapping    يسیکلمه نگاشت هم به انگل
 دارد.   يزيکیکند ، با خود ساختمان تفاوت ف  یم
 

   نگاشت. يگرد یبه مثال ها يمگرد  یحالا بر م
 
  Definition of Mapping  نگاشت  يفتعر  
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 کيبه صفحه مختلط   دردر  دامنه اش مختلط ،  ريمتغ کيتابع مختلط  کيشماره 

  Mapping   ايفرستد.   یم ايکند   ینگاشت م یبه عبارت اي  کند.  یدر برد آن منتقل مصفحه مختلط 
 

   شود.  یم دهينامنسبت به  ريتصونقطه ،در هر نقطه  یبرا
 

  2  مثال 
 ال متفاوت به مث  ینگاه

 نگاشت 
  ميدارو   قطبی یبا استفاده از شکل ها

٠  

  یدائره هاپس ٠و  يمقدر مطلق ها و شناسه ها دار يسهبا مقا
 یو اشعه ها یشوند به  دائره ها  یفرستاده م ايشوند   ینگاشته م

دهد   ینشان م را نياشماره  ريتصو٠ یشوند به اشعه ها  ینگاشته م
  هيناح یبرا

 
  يهکه نگاشته شده در ناح

 
 5شماره  يرتصو

 و سمت راست صفحه سمت چپ صفحه 

 
 

 و  يمدار يندر صفحه کارتز

 
 یلذا خطوط عمود
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ثابت  عدد
  یشوند رو  ینگاشته م

 
 باهم٠و  ميپس دار . ميرا حذف کن يمتوان  ی، م يناز ا
   .ميدار

 
 شماره  يرتصو

 شماره  يرتصو
 در اثر  يرتصو

 

 
  
 

  Conformal mapping   يسهمد نگاشت
  نيب یها  هينگاشت ، زاو نامند ، اگر آن  یم conformal   سيهمدرا نگاشت  يک  

 شماره  ريو هم از نظر جهت حفظ کند. تصو تيّ هم از نظر کم،   ليمتما یها یمنحن

است که  یا هيزاوو متقاطع  یدو منحن نيب يهزاو،  يرتصو يندر ا

 به مربوطو یها ريتصو یعني یسيهمدو   شده. ليتشک دو خطوط مماس در نيب
   هستند.  یکيجهت  مقدار و از نظرو
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 شماره  يرتصو
 و سمت راست صفحه صفحه سمت چپ 

 و یعنيمربوطه آنها  یها سيو تندو یها یمنحن

 
 

  يهقض
  Conformity of Mapping by Analytic Functions يلیتحل یبگاشت توسط تابع ها يسیهمد

که  ینقاط یعني  . ینقاط بحراناست ، مگر در  سيهمد،  یليتابع تحل کيتوسط  نگاشت

  است. در آنها 
 

در   را یمنحن  يناما ،ا  .يمکن  یها صرفنظر م يهکلام ، از اثبات قضاحتراز از اطاله  ی، برا يشهمانند هم
   است.در دامنه  یمنحن ينا  .يريدنظر بگ

 
  . يمکن  یذکر م یآور يادقبل ، جهت  یرا هم از بخش ها يررابطه ز

 
 ، شناسه   یاست به معن Argument   حروف اول  arg  که  يدیراموش نکرده حتما ف

 
 مثال 
  يسیهمد

 که   يیجا بجزاست  سيهمدنگاشت  
 

که  ديکن  یمشاهده م ريتصو نيا در  نشان داده شده است. شماره  ريدر تصو یبرا  است.

 کيدر در    ها  هيزاو , نگاشت   هنگام یبطور کل  ند. ها دو برابر شده ا هيدر صفر ، زاو
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 هيليشود بوس  یفرستاده م ايشود   ینگاشته ملذا قطاع   شوند.  یضرب مفاکتور 

 شماره  ريتصو٠ يیبالا يمهبه ن
نگاشت که ممکن است کلمه   نيآورم تا ا  یفرستادن هم مکه مکررا بعد از نگاشت ، کلمه  ديکن  یملاحظه م

   خواهم.  یوسواس عذر م نياز ا داشته باشد ، کاملا جا افتد.  یشما تازگ یبرا
 شماره  يرتصو

 نگاشت توسط 

 
 

 مثال 

 نگاشت 
  Joukowski  Airfoil      یجوکفسک واره  لبا
  است.  يرنگاشت به صورت ز ين، ا یحسب مختصات قطب بر

 
  . يم، دار یو مجاز يقحق یبا جدا کردن قسمت ها

 
  ينجاا

 
ثابت یپس دائره ها   یها یضيشوند به ب  ینگاشت معدد

 
 شماره  ريتصو٠محور شود به   ینگاشت مدائره 

 شماره  ريتصو

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 رياضيات مهندسی مينا    ١بخش   ٣جلد دوم  فصل  انوشـيروان صراف

142 
 

   است. ريبه صورت زحالا ، مشتق 

 
دو دائره  . ستين سيهستند که در آنها نگاشت ، همد یها نقاط نيا  صفر است.مشتق در ينا

 یبال واره جو کفسک کيه بزرگ تر به دائر . کنند یعبور ماز  ريدر تصو یها
نگاشت  یمنحن  پاره کيکند و در   یعبور مو هم از هم از   نيدائره خط چ شود.   ینگاشت م

   شود.  یم
 شماره  يرتصو

 

 
 مثال 
  يسیهمد

 یعمود ميخط مستقپس  است. و است که  يمدان  یم

ثابت     یافق ميو خط مستق    دائره به کند  ینگاشت معدد

ثابت     بيترت نيا به٠   کند به اشعه  یم نگاشت عدد
  يیکه محدود است به اشعه ها یا هيحبه ناشود   ینگاشت م اي شود  یم ليتبدشماره  ريتصو ليمستط
 . ديکن  یملاحظه م ريتصو که در

 شماره  ريتصو
 نگاشت 
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شود به تمام   ینگاشته م سيبطور همد در صفحهاز   یاصل يهناح

 ريتصو  وجود ندارد. چيکه ه یهنگام رايزبدون مبدا صفحه 

  شماره
 شماره  يرتصو

 نگاشت 

 
 

 مثال 
 به  يگرد  ینگاه

 اي شود.   یفرستاده مبه  يیچگونه تابع نما ميده  یو نشان م ميکن یم  یچند نمودار معرف نجايا
 شماره  ريتصو  شود.  ینگاشت م

 اره شم ريتصو

 
 

 از مبدا   يیبه اشعه ها یشوند به دائره ها و خطوط افق  ینگاشته م یخطوط عمودکه  يدکن  یملاحظه م
 یرا به قطاع ها یافق ی، نوار ها يیدهد. تابع نما  یها را نشان م زيچ نياساسا همشماره  يرتصو

   فرستد.  یمدور م
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 شماره  ريتصو

 
    
 
 

 بخش  تيناتمر
  ينتمر

 است در  سيهمدنگاشت  يدنشان ده
 

   در نقاط گفته  شده.چرخش  يهو زاو
 

 پاسخ 
تمام نقاط  درکه نگاشت  ميريگ  یم جهياست ، پس نتچون 

 دهد که   یمحاسبه نشان م است.  حيعدد صح کي نجايااست بجز در  سيهمد
 

   است. يرچرخش به صورت ز يهلذا ، زاو
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  ينتمر
 رينگاشت که در تصو نيو سپس در مورد ا است.  سيهمد   نگاشت  يدنشان ده
   .ديده حي، توض ديکن  یملاحظه مشماره 

 شماره  ريتصو

 
 پاسخ 
   است. سيها ، همدتمام  یبرااست ، پس نگاشت چون 

 
    شماره يردر مورد تصو يححالا توض

 
 مربع  تابع
 یسهم ريکه زصفحه  یبالا مهين  در هيبه ناحرا 

 
  کند.   یقرار دارد ، نگاشت م

  به شوند   ینگاشت م     یقائمه در راس ها یها هيزاو

 ميدار در٠قائمه  یها هيزاو   به  بيترت

بزرگ  فاکتور بادر راس  یها هيلذا زاو٠ و

 در  راست هيبه  زاو شود  ینگاشت مقائمه در   هيزاو که  مينيب  یمخصوصا م  شوند.  یم

٠ 
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  یمساله چالش کي ينتمر

را به داخل  یخارج سهم هيناحنگاشت که  يدنشان ده

 شماره  ريتصو فرستد.  یمواحد در صفحه  رهيدا
 

   شماره  يرتصو
 

صفحه             صفحه

              
 پاسخ 

 . يمدار 

 

پس بر  ميکن  یپس فرض مر صفحه دائره واحد باشد داگر 

   .ميبالا ، دار    فرمول اساس

 

  اي  است. ينجاا

 
  . ميدار حالا ، 

و  
 هر دو طرف در  یو مجاز  يقیحق یقرار دادن قسمت ها یبا مساو

و  
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+ 

 -  

 
 ،  يعنی

يا  

 ٠است در صفحه  یسهم کي شينمامعادله 

را در  نيا٠ ميدارواحد  يرند  ینقاط داخل یحالا برا

 . مي، پس دار ميگذار  یم

يا  
 هر دو طرف  یو مجاز  يقیحق یقرار دادن قسمت ها یبا مساو

و  
 پس 

 
  اي

چون  
  اي

 
  اي

 

شود به   یمربوط م یسهم  ینقاط خارجلذا   دارد. قرار یخارج از سهمدهد که   ینشان م ينا

 ٠دائره در صفحه   ینقاط داخل
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  یمساله چالش کي ينتمر
و یدائره ها ينب  يهناح   .ميداردر ربع اول صفحه ،

و چک  ديبحث کندر صفحه در مورد نگاشت ٠شماره  ريتصو
   نه. اياست  سينگاشت ، همد نيا ايآ ديکن

 شماره  يرتصو

 
 پاسخ 

   .ميپس دارو ميکن  یپس فرض م يماگر داشته باش
 

  يعنی
و  

 مين کيشود به   ینگاشت مدر صفحه دائره   ربعحالا ،

 دائره 
چون و  

 ٠در صفحه 
 ميبه ن شود  ینگاشت مدر صفحه ربع دائره  يقطر ينبه هم
 دائره 

چون و  
  ٠در صفحه 

در ربع اول صفحه  و ربع دائره  ينب یحلقو يهدهد که ناح  ینشان م ينا

صفحه  يیبالا مهيدر نو  نيب یحلقو هيناح شود به  ینگاشت م

   داده شده است. نشان ريهمانطور که در تصو
را بر حسب  ينطرف  نه. يااست  يسنگاشت ، همد ينا ياآ يمچک کن يددهاجازه  حالا 

   .ميداده شده دار هيدر ناحهر  ی، پس برا ميريگ  یمشتق م
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   است. يسلذا ، نگاشت داده شده ، همد

 
 یمساله چالش کي  ينتمر

 صفحه توسط  يمن يرتصو
Image of a Half-Plane under  

 
توجه   .ديو نمودار را رسم کنتوسط نگاشت صفحه  يمن يرمطلوب است تصو

 شماره  ريتصو  . یقيحق یاست به معن Real  دو حروف اول کلمه  Re  که  ميمکررا گفته ا
 

 شماره  ريتصو
 صفحه  مين

 

 
 

 پاسخ 
 ٠است ، با باشد که شامل تمام نقاط مختلط  یصفحه ا مين يمکن  یفرض م

 هر نقطه  یبرا  .ديريرا در نظر بگ 18  شماره   ريدرتصو از صفحه  یخط عمود يناول
، يمخط دار ينا یرو نقطه  کيدر دار مق  است. نجايا  
 خط  نيا یرو

 
 مجموعه  نقاط  چون  است. 

 
نگاشته در صفحه  یکه خط عمود ميريگ  یم جهيپس نت است ، در صفحه خط 

 ريتصو در یعمود خط لذا٠ نگاشست  توسط در صفحه  یشود به خط افق  یم
   .شود  یم نگاشته شماره ريتصو در یافق خط به شماره
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  شماره ريتصو
  صفحه مين به مربوط ريتصو

  نگاشت توسط

 
 نا دو توسط توان  یم را نيا    .ديريبگ نظر در را شماره ريتصو در صفحه مين تمام ، حالا

   .کرد فيتوص ريز  معادله
و  

 انيب و یمجاز و  یقيحق یها قسمت حسب بر را نگاشت ريتصو فيتوص یبرا
 ميبر  یم بکار را صفحه در   و مورد در را  شماره در شده ذکر حدود سپس و ميکن  یم
   .ميکن نيمع صفحه در و حدود تا
   .ميدار در توسط نماد کردن نيجانش با

 
  از عبارتند یمجاز و  یقيحق یها قمت پس

و  
 مجموعه ، نيا  .است و که ميريگ  یم جهينت و اساس بر

 تاس صفحه در نقاط تمام شامل توسط  ريتصو یعني  .است
 متما لشام رگيد تعبار هب  .باشند رقرا رب و یها همعادل ان هک یبطور
 ٠ هشمار ريتصو  .دارند رقرا یافق طخ یبالا هصفح همين رد هک تاس ینقاط

 
    نيتمر

  تنگاش تتح طخ کي ريتصو
   .ديکن مرس اآنر رنمودا و طمختل تنگاش تتح یعمود طخ ريتصو تاس بمطلو
  خپاس
  طنقا همجموع یعبارت هب اي و  .باشد یعمود طخ طنقا همجموع ميکن  یم ضفر

با  
  زا دعبارتن یمجاز و  یقيحق یها تقسم ، ميديد لقب یها لفص رد هک رطو هههمن   .باشد

و  
  ميدار رد هنقط کي یبرا  .است

و  
  ار ريز یها همعادل هک یبطور طنقا زا تاس تعبار ريتصو هک دکن   یم دلالت نيا
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   .ندک  یم رقرا  بر      یبرا

 
 

 فيتعر هصفح رد یمنحن کي هک هستند  یقيحق یمتر اپار یها همعادل   و یها همعادل
  یبرا ار همعادل اک نيا یبرا  .ميکن  یم اديپ و نيکارتز همعادل فحذ اب  .کنند  یم
   .ميدار سپ  .ميده  یم رقرا همعادل رد و ميکن  یم لح

 
 دتوان  یم  هشمار رد  سپ  .است نچو و دريبگ  یقيحق دعد ره دتوان  یم نچو

٠ هصفح رد یسهم کي یعني  .است ريتصو الذ  .رديبگ  یقيحق دعد ره   و ريتصاو 
     شماره ريتصو

  یعمود طخ

 
 

  هشمار ريتصو
  یسهم کي ريتصو
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 بخش 
  Linear Fractional Transformations      یخط کسر يلاتتبد
  Mobius Transformations    يسمو ب يلاتتبد
 
را مورد بحث  يسمو ب يلاتتبد ياو   یکسر خط يلاتتبد  يعنیمهم نگاشت   يلینوع خ يک يمخواه  یم ينجاا

   .يمقرار ده
  است.  يربه صورت ز يسمو ب يلاتتبد

 
   .مي، دار ميريمشتق بگازشماره  اگر مختلط هستند.  اي  یقياعداد حق،  ينجاا

 
بودن  سيدلالت بر همد نيا  است.که  ديکن  یملاحظه مبا توجه به شماره 

 باشد ، پس اگر  کند.   یها متمام  یتابع برا
 

 تابع ثابت است. کي
 

 عبارتند از شماره    مخصوص یحالت ها
 

انتقالی های حرکت

با وضعی های حرکت

خطی تبديلات

واحد دايره در وارونگی

 

      
   کنند.  یم فيتوص ريرا به صورت ز از کتب شماره  یدر بعض

انتقالی حرکت

حقيقی وضعی حرکت

حقيقی آمدگی کش يا انبساط

وارونگی
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 1  مثال 

  یوارونگخواص 
 شماره  يرتصو

 شود.   یم یوارونگو  یدر مختصات قطب

          
 . ريشود به دائره واحد ز  ینگاشت ملذا ، دائره واحد 

 

 
 

 ايبه دائره ها و را   یو عمود یافق ميخطوط مستق  دهد که   ینشان مشماره  يرتصو

  .کند   ینگاشت م ميخطوط مستق
   
 

 شماره  يرتصو
    یوارونگ

 
 

 اثبات 
   نوشت. ريتوان به صورت ز  یرا مدر صفحه  يرهدا يا يمهر خط مشتق
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   د.هستن  یقياعداد حق ينجاا

باشد ، پس فرمول بالا  اگر   شود.  یم ميخط مستق کيباشد ، پس فرمول بالا اگر 

 شود   یمعادله م نياو بر حسب  شود.  یدائره م کي

 
    

  ميسينو  یم یبجا يرحالا ، در معادله ز

 
   .مي، پس دار ميکن  یب مضررا در 

 
   .ميدارو بر حسب  يا

 
  باشد.است اگر  ميخط مشتق کيباشد ، و  دائره است اگر يک يشفرمول بالا نما
    بکار برد.و   توان   یمو  یبجا يدگو  یفرمول بالا م

 
   اثبات بالا را دارد. يتاصخ  یکسر خط يلبا کمال تعجب ، هر تبد

 
  يهقض

   .يمدائره ها و خطوط مستق
و خطوط در صفحه  ريبه دواو خطوط در صفحه  ريدوا شماره   یکسر خط يلهر تبد  

   کند.  ینگاشت م
 

 ليدتب کيهم  نيا  .ميآور   یبدست م یبرارا با حل شماره شماره وارون نگاشت 
   است.  یکسر خط
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 است ، پس که  یهنگام

 

شود   یم  یکسر خط لي، تبد راتييتغ نيبا ا  باشد. ريتصو يمکن  یحالا ، فرض م

 به صفحه بسط داده شده صفحه  دهصفحه بسط داده ش کيبه  کينگاشت 
 

  Fixed Points  نقاط ثابت 
در نگاشت  یعنيشوند ،   یهستند که در خودشان نگاشت م ینقاطنگاشت  يکنقاط ثابت 

   را دارند. ريپس شکل  ز  مانند.  یثابت م

 
  Identity Mapping   یهمان يننگاشت ا
  یب یدارانگاشت  نقطه ثابت دارد.  کيهر نقطه ، به صورت   یهمان يننگاشت ا

  نقاط ثابت دارد.  تينها
   است. ريبه صورت زشرط نقطه ثابت  یبرا

 
 پس 

 
  يهقض

  Fixed Pointsنقاط ثابت 
سه نقطه ثابت داشته باشد ،   یکسر خط يلتبد يکاگر  حد اکثر دو نقطه ثابت دارد.   یکسر خط يلتبد يک

   باشد. یهمان ينآن نگاشت ا يدپس با
 

 مثال 
 نياندازه صفحه را مع اي اسيمق نيباشد ، ا  یقيحقاگر   باشد. ديفرض کن

باشد ، هر دو کار را چرخاند. اگر   یباشد ، صفحه را م  کند. اگر  یم

 شماره  ريتصو  دهد.  یانجام م
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 شماره  ريتصو
 و چرخش به اندازه  اسيمقبه ضرب در 

 
    یها بياست با ضر  یکسر خط ليتبدکه  ديتوجه داشته باش

 
 مثال 

  یانجام م یانتقال حرکتبه اندازه   یعنيباشد. با اضافه کردن  ديفرض کن
 شماره  ريتصو  .ميده

  است.  ريها به صورت ز بيکه ضر ديداشته باش توجه

 
 شماره  ريتصو

   .ميده  یانجام م یحرکت انتقالبه اندازه 
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 بخش  ناتيتمر
  ينتمر

نقطه  کيو فقط    بايد يعنیوارن باشد ،  يککه شامل  يسمو ب يلتبد يکمطلوب است 
   ثابت داشته باشد.

 پاسخ 
 است که  ینقاط ثابت ، هنگام  .يريمگ  یرا در نظر م يسمو ب یها يلاستاندارد تبد شکل

 

 
 نيا  .ميباش  مواظب ديبا ل بر حسب اعداد مختلط  کايهنگام محاسبه راد  باشد.که  ينبا فرض ا

   د.دو امکان وجود دار  است.که  یدارد هنگام شهير کيمعادله فقط     
  ميباشد دار  اگر   -الف

 
  است. هم وآن   يمنقطه ثابت دار يکصورت فقط  ينکه در ا

   .ميباشد داراگر   -ب

 
   است.نقطه ثابت دارد و آن هم  يکصورت فقط  ينکه در ا
اعداد ثابت  يربه انتخاب ما در مورد مقاد یبستگ ارد. وجود د ينشگز يتنها  یالبته ، ب

   دارد.
 

  نيتمر
   باشد.و دو نقطه ثابت  یکه دارا يسمو ب يلتبد يکمطلوب است 

 پاسخ 
 که    ینقاط ثابت هستند ، وقتو     زيمتما نقاط  ينتوجه به تمر  با

 
 افتد که   یاتفاق م یمهنگا ينباشد ، و ا

 
  باشد. 

ممکن  یها جواب مجموعه  کيپس   باشد. ايبا  ريعدد ثابت مغا کي يمکن  یفرض م

 به ما  ريمقاد نيو ا  است.و 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 رياضيات مهندسی مينا  ٢بخش    ٣جلد دوم   فصل  انوشـيروان صراف

158 
 

 
  دهند.   یم

اله داده شده ، فرض مس  نيا یبرا  افتد.  یم یباشد ، چه اتفاق اياگر  يدتوجه کن

   .ميباشد ، پس دار ميکن  یم

 
  . يمکن  یچک م

 
 و 

 
   .ميدار نهيگز تينها  یب ينباز هم مانند تمر

 
  ينتمر

  يسمو ب يلربع اول در اثر تبد يرمطلوب است تصو
 پاسخ 

   .يمآور  یرا بدست م يرز يرابتدا مقاد

 
  .يدکن  یملاحظه مسمت چپ  يرربع اول را در تصو از چپ به راست ، يبنقاط به ترت ينه به ابا توج

چون خط   دائره است. يکآن  يرتصو .گذرد   یسمت چپ ، از قطب تابع نم يرتصو در  یچون خط آب
 ها و یمنحن ينا  خط خواهد بود. يکآن  يرگذرد ، تصو  یسمت چپ از قطب تابع  نم يرقرمز در تصو

   .يدکن  یملاحظه م شماره يرجهت مربوطه آنها در سمت راست تصو
 شماره  يرتصو
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ربع  ريلذا تصو  است. يشستاره در سمت راست نما  مطابقت دارند. یبا خروج یوررد  ینقاط رنگ

 به شعاع  تيدائره است به مرکز يیبالا  مهياول ، در اثر نگاشت ، ن
   .يمدارعدد مناسب چند ،  با انتخاب يمچک کن يمتوان  یچند نقطه نمونه م

 
 ينسوم دائره.  يرونشوند به نقاط ب  یربع اول نگاشت م يروندهند که نقاط ب  یاول ، نشان م يردو مقاد

 رفت.  یار مهمان طور که انتظ  .يرهدادرون  اول ، نگاشت شده به داخل ربع    نقاط دهد ،  یمقدار نشان م
  

  ينتمر
  . يرمطلوب است نقاط ثابت تابع ز

 
 پاسخ 

  يماگر داشته باش

 
 پس 

 
 

  5   ينتمر
  يمداشته باش يدفرض کن

 
   .ريز طيبا شرا است. و  ينجاا

 
 مطلوب است  

 پاسخ 
  . يمبر  یداده شده را بکار م يطاز شرا يکهر 

   است.است. لذا پس چون 

 ٠ ميپس دارچون 
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    است.ا و لذ ميپس دارچون 

 پس 
  يتدر نها
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 بخش 
  Special Linear Fractional Transformations  مخصوص   یخط کسر لاتيتبد

 . مييگفدر بخش    .ميده  یرا ادامه م  یکسر خط لاتيبحث  تبد

 
 که  یبه شرط

 
   اعداد مختلط هستند. نيهمچن  هستند.  یخطو  نجايا
   نشان داده شود. ريز سيتواند به صورت ماتر  یم ليتبد نيا

 
 است  ريبه صورت ز ليتبد نيعکس ا

 
   .ميدار سيبا استفاده از ماتر

 
 

 لهيوس ريز هيکند. قض  ی، نگاشت م یگريد یرا به دامنه ها یبه خصوص یدامنه هاشماره 
 مورد نظر   یکسر خط لاتيساختن تبد یبرا دهديبه ما م  یا

 نيتا از ا  سه یکسر ها توسط  قتيدر حق  شود.  یمشخص متوسط نگاشت شماره 
   کند.  ینگاشت را مشخص م کي،   پس  سه شرط  ، یچهارماعداد ثابت نسبت به 

 
   .سندينو  یم ريرا به صورت زاز کتب ، شماره  یدر بعض

 
 

  هيقض
  Three Points and Their Images Givenآنها  داده شده ريتصاوسه نقطه و 

نگاشت کرد داده شده  زيتوان به سه نقطه متما  یم زيسه نقطه متما

  یانجام م رينگاشت توسط معادله ز نيا٠  یکسر خط ليتبد  کي توسط فقط و فقط 
   شود.

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 رياضيات مهندسی مينا   ٣بخش   ٣جلد دوم فصل  انوشـيروان صراف

162 
 

 
 

  ديشود ، با  ینقطه را شامل م نيکه ا یآن تفاضل  یبجا داده شده باشد ،نقاط  نياز ا  یکياگر 
   .ميبگذار

 
  هياستاندارد توسط قض ینگاشت دامنه ها

Mapping of Standard Domains by Theorem 1 
 

 یکرد. ما آنها را دامنه ها دايرا پ ديچند دامنه مف  یکسر خط لاتيتبد ميتوان  یم هيبا استفاده از قض
   .ميکن  یاستفاده م ريکار از اصل ز نيا یبرا . مينام  یاستاندارد م

  Principleاصل 
 . ديمشخص کندر صفحه در دامنه  یسه نقطه مرز

  .ديانتخاب کندر صفحه مرتبط با  ريمرز تصو یروآنها  ريتصو 
 .ديبدست آورشماره نگاشت را از 

 
   مثال

  Mapping of a Half-Plane onto a Disk   سکيد کي یصفحه  رو مين کينگاشت 
 شماره  ريتصو

 را به که   یکسر خط ليمطلوب است تبد
 

 کند.   ینگاشت م
 

 پاسخ 
  . ميداربرا اساس 

 
 پس 
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 شماره  ريتصو

 
 ، مشخص کرد. يادیرا بدون محاسبه ز ینگاشت ينخواص مخصوص چن يمتوان  یم يمنشان ده يداجازه ده

به دائره واحد لذا محور   است. پس  ميدار یبرا 

شود به   یصفحه نگاشت م يیبالا مهياست ، ناست ، پس شود. چون   ینگاشت م

 به شود  یآن دائره نگاشت م رونيصفحه به ب ینيپائ مهيداخل آن دائره و ن
 

 شود به پاره خط   ینگاشت م یکه قسمت مثبت محور مجاز یبطور  شود.  ینگاشت م
 

 
 مثال 

 در صورت وجود 
 را به     که   یکسر خط ليمطلوب است تبد

 
  کند.   ینگاشت م

 پاسخ 
  . ميداربر اساس 
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 مثال 

  Mapping of a Disk onto a Half-Plane  صفحه  مين کيبه  سکيد کينگاشت 
 به که   یکسر خط ليمطلوب است تبد

 
 کند.   یراست صفحه نگاشت م مهيواحد به ن سکيکه د یکند. بطور  ینگاشت م

 پاسخ 
  یبجابراساس 

 
  . ميپس دار ميگذار  یم

 
 مثال 

 صفحه  ميصفحه به ن ميننگاشت 
 را به که   یکسر خط ليمطلوب است تبد

 
   کند.  ینگاشت م

 پاسخ 
  .ميدار ساسا رب

 
  اه کسيد هب اه کسيد تنگاش

 
  لمثا

   .واحد کسيد هب دواح کسيد تنگاش
  هشمار رد

 
   .ميده  یم رقرا
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  هشمار  ريتصو

  هشمار ريتصو
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