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 فصل دوم 
Chapter Two 

  يماندهباق يریلورن ، انتگرال گ یسر
Laurent Series, Residue Integration  

 بخش اول 
Section One 

 لوران  یسر
Laurent Series 

 یمختلط و انتگرال ها یمحاسبه انتگرال ها یبرا يگریروش قدرتمند د يریگ يادفصل ،  ينا  یهدف اصل
روش  ينکه اول ياوريدبخاطر ب معروف است.  يماندهباق يریانتگرال گبه خصوص ، که بنام   يقیحق

و   .يمگرفت يادرا  يلورتا یسپس سر  بود. یمختلط با استفاده از فرمول انتگرال کاش یمحاسبه انتگرال ها
   .يمده  یم يمرا تعم يلورتا یحالا ، سر

 
 بخش 

  Laurent Seriesلوران  یسر
مک  یسر کي،  ميگفتهمانطور که در بخش مک لورن اشتباه نشود.  یرلوران با س یتوجه سر

 است.  ريمک لورن به صورت ز یسر  یعنياست با مرکز  لوريتا یلورن ، سر

 
   Generalize Taylor Series اي است.  افتهي ميتعم لوريتا یسر، لوران   یسر

که   یوقت یبه صورت توان هاتابع  کي ميکار برد، بخواه کياگر در 

  یم در عوض  .ميرا بکار بر لوريتا یسر کي ميتوان  ی، نم ميبسط ده است  نيتک در 
   .ميبکار بر Laurent Series   لوران یسر، بنام  یسر دينوع جد   کي ميتوان

 
 Laurent  را  با لوران   Maclaurin    مک لورن رانيا یمحترم دانشگاه هااستادان  یمتاسفانه بعض

  ند.  دانسته ا  یکي
 

   .ميدر هر حال بگذر
 حياعداد صح یتوان ها نياست و همچنمثبت  حياعداد صح  یلوران شامل توان ها یسر
   است. ديشکل جد کي نيا  است.  یمنف
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 یريروش قدرتمند انتگرال گ کيو ها ، بخش  ینگيتک یطبقه بند یبرا نيلوران همچن یسر کي
   رود.  یبکار مبخش 

در چنبرک وا گرا  لوريتا یکه سر  یدر صورت  در چنبرک هم همگرا است.لوران  یسر کي
   است.

 
  هيقض
 لوران  هيقض

و چنبرک با مرکز  و هم مرکز  یدو دائره ها دامنه شامل  کيدر  يمکن  یفرض م
 لوران  یتواند توسط سر  یمپس شماره  ريتصو  باشد. یليآنها ، تحل نيب

 
 يرلوران به صورت انتگرال ز یسر ينا یها يبضر داده شود.  يشنما  یمنف يرو غ  یمنف یشامل توان ها

   است.

 
 بسته ساده  ير، خلاف جهت عقربه ساعت در هر مس يمکرر گفته اانتگرال مطابق معمول که قبلا م ينا

 شماره  يرتصو  کنند.  یمرا دوهت   یکه درچنبرک و قرار دارد و دائره داخل
  شده ، است.  در چنبرک بزرگ يشهمگرا است و نما یسر ينا

 شماره  ريتصو
 لوران  هيقض
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   توان نوشت.  یمو    بجای  يحتوض

   هستند. يرها ، متبسق ز يبو ضر

 
 

 مثال 
  Use of Maclaurin Series  لورن   مک یسربکار بردن 

  با مرکزلوران  یمطلوب است سر
 پاسخ 

   .ميداربخش بر اساس   

 
در صفر  یسر  یاست ، بدون مبدا و قسمت اصل، تمام صفحه مختصات مختلط  يی، چنبرک همگرا ينجاا

  است.  يرمطابق ز

 
 مثال 
  Substitutionکردن  ينجانش

   با مرکز صفر.لوران  یمطلوب است سر
 

 پاسخ 

  یکه قسمت اصل ميآور  یلوران بدست م یسر یبجابا بکار بردن بخش بر اساس 

  است.  ريز یمتناه نا یآن ، سر
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 مثال 

 بسط 
 

 
   یمنف يرغ یبا توان ها يدبسط ده

 

 
 

 (  یمنف یها توان  با يدده  بسط 
 پاسخ 

 

  . يمباشد ، داراگر 

 
 

  . يمباشد ، داراگر 

 
 مثال 

 هم مرکز مختلف  ینبرک هادر چبسط لوران 
Laurent Expansions in Different Concentric Annuli 

 با مرکز صفر  يرلوران ز یها یمطلوب است تمام سر

 
 پاسخ 

   .ميداراز مثال با ضرب کردن در 
 

   .ميباشد ، دار اگر 
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  . ميباشد ، داراگر 

 
 مثال 

  Use of Partial Fractions   یاستفاده از کسر ها جزئ
 ، با مرکز  ريو لوران تابع ز لوريتا یها یاست تمام سرمطلوب 

 
 پاسخ 

  یجزئ یحسب کسر ها بر

 
 کسر دوم  یبرا  کند.  یم ادهيکسر اول را پمثال و  یقسمت ها

 باشد اگر 

 
 

  باشداگر 

 
(I) 
     شماره ريتصو.معتبر است  یبراو از 
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 شماره  ريتصو
 مثال  يیهمگرا هيناح

 
 

(II) 
   معتبر است. یبراو از 

 
(III) 

  معتبر است.  یبراو از 

 
صفر هستند ، در  یها بيباشد ، ضر یليتحلداخل  لوران ، هيدر قضاگر 

 یمثال ها.کند mi   دايپ ليتقل لوريتا یلوران به سر یکه سر ی،بطور یانتگرال کاش هيبراساس قض
   دهند.  یموضوع را نشان م نياو 

 
 بخش  يناتتمر
  ينتمر

معتبر است  یکه آن سر یا هيو ناحاطراف  يرتابع ز یلوران برا یمطلوب عصر سر
   .ديمشخص کن

 
 پاسخ 
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 . ینا متناه يهناح يکدر  يعنی  معتبر است.لوران است ، در  یسر ينا
 

  ينتمر
جواب معتبر است  نياکه  یا هيناح نيهمچناطراف  يرتابع ز یلوران برا یمطلوب است سر

   .ديخص کنرا مش نيقسمت تک . ديمشخص کن

 
 پاسخ 

   .يمدار یپاره ا یبا استفاده از کسر ها

 
 یهندس یدارد. آنرا با استفاده از سر لوريتا یبسط سر کياست ، پس   یليتحلدر چون 

   .ميکن  یم دايپ

 
  است.  يرلوران ، مطابق ز یپس سر

 
  يیهمگرا يهجمله است. ناح ين، اول ينقسمت تک

 
   ست.ا

 
  ينتمر
  یلوران برا یسر

 

   .يدمحاسبه کنبه مرکز  يهدر ناح
 

 پاسخ 
   است. یليتحل يهدارد لذا در ناحدر  ينگیتابع تک ينا
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   نشان داده شده است. در  ينگیبالا ، نقاط تک يردر تصو

   .ميداردر 

 
 . يمبا ضرب کردن دار

 
  ينتمر
 اطراف  يرلوران تابع ز یوب است سرمطل

 
   .يرز یها يهدر ناح

 
 پاسخ 

   .ميدار یبرا

 
  . ميلازم دار یگري، شکل د ستيهمگرا ندر   یبرا یهندس یچون سر یبرا
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  ينتمر
  فاطرا ريز عتاب نلورا یسر تاس بمطلو  

 
  خپاس

   .است ريز تصور هب، یبرا يلورتا یسر هک ديآور بخاطر

 
   .ميدار سپ ميکن  یم نيجانش

 
  الذ و

 
  نيتمر

   يردرز عتاب یبرا نلورا و ريلوتا نممک یها طبس متما تاس بمطلو
  .يدکن صمشخ ار کدام هر یيهمگرا هيناح سسپ

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



ضيات مهندسی ميناريا   ١بخش   ٢جلد دوم  فصل  انوشـيروان صراف  

81 
 

 
  خپاس

  و رد یيعن ددار دوجو یينگتک ود
   .است ريز یها تصور هب نبود یيلتحل یبرا نممک یچنبرک اي رمدو ینواح

 
   یبرا

 

  یبرا

 
  سپ

 
   .است اهمگر کيسد لداخ هک تاس ريلوتا یسر کي نيا

 

  یبرا

  یبرا رمعتب
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  یبرا رمعتب

 

  یبرا رمعتب

 
  یبرا

  یبرا رمعتب

 

  یبرا رمعتب

 

  یبرا رمعتب

 
  نيتمر

  رد ريز عتاب نممک نلورا یها یسر متما تاس بمطلو

 
  خپاس
  طنقا رد ددار یينگتک هنقط ود یدارا عتاب
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  ددار دوجو کچنبر هيناح ود
 

 
  و
 
 

   .است یيلتحل ،مربوطه  هيناح لداخ اج همه رد عتاب ،آنجا  رد هک

 

 

 
  رد بالا طبس

 
  و

 
   .است رمعتب
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 ار  هنقط هک یبطور   لداخ کاملا هک هساد هبست یمنحن ره یبرا
   .ميدار ،کند  همحاصر

 

 

 
  .يمدار نچو

 
  سپ

 
 

   .ميدار   لداخ کاملا هک هساد هبست یمنحن ره یبرا
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 بخش 
 Singularities and Zeros. Infinity                            تينها  یب ها و صفر ها.  ینگيتک

است که در آن نقطه  کي یليتابع تحل کي ژهيو اي نينقطه تک کي،   یبطور کل

 فيتعر  است.که در آن  کيعبارت است از  صفر کي  .ستين یليتحل
 یطبقه بند یتوان برا  یرا ملوران  یکه سر ميده  یبخش نشان م ني. در اديآ  یم ليتر در ذ قيدق یها
   بحث صفر ها بکار برد. یبرا لويتا یها و سر ینگيتک
 
 کيدر  Has a Singularity  ینگيتک کي اي Is Singular است    نيتکتابع  کي مييگو  یم

  یگي، اما هر همسا ستين یليتحلدر اگر  دارد نقطه 
 کي مييگو  یم نيهمچن  است. یليتحلاست که در آن  ینقاط یدارا

 است.  نينقطه تک
 
 کي یدارا  اگر،   است یتک و تنها  ینگيتک کيگوييم   یم

   شتريب ینگياست بدون تک یگيهمسا
در صفر اما  است ،  تک و تنها در یها يینگيتک یدارامثلا 

   است. ینگيتک یصفر ، دارا یگيهمسا در تمام گريبه عبارت د  دارد.   تنهاو   رتکيغ ینگيتک
 

 کرد. یلوران طبقه بند یتوان توسط سر  یرا مدر  یتک و تنها  یها ینگيتک

معتبر  نيتک نقطه In the Immediate Neighborhood   بلا فاصله  یگيهمساکه در 

   .ريبه شکل ز هيدر ناح یعنيبجز خود  است ،

 
، باشد    یمنف یدوم ، که شامل توان ها یسر  است. یليتحلدر اول بالا ،  یمجموع سر

 باشد ، یمحدود یاگر شامل جمله ها  شود.  یم دهينامشماره  Principal Part    یقسمت اساس
   است. ريز به صورت

 
  یم Order  مرتبه را  و Pole  قطب  کيرا در  ینگيتکصورت  نيدر ا 

   نامند.  یم Simple Poles  ساده  یقطب هامرتبه اول را  یقطب ها  ند.نام
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 در مييگو  یمباشد    ینا متناه یجمله ها یداراشماره   یاساساگرقسمت  
   است. Isolated Essential Singularity  تک و تنها   یاساس ینگيتک کي یدارا 
 

 مثال 
  Poles. Essential Singularities  یاساس یها ینگيتکقطب ها ، 

 تابع 

 
که  يیمثال هادارد. قطب مرتبه پنجم در  کياست و  قطب ساده در کي یدارا

   هستند.   ريهستند ، به صورت ز تک و تنها در  یاساس ینگيتک یدارا

 
 و 

 
 

 مثال 
  Behavior Near a Pole    قطب کي کيرفتار نزد

که  یهنگامقطب است ، و  کي یدارادر تابع 

   دهد.  یم حيرا توض ريز هيقض نيا
 

  هيقض
  Polesقطب ها 

 یهنگامداشته باشد ، پس   قطب در کيباشد و  یليتحلاگر 

 . قيبه هر طرکه 
 

 مثال 
  Behavior Near an Essential Singularity    یاساس ینگيتک کي کيرفتار نزد

شدن در امتدا د  کينزد یبرا یحد چيه  دارد.در   یاساس ینگيتک کي تابع 
  یم یبرود ، تابع نا متناهطرف  به مثبت   یقيحق رياگر در امتداد مقاد   ندارد. یمحور مجاز
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  شود.  یم کينزد برود ، تابع به طرف صفربه طرف   یمنف  یقيحقاما اگر در امتدا مقدار   شود.
 رديگ  یممقدار کوچک  اريبس یگيدر همسا

 
  هيقض
  Picard’s Theorem کارديپ هيقض

 یداشته باشد ، هر مقدارنقطه  کيتک و تنها در   یاساس ینگيتک کيباشد و  یليتحلاگر 

 کوچک  اريبس یگيدر همسا  يیمقدار استثنا کي، با حد اکثر  رديگ  یبه خود م
 

  Removable Singularity  قابل حذف  ینگيتک
 در دارد اگر در قابل حذف  ینگيتک کيتابع  کي مييگو  یم

 مقدار مناسب کيدادن  صيبشود با تخص یليتواند تحل  ینباشد ، اما م یليتحل

  مثلا  .کرد حذف را آنها   توانيم رايز ، ستندين مهم ها ینگيتک نيچن

   .ميکن فيتعر اگر ، شود  یم یليتحلدر 

 
  Zeros of Analytic Functions یليتحل یها تابع یها صفر

 که یاست بطوردر  کيدامنه  کيدر  یليتابع تحل کيصفر  کي
 یبلکه مشتق هااست اگر نه فقط مرتبه  یصفر دارا کي  است. 

 است.صفر هستند، اما در   یهم ، همگ
 مرتبه دوم صفر کي یشود. برا  یم دهينام Simple Zero   صفر ساده کيصفر مرتبه اول هم  کي 

 
 اما 

 
 مثال 

 Zerosصفر ها 
و صفر مرتبه دوم در تابع   دارد.صفر ساده در تابع    

 ندارد. یصفر چيهتابع   دارد.صفر مرتبه سوم در تابع   دارد.
دوم  مرتبه یصفر هادارد و ساده در  یصفر هاتابع  

 دارد.مرتبه دوم در  یصفر هاتابع   در نقاط گفته شده دارد.
   مرتبه چهارم در نقاط گفته شده دارد. یصفر هاتابع  
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  Taylor Series at a Zeroصفر   کيدر لوريتا یسر
 یمشتق ها،تابع ام صفر مرتبه   کي در

ها  بيضر نيپس چند اول  صفر هستند.

  که  یدر صورت هم صفر هستند ، بخش لوريتا یسر
   است.   ريشکلزبه  یاست ، پس سر

 
 یداشته باشد ، دارا لوريتا یسر نيچن کياگر  يراز  است. یصفر ينچن ياتاز خصوص ينا

   است.در  ام صفر مرتبه
 

  هيقض
  Zerosصفر ها 

دارد  یگيهمسا کيآنها  از کيهر  یعني، تک و تنها است ،  یليتابع تحل کي یصفر ها
   .ستيناز  یگريصفر د چيشامل ه که
 

     هيقض
 Poles and Zeros  ها و صفر ها قطب 

 باشد.ام در صفر مرتبه  کي یباشد و دارا یليتحلدر  يدفرض کن

که  یبه شرط   نيوهمچندارد  ام درقطب مرتبه  کي پس 

   د.  باش    ،و باشد یليتحلدر 
 

  Riemann Sphere. Point at Infinity تينها  ی. نقطه در بمانيکره ر
، معمولا  ميبزرگ ، مورد مطالعه قرار ده  یليخ یمختلط برا یتابع ها ميخواه  یکه م یهنگام

 کي نيا  .  ميکن یم هاستفاد مانيکره ر، از  یموارد نيپس در چن شود.   یدرد سر آور م صفحه مختلط 

 شماره  ريتصو  مماس است.باصفحه که در است به قطر کره به نام 
قطب شمال باشد. با پاره خط  یمحل تلاقنقطه  کي ري، تصو ميکن  یفرض م

نقطه  کيهر  یبرا پس  ست.قطر کره و مقابل مرکز مختصات ا ینقطه رو نيکه ا یاست بطور

  قرار دارد.  یرو
نقطه  چيکه مربوط به ه یاست ، بجز براعدد مختلط  کي شينما یهر نقطه روبر عکس ، 

 تينها  ینقطه در بکه آنرا   دهد  یم تينها  ینقطه در ب کيبه ما  نيا . ستيصفحه مختصات ن یرو یا
صفحه مختصات مختلط   باشد.آن ،  ريتصو ميکن  یو فرض م  .ميده  یم شيانم∞و با   .مينام  یم
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  یم مانيکره ررا . مينام   یم Extended Complex Plane   صفحه مختلط گستردهرا ∞ با 
   نامند.

 
 شماره  ريتصو

   مانير کره

 
 
 

 Analytic or Singular at Infinity تينها  یدر ب ینگيتک اي یليتحل
 ميکن  یفرض م ميقرار ده  یبزرگ مورد بر رس  یليخ یبراتابع  کي مياگر بخواه

را مورد بر      یگيدر همساباشد و 

   .ميريگ  یرا هم در نظر م ريز فيتعر نيهمچن  .ميده  یقرار م  یرس
 

 
  جود داشته باشد. حد و نياگر ا
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 مثال 
 کامل و برخه سان  ی، تابع ها تينها  یدر ب  نيتک اي یليتحل یتابع ها

Functions Analytic or Singular at Infinity, Entire and Meromorphic 
Functions 

 رد راياست ، ز یليتحلدر تابع 

   دارد.∞مرتبه دوم در  صفر کيو است  یليتحل
 تابع  رايز , استقطب مرتبه سوم  یاست و دارا نيتکدر تابع 

١ ١
 

   است.در  یقطب نيچن یدارا
   است.در  یقطب نيچن یدارا راياست ، ز  یاساس ینگيتک کي یدارادر تابع 

   دارند.   یاساس ینگيتک کي∞در و  قيطر نيبه هم 
 

 مثال 
  یها ريتصو

 
   باشد.مجازیو حقيقیکه   یدر صورتدر 
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 بخش  ناتيتمر
  نيرتم

 باشد ، پس  یبرااگر  دينشان ده

 
 پاسخ 

   .ميدار کي یبرا

 
 . ميفرض کن ريصورت  ز به را ميتوان  یملذا 

 
 

  نيتمر

   .ميباشد ، پس دار  یبرا اگر  يدنشان ده

 
 پاسخ 
  رينا معادله زهر  یبرا يقتدر حق

 
 اما  بر قرار است. 

 
  ينتمر

 شده در  فيتعر یبرا يدنشان ده

 
   .يمدار

 
 پاسخ 
   .ميباشد دارهر گاه  یبرا يقتدر حق

 
  يمفرض کناست   یلذا ، کاف
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  ينتمر
 در  يرمطلوب است قطب تابع ز

 
 پاسخ 

صفر مرتبه دوم دارد.  کيدارد و در  کيصفر مرتبه  کي یدارا که يمدان  یم

 یرا با استفاده سر نيتوان ا  یم قتيدر حق  دارد.مرتبه  اول  در  قطب کيپس 
   .مينيبب ريز لوريتا

 
 

  ينتمر
 .يرز یتابع ها یمطلوب است قطب ها

   

  
 اسخ پ

  رايز  است.قطب مرتبه اول در  یداراتابع 
 

 
 

  رايز  قطب مرتبه دوم زست. یداراتابع 
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  رايز قطب مرتبه سوم است.  یداراتابع 

 
 

  ينتمر
  . يرتابع  ز یها ينگیتک .مطلوب است 

 
 

 پاسخ 
   .ميلوران دار یسر شياز نما اريز  دارد. ینگيتک کيدر تابع 

 
قابل حذف  نينقطه تک کيچون   شود.  یم یليتحلباشد ، حالت اگر  يندر ا

  یگيهمسا کيباشد در  یليتحل ديبااست پس 
 

  ينتمر
   است.در   یاساس ينگیتک يک یدارا يرتابع ز يدنشان ده

 
 پاسخ 

   .يمچون دار
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  ينتمر
آنها قابل حذف است ، قطب  ياآ ييدو بگو  يدکن  يدارا پ ها ينگیتک ، تمام يراز چهار تابع ز يکهر  یبرا

   . یاساس يااست و 

 

 

 

 
 

 پاسخ 

 
در صفر لوران  یسر یبا استفاده از بسط سر است. در  ينگیتنها تک

در صفر   یاساس ینگيتک کيپس   است.  یاساس ینگيتک  کي نيا  .ميآور  یبدست م
   دارد.

 

 
   .ميدار  در صفر است.با  حذف  ت مختصادر صفحه  ينگیتنها تک

 
 پس 

 
   یقطب ساده وجود دارد پا قسمت اصل يکپس در صفر 

 

 
اطراف صفر ، مطابق   یتوان یبسط سر  دارد.  وجوددر صفر  ينگیتک  يک تنها

   است. ريز

 
  قابل حذف است.  ينگیپس ، تک
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عدد  یبرااست و در  یعنيو  یها در صفر ها ينگیتک

 ٠ حيصح
 در   و  ميآور  یساده بدست م یقطب ها یاپس بر  صفر ها همه ساده هستند. ينا

به قطب ساده در  ماندهيباق یبرا  .يمآور  یمرتبه دوم بدست م یقطب ها
 است. ريصورت ز

 

 
  است.  ريبه صورت زقطب ساده در  ماندهيباق یبرا

 
 

  9 ينتمر
  . يرمطلوب است صفر و مرتبه تابع ز

 
 پاسخ 

  رايز دارد. صفر مرتبه چهار در  يکتابع  ينا

 
  نيتمر

   .يرز عتاب رصف تاس بمطلو

 
  خپاس

 و یبرا هک تاس حواض
  رد هساد رصف کي   لذا .ريمقاد نيا یبرا 

 
 

   .دارد
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  نيتمر
   .يرز یها عتاب یينگتک تاس بمطلو

و  
  خپاس

  رد ینگيتک

  و رد ینگيتک

 
  نيتمر

   .ريز عتاب ینگيتک عنو و رصف تاس بمطلو

 
 

  خپاس
  .انديآ  یم تبدس قيطر زا عتاب کي یها رصف

 

 
 

  قيطر زا عتاب یها بقط  .است اتنه و کت  یاساس ینگيتک کي هک تاس حواض

 
   .است ود همرتب بقط کي  الذ  .يدآ  یم تبدس
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 بخش 
  Residue Integration Method ماندهيباق یريروش انتگرال گ

 یکه انتگرال ها ديبخاطر آور  .ميده  یقرار م   یمحاسبه انتگرال مورد بررس یبرا یگريحالا روش د
و مخصوصا   یتوان یها یدر فصل قبل در مورد سر  .ميمحاسبه کرد یفرمول کاش قيمختلط را از طر

 یکار ها نيا  .ميتوابع مختلف بحث کرد یها ، صفر ها  ینگيو در مورد تک . ميصحبت کردر  لويتا یسر
   .ماندهيبا روش باق مختلط  یمحاسبه انتگرال ها یعني  رسد.  یمطلوب م جهيسخت ما حالا به ن

 
   است. ريبه صورت ز ی، محاسبه انتگرال ها یکاش ماندهيباق یريروش انتگرال گ هدف

 
  است.  ريبه صورت ز دهيا شود،   یمحاسبه مبسته ساده  ريمس  کي لا اطرافانتگرال با

 
 یانتگرال کاش هيبر اساس قض یانتگرال نيباشد ، چن یليو داخل آن ، تحل یهمه جا رواگر 

  ، صفر است ، و لذا کار ما تمام است. 
 

داشته  ینگيتک کيداخل نقطه  کيدر     است  ، اگر متفاوت  مساله   اما ،

  یسر کيصورت  نيدر ا  داخل آن. اي یباشد ، خواه رو یليتحل گريد یباشد ، اما جاها
 لوران دارد.

 
دامنه به شکل  کيدر بجز در خود  همگرا است ، کيکه در تمام نقاط نزد

٠ 

لوران ،  توسط فرمول  یسر نيا  یتوان منف نياول بيضر  .ميدار یديحالا ، نکته کل

   یعني   داده شد. قبل  یدر بخش ها با  ريانتگرال ز

 
 یول ها، بدون استفاده از فرم ميکن دايلوران را پ یسر  , مختلف یبا روش ها ميتوان  یحالا ، چون م

 یبرا را توسط آن روش ها و سپس استفاده از فرمول ميتوان  یها ، م بيضر یانتگرال برا
  یعني   .مياستفاده کنمحاسبه انتگرال 

 
   دهند.  یم شينما رينامند و به صورت ز  یمدر  ماندهيباقرا  بيضر
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 شود.   یموضوع روشن م ريز یبغرنج است ، با مثال ها  ی کمبالا حاتياگر توض
 

 مثال 
  ماندهيباق کي لهيانتگرال بوس کيمحاسبه 

Evaluation of an Integral by Means of a Residue 
 خلاف جهت عقربه ساعت اطراف دائره واحد  ريمطلوب است انتگرال تابع ز

 
 پاسخ 

  یلوران را بدست م ی، سر نايم  یمهندس اتياضيجلد دوم ربخش بر اساس فرمول 
   .ميآور

 
قطب مرتبه سوم  کيدهد که   ینشان م یسر نيا همگرا است.  یبرا یسر نيا

  یم دايرا پ ريبالا ، جواب زبر اساس فرمول   است. ماندهيو باقدر 

   .ميکن

 
 

 2مثال 
  . ديلوران را بکار بر حيصح یسر! اطياحت

Caution!  Use the Right Laurent Series! 

   .يدمحاسبه کنرا خلاف جهت عقربه ساعت اطراف دائره  يرانتگرال تابع ز

 
 پاسخ 

 
 

مورد توجه ما  نيپس ا  است.خارج از     است. نيتک  و در پس 
  یلوران که برا یرا از سر ني. اميدار اجيدر صفر احت ماندهيپس باق  .ستين

 دايپ نايم  یمهندس اتياضيجلد دوم ربخش را از فرمول شماره  نيا . ميکن  یم دايهمگرا است پ
   .ميکن  یم
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است.  با انتگرال گرفتن خلاف جهت عقربه ساعت   ماندهيشود که باق  یول بالا ، ملاحظه ماز فرم

   .ميدار

 
 

   یعني . ميبرد  یرا بکار مبخش  در مثال  یاگر سر اطياحت

 
   ندارد.توان  چيه یسر نيا رايز  .ميآورد  یجواب خلع بدست م

 
  Formulas for Residues   ها  اندهميباق یفرمول ها 

 ی، بلکه با صرفه جوئ ميکن جاديکامل لوران ا یسر کي ستيدر قطب ، لازم ن ماندهيباق کيمحاسبه  یبرا
  کرد.  داي، پ شهيهم یمرتبه و برا کيها ،  ماندهيباق یبرا  يیتوان فرمول ها  یدروقت  ، م

 
  ساده در  یقطب ها

Simple Poles at  
  است.  ريقطب ساده ، به صورت ز کيدر  ماندهيباق کي یبرا فرمول نياول

 
 

  ماندهيباق یاست به معن Residue   حروف اول کلمه  Res  در فرمول بالا 
 

   است. ريقطب ساده به صورت ز کيدر  ماندهيباق یفرمول برا نيدوم
 

 
 

  ميکن  یفرض مدر فرمول 

با و دارد در ساده صفر يک  
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جلد دوم بخش  هياساس قضبر   قطب ساده دارد. کيدر که  یبطور
  . نايم  یمهندس اتياضير
 

 مثال 
  Residue at a Simple Pole  قطب ساده  کيدر  ماندهيباق

 تابع 

 
  رايدارد ، زقطب ساده در  کي

 
  دهد.   یرا به ما م ريز ماندهيباقو شماره 

 
   شود.  یم ديتائ جهينتو با بر اساس  

 
 

 قطب ها با هر مرتبه در 
Poles of Any Order at  

  است.  ريبه صورت زام در قطب مرتبه  کي با يماندهباق
 

 
 

  . ميدار يعنیقطب مرتبه دوم  يک یبرا
 

 
 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 رياضيات مهندسی مينا  ٣بخش   ٢جلد دوم فصل  انوشـيروان صراف

101 
 

 مثال 
  Residue at a Pole of Higher Orderقطب با مرتبه بالا تر  يکدر  يماندهباق

 تابع 

 
 

  شود.   یساده م ريمخرج به  صورت ز رايدارد ، زقطب مرتبه دوم در  يک
 

 
 

   .ميآور  یبدست م ريز ماندهيباقبر اساس 
 

 
 

 Several Singularities inside the Contourتراز  یداخل منحن ينگیتک ينچند
  Residue Theorem يماندهباق يهقض

 یبجز تعداد محدود باشد.  یليتحل یرو وبسته ساده  ريمس کيداخل  يمکن  یفرض م
 نينقاط تک

 
 داخل 

است با  یشود ، مساو  یمحاسبه مگرد که خلاف جهت عقربه ساعت پس انتگرال 

 در  یها ماندهيضرب در مجموع باق

 
  يعنی
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 شماره  يرتصو
 يماندهباق يهقض

 
 

 مثال 
 تراز  یمنحن ين، چند يماندهباق يهقض يلهمحاسبه انتگرال بوس

Integration by the Residue Theorem,   Several Contours  
 . يده کنبسته ساده محاسب يررا خلاف جهت عقربه ساعت گرد هر مس يرانتگرال ز

 
 که  یبطور 
 

  باشند. داخل 1  صفر و 
 

  خارج باشند. صفر داخل و 
   

  داخل و صفر خارج باشند.  کي
 

 باشند.  خارجو صفر 
 پاسخ 

  ريز یها ماندهيدارند با باقساده در صفر و  یانتگراند قطب ها
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  . هستند يرز یپس جواب ها به صورت ها
 

 
 مثال 
  Another Application of the Residue Theorem    يماندهباق يهقض يگربرد دکار 

 انتگرال 

 
  يررا خلاف جهت عقربه ساعت گرد  دائره ز

 
  . يدمحاسبه کن

 پاسخ 

ترا ز  ینقاط خارج از منحن نيتمام ا , اما  .ستين یليتحلدر که  يمدان  یم

 چون مخرج قرار دارند. 
 

 
   .ميدارپس بر اساس  دارد. ساده در  یداده شده قطب هاپس تابع   است.

 

 
 مثال 

  Poles and Essential Singularities  یاساس یها ينگیقطب ها و تک
  ديرا محاسبه کن يرانتگرا ل ز

 
  باشد.  ريز یضيبکه   یدرصورت
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 پاسخ 
  . ميدارو در چون 

 
  ريز یها ماندهيدارد ، با باقداخل ساده در  یجمله انتگراند ، قطب ها ينپس اول

 
   .ستنديتوجه ما نهستند ، پس مورد ساده دارد که داخل  یقطب هاانتگراند در  يناول ينو هم

  یبدست م ريکه به صورت ز يماندهباقدر صفر دارد ، با   یاساس ينگیتک يکجمله انتگراند  يندوم

   .ديآ

 
  است.  ير، جواب به صورت ز يماندهباق يهاساس قض بر

 
 

 مثال 
  يددر نظر داشته باش

 گورسات  یکاش هياس قضبر اسرا محصور کند ، پس نقطه اگر 
 

 
 

   .يريدرا در نظر بگ يرحالا ، تابع ز

 
 
 است بجز در نقاط  يلیتابع تحل ينا
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  . يدکن  یملاحظه م يررا در ز یچند منحن

 
   .ميدارانتگرال اطراف دائره کوچک 

 
  يقطر ينبه هم

 
 وو داخل  یرو    چون   هستند.و  یها یجالب تر منحن

  ميگورسات دار یکاش هيقضاست پس بر اساس  یليتحل 

 
  ی، کار آسان م ميتراز تصور کن یاما اگر آنرا شامل دو منحن  به فوت و فن دارد. اجياحت  یکم یمنحن

را موافق جهت عقربه ساعت وبعد  کند  یرا خلاف جهت عقربه ساعت احاطه ماول   شود.
   .ميريگ  یم جهيپس نت  زند.  یدور م

 
 يقتلف يکتراز بسته ساده را به صورت  یمنحن يککه مقدار هر انتگرال اطراف  يريمگ  یم يجهپس نت

  يعنی  محاسبه کرد.  یخط
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 چرخد.   یت عقربه ساعت مخلاف جهاطراف تعداد دفعات که  شينما ينجاا

 
 

 بخش  يناتتمر
  نيتمر

 . ريتابع ز ماندهيمطلوب است باق

 
 پاسخ 

 
 شود که   یلوران ، ملاحظه م یبر اساس سر تک و تنها دارد.  ینگيتک کيتابع در صفر  نيا

 
 

  نيتمر
 در  ريتابع ز ماندهيمطلوب است قطب و باق

 
 پاسخ 

 دار و قطب مرتبه سوم در  کي تابع نيا

 
 

  نيتممر
 در  ريتابع ز ماندهيمطلوب است باق

 
 پاسخ 

 است و  یليتحلتابع در  نيا
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  نيتمر

 در  ريز  تابع ماندهيمطلوب است باق

 
 پاسخ 

 پس است ، حذف در  قابل ینگيتک کيتابع  نيا

 
 

  نيتمر
   .ريتابع ز یها ماندهيمطلوب است قطب ها و باق

 
 پاسخ 

  . ميدار یا  پاره یها با استفاده از کسر

 
   .ميکن  یرا محاسبه م ماندهي، باق کيهر  یبرا  .هستند قطب ها در 

   .ميداردر 

در تحليلی  يک

 پس قطب ساده است و 

 
   است.

   .ميداردر 
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در تحليلی  يک
 پس قطب ساده است و 

 
 

  نيتمر
   .ميداشته باش ديفرض کن

 
 تراز  یها یاز منحن کيهر  یرومطلوب است 

 

 
 پاسخ 

   .ميپس دار  هستند.در  یقطب ها
 در 

 
 

 است ، پس قطب ، ساده است و  یليدر صفر تحل
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 در 

 
 است ، پس قطب ، ساده است و  یليتحلدر 

 
 در 

 
   .ميو دار  است ، پس قطب ، ساده است. یليتحلدر 

 
   .مياست ، پس دار یليتحلداخل چون  ,  ماندهيباق هيبا استفاده از قض

 
  نيمچنه

 
 

  نيتمر
  . ديرا محاسبه کن ريانتگرال ز

 
 پاسخ 

  ميکن  یفرض م

 
   .رديگ  یتراز هر دو را در بر م یهستند و منحنقطب ها در  باشد. 
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 تراز  یقطب ها داخل منحن

 
 در 

 
  و تاس هساد بقطاست ،  یليدر صفر تحل

 
  رد

 
  و تاس هساد بقط سپ ،است  یليتحل رد

 
 
  تينها رد و
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  نيتمر
   .ديکن همحاسب ار ريز لانتگرا

 
  خپاس
  ميکن  یم ضفر

 
 یبرا رلويتا یسر زا هاستفاد اب  .دارد اتنه و کت ینگيتک کي رد  .باشد

   .ميدار

 
  سپ

 
   .ميدار ، ماندهيباق هيقض ساسا رب الذ

 
 

  نيتمر
   .ديکن همحاسب ار ريز لانتگرا

 
  هک  یصورت رد

 
   .باشد

  زترا یمنحن و اه بقط
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  خپاس
  ميکن  یم ضفر

 
 .ندارد یريگ لانتگرا رد  ینقش سپ ،است  یريگ لانتگرا زترا یمنحن زا جخار رد ینگيتک

 دوجو  یمختلف یها هرا  .ميکن اديپ رد همانديباق تاس ملاز ، ماندهيباق هيقض زا هاستفاد یبرا
   .است ريز تصور هب یکي  .دارند

 
  رد نيا

 
  سپ .است رمعتب

 
  سپ

 
  و ،است 

 
 

  نيتمر
  ار ريز لانتگرا

 
   .ديکن همحاسب ريز زترا یمنحن یرو
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  خپاس
  ميکن  یم ضفر

 
  زا دح نگرفت قيطر زا ار اه همانديباق ميتوان  یم  .دارد دوجو، رد لداخ بقط هس

 
   .ميکن  یم همحاسب L’Hospital ‘s Rule    لتايلاپ هقاعد زا هاستفاد اب اه دح نيا زا کي ره .ميکن اديپ
  رد

 
   .ميدار و  .است هساد بقط کي سپ ددار دوجو دح نيا نچو

 
  رد

 
  و ،است  هساد بقط کي سپ ،دارد  دوجو دح نيا نچو

 
  رد
   .ميدار  ليدل نهما هب

 
   .ميدار همانديباق هيقض ساسا رب سپ
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 2.4بخش 
   يقیحق یانتگرال ها يماندهباق يریانتگرال گ

Residue Integration of Real Integrals 
  يچيدهپ یانتگرال ها  یبعض انتگرال محاسبه  یتوان برا  یرا م يماندهباق يریبا کامل تعجب ، انتگرال گ

   است.  يقیحق يزمختلط بر آنال يزآنال يتمز ينا  بکار برد.
 

  ينوسو س ينوسکس يایگو یتابع ها یهاانتگرال 
Integrals of Rational Functions of and  

   .يمکن  یم  یرا بر رس يرنوع ز یابتدا انتگرال ها

 
 مثلا   است.و  یايتابع گو کي ينجاا

 

  . ميداربا قرار دادن  ، کران دار است،  يریو در بازه انتگرال گ

 
 

تابع  کيدهد که   ینشان ماست ، معادله  ايگوو بر حسب چون 

 ٠ یعني  است. ی ايگو

   شود.  یم ريو انتگرال داده شده به صورت ز  مياست، پس دارچون 

 
دور خلاف  کي  ريمتغ دامنه است ، تا از دامنه   در چونو 

   است.واحد  رهيعقربه ساعت گرد دا
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 مثال 
 انتگرال نوع  يک

  ديبا استفاده از روش بالا ، نشان ده

 
 پاسخ 

   .ميداراساس شماره  برا

 
 و لذا 

 
  است.  يرپس انتگرال به صورت ز

 
خارج از دائره واحد است که  قطب ساده در  يکشود که انتگراند   یملاحظه م

   .ريز ماندهيدارد با باقداخل قطب ساده در  کيو  . ستيمورد توجه ما ن

 
 پس جواب

 

   است. فاکتور جلو انتگرال آخر بالا ،  در جواب
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 خاص  یانتگرال ها يگرنمونه د
  . يريدرا در نظر بگ يرانتگرال به صورت ز

 
  Improper Integral    انتگرال ناسره ،  يست، محدود ن يریکه بازه انتگرال گ یانتگرال ينچن
  است.  يرمفهوم ز یو دارا  نامند.  یم

 
  . يمکن  یادغام م يروجود داشته باشند دو انتگرال را به صورت زهر دو حد اگر 

 
  شود.   ینوشته م رينامند و به صورت ز  یانتگرال م یکاش  یمقدار اصلرا حد در شماره 

 
است به  Value  حرف اول  V   و   یاصل یاست به معن Principal  حروف اول  Pr  در انتگرال بالا 

  Cauchy Principal Valueشود   یم یکاش  یمقدار اصلپس   مقدار. یمعن
 

 هم وجود نداشته باشد ، مانند حد ممکن است  یحت

 
 اما 

 
 

 یهاتمام  یباشد که مخرج آن برا  یقيحق یايتابع گو کيدر تابع  يمکن  یفرض م
پس حد تر از درجه صورت باشد.   صفر باشد و درجه آن حد اقل دو واحد بزرگ ريغ  یقيحق
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توان  همان انتگرال تراز را در نظر    یم  .ميشروع کناز  ميتوان  یوجود دارد و م
   گرفت.

 
 

 شماره  ريتصو يرمس يکگرد 
 شماره  ريتصو

 انتگرال تراز در  يرمس

 
 

صفحه مختصات دارد ، و  يیبالا  مهيقطب در ن یتعداد محدوداست ، پس  ايگوچون 

کند.  بر اساس   یقطب ها را احاطه م نيهمه ا  ، پس  ميبزرگ انتخاب کن  یرا به اندازه کافاگر 
  . ميدار ماندهيباق هيقض

 
 کيصفحه مختصات ، آنجا که  يیبالا مهيدرنقاط ن یها يماندهجمع شامل تمام باق  

  . ميقطب دارد. پس دار

 
   دهند.  یرا م ريز جهينتو شود ،   یم کينزد تينها  یبه بکه  یهنگام
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 مثال 
 انتگرال ناسره از صفر تا  يک

An Improper Integral from 0 to ∞ 
  دينشان دهبا استفاده از 

 
 مثال  یبراشماره  يرتصو

 
 پاسخ 

  دارد.  ريچهار قطب ساده در نقاط ز يقتدر حق

 
 شماره  يرتصو صفحه قرار دارند.  يیبالا  يمهقطب ها در ن يندو قطب اول ا

  . ميدار نايم  یمهندس اتياضيجدلد دوم ربخش براساس شماره 

 
بخش و فرمول  نيهمبراساس شماره   .ميبکار بردو ،  ينجاا

  ريز یها

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 رياضيات مهندسی مينا  ۴بخش   ٢جلد دوم فصل  انوشـيروان صراف

119 
 

 

 
   . يمدار

 
   .ميتابع زوج است پس دار کيچون 

 
  Fourier Integrals   يهفور یانتگرا ل ها

  . ميدارشماره  ريتراز بسته ، تصو کي جاديبا اروش محاسبه 

و  
  است.   یقيعدد حق کي،  ينجاا

 ميتوان  یدر مورد درجه ها بر قرار باشد ، م باشد و شرط شماره ايتابع گو کياگر 

 و مثبت است.  یقيحق ينجاا . ميريرا در نظر بگ ريانتگرال مربوطه ز

 
   .ميآور  یبدست محالا ، شماره  یبجا  است.شماره  ريهمان تصو ريمس  

 
  .صفحه مختصات  یبالا مهيدر قطب ها آن در ن یها يماندهباق ينجاا

 . ميدارهر دو طرف  یو مجاز  يقیحق یبا محاسبه قسمت ها
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 مثال 
 کار برد شماره 

  يدنشان د

 
 پاسخ 
  يقتدر حق

 

و بر اساس قطب ساده در  يک،  یصفحه بالا دارد ، به عبارت يمقطب در ن يکفقط 

   .ميداربخش 

 
 پس 

 
   دهد.  یبالا را به ما م جهينت نياست ، ا،چون 

 
  Another Kind of Improper Integral   انتگرال ناسره  گرينوع د

   .ديريرا در نظر بگ ريانتگرال ز

 
 شود،   یم ی، نا متناه یريبازه انتگرال گدر نقطه  کيانتگرال در  نيانتگراند ا

 
  یعنيانتگرال  ني، ا فيبر اساس تعر
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 کي چيممکن است ه  مثبت. ريمقاد قيطرالبته از   شوند.  یم کيمستقلا ، به صفر نزدو  نجايا

    وجود دارد. ريدو حد وجود داشته باشد ، اما حد ز نياز ا

 
 ريوبه  صورت ز  نامند.  یانتگرال م Cauchy Principal Value    یکاش  یمقدار اصلبه حد بالا ، 

   شود.  ینوشته م ريزنوشته 

 
 مثلا 

 
  يهقض

  Simple Poles on the Real Axis     يقیمحور حق یساده رو یقطب ها
 قطب ساده داشته باشد ، پس  کي،   یقيمحور حق یرودر  اگر 

 
 شماره  يرتصو

 شماره  ريتصو
  هيقض
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    است. ريداشته باشد ، پس فرمول لازم به صورت ز  یقيمحور حق یقطب ساده رو نيچنداگر 

 
 

 شماره  ريتصو
  هيکار برد قض

 
 

 مثال 
  Poles on the Real Axis    یقيمحور حق یقطب ها رو
 . ديکن دايرا پ ريز  یمقدار اصل

 
 پاسخ 

  . ميچون دار

 
 ساده در  یمختلط در نظر گرفته شده ، قطب ها یکه براانتگراند 
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 ريجواب ز، بر اساس  ستيمورد نظر ما ن نجايصفحه که ا ینيپائ مهيدر نو در 

   .ميآور  یبدست م

 
 

 بخش  يناتتمر
 

  ينتمر
  يدنشان ده

 
 پاسخ 

   است. ميکن  ی. پس فرض مميثابت کن ميکه بخواه ستين یزيچ یبرا
 و سپس  ميکن ليمختلط تبد ريتابع با متغ کيانتگراند را به  ميخواه  یم

 
 چون   باشد.دائره واحد  یکه انتگرال رو یبطور ميقرار ده

 
 ميپس دار

و  
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  یعني

 
 پس 

 
 است  ريز یچند جمله ا یها شهيرو  نجايا

 
 شود که   یملاحظه م

 
 پس  .است است ، پس چون   است. واضح است که 

قطب ساده است در  کيداخل دائره ،  ینرگيندارد و تنها تک ینگيتک چيانتگراند هدائره واحد    یرو 

   است. ريبه صورت ز قتهين نيدر ا ماندهيباق٠

 
  . مي، دار ماندهيباق هيپس بر اساس قض

 
 

  ينتمر
 . ديرا محاسبه کن ريانتگرال ز

 
 پاسخ 
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  يماندهباق يهاساس قض بر

 
 

  ينتمر
 مطلوب است. 

 
 پاسخ 

 
 پس 
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  يماندهباق يهبر اساس قض

 
  ينتمر

 مطلوب است. 

 
 پاسخ 

  یآور ياد

 
  ينهمچن

 
 و 

 
   .يمدار ييراتتغ ينپس با ا

 
 

   .ميرا محاسبه کن ماندهيباق ميتوان  یاست و م یليتحلحالت  يندر ا
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   یمقدمات تابع اصل نيپس با ا

 
  شود.   یم يربه صورت ز

 
 تابع 

 
  یدر صفر چند جمله ا یبا قطب ها  است ياتابع گو يک

 
 ، سه صفر دارد.  ينا

 
   اول داخل دائره واحد هستند ، پس  یدو صفر ها

 
   خارج دائره واحد است.دهد که   ینشان  م يرز يرتصو

 
  ينتمر

 مطلوب است. 

 
 پاسخ 

   .ميپس دار٠ . يمده  یم ييررا تغ يرمتغ
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از آنها داخل دائره واحد   یکي . ميريگ  یانتگرال مو تابع را با دو قطب  

 پس   است.

 
 

  ينتمر
 مطلوب است 

 
 پاسخ 

 
   هستند. ريو آنها مطابق ز ميکن  یم دايپ یصفر ها

 
  . يمو دار

 
 و لذا 

 
  يتدر نها
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  ينتمر
 مطلوب است. 

 
 پاسخ 

  . ميدار ريمتغ رييتغبا 

 

حقيقی قسمت  

حقيقی قسمت  
   .ديآ  یبدست م ريها ، با حل معادله ز ینگيتک

 
 پس 

 
 پس 

 
  قرار دارد.  رياست که در دائره واحد ز یتنها قطب

 
   است. ريبه صورت زدر  ماندهيباق

 
 

   .ميدار یکاش ماندهيباق هيلذا بر اساس قض
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  نيتمر
  . ديرا محاسبه کن ريتراز ، انتگرال ز یريبا استفاده از انتگرال گ

 
 پاسخ 

 .ديريدر نظر بگ  یقيمحور حق یصفحه و قطر آن رو يیبالا مهيدائره با مرکز مبدا را در ن ميتراز ن یمنحن
   .ميدارکه   یهنگام

 
  نيعلاوه بر ا

 
 

 
 

 
   .ميدارپس در   هستند.،صفحه قرار دارند  یبالا مهيکه در ن  يیقطب ها

باقيمانده  
   .ميداردر 

باقيمانده  
 

  تيو در نها
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  9   نيتمر
 . نديرا محاسبه ک ريانتگرال ز

 
 پاسخ 

  ديريرا در نظر بگ ريانتگرال ز

 
  . يمچهار حالت دار

 
 تا از  یقيمحور حق

 
 دائره بزرگ  مين یبالا مهين
 

 تا از   یقيمحور حق
 
 دائره کوچک  مين  يیبالا مهين

 . ديرا ملاحظه کن ريز ريتصو

 
 . ميدار یکاش هيوجود ندارد ، برا اساس قضتراز  یداخل منحن ینگيتک چيه  چون
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   .ميو بر اساس گزاره  جردان دار

 
  یآور ادي

  Jordan’s Lemmaگزاره جردان 
 ميدر ندائره با شعاع  مين کيتراز  ريو مسدر قطب ها باشد ،  یها ینگياگر تنها تک
 صفحه انتگرال باشد ، پس  يیصفحه بالا

 
 ميدارو با قرار دادن 

 
   .ميدار و    که  یپس هنگام

 
 . مي، دار نيطرف یمجاز یقرار دادن قسمت ها یبا مساو
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