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 فصل پنجم       
Chapter Five 

 مختلط  يریانتگرال گ
Complex Integration 

 بخش اول 
Section One 

 صفحه مختلط  یخط رو يریانتگرال گ
Line Integration in the Complex Plane 

 مقدمه 
 در مورد صفحه مختلط ، حد ها ، و  .يممختلط را مورد بحث قرار داد يلو تحل يهدر فصل چهارم تجز

  مختلط يریفصل  انتگرال گ يندر ا   .يممختلط صحبت کرد یبودن تابع ها يلیو موضوع تحل يریمشتق گ
   .يمده  یرا مورد مطالعه قرار م

 
 صفحه مختلط  یخط رو یريانتگرال گبخش 

    تفاوت دارند.با هم  يننا مع انتگرالو  ينانتگرال معمختلط  يز، در آنال يديمهمان طور که در حسابان د
 یتابع است که مشتق آن مساو يک An Indefinite Integral   ينانتگرال نا مع يکمختلط ،  يزدر آنال

شناخته شده ،  يریانتگرال گ ی. با معکوس کردن فرمول هايهناح يکاست در   یمشخص يلیتابع تحل يک
   .يمکن يداپ يننا مع یانواع مختلف انتگرال ها يمتوان  یم

صفحه  یرو  یخط یانتگرال هارا  Complex Definite Integrals   مختلط  ينمع یانتگرال ها
   شود.  ینوشته م يربه صورت ز  یانتگرال خط نامند.   یمختلط م

 
  یمحاسبه مقوس  ايکمان   یعنياز آن   یقسمت ايداده شده  یمنحن کي یرو انتگراند،  ينجاا

در  یمنحن نيا  .ميبر  یبکار م Curve    یمنحنکمان ،  یکار ، بجا  یراحت یا معمولابراما   شود.
 لهيرا بوس ميتوان  یم نامند.   یم Path of Integration   یريانتگرال گ ريمسصفحه مختلط ، را 

 .  مينشان ده یفرمول پارا متر کي

 
  ينجاا

 
  است. 

شده  یريجهت گ لهيبوس مييگو  یو م  نامند.  یممثبت  ريمس ايجهت را  يشجهت افزا
  Oriented by  است 
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       دهد.  یبه ما م از خط  یپاره ا ايقسمت  کيمثلا ، 
   است.دائره  شينماتابع 

 
 ريو غ وستهيمشتق پ کي یعنيباشد ،  Smooth Curve  هموار  یمنحن کي ميکن  یفرض م

 صفر در هر نقطه داشته باشد. 

 
مستفاد  ريز فيتعرخط مماس داشته باشد ، همان طور که از  کي در همه جا یعني،  ینظر هندس   از
 شود   یم

 
 شماره  يرتصو

  1  شماره  يرتصو
 در  یمنحنبردار مماس 

 ٠صفحه مختلط توسط 
   دهد.  یمثبت را نشان م ير، مس یمنحن یرو يکاننوک پ

 ٠ يش، جهت افزا یبه عبارت يا

 
   است.مشتق نسبت به  شينما ري، ز ميگذاشته انقطه  یدر فرمول بالا رو

مانند   وجود نداشته باشد. يزنقطه ت يچ، هموار است اگر ه یمنحن يک يمدر حسابان هم گفت  :یآور ياد
  . ستي، هموار ن یمنحن که شماره  يرتصو

  2شماره  ريتصو
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 صفحه مختلط  یخط رو يریانتگرال گ يفتعر
صفحه مختلط باشد که توسط  یهموار رو یمنحن کي يمکن  یفرض م مانند ، روش حسابان است. 

حالا   باشد.باشد  در هر نقطه  وستهيتابع پ کي ميکن  یو فرض م , است داده شدهفرمول 
 را به نقاط در شماره  بازه 

 
   وجود دارد.متناظر  یبند يمتقس يک،  یبند يمتقس ينا یبرا . يمکن  یم يمتقس

 
 شماره  يرتصو

 شماره  يرتصو
 صفحه مختلط  یانتگرال خط رو

 
 بالا ،  يردر تصو

  یانتخاب مو  نيبنقطه دلخواه بنام  کيشده  يمتقس یاز قسمت ها يکهر  یرو
   .ميده  یم ليرا تشک ريسپس جمع ز  آخر.  ی، ال ميکن  یانتخاب مو  نيبنقطه  کي  .ميکن

 
  ينجاا

 
 که ی، اما بطور گريد کيها  ، کاملا مستقل از از  يکهر  یکار را برا ينا است. 

  نيبزرگ تر

 

هم به صفر  نيکند بزرگ تر  یدلالت م نيا٠که  یشود ، هنگام يکبه صفر نزد
که به حد دنباله اعداد   تجاوز کند. یتواند از طول منحن  ینم قتيدر حق شود.   یم کينزد

انتگرال خط به  نيا  شود.  یم دهينام ريدر مس انتگرال خط ،  ديآ  یبدست م قيطر وني
 شود.   ینشان داده م ريز یصورت ها
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بکار برده  ري، نماد زمانند عدد  اي   رهيدا کيباشد ، مانند  Closed Path  بسته  ريمس کياگر  
   شود.  یم

                                                                            
 

  General Assumption  یفرض عموم
   شوند.  یفرض م یتکه ا يوستهخط ، پ یانتگرال  ها یبرا يریانتگرال گ یها يرتمام مس

 
  Basic Properties     یخواص اساس

  Linearity   بودن   یخط  -الف
 يریجمع ها را ، جمله به جمله انتگرال گ يمتوان  یم  يعنیاست ،   یعمل خط يک،  يریانتگرالگ 

   .يربه صورت ز  .ياوريمب يرونثابت را از نماد انتگرال ، ب یها يبضر يمتوان  یو م يمکن
 

 
  Sense Reversalب حرکت معکوس 

   . یالبته با اضافه کردن نماد منف  کرد. یريانتگرال گتا از  ايو تا توان از   یم 

 
  Partitioning of Path يرمس یبند يمتقس  -ج

 شماره  يرتصو 

 
 
 
 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



اول جلد    ١بخش  ۵فصل  انوشـيروان صراف  رياضيات مهندسی مينا  

393 
 

 شماره  يرتصو
  يرمس یبند يمتقس

 
 

  Existence of the Complex Line Integralصفحه مختلط  یوجود انتگرال خط رو
 است ، دلالت بر وجود انتگرال خط شماره  یتکه ا وستهيپاست و  وستهيپفرض ما که 

  رايز کند.   یم
  ميسيبنو دي، اجازه ده ميهمان طور که در فصل قبل گفت

 
   .ميده  یرا قرار م ريدو رابطه ز نيهمچن

 
 و 

 
  نوشت.  ريتوان به صورت ز  یرا مپس شماره 

 
  

  نجايا

 
را به چهار جمع و  ميده  یعمل ضرب انجام م  .ميکن  یجمع متا ها را از و  است. 

 . ميکن  یقسمت م

 
 ميپس اگر بگذار هستند.  وستهيپو است ، پس  وستهيپچون  هستند.   یقيحق یها جمع ها نيا

و هر کدام   شوند.  یم کيبه صفر نزدو  نيشود ، پس بزرگ تر کينزد تينها  یبه ب
   شود.  یم  یقيحق  یانتگرال خط کيسمت راست ،  یاز جمع ها
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وجود شماره   یانتگرال خط،و مان در مورد  یدهد که بر اساس فرض ها  ینشان م نيا

   ندارد. یبستگ یانيو مقدار آن به انتخاب بخش ها و نقاط م  دارد.
 

  First Evaluation Methodروش محاسبه   نياول
 Indefinite Integration and substitution of Limitsحد ها ینيو جانش نينا مع یريگانتگرال 

   .ريفرمول ز یعني در حسابان است.  نيمع یروش مانند محاسبه انتگرال ها  نيا

 
   است. نجايا
به  ديحالا با  .یليتحل یتابع ها یمناسب است فقط برا  ی، آسان تر است ، ول یروش از روش بعد نيا

   .ديتوجه کن ريز ميمفاه
فقط نقاط کاملا بسته ،  یمنحننامند اگر هر   یم Simply Connected   وستهيکاملا پرا دامنه  کي

   را شامل شود.
   در. ستين  وستهي، کاملا پ Annulus چنبرک  کياما  است.  وستهيمدور ، کاملا پ سکيد کيمثلا ، 

   نامند.  یقسمت سبز رنگ ، چنبرک مشماره  ريتصو
 شماره  ريتصو

 Annulusچنبرک  کي

 
 

  هيقض
  یليتحل یاز تابع ها نينا مع یريانتگرال گ

 یبرا نيانتگرال نا مع کيپس   باشد. وستهيدر دامنه کاملا پ یليتابع تحل کي ميکن  یفرض م
 که در دامنه  یوجود دارد ، بطور یليتابع تحل کي  یعنيوجود دارد ، در دامنه 

 .ميداشته باشو که دو نقطه مجاور ها در  ريتمام مس یو برا ميداشته باش
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   .مينيب  ینم یلزوم فعلا  .ميرا در بخش بعد ، ثابت کن هيقض نيممکن است ا
  است.  یبالا ، کاملا ضرور هيدر قض  وستهيکاملا پ ديتوجه داشته باش

   .ميريصفحه مختلط را در نظر بگ ميتوان  یم یکامل باشد ، برااگر 
 

 مثال 

 
   .ميکرد  یعمل م  یقيحق یمانند آنچه درحسابان در مورد تابع ها قايدق ديکن  یملاحظه م

 
 مثال 

 
 مثال 

 
 متناوب است با دوره تناوب ،  رايز
 

 مثال 

 
 .ستين یليتحلقسمت  ني، در ا  راي.ز یمنف  یقيو محور حقصفحه مختلط است بدون ،  ينجاا
   است. وستهيکاملا پاما  
 

  Second Evaluation Methodروش محاسبه  يندوم
 Use of a Representation of a Path يرمس يکتجسم  يکاستفاده از 

   است. يوستههر تابع مختلط پ ی، بلکه قابل استفاده برا يستن يلیتحل یروش منحصر به تابع ها ينا
 

  يهقض
 Integration by the Use of the Path يراستفاده از مس يقاز طر يریگانتگرال 
 نجايمجسم شده باشد ، ا لهيباشد که بوس یهموار تکه ا ريمس کي يمکن  یفرض م

 باشد. پس در  وستهيتابع پ کي ميکن  یفرض م  است.
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 اثبات 
و نشان   داده شده است.  یقيحق  یخط یبر حسب انتگرال هاشماره  توسط سمت چپ شماره 

 پس  ميدار  است. یهم مساوکه سمت راست  ميده  یم

 
  ميدار نيهمچن٠ یبراو  یبرا يسيمنو  یفقط م

 
 و 

 
 در  يجهدر نت

 
   يهمراحل بکار بردن قض

   .دينشان دهرا به صورت  يرمس  -الف
   .يدرا محاسبه کن يرمشتق ز  -ب

 
  یبراو  یبرا اقيس نيبه هم، ديسيبنوهر  یبرادر  -ج
 انتگرال   -د

 
   .ديمحاسبه کنتا از  یرو
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 مثال 
   دائره واحد.اطراف انتگرال 
 داشت. ميدائره واحد خواه رامونيپ جهت عقربه ساعت خلافکه با انتگرال گرفتن از  يمده  ینشان م

  

 
 
   داشت. ميخواه اجيبه آن احت ندهيمهم است که در آ  یليخ جهينت نيا دائره واحد است.  ينجاا

 
 پاسخ 

 را  يردائره واحد ز يمتوان  یم  -الف
 شماره  يرتصو

 دائره واحد 
 

 
 

   .يمنشان ده يربا فرمول ز

 
٠تا از  يشپس خلاف عقربه ساعت ، مربوط است به افزا       

  . يمدار یا يرهقانون زنج يقطر با انتگرال گرفتن از  -ب
 

  . يمکردن دار ينبا جانش - ج

 
 
  ميريگ  یم جهينتبر  اساس  - د
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 مثال 
   است. حيعدد صح کي نجاياانتگرال 
   عدد ثابت. کياست و  حيعدد صح کي نجايا  باشد. يمکن  یفرض م

شماره  ريتصو  .ديريانتگرال بگو مرکز با شعاع  رهيدا  رامونيخلاف جهت عقربه ساعت پ
 

 شماره  يرتصو
 مثال  يرمس

 
 پاسخ 

   .ميده شينما ريرا به صورت ز يمتوان  یم

 
  . يمپس دار

 
  . يمآور  یرا بدست م يرانتگرال ز

 
   است. ريسمت راست مطابق زفرمول  بخش  يلربر اساس فرمول او
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  . ميباشد ، داراگر 

 
بازه   یرو راياز انتگرال ها صفر ز کيهر   حيعدد صح یبرا  .ميآور  یبدست مپس 

  یم جهيلذا نت    است. نوسيو کس نوسيدوره تناوب س کي ی، که مساو ميريگ  یانتگرال مبه طول 
  شود. 

 
 

  Dependence on Path   يربه مس  یوابستگ
 یدر راستاتا نقطه را از نقطه تابع مثلا  يکاگر  . يمرس  یمهم م يقتحق يکحالا به    
به عبارت   مختلف خواهند داشت. ريانتگرال ها مقاد  ی، پس بطور کل ميريمختلف انتگرال بگ یها ريمس

 ريبه خود مس  یدارد بلکه بطور کل یبستگ ريمس يیمختلط نه فقط به نقاط انتها   یانتگرال خط کي گريد
   دارد. یهم بستگ

 
 مثال 

  يربه مس ی. وابستگيلیتحل يرانتگرال تابع غ
   .دي، محاسبه کن ريز یها ريمس یدر راستاتا از انتگرال 

 شماره  ريتصو یدر راستا  -الف
 ٠و شامل  یدر راستا  -ب

 شماره  يرتصو
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 پاسخ 
   داد. شينما ريتوان به صورت ز  یرا م يرمس  -الف

 
 پس 

 
  یروو 

 
   .يريمگ  یحالا ، انتگرال م

 
   .يمحالا دار  -ب

 
  . ميکن  یمحاسبه مبا استفاده از 

 
  با قسمت الف متفاوت است.  يجهکه نت يدکن  یملاحظه م

 
  Bounds of Integrals. ML-Inequalityام ال  یمساو انتگرال ها. نا یحد ها

   است. يرآن مطابق ز  یفرمول اساس . يمبزن ينرا تخم  یشود قدر مطلق انتگرال ها خط  یمکررا لازم م

 
 
 ٠است همه جا در که  یعدد ثابت بطور کياست و طول  ينجاا

 اثبات 
  یرا بکار مبخش   شماره  افتهي ميمثلث تعم ینامساورا گرفته و  قدر مطلق شماره 

  . مي، پس دار ميبر
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پس جمع   هستند.و آن  يیاست که نقاط انتها شماره  ريکمان تصو طولحالا ، 
آنها  يیاست که نقاط انتها  يیخطوط شکسته قوس ها  طول  شيسمت راست ، نما

و  نيکه بزرگ تر یشود ، بطور کينزد تينها  یب بهاگر   هستند.
طول کمان به   یعنيشود ،   یم کينزدبه پس   شود.  یم کيبه صفر نزد جهيدر نت

   .ديآ  یبه دست م ینا مساو قيطر نيبه ا  .یطول منحن فيشود ، بر اساس تعر  یم کينزد
 

 یمساله ا نياما ا است.  کينزدقدر مطلق انتگرال چقدر به حد  مييبگو ميتوان  ینماز شماره 
   .ميده  یساده  نشان م مثال کيرا با   یمورد استفاده عمل فعلا  کند.  ینم جاديا

 
 مثال 
  Estimation of an Integral  انتگرال  يک ينتخم

 . يرانتگرال ز يیمطلوب است حد بالا 

 
 شماره  ريتصوتا است از  ميپاره خط مستق کي،  ينجاا

 شماره  ريتصو
 مثال  يرمس

 
 پاسخ 

  و  ميداربر اساس   

 
 قدر مطلق انتگرال 

 
  . ديتوجه کنبه مثال 
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 بخش  ناتيتمر
  نيتمر 

 تا از  ميدر امتداد خط مستقمطلوب است 
 

 پاسخ 
   .ميبر  یرا بکار م ريپارامتر ز

 
   است. ريلذا انتگرال خط مطابق ز پس با 

 
   که ممکن است بکار برد. یتوان هر نماد  یم یبرا  است. ريهمان مستوجه 

 
  نيتمر

 
  امتداد دائره واحد. در مطلوب است 

 
 پاسخ 

  . ميبر  یرا بکار م ريپارامتر ز

 
 با 

 
 پس 

 
  . ميگذار  یها را در انتگرالم نيا

 
 

  نيتمر
 مطلوب است 

 
  دائره واحد است.  يیبالا  مهين نجايا

 پاسخ 
 شماره  ريتصو است.  انتگرند 
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 شماره  ريتصو
 صفحه  کيدائره واحد در  يیبالا  مهيورقه که به صورت ن

      و  نمودار شده ساخته

 
پس   باشد.شده  یپارامتر شکل  کي ميکن  یانتگرال خط ، فرض م فيبا استفاده از تعر

 پس در دامنه هر عدد  یاست برا
 

 
 

  نيتمر
 مطلوب است 

 
 
  10  شماره  ريدائره واحد در ربع اول مطابق تصو کيکمان ،  نجايا
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 شماره  ريتصو

 
 پاسخ 

شده دائره واحد بطور استاندارد  یکه پارامتر ديدان  ی، م  یکيکردن وجود دارد.  یپارامتر یدو راه برا
   است. ريمطابق ز

 
 ربع دائره در ربع اول کي یبرا

 
  ميکن  یفرض م

 
 باشد ، پس 

 
 شود   یانتگرال م ريو مس

 
 . یمثلثات یري، با چند انتگرال گ ميريو انتگرال بگ ميبسط ده ميتوان  یم

  . ديرا بکار بر ريرابطه ز ديتوان  یمثلا م
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  ريانتگراند ، به صورت ز  یقينوشتن قسمت حق یبرا
 

 
 

  است.  ري، ضد مشتق به صورت ز جهيدر نت
 

 
 

   .ميدارابتدا در   توان بدست آورد.  یم قيطر نيهم به هم یانتگرند مجاز
 

 
 پس 

 
 

  شود.   یم ريبه صورت ز یريانتگرال گ تيدر نها است. 

 
  نيتمر

 مطلوب است 

 
  ريمس یبرا
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 شماره  ريمطابق تصو
 شماره  ريتصو

 
 
 

 پاسخ 
ها را  جهيو نت ميمحاسبه کن ريانتگرال ها را در دو مس ميتوان  یهموار است م یما تکه ا ريمساله مس نيدر ا

  .دينيب  یم ريهمان طور که در تصو  باشند.و دو پاره خط ها  ميکن  یفرض م  .ميبا هم جمع کن
  . ميکن  یم یها را جداگانه پارا متر ريهر کدام از مس

 
را پارا متر است که   یعيطب٠ یاست براپس  ميدار یرو
   .ميباشد. پس دار ميکن  ی، پس فرض م ميريبگ

 
پارا متر شده را در  نيا  است.و   یبرا ميدار  ريمس یبرا

   شود.  ی، پس انتگرال م ميگذار  یانتگرال م

 
 . ميکن  یدو انتگرال را جمع م

 
 

  نيتمر
 مطلوب است 

 
   است.شماره  ريمطابق تصو،  نجايا
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 شماره  ريتصو

 
 پاسخ 

 . ميمتفاوت نسبت به مثال قبل دار یريدر امتداد مستا از  ريمس کيمساله  نيدر ا
   ميکن  یفرض م

 
 

  . ميپس دار

 
  شود.   یانتگرال م

 
قاعده  کيرا به عنوان  نيا دياما نبا . ميکرد دايقبل پ نيکه در تمر ميکرد دايرا پ  یهمان جواب نيتمر نيدر ا

متفاوت ،  یها ريمس یرو یريانتگرال گ مييکه بگو ستين حيصح ني، ا قتيدر حق  .ميکن  یبه تلق  یکل
  است. ريمستقل بودن مس جهينت نيا مييبگو ديباشد ، با نياما ، اگر چن  .ميرس  یم جهينت کيبه  شهيهم

  ميمستقل است اگر داشته باش ريمسانتگرال   یکل بطور

 
   .ديکن  یملاحظه مشماره  ريهمان طور که در تصوتا  یها ريتمام مس یبرا
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 شماره  ريتصو

 
 تا ها از  ريتمام مس یبرا

 
  . ميلوپ بسته دار کيکه  ديکن  یملاحظه م

 
  نيتمر

 مطلوب است 

 
 است از  عبارت نجايا

 
 و 

 
 شماره  ريتصو

 شماره  ريتصو
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 پاسخ 
  يمدار

 
 پس 

 
  نيهمچن

 
  شود.   یپس انتگرال م

 
  نيتمر 

  با چرخش موافق عقربه ساعت باشد.دائره به مرکز مبدا مختصات و شعاع  مين کي ديفرض کن
  . ديو آنرا رسم کن ديکن یرا پارامتر یمنحن نيا

 پاسخ 
  یمنحن یفرمول پارامتر نيا

 
   .ميبشکن ريپارامتر را به صورت ز نيا ميتوان  یم
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 هم نمودار  نيا   کنند.  یکار م یپارامتر یهر دو صورت ها

 
 

  نيتمر
نمودار و سپس  ديسيآنرا بنو یباشد ، فرمول پارامترتا پاره خط از  کياگر 

   .ديآنرا رسم کن
 پاسخ 

   است. ريبه درت ز یشکل پارامتر

 
  اي

 
  هم نمودار.  نيا
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  نيتمر
سپس تا پاره خط از  کيسپس تا از از   یقسمتاگر 

و سپس نمودار را رسم  ديسيبنو یباشد ، آنرا به صورت پارا مترتا پاره خط از  کي
   .ديکن

 پاسخ 

 

    
 
 

  نيتمر
 از با مرکز در مبدا مختصات و شعاع  رهيدا يیشامل قسمت بالا اگر 

 
 تا 

 
 پاره خط از  کيدر جهت خلاف عقربه ساعت ، سپس توسط 

 
 تا 
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 پاته خط از  کيو به دنبال آن 

 
 تا 

   .ديباشد ، نموداررا رسم کن
 پاسخ 

 
 

 پارامتر شده 
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 بخش 

  Cauchy’s Integral Theorem یانتگرال کاش يهقض
معمولا ، نه فقط تابع  يککه انتگرال خط  يديمدر بخش قبل د  نکته مهم فصل است.بخش  ينا

، اغلب باعث  یوابستگ نيا دارد.  یهم بستگ ريدارد ، بلکه به انتخاب خود مس يیانتها  وابسته به نقاط
به   مهم است. فتدياتفاق ن یوابستگ نيکه ا یطيشرا کيکردن  دايپس پ شود.   یشدن مساله م دهيچيپ

باشد ، پس انتگرال وابسته به ساده   وستهيپ باشد و  یليتحلدر دامنه ، اگر  گريعبارت د
 یانتگرال کاش هياز قض ، دوم بخش قبل هيقض  یعني جهينت نيا  .ستينقاط داده شده ن نيب ريمس کي انتخاب

   فصل است. نيدر ا هيقض نيمهم تر یانتگرال کاش هيقضپس   .ديآ  یبدست م
 

  . ميساده شروع کن وستهيپ ريمس کيبحث را با  دياجازه ده
 

 ايکه خودش را قطع  بسته است ريمس کي A Simple Closed Path    بسته ساده  ريمس کي  -الف
 شماره  ريکند ، تصو  یلمس نم

 
 شماره  ريتصو
 بسته ساده  ريمس

 
 

شماره  ري، تصو ستيبسته ساده ن ريمس کيشکل به  یمنحن يکبسته ساده است اما  يردائره ، مس يک
 

 شماره  يرتصو
  يستساده ن يربستهمس
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  A Simply Connected Domain    ساده بسته  دامنه يک  -ب
را احاطه فقط نقاط بسته ساده در  رياست اگر هر مسساده  بسته،  در صفحه مختلط دامنه  يک
بسته  که دامنه   کيبسته ساده.   یاندرون هر منحن اي یضياندرون دائره ، اندرون ب ايمانند داخل   کند.
 شماره  ريچنبرک تصومانند   نامند.  یم Multiply Connected      يی  چند تا بسته، نباشد  ساده

 شماره  يرتصو
 چنبرک 

 
 

   است. يرچنبره به صورت ز ينمساحت ا  يدچنبره است جالب است بدان يکرنگ  ،  ياهس  قسمت
 

 
   دائره کوچک. طيمحاست و  دائره بزرگ  طيمحدر فرمول بالا 

 
   دهد.  یدامنه بسته ساده را نشان م ريتصاوشماره  يرتصو

 شماره  ريتصو
 بسته ساده  يردامنهتصاو

 
 

 
  يیبسته چند تاٴ  یدامنه ها ريتصاو يرشمارهتصو

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف  ٢بخش    ۵فصل   اول جلد   رياضيات مهندسی مينا

415 
 

 شماره  ريتصو
  يیبسته چند تا  یدامنه ها

 
 

  يهقض
  Cauchy’s Integral Theorem   یانتگرال کاش يهقض

 . ميداردر بسته ساده  ريهر مس یباشد ، پس برا یليتحلدامنه بسته ساده  کيدر اگر 

 
 شماره  يرتصو

 شماره  يرتصو
  یانتگرال کاش يهقض

 
 

 يرمس يک  .يمکن  یصحبت م يزیدر مورد چه چ يمتا بفهم يمقرار ده  یچند مثال مورد بر رس يداجازه ده
  انتگرال تراز را  يریمس ينچن ینامند و انتگرال رو  یم Contour  تراز  یمنحن،   یبسته ساده را گاه

Contour Integral تراز هستند.  یما شامل انتگرال ها یو مثال هاپس شماره  نامند.   یم 
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 مثال 

  Entire Functionsکامل  یتابع ها
   هستند. یليها ، تحلتمام  یکه برا هستند يیتابع ها    , کامل یتابع ها

 
ها ، تمام  یتابع ها برا ين، ا يگربه عبارت د  هستند.تابع ها کامل  ينچون ا بسته.  يرهر مس یبرا
   هستند. یليتحل

 
 مثال 

  . ستين یليتحلکه  يیتراز جا  یمنحن يروننقاط ب
Points outside the Contour Where the Function Is not Analytic 

 

 
 
 که  ميدان  یم دائره واحد است.  کي،  ينجاا

 
 در 

 
 

قرار داخل  اي ینقاط رو نيکدام از ا چيقرار دارند ، ه يروننقاط ب ين، اما تمام ا يستن يلیتحل
 .ستين یليتحلانتگرال دوم ، که انتگراند آن در  یبرا قيطر  نيهم به ندارند. 

 
 مثال 

  Nonanalytic Function   يلیتحل يرتابع غ

 
 
 یليتحل راي، ز ستين یکاش هيخلاف قض نيا  دائره واحد است. ينجاا
   .ستين
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 مثال 
 است    یبودن کاف  یليتحل فقط

Analyticity Sufficient, Not Necessary 
 

 
 
 در  رايکند ، ز  ینم تيتبع یکاش هي، از قض جهينت نيا واحد است.  رهيدا ينجاا

به   باشد. بر قراراست که شماره   یکافدر بودن  يلیتحلشرط   فقط پس   .يستن يلیتحل
  هر کجا گريبه عبارت د  .ديرا درک کن ستيبودن کاف یلي، تا منظور تحل ديتوجه کنشماره  نيتمر
  باشد.  یليتحل ريدر تمام مس ستيبر قرار است ، لازم ن یکاش هيباشد ، آن وقت قض یليتحل

 
 مثال 

  Simple Connectedness Essential  بسته بودن ساده لازم است 

 
قرار در چنبره  .دائره واحد يرامونخلاف جهت عقربه ساعت پ يریانتگرال گ یبرا

 توان بکار برد.  ینم یکاش هيکه قض ی، بطور ستياست ، اما دامنه ، بسته ساده ن یليتحلکه   يیجادارد 
  

   لازم است. ،باشد بسته ساده شرط دامنه لذا 
باشد و همه  یليتحلبسته ساده  ريمس کي یرو ، اگر  یکاش يه، بر اساس قض يگربه عبارت د

 کند   یم جاديمشکل ا نجايکه ا ینقطه ا  بر قرار است.بدون استثنا ، پس جا داخل 
   .ستين یليتحل ينجاا يرااست ، ز

 
  هيقض

  Independence of Path   ريبه مس  ینا وابستگ
   است. ريناوابسته به مسباشد ، پس انتگرال  یليتحلساده  وستهيدر دامنه پاگر 

 
 Principle of Deformation of Path   يرمس  يختگیاصل به هم ر

است ، مقدار  یليتحلباشد که در آنها  یشامل نقاط يشه، هم يرمس يختگیکه به هم ر  یتا زمان
  8  شماره  ريتصو  کند.  ینم رييانتگرال تغ
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 شماره  يرتصو

  يوستهپ يختهبه هم ر يرمس

 
 

  6  مثال 
  Integral of Integer Powers   يحعدد صح یانتگرال توان ها
  . ميدار ريمس یختگيو اصل به هم ربخش  6  بر اساس مثال 

 
 ، بردر درون آن بسته ساده شامل  ريهر مس رامونيخلاف جهت عقربه ساعت پ یبراشماره 

   قرار است.
  

  3 يهقض
  Existence of Indefinite Integral ينانتگرال نا معوجود 

در از  نيانتگرال نا مع کيباشد ، پس  یليتحلدامنه بسته ساده  کيدر اگر 
که ها در  ريتمام مس یاست ، و برا یليتحلکه در وجود دارد ، پس دامنه 

توان محاسبه کرد   یرا متا از کنند ، انتگرال   یبه هم متصل مو هر دو نقطه
 بخش بر اساس فرمول 

 شماره  يرتصو
  يریانتگرال گ يرمس
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  يهقض
  يوستهپچند دامنه  یبرا یانتگرال کاش

Cauchy’s Integral Theorem for Multiple Connected Domains 
و   یخارج ريبا مس يوستهدو دامنه پ یابتدا برا چند دامنه بسته هم معتبر است.  یبرا یکاش يهقض
 شماره  ريتصو  یداخل ريمس
 

 10شماره  يرتصو

 
 

باشد ، پس   یلي، تحل آن یمرز یها ريو مسبر   که مشتملدر هر دامنه تابع  يکاگر 
 شماره  ريتصو  .ميدار

 
 

      هر دو موافق جهت عقربه ساعت. ياخلاف جهت عقربه ساعت  ياهر دو انتگرال 
 
  از دو دامنه هم معتبر است.  يشب یبرا يهقض ينا

 شماره  يرتصو
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     مثال
  . يرمطلوب است محاسبه انتگرال ز  

 
 
  باشد.  که  یاست بطور یدائره ا ينجاا

 
 پاسخ 

 اگر 

 
 را با 

 
  . يم، پس دار يمکن يسهمقا

 
 
لذا  است. شده توسط  فيدائره تعر رونينقطه ب نياما ، ا . ستين یليتحلتابع در  ينا

 یکاش هيپس بر اساس قض  است. یليتابع تحل کي بسته  ريمس یداخل و رو در تمام نقاط
   .ميدار

 
 

تابع فقط در  نيلذا ابا مرکز مبدا مختصات و شعاع  دائره کي یعنيدائره   :يشترب يحتوض
   است. یلي، تحل ريمس نيو خارج از ا ستين یليتحل ريمس نيا
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 بخش 

  Cauchy’s Integral Formula یفرمول انتگرال کاش
 يدمحاسبه انتگرال ها مف یفرمول برا ينا شود.   یم یبه فرمول انتگرال کاش  یمنته یانتگرال کاش يهقض

تمام  یمشتق ها ی، دارا يلیتحل یکه تابع ها يقتحق ينهم دارد ، مانند اثبات ا يگرینقش مهم د است. 
  هستند.  يلورتا یشکل سر يک یدارا يلیتحل یدهد که تابع ها  ینشان م ينهمچن  مرتبه هستند.

 
  يهقض

  Cauchy’s Integral Formula   یفرمول انتگرال کاش
و هر در هر نقطه  یباشد ، پس برا یليتحلدامنه بسته ساده  کيدر  ميکن  یفرض م

 .مي، دار رديگ  یمرا در بر که در بسته ساده  ريمس

 
 شماره  ريتصو  
 

 یبرا نيهمچن شود.   یساعت گرفته معقربه  انتگرال خلاف جهت است.  یفرمول انتگرال کاشفرمول بالا 
   .ميانتگرال تراز دار قياز طر

 
 

 شماره  ريتصو
  یفرمول انتگرا ل کاش
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 مثال 

  یفرمول انتگرال کاش

 
   است. یليتحل راياست ، ز حيجواب بالا صح تراز که  یهر منحن یبرا
 

 مثال 

 
   است.داخل که  يدتوجه دار

 
  3مثال 

 تراز مختلف  یها یاطراف منحن يریانتگرال گ
   .يريدانتگرال بگ

 
  2 يرتصو یاز چهار دائره ها يکهر  يرامونپخلاف جهت عقربه ساعت 

  2  شماره  يرتصو
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 پاسخ 
از دائره ها را جدا گانه بر  کي.  هر ميمواظب باش دينقاط با نيدرا . ستين یليتحلدر تابع   

   .ميکن  یم  یرس
 دائره نقطه  نيا٠و شعاع دائره به مرکز  یعنيدائره   -الف

  ميسيبنو ديباپس در فرمول  . ستين یليتحلنقطه  نيدر ا . رديگ  یرا در بر م
 

 
 پس 

 
   .ميدارو بر اساس شماره 

 
هم نقطه دائره  يراز  . يمآور  ی، همان جواب الف را بدست م يختهبه هم ر يربر اساس اصل مس  -ب

  . رديگ  یرا در بر م
ما به  نيا  .ميقرار ده ديبا رايکند ، ز  یم رييتغکند، اما   ینم یرييتغتابع  - ج 

   دهد.  یمدر   ررايفاکتور ز
 

  نوشت.  يدپس با

 
   .يملذا دار

 
 پس  کنيم، یم يسهرا با عبارت قبل مقا ينا

 
 
را در بر کدام از نقاط  چيهدائره  . يدنگاه کن يربه تصو يدچرا؟دان  یم . يمآور  یصفر بدست م  -د

   ، حاصل انتگرال صفر است. یکاش هياست و طبق قض یليتحل نجايپس تابع ا  .رديگ  ینم
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  Multiply Connected Domains ريچند مس نيمحدود ب یدامنه ها
 کيباشد و  یليمحدود شده ، تحلو که توسط  یو دامنه حلقوو  یرواگر 

 نقطه در آن دامنه باشد ، پس 

 
 شماره  يرتصو

 شماره  يرتصو
 فرمول شماره  یبرا

 
 و 5.2  بخش  يناتتمر

 
  ينتمر

  . يرمطلوب است محاسبه انتگرال ز  

 
 
  باشد.  که  یاست بطور یدائره ا ينجاا

 
 پاسخ 

 اگر 

 
 را با 

 
  . يم، پس دار يمکن يسهمقا
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لذا  است. شده توسط  فيدائره تعر رونينقطه ب نياما ، ا . ستين یليتحلتابع در  ينا
 یکاش هيپس بر اساس قض  است. یليتابع تحل کي بسته  ريمس یدر تمام نقاط داخل و رو

   .ميدار

 
 

تابع فقط در  نيلذا ابا مرکز مبدا مختصات و شعاع  دائره کي یعنيدائره   :يشترب يحتوض
   است. یلي، تحل ريمس نيو خارج از ا ستين یليتحل ريمس نيا

 
  ينتمر

   .دينشان داده شده است ، محاسبه کنشماره  يرتراز که در تصو یمنحن یرا رو يرانتگرال ز

 
 

 شماره  يرتصو

 
 پاسخ 

 توان نوشت   یم

 

   .ميپس دارتوان نوشت   یمپس است چون 

 
  يمکن  یحالا ، فرض م
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،  یلذا ، بر اساس فرمول انتگرال کاش  است. یليتابع تحل کيداخل توان گفت   یباشد ، پس م
 توان نوشت   یم

 
 با استفاده از 

 

  . يمدار

 

 
  ينتمر

  يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 

   باشد. ريز یبه صورت هاتراز  یاگر منحن
  باشد.  یانيو نقطه پا يیپاره خط با نقطه ابتدا -الف
  یانيو نقطه پاشروع  با نقطهکمان دائره واحد  - ب
 
 کنند؟   یم يقدو جواب با هم تطب ياآ

 
 پاسخ 
 الف 

 
  . يمکن  یم یپارامتر يرپاره خط را به صورت ز

 
 پس 

 
 و 

 
   شود.  یمقدار انتگرال م
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 ب 

 و در طول دائره واحد 
محاسبه انتگرال به صورت   است.و   يبترت به   يرمس يانیو نقطه پا يینقطه ابتدا

   است. ريز

 
 

 يرتصو .يستوابسته ن يریانتگرال گ يرانتگرال تراز به مس ينپس مقدار ا  .يستندن یالف و ب مساو يجنتا
  يرمس

 
 

   ينتمر
  يدرا محاسبه کن يرز انتگرال

 
   باشد. ريز یبه صورت هاتراز  یاگر منحن

 باشد. یانيو نقطه پا يیپاره خط با نقطه ابتدا -الف
  یانيو نقطه پاشروع  با نقطهکمان دائره واحد  - ب
 

 پاسخ 
 تا پاره خط از   -الف

 
 تا از  یمنحن يمهب ن
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  ينتمر
باشد ، مطلوب است مقدار و نقاط  نيب یمنحناگر 

   .ريانتگرال ز

 
 
 
 

 پاسخ 
توان   یرا م یري، مستقل است. پس هر مس ستين ريوابسته به مسونقاط  ينانتگرال ب

تا و از تا از  ميخط مشتق یها ريمس ديپس اجئزه ده  انتخاب کرد.
   .ميانتخاب کن

 
 پس  ميدارتا از  يرحالت اول در طول مس

 
  است.  يرلذا انتگرال به صورت ز

 
 که  یبطور ميدارتا تا از  يرحالت دوم در طول مس

 
  شود.   یپس انتگرال م
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  . يمپس دار . يمکن  یرا با هم جمع م يجهحالا دو نت

 
 

  ينتمر
  . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
   خلاف جهت عقربه ساعت باشد. تيو مرکز  به شعاع  یدائره اکه   یدر صورت

 پاسخ 
  است.  یليها ، تحلتمام  یبرا یعنياست ،  کاملکه  ديکن  یمملاحظه 

 
  . ميدار یپس بر اساس فرمول انتگرال کاش  است.داخل است و  وستهيپ

 
 

  ينتمر
 مطلوب است 

 
  باشد.   یقبل نيتمر ريمانند مس يرکه مس  یدر صورت

 
 پاسخ 

 داخل است و  وستهيپکامل است و شود که   یملاحظه م
   پس.  است.

 
  ينتمر

 مطلوب است 

 
  قبل است.  نيهم مانند تمر يرمس

 پاسخ
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   .ميدار یپاره ا یکسر ها

 
 پس 

 
چون   است. وستهيپکامل است و   باشد. ميکن  یفرض م

   .ميدار یاساس فرمول انتگرال کاشهستند ، پس بر داخل و هم هم 

 
 و 

 
 که  یبطور

 
  نيتمر

  قبل است.  نيمانند تمر  يرمس . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 پاسخ 

باشد که داخل  ميکن  یفرض م کامل است. باشد ، پس  يمکن  یفرض م
 پس   است.

 
  است. يراز
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  نيتمر
  . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
 است.  ريز ريهم مطابق تصو يرمس

 
 پاسخ 

بسته ساده است و  یمنحن کيچون   کامل است.باشد ، پس  يمکن  یفرض م
   شود.  یپاسخ انتگرال م ديگو  یم یانتگرال کاشاست ،  فرمول داخل 

 
  ينتمر

  يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
   باشد. ريز ريمطابق تصواگر 
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 پاسخ 

  یخلاف جهت عقربه ساعت مدو مرتبه گرد  یمنحن نجايا باشد.  يمکن  یفرض م
   .ريز ري، مطابق تصو ميکن  یم ميتقسرا به دو قسمت پس   چرخد.

 
هر کدام جدا گانه بکار  یرا برا یبسته ساده هستند ، پس فرمول انتگرال کاش یها یها ، منحن يرهر دو مس

  یم موافق جهت عقربه ساعت اطراف  یاست که منحن ينبخاطر ا  یعلامت منف  .يمبر  یم
  چرخد. 

 
 

  ينتمر
 . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
  ينجاا

 
  است. 
 پاسخ 

  . يمبر  یمشتق ها ، بکار م یبرا یفرمول انتگرال کاش
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  ينتمر
 باشد  ريتراز ز یمنحناگر 

 
 مطلوب است 

 
 پاسخ 

  يعنیاست 12  شماره  ينجواب مانند تمر

 
 

    ينتمر
 مطلوب است 

 
 يرتراز ز یمنحن یرو

 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف  ٣بخش    ۵فصل   اول جلد   رياضيات مهندسی مينا

434 
 

 پاسخ 
  يمکن  یفرض م

 
  هستند. یمنحن رونيب یها شهير یعني است.  یليو داخل آن ، تحل یروباشد ، 

   .ميپس داربا  ميبر  یرا بکار م یفرمول انتگرال کاش

 
 

  ينتمر
 انتگرال 

 
  يرتراز ز یمنحن یرو

 
 

  . يدمحاسبه کن
 پاسخ 

   .يريمگ  یازمخرج ، فاکتور م
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  يمکن  یحالا ، فرض م

 
   .ميبر  یمشتق ها ، بکار م یبرا یپس فرمول کاش است.  یليتحلداخل واضح است که 

 
 

  ينتمر
 را  يرانتگرال ز

 
  . يدمحاسبه کن يرتراز ز یمنحن یرو

 
 پاسخ 

   .ستيشده ن فيدو نقطه ، تابع تعر نيدر ا  یعني  دارد.در  Singularity   ينگیانتگراند دو تک ينا
 کي ميتوان  ینم رايز  کند.  یقبل کار نم نيراه حل تمر  .رديگ  یهر دو نقطه را در بر م یمنحن

 یاست که منحن نيراه حل ا  باشد. یليتحل  یکه در تمام محوطه داخل یبطور ميکن دايمناسب پ
   رود.  یم شيو پ پس به طرف جلو و به طرف عقبکه  ديکن  یم ملاحظه  .ميکن ميرا به دو قطعه تقس
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  . ميدار

 
  ميکن  یحالا ، فرض م

 
 باشد ,پس 

 
  نوشت.  ريتوان به صورت ز  یانتگرال را م

 
است ،  یليتحل یداخل منحناست و  یليتحلبسته ساده  یداخل منحنچون 

   است. ريدوانتگرال  کار برد دارد ، مجموع انتگرال ها به صورت ز هر یبرا یپس فرمول کاش
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  نيتمر
در جهت خلاف  استساده در  یتکه اهموار  یمنحن کي نجايا . ديرا محاسبه کن ريز یانتگرال ها

 عقربه ساعت 

  
 پاسخ 

   .ميدار یبرا

 

 
 

  ينتمر
  . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز

 
  و مرکز آن در مبدا مختصات ، خلاف جهت عقربه ساعت. به شعاع  دائره کي ينجاا

 پاسخ 

 
   .ميدار یبرا

 
 پس 

 
  ميداربا قرار دادن 

 
 پس 

 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف  ٣بخش    ۵فصل   اول جلد   رياضيات مهندسی مينا

438 
 

   .ميداربا قرار دادن 

 
 پس 

 
 پس 

 
 و سپس 

 
 و 

 
هموار  یو شامل منحنتمام  یاست برا یليتابع تحل کي که  يدکن  یحالا ، ملاحظه م

   .ميدار یپس بر اساس فرمول انتگرال کاش است. بسته ساده نسبت در  یتکه ا
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  ينتمر
   .ديرا محاسبه کن ريانتگرال ز

 
 پاسخ 

 
 
 

  نيتمر
  ريمطلوب است انتگرال تراز ز

 
 
   ساعت. عقربه خلاف جهت است با مثلث  نجايا

 
 پاسخ 
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  نيتمر
  يماگر داشته باش

 
 مطلوب است 

 
 

 باشد   ريدائره ز مين  اگر  -الف

 
 باشد.  ريدائره ز مين  اگر  -ب

 
  باشد.  ريدائره زاگر   -ج

 
 پاسخ 
 الف 

 
 ب 

 
 ج 

    يمپس دار . يمکن  یالف و ب را جمع م
 
 
 
 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف  ٣بخش    ۵فصل   اول جلد   رياضيات مهندسی مينا

441 
 

  ينتمر
  مطلوب است.   خلاف جهت عقربه ساعت باشد.کران مثلث با رئوس  يدفرض کن

 

 
 

 پاسخ
  يم، دار یانتگرال کاش يهبر اساس قض

 
  کامل است.  بسته است و  يراز

 

 
 است.  ينجاا
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 بخش 
 Derivatives of Analytic Functions يلیتحل یتابع ها یمشتق ها
کاملا بر عکس  ينا  تمام مرتبه ها را دارا هستند.  یمشتق ها يلیتحل یگفت که تابع ها يدتعجب بابا کمال 

 يريمبگ يجهنت يمتوان  یباشد ، نم يرمرتبه مشتق پذ يک  يقیتابع حق يکاگر  یحت است.   يقیحسابان اعداد حق
  وجود دارد.  يشترب ياکه مشتق مرتبه دوم 

 
  يهقض

  يلیتابع تحل يک یمشتق ها
 ريمقاد تمام مرتبه ها را دارد.  یمشتق هاتابع در  نيباشد ، پس ا یليتحلدامنه  کيدر اگر 

   .ديآ  یبدست م ريز یفرمول ها قياز طردر مشتق ها در نقطه  نيا

 
 

   یو بطور کل

 
باشد ، و خلاف آن متعلق به    یو تمام مرز ها رديرا در بر گبسته ساده که  ريهر مس ينجاا

 ٠شماره  ريتصو  .ميريگ  یانتگرال مجهت عقربه ساعت اطراف 
 شماره  يرتصو

  يهقض
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  يهقض یکار برد ها
 مثال 

 خط  یمحاسبه انتگرال ها
  )خلاف جهت عقربه ساعت  ( رديرا در بر گکه نقطه   تراز یمنحنهر  یبرابر اساس 

 
 

 مثال 
خلاف جهت عقربه  یريبا انتگرال گ رديرا در بر گنقطه  تراز که یمنحن یبرا بر اساس 

   .ميساعت دار

 
 

 مثال 
 یريخارج آن قرار داشته باشد ، با انتگرال گداخل و  تراز که  یهر منحن یبرابر اساس 

   .ميخلاف جهت عقربه ساعت ، دار

 
 

  Cauchy’s Inequality یکاش ینا مساو
بدست آوردن آن تنها  یبرا دارد.  یاديز یکه کار برد ها ديآ  یمهم بدست م ینامساو کي  يهازقض 

  یو نامساو ميانتخاب کنو مرکز دائره به شعاع  کي یبرالازم است در فرمول 
٠ یرو با ميانتخاب کندر بخش     .ميدارپس بر  اساس  

 
  يعنیدهد ،   یرا م یکاش یبه ما نا مساو ينا
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  يهقض
  Liouville’s Theorem   يوويلل يهقض

 ثابت عدد يک يدتابع با ينتابع کامل ، محدود به قدر مطلق باشد در تمام صفحه مختلط ، پس ا يکاگر 
  باشد. 

 
  يهقض
  Morera’s Theorem يرار مو

  ميباشداشته بسته در  ريهر مس یباشد و اگر برا وستهيپدامنه بسته ساده  کيدر اگر 

 
  است.  یليتحلدر پس 

 
 

 بخش  يناتتمر
  ينتمر

   است. ريمشتق پذ ياآ يدنشان ده
 پاسخ 

 کند؟   یرا بر قرار م يمانر یمعادلات کاش ياآ يگربه  عبارت د     نه.  يااست  يوستهتابع پ ينا ينيمبب يدبا
 که  يمدان  یم

 
 

 

 
 .  ستين ريتابع مشتق پذ نياست. لذا ااست ، اما پس 
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  نيتمر

   است. ريمشتق پذ ياآ يدنشان ده
 پاسخ

 
 

 
   .رياست و مشتق پذ وستهيتابع پ نيلذا ا  است.و پس 

 
  ينتمر

  است.  وستهيتابع پ نيا . ديرا محاسبه کنمشتق تابع مختلط 
 پاسخ 

 
 

  ينتمر
 است.  وستهيتابع پ نيا . ديرا محاسبه کنمشتق تابع مختلط 

 پاسخ  

 
  ينتمر

   .دياست و سپس مشتق آنرا محاسبه کن ريمشتق پذ يدنشان ده
 پاسخ 

  نوشت.  ريتوان تابع داده شده را به صورت ز  یپس م  است.که  يمدان  یم
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  . يمکن يدامشتق را پ يمتوان  یرا بر قرار کند ، پس م يمانر یاگر تابع دو شرط کاش

 
 

 
 
 

  . رياست و مشتق پذ وستهيتابع پ نيپس ا  است.اما پس 
 

 
    

  ينتمر
 است؟  کيهارمون ياآ

 پاسخ 

 
   .يستن يکپس تابع داده شده هارمون

 
  ينتمر

 است؟  کيهارمون ياآ
 پاسخ 

 
  است.  يکتابع داده شده هارمون

 
  ينتمر

  يرزمطلوب است مشتق 

 
 پاسخ 
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  ينتمر
  يرمطلوب است مشتق ز

 
 پاسخ 

 

 
 

  ينتمر
باشد. مشتق  یليتحلتابع  ديو فرض کن  باشد.بر حسب  یچند جمله ا کي يدفرض کن

   .ديکن دايرا پ
 

 پاسخ 
و   است. ريهم مشتق پذ بيهستند ، پس ترک ريهر دو ، همه جا مشتق پذو چون 

   .ميدار

 
 

  ينتمر
 فيرا توصچرخد.    یکه اطراف دائره واحد خلاف عقربه ساعت م یبطور ديکن دايرا پ يرمس
  . ديکن
 

 پاسخ 
   است. يربه صورت ز يرمس

 
   ميدارکردن  يداپ یبرا

 
   .يريمگ  یحالا مشتق م
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  ينتمر
  . يرز یمطلوب است انتگرال ها

 
 پاسخ 

 

 
 

  ينتمر
  يرمطلوب است انتگرال ز

 
   جهت عقربه ساعت.خلاف است ، با مرز مثلث  ينجاا

 
 پاسخ 
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  ينتمر

  يدبدون محاسبه انتگرال ، نشان ده

 
 در ربع اول تا است از کمان دائره  ينجاا

 
 پاسخ 

 
  یبرا

 
 پس 

 
 

  ينتمر
مطلوب است   جهت عقربه ساعت.خلاف ،است با رئوس در نقاط  یمتز مثلث يدفرض کن

  . ريانتگرال ز

 
 پاسخ 

  يمدار یانتگرال کاش يهاساس قض بر

 
   پس. کامل است. بسته است و  يراز
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  ينجاا

 
  نيتمر

ساعت. اگر داشته خلاف جهت عقربه دائره  رامونيپ ديرا محاسبه کنانتگرال 
   .ميباش

 
 پاسخ 

 
 چون 

 
 و 

 
   .يمدار یپس بر اساس فرمول انتگرال کاش

 
 

  یبر اساس فرمول انتگرال کاش

 
   .ميچون دار  یبرا

 
 و 

 
 لذا 
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  ينتمر
عقربه خلاف جهت و  یخط ها یاست که ابعاد آن رو یمرز مربع يدفرض کن

  . ريز یمطلوب است انتگرال ها  ساعت قرار دارند.

 
 پاسخ 

 
  یبر اساس فرمول انتگرال کاش

 
 
 

  یانتگرال کاش يهبر اساس قض

 
  یبر اساس فرمول انتگرال کاش یبرا

 
 و 

 
 پس 
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   است. یلي، تحل ريدر بازه ز  يمدان  یم

 
 پس   است. یليتحلو لذا در 

 
 

  ينتمر
 . يمداشته باش يدفرض کن

 
از  یريچه مقاد یبرا  شده در صفحه مختلط است. فيتعر مختلط  ريمتغ کي ينجاا

 دارد؟  وجود مشتق 
 

 پاسخ 
معادلات  ايآ ميو سپس چک کن ميرا مشخص کن یو مجاز  يقیحق یاست که قسمت ها ينطرح ما ا

   .ميدار  نه. ايبر قرار است  مانير یکاش

 
 پس 

 
   است. ريبه صورت زو  یپاره ا یمشتق ها

 

 
 

 که  يمکن  یملاحظه م

 
 

ها تمام  یبراپس   .ها بر قرار است ها و تمام  یبرا يمانر یمعادلات کاش يعنی
  است.  ريمشتق هم به صورت ز تابع کامل است.  کي یعني  وجود دارد.
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  ينتمر
  . ستين یليجا ، تحل چيه يدنشان ده

 پاسخ 
   .يمده  یتوان سوم را بسط م

 
   .ميرا محاسبه کنو  یپاره ا یمشتق ها يداجازه ده

 
  یبجامثلا   . يم، بدست آورد يمخواه  یدرست آنچه مشود که   یملاحظه م

 یعني نيا  باشد.بر قرار است فقط اگر پس  . ميبدست آورد
 در رايباشد ، ز یليتواند تحل  ینماما آن فقط  اي یعني 

 . ستيآن خطوط ن ینقطه است که رو کيآن خطوط شامل  یرو یهر نقطه ا یگيهمسا
 

  نيتمر
 مطلوب است 

 
 پاسخ 
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