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 فصل چهارم 
Chapter Four 

 اعداد مختلط  يلو تحل يهتجز
Complex Analysis 

 بخش اول 
Section One 

 آنها  یهندس يشاعداد مختلط و نما
Complex Numbers and Their Geometric Representation 

  
 آنها  یهندس شياعداد مختلط و نمابخش 

   است. یآور ياد،  یبخش تا حدود ينهدف از ا . يدمسلما ، شما با اعداد مختلط اشنا هست
 

بخاطر   ايمانند  Real    يقیحق یبدون جواب ها یمعادله ها
و عدد مختلط است ،  کيعدد  . ديبه اعداد مختلط اشنا شد  جهي، که در نت ديدار

   است. یتصور اي یاليعدد خهستند و   یقياعداد حق
   شود.  یم فيتعر ريشود و به صورت ز  یم دهينام Imaginary Unit   یواحد مجازدو گانه 

 

 
 

 جمع ، ضرب ، نماد 
 شود.  یم فيتعر ريبه صورت زو دو عدد مختلط جمع 

   

 
 

 شود.   یم يفتعر يربه صورت زضرب 
  

 
 
 کنند که   ی، دلالت م يفدو تعر ينا

 
 و 
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   يقیاعداد حق یبرا
 

   شوند.  ینوشته م ريبه صورت زدر عمل ، اعداد مختلط 
 

 
 
  يا
 

   لازم دارند. انيجر یرا برا رايز سندينو  یم یبرق معمولا بجا نيمهندس
از  نيهمچن شود.   یم دهينام Pure Imaginary   خالص  یمجازباشد ، پس اگر 

 که  ميريگ  یم جهينتو  یشماره ها

 
  . يمضرب دار يف، بر اساس تعر يراز

 
 دهد   یما م به شماره نماد استانداردجمع ،  یبرا

 
   دهد.  ینماداستاندارد به ما مضرب ،  یبرا

 
 

 مثال 
 باشد ، پسو اگر 

حقيقی مجازی حقيقی مجازی  
 است ، و 

 
 

  ميو تقس قيتفر
 

   .ميدارجمع و ضرب است ، لذا بر اساس  اتيعملعکس  بيترت به  ميو تقس قيتفر
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    شود.  یم فيتعر ريبه صورت ز ميتقس

 
   شود.  یم فيتعر ريبه صورت ز  یقاعده عمل

 
 مثال 

   .ميدارو   یبرا
 

 و 

 
   را هستند.  یقياعداد حق یريو پخش پذ یري، شرکت پذ یرياعداد مختلط همان خواص جا بجا پذ

 Complex Planeصفحه مختصات مختلط 
، محور  یافقمحور تفاوت که  نياست ، با ا یمختصات دکارتصفحه مختصات مختلط ، مانند صفحه 

 صفحه مختصات مختلط  نديگو  یصفحه م نيبه ا  است. ی، محور مجاز یمحور عموداست و   یقيحق
Complex Plane 

 شماره  يرتصو
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مختلط صفحه  یکه اعمال چهار گانه را هم رو يست، بد ن يدحالا که با صفحه مختصات مختلط آشنا شد
 . ينيدبب

 صفحه مختلط  یجمع دو عدد مختلط رومثال 
 

 شماره  يرتصوجمع مختلط 

 
 

 مثال 
 

 یسپس انتها ،قسمت سبز رنگ.  ميکن  یرا رسم مصورت است که اول  ينروش کار به ا
 م،يده  یگردش مبه طرف چپ و سپس به اندازه  ميده  یادامه م یمحور افق یروبردار را تا 

   عدد مختلط است. ، حاصلضرب دو یخط آب رنگ.  یقسمت آب
 ضرب دو عدد مختلط شماره  ريتصو
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   .يمکن  یاستفاده م FOIL بنام  یاز فرمول يمانجام ده  یکه عمل ضرب دو عدد مختلط را به اسان ينا یبرا
 اول ها  یعنياست حرف اول حرف 
 ها   یخارج یعنياست حرف اول حرف 
 ها   یداخل یعنياست حرف اول حرف 
 ها  نيآخر  یعنياست حرف اول حرف 

   یبه فارس
 اول ، خارج ، داخل ، آخر 

 
 

 مثال 

 
 است ، پس چون 

 

 
 
 

 مثال 

 

 
 است ، پس چون 
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   شود.  یم يلتبد يربه صورت ز يمراساده کن FOIL اگر 

 
 .مياستفاده کرداز  ی، بجا يمچون چهار حرف لازم داشت يدکن  یملاحظه م

  
  7مثال 

 
 

دو جمله ، مثلا   ينبعلامت  يير، و آن عبارت است از تغ يمدار Conjugate  مزدوج  ياضياتدر ر
 شود   یممزدوج  ايو شود   یممزدوج 

 مثلا  . ميکن  یستاره استفاده م ايخط  کيدادن مزدوج ، از  نشان  یبرا

 
  يمتقس
  . يمکن  یدو عدد مختلط ، از مزدوج ستفاده م يمتقس یبرا
 

 مثال 

 
  . يمکن  یصورت و مخرج را در مزدوج مخرج ضرب م
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در بالا ، مخرج را در مزدوج آن   .يدشو  یرا متوجه م  یموضوع جالب،  يداگر در مثال بالا توجه کن

  ير، به صورت ز يمضرب کرد

 
   .يمشوند ، پس دار  یدوم و سوم حذف م یکه جمله ها يدکن  یملاحظه م

 

 
   .يمپس دار

 
  يندک  یملاحظه م

 
 . يريمگ  یم يجهپس نت

 
 

 مثال 

 

 

 
 

 
 مختلط  به بحث صفحه ميگرد  یم بر

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



اول جلد   ١بخش    ۴فصل  انوشـيروان صراف  رياضيات مهندسی مينا  

298 
 

عدد  کي،  ميداد  ینشان م یصفحه مختصات دکارت یرومختصات  با همان طور که نقطه 
آن اعداد  یکه روصفحه   .ميده  یصفحه مختلط نشان م یرا رومختلط 

 .نامند   یم Complex Plane   صفحه مختلط ،  ميکن  یمختلط را مشخص م
 

 در صفحه مختلط  عدد شماره  ريتصو 

 
 

 جمع اعداد مختلط شماره  ريتصو

 
 

 اعداد مختلط  قيتفرشماره  ريتصو

 
 

 مزدوج اعداد مختلط   شماره  يرتصو
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با  يقتدر حق  .يمکن يلتبد  يقیدهد از مختلط به حق  یما امکان م به يراعدد مختلط مهم است ، زمزدوج 
   يعنی،  يمآور  یبدست م  يقیعدد حق يکمزدوج آن ، در  مختلط عدد  يکضرب 

 
 مينشان داددر مثال 

 
   یبطور کل اي
 

 
  يقبا جمع و تفر

 
 

 .ميور یا,بدست  ريدو فرمول مهم زاز  یقسمت مجازو   یقيحق  قسمت یبرا  پس
  

حقيقی مجازی  
   .ميدار رايز  کار کردن با مزدوج ها ، آسان است.

 
 

 مثال 
   .ديده حيرا توضو  یشماره ها

 
 پاسخ 

   .ميدارپس بر اساس و  يمکن  یفرض م

مجازی  
   .ميدارو بر اساس 
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 بخش  يناتتمر
  ينتمر

  . يدرا ساده کن يرعبارت ز

 
 پاسخ 

 
 . يمکن  یساده م

 
 

  ينتمر
   .يدساده کن

 
 پاسخ 

 . يمکن  یابتدا صورت را ساده م

 

 
  . يمکن  یحالا ، مخرج را ساده م

 
 باشد   یم يرحالا ،صورت و مخرج به صورت ز
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 . ميکن  یضرب مدر مخرج ، صورت و مخرج را در حذف  یبرا

 
   .يمدار يتپس در نها

 
 

  ينتمر
  . يدرا کامل کن يرجدول ز

 
 پاسخ 
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  ينتمر
  . يدها  را محاسبه کن  مجهول يرو مقاد يدرا ساده کن يرز یها عبارت

 
 پاسخ 

   .ميکن  یاضافه م نيبه طرف

 
  . ميکن  یطرف منتقل م کيرا به و  

 
با هم   يقیحق یها قسمت يدباشند ، با یکه دو عدد مختلط مساو ينا ی، برا  یتساو يتبر اساس خاص

  باشند.  یهم مساو با یمجاز یقسمت ها  باشند. یمساو
   .ميده  یقرار م یقسمت مجاز یرا مساوو   یقيقسمت حق یرا مساوپس 

 
  باشد.  ديباو  ديبا  یعني
 

 ،  يمکن  یابتدا طرف راست عبارت را ساده م

 
 که مخرج مشترک هر کدام از کسر ها  يمکن  یم يسیباز نو یبه نحوبالارا عبارت

 
  يمدان  یمباشد. 
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 پس 

 
 

 
  يمچون دار

 
 پس 

 
 

   .ميکن  یحل م یو برا ميده  یقرار مراست ،  سمت یحالا بجا
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  ينتمر
 مقدار  يعنی،  يسيدو قدر مطلق هر کدام را بنو يدرا رسم کن يرنمودار اعداد مختلط ز

 
 پاسخ 
  . ميکن  یشروع مبا 

 
 پس 

 
 

   .ميکن  یواحد به طرف بالا حرکت مواحد به طرف چپ و رسم نمودار ،  یبرا

 
 

  . ميدار یبرا يقطر ينبه هم
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 هم نمودار  ينا

 
 
 

 یواحد رو، یمحور مجاز یآن رو یاست ، پس جا یفقط شامل قسمت مجازعدد مختلط 
  محور است.  نيقسمت مثبت ا
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   .مياست ، پس دارچون 

 

 
 

قسمت مثبت  یواحد رونقطه  نيپس ا یعني ني، ا ميدارفقط عدد  ينجاا
   قرار دارد.  یقيمحور حق
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  ينتمر
   صفحه مختلط رسم شده است. یچهار عدد مختلط ، رو، يرز يردر تصو

 
 

 
 

 مطلوب است. 

 

 
 پاسخ 
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  . يمده  یخواسته شده را انجام م ياتحالا عمل

 
 

 

  . يمکن  یم استفاده FOIL  ضرب از روش  ياتانجام عمل یحالا ، برا
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  Polar Form of Complex Numbersاعداد مختلط  یقطبشکل بخش 
  Powers and Rootsها يشهتوان ها و ر

 
   .ميکرد  یم فيتعر ريرا به صورت ز یکه مختصات قطب يدبخاطر دار

 
 

 
 دارد.  ريز یشکل قطبپس 

 
 

 
  ینشان داده مو با نماد  می نامند    Modulus     يا    Absolute Value  قدر مطلق  . ينجاا

 شود ، پس 
 

 
 شماره  ريمبدا ، تصواز عبارت است از فاصله ،  یاز نظر هندس

 
 عدد مختلط  کي یقطبشکل 1  شماره  ريتصو

 
 

 شماره  ريتصو٠و  نيعبارت است از فاصله ب،   يبترت ينبه هم
 

 دو نقطه در صفحه مختلط  نيفاصله بشماره  ريتصو

 
 

 پس   دهند.  ینشان منامند و با   یم Argument    شناسه را نماد 
 ٠   شماره يرتصو  است.
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، مانند  نجاياتا جهت دار ، از قسمت مثبت محور  هيعبارت است از زاو،  یاز نظر هندس
   است و در خلاف جهت عقربه ساعت ، مثبت  است.  انيراد ها بر حسب هيزاوحسابان 

 شماره   ريتصو
 

 . ميباشد ، آن وقت داراگر  ريز نشده است.  فيتعر هيزاو نيا یبرا

 
 

 نوسيو کس نوسيس رايز شوند.   یمشخص م حيصح یها بيضرفقط تا  هيزاو یبرا
 کي یبرامقدار منحصر به فرد  کي ميخواه  یمامااغلب ٠متناوب هسند با دوره تناوب 

   .ميمشخص کن
  یم نشان z   با نماد  و  يمکن  یم فيتعر   Principal Value   یمقدار اساسجهت  نيبه هم

   شود.  یم يفتعر يربه صورت ز  یمقدار اساس)   با حرف بزرگ  يدتوجه کن  (.يمده
 

 
 

   فرق دارد.با  ديتوجه کن
 

 یاست برا  و  است  یکه عمل مثبت   یقيعدد حق یبرا ميپس دار
اعداد  تميها ،   لگار شهيدر رابطه با ر  یمقدار اساس٠ یمثلا برا،   یمنف یقيعدد حق

صورت  به ريمقاد هيبق، یواضح است که برا  است.مهم  انتگرال ها  یمختلط و بعض
   است. ريز
 

 
 

   یاعداد مختلط ، مقدار اساس یشکل قطبمثال 
شمارهعدد    یشکل قطب یدارا تصوير

 

 
  ميدارپس  است. 

و  
 

  قيطر نيبه هم
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و  
 

 شماره  يرتصو

 
  

چون  چهار گانه قرار دارد.  هيدر کدام ناحکه  ميتوجه کن ديبااستفاده از شماره  هنگام ياطاحت
  یمثلا برا همان تانژانت را دارند. و  یدارد ، پس شناسه هادوره تناوب  یدارا

و  
  . ميدار

 
    

  Triangle Inequality  مثلث ینا مساو
 حياست ، اما در مورد اعداد مختلط ممکن است صح حيصح ميياگر بگو یقيدر مورد اعداد حق

است ،   یقياما قدر مطلق که حق مرتب کردن اعداد مختلط وجود ندارد.  یبرا  یعيراه طب چيه راينباشد ، ز
  تر است. کيبه مبدا نزدنسبت به  یعني ینا مساو نيدارد. ا یاديز تياهممثلا 

   است.مثلث  ینا مساو , اعداد مختلط  ليو تحل هيموضوع مهم در تجز

١ ٢ ١ ٢  
 شماره  ريتصو

 مثلث  ینا مساو
 شماره  ريتصو

 
که نقاط  ديکن  یملاحظه م شماره  ريدر تصو  .برد  ميبکار خواه اديز ندهيرا در آ ینا مساو

که  ميدان  یم ووهستند با اضلاع  مثلث کي یراس هاو
   .ديد ميخواه در مثال را نيا اثبات  باشد. تر بزرگ ، گريد از مجموع دو ضلع تواند  یضلع نم کي
 

   است. ريز  صورتبه  افتهي  ميتعممثلث  یمساو نا يیبر اساس استدلال استقرا 
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   باشد. شتريجملات ب یمجموع  قدر مطلق ها تواند از  یمجموع نم کيقدر مطلق  یعني نيا
 

 مثال 
 اگر 

و  
 باشد ، پس 

 
    

 مثال 
 ريبر اساس تفس  در صفحه مختلط باشند.ونقاط  شينما بيبه ترتو ميکن  یفرض م

 و  .ميبساز الاضلاع یمتواز کي ميتوان  یاعداد مختلط مجمع  یهندس
 شماره  ريتصو  است. شينماو   هستند.و شينما بيبه ترت
   یهاطول  يماست، پس دار  الاضلاع یمتواز کيچون 

 و و    عبارتنداز
   دهند.  یمثلث م کي ليتشک،اما 

   نمودار هم ثابت شد. قياز طر هيپس قض مجموع دو ضلع از ضلع سوم بزرگ تر است.  ميدان  یم
 

 شماره  ريتصو
 

 
 Multiplication and Division in Polar Form   یضرب و جمع در شکل قطب

  ميکن  یفرض م
و  

   باشد.
  . مي، دار ميديدبراساس آنچه در بخش 
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 . ميدار نوسيو کس نوسيبر اساس قانون جمع س
 

 
 

 یحاصلضرب مساو کيقدر مطلق که   ميکن  یملاحظه مشماره  نيبا قدر مطلق گرفتن از طرف
 است.  عوامل ضرب یحاصلضرب قدر مطلق ها 

 
 

 
عوامل  یمجموع شناسه ها یحاصلضرب مساو کيشناسه که  مينيب  یمشناسه گرفتن شماره با 

  ضرب است. 
 

 
 

  ميتقس
  ميدار

 

 پس 

 

 
   .مي. پس دارميکن  یم ميتقسرا بر  نيطرف

 

 
  قيطر نيبه هم  

 

 
  . ميدارو با کم کردن 

 

   .ميدارهمراه با و  قيبا تلف
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 مثال 
  یفرمول ها حيتوض

 باشد.  پس و  ميکن  یفرض م
 

 

 

 است ، پس 

 

 
   .ميشناسه دار یو برا

 
 

 

 
  De Moivre’s Formulaفرمول دو مواور ، حيعدد صح یتوان هامثال 

 با با و از شماره 
   .ميدار

 
 

  یبرا ميآور  یبدست مشماره و با  قيطر نيبه هم
 De Moivre’s Formulaفرمول دو مواور شود   یمفرمول  یبرا

 
 

 
 یبر حسب توان هاوکردن  يانب یبرا يمرا بکا ر بر ينا يمتوان  یم

٠    .ميسمت چپ داردر  یمثلا براو
 

 
 

 توان نوشت   یم با شماره 
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  يینما  قياز طر يحمحاسبه توان صح
 باشد ، پس  حيعدد صح کي.  اگر ميکن  یشروع مبا 

 
 مثال 

 ٠مطلوب است 
 پاسخ 

   است. ريبه صورت ز يیشکل نما 

 
   .ميبر  یرا بکار محالا ، شماره 

 
 پس 

 
   .ميباشد ، پس داراگر 

 
 
 Roots  ها  يشهر

و   وجود دارد.   مقدارمربوط به کيهر مقدار  یباشد ، پس برااگر 
را  ريمقاد نيهر کدام از ا  وجود دارد. یبرا زيمتما ريمقاد قايدق کي یبر عکس برا

 . ميسينو  یو م  .نامند  یمام  شهير
 

 
توان   یرا ممقدار  پس  نامند.  یمقداره ميا Multivalued  چند مقداره نماد را  ينپس ، ا

  . ميسينو  یم یرا به شکل قطبو   بدست آورد. ريصورت ز به
 

و  
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 شود.   یم یبجابا De Moivre  بر اساس فرمول پس معادله 
 

 
 

  یقيعدد حق نجاياکه  یبطور   باشند ، پس یمساو يدبا ينقدر مطلق طرف
  و لذا منحصر به فرد.   است. مثبت

 حيعدد صح یها بيفقط با ضر مياوريو بخاطر بو  یشناسه هاقرار دادن  یبا مساو
   .ميشود ، دار  یمشخص م

 

پس  
 
مثلا   .ميآور  یم بدست زيمتما ريمقاد یبرا  است. حيعدد صح کي ينجاا

  ميدار یبرا

 
 

   است. زيمتما ريمقاد یدارا یبرا يجهدر نت
 

 
 

مرکز ، مبدا و  شعاع دائره به   کي  یرو ها  نيا  است. ينجاا
   قرار دارند.با اضلاع  یچند ضلع کي یاز راس هامختصات و متشکل 

 دهينام  یمقدار اصلشماره  درو   یبا گرفتن مقدار اصلمقدار 
   شود.  یم
 

 است و لذا و پس  ميداشته باش اگر در شماره 
 دهد   یم
 

 
 و مرکز دائره باشعاع  یآنها رو  شوند.  یم دهينامام واحد  یها شهيرمقدار ها را  ينا

   شوند.  یم يدهنام واحد  دائرهقرار دارند و 
 بيبه ترت یشماره ها يرتصاو
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  دهند.   ینشان م
 

     
شماره تصوير شماره تصوير شماره  تصوير

 
 

 
   .ميکن دايدو مو آور پ هياعداد مختلط را با استفاده از قض یها شهيتوان ها و رچگونه 
   .ديريرا در نظر بگ ريتوان ز

 
  قيطر نيبه هم

 
  رساند.   یدو مو آور م هيما را به قض جينتا نيا

 دو مو آور  هيقض
  یهر عدد مختلط در شکل قطب یبرا

 
  مييبگو ميتوان  یم  یقيو هر عدد حق
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 بخش  ناتيتمر
   د،يسيويرا بن رياعداد مختلط ز یشکل قطب.  نيتمر

 
 پاسخ 

 
 . ميکن  یم دايرا پابتدا 

 
 

شناسه   یمقدار اصل . ميکن دايرا پ  یاست مقدار اصل نيراه ا نيآسان تر . ميکن  یم دايرا پحالا ، شناسه 
 شود.    یبر قرار ما رياست، رابطه زدر بازه مقدار 

 

 
 

   در ربع دوم صفحه مختصات است.و لذا ، 
 دي، مطمئن شو ديکن  یحساب استفاده م نيکردن معکوس تانژانت از ماش دايپ ی، اگر برا ديتوجه داشته باش

شما را به حساب مقدار  نيمثلا اگر ماش  دهد.  یرا به شما م حيحساب شما مقدار صح نيکه ماش
   است.چون دوره تناوب تانژانت   باشد. ديدهد ، پس مقدار دوم هم با  یم
 

  . ميآور  یمساله دو مقدار بدست م نيا یبرا

 
  یلذا ، مقدار اصل  مطلوب ما است. یآخر نيپس ا دوم است. در ربع   ی، در ربع چهارم است و دوم  یاول

   است. ريشناسه به صورت ز

 
  است.  ريممکن شناسه ، به صورت ز ريو لذا ، تمام مقاد
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 ريبه صورت ز  یشکل قطب  به آنچه مساله از ما خواسته است. ميگرد  یحالا ، بر م

  است. 

 
 نيا یبرا . ميعدد مختلط دار نيا یبرا یاريبس یاشکال قطب قتيکه در حق مييبگو ديکار ، با ليتکم یبرا

   .ميآور  یم ريمثال دو نمونه در ز یبرا  .ميکن  یم دايپمختلف  ريمقاد یرا براکار ، 
 

 
 
 

 
تمام  ريدر ز  .ميکن دايآنرا پ ستيپس ، لازم ن است.   یمنف  یقيعدد حق کي  یکه مقدار اصل ميدان  یم

  . ميآور  یم را  یممکن شناسه هر عدد منف ريمقاد

 
 حالا ، 

 
  است.  ري، به صورت ز  ی، با استفاده از مقدار اصل یشکل قطب است. 

 
  بود.  ريبه صورت ز  ی، مقدار اصل ميمثبت  داشت  یقيعدد حق کي، اگر  ديتوجه داشته باش

 
 

 
لذا   قرار درد.قسمت مثبت محور  یعدد مختلط رو ني، مثبت است ، پس ا ی، قسمت مجاز نجايا   

   است. ريعدد مختلط به صورت ز نيا  یشنسل کلو    یمقدار اصل
 

 
   است. ريآن به صورت ز ی، شکل قطب نياست ، بنا بر ا نيهمچن
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  نيتمر
  . ديسيبنو یو جواب را به شکل قطب ديرا ساده کن ريعبارت ز

 
 پاسخ 

 ميده رييتغ یآنرا به صورت قطب دياجازه ده است.  نيکارتز اي یليمختصات مستطدر عدد مختلط داده شده 
 . ميدو مو آور را بکار بر هيتا قض
  . ميکن  یم دايقدر مطلق عدد مختلط را پابتدا  

 
 
  

  . ميآور  یحالا ، شناسه عدد مختلط را بدست م است. پس 

 
  . ميکن دايمرجع پ هيتا زاو ميبر  یحالا ، معکوس تابع تانژانت را بکار م

 
   .مي، دار ميکن لياگر به درجه تبد
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 مثبت است. یو قسمت مجاز  یعدد مختلط ، منف  یقيقسمت حق راياست ، زمرجع ما در ربع دوم  هيپس زاو
   در ربع دوم است. هيمثبت است ، پس زاوو   یمنف گريبه عبارت د 

  . ميشده ، دارمرجع داده  هيدر ربع دوم با زاو هيزاو کيکردن  دايپ یبرا

 
 . ميکن  یم ليتبد یحالا ، عدده مختلط داده شده را به شکل قطب

 
   .ميدو مو آور دار هيبا استفاده از قض
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    نيتمر
  . ديسيبنو یليبه صورت مختصات مستط  و جواب را  ديرا ساده کن ريعبارت ز

 
 پاسخ 

  . يمدو مو آور را بکار بر يهقض يمتوان  یم يمااست ، مستق یچون عدد مختلط به صورت قطب

 

 
 کند.   یاما محاسبه ها را آسان تر م يستچه لازم ن ، گر يمکن  یم يداهم مرز را پ يهزاو

 
  . يسيمنو  یم يلیحالا به صورت مستط
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  یضرب اعداد مختلط در شکل قطب

 اگر 

 
 و 

 
 صفر باشند ، پس  يرمختلط غاعداد 

 
  ينتمر
 اگر 

 

 و
 باشد ، مطلوب است 

 پاسخ 

 
   .يماعداد مختلط داده شده ، دار یاز شکل قطب

 

   .مي. پس دارميده  یقرار مرا در فرمول  يرمقاد ينا
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  . يم، پس دار يمکن  یو کسر ها را جمع م يمکن  یم يامخرج را گو

 
  ينتمر
 اگر 

 
 و

 
 ٠باشد ، مطلوب است 

 پاسخ 
   که يمدان   یم

 
  . ميباشد ، پس داراگر  ينهمچن

 
   .مياست ، پس دارو که  ينيمب  یداده شده م یاز شکل قطب

 
است ، و چون   است.و که  يمکن  ی، ملاحظه م ينهمچن

  ميريگ  یم جهيپس نت  است. ميپس دار

 
   .مي، پس دار ميده  یرا در معادله بالا قرار م ريمقاد نياست ، او که  يدانيمم

 
  یاعداد مختلط در شکل قطب يمتقس

   يعنی،  يمداشته باش یقطبشکل  صفر در  يرغاگر دو عدد مختلط 
 

 و 
 

 پس 

 
  است. 
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   ينتمر
  يماگر داشته باش

 
 و 

 
 مطلوب است 

 

  یدر شکل قطب
 پاسخ 

 پس   است.   يريمگ  یم يجهاز اعداد مختلط داده شده نت

 
  . يمکن  یساده م

 
  ينتمر

   .ديمختلط   رسم کن مختصات صفحه یرا رونمودار 
 پاسخ 
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  ينتمر
   دارد.ومختلط  شهيسه ر قتايحقکه  يدنشان ده

 پاسخ 
  .ميکن دايآنرا پ یابتدا شکل قطب دياست ، با یعنيدارد  یليهنوز شکل مستطچون 

   .ريمطابق ز

 
 
 .ميکن  یشروع م ريفرمول ز یبرابا  يعنی ينا

 
 
 
را  يجهنت يد، با يمکن يداپ يلیرا در مختصات مستط يشهر يماست ، پس اگر بخواه یهنوز به شکل قطب يشهر

  . يمکن يلتبد يلیبه مستط

 
. اما ميبکار بر گريد شهيکردن دو ر دايپ یروش را برا نيهم است. عدد  يشهر يناول يعنی ينا

   .ميکن  یاستفاده مو 
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 دارد. یليدر مختصات مستط،    مختلط شهير دو  يمداد پس نشان
  

  ينتمر
ها را در  شهير .ديصفحه مختصات مختلط رسم کن یرا رو یها يشهر يننمودار چهارم

   .ديسيهم بنو یليشکل مستط
 

 پاسخ 
 . ميکن دايرا پابتدا قدر مطلق و شناسه عدد مختلط 

 

 
 

سوم  یها شهير یچون در جستجو  است.پس 

  از هم فاصله داشته باشند. ها  شهير مي، انتظار دار ميهست
  . ميرا بکار بر ريفرمول ز ميتوان  یم
 

 
 
   است. ينجاا
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شناسه . يمکن  یمطلق رسم م ها را با همان قدر  يشه، سه ر يگرد یها يشهکردن سه ر يداپ یبرا
   نسبت به هم فاصله دارند.ها

 
  یها  يشههم چهار ر ينا
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  Derivative and Analytic Function یليمشتق و تابع تحلبخش  
  یوستگي، تابع ، حد ، پ یگيدر مورد دامنه ، همسا  یقياعداد حق ليو تحل هيهمان طور که در حسابان و تجز

  ی، اما کم ميهمان مباحث را داراعداد مختلط هم  ليو تحل هي، در مورد تجز ميکرد  یبحث مريمشتق و غ
به آنها  ادي، ز ی، در بخش ها بعد رديگ  یبخش مورد بحث قرار م نيکه در ا یمطالب  مشکل و متفاوت.

   .ميکن  یم دايپ اجياحت
 

  Circles and Disks , Half-Planesصفحه ها  ميها ، ن سکيدائره ها ، د
به شعاع   یدائره کل کي  رشمارهيتصو   .ميبحث کرددر مورد دائره واحد در بخش 

   است.معادله آن   دهد.  ینشان مو مرکز 
 

 واحد  رهيداشماره  ريتصو

 
 
 از مرکز  یعنياست که فاصله آنها نقاط مجموعه  یدائره ، مکان هندس ني، ا رايز

  Open Circular Diskمدور باز  سکيد یعنيداخل آن  جهيدر نت  است. یمساو
مدور  سکيد یعني رهيبه اضافه خود دا  یمحوطه داخل  شود.  ینشان داده ممعادله  با نا

  یو قسمت خارج  شود.  ینشان داده مبا نا معادله    Closed Circular Disk  بسته 
   است.نمودار شماره  ريتصو  شود.  ینشان داده مآن با 

 
 دائره شماره  ريتصو

 
 

  ميکن  یفرض م ، ديصفحه مختصات مختلط آشنا شو یرو رهيدا کيکه با رسم  نيا یحالا برا
فرمول  در صفحه مختصات  نيا  است.پس فرمول ما   باشد.و 

   است. ريبه صورت ز یليمستط
 

 
   .ديکن  یملاحظه مشماره  ريپس دائره ما در صفحه مختصات مختلط در تصو
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 شماره  ريتصو
 

     
 
همسايگی ايو  یگيهمسارا باز  سکيد کي ρتينهايبو   نامند.  یم 

نقطه از هر  کيو   وجود دارد. یبرا یگيهمسا کيهر مقدار  یبرا دارد.  یگيهمسا
  ها است.  یگيهمسا نيکدام از ا

 
 معادله  با نا است.  Open Annulus  حلقه باز  کيشماره  ريتصو

ها است که مجموعه تمام  یحلقه باز مکان هندس داشت.  ميخواه ازيآن ن به  ندهيکه در آ دهند  ینشان م
 حلقه بسته ،  قيطر نيبه هم  است.اما کمتر از از  شتريباز فاصله 

Closed Annulus شود.  یهم م رهيشامل دو دا   
 

 صفحه مختلط  یحلقه رو کيشماره  ريتصو

 
 
  Half-Planesصفحه ها  مين
 یبطورعبارت است از مجموعه تمام نقاط  Upper Half-Plane   يیصفحه بالا  مين

 باشد. که 
که  یبطورعبارت است از مجموعه تمام نقاط  Lower Half-Plane ینييصفحه پا مين

 باشد. 
  Right Half-Planeصفحه راست  مينباشد ، اگر 
 Left Half-Planeصفحه چپ  مينباشد ، اگر 
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 Concepts of Sets in the Complex Planeمجموعه ها در صفحه مختلط  ميمفاه
. مانند جواب ینا متناه اينقاط ، خواه محدود  ونينوع کلکس هر یعني  A Point Set مجموعه نقطه  کي

 دائره.  کيخط ، نقاط داخل  کيمعادله درجه دوم ، نقاط  کي یها
 کياگر هر دو نقطه آن را بتوان با  ميم نا یم Connected   کپارچهي اي وستهيپرا مجموعه  کي

 باشد.که نقاط آن پاره خط متعلق به   یدر صورت ميبه هم متصل کن  ميمسنتق یرشته محدود پاره خط ها
حلقه باز ،  کيباز و  سکيد کي پس  .مينام  یم Domain  دامنه  کيرا  وستهيپ ايمجموعه باز  کي 

 وستهيمجموعه پ نيا رايز ست،ين برداشته شده باشد ، دامنه شياز قطر ها  یکيمربع که  کي  دامنه هستند.
   .ستين

نقاط  هيمجموعه کلدر صفحه مختلط عبارت است از    مجموعه کي Complement  مکمل     
  نامند اگر مکمل آن باز باشد.  یم Closed بسته   مجموعه را  کي  نباشد.صفحه مختلط که متعلق به 

باز  مکمل آن  رايز  دهند.  یمجموعه بسته م کي ليدائره واحد تشکو داخل  یمثلا ، نقاط رو
   است.

آن شامل هم  هياست که هر همسا ینقطه امجموعه  کي A Boundary Point  ینقطه مرز کي
حلقه نقاط  کي یمثلا نقاط مرز  تعلق ندارد.است که به  ینقاطتعلق دارد و هم است که به  ینقاط
به  ینقطه مرز چيباز باشد ، پس همجموعه  کياست که اگر  واضح محدود کننده ، هستند.  رهيدو دا

  ینقاط مرز هيمجموعه کل  تعلق دارد.، به  یبسته باشد ، هر نقطه مرزاگر   تعلق ندارد.
  نامند.   یممرز را 

 آن یدامنه و احتمالا ، چند نقاط مرز کياست که شامل  کمجموعهي  A Region   هيناح ايمنطقه  کي
 باشد.   یم
 

 Complex Functionتابع مختلط 
 ميخواه رايخوب توجه شود ، ز دياما با  ما در حسابان است. فيمانند تعر بايبحث در مورد تابع مختلط تقر

  هم وجود دارد.  يیکه اختلاف ها  ديد
 کي، عبارت است از   یقيمجموعه اعداد حق یشده رو فيتعر  یقيتابع حق کيکه  ميداشتحسابان  در 

   نامند.  یممقدار  دهد که آنرا   یم صيتخص  یقيعدد حق کي،در هر  یقاعده که برا
عبارت شده در  فيتعرتابع  کيو  مجموعه از اعداد مختلط است.  کيدر مورد اعداد مختلط ، 

  یمدهد که آنرا مقدار   یم صيتخصعدد مختلط  کيدر هر  یقاعده که برا کياست از 
  ميسينو  یو م  .مينام

 
 مجموعه   .نامند یم Complex Variable  مختلط  ريمتغکند و به آن   یم رييتغدر  نجايا
   نامند.  یمرا دامنه   

 ها ، در دامنه اش تمام  یشده برا فيتابع مختلط است تعر کيمثلا ، 
   شامل تمام صفحه مختلط است.

   نامند.  یمآن  Range  برد را تابع  کي ريمجموعه تمام مقاد
و قسمت   یقيحق  قسمت   بيبه ترتو  نجايا ميسينو  یمختلط است و م،  نجايا

 نيهمچنو   یقيتابع حق کيشود   یماست. پس وابسته به   هستند. یمجاز
   .ميسينو  یپس م
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  است.و   یقيجفت تابع حق کيمعادل تابع مختلط  کيدهد که   ینشان م نيا
 ٠و   یقيحق رييو هر کدام وابسته به دو متغ

 
 مختلط  ريمتغ کيتابع مثال 

 را درو سپس مقدار و مطلوب است   باشد. ديفرض کن
 . ديمحاسبه کن 
 

 پاسخ 
 

 
 

 پس 
حقيقی قسمت  

مجازی قسمت  
  نيهمچن

 
 

   است.و دهد که   ینشان م نيو ا
 

 مختلط  ريمتغ کيتابع مثال 
 ٠در و مقدار و مطلوب است  باشد.  ديفرض کن

 پاسخ 
 

 
 پس 

حقيقی قسمت  
 و 

مجازی قسمت  

 
 

 ها  و اصطلاح ها  ملاحظات در مورد نماد
  یدر صورتتابع   مييگو  یاما اشتباهام٠در مقدار  یعني مييگو  یکه م  یوقت  -الف

 ٠ تابع مييبگو ديکه با
در هر  یطبق معمول ، برا  هستند.مقداره   کي یها  رابطهاست که تمام تابع ها  نيفرض ما ا  -ب

 همان مقدار  نياما ممکن است چند  وجود دارد.مقدار  کيفقط 
   .ميبر  یبکار نم یريبه ما بدهد ، پس کلمه تابع چند متغ
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  Limit , Continuity یوستگيپحد ، 
  ميسينو  یشود و م  یم کينزدبه که  یاست هنگامحد  یدارا تابع  کي مييگو  یم
 

 

 
بهتر  ايهاتمام  یباشد برا کينزد ريشده باشد و اگر مقاد فيتعر یگيدر همسااگر 
 مثبت  یقيعدد حق کي ميبتوانمثبت   یقيهر عدد حق یاگر برا گريعبارت دبه ٠ کينزد ميبگو

  .ميداشته باش سکيد ها درتمام  یبرا که یبطور ميکن دايپ
 

 
 شماره  ريتصو

  5شماره  ريتصو
 حد 

 
،   یقيدر مورد اعداد حق بزرگ وجود دارد. تفاوت  کيحد در حسابان است، اما  فيهمان تعر هيشب فيتعر

  یم،  في، بر اساس تعر نجاي، ا  یقيشود فقط در امتداد محور اعداد حق کينزدتواند به   یم
   شود. کينزدمختلط به  صفحه یرواز هر جهت تواند 

 
   منحصر به فرد است.اگر حد وجود داشته باشد ، 

 
 . ميشده باشد و داشته باش فيتعراست اگر  وستهيپدر تابع  کي مييگو  یم
 

 

 
   باشد. وستهيدامنه ، پ نياگر آن تابع در هر نقطه ااست  وستهيدامنه پ کيدر  ميگو  یم
 

  Derivativeمشتق 
   شود.  یم فيتعر ريبه صورت زشود   یکه نوشته منقطه  کيتابع مختلط در  کيمشتق 
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  Differentiable ريمشتق پذدر  مييگو  یپس م که حد بالا وجود داشته باشد.   یدر صورت
  یدر م ريبه صورت زو شماره  ميپس دار ميسياگر بنو است. 

   .ديآ

 

 
 یگيدر همساحد ،  فيکه ، بر اساس تعر ديبخاطر داشته باش  .ميرس  یمنکته مهم  کيحالا به 

   شود. کينزددر صفحه مختلط به   یهر جهت از تواند  یم یگيدر هممساو براساس 
 شماره  ريتصو

 شماره  ريتصو
 وجود دارد.  به  دنيرس یراه برا تينها  یب

 
 

      ?What Is Meant by Complex Derivative   چه؟  یعنيمشتق مختلط 
    .ديگو  یتابع مختلط را به ما م کي ريياست که نرخ تغ یمشتق مختلط ، مشتق کي

 ريبه صورت ز توان  یرا مدر تابع  کيمشتق 
   نوشت.

 
  نوشت.  ريصورت زتوان به   یم اي
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   شماره  ريقرار دارد ، مانند تصودر تابع مختلط که  ديتوجه داشته باش
 

 شماره  ريتصو

 
 

 کي یبرا بيش ینمودار اجمال کياما  مشتق مختلط را نشان داد.  کيممکن است که نمودار  ريغ بايتقر
   .ديکن  یملاحظه مشماره  ريدر تصو  تابع مختلط در 

 
 شماره  ريتصو

 
 
 

  Complex Derivative Formulasمختلط  مشتق  یفرمول ها
   .ميدارعدد ثابت  کي یبرا
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  . ميدار یمانند مشتق پاره ا

 

 
 

  مانير – یمختلط و معادلات کاش مشتق 
Complex Derivative and Cauchy-Riemann Equations 

 
مختلف به همان  یها رياست ، اگر آن تابع از مس ريمشتق پذ درنقطه   یتابع مختلط فقط هنگام کي

   نقطه برسد.
  تابع یبرا ميکن  یم فرض٠ شماره  ريتصو

 
نباشد ،   یکي يیشود ، و اگر نقطه انتها کيبه صفر نزد یو محور مجاز  یقيبتواند در امتدا محور حق

 یدو معادله ها ديباشد ، با وستهيتابع مختلط ، پ کيکه  نيا یبرا  .ستين وستهيتابع مختلط پ مييگو  یپس م
   را بر قرار کند. مانير یکاش

 
  یم  .ميشو  یم کينزدبه   یقيکه در امتداد محور حق یافتد هنگام  یم یچه اتفاق مينياول بب دياجازه ده

   است. ريتابع مختلط به صورت ز کيکه  ميدان

 
   .ميسيبنو ريرا به صورت ز ميتوان  یپس م  یازطرف افق که یهنگام 

 
  . ميسيبنو ميتوان  یپس م
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   .ميانجام داده ارا بر حسب و   یپاره ا ی، مشتق ها نجايا

 
   .ميسيبنو ريمعادله را به صورت ز ميتوان  یپس م یمحور مجاز ريکه از مس یهنگام

 
باشد ، قسمت   وستهيکه تابع مختلط پ نيا یبرا  .ميمحاسبه کرده ارا بر حسب  ی، مشتق پاره ا نجايا

تابع مختلط را به صورت  کي یريشرط مشتق پذ ميتوان  یپس م  باشند. یمساو ديبا یو مجاز  یقيحق یها
   .ميسيبنو ريز

و  
  اي

و  

 
   .ميکن  ی، مشتق تابع مختلط را محاسبه م ريبر قرار باشد ، با استفاده از فرمول ز طيکه شرا یهنگام

 
  اي

 
 مثال 

   نه. ايهستند  ريمشتق پذ ريمختلط ز یتابع ها ايآ دينشان ده
   -الف
   -ب
 

 پاسخ 
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 که  ميدان   یم - الف

 
 

و  

 
   .ميتابع مختلط را محاسبه کن نيانداردمشتق   لذا امکان است ، اما پس 

 
 که  ميدان   یم - ب

 
و  

 
 

   .مياست. و دار ريتابع مختلط ، مشتق پذ نياست ، پس او ،  نجايا
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  است.  ميديمانند آنچه در حسابان د یريمشتق گ یقاعده ها

 
 

 

 
 مثال 
 اثبات  گريروش د .  ستين ريمشتق  پذ  تابع

 . ستندين ري، مشتق پذ ینقطه ا چيمختلط در ه یاز تابع ها یاريممکن است باعث تعجب شما باشد که بس
   .مياگر داشته باش رايز  .ستين ريپذ که مشتق ها است تابع نياز ا  یکيمثلا 

 
 پس 

 

 
 باشد ، پس شماره اگر  است.  یمساوباشد ، پس شماره اگر 

 Iشود در امتداد راه   یم کينزدبه لذا شماره  است.  یمساو
 IIشود در امتداد   یم کينزدبه  اما 

 وجود ندارد. نقطه  چيدر هکه    یحالدر ، حد شماره  فيتعرلذا ، بر اساس 
  ريتصو  

  ريتصو
 شماره  ريمس

 
 Analytic Functions یليتحل یتابع ها   

  فيتعر
شده و  فيتعردر تمام نقاط است اگر  یليتحلدامنه  کيدر  نديگو  یرا متابع  کي

در اگر است  یليتحلدر نقطه  کيدر شود تابع   یگفته م  باشد. ريمشتق پذ
   باشد. یليتحل یگيهمسا
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 مثال 
 Polynomials , Rational Functions ايگو یها ، تابع ها یچند جمله ا

چند جمله  نيهستند ، همچن یليدر تمام صفحه مختلط ، تحلصفر  ريغ حيصح یتوان ها
  . ريبه شکل ز یتابع ها یعني , ها یا

 
   اعداد ثابت مختلط هستند.،  نجايا

 و  یخارج قسمت دو چند جمله ا

 

  ايتابع گوشود   یم دهينام
   است.که  یاست بجز در نقاط یليهم تحل نيا

 
  Relation with Harmonic Functions   کيرمون ها یمختلط با تابع ها یرابطه تابع ها

   یقيتابع حق کي مييگو  یم  . دارند کيهارمون یبا تابع ها کي، رابطه نزد یليتحل یتابع ها
   کند.متابعت معادله لاپلاس  از است اگر کيصفحه مختصات ، هارمون یرو
 

 
فرض  هستند.  کي، هارمون یليتحل یتاب کي یو مجاز  یقيحق یهاقسمت   که ميده  ینشان م قتيدر حق

   .ميپس دار باشد یليباز ، تحل مجموعه صفحه مختلط  کيدر  ميکن  یم
 

 
  مانير یکاشبا استفاده از 

 
دهد   ینشان م راي، مهم است ز جهينت نيا  است. کيهم هارمونتوان نشان داد که   یم قيطر نيبه هم
 ليفرانسيمعادله د ستميس کيمرتبه دوم را با حل  یپاره ا ليفرانسيمعادله د کي یتوان جواب ها  یکه م

   مرتبه اول ، بدست آورد. یپاره ا
        کيهارمونمزدوج ، گريد کيتابع هارمون مييگو  ی، م ميداشته باش کيتابع هارمون کياگر 

   Harmonic Conjugate  باشد. یليتحلاست،  اگر تابع مختلط  آن   
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 است.  کيتابع ، هارمون نيواضح است که ا  .ديريبگرا در نظر مثلا ، تابع 
  رايز 

و  

 لذا 

 
را بر  مانير یکاش یمعادله هابا هر تابع  یعني،  کيمنظور ما از مزدوج هارمون

  کنند.   یقرار م

و  

 
 
 

 بخش  ناتيتمر
  نيتمر

  . ديرا محاسبه کنمشتق 
 

 پاسخ 
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  نيتمر
 مطلوب است مشتق 

 
 پاسخ 

   .ميکن  یمطابق حسابان عمل م

 
  نيتمر

  هستند.  وستهيتابع ها پ نيا . ريمختلط ز یمطلوب است مشتق تابع ها
 

 
 

 پاسخ 
 

 
 

 
  . ميسيبنو ريتابع داده شده را به صورت ز ميتوان  یمپس  است. که  ميدانيم
 

 
 

 
   .ميکن داي، مشتق را پ ميتوان  یرا بر قرار کند ، پس م مانير یکاش طياگر تابع شرا

 
 
 

 
 

 پس 
اما  
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  است.  ريو مشتق پذ وستهيتابع پ کي نيلذا ا
 

 
 

 است. تابع  نيپس مشتق ا
 

  نيتمر   
 است؟  یليتحل ايآ

 
 پاسخ 

 
  است.  یليتابع ، تحل نيبر قرار است ، لذا ا مانير یکاش طيشرا پس
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 بخش 
  Exponential Function   يیتابع نما 

  يعنی يمکن  یمختلط بحث م يیبخش در مورد تابع نما  يندر ا
ميشود نوشته گاهی  

   است. ريبه صورت ز  یقيحق یبر حسب تابع ها يفتعر
 

 
 
  رايحسابان گرفته شده است ، ز  يقیحق يیاز بسط تابع نما  يفتعر ينا
 

 پس   مياست دارکه  یهنگام  يقیعدد حق یبرا
 

  است.  یليها ، تحلتمام  یبرا يمقبلاثابت کرد
 

  یعنيشود   یممشتق 

 
 

   .ديآ  یدر م ريبالا به صورت زشماره بخش بر اساس شماره 
 

 
  
  Further Properties    يگرد یها یگ يژهو

  Entire Functionتابع کامل  اي اريتابع تمام عباشد ،  یليها ، تحلتمام  یکه براتابع  يک
  يرز Functional Relation  تابعیرابطه ، مانند حسابان  قايدق  کامل است.پس  نامند.   یم
 

 
 ، بر اساس شماره  قتيدر حق برقرار است. و هر  یبرا
   .يمدار

 
  يمدار  يقیحق یتابع ها یچون برا

 
   .يمدار ينوسکسو  ينوسس یتابع ها یجمع برا یبا استفاده از فرمول ها
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  ميدار بر اساس  ييمجالب است که بگو
 

 پس 

 
 

   .ميآور  یبدست م Euler Formula   لرياوفرمول بر اساس  ی، برا ينعلاوه بر ا
 

 
 

 عدد مختلط  يک Polar Form   یشکل قطبپس 

 
  نوشت.  يرتوان به صورت ز  یرا م

 

 
 

  . ميآور  یرا بدست م ريفرمول زاز شماره 
 

 
 

 را  يرمهم ز یفرمول ها ينهمچن
 

 
 
   است. ريشماره زفرمول شماره  يگرد يجهنت
 

 
 

 .يمدار  ينهمچن
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 پس 

 
 چون 

 
  است.  ی، شکل قطب قتيدر حق دهد که شماره   ینشان م يناست ، پس ا

 از 

 
   .ميها ، دارتمام  یبرا ميريگ  یم جهينتدر شماره 

 
 

   رود.  ینم يانکه هرگز از م يمدار تابعی،  ينجاپس ا
 

 با دور تناوب  یخصلت تناوب
 ها تمام  یبرا

 
 یريلذا تمام مقاد شود.   یم جهينتو بودن  یو تناوباست که از   یخصلت اساس يک
نشان داده شده  شماره  ريدر تصوبا عرض  یدر نوار افقتواند داشته باشد   یمکه 

   است.

 
 شماره  يرتصو

 در صفحه  يیتابع نما   یاصل يهناح
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  نامند.   یم  یاصل يهناحرا  ینوار نا متناه ينا
 

 مثال  

  . ديسيويبنرا به صورت  
 

 پاسخ 

 
 

 مثال 

  . ديکن دايپ یبرارا  يرتمام مقاد
 

 پاسخ 
 است. پس باشد ، پس  يمکن  یفرض م

 
  . يمدار ينهمچن

 
   .ميکن  یم حل هم با را ريز معادله دو سپس و ميده  یم قرار یمساو را دو نيا

 
  ميدار کي یباشد ، پس برا يمکن  یابتدا فرض م

 

 
 اگر 

 
 

وجود   یجواب چيآن ه یاست که برااست و پس  يک یباشد ، برا
 اگر   ندارد.

 
 

   وجود ندارد.  یآن جواب یاست که برااست و لذا باشد ، پس 
که  ميداربر  نيطرف ميبا تقس  باشد. ميپس ممکن است فرض کن

  ميداردر معادله  نيکردن ا نيبا جانش  است.کند   یدلالت م
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باشد افتد که   یاتفاق م یهنگام ني، و ا   و  استپس    
   .مي، لذا دار

 
 

  3مثال 
  یها يشهتمام شش رمطلوب است 

 شماره  يرتصو
 ند منتظم مرتب شده ا یشش ضلع کيو آنها در  یها يشهشش ر

 
 پاسخ 

   .ميسينو  یم یرا به صورت قطب کيابتدا   .ميرا حل کن يدبا
 

 
 

 . يريمگ  یرا م يشهر ينسپس ، ششم
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   هستند. يرها به صورت ز يشهشش ر
 

 
 
  . ديکن  یملاحظه م,شماره  يردرتصو را ،  يشهنمودار شش ر 
 

  لرياو مجدد به فرمول   ینگاه
 معادله   يقیهر عدد حق یبرا

 
و عدد  یمثلثات یو تابع ها يیفرمول ، تابع نما  ينا ، معروف است.  يلراتحاد او يا يلربنام فرمول او

   .ميمجسم کن شماره  ريدر تصو ميتوان  یفرمول را م نيکند. ا  یرا به هم متصل م یواحد مجاز
 شماره  ريتصو

 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



اول جلد     ۵بخش    ۴فصل  انوشـيروان صراف  رياضيات مهندسی مينا  

369 
 

   .ميباشد ، پس داراست که  یهنگام يلرحالت مخصوص فرمول او

 
   .مي، دار مياضافه کن يناگر به طرف

 
 يعنیدر خود جا داده است ،  ياضیر ياتسه عمل يرا، ز   است  ياضیر  يبایز   فرمول يکمعادله  ينا

   جمع ، ضرب و توان.
  موسوم است.  Maclaurin    ينمک لار یسربه  يرز یسر

 
   .مي، پس دار ميقرار ده ميتوان  یدارد ، م يلرچون سمت چپ فرمول او

 
 که  يمدان  یم

 
  . يمپس دار

 
   .يم، پس دار يمکن  یم يکرا تفک یو مجاز يقیحق یحالا قسمت ها

 
 است  يربه صورت ز ينوسو کس ينوسس ينمک لار یکه سر يدخاطر آوربه 
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 توان نوشت   یپس م

 
   .يمرا ثابت کرد يلرفرمول او يقطر ينبه ا

 
 مثال 

   .ديسيبنوو را بر حسب و ،  يلربا استفاده از فرمول او
 پاسخ 

 
  . يمدار . ينوسو کس ينوسسبودن   با توجه به فرد و زوج

 
 پس

  
 

  . يمکن يلتبد يیعدد مختلط را به صورت نما  يکچگونه 
How to Convert a Complex Number into an Exponential Form  

  یعني . ديکن دايرا پمقدار  اياز 
يا  
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   يعنی  .يدکن يداعدد مختلط را پ  یحالا شناسه اصل

يا  
  . يمپس دار

 
 مثال 

  . ديسيبنو يیرا به صورت نما عدد مختلط 
 پاسخ 
   .يمعدد مختلط را بدست آور ينمقدار ا يدابتدا با

 
  . يمرا محاسبه کن  یشناسه اصل يدحالا ، با

 
 پس 

 
  . يمکن  یم ينبدست آمده را جانش يرمقاد يتدر نها
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 بخش 
 Trigonometric and Hyperbolic Functions  تابع های مثلثاتی و هيپر باليک 

خواهيم تابع   تبديل کرديم ، حالا میرا به تابع مختلط   تابع حقيقی همان طور که در بخش 
از فرمول اويلر که در بخش  کارا ،برای اين  را به تابع های مثلثاتی مختلط تبديل کنيم.   های مثلثاتی حقيقی

 يعنی  کنيم.   قبل ديديم ، استفاده می
 

 
  آوريم.   بدست می  با جمع و تفريق ، کسينوس و سينوس حقيقی

 

 
 اين پيشنهادی است برای تعريف های مقادير مختلط 

 

 
 

  های  زير را داريم.  اين ، مانند حسابان ، تعريف  علاوه بر
 

 
 

 و 

  
 

  کامل نيستند.و اما  هم تابع های کامل هستند. و کامل است ، چون 
تحليلی هستند بجز و و   است.آنها تحليلی هستند ، بجز نقاطی که در آنها 

 ، همان طور که قبلا گفتيمعلاوه بر اين برای مشتق ها   است.نقاطی که در آنها 
 

   شوند.  می(1)مشتق های  شماره های  و مانند حسابان
 

 
 

   ها داريم.پس برای تمام  دهد که فرمول اويلر برای مختلط هم ، معتبر است،   نشان میشماره 
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مقادير آنها ، لازم هستند ، همچنين برای هنگام محاسبه و و مجازی   قسمت های حقيقی 

   کنند.  نشان دادن خواص تابع ها کمک می
 

 مثال 
 و مجازی ، قدر مطلق ، خصلت تناوبی   قسمت های حقيقی

Real and Imaginary Parts, Absolute Value, Periodicity  
 نشان دهيد 

 
 

 و 

 
 

   کنيد.و چند کار برد های اين فرمول ها را ذکر 
 پاسخ 

  داريم. بر اساس شماره 
 

 
   در حسابان ديديم. دهد ، زيرا همانطور که   را به ما میاين شماره 

 

 
 

 و از  آيد.   هم به همين طريق بدست میشماره 
 

 
 اوريم.    فرمول زير را بدست می
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 چون 

 
 

  . انديآ  یبدست م قيطر نيبه همو  یاست ، شماره ها
 

 مثلا
 

 
مانند تابع  قايدق متناوب هستند با دوره تناوبو شود که   یملاحظه ماز 
   .ديآ  یمتعاقب آن مبا دوره تناوب و متناوب بودن   . یقيحق
 

که   یدر حال  کند.  یاشاره م  یقيمختلط و حق نوسيو س نوسيکس نيب  یاختلاف اساس کيبه  فرمول 
 ستنديمحدود ن گريد  مختلط نوسيو س نوسيکس یتابع ها امااست ، و 

     درچون که  یروند ، هنگام  یمطلق م تينها  یبه ب بلکه
 

 مثال 
 و  یصفر ها معادلات ، یها يشهر

  ديحل کن
 الف 
   ب 
 ج 
 

 پاسخ 
   -الف   
      شماره اساس بر

 
 توان نوشت   یم

 
  . ميکن  یضرب مرا در  نيطرف

 
  . ميکن  یسمت راست منتقل مبه   و همه را  ميکن  یضرب مرا در  ينطرف

 
 

  . يمکن  ی، حل م يديمد  يقیاعداد حق یبراجبر معادله درجه دوم را مطابق آنچه در  ينا
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 پس 

يا  
  رايز مينوشت ديتوجه کن

 
 پس 

 
 پس 

يا  
  . ميها دار تميبا  استفاده از قانون لگار 

 
 
 

  تيدر نها
 

 
 

 
 بر اساس 

 
 پس 

 
 
 

 
 بر اساس 

 
 

   هستند.  یقيحق نوسيو س نوسيکس یصفرتابع ها همان و  یلذا ، تنها صفر ها
 

  .مختلط بر قرار باشد  ريمقاد یبرا  یقيحق یمثلثات یکه تابع ها نيا یبرا  یفرمول کل
  . ميکن  یجمع را ذکر م یمخصوصا ، قانون ها . ديآ  یها بدست م فياز تعر نيا
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  ريو فرمول ز

 
 

  Hyperbolic Functions کيپرباليه یتابع ها
  شوند.   یم فيتعر ريز یمختلط با فرمول ها کيپرباليه نوسيو س نوسيکس
 

 
 
 کامل هستند ، با مشتق ها تابع ها  نيا

 

 
 

  شوند.   یم فيتعر ريز یبه صورت ها کيپرباليه یتابع ها یمانند حسابان ، باق
 

 
  با هم مربوط هستند.  کيپرباليه یمختلط و تابع ها یمثلثات یتابع ها

Complex Trigonometric and Hyperbolic Functions Are Related  
 

   .ميبر  یرا بکار مو سپس  ميسينو  یم یبجادر فرمول 
 

 
 

 داشت  مي، خواه ميرا بکار برو سپس شماره  ميبگذار یبجااگر در  يقطر ينبه هم
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  مهم است.   يلی، خ يزيکو ف  یاعداد مختلط در مهندس يزآنال
 

   هم بخاطر داشته باشد. يگرچند فرمول د

 
 

  Osborne’s Rule    آسبورن  قانون
 یکه بجا يقطر ين. به ايندآ  یبدست م یمثلثات یتابع ها ی، از اتحاد ها يپرباليکه یتابع ها یاتحاد ها

 ميداشتکه هر جا  نيبجز ا ميگذار  یم یو بجا ميگذار  یم
  ميگذار  ی، م
 

 در صفحه مختلط  يکبال يپره یتابع ها يرتصو
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 بخش  يناتتمر
  ينتمر

  است.  یليتابع تحل کي يدنشان ده
 پاسخ 

 
 

   توان چک کرد.  یرا م مانير یکاش طيشرا . ميسينو  یمرا به صورت  ينا

و ها تمام برای  

ها تمام  برای

  مختصات مختلط.  منظورصفحه  ستميس است.  یلي، تحل ستميدر تمام س يجهدر نت
 

  ينتمر
 ، معادل  يپرباليکبا استفاده از قانون آسبورن ، اتحاد ه  

 
  . يدکن يداپ

 پاسخ 

 
 معادل 

 
 پس اگر   است،

 
 و 

 
  يماست ، دار
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  يا
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 بخش 
 Logarithm, General Power, Principal Value  یمقدار اصل.     یتوان کل .  يتملگار

 
   تر است. يچيدهپ  يقیحق يتمکه از لگار يمکن  یمختلط بحث م يتمبخش در مورد لگار يندر ا

 
  Natural Logarithm   يعیطب يتملگار
 یعني  است. يیشود ، معکوس تابع نما  ینشان داده مکه با   يعیطب يتملگار

   شود.  یم فيتعر ريبه صورت رابطه ز یبرا
 

 ها. تمام  یاست ، برا رايممکن است ز ريغکه  يدتوجه داشته باش
   .ميپس دارو  ميقرار دهاگر 

 
 ٠است و شناسه قدر مطلق  یداراکه  ميدان  یمبر اساس شماره بخش 

   يعنیباشند ،  يستسمت قدر مطلق و شناسه  یمساو يدها با ينپس ا
 

 
 

 عدد مثبت   یقيحق  یعيطب تميهمان لگار نجايادهد   یمعبارت 
   شود.  یداده م ريبه صورت زپس  است.

 

 
 
  ينجاا

 
 است. 

 حالا ، نکته مهم 
مختلط   یعيطب تميلگارشود ،   یمشخص م حيصح یهامضرب   لهيتنها بوسچون شناسه 

   است. ینا متناه رهيچند متغ
 

 پس   نامند.  یم  یمقدار اصل،   ميدهينشان مکه با   یمتناظر مقدار اصل   مقدار
  

 
 
 است.  نجايا
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 کي یعني، است    مقداره  کي کند که   یدلالت م یبرامنحصر به فرد بودن 
 ريمقاد هياختلاف دارند ، بقاز  یبا مضرب گريد ريچون مقاد  آن. یتابع در مفهوم معمول
   هستند. ريبه صورت ز

 
 
   است. ينجاا

 
 حيعدد صح ی، با مضرب ها یمجاز یدارند ، و قسمت ها کساني،   یقيحق یقسمت ها یآنها همه ، دارا

   متفاوت هستند.
 

که در  یعيطب تميلگارهمانند  است ومثبت باشد ، پس   یقيعدد حق کياگر 
 فيتعر یعيطب تميکه در حسابان لگار یبطورباشد ،   یمنف  یقيعدد حقاگر   شود.  ی، م ميديحسابان د

  و  است.، پس  ستين شده
 

 
   است.  یمنف  یقيعدد حق ينجاا

 
   .ميدارمثبت   یقيعدد حق کي یبراو بر اساس 

 

 
 

 چند مقداره است ، پس ، اما  ميطور که انتظار دارهمان 
 

 
  است.  ينجاا

 
  Principal Branch     یشاخه اصل فيتعر
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 مثال 
   ی، مقدار اصل يعیطب يتملگار

 

 
 

 
  يرتصو

  يرتصو
 در مثال چند مقدار 

 
 

   هم صادق است. ينجاا يديمکه در حسابان د یرابطه هائهمان 
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 مثال 
 مختلط ، ذکر شده در مثال  يستمدر س  یعملرابطه  يحتوض

  يمداشته باش يدفرض کن

 
  يريمرا بگ  یاصل يراگر ، مقاد

 
  ميسيکه بنو  یبر قرار است در صورتپس 

 
   یمقدار اصل یاما ، برا

 
  . يستن يحصح

 
  يهقض
  Analyticity of the Logarithm يتمبودن لگار يلیتحل
و ،   بجز در  است یليکنند که تحل  یم فيتابع را تعر کيفرمول هر  یبرا
 مشتق  ی،   و دارا  یمنف  یقيمحور حق یرو

 
   . یمنف  یقيو عدد حقاست ، بجز در 

 
 اثبات 
   .ميداربراساس    بر قرار هستند.  يمانر یکه معادلات کاش يمده  یمنشان 

 
   .ميبا مشتق گرفتن دار است. مضرب  کيعدد ثابت  ينجاا
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بالا را بدست   شماره بخش بر اساس  ، بر قرار هستند.  يمانر یپس ، معادلات کاش
   .ميآور  یم
 

 
 

را   یمنف  یقيمحور حق  نامند.  یم تميلگار Branch  شاخه  کيمتعدد د شماره  یتابع هاهر کدام از 
شاخه   شود.  یرسم مشماره  ريو معمولا مانند تصو  نامند.  یم Branch Cut   دهيشاخه بر

   نامند.  یم Principal Branch    یشاخه اصلرا 
 

  ريتصو
  يدهشاخه بر

 

 
 
 

 General Powers  یکل یتوان ها
   شوند.  یم فيتعر ريبه صورت زعدد مختلط  يک  یکل یتوان ها

 
 عدد مختلط است و  کي ينجاا

 مقدار مخصوص   است. یچند مقدار  یاست ، پس بطور کل رهيچند متغچون 

 
  نامند.   یم  یمقدار اصل

   است.ام مانند توان  ناياست و ع یمقدار کيباشد ، پس اگر 
  بالا است.  هيهم شب طيشرا باشداگر 
 باشد ، پس اگر 
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  .مياور  یبدست مام  شهير زيمقدار متماشود و   یمشخص ماز  یتوان تا مضرب
 یفقط تعداد محدودمانند بالا است و  طيمثبت ، شرا حيکسر شامل اعداد صح کي یعنياگر 

   چند مقداره است.مختلط باشد ، پس  ايگنگ و   یقيحقعدد  کياما اگر   دارد. ريمقاد
 

 مثال 

 
 ٠است، با   یاصلومقدار   هستند.   يقی، حق يرمقاد ينتمام ا
 و ضرب کردن توان ،  ميبا محاسبه مستق قيطر نيبه هم

 
 است. همان  که  يدفراموش نکن

 
 تميهمان لگار نجايا  یعنيعبارت مثبت   یقيعدد حق یمتداول است که برا

به عنوان مقدار  یعيطب تميلگار هيباشد ، پااگر  نيهمچن  است.  یقياعداد حق  یعيطب
   شود.  یم  یتلقبخش منحصر به فرد شماره 

 
   .ميدارهر عدد مختلط  یشود که برا  یملاحظه مبراساس 

 
 

هستند عبارتند  يلیاز آنها که تحل ی، بعض  یعمل یکار ها یبرا يمکرده ا  یمختلط را معرف یحالا ، تابع ها
 از، 

 
   نقاط. یهستند بجز در بعض يلیهم تحل يرز یتابع ها

 
 

 بخش  يناتتمر
  ينتمر

 ٠مطلوب است 
 پاسخ 

   جواب است. کي نياپس که  يمدان  یم
  یم قتيدر حق   .گريجواب ممکن د کياست ، پس که  ميدان  یم نيهمچن
 پس  . ميانتخاب کناز  یهر مضرب ميتوان
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   تواند باشد.  یم یحيهر عدد صحاست.  

 
  نيتمر

   است.  یاز شاخه اصل کيکدام  ديمشخص کن  .ديرا محاسبه کن يرتمام مقاد
 پاسخ 

   .ميدار حيهر عدد صح یاست ، پس براو که  يمدان  یم

 
 پس   است.و  نيب  یشاخه اصل

 
   یازشاخه اصلاست. لذا مقدار 

 
   است.

 
  ينتمر

  است.   یاز شاخه اصل کيکدام  ديو مشخص کن ديرا محاسبه کن يرتمام مقاد
 پاسخ 

   یاست و شاخه اصلباشد ، پس   يمکن  یفرض م

 
   است. ريبه صورت ز يرپس تمام مقاد است. 

 
 

   یمقدار شاخه اصل

 
   است.
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  ينتمر
   .ديرا مشخص کن  یمقدار مربوط به شاخه اصل . ديرا محاسبه کن يرتمام مقاد

 پاسخ 
    يمدار

 
 پس 

 

 
شاخه   دهد.  یم زي، دو مقدار متما نيا ميديهمان طور که قبلا د است.  حيعدد صح کيطبق معمول 

   یاصل

 
 پس  است. 

 
   است.است و آن است که  یهنگام يگرد يزمقدار متما

 
     نيتمر

   . . ديرا محاسبه کنسوم  یها يشهتمام ر
 پاسخ 

  . يمدار

 
 پس 

 
  . يدهدبه ما م يز، سه مقدار متما ينا

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف   ٨بخش    ۴فصل  اول جلد   رياضيات مهندسی مينا

388 
 

 
 

  ينتمر
 مطلوب است 

 پاسخ 
  . ميدارتمام  یبرا

 
 

  ينتمر
 مطلوب است 

 پاسخ 
  . ميدارتمام  یبرا

 
 

  ينتمر
 مطلوب است 

  . ميدارتمام  یبرا
 

 پاسخ 

 
  ينتمر

 مطلوب است 
  . ميدارتمام  یبرا
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