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 فصل سوم 
Chapter Three 

 ایپاره  يفرانسيلمعادلات د
Partial Differential Equations 

 بخش اول 
 ای پاره ديفرانسيل معادلات اصلی مفهوم

Basic Concepts of PDEs 
 

، ابتدا به آن مبحث در کتب مختلف از جمله  يدرا فراموش کرده ا  یمعمول يفرانسيلاگر حل معادلات د
از معادلات  يزیصورت چ ينا يردر غ ، يدکنقلم مراجعه  ينبه هم يفرانسيلکتاب جلد اول معادلات د

  . يدفهم يدنخواه  ایپاره  يفرانسيلد
 

نا  تابع  يک یاچند مشتق پاره  اي کيمعادله است که شامل  کيای پاره يفرانسيلمعادله د يک
است و که معمولا زمان  است.  ريمتغچند  اي کيکه وابسته به  مينام  یم شناخته  است، که آنرا 

مانند معادلات  ناي. عمينام   یم ليفرانسيمعادله دمرتبه مرتبه را  نيبزرگ تر . گريد ريچند متغ اي کي
   دارند.  یمهم یهادوم ، کار برد مرتبه   ليفرانسيمعادلات د  , یمعمول ليدفرانس

 
از مرتبه  است ، اگر  یخط ی،اپاره   يفرانسيلد معادله  يک ييمگو  ی، م یمعمول يفرانسيلمانند معادلات د

 .يمنام  یم  یخط يرغصورت به آن  ينا يردر غ آن باشد.   یاپاره  یو مشتق هااول تابع نا شناخته  
معادله  کي  هستند.  یکرد ، خط ديملاحظه خواه ريکه در زدر مثال پس ، تمام معادلات  
 شامل  ياآن  یاز جمله ها يکهر  اگر  يمنام  یممتجانش  ياهمو ژن را    یخط یاپاره  ليفرانسيد

پس  نامند.   یم نا متجانسآن به  صورت  ينا يردر غ  آن باشد.  ایپاره  یاز مشتق ها  يکی ياباشد ، 
   معادله ها متجانس هستند. هيبق . ستيصفر ن رايز  متجانس است.نا  در مثال 

 
  دوم مهم.  مرتبه یاپاره  ليفرانسيد یمعادله هامثال 

بعدی يک موج  معادله
 

بعدی يک حرارت  معادله
 

لاپلاس بعدی دو  معادله

 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



صرافانوشـيروان  اول جلد     ١بخش  ٣  فصل   رياضيات مهندسی مينا  

128 
 

پواسان بعدی دو  معادله

 

موج بعدی دو  معادله

 

لاپلاس بعدی سه  معادله

 
بعد ، تعداد هستند ، و  یمختصات دکارتاست ،  زماناست ،  ثابت مثبت عدد کي،  ينجاا
 است محورها   اي مختصات نيا

 
  Superposition   یبر هم نه اي یجمع بند تيخاص : یآور ادي

  یکند ، پس ورود جاديرا اپاسخ  یکند و ورود جاديرا اپاسخ  یاگر ورود
  کند.   یم جاديرا اپاسخ 

 
    يهقض
  Fundamental Theorem on Superposition یبر هم نه  یاساس يهقض

 باشد ، پس  نهيزم کيدر  متجانس  یخط یاپاره  ليفرانسيمعادله د کي یجواب هاو اگر 
 

 و با هر عدد ثابت در  است یپاره ا يفرانسيلجواب معادله د يکهم 
 

 
 ODE یمعمول ليفرانسيمانند معادله دحل مثال 

 ٠و وابسته به  یپاره ا ليفرانسيمعادله د یمطلوب است جواب ها
 پاسخ 

حل  رامثل   ایپاره  يفرانسيلمعادله د ينا يمتوان   یوجود ندارد ، م  مشتق يچچون ه 
پاسخ را به  Ordinary Differential Equations    یمعمول ليفرانسيدر مبحث معادلات د  .ميکن

   .ميممکن بود بدست آور ريصورت ز
 

  یبحث م یپاره ا ليفرانسيکه در مورد معادلات د نجاياما ا  اعداد ثابت هستند.و    بالا معادله    در
   خواهد بود. ريبه صورت ز جواب پس باشند ، یها توانند تابع  یمو ،  ميکن

 
 

 ODE  یمعمول ليفرانسيمعادله د کيمانند حل مثال 
 . ميبکار بر ريز یاوقات از کلمات اختصار شتريکوتاه کردن جملات ممکن است ب یبرا :توجه 

 ODE :یمعمول ليفرانسيمعادله د
 PDE :یپاره ا ليفرانسيمعادله د
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 . یپاره ا ليفرانسيمعادله د نيا   یمطلوب است جواب ها
 پاسخ 

 . ميداربا قرار دادن    
 

 

 
 

  . ميدارو با انتگرال گرفتن بر حسب 

 

  هستند.  یارياخت یتابع هاو  نجايا
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 ایپاره  ليفرانسيحل معادلات د  -یآور اديبخش 
به کتب  ديبا ،یپاره ا ليفرانسيکسب مهارت در حل معادلات د یبرا است.  یآور اديبخش فقط جهت  نيا

  . ديمراجعه کن ليفرانسيمعادلات د
  یحل معادله ترابر

 را حل کند.  ريکه معادله زهرتابع    کردن  دايپ هدف :

 
 عدد ثابت است.  کي نجايا

 حذف شود.  یا مشتق پاره کيها تا  ريمتغ  یخط رييتغ کيانجام  :طرح 

 
  است.  هيمستقل اول یها ريمتغ نجايا

  . ديمستقل جد یها ريمتغ،و 
   بر قرار باشد. ريکه رابطه ز یبطور   انتخاب شوند. دياعداد ثابت مناسب که باو 

 
 

  شوند.  ليتبدو  یتا مشتق ها يمکن  یاستفاده م يریچند  متغ یا رهيازقانون  زنج

 
 لذا 

 
 

 شود،   یم  یمعادله اصلبا انتخاب 

 
  ديگو  یم نيا

 
 

  ريهر تابع مشتق پذ یبرا
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  Theorem هيقض

 معادله   یجواب کل

 
  است.  ريبه صورت ز 

 
  است.  یريمتغ کي ريتابع مشتق پذ کي نجايا

 
 

 مثال 
  یمعادله ترابر

 
  هيبا شرط اول

 
 پاسخ 

  است.  ريزصورت  به   یکه جواب کل ميدان  یم  

 
  . ميبر  یرا بکار م هيشرط اولکردن  دايپ یبرا

 
 پس 

 
 

 مثال 
  . ديرا حل کن ريمعادله ز

 
 هيبا شرط اول

 
 

 
 پاسخ 
  . ميده  یها را انجام م ريمتغ  یخط رييبالا تغمانند 
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 .ميپس دار

 
 

  . ميکن  یانتخاب م رياعداد ثابت را مطابق ز
 

  است.  ريبه صورت ز ایپاره  ليفرانسياست و لذا معادله دپس 

 
  . ميبا انتگرال گرفتن دار

 
 . ديگو  یبه ما م هيشرط اول

 

 
   .ميدار ميبگذار یاگر بجا

 
 لذا 

 
 

به   یپاره ا ليفرانسيمعادله د کيتوان بکار برد تا   یها را م ريمتغ  یخط رييتغ کي  یبطور کل: توجه 
 صورت 
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 کيفقط شامل  ایپاره  ليفرانسيمعادله د یعني،  ميکن ليتبد یمعمول ليفرانسيمعادله د کيرا به صورت 
   باشد. ایمشتق پاره 

 
  یمعادله ترابر  یجواب ها ريتفس

  . ميدار ميکن ميترسرا در محور اگر جواب 
اوليه  شرط

شکل  ف سرعت با متحرک  موج
 

 
 

  The Method of Characteristics – Special Caseحالت مخصوص   - ژهيو روش
 

  Theorem هيقض
   یجواب کل

 
 است  يرمطابق ز

 
  ينجاا

است کلی جواب  
  است.  یريمتغ کي ريتابع مشتق پذ کيو 
 

 مثال 
  . يدحل کن يژهرا با روش و يرمعادله ز

 
 پاسخ 

   .مي. پس دارميکن  یم ميتقسرا بر   ایپاره  يفرانسيلابتدا ، معادله د
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  . يمرا حل کن يرپس لازم است مافله ز

 
 است.  يرپذ يکمعادله تفک ينا

 
 پس 

 
 پس   .ميسيبنو  را به صورت  ينا يمتوان  یم

 
 

   داد. يمتعم يربه صورت ز يفرانسيلتوان به معادلات د  یرا م روش ينا  -توجه

 
 
 

 مثال 
  . يدرا حل کن يرز ایپاره  يفرانسيلمعادله  د   

يا  
 پاسخ 

آنرا به عنوان  ميتوان  یوجود دارد ، ممشتق بر حسب  يکبالا ، چون  یاپاره  يفرانسيلدر معادله د
   .مي، پس دار ميعدد ثابت تصور کن کيدوم را  ريو متغ ميفرض کن یمعمول ليفرانسيمعادله د کي

 
 که  ميچک کن ميتوان  یمحالا ،  تواند باشد.   یم ريهر تابع مشتق پذ ينجاا

 
را بر حسب کار ابتدا  ينا یبرا داده شده است.  ایپاره  يفرانسيلجواب معادله د يقتدر حق

  . مي، پس دار ميريگ  یمشتق م
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   .يم، پس دار يمگذار  یم داده یاپاره  يفرانسيلرا در معادله د ينو ا

چپ سمت راست سمت  
 که  ميپس نشان داد

 

٠ يرتابع مشتق پذ يک یداده شده است، برا ایپاره  ليفرانسيجواب معادله د کي   
 

 مثال 
   است. يرز ایجواب معادله پاره  کيکه  يدچک کن

 
  است.  ريتابع مشتق پذ کي کيعدد ثابت است و  کي ينجاا

 
 پاسخ 

  . يمپس دار . يريمگ  یمشتق م ای رهيقاعده زنج و با استفاده از بر حسب ابتدا از 

 
 قيطر نيهم  به .ميرا بکار برنماد  ميتوان  یاست ، پس م رهيمتغ کيتابع  کيکه  ديتوجه دار

   .يمپس دار . يريمگ  یمشتق م ای رهيو با استفاده از قاعده زنجبر حسب از 

 
   .يمپس دار . يمگذار  ی، م  یاصل پاره ای يفرانسيلرا در معادله د ایپاره  یدو مشتق ها نيحالا ، ا

چپ سمت راست سمت  
   داده شده است. ایپاره  ليفرانسيجواب معادله د کيکه  ميپس نشان داد

 
 نکته 

 مرتبه اول  یمعمول يفرانسيلمعادله د

 
   یجواب کل یدارا

 
  است. یاريعدد ثابت اخت کيباشد.    یمنف ايتواند مثبت و   یعدد ثابت است که م کي ينجاا است. 
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 مثال 
 اگر تابع  کيبه عنوان مطلوب است 

 
   يهباشد و شرط اول

 
 پاسخ 

   است. ريمطابق ز  یجواب کلبا بر اساس نکته 
 

  یعني  .ميداردر  و حالا با قرار دادن 
  است.  ير، مطابق ز يهمساله  با شرط اول  یپس جواب کل

 
 

 نکته 
  يرمرتبه دوم به صورت ز یمعمول يفرانسيلمعادله د يک

 

   .ميداردر معادله   یشيقرار دادن جواب آزما   با , هستنداعداد ثابت ، ينجاا
 

   است.  یمعادله کمکشماره است. 
         دارد.معادله درجه دوم  یبه جوابها یبستگ  یجواب کل

 باشد ، پسو  زيمتما  یقيدو جواب حق یدارااگر  
 

   است.
 پس  باشد ،دو جواب مکرر  یدارااگر   

 
   است.

 پس  یعنيمختلط باشد ،  یها شهير یدارااگر   
 

   است.
 

کار  ينشما ا یاور ياد یآمد و برا يشاما پ . يمصحبت کن یمعمول يفرانسيلبنا نبود در مورد معادلات د
  انجام شد. 
 ایپاره  يفرانسيلبه معادلات د يمگرد  یحالا بر م
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 مثال 
   کند.  یرا بر قرار م زير یاپاره  ليفرانسيمعادله دکه  ديدهنشان 

 

  Laplace’s Equation in Two Dimensions یمعادله لاپلاس دو بعدمعادله ،  نيا
  Electrostaticsبرق ساکن مثلا  دارد.  یاديز یها شود و کار برد  یم دهينام
  Fluid Flow عيما انيجر
  Heat Conductionگرما  يتهدا

 
 پاسخ 

و  
 
 

  . يم، پس دار يريمگ  یدوباره مشتق م

و  
 

 پس 

 
  است.  ایپاره  يفرانسيلجواب معادله د يک يقتلذا تابع داده شده در حق
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 The Heat Equationمعادله حرارت بخش 
بخش ، در  يندر ا . يمصحبت کرد  یبطور کل ی،اپاره  يفرانسيلقبل در مورد معادلات د یدر دو بخش ها

    .يمپرداز  یمعادله حرارت م  يعنی PDEs  یکار برد ها يناز مهم تر  يکیمورد 
  . يمبر  یرا بکار م يراختصار دو نماد ز یبرا يمهمانطور که قبلا هم گفت

 : PDEsایپاره  يفرانسيلمعادلات د
 : ODEs  یمعمول يفرانسيلمعادلات د

 
 يلهم يکشروع کار ، به حرارت در  یبرا  کند.  یکنترل م  یشئ يکحرارت در  يعتوز معادله حرارت

 لهيم ميکن  ی، فرض م  یعني. ميده  یم نشان D-1  را با  یبعد کيمفهوم  . ميپرداز  یمبطول  یبعد يک
 ، یدر هر جا ميکن  ی، فرض م نيهمچن  شود.  یختم مشود و به   یشروع ماز 

  یم رييتغ، حرارت فقط در  يگربه عبارت د ثابت است.  , عرضیحرارت ، در هر نقطه برش       
 یعني . ستيمهم ن لهيفرض ، شکل م نيپس با ا  .ميريدر نظر بگ یبعد کيرا  لهيم ميتوان  یکند و لذا م

   باشد. یگريو هر شکل د یليمستط ايمدور  لهيتواند م  یم
 

 یکه سطح جانب مياگر فرض کن  .ستين یفرض بد قتيدر حق یبعد کيکه فرض  ديکن  یملاحظه م
کند ، پس تنها  دايپ انيجر یسطح جانب قينتواند از طر یحرارت چيه یعنيباشد ،  قي،  کاملاعالهيم

تواند از   یحرارت م یعني نيا خارج شود ، در دو انتها است.  ايتواند وارد   یکه حرارت م  یراه
 . یبعد کيحرارت  عيتوز و لذا  .ابدي انياز چپ به راست جر ايراست به چپ و 

 
کرد  قيرا عا یتوان آنقدر سطح جانب  یاما ، م  است. ممکن ريغ یبودن کامل سطح جانب قيالبتأه ، عا

پس حد اقل ، فعلا فرض   کند. دايپ انيبه خارج ، جر یحرارت از سطح جانب  یکم  یليکه فقط مقدار خ
   باشد. قي، کاملا عا یسطح جانب ميکن  یم
 

   .ميرا ارائه ده فيچند تعر ديحالا ، اجازه ده
زمان هر در نقطه هر در حرارت درجه  

مخصوص حرارت  
جرم  تراکم

حرارت شار يا  جريان
زمان واحد در حجم واحد در شده توليد حرارتی  انرژی

 
 .ميارائه ده ريمقاد نيدر مورد ا حيتوضچند  دياما، با

 
 کيتا  رديگ  یکه م یحرارت یماده عبارت است از مقدار انرژ کيحرارت مخصوص 

حرارت مخصوص در سرتا  ميکن  یدهد.  حد اقل ابتدا فرض م شيواحد درجه افزا کيواحد جرم جسم 
 یدر عمل ، حرارت مخصوص بستگ دي، توجه داشته باش نيهمچن  نباشد. کساني، ممکن است  لهيسر م

، ممکن است  ادياختلاف درجه حرارت ز یموضوع معمولا برا نياما ، ا  درجه حرارت دارد. به
جواب  یکه رو ستين ادياختلاف درجه حرارت آنقدر ز ميکن  یپس فعلا ، فرض م  مساله ساز باشد.

   اثر بگذارد.
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واحد حجم ماده.  مانند ، حرارت مخصوص ، فرض  کيعبارت است از جرم در جرم    تراکم
   نباشد. کساني لهيجرم در سر تا سر متراکم   ميکن  یم
 

 انيکه به طرف راست جر یحرارت یعبارت است از مقدار انرژشار حرارت  اي انيجر
و  یعنيحرارت به طرف راست  انيجر   در واحد زمان. یدارد در واحد سطح جانب

  یعنيچپ   به  طرفحرارت  انيجر
 

 اگر  است.  ینشت خارج ايهر منبع  شيفرمول نما نياست. امقدار  نيآخر
 یانرژ یعنيباشد ، اگر  شود.   یاضافه م ستميبه س  یحرارت یانرژ یعنيباشد     

   شود.  یخارج م ستمياز س یحرارت
 

   است. يرمعادله حرارت به صورت ز،  يرمقاد ينبا ا

 
فرمول دو   يندرا  .يمکن آنرا حل يمتوان  ی، نم يقتفرمول کامل است ، اما در حق يکچه فرمول بالا ،  گر

  یم  یبه اسان هيقانون فوربا  . ميآنها خلاص شو از شر ديکه باو  يعنی تابع مجهول وجود دارد. 
   .ميرا حذف کن یعنيحرارت  انيجر ميتوان

 
 . ديگو  یم Fourier’s Law   هيقانون فور

 
 يک یئو توانا   جسم است. Thermal Conductivity   یحرارت ئیرسانا  ينجاا

کند،     يتهر چه جسم بهتر حرارت را هدا کند.   یم يریحرارت اندازه گ يتهدا یجسم را برا
   حرارت مانند , ينهمچن است.  يرمتغ يلهبه محل منسبت  حرارتی یئرسانا بزرگ تر است. 

 يمکن  یاما ، فرض م   باشد. يرتواند نسبت به حرارت ، متغ  یم یحرارت یئمخصوص  ، رسانا 
با درجه  حرارتی یرسانا ئ يمکن  یم پس فرض  کند. يجادا  یکه مشکل يستحرارت آنقدر ن ييراتتغ

 کند.  ینم ييرتغ حرارت
 

 يهکه اگر درجه حرارت در ناح يمدان  یابتدا ، م  کند.  یعمل م خوب یمورد مدل ساز در يهفورقانون 

   وجود ندارد. یحرارت انيجر چيپس ه، يعنیثابت باشد ، 
 

اختلاف درجه حرارت وجود داشته باشد ، پس حرارت از مکان  هيناح کيکه اگر در  ميدان  یخوب ، م
به سمت چپ  ديحرارت بامثلا ، اگر در سمت راست گرم تر باشد ،   .ابدي  یم انيگرم به مکان سرد جر

هر چه  یعني نيا  است.که  ميدانيکه در سمت راست گرم تر است ، پس م یهنگام  کند. حرکت

به  ديو لذا حرارت با ميپس دار  .ابدي  یم شي، درجه حرارت افزا ميبه سمت راست حرکت کن
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 ميسمت چپ گرم تر است ، پس دار یعنيباشد ، اگر  قيطر نيطرف چپ حرکت کند. به هم

 کند.   یحرکت مراست   و لذا حرارت به سمت
 

  بزرگ باشد ، پس يعنیباشد ،  يشترب يهناح يک، هر چه اختلاف درجه حرارت در  يتو در نها
  است.  شتريحرارت ب انيجر

 
  خواهد بود.  ري، معادله حرارت به صورت ز ميبگذاررا در  هيپس ، اگر قانون فور

 
  هم حذف شد.   در   یکه علامت منف يدکن  یملاحظه م

 
  یپس ، فرض م و تراکم جرم ، مشکل است.  ینبودن  خواص حرارت کسانيهم بخاطر حل شماره 

   یعني، ثابت هستند.   یخواص ، همگ نيا ميکن

 
،   ينجاا   است. کنواختي لهيماده درون م مييگو  یحالت ، م نيدر ا .ثابت هستند ريمقاد  یهمگ،

   .ديآ  یدر م ريحرارت به صورت ز، معادله  اتيفرض نيتحت ا

 
       

 و ميکن  یم سميتقرا بر  ينساده کردن ها ، طرف ينآخر یبرا
  . ميکن  یم فيتعر ريزمطابق را  Thermal Diffusivity  انتشار حرارت  

 
  است.  يرپس ، معادله حرارت به صورت ز

 
 

 یرا بدون منابع حرارتما شماره  قتيدر حق . ميکن  یمعادله حرارت است که حل مشماره 
 ريمتغ یکه در مورد جدا ساز یرا هنگاماما شماره ٠  یعني . ميکن  یحل م  یخارج

شروع  ميخواه  یکه م ميکن  یحذف ممنابع   جمله  یهنگام فقط  داشت. مي، در نظر خواه ميکن  یبحث مها 
  ميبه حل معادله حرارت کن

 
 ميبپرداز یمرز طيو شرا هياول طيبه شرا دي، حالا با ميرا بدست آورد یبعد کي یحالا که معادله حرارت

   یم ملاحظه ،  ديکن مراجعه یمعمول ليفرانسيد اگر به حل معادلات  .ميمسائل را حل کن ميکه بتوان نيا یبرا
   بودند. یمساومشتق در معادله  رتبهم نيلازم با بالا تر طيتعداد شرا شهيکه هم  ديکن
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که  يریبه متغ يدتفاوت که با ينبر قرار است با ا قانون ينهم ا ایپاره  ليفرانسيدر مورد معادلات د

، به  يمکه مشتق مرتبه اول دار معادله حرارت ، یپس ، برا . يم، توجه کن يريمگ  ینسبت به آن مشتق م
 .يمدار یمرز يطبه دو شرا ياجدرجه دوم ، احت مشتق پاره ای يک یو برا يمدار ياجاحت يهشرط اول يک

  
  است.  يرمطابق ز يمبر  یبکار م ينجاکه ا يهشرط اول

 
       يعتوز  يمکه توجه داشته باش ين، جز ا ييمبگو  يمکه بخواه يستن يادیز يزچ يهشرط اول يندر مورد ا

  . يستچ يلهدر م يهاول  حرارت         
 

. يدگو  یبه ما م يزی، چ يلهم یها حرارت در مرز يانجر يادر مورد درجه حرارت و  یمرز يطشرا
  ، وجود دارد.  یچهار شرط مرز

 
 يطشرا يا  Prescribed Temperature    حرارت محدود یمرز يط، شرا یمرز يطنوع اول شرا

 :عبارتند از حرارت محدود  یمرز يطشرا شود.   یم يدهنام Dirichlet Conditions   يريکلهد
 

 
   

  مان  يون يطشرا يا  Prescribed Heat Flux     حرارت محدود يانجر،  یمرز يطنوع دوم شرا
Neumann Conditions يرتوان به صورت ز  یرا م يطشرا ين، ا يهاست. با استفاده از قانون فور 

   نوشت.

 
از  یحرارت يچه يعنیشده باشند ،  Perfectly Insulated   يقبطور کامل عااگر هر کدام از مرز ها ، 

   ، ساده کرد. يرتوان به صورت ز  یرا م يطشرا ينآنها خارج نشود ، پس ا

 
  . يمبرا  یبکار م يقعا، فقط  يقکاملا عا یبه بعد ، بجا يناز ا

 
برد و   یبکار م Newton’s Law of Cooling تن  يون یقانون خنک ساز،  یمرز يطنوع سوم شرا

 يلهروند که م  یبکار م یهنگام يطشرا ين. ايندگو  یم Robins Conditions   ينزراب يطشرابه آن   یگاه
   .يريمدر نظر بگ يالس يعما يک يمتوان  یکه هوا را هم م يدو نوجه داشته باش  است. يالس  يعما يکدر 

 
  . يدکن  یرا ملاحظه م ینوع شرط مرز ينا ی، معادله ها يردر ز

 
   دهد.  یاطراف را م عيحرارت ماو مقدار مثبت است.   کي،  ينجاا
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دارد که در کدام مرز  نيبه ا یبستگ نيا  با هم متفاوت هستند.  ی، کم طيدو شرا نيکه ا ديکن  یملاحظه م
در سمت راست ، علامت اما ، در    .ميدر سمت راست دار  یعلامت منفدر   .ميهست
  ميباشد ، پس دار ميکن  یچرا ، فرض م مينيکه بب نيا یبرا  .ميندار  یمنف

به  ديحرارت با انيجراطراف گرم تر است ، پس در  سيال يعاز ما يله، م يگربه عبارت د است. 
اطراف که سرد  عيکه گرم تر است به طرف ما لهيحرارت از م انيجر رايباشد ، ز  یمنف ايطرف چپ ، 

   .ميدر طرف راست داشته باش  یعلامت منف دياست پس با  یحرارت منف انياگر جر باشد.   یاست ، متر 
 

باشد ، همان  یعنياطراف باشد در  يعتر از ماسرد  اطراف  يعاز ما يلهاگر م
  سمت راست است.   یکه چرا علامت منف توان بکار برد  یاستدلال بالا را م

 
 اياطراف گرم تر است ،  عياز ما لهيم ميو باز فرض کن مينگاه کن یعني گريد یحالا ، اگر به انتها

مثبت باشد ،  ايبه طرف راست ،  ديحرارت با انيحالت ، جر نيدر ا  باشد. یبه عبارت
   توان بکار بود.  یباز همان استدلال بالا را م  .ميباش داشته یتوان علامت منف  یو لذا نم

 
متناوب به صورت  یمرز  طياست. شرا Periodic  متناوب  یمرز طي، شرا یمرز طينوع شرا نيآخر

   هستند. ريز

 
 ٠ ميدار یبجامرز سمت چپ  ينجاکه ا يدتوجه کن

 
به علامت و  اجي، احت زياما قبل از هر چ  .ميپرداز  یم یو سه بعد یحالا ، به معادله حرارت در دو بعد

   .ميکن  یم فيتعر ريمطابق ز Del Operator  عامل دلتا  . مينشانه ها دار

 
شناسه آن  که يدتابع تصور کن يکعامل دلتا را    .یسه بعد یو سمت راست برا یدو بعد یسمت چپ برا

  . يمدار یسه بعد یمثلا برا اعداد ، تابع ها هستند.  یبجا

 
در  معادله  , اما  عدد است. کي نجايا  ميدارتابع ، مثلا  يککه شناسه  يدکن  یملاحظه م

 تابع است به نام  کيکه شناسه  ديکن  یملاحظه م٠ ميبالا دار
 

،  یپس مثلا در سه بعد .  ، يسيمتابع را بنو يک یئ ، وا گرا یکند که فور  یمکمک   ما عامل دلتا ، به 
   عامل دلتا نوشت. یتوان به صورت ضرب نقطه ا  یرا م يیواگرأ
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    .يدد يمرا خواه يرصورت ز ينينهمچ
 

 
  نوشت.   يا کرد يفتعر يرتوان به صورت ز  یفرمول بالا را م

 
   .يم، جمله سوم را ندار ینامند. در دو بعد  یم Laplacian   یلاپلاسمعمولا  بالا را  فرمول

 
 

  . ميدارفرمول  یدرجات بالا  یبرا

 
  است.  يرهم مطابق ز يهدرجه بالاتر قانون فور

 
  داشت.  مي، خواه ميبگذاراگر فرمول بالا را در 

 
   .يمثابت باشند ، دار حرارتی یئحرارت  مخصوص ، تراکم جرم ، و رسانا  يمحالا اگر فرض کن

 
  . ميداشته باش یجلو لاپلاس یتا انتشار حرارت ميکن  یم ميتقسرا بر  ينطرف

 
  است.  ري، مطابق ز  یدو بعد یبرا هياول طيشرا

 
   .يم، دار یسه بعد یو برا

 
 

  یبعد دو یبرا  يهحرارت اول یشرط مرز

 
  یسه بعد یو برا
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 معادله موج  , مرتعش سماني، ر یمدل سازبخش 
Modeling : Vibrating  String , Wave Equation 

معادله  يندومما را به  یمدل ساز ينا . يمکن  یم یرا مدل ساز مرتعش زه  ايرشته  کيبخش ،  نيدر ا
  یاز شما م    .يمکنراحل   انها یبعد  یها در بخش يمکن  یم  یرساند که سع  می یپاره ا يفرانسيلد

 يگرید یکند تا مدل ها  یبه شما کمک م ينا يراز . يدتوجه کن یمدل ساز ينبه مراحل ا يمخواه
   .يدبساز

 
 يک زه قابل ارتجاع ، مانند زه يک یعرض یاز ارتعاش ها یپاره ا يفرانسيلمعادله د يک يمخواه  یم
، و  ميده  یم کش ، آنرا به طول  ميده  یقرار مرا در امتداد محور   يسمانر  .يم، بساز يولونو

 ميکن  یکژ مرا در لحظه  سمانيسپس ر . ميکن  یمحکم مو  یآنرا در انتها
  ريتصوشود. مرتعشتا  ميکن  یو آنرا رها م

 
  ريتصو

 
  

در  انحراف ميخواه  یم یعني . ميرا محاسبه کن سمانير یارتعاش هااست که  نيمساله ما ، ا
 ريتصو . ميکن دايرا پدر هر زمان هر نقطه 

 
 در زمان  سمانيانحراف ر ريتصو

 
 
 

استخراج  يدما است که با  يزيکیف يستماست که مدل س ایپاره  ليفرانسيمعادله د کيجواب 
که  یبطور يمبالا بساز يرازتصو پاره ای يفرانسيلمعادله د يک يمخواه  یم يگرعبارت  د به . يمکن

 يمکه بتوان یباشد ، بطور يچيدهپ  يلیخ يدنبا ایپاره  ليفرانسيمعادله د نيا  جواب آن باشد.
   .يمحل کن آنرا

 
 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



اول جلد     ۴بخش    ٣فصل  انوشـيروان صراف  رياضيات مهندسی مينا  

145 
 

   يزيکیف ياتفرض
کاملا قابل  يسمانر متجانس است.  يسمانر يعنی طول ، ثابت است. در هر واحد  يسمانجرم ر

  کند.   یشدن مقاومت نم و در مقابل خم ارتجاع است. 
  یم است  یقو یبقدر يما يدهانتها ، کشرا قبل ازبستن  دو  يسمانکه توسط  آن ر یکشش يروین 

    .يريمبگ يدهرا نا د يسمانر یجاذبه رو يروین يمتوان
مطلقا  يسمانرهر ذره   يعنیدارد ،  ناچيز یعرض ی، حرکت ها یعموددر صفحه   يسمانر   

  یکوچک م يشهدر هر نقطه هم يبانحراف و ش يزانم مطلق قدر که یکند ، بطور  یحرکت م یعمود
 ماند. 

 
    کند. فيرا خوب توص  یکيزيحالت ف یجواب ها مي، انتظار دار اتيفرض نيتحت ا

 
  موج یاپاره  ليفرانسيمعادله داشتقاق 

بدست  یبرا  .یاضاف یها و شرط است  پاره ای يفرانسيلمعادله د يکشامل  مرتعش سمانيمدل ر
  یدر نظر م  را  يسمانر کوچک  قسمت يکوارد بر  یها يرون , پاره ای يفرانسيلد معادله آوردن

   قابل استفاده است. کيمکان گريد یدر جا ها یمدل ساز نيا يرتصو  .يريمگ
 

در  سمانير یکشش ، مماس است بر انحنا  یروينکند ،  یدر مقابل خم شدن مقاومت نم سمانيچون ر
  در آن قسمت باشند.و  يیکشش در نقاط انتهأ یروينو  ميکن  یفرض م  هر نقطه.

لذا مولفه   ، وجود ندارد. یدر جهت افق یحرکت چيهکنند ، پس   یحرکت م ی، عمود سمانيچون نقاط ر
   .ميدار ريتصو یها یبا استفاده از علامت گزار  ثابت باشند. ديکشش با یروين یها

 
  یعلامت منف نجايا٠و  یعمود یبنام مولفه ها ميدار روي، دو ن یدر جهت عمود

  Newton’s Second Lawتن  ويقانون دوم ناساس  بر  است. نييدر جهت پامولفه  راي، ز ميدار
و  نينقطه ب کيکه در ،  ضرب در  آن قسمتاست با جرم  یمساو رويدو ن نيا جهينت

طول است و  طول نشده است در واحد منحرف سمانيجرم ر،  نجايا  محاسبه شده است.
 برند.  یم کوچک بکار مقدار کيدان  نشان یبرا که ديدان  یم  منحرف نشده است. سمانير قسمت آن
 لاپلاس  ندارد.  عمل گر  اي ،  یلاپلاسبه   یربط علامت نيا 

 
 معادله بالا را بر بااستفاده از شماره 

 
  . مي، پس دار ميکن  یم ميتقس

 
   هستند.و در  سمانير یها بيشو حالا ، 
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 و
را شماره   هم است.وابسته به  يرا، ز يمبکار بر ایپاره  ی، مشتق ها مي، مجبور هست نجايا

   .مي، پس دار ميکن  یم ميتقسبر 

 
   .يمرا دار يرز یاپاره  ليفرانسيکند ، پس معادله د ليبه طرف صفر ماگر ، 

 
معادله متجانس مرتبه  کي نيکه ا ديکن  یملاحظه م  شود.  یم دهينام یبعد کيمعادله موج شماره 

 اگر آنرا    عدد ثابت مثبت است. کي مي، تا نشان ده مينام  یمرا   یکيزيعدد ثابت ف  دوم است.
   شد.  یآن معلوم نم  یمنف اي، مثبت  ميبنام
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  The Wave Equation معادله موج بخش 
و دو نقطه  نيکه محکم ببطول  یعمود سمانير  کي مورد در  ميخواه  یبخش م نيدر ا

   .ميشده است ، بحث کن دهيکش

 
 

 هر نقطهدر سمانيشدن ر جا بجا   بيضر ميفرض کن ميتوان  یشده است ، م دهيمحکم کش سمانيچون ر
در  سمانير یرونقطه  کي دياجازه ده دهد؟   یانجام م یما چه کار یبرا نيخوب ، ا  کوچک است.

شود   یم  مرتعش سمانيکه ر یهنگام٠مکان آن نقطه در  یعني،    ميريبگ  نظر در حالت تعادل
،  يسمانر يبدر هر نقطه ، ش يماما اگر فرض کن  شود.  ی، جا بجا م یو هم افق ینقطه هم عمود ين، ا

 يمتوان  یم يعنی ينا کوچک است.  يلیخ یعمود ئینسبت به جا بجا  یافق کم است ، پس جا بجا ئی
جا  ينا  يدپس ، اجازه ده است.  یصرفا عمود , ئی، جا بجا  سمانير یرودر هر نقطه  يمفرض کن

  . ميبنام   را بجا ئی
 

 کيممکن است  سمانيو لذا تراکم جرم ر . ستيدست ن کي، نخ  ميفرض کن ميخواه  یابتدا ، م
   باشد.تابع 

 
در مقابل خم  يسمان، ر يعنی ينا است.  يرپذ انعطافکاملا  سمانيکه ر ميفرض کن ميخواه  یسپس ، م

 ئیدر نقاط انتها در هر نقطه  يسمانکه از طرف ر ئی يرو، ن يعنی ينکنند. ا  یشدن مقاومت نم
  Tension  کشش  یروينرا  روين نيا مماس است.  سمانيخود ر ،   بر شود  یم   اعمال 

   .ميده  ینشان مو مقدار آنرا با  مينام  یم سمانيدر ر
 

  یواحد جرم ، باشد که رو ئی،   در رويهر ن یمولفه عمود ميکن  ی، فرض م تيدر نها
   کند.  یعمل م يسمانر
 

در هر نقطه ، مطابق  يسمانر یعمود ئیکم است ، جا بجا  سمانير بيش ميکه باز فرض کن  یدرصورت
  است.  يرز
 

 
  . يمساده کن يشترآنرا ب يدپس با  است که بتوان حل کرد.  مشکل  يلیخ ایپاره  ليفرانسيمعادله د نيا

 
 یفقط بستگکشش  یرويمقدار ن یعني نيا کاملا قابل ارتجاع است.  سمانير ميکن  یابتدا فرض م

 ميکن  یکه فرض م ميکن  یم یآور اديباز هم . شود   یم دهيچه مقدار کش کينزد سمانيدارد که ر نيبه ا
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کشش در  یروين یمساو بايتقر سمانيکشش در ر یروين یعني نيا  در هر نقطه کم است. سمانير بيش
 کشش ثابت است ، یروين نيا ميفرض کن ميتوان  یپس م  در حالت تعادل است. سمانير
   است.  یعني 
 
 

جاذبه  یرويگذارد ، ن  یاثر م سمانير یکه رو  یخارج یرويحالت ها ، تنها ن شتريدر ب،  نيعلاوه بر ا
کم خواهد بود و  یعمود یئجا بجا  یجاذبه رو یرويسبک باشد ، اثر ن  یبه اندازه کاف سمانياست و اگر ر

   داشت. ميرا خواه ري، معادله ز جهيدر نت  است. ميکن  یلذا فرض م

 
  ميرا داشته باش ريز فيو تعر ميکن ميرا بر تراکم جرم تقس نياگر طرف

 
   .ميرس  یم یبعد کيمعادله موج  به

 
   .مي، بدست آورد یدر حالت افق سمانيمعادله را در بخش قبل در مورد ر نيهم ديکن  یملاحظه م

 
نوع  کيفقط   نجاياما ، ا . ميداشت یمرز طيشرا ی، تعداد  دياگر به معادله حرارت در بخش قبل نگاه کن

،  ميريگ  یرا که در نظر م یموج ، تنها شرط مرز معادله یبرا . ميريگ  یرا در نظر م یمرز طيشرا
  ايمرز ها است و  هيمکان اول

 
،  ميدار، مشتق مرتبه دوم  نجايامتفاوت است.    یکم  , ميديد در مورد حرارت  آنچه با هم  هياول طيشرا

 . ميدار اجياحت هيپس به دو شرط اول
 هياول طيپس شرا   را. سمانير هيو هم سرعت اول ميکن  یرا مشخص م هياول یئهر نقطه ، ما هم جابجا در

  خواهند بود.  ريبه صورت ز

 
  کرد.  ميگر چه آنها را حل نخواه  .ميکن  یذکر مرا  یو سه بعد یدو بعد یدر خاتمه حالت ها

  است.  ريموج به صورت ز یو سه بعد یفرمول دو بعد
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به  شود.   یم دهينام Laplacian Operator گرلاپلاس   عمل اي Laplacian  یلاپلاس نجايا
   است. ريصورت ز

 

   .ميکن  ی، جمله آخر سمت راست را حذف م یدو بعد یبرا
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  Terminologyچند اصطلاح و واژه مهم بخش 
چند  يعنی. يمبپرداز يگربخش د يکلازم است به  , ایپاره  يفرانسيلقبل از شروع به حل معادلات د

  . يمها ، لازم دار يرمتغ یپرداختن به روش جدا ساز یبرا يراز  اصطلاح و واژه لازم.
 

 يکاعداد ،  یتابع ، اما بجا يکعبارت است از  عمل گر  .يمکن  یشروع م Operator   عمل گربا واژه 
  . يدکن  یملاحظه مچند نمونه از عمل گر را  يرز  در . يردگ  یتابع به عنوان شناسه م

 
   .مي، پس دار ميبالا بگذار یها عمل گرو آنرا در  ، ميداشته باشتابع مانند  يکمثلا ، اگر 

 
،  مييگو  یمپس به است بنام  گريتابع د  کي،   تابع  نيتابع است ، اما شناسه ا کي ينجاا

 عمل گر. 
 
 عمل گر حرارت ،  دهيچيعمل گر پ اما مشتق و انتگرال هم عمل گر هستند.   هستند. ایها ، مثال ساده  نيا

 Heat Operator  .عمل گر  .ميآور  یمعادله حرارت ، بدست م یسيعمل گر حرارت را با باز نو است 
   است. ريحرارت به صورت ز

 
 

  را بر قرار کند.  يراست که معادله ز ی، عمل گر  یعمل گر خط

 
 

از توان نشان داد با استفاده   یم  یبه سادگ است.   یعمل گر خط يکنمونه از  يکحرارت ،  عمل گر
  . يرز يقاست. به طر  یعمل  گر خط يکحرارت ، ، عمل گر  یمشتق پاره ا  یخواص اصل
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،   یمعادله خط يک است.  Linear Equation    یمعادله خط،  يمکن يفتعر يمخواه  یکه م یواژه بعد
   است. يربه صورت ز

 
  تابع شناخته شده است.  کياست و   یعمل گر خط کي،  ينجاا

 
 . ديکن  یملاحظه م  یخط ایپاره  ليفرانسيچند مثال معادلات د ريدر ز

 
 

است و  Laplacian   یلاپلاسمعادله سوم ،  دو معادله اول ، معادله حرارت و معادله موج هستند. 
را  ی، معادله لاپلاس دو بعد يقتدر حق نامند.   یم Laplace’s Equation  معادله لاپلاس معمولا آنرا 

  است.  يچيدهنمونه از معادله پ يکمعادله  ينچهارم  کرد. يمدر چند بخش حل خواه
 

و وجود  هستند.   یخط یکه معادله حرارت و معادله چهارم ، معادله ها يدتوجه داشته باش
  هستند.   یمعادلات ، خط نيعمل گر در هر کدام از ا رايز . ستيبودن آنها ن  یمانع خط

 
  . ديکن  یملاحظه م  یخط ريغ ایپاره  ليفرانسيچند معادلات د ريدر ز

 
 
وجود حاصل ضرب دو   یو در دوموجود   یهستند ، در اول  یخط يرکه چرا دو معادله بالا ، غ ينا

  مشتق است. 
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   .ميباشد ، پس دار ديفرض کنبه معادله  ميگرد  یحالا ، بر م

 
که  يدفراموش نکن . يمنام  یم Linear Homogeneous Equation    یمعادله متجانس خطرا ،  ينا

  است.   یعمل گر خط کي
 

   یهيبد جوابرا متجانس است.    یجواب معادله خط کي شهيهمکه  يدتوجه داشته باش
 Trivial  Solution معادله ما ،  يمکه مشخص کن ينا یراه خوب برا يک ين، ا يقتدر حق .می ناميم

، و  ميرا در معادله بگذارباشد و   یعمل گر خط کياگر  معادله متجانش است. يک
   که عمل گر ، متجانس است. ميدان  ی، پس م ميبدست آور

 
 حرارت  هياول یمرز طيشرا

 
 

          باشد ، پس متجانس هم است. هستند و اگر   یخط
 

   است.  یاست و خط يرحرارت مطابق ز يانجر يهاول یمرز يطشرا

 
  باشد ، انوقت متجانس هم است. و فقط اگر 

 
 است   یهم خط وتنين شيسرما قانون   یمرز طيشرا

 
 باشد ، آنوقت متجانس هم است. و اگر 

 
 

 است و هم متجانس.   یهم خط يرمتناوب ز یمرز يطشرا

 
 

  هم فراموش نشود.  یاصل بر هم نه
معادله  آن یهم جوابهامتجانس باشند ، پس   یمعادله خط کي یجوابهاو اگر 
   توانند باشند.  یم یهر مقدار نجايا  متجانش هستند.  یخط
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 Eigenvalue and Eigen-function يژهو تابع و يژهمقدار و
 

  یم  یمبحث به سادگ ينمتاسفانه استادن محترم از ا داشته باشد.  یشما تازگ یبرا بخش ين، عنوان ا يدشا
خلاصه   یچه بحث ما کم گر  کرد. يمبه آن بر خورد خواه يندهاست که در آ  یبخش مهم ينگذرند. اما ا

 یبرا  لازم است. یپاره ا يفرانسيلفهم و حل مسائل معادلات د یکه برا يمکن  یفقط تا آنجا بحث م  است.
   .يدمراجعه کن  یبه جبر خط يژهو تابع و يژهدرک کامل مقدار و

 
 ريمقاد مياگر بتوانبنام  Square Matrix    مربع يسماتر يک یآمده است که برا  یدر جبر خط

λیصفر برا ريغ یآنها ، جواب ها یبرا ميکه بتوان یبطور ميکن دايپ  

 
   .مينام  یمربوطه م ژهيرا بردار وو  ژهيرا مقدار و، پس  يمکن يداپ
 

 یصفر برا ريغ یها  جواب ميبتوان  ديباشد ، با ژهيمقدار و کيکه  نيا ی، برا ديپس بخاطر داشته باش
   .ميکن دايمعادله پ
 .مياوريب دو مثال  یکي ديدارد؟ اجازه ده یو مسائل مقدار مرز ليفرانسيبه معادلات د  یچه ربط نيخوب ، ا

  
 مثال 

   .يدرا حل کن يرز یمساله مقدار مرز
 

 
 

 پاسخ 
 یمعمول يفرانسيلبه حل معادلات د يدچرا ، با يددان  یاست. اگر نم يرمعادله به صورت ز ينا  یکلجواب 

  . يدمراجعه کن
 

 
 

   .يم، پس دار يمبرا  یرا بکار م یمرز يطشرا
 

 
 

   است. رياست  ، و جواب به صورت ز یاريعدد اخت کيپس  
 

 
   .يمجواب دار يتنها  یحالت ب ينو در ا
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   .ميسيبنو ريز  یبصورت کل ميتوان  یرا ممثال 
 

 
 

 
   .ميبدست آورد یمساله با مقدار مرز یصفر برا ريغ ايو   یهيبد ريو جوان غ است.  نجايا

 
 مثال 

 . ديرا حل کن ريز یمساله مقدار مرز
 

 
 

 پاسخ
  است.  ريبه صورت ز  یکلجواب 

 

 
 

  . ميبر  یرا بکار م یمرز ريمقاد
 

 
 

   است. ريپس جواب به صورت ز حالت هر دو عدد ثابت صفر هستند ، نيدر ا
 

 
 

 
 یمرز طيشراوهر  جواب هر معادله متجانس کي شهيهم نياما ، ا  بود.جواب در مثال 

اوقات ، مانند   یگاه  .مينام  یم Trivial Solution     یهيجواب بدجواب را ،  نيو ما ا متجانس است. 
   .ميده  یم حيرا ترج  یهيبد رياما ، معمولا ، جواب غ ، تنها جواب است.   یهيجواب بدمثال 

 
 ينجاا  .يمرا حل کن یمرز يرمسائل مقاد يم. تا بتوانيمرا بشناس يژهو یو تابع ها يژهو يرپس لازم است مقاد

 يماست ، تا بتوان یمختصر يحبخش فقط توض ينهدف ما در ا  .يمپرداز  ی، بطور خلاصه به موضوع م
  . يمرا حل کن یپاره ا يفرانسيلمعادلات د
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 ژهيمقدار و کيکه  نيا یبرا  است. ژهيمقدار و کيدر  يمبخش گفت ينا یدر ابتدا
  . ميکن دايمعادله پ یبرا  یهيبد ريغ یجواب ها ميبتوان ديباشد ، با

 
 .  ميرا حل کرد ريمتجانس به صورت ز یدر دو مثال بالا ، مساله مقدار مرز

 

 
 

 یبرا  یهيبد ريغ یو جواب ها ميداشتدر مثال   .يدکلمه متجانش مهم است ، فراموش نکن
، جواب  ميکه بدست آورد  یو تنها جواب ميداشتدر مثال  . ميکرد دايپ یمرز ريمساله مقاد

 بود. یعني  یهيبد
 

 یبرا Eigenvalue   ژهيومقدار  کي رادهند ،   یم  یهيبد ريغ یکه جواب هاريآن مقاد یبرا پس
مساله  Eigen-functions   ژهيو یتابع هارا   یهيبد ريغ یو جواب ها مينام  یم یمساله مقدار مرز

   .مينام  یداده شده م ژهيمربوط به مقدار و یمرز ريمقاد
 

 یاست با تابع هادر فرمول  یمرز ريمساله مقاد یبرا ژهيمقدار و کيکه  ميدان  یمحالا ، 
   .ستين ژهيمقدار و کيو  ژهيو
 

وجود دارد؟ اما  یگريد ژهيو ريمقادفرمول  یبرا ايآ مياست که مشخص کن نيما ا   ی، سع تيدر نها
،  هياول ريکه مساله با مقادقدر مهم است  نيچرا ا ميده حيبطور مختصر توض ديکار ، اجازه ده نيقبل از ا

   .ديتوجه کن ريابتدا ، به دو مثال ز متجانس باشد. 
 

 مثال 
  . يدرا حل کن يرز يهاول يرمقادمساله با 

 

 
 پاسخ 

به   یجواب کل  .يمکن  یرا به خودتان واگذار م ياتجزئ . يدحل کن يدبتوان يداست که با یهم مثال ساده ا ينا
   است. يرصورت ز

 
 

   .يمبر  یرا بکار م یمرز يطشراحالا ، 
 

 
   است. يرپس جواب به صورت ز
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  يگرمثال د
 

 مثال 
 . يدرا حل کن يرز یمرز يرمساله با مقاد

 

 
 پاسخ 

 است. ريبه صورت ز  یپس جواب کل  متفاوت. یمرز رياست ، اما با مقادمثال  يفرانسيلهمان معادله د
  

 
 

   .يمبر  یرا بکار م یمرز يطشرا
 

 
 

در  یزيکدام ، چ چيو ه يندگو  یبه ما م یمرز يطبر خلاف مثال قبل ، هر دو شرا ينجاپس ، ا
که  ميخواه  یم ليفرانسيمعادله د یبرا  یجوابکه  دياما ، به خاطر داشته باش  .نديگو  یبه ما نممورد 

   کند.  یکار را م ني، ا ريمعادله  ز  داده شده را بر قرار کند. یمرز طيهر دو شرا
 

 
 

 تينها  یحالت ب ني.  ، پس در اميآور  یجواب بدست م کيبدون توجه به مقدار  ، يگربه عبارت د
   .ميآور  یبدست م یمساله با مقدار مرز یجواب برا

 
 

  . ميرا حل کرد ريمتجانس ز ليفرانسيمعادله دو  یدر مثال ها
 

 
 

  ريمتجانس به صورت ز نا یمرز طيبا دو شرا
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 ايو  ميبدست آور  یهيبد ريغ یجواب ها اي ميتوانست ايو مقدار  ييرکه با تغ يديديمدو مثال د يندر ا
وجود   يیکه جواب ها ميدار اجياحت ژهيو یتابع ها/ ژهيو ريمقاد در مورد  . مياوريبدست ن  یاصلا  ، جواب

،  گريد به عبارت  هم ، متجانش باشند. یمرز طياست که شرا نيبخش ا نانياطم داشته باشند ، و تنها راه
   ، متجانس باشد. یمرز ريلازم است مسلله با مقاد

 
  . ميهم لازم است گوشزد کن گريموضوع د کي
 

مشخصه آن ، دو  یو چند جمله ا ميمرتبه دوم داشته باش ليفرانسيمعادله د کي مي، فرض کن دياجازه ده
 باشد ،  داشته ريبه صورت ز زيمتما  یقيحق شهير
 

 
 

  است.  يرز جواب به صورت يمدان  یپس م
 

 
 

  یم يمبه دو قسمت تقس يرکار ، جمله ها را به صورت ز ينا یبرا . يمکن يسیرا باز نو ينا يداجئزه ده
   .يمکن
 

 
 

  . يمکن  یم يقجمع و تفرر يرحالا جمله ها را به صورت ز
 

 
 

  . يمکن  یحالا ، مرتب م
 

 
 

   .يمپس دار  .ينيمک  یو کسر ها را هم جا بجا م يريمگ  یداخل پرانتز ها فاکتور م یها يتّ، کم يتو در نها
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ها  ينا . يدبه دو جمله آخر نگاه کن  .يستن يناما چن  .يدبه نظر آ يهوده، ب يمکار ها که انجام داد ينا يدشا
  يعنی هستند.  يکبال يپره یتابع ها

 

 
 یمشخصه آن دارا یکه چند جمله ا یمرتبه دوم بطور يفرانسيلمعادله د يکنوشتن جواب  يگرپس ، راه د

   است. ريداشته باشد ، به صورت زو به صورت  يزمتما  يقیدو جواب حق
 

 
 

  یخواص جالب يکبال يپره ی، تابع ها يراز   کند.  یبه صورت بالا ، کا ما را آسان م  یبدست آوردن جواب
 .دارند 

 
  يعنیاست.  يکبال يپرها یآنها ، مشتق ها يتخاص يناول
 

 
   .يدآنها توجه کن یحالا ، به نمودار ها
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 در  یمزر طيچون اغلب با شرا است. و که  يدکن  یملاحظه م
   خواهد بود. يدیمحاسبه مف ينکرد ، ا يمکار خواه

 
 پريها نوسيها ، پس کستمام  یاست براکه  يدکه مهم است ، توجه کن يگرد يتخاص

 است اگر فقط  ديکن  ی، ملاحظه م قيطر نيبه هم  .ستيهرگز صفر ن کيبال
 .  يدکرد ، پس آنها را فراموش نکن يماستفاده خواه  يلیخ يقتدو حق يناز ا  باشد.

 
  . يممثال کار کن يک یرو يد، اجازه ده يما يده، د يژهتابع ها و/ يژهو يردر مورد مقاد يزحالا که همه چ

 
 مثال 

  . يدکن يدارا پ يرز یمرز يرمساله با مقاد یبرا يژهو یو تابع ها يژهو يرتمام مقاد
 

 
 

 پاسخ 
 ميدانياست و م يژهمقدار و يک يدانيمو م يمداشت یمرز يرمساله با مقاد ينبه ا  یبخش نگاه يندر ا

  دياوريبخاطر ب دي،با ميموضوع کار کن نيا یرو ميخواه  یحالا که م  .ستين ژهيمقدار و کي
،  یمرز ريمساله با مقاد یبرا  یهيبد ريغ ی، اگر جواب ها ميکن  یم دايپ یبرا ژهيمقدار و کي یهنگام

   .ميبدست آور بخصوص ،برا آن 
 

توان فقط با امتحان کردن   ی، نم ميرا بدست آورده ا ژهيو ريتمام مقاد ميکه بدان نيا ی، برا گريبه عبارت د
 ژهيو ريدارد که تمام مقاد کار وجود نيا یبرا  یخوشبختانه راه  اکتفا کرد. یبرا  یتصادف چند  مقدار

عبارتند از  ميدار اجيکه احت  یحالت  سه  داشت. ميچند حالت خواه . اما ،ميکن دايرا پ ژهيو یتابع ها/
٠  ريمساله با مقاد یشکل مخصوص جواب برا کيحالت ها  نياز ا کيهر ،

   .ميرا شروع کن حالت ها نيا ديپس اجئزه  ده  دهد.  یبه ما م ، یمرز
 
 

   است. ير، مطابق ز يمآور  یبدست م يفرانسيلمشخصه که از معادله د یحالت ، چند جمله ا يندر  ا  
 

 
 

آنها را به  ميتوان  یها ، مختلط هستند و م شهير نياست ، پس ا يدانيمحالت ، چون م يندر ا
   .ميسيبنو ريصورت ز

 

 
 

   است. يربه صورت ز يفرانسيلمعادله د  یلذا ، جواب کل
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   .يمدار ، یشرط مرز ينبا استفاده از اول
 

 
 

    .يمدار یشرط دوم مرزبردن و بکار  ينپس با استفاده از ا
 

 
 
   .يمرا دار يرز یاز حالت ها  يکی يعنی ينا

 
يا  

 
، جواب  يريمو اگر امکان اول را در نظر بگ , يمخواه  یم  يهیبد يرما جواب غ يمکه گفت يداما ، بخاطر آور

   .ميدار یعني نيا  است. ميکن  یلذا فرض م  .ميآور  یبدست م يرتمام مقاد یبرا  يهیبد
 

 
 

،  ينهمچن  .يمرس  یکجا صفر است ، به معادله دوم م ينوسس يمدان  یکه م ين، با توجه به ا يگربه عبارت د
 عدد کيحالت  نيتواند در ا  یماست و لذا   ميدان  یپس م يمکن  یچون فرض م

   مثبت باشد. حيصح
 

 ميخواه یمرز ريمساله با مقاد نيا یمثبت برا ژهيو ريتمام مقاد جهيو در نت ميحل کن یبرا  ديباحالا ، 
   داشت.

  
   هستند. ريز مثبت به صورت ژهيو ريپس مقاد

 

 
 

 هستند.  يرز  ، به صورت يژهو يرمقاد ينمربوط به ا يژهو یو تابع ها
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 که  ديتوجه کن نيهمچن  .ميدار ژهيتابع و کيهر  یبرا یعنيکه  يدداشته باش  توجه داشته
و نه عدد  يمدار ، ما فقط به خود تابع علاقه يژهو یدر مورد تابع ها  .يمحذف کرد ، يژهو یدر تابع هارا 

  .يمکن  یمعمولا آنرا حذف م ثابت جلو آن و لذا ،
 

 حالت دوم 
   است. يرز صورت ، به یمرز يرحالت مساله با مقاد يندر ا  
 

 
 

   .يدآ  یبدست م يربه صورت ز  ی، جواب کل يریمرتبه انتگرال گ و با دو
 

 
 

   .يم، دار یشرط مرز ينبا بکار بردن اول
 

 
 

   .يمبدست آمده از شرط اول ، دار يجهدوم و نت یبا استفاده از شرط مرز
 

 
 
 یرابطه بالا فقط هنگام  .يمصفر کردن رابطه بالا ندار در مورد ی، بر خلاف حالت اول ، انتخاب ينجاا

   باشد.  صفر است که 
 

تنها جواب ،  ميهم مهم است ، اگر داشته باش  یلي، که خ یمساله با شرط مرز نيا یلذا ، برا
   باشد. ژهيمقدار و کي،  یمرز طيمساله با شرا نيا یتواند برا  ینماست ، پس   یهيجواب بد

 
   .يمکن  یحالت نگاه م ينحالا ، به آخر

 
 که  يمدان  یپس م  آن ، مانند حالت اول است. یحالت معادله مشخصه و جواب ها يندر ا
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که  یاستفاده از کار هائ پس با  .ميدار زيمتما  یقيحق شهياست ، لذا دو ر يمچون فرض کرداما ، 

   است. ريصورت ز به  یکه جواب کل ميدان  ی، م ميداد در بالا انجام
 

 
 

   .يمدار یشرط مرز ينبردن اول با بکار حالا ،
 

 
   .يمدار یشرط مرز ينبا بکار بردن دوم

 

 
 

  ميدان  یم نياست و همچن ميدان  یاست ، پس ميمچون فرض کرد
 

 
 

  يمداشته باش يدحالت دوم بااسست و لذا ، مانند 
 

  یهيفقط جواب بد ميباش ، که باز هم مهم است ، اگر داشته یمرز طيمساله با شرا نيا یپس ، برا
   وجود ندارد.  یمنف ژهيپس مقدار و  .ميآور  یبدست م

 
   .ميدار را ريز ژهيتابع و / ژهيمقدار و ، یمرز طيمساله با شرا نيا یپس ، بطور خلاصه برا

 

 
 
 

 مثال 
 يدکن يدارا پ يرز یمرز يرمساله با مقاد یبرا يژهو یو تابع ها يژهو يرتمام مقاد

 

 
 

 پاسخ 
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وارد  يگرقبل است ، اما ، دمانندمثال    يباکار ما تقر . يمکار کن یمرز يطبا مشتق شرا يمخواه  ی، م ينجاا
   .يمکن یهمان سه حالت را بر رس ايدب  .يمشو  ینم  يياتجز

 
   .ميکن  یشروع مبا 

   .ميمانند مثال قبل است ، پس دار ليفرانسيمعادله د  یجواب کل
 

 
 

   .يم، دار یشرط مرز ينبا بکار بردن اول
 

 
 

 فقط اگر صفراست   بالا یتساواست و لذا  يمکن  یکه فرض م يدبخاطر داشته باش
   .دهديرا به ما م ريحالا ، شرط دوم ، رابطه ز  باشد.

 

 
 

  یمبدست   یهيبد رياست ، پس فقط جواب غو  يمخواه  ینم  يهیکه جواب بد يدبخاطر داشته باش
  مياگر داشته باش ميآور

 

 
 

که در  ميآور  یبدست م هيمساله با شرط اول نيا یبرا ژهيو ريهمان مقاد قاي، دق ميحل کن یاگر برا
   .ميمثال قبل بدست آورد

 

 
 

   هستند. ير، مطابق ز يژهو يرمقاد ينمربوط به ا يژهو یتابع ها
 

 
 

مثبت بدست  يژهو يرمقادمربوط به  يژهو یتابع ها یها برا ينوس، کس یمساله با مقدار مرز ينا یپس برا
   .يمآورد
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 حالا ، حالت دوم 

 .است  يربه صورت ز  یجواب کل
 

 
   .يم، دار یشرط مرز ينبا بکار بردن اول

 

 
 

   است. يربه صورت ز  یاز رابطه بالا ، جواب کلبا استفاده 
 

 
 

 کند.   یرا بر قرار م ی، شرط دوم مرز  يهیبطوربد ،  ينکه ا يدکن  یو توجه م
 

 
 

 ژهيو یاست و تابع ها یمساله با شرط مرز نيا یبرا ژهيمقدار و کي،  لذا ، بر خلاف مثال 
   است. ري، به صورت ز ژهيمقدار و نيمربوط به ا

 
 

   .يمرا حذف کرد يژهو یتابع ها یبرا ياریکه عدد اخت يمکن  یم یآور يادمجددا ، 
 

   است. ريبه صورت ز  یجواب کلحالت سوم  یبرا يتو در نها
 

 
 

   .يمدار ، یشرط مرز ينبا بکار بردن اول
 

 
   .يمدوم دار یبا بکار بردن شرط مرز
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 ديپس بااست.  است و لذا    که  يمدان  یقبل مباز مانند مثال 
  ميداشته باش

 
   .يمندار  یمنف يژهمقدار و يچ، ه یمساله با شرط مرز ينا یپس ، برا

 
   هستند. ير، بصورت ز يژهو یتابع ها / يژهو ير، مقاد یمساله با شرط مرز ينا یبطور خلاصه برا

 

 
 

، از صفر  کي یها بجا يمو بگذار يمکن يقها را تلف ينا يمتوان  یم يقتکه در حق يدکن  یملاحظه م
   هستند. ريمساله به صورت ز نيا یبرا ژهيو یتابع ها/ ژهيو ريپس مقاد  شروع شوند.

 

 
 
 
 

 مثال 
 يدکن يدارا پ يرز یمرز يرمساله با مقاد یبرا يژهو یو تابع ها يژهو يرتمام مقاد

   

 
 

 پاسخ 
که جواب  يمکن  یآن مشخص م یبجا . يمجواب و مشتفق را در مرزها مشخص کن يممثال قصد ندار يندر ا

 ینوع شرط مرز ينا ينهمچن  . باشند  يکی يدبا ,ها دومرز درهر دو  مرزها و مشتق جواب در هر يدبا
   باشد.بازه بازه  یبجا يدبا
 

   .يمکن  یم  یقبل سه حالت را بر رس یمثال ها مانند
 
 

   است. يربه صورت ز  یحالت جواب کل يندر ا
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 ينوسکه س ينتابع زوج است و ا يک ينوسکه کس ينو با توجه به ا يمبر  یاول را بکار م یمرز شرط  
 . يمتابع فرد است ، دار يک

 

 
 
 يمداشته باش يمتوانست  یم  .يدگو  یبه ما نم يزی، بر خلاف دو مثال قبل رابطه بالا چ ينجاا
   است.اما در هر حال  
 

   .ميبر  یدوم را بکار م یحالا ، شرط مرز
 

 
  ايپس است  يمکرد  فرضچون    .يماول بدست آورد یمانند  شرط مرز يزیپس چ

   است. يااست و 
 

  یهيباشد و لذا جواب بد ديباشد ، پس باکه اگر  دياما ، توجه کن

   ی، م ميدادمثال قبل انجام  در دو باشد پس مانند آنچهپس لازم است   .ميآور  یبدست م
   .ميباش را داشته ريز ژهيو ريمقاد ميتوان

 

 
 

   .ميشروع کن کيصفر از  یها را بجا ديپس با يدبخاطر داشته باش
 

 داده شده به صورت ژهيمقدار و کي؟ جواب   یچ ژهيو ی، اما تابع ها ميدان  یرا م ژهيو ريپس ، حالا مقاد
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   است. ريز
 

 
 

 یحالت يندر چن  .يستندصفر ن يااعداد ثابت صفر هستند و  يناز ا يکهر  يمکه باور کن يمندار يلیدل يچو ه
   هر عدد ثابت. یبرا يکی،  يمدار يژهو یدو مجموعه تابع ها
   است. يربه صورت ز يژهو یدو مجموعه طبع ها

 

 
 

 حالا ، حالت دوم 
 

 است. يربه صورت ز یجواب کل
 

 
 

   .يم، پس دار  يمبر  یرا بکار م یشرط مرز يناول
 

 
 

   است. ير، به صورت ز  یبالا ، جواب کل يجهبا  استفاده از نت
 

 
 

از   يکیکند ، همانطور که در   یرا بر قرار م یشرط مرز ين، دوم  يهیبطوربد  ينکه ا يدکن  یملاحظه م
و تابع  یمرز طيمساله با شرا نيا ژهيبه عنوان مقدار و ميرا دارلذا باز   .يديمبالا د یمثال ها

 مربوطه  ژهيو
 

 
 

 حالت  ين، سوم يتو  در نها
 

   است. يربه صورت ز  یجواب کل
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 يکبال يپره ينوسسزوج است و  يکبال يپرها ينوسکه کس ينو با توجه به ااول  یبا استفاده از شرط مرز
   .يمفرد است دار

 

 
 ديگويکه به ما م است ،است ، پس  يمحالت فرض کرد يندر ا

 ٠  مياست ، پس دار
 

   .مي، پس دار ميبر  یدوم را بکار م یحالا ،شرط مرز
 

 
 

  ميداشته باش ديبااست ، پس  يمچون فرض کرد
 

 چيه نيو بنا بر ا  است.  یهيبد  جواب کي، تنها جواب ،  یمرز طيحالت ، بر مساله با شرا نيپس  ، در ا
   .ميندار  یمنف   ژهيمقدار و

 
   .ميدار یمرز طيمساله با شرا نيا یخلاصه برا

 

 
 

و آنها را جداگانهٴ بر  ميدار ژهيو یدو مجموعه تابع ها یبرا يمکه اعتراف کرد يدتوجه کن
   .ميکرد ولذا دار  قيتلف را  توان آنها  یم هم  نجايا  .ميشمرد
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 مثال 
 يدکن يدارا پ يرز یمرز يرمساله با مقاد یبرا يژهو یو تابع ها يژهو يرتمام مقاد

 

 
 

 پاسخ 
   .يمکن يداپ يرراتابع درجه دوم ز یها يشهر يدکه با يمدان  یو م است.  يلروا يفرانسيلمعادله د يک ينا

 

 
 
   است. يرمعادله درجه دوم به صورت ز ينا یها يشهر
 

 
 
ها مضاعف هستند  يشهر يانه ، آ ياهستند  يزمتما يقیحق یها  يشهر يادارد که آ ينبه ا ی، جواب بستگ ينجاا
حالت  نيبه ا ديپس اجازه ده  دارد.علامت /به مقدار  یحالت ها بستگ ينو ا  مختلط هستند. يا  و

 . ميها بپرداز
 
 

جواب را  يمتا بتوان يسيمبنو يرها ، مختلط هستند و لازم است آنها را به صورت ز يشهحالت ر يندر ا
   .يسيمبنو
 

 
 

 یقيعدد حق کي نياست و بنا بر ا يمدان  ی، م يقطر ينها به ا يشهبا نوشتن ر
 . ميسيرا بنو ري، جواب ز بيبه ترت ديکه با  است.

 

 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



اول جلد     ٧بخش   ٣فصل  انوشـيروان صراف  رياضيات مهندسی مينا  

170 
 

 
   .يماول دار یبا استفاده از شرط مرز

 

 
 

   دهد.  یرا م يرز يجهدوم ، به ما نت  یشرط مرز
 

 
 

   .يمحالت لازم است داشته باش ينا ی، برا  يهیاحتراز از جواب بد یبرا
 

 
 

حالت   نيا یرا برا ريز ژهيو ريمقاد جهي. و در نتميکن  یحل م یبه هر حال  برا    است. يچيدهپ  یکم
   .ميدار

 

 
 

   .ميکن  یشروع م کيها را از است پس چون 
 

   هستند. ريبه صورت ز ژهيو ريمقاد نيمربوط به ا ژهيو یتابع ها
 

 
 

 حالت دوم 
 
   است. ريپس جواب به صورت زمضاعف  يشهر ينجاا

 

 
 

   .يماول دار یبا استفاده از شرط مرز
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   دهد.  یرا م يردوم به ما عبارت ز یشرط مرز

 

 
 

   .ستين ژهيمقدار و کي ينداشت و بنا بر ا يمخواه  يهیو لذا فقط جواب بد
 

 حالت سوم 
 

   است. يرصورت ز و جواب به يمدار متمايز  يقیحق يشهحالت ،دو ر يندر ا
 

 
 

   .يماول ، دار یبا بکار بردن شرط مرز
 

 
 

   شود.  ی، جواب م ينبا استفاده از ا
 

 
 

   .يمدوم ، دار یبا استفاده از شرط مرز
 

 
 

، پس جمله داخل  ستندين  یکيدو جمله داخل پارنتز  یها حالت توان نياست ، در ا يمدان  یچون م
   .ميدار یعني نيا  .ستيپرانتز ، صفر ن

 
 

 
   .ميباشد ، ندارکه  یا يژهمقدار و يچهو  يمدار  يهیحالت فقط جواب بد ينو لذا در ا

 
   .ديآ  ی، از حالت اول بدست م یمساله با شرط مرز نيا یبرا ژهيو ريپس تنها مقاد
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 مثال 
 يدکن يدارا پ يرز یمرز يرمساله با مقاد یبرا يژهو یو تابع ها يژهو يرتمام مقاد

 

 
 

 پاسخ 
 حالت اول

 
   .يمپس دار  مانند چند مثال اول است. يفرانسيلمعادله د ينا  یجواب کل

 

 
 

   .يم، پس دار يمبر  یمبکار   را یشرط مرز يناول
 

 
 

   .يم، پس دار يمبر  یرا بکار م یشرط مرز يندوم
 

 
 

بر قرار  یمرزشرط   نيکه ا نيا یلذا برا  .ميآور  یبدست م  یهي، جواب بد ميقرار دهپس اگر 
   .ميعمل کن ريبالا ، مطابق ز اتيعمل یبجا ديشود ، با

 

 
 
 ينا یبرا  .يمجواب ها را بدست آور ينتا ا يمبکار بر یچند روش عدد يدمعادله جواب دارد ، اما ، با ينا

صفحه مختصات  کي یرا روو  ینمودار ها يد، اجازه ده يدآ  یم يشچه پ ينيدکه بب

  ريمقاد قتي، در حق یکه محور افق ديکن  یمشاهده م  .ديکن  ینمودار را ملاحظه م ريدرز  .ميرسم کن
   است.
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 یخط آب  کنند.  یرا قطع م يکديگرافتد که دو نمودار   یاتفاق م یحالت هنگام ينا یبرا يژهو يرپس ، مقاد
پنج  نياول است. ژهيدوم مقدار و شهير قتيدهد در حق  ینمودار نشان م آنچه  است.رنگ ، نمودار 

  یاصل ژهيدوم مقدار و شهير قتيدر حق ديکن  یآنچه ملاحظه م  .مينمودار نشان داده ا یرا رو ژهيمقدار و
   است.

 
  یتر م کيبه خط مجانب تانژانت نزد ژهيو ري، مقاد ميرو  یاست که هر چه دور تر م نجاينکته جالب ا

خط مجانب تانژنت  کيرا نزد ژهيمقدار و ميتوان  یبزرگ ، م  یليخ یبرا مييبگو ميتوان  یپس م  شود.
   .ميبزن نيتخم

 
   .ديکن  یرا ملاحظه م ژهيمقدار و یعدد نيهم تخم ريدر ز

 

 
 

   است. ريحالت مطابق ز نيا  ژهيو یها تابع 
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 حالت دوم 

 
   است. ريمطابق ز  یجواب کل

 

 
 

   .يماول دار یبا استفاده از شرط مرز
 

 
 

   شود.  یم  ی، جواب کل ينابا استفاده از 

 
 

   .يمدوم ، دار یبا بکار بردن شرط مرز
 

 
 

   .ستين ژهيمقدار و کيپس   .يمآور  یبدست م  يهیحالت ، فقط جواب بد ينلذا در ا
 

 ، حالت سوم  يتدر نها
 

   است. يربه صورت ز  یجواب کل
 

 
 

   .يماول دار یبا بکار بردن شرط مرز
 

 
 

   شود.  یم  ی، جواب کل ينبا بکار بردن ا
 

 
 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



اول جلد     ٧بخش   ٣فصل  انوشـيروان صراف  رياضيات مهندسی مينا  

175 
 

   .يمدوم ، دار یبا بکار بردن شرط مرز
 

 
 

 ديگو  یم  یما م به نياست.  و ااست ، پس  يمبر اساس فرض که گفت
 ها ، پس تمام  یاست برا ميدان  یاست و م

 

 
 
  . ميآور  یبدست م  یهيو مجددا در حالت سوم ، جواب بد يمداشته باش يدلذا ، با 
 

دربالا   که ديآ  یبدست م، از  یمرز طيمساله با شرا نيا  یبرا ژهيو ريخلاصه ، تنها مقاد
   شد. گفته
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  Separation of Variablesها  يرمتغ يکتفک
 يکتفک يعنی ی،اپاره  يفرانسيلمتداول حل معادلات د یاز روش ها  يکیکه در مورد  يدهحالا وقت آن رس

روش  ين. اما ، ايردمورد استفاده قرار گ تواند ینم يشهها هم يرمتغ يکروش تفک . يمبپردازها  يرمتغ
لاپلاس  یو معادله دو بعد یبعد يک، معادله موج  یبعد يکحل معادله حرارت  یتوان برا  یرا م

   بکار برد.
 

شرط  متجانس با یخط یاپاره  ليفرانسيمعادله د کيبا  ديها ، با ريمتغ کيبکار بردن روش تفک یبرا
که در   یجواب يرا، ز يستيمنگران ن يهاول يطدر مورد شرا فعلا  .يممتجانس کار کن  یخط یمرز یها

راه  يدد يمطور که خواه اما ، همان کند.   یرا بر قرار م يهاول يط، بندرت شرا يمآور  یابتدا بدست م
 يشکه چند پ  یکنند ، در صورت  یرا بر قرار م يهاول يطکه شرا يمبدست آور  یوجود دارد که جواب یهائ

   ساده را داشته باشند. يازن
 

  يرتابع به صورت ز   يکاست که فرض  ينبه ا  یمتکمتقتر ها ،  يکروش تفک
 

جواب  نيبه اخواهد بود. و بر حسب   یمتجانس خط پاره ای يفرانسيلمعادله د يکجواب  يک
هم  یمرز طيکه شرا  یو در صورت Product Solution  جواب حاصل ضرب  کي نديگو  یم

اما ، همانطو ر که در   کند.  یرا بر هم بر قرار م یمرز طيجواب هم شرا نيباشند ، ا  یمتجانس و خط
 یما در بخش بعد ینگران  ني، اکند. در هرحال    یقرار نم  بررا  هيجواب شرط اول نيبالا گفته شد ،ا

  است. 
 
کند؟   یروش کار م ينا يمو از کجا بدان يمروش را انتخاب کرد ينکه چرا ا يدآ  یم يشسئوال پ ينا

روش  ينا يراکند ، ز  یکه کار م يدد يمو خواه  کند.  یروش کار م يناست که ا ينجواب ا ينبهتر
 يمکه  بتوان  یو در صورت  کند.  یم يلتبد یمعمول يفرانسيلرا به دو معادله د ایپاره  يفرانسيلمعادله د

 یجواب برا يککند   یروش به ما کمک م ين، کار ما انجام شده است و لذا ا يمدو معادله را حل کن ينا
   .يمکن يدپ ایپاره  يفرانسيلد معادلات

 
،  یآور ياد یبرا ها ، يرمتغ يکتفک يقبه طر پاره ای يفرانسيل، قبل از حل معادلات د يددهاجازه 

 . يمکن  یشما حل م  یها برا يرمتغ يکتفک يقاز طر  یمعمول يفرانسيلاز معادله د یمثال
 
  . يدها ، حل کن يرمتغ يکتفک يقرا از طر يرمعادله ز 

 

   .ميکن  یضرب مرا در  نيطرف

 
 . ميکن  یضرب مرا در  نيطرف

 
 .  ميريگ  یحالا انتگرال م

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



اول جلد   ٨بخش    ٣فصل  انوشـيروان صراف  رياضيات مهندسی مينا  

177 
 

 

 
 

 
   .ديانجام ده ريز ليفرانسيمعادله د یها را رو ريمتغ کيتفکمثال   

 

 
 پاسخ 

معادله متجانش هم  ينا ثابت.  یحرارت یمرز يط، بدون منبع ، با شرا يممعادله حرارت دار يک،  ينجاا
 . یتا بخش بعد يريمگ  یم يدهاما ، آنرا نا د باشد.  يدبا يراوجود دارد ، ز ينجاا يهاول يطشرا  است.

 
  يعنی  ضرب  است. حاصل  جواب ، به  صور يم، فرض کن يدگو  یها به ما م يرمتغ يکروش تفک

 
  یچه بدست م   ينيمبب  تا يمبگذار يفرانسيلرا در معادله د يناست که ا ينا يمانجام ده يدکه با یپس کار

   .يمآور

 
 یو از مشتق محور ميفاکتور گرفت  یاز مشتق زمان  ، يدکن  یهمانطور که ملاحظه م

   .ميندار  ایمشتق پاره  گريو بعد از فاکتور گرفتن ، د ميفاکتور گرفت
 
عبارت است  يیمشتق فضا ميتر صحبت کن  یاگر علم اي یمشتق محور   .ميده حيتوض  یکم ديبا نجايا

 Spatialو به آن  بت مکان محور مختصاتنس  یکيزيمقدار ف کي رييتغ زانيماز 
Derivative  

   است. يیفضأ مشتق نجاي.انديگو   یم
   است.  یمشتق زمان نجايا  زمان است. نسبت به راتييتغ  یو مشتق زمان 
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 يلتبد یرا به مشتق معمول ایحد اقل مشتق پاره   .ميانجام نداده ا  یکار مهم نجايتا ا رسد یبه نظر م
   است.  یخودش کار مهم ينا. يمکرده ا

 
  یم گريبه عبارت د  .ميداشته باش گريها را در طرف دطرف و  کيها را  يمخواه  یحالا م
   .ميکن ميتقسبر  را نيطرف دياجازه ده  .ميها را از هم جدا کن ريمتغ ميخواه

 
اگر   .ميانجام داده ا  یراحت یرا برا کار نيا  .ميکرد ميتقسرا هم بر  نيکه طرف ديکن  یملاحظه م

انجام   یخوب که کار ديکن ، قبول فعلا  .ميکن  یم و اصلاح ميگرد  ی، بر م ميانجام نداده ا  یکار خوب مينيبب
   .ميداده ا

 
 ٠و در طرف راست فقط تابع  ميدارکه در طرف چپ فقط تابع  ديکن  یحالا ، ملاحظه م

  
 تابع فقط بر حسب  کي یمساوتابع فقط بر حسب  کيچگونه امکان دارد   .ميفکر کن  یکم

 باشند ، چطور؟  یاما اگر هر دو طرف اعداد ثابت و مساو  ممکن باشد. ير، غ يدشا باشد ؟
 

 . يمداشته باش يدپس ، با

 
 
   است. یاريشود و اخت  یم دهينام Separation Constant   کيعدد ثابت تفک ينجاا

 
   کار.  یراحت یاست که برا نيپاسخ ا م؟يدار  یاست چرا علامت منف نيا یسئوال بعد

 
اگر   شود.  یم ديد یکار است؟ پاسخ ، در قدم بعد  یراحت یبرا کار واقعا  نيا ميدان  یاما ، از کجا م

   .ميکن  یو اصلاح م ميگرد  ینباشد ، بر م ديکار مف نيا
 

 یمعمول ليفرانسيبه دو معادله د ميتوان  یمعادله بالا را م  .ميادامه ده به کار خود دي، اجازه دهخوب 
   .ميکن ميتقس

 
 

  يمدان  یاما چون نم  هستند. ساده ای  يلیخ يفرانسيلد یهر دو معادله بدست آمده بالا ، معادله ها
 مياما ، اگر بخواه  .ميدارد ، حل کنکه  یهمان جمله ا يعنی يیفضا مشتق يمتوان  ی، پس نم يستچ 

  ینم فعلا ، قتيدر حق  امکان وجود ندارد. نيا شهيگر چه هم  .ميرا حل کن  معادله زمان ميتوان  ی، م
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   .ميکن  را حل کدام چيه ميخواه
 

 طيشرا یعني جواب حاصلضرب ما ، مياست که مطمئن شو نيا قدم آخر
   .ميدار پس .  ،ميدو را در جواب بگذار هر  ديدهاجازه کند؟ پس    یرا بر قرار م یمرز

 

 
 

 هر  یاست برا اياست و  يا  .يريممعادله اول را در نظر بگ يداجازه ده
  ميقبلا هم گفت و  . یهيجواب بد یعني ميپس دارهر  یباشد برااما اگر 

   .ميهست  یهيبد ريبدنبال جواب غ ما  جواب است. کي   یخط معادله متجانس هر یبرا ،  یهيجواب بد
،  یشرط مرز ني، از دوم قيطر نيهم به٠ ميداشته باش ديبا کرد که ميلذا ، فرض خواه

 ميکه توانست ديباش داشتهتوجه   .ميکن یدور  یهياز جواب بد ميتا بتوانداشت  ميخواه
 ميتوانست  ینم نبودند ، اگر متجانس  متجانس بودند. آنها رايز ، ميده کاهش نيچن نيا را یمرز طيشرا

   .ميرا انجام ده کار نيا
 

  یبرا ديبا که ميديمرتبه اول رس ليفرانسيمعادله د کيها ، به  ريمتغ کيپس ، بعد از انجام تفک
   .ميحل کن یبرا يدمرتبه دوم که با یمعادله مقدار مرز يکو  يمحل کن
   .ميآنرا حل کن ، ميکن  یم  یکه سع تا بخش دوم  بود. نيبخش فقط هم نيهدف ا

 
  يم؟گرفت ياد يزیچه چ ينجاخوب ، تا ا

 يکمتجانس به  یمرز يطبا شرا  یمتجانس خط یپاره ا يفرانسيلمعادله د يمها ، توانست يرمتغ يکبا تفک
   .ميکن ليتبد  ينجاها ، ا از معادله  يکی یبرا  یمعمول يفرانسيلمعادله د

 
   .ديبکار بر ريز یپاره ا ليفرانسيمعادله د یها را رو ريمتغ کيتفک روشمثال 

    

 
 

 پاسخ 
  شده.  يقمنبع و کاملا عا يچبدون ه يممعادله حرارت دار يک ينجاا

 
    است. يرجواب حاصلضرب ما به صورت ز يمکن  یمانند مثال اول ، فرض مپس 
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پس   .يرسيممثال اول م  يجهکردن ، به همان نت ينبا جانشنکرده ،  ييرتغ يفرانسيلو چون خود معادله د

   است. ير، به صورت ز يمحل کن يدکه با یمعمول يفرانسيلدو معادله د
 

 
 

جواب حاصلضرب را  يدپس اجازه ده  .يمکار کن یمرز يطبود که با شرا ينا يقتمثال در حق يننکته ا
   .يمرا بدست آور يرز یتا صورت ها ، يمبگذار  در آنها

 

 
 
ّ ع  ميداشته باشهر  یبرا يمتوان  یو لذا نم يمکن یدور  يهیاز جواب بد يممانند مثال اول اگر بخواه ينا

 . ميداشته باش ديپس با
 

 
 

 . يدکن  ی، ملاحظه م يمآور  یها بدست م يرمتغ يکمساله با تفک ينخلاصه آنچه در ا يردر ز
 

 
 
 
 

   .يمآور  ی، چه بدست م يمحرارت  بکار بر بامعادله متناوب یمرز يطاگر شرا ينيمبب يدحالا ، اجازه ده
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   .ديبکار بر ريز یپاره ا ليفرانسيمادله د یها رو ريمتغ کيروش تفکمثال 

 

 
 

 پاسخ 
آنها را باز  يراگر مطابق ز  متجانس هستند. یمرز يطشرا ، یمرز يطشرا ينکه ا يدابتدا ، توجه کن   
  يمکن يسینو
 

 
 

   رساند.  یواضح تر به نظر م
 
 پس با   .يمرا انجام داده ا یپاره ا يفرانسيلمعادله د ينا

 

 
 

   هستند. ير، مطابق ز يمحل کن يدکه با  یمعمول يفرانسيلد یو دو معادله ها يمکن  یشروع م
 

 
 

   .يم، پس دار يمگذار  یشده م يسیباز نو یمرز يطجواب حاصلضرب را در شرا
 

 
 
 اگر  يمآور  یبدست م  يهیبد يرغکه جواب   ينيمبب يمتوان  یمو 
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 داشت.  يم، خواه يممساله بکار بر ينا یها را رو يرمتغ يکپس اگر روش تفک
 

 
 
 
 

چه بدست  ينيمتا بب يمثابت بکار بر یمعادله موج با مرز ها  یها رو يرمتغ يکروش تفک يدحالا ، اجازه ده
   .يمآور  یم
 

  . ديبکار بر ريز یپاره ا ليفرانسيمعادله د یها را رو ريمتغ کيروش تفکمثال 
 

 
 

 پاسخ 
به  یکار يقتدر حق مساله لازم است.  یبرا يراوجود دارند ، ز يهاول يطمانند ، معادله حرارت ، دو شرا  

 کند.   یهمانطو ر که قبلا گفته شد ، جواب حاصلضرب آنها را بر قرار نم يراز , يمآنها ندار
 

 يرمتغ يکاست که با استفاده از روش تفک ينمثال ا ينکرد. هدف ا يم، با آنها کار خواه یبعد یدر بخش ها
 . يمبرس یمعمول يفرانسيلمعادله دها ، به دو 

 
    .يمموج  بگذار را در معادله  جواب حاصلضرب يدپس ، اجازه ده

   .ميپس دار  اشتباه نشود.  هياول شرط نيدوم در تا با  ميکرد ليتبدرا به ،  ينجاا
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را در معادله حرارت که  لي، به همان دل ميرا به طرف راست منتقل کردکه  يدکن  یملاحظه م
 کند.   یآسان تر م  یرا کم هيحل مساله با شرط اولکار،   نيا  .ميجابجا کرد

 
است و در طرف راست که در معادله بدست آمده بالا ، طرف چپ فقط تابع  يدکن  ی، ملاحظه م ينهمچن

. پس بعد از بکار بردن عددثابت ميبر  یبکار م کيرا به عنوان عدد ثابت تفکباز هم ٠فقط تابع 
 .ميدار ، کيتفک

 
 

   .يمآور  یرا بدست م يرز یمعمول يفرانسيلد یپس ، دو معادله ها
 

 
 

 يطکردن جواب حاصلضرب ، در شرا ينپس با جانشمثال ، مانند مثال اول هستند ،  يندر ا يهاول يطشرا
   .يم، دار يهاول
 

 
 

   .يمها ، دار يرمتغ يکتفک با استفاده از روش
 

 
 
 
 

  . يمکن  یلاپلاس ، نگاه یبه معادله دو بعد يدحالا ، اجازه ده
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  . ديبکار بر ريز یپاره ا ليفرانسيمعادله د یها را رو ريمتغ کيتفکروش مثال 

 

 
 

 پاسخ 
زمان  يرمساله ، متغ يناست که در ا ينتفاوت اول ا  با معادلات حرارت و موج فرق دارد.  یمساله کم ينا

 یها يرمتغ يمکه گفت يدفراموش نکن  .يريمگ  یدر نظر م يی را فضا يرآن ، هر دو متغ یبجا  .يمندار
 ميدارو  يرهایمتغ یبجا يدکن  یملاحظه م ينجاو ا  مربوط به محور ها است. یها يرمتغ ، يیفضا

  است. شده نشان داده هستند که در مساله یها در دامنه ا ريمتغ هر دو ميکن  یفرض م نيهمچن٠و 
 یمرز طيشرا یآن ، مجموعه ها یبلکه بجا  .ميندار هياول طيشرا گرياست که د یمعن نيابه  ني، همچن نيا

 ٠ یبرا  یکي و یبرا  یکي  .ميدار
 

که عملا ،  ی. هنگام يلیالبته به دل  ، نا متجانس.  يکیو  يممتجانس دار یمرز يطشرا، سه   ينهمچن
   لازم است. ينا يقتدر حق که يدد يم، خواه يممعادله لاپلاس را حل کن ينا يمخواست

 
   .يمبر یرا بکار م يرمساله ، جواب حاصلضرب ز ينا یبرا
 

 
 

  .، يمرا در دست داشته باش یمرز يطشرا يفرانسيلقبل از پرداختن به معادله د اغلب ، راحت تر است که
 ، يمکار را کرده ا ينچون قبلا ا  .يمکن  يلرا تبد همه يدکه با يممتجانس دار یمرزشرط  حالت سه  يندر ا

   .يمآور  یرا بدست م يرز يجهکه نت يدخودتان نشان ده
 

 
 

   .يمکردن آن ، دار يکو تفک يفرانسيلدر معادله د ينکردن ا ينبا جانش
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که  ی، هنگام يدتوجه داشته باش  .يريمبگ يمعدد ثابت تصم  تفکيک  يک در مورد  يد، حالا با خوب   

  يفرانسييلکه معادله د يممطمئن شو يد، با يريمگ  یعدد ثابت م يکبه تفک يمتصم
 

 
 
در مورد جواب ما ،  يفبه تعر یبستگ ينالبته ، حروف ممکن است متفاوت باشند ، ا  شود. يداپ

جواب  یبرا معادله را ينچگونه ا  يمگفتبعد از مثال اول توجه شود که  يحاتدر توض   دارد. حاصلضرب
   .يمدار یمرز يطبه شرا ياجحل آن احت یهر حال برا   .دريمصفر ، حل کن يرجواب  غ يعنی  يهیبد يرغ
 

شرط  کيفقط  یاما ، برا  .ميدار یبرا ی، دوشرط مرز ينجامساله ما ا یپس ، برا
است و لذا ، شامل  ميحل کن ديکه با یمساله با مقدار مرزکه  مينيب  یم نيو بنا بر ا  .ميدار یمرز

   .ميرا انتخاب کن ديبا نجايا  .ميانتخاب کن کيلازم است عدد ثابت تفک
 

   .يمدار يکبا استفاده از عدد ثابت تفک
 

 
 

   است. ير، به صورت ز يمآور  یکه از معادله لاپلاس بدست م یمعمول يفرانسيلپس ، دو معادله د
 

 
 

   .يم، دار يمکن يسیرا باز نو ينو اگر ا
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   تفاوت.  ی، اما با کم يمکرده ا را قبلا حل ينکه ا يدکن  یحالا ، ملاحظه م
 

   .يمکن  یخلاصه م پس
 

 
 
 
 

 مثال 
 .  يدانجام ده يرز يفرانسيلمعادله د یها را رو يرمتغ يکتفک

 

 
 

 پاسخ 
است و هم متجانس.    یکه هم خطمعادله حرارت است با جمله مبدا  يک ينا

 . ميمخلوط  دار یشرط مرز ديکن  یملاحظه م نيهمچن
 Prescribed Temperature   حرارت محدوددر   

 در  Newton’s Law of Cooling     وتنين یو قانون خنک ساز
 . يمکن  یشروع م يرپس با فرمول ز

 

 
   .يم، دار یپاره ا يفرانسيلکردن آن درمعادله د ينو با جانش
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 شود   یکار جمله دوم سمت راست م نيبا ا  .ميکن ميتقسرا بر  يناست که طرف ينا یقدم بعد
   .کي
 

   .ميدار رييعدد ثابت تغ  یو معرف کيپس بعد از تفک
 

 
 

   .ميرا دار ريز یمعمول ليفرانسيد ی، معادله ها یسيباز نو  یبا کم
 

 
   .ميکن  یکار م یمرز طيحالا ، با شرا

 

 
 

 اگر  ميآور  یبدست م  یهيبد ريکه جواب غ ديکن  یملاحظه م
 

 
 

   .يمدارها  يرمتغ يکپس ، با انجام تفک
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  Solving the Heat Equationحل معادله حرارت بخش 
 
 کيدر بخش قبل تفک . ميرا بطور کامل حل کن یپاره ا ليفرانسيمعادله د کيکه  دهيحالا  ، وقت آن رس 

 ليفرانسيد یتا آنها را به معادله ها ميبکار برد یپاره ا ليفرانسيمعادله د نيها را در مورد چند ريمتغ
 یرا برا جهيو نت ميکن  یرا حل م یمعمول ليفرانسيد یبخش ، آن معادله ها نيدر ا  .ميکاهش ده یمعمول

معادله  یبخش رو نيدر ا  .ميبر  ی، بکار م یپاره ا ليفرانسيمعادله د یجواب برا کيبدست آوردن 
  . ميکن  یمعادله لاپلاس و معادله موج را حل م یبعد یو در بخش ها ميشو  یحرارت متمرکز م

 
 نيا صفر.  یحرارت یاست با مرز ها لهيم کيحرارت در  عي، توز ميپرداز  یبه آن مکه  یمساله ا نياول

  . ميده  یکار را در چند مرحله انجام م
 

 طيو شرا یپاره ا ليفرانسيکه معادله د یجواب است ، بطور کيکردن  دايپ ميده  یکه انجام م یکار نياول
کند ، بلکه   یرا بر قرار نم یاديز یمرز طيآورد ،شرا ميکه بدست خواه  یجواب را بر قرار کند.  یمرز

   کند.  یبر قرار م یرا بخوب هيشرط اول کي
 

 مثال 
 را هم بر قرار کند.  یمرز طيکه شرا ديکن دايپ ريز یپاره ا ليفرانسيمعادله د یجواب برا کي
 

 
 
 پاسخ  

،  ميکار را در بخش قبل انجام داد نيچه ا گر ها است.  ريمتغ کي، تفک ميانجام ده ديکه با یکار  نياول   
   .ميخلاصه کن ميآنچه انجام داد دياجازه ده

 
   خواهد بود. ريجواب به صورت ز ميکن  یابتدا ، فرض م

 

 
 
 کيدر تابع  کيتا  ميکن  یمعادله را جدا م  .ميگذار  یم یمرز طيو شرا یرا در معادله مشتق پاره ا نيا

  .رديقرار گ گريدر طرف دتابع  کيطرف 
کار به ما دو معادله  نيا  .ميکن  یم  یمعرف  Separation Constant   کيعدد ثابت تفک کيوسپس   
 ليفرانسيو دو معادله د  .ميانجام داددر بخش کار را در مثال  نيا  دهد.  یم یمعمول ليفرانسيد

   هستند. ري، به صورت ز یمعمول
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 دي، اجازه ده ستيچ ميدان  یاما ، چون هنوز نم  .مي، حل کن ميتوان هر وقت بخواه  یتابع زمان را م
توان در   یرا م یاز مسائل ، فقط مساله مقدار مرز یاري، در بس گرياز طرف د  .ميآنرا کنار بگذار فعلا

       .ميکن هم حالا حل گريتابع د آن ديباش نداشته مرحله حل کرد ، پس انتظار نيا
    

است و بر اساس  یمساله مقدار مرز کي یکه مربوط است به محور ها  یهمان تابع اي يیتابع فضا
 یعني  یهيبد ريجواب غ یدارااز  ینيمع ريمقاد یتنها برا ميگفت ژهيتابع و/ ژهيآنچه در بخش مقدار و

را  ژهيو ريکه آن مقاد یهنگام   . ميدينام ژهيو ريکه ما آنها را مقاد ديو بخاطر دار  صفر هستند. ريغ
   .ميکن دايرا پ ژهيو یتابع ها ميتوان  ی، م ميبدست آور

 
   .ميحل کرد  یبرارا  يی مساله فضا قتيدر حق

 

 
 

   .ميکن یعمل م نجاي، ا ميقبلا گفترا که   یحالتسه 
 

   است. ري، به صورت ز ليفرانسيکه جواب معادله د ميدان  یحالت م نيدر ا
 

 
 

   .مي، پس دار ميبر  یرا بکار م اول یشرط مرز
 

 
 

   .ميبالا ، دار جهيو با استفاده از نت ميبرا  یدوم را بکار م یشرط مرز
 

 
 

  ميداشته باش ديبا یعني،  ميهست  یهيبد ريما بدنبال جواب غ
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   است. ري، به صورت ز یمساله با مقدار مرز نيمربوطه ا ژهيو یمثبت و تابع ها ژهيو ريپس ، مقاد
 

 
 

  یبعداً م نرايا  شود.  یحل م یگريدثابت  در عدد راي، ز  ميندار اجياحت ژهيدرتابع وکه به  ديتوجه دار
   .مينيب
 
 

   است. ريبه صورت ز ليفرانسيحالت جواب معادله د نيدر ا     
 

 
 

   .ميپس دار ، ميبر  یرا بکار م یمرز طيشرا
 

 
 

 ژهيمقدار و کي، پس است   یهيبد،  جواب   ميآور  یم بدست که  یجواب تنهاحالت ، نيدر ا
   .ستين یمساله با مقدار مرز نيا یبرا
 
 

   است. ري، به صورت ز ليفرانسيحالت ، جواب معادله د نيدرا
 

 
 

   .مي، دار یشرط مرز نيبا بکار بردن اول
 

 
   .ميو با استفاده از شرط دوم ، دار
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 است. یعني نياست ، و او لذا  ميفرض کردچون پس ،
   .ميآور  یبدست م  یهيصورت فقط جواب بد نيو در ا ميداشته باش ديپس با 
 

   .ميندار یمرز طيمساله با شرا نيا یبرا  یمنف ژهيمقدار و چيلذا ، ه
 
   است. ريصورت ز ، به ژهيو یو تابع ها ژهيو ريکامل مقاد ستيل

 

 
 
 

   .ميحل کنرا  زمان  ليفرانسيمعادله د ديحالا ، اجازه ده
 

 
 

 یبجا  .ميکن ینم نيجانش  ،آنرا  شتريب یگم در از سر یدور یبرا ، اما فعلا ميدانيرا مگر چه مقدار 
   .ميمقدار ممکن دار تينها  ی، تعداد ب ديکه بخاطر داشته باش نيا ی، برا ميبر  یرا بکار مآن 

 
   مرتبه اول است. ريپذ کيتفک  یخط ليفرانسيمعادله د کي نيا  است. ريپس جواب به صورت ز

 

 
 

 کي  ميتوان  یم تيپس در نها، ميحل کردو   ميبدست آورد را یمعمول ليفرانسيدو معادله دخوب ، حالا هر 
   است. ريپس  جواب حاصلضرب به صورت ز  .ميجواب دار تينها  یب قتيحق دراما،   .ميسيبنو  جواب

 

 
 

در    را به   نيهمچن  .ميجواب متفاوت دار کيهر  یبرا مييتا بگو ميبکار برد ديتوجه کن
در   را ني، و همچن ميدارمتفاوت   جواب کيهر  یبرا ميتا نشان ده ميکرد ليتبد  زمان مساله

   .ميباش عدد ثابت در جواب داشته کيتا   .ميکرد ليمستح
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 مثال 

  . دي، حل کن ريز هياول طيشرا یرا برا ريمساله حرارت ز
 

 
 

 
 پاسخ 

 
 

 بود. ريبه صورت ز ميکه بدست آورد  یجواب نيآخردر مثال   .ستين ني، اما چن ديآ  یبه نظر مشکل م
  

 
   

 ‘  .ميپس دار  .ميقرار دهو است در جواب بالا      یکاف
 

 
 

مثال اول و لذا معادله  یجواب حاصلضرب است برا کي نيا  .مي، بدست آورد ميخواستيکه م  یجواب
،  ميقرار دهاگر  رايکند ، ز  یرا بر قرار م   هياول و شرط  یمرز طيو شرا یپاره ا ليفرانسيد

   رود.  یم نيتوان از ب
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  Principle of Superposition      یاصل بر هم نه  است.  یقبل  یاسان به بايهم تقر نيا
، پس  ميدار نجاي، که ا ميمتجانس داشته باش  یمعادله خط کي یاگر دو جواب برا ميکه گفت ديرا بخاطر آور

را همان طور که در و است که  نيا ميانجام ده ديپس ، آنچه با  جواب است. کيمجموع آنها هم 
 را بر قرار کنند و سپس آنها را هياول طياز شرا کيکه هر  ميانتخاب کن یبه صورت ميقسمت اول انجام داد

 . ميدار  کار نيبا ا  .ميبا هم جمع کن
 

 
 
   کند.  یرا بر قرار م یو مرز هياول طيشرا قتيکه در حق دينيوبب ديامتحان کن ديتوان  یم
 
 

 کند.   یرا بر قرار م هيمثال ، حد اقل چند شرط اول نياول یکه جواب ما برا مييديپس د
 

 ميتوان  یم مينيتا بب مي، توسعه ده ميبکار برد مثال دوم را که در قسمت دوم یا دهيا ديحالا ، اجازه ده
،  ستيمنحصر به دو جواب ن یبر هم نهاصل   البته را بر قرار کند.  هيکه هر شرط اول ميکن دايپ  یجواب

معادله  یجواب برا کيهم ،  ريجواب زمثلا   هم بکار برد. یشتريتعداد ب یتوان آنرا برا  یبلکه م
   است. یپاره ا ليفرانسيد
 

 
 

را هم بر  هيکند ، بلکه هر شرط اول  یرا بر قرار م یمرز طيجواب نه تنها شرا ني، ا ديکن  یملاحظه م
   کند.  یقرار م

 

 
 

  داد.  ميتعم تينها  یتوان تا ب  یم یحت
 

 
 یرا برا هيفور ینوسيس یتوان سر  یم یحت است.  هيفور ینوسيس یسر  قايراست  دق  سمت  یسر نيا

   بکار برد.در  یپاره ا وستهيپهر تابع 
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  یجواب ، م یبرا هيباشد ، بعد از بکار بردن شرط اول یپاره ا وستهيپ،   هيکه شرط اول  یپس ، در صورت
 . ميداد  یانجام م هيشرط اول یبرا هيفور ینوسيس یمانند آنچه در مورد سر  ، ميرا مشخص کن ميتوان

 ريها هم به صورت ز بي، ضر ميکن دايها ، آنها را پ نوسيبا استفاده از متعامد بودن س ميتوان  یپس م 
   هستند.

 
 

  . ميحل کنرابطور کامل  یپاره ا ليفرانسيمعادله د کي ميتوان  یم تيپس ، در نها
 

 مثال 
  . ديرا حل کن ريز یمساله با مقدار مرز

 

 
 پاسخ 
   .ميانجام داد قبل  یکار ها را در مثال ها شتريب راي، ز ميانجام ده ديکه با ستين یاديکار ز

 
   است. ريابتدا ، جواب به صورت ز

 

 
 

   هستند. ريها به صورت ز بيضر
 

 
   .مي، دار ميها را در جواب بگذار نياگر ا
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   قيکاملا عا یبا مرز ها لهيم کيبه انتشار حرارت در  ميدار  یمجددا نگاههم  یدر مثال بعد
Perfectly Insulated  

که  يرسيمم  یو به جواب يمده  یمثال ساده انجام م يکجواب کامل را مانند  . يرويمقدم به قدم جلو نم يگرد
  کند.   یرا بر قرار م یپاره ا يوستهپ  يههر شرط اول

 
 مثال 
  . يدکن يداپ يرز یپاره ا يلمعادله دفرانس یجواب برا يک

 

 
 

 پاسخ 
 نيپس ، بعد از فرض به ا  .ميمساله بکار برد نيا یها را برا ريمتغ کيروش تفکبخش در مثال 

 است  ريصورت ز که جواب به
 

 
 

   .يمحل کن يد، که با يمرا بدست  آورد يرز یمعمول يفرانسيلها ، دو معادله د يرمتغ يکوبکار  بردن تفک
 

 
 

 ني، پس مانند مثال اول در هم ميحل کرد یرا برا یمساله مقدار مرزبخش در مثال 
اجازه     .ديبخش مراجعه کن ني، به ا ديهست یآور اديبه  لياگر ما  داد. مينخواه یاديز حاتيبخش ، توض

   .ميکن  یرس ها را بر، سه حالت  ديده
 
 

   است. يربه صورت ز يفرانسيلجواب معادله د
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 . يماول ، دار یبا استفاده از شرط مرز

 

 
 

   دهد.  یبه م یشرط دوم مرز
 

 
 

 اگر  ميآور  یبدست م  یهيبد ريجواب غ یپس فقط هنگام  است.که فرض ما  يدبخاطر داشته باش
 

 
 

   است. يرمساله به صورت ز ينمربوطه ا يژهو یمثبت و تابع ها يژهو يرباشد ، مقاد
 

 
 
 

   است. يربه صورت ز  یجواب کل
 

 
 

   .يمدار یشرط مرز ينبا بکار بردن اول
 

 
 

   است. يربه صورت ز  یجواب کل،  ينابا استفاده از 
 

 
 

 نيا یبرا ژهيمقدار و کيلذا ،   کند.  ی، بر قرار م دوم را  یشرط مرز ينا يدکن  یو ملاحظه م
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   است. ريمربوطه به صورت ز ژهيمساله است و تابع و
 

 
 

 
   است. ريبه صورت ز  یجواب کل

 

 
 

   .يمدار یشرط مرز ينبا استفاده از اول
 

 
 

 .دهد   یبه ما م یشرط مرز يندوم
 

 
 

 ميداشته باش ديبا نياست.  بنا بر ااست و لذا  يمدان  یم

   ندارد.  یمنف يژهمقدار و يچه یمساله با مقدار مرز يجهدر نت
 

   است. يرمساله به صورت ز ينا یبرا يژهو یو تابع ها يژهو يرکامل مقاد يستپس ل
 

 
 

، پس مجموعه  ميآور  یآن بدست م ژهيو  وتابع پس  ميفرض کناگر  يدکن  یملاحظه م
   است. ريبه صورت ز ژهيو یو تابع ها ژهيو ريمقاد
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  يعنی  مساله زمان هم ، مانند مثال اول است.
 

 
 

   است. يرپس ، جواب حاصلضرب به صورت ز
 

 
 

 است.  يربه صورت ز یپاره ا يفرانسيلمعادله د ينو جواب ا
 

 
 

   .يم، دار يمرا بکار بر يهاگر شرط اول
 

 
 

 یرویبرا Fourier Cosine Series    يهفور ينوسیکس یسربجز  يزیچ ينکه ا ينيمب  یو م
کردن  دايپ یبرا ميها استفاده کن نوسياز متعامد بودن کس ميتوان  ی، پس باز هم م   ستين

   .ميپس دار ها ، بيضر
 

 
 
 

حلقه  يکحرارت را در  يعتوز يمخواه  یم  .با دو مثال اول متفاوت است  یبخش ، کم ينمثال ا ينآخر
است ،  که درجه نازک   یحلقه بقدر يناست و همچن يقکاملا عا یسطح جانب . يمکن  یمدور نازک بر رس

   کند.  ینم ييرحرارت در حلقه نسبت به فاصله با مرکز حلقه تغ
 

  ميکن  یباشد و فرض م  يمکن  یفرض م يدکن  یملاحظه م يرز يرهمان طور که در تصو
  نقطه.  يناز اطول کمان  حلقه باشد 
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نقطه  نيو اگر به سمت چپ ا ميحرکت کنمثبت باشد ، اگر به سمت راست   يمکن  یفرض م
 نيبا ا  کنند.  یم یبا هم تلاقو حلقه  یدر بالا  یعني نيباشد. ا  یمنف،  ميحرکت کن

بخش  نيکه قبلا در ا یمعادله ا جهيو در نت ميريدر نظر بگبطول  لهيم کيحلقه را  ميتوان  یکار م
   ، مصداق دارد. ميقرار دار  یمورد بر رس

 
  ینظر مدر  Perfect Thermal Contact    کامل  یاتصال حرارتحلقه ، دو انتها را  یدر انتها  
 Heat Fluxحرارت  انيجرو هم  Temperature      درجه حرارتهم انتها ، در دو  یعني نيا . ميريگ
  . ميداشته باش ديبا گريبه عبارت د باشند.  یمساو ديبا
 

 
 
  . مينام  یم Periodic Boundary Conditions    متناوب  یمرز طيشرارا  نيا

 
 مثال 

  . ديکن دايپ ريز یپاره ا ليفرانسيمعادله د یجواب برا کي
 

 
 

   پاسخ 
  ميکن فرض پس اگر . ميمساله بکار برد نيها را در مورد ا ريمتغ کيروش تفکبخش در مثال    

 .باشد ريجواب به صورت ز
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   .ميحل کن ديکه با ميآور  یرا بدست م ريز یمعمول ليفرانسيدو معادله د
 

 
 

 ژهيو ريرا در بخش مقاد نيمانندا یمساله با مقدار مرز کي، قبلا  ميديهمان طور که در دو مثال قبل د
   .ديبه آن بخش مراجعه کن ديدار شتريب حيبه توض اجيپس اگر احت٠با  ميحل کرد ژهيو یتابع ها/
 

   .ميکن  یبر رس ديکه با ميباز هم سه حالت دار
 

   است. ريبه صورت ز ليفرانسيمعادله د نيا  یجواب کل
 

 
 

تابع  کي نوسيتابع زوج است و س کي نوسيکه کس نيو بخاطر آوردن ا یشرط مرز نيبا استفاده از اول
   .ميفرد ، دار

 

 
 
 تواند صفر باشد.  یاز آنها م  یکي ايکه آ مييبگو نوسيس ايدر مورد  یزيچ  ميتوان یمرحله نم نيدر ا  
   .ميشرط دوم را بکار بر ديپس اجازه ده 
 

 

 ميداشته باش ميباشد ، پس مجبورهستاما اگر   .ميبالا بدست آورد هيشب یزيچ

   .ميخواه  ینم که ، دهديما م به  یهيجواب بد نيو ا٠
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مثبت  ژهيو ريقبل مقاد  یمثال ها یاساس کار ما رو بر که ميداشته باش ديبا یعني نيا

   است. ريز صورت به مساله ، نيا یبرا

 
 

است که هر  نيا ميدان  یآنچه م  است. اياست  ميوجود ندارد که فکر کن  یليحالا ، دل
 ريمربوط به مقاد ژهيو یدو مجموعه تابع ها ميتوان  یم قتيحق در یعنيپس   شوند. توانند صفر  یدو نم

 و آنها عبارتند از   .ميمثبت داشته باش ژهيو
 

 
 
 

   است. ريبه صورت ز  یجواب کل
 

 
 

   .ميدار یشرط مرز نيبا استفاده از اول
 

 
 

   است. ريبه صورت ز  یپس جواب کل

 
 

 طيمساله با شرا نيا یبرا ژهيمقدار و کيلذا   کند.  یبر قرار م را یشرط مرز ني،دوم   نيو ا
   است. ريهم به صورت ز مربوطه ژهيو یو تابع ها  است. یمرز

 

 
 
 

   است. ريز به صورت  یحالت ، جواب کل نيا یبرا
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 نوسيزوج است و س کيپرباليه نوسيکه کس قتيحق نيو با توجه به ا یشرط مرز نيبا استفاده از اول
   .ميفرد است ، دار کيپرباليه
 

 

 ديگو  یبه م نياست.  اباشد و لذا   یماست که  نيحالت فرض ما ا نيدر ا

 ٠ ميداشته باش دياست.  پس با

 
   .ميپس دار ، ميرا بکار بر یشرط مرز نيدوم دياجازه ده

 

 
 

 ژهيمساله مقدار و نيو لذا ا  باشد.که  نيا جز ميندار  یراه چيهبر اساس فرض ما در مورد 
   ندارد.  یمنف
 

 نوسيرا در  کسکه  ديو توجه کن ميدار را ريز ژهيو یو تابع ها ژهيو ريمجموعه مقادخلاصه ، 
   کند.  یساده م  یکار ها را کم ريز  .ميادغام کرده ا

 

 
 

   .ميدار پس  حرارت قبل است، مساله مساله زمان مانند دو
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که معادله  ميدو جواب حاصلضرب ممکن دار قتيدر حق نجايا  با دو مساله قبل فرق دارد.  یمساله کم نيا
 و آنها عبارتند از   کنند.  یرا بر قرار م یمرز طيو شرا یپاره ا ليفرانسيد
 

 
 

 یپاره ا ليفرانسيمساله د نيهم جواب ا نهايپس مجموع هر کدام از ا هم معتبر است ، نجايا یاصل هم نهشت
   است.

 

 
 

   .مي، دار ميرا بکار بر هياگر شرط اول
 

 
 

شرط  کي یکامل برا هيفور یاست که سر نيا نجايتفاوت ا  . ميدار هيفور یو باز مانند دو مثال قبل ، سر
   .ميداردر  یپاره ا وستهيپ هياول
 

   هستند. ريها هم به صورت ز بيضر
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 ینوسيو کس ینوسيس یکه سر  یدارد در صورتبه بازه  اجيکامل احت  هيفور یسر کي

   دارد.به  اجياحت هيفور
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 صفر  ريغ یحرارت یمعادله حرارت با مرز هابخش 
Heat Equation with Non-Zero Temperature Boundaries 

  . ميپرداخت ريبه مساله زدر بخش 

 
  ی، کم ميکه حرارت در دو انتها ثابت نگاه دار نيوجود ندارد.  اما ا یاشتباه چيدور مورد مساله بالا ه

شده و حلقه  قيعا یمرز ها یعني،   ميقرار داد  یمورد بر رس که گريدو مساله د   است. نانهيب رواقعيغ
 .تر هستند   ینازک ، مسائل واقع

 
  . ميبحث کن ريدر مورد مساله ز ميخواه  یبخش م نيدر ا

 

 
 

است که روش  نيا نجايمشکل ا  هستند. ايثابت  یحرارت ها  یدارا  حالت ، مرز ها نيدر ا
که روش  دياوريبخاطر ب  .ستنديمتجانس ن گريد یمرز طيشرا رايکند ، ز  یکار نم گريها د ريمتغ کيتفک
و   ی، خط یمرز طيو هم شرا یپاره ا ليفرانسيدکند که هم معادله   یکار م یها فقط هنگام ريمتغ کيتفک

، مساله را  ميکن  یکه سع ني، قبل از ا ميکار کن یمرز طيبا شرا یقيپس ، لازم است به طر  متجانس باشند.
   .ميحل کن

 
  .ميقرار ده  یمساله را مورد بر رس نيا  یکم دياجازه ده کار وجود دارد.  نيا یبرا  یخوشبختانه راه اسان

ما   یمرز طي، شرا نيکند. همچن  کم لهيم از اياضافه  لهيبه م یحرارت یکه انرژ ستين یمنبع چيه 
وجود  هياول یحرارت انيجر چيکنند وه رييبه زمان تغنسبت  توانند   یهستند ، پس نم یثابت یحرارت ها

از آن  ايوارد  لهيبه م یحرارت یانرژ چيپس ، ه  کم کند. اياضافه  یحرارت یانرژ وستهيندارد که بطور پ
   است. ثابت شود و  ینم جاديا لهيدر حرارت م یرييتغ چيپس ه  شود.  یخارج نم

 
به صورت حرارت  عيتوزکه  ی، هنگام ميانتظار داشته باش ديبا گريبه عبارت د اي
 کند.   یرفتار م ريز
 

 
 ديتوجه داشته باش  شود.  یم دهينام Equilibrium Temperature  تعادل حرارت ،  نجايا

 رايکند ز  یرا بر قرار نم هياما ، شرط اول را بر قرار کند.  یمرز طيمعادله حرارت و شرا  ديبا نيکه ا
 پس تعادل  است.در  هيکه شرط اول   یدر صورتکه  یحرارت است هنگام عيتوز نيا

 را بر قرار کند.  ريزشماره  ديحرارت با
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اگر از آن دو مرتبه انتگرال   باشد.  یمرتبه دوم است که حل آن آسان م یمعمول ليفرانسيمعادله د کي نيا

  . مي، دار ميريبگ

 
 .داشت  ميبه عهده شما است ، خواه ني، ا یمرز طيبکار بردن شرا و با 

 
   .ميرا داشته باش ريز فيتعر ميکن  یبالا دارد ؟ فرض مبه حل مساله شماره   یچه ربط نيخوب ، ا

 
   است.شماره  یتعادل حرارت برااست و حل شماره ،  نجايا

 
  . ميکن یسيباز نو ريرا مطابق ز نيا ديحالا ، اجازه ده

 
  . ميريچند مشتق بگ ديو اجازه ده

 
تعادل حرارت است و لذا مستقل از زمان که  ميرا بکار برد قتيحق نيدر هر دو مشتق بالا ، ا

 را بر قرار کند. شماره  ليفرانسيمعادله د ديو با  است.
 
را بر قرار  یپاره ا ليفرانسيد   معادله همان ديبا وهم    هم   که ديگو  یبه ما م نيا

   چه باشد. ديبا یبرا یمرز طيو شرا هياول طيشرا ميني، بب ديکند. اجازه ده

 
پاره  ليفرانسيمعادله د ، متجانس هستند.  یمرز طيعملا در هم و بر هم است ، اما شرا هيپس ، شرط اول

  است.  ريبر قرار کند ، به صورت ز ديکه با یا

 
  است.  ريپس جواب به صورت ز م،يرا حل کن نيچگونه ا ميديدبخش در مثال 
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  هستند.  ريها هم به صورت ز بيضر

 
  است.  ريبه صورت زپس جواب شماره 

 
  . ميها را در بالا داد بيو ضر
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 Laplace’s Equationمعادله لاپلاس بخش 
   يعنیلاپلاس است.  یمعادله دو بعد،  يممورد بحث قرار ده يمخواه  یکه حالا م یپاره ا يفرانسيلمعادله د

 

 
 

معادله  ينا يااست که آ ين، ا يدآ  یم يشپ يعیسئوال که بطور طب يکمساله ،  ينقبل از شروع به حل ا
  يعنی . يريمحرارت را در نظر بگ یاگر معادله دو بعد است.  یشود؟ جواب ، ار  یم يداپ  يیجا
 

 
 

جواب  Equilibrium Solution   کردن يداشود به پ  یشود که معادله لاپلاس مربوط م  یملاحظه م
  یم يداپ يزيکمسله در ف ينپس ا وجود نداشته باشد.   یمنبع يچمستقل از زمان، اگر ه جواب يعنی،  تعادل
   شود.

  
  یدر آن مساله را  حل م که دارد  یشئ یدو بعد یبه فضا یبستگ يمکه چگونه معادله لاپلاس را حل کن ينا

 نيا یبرا . ميحل کن، يلیمختصات مستط یمساله را رو يداجازه ده .  يمکن
   .ميدار یمرز طيهمراه با چهار شرا لاپلاسمعادله  فضا 
 

 
 
،  يرهر دو متغ  .يمندار يهاول يطاست که بر خلاف معادله حرارت ، شرا ينا يمدار ينجاکه ا  یمهم يزچ

 یشوند ، پس برا  یبه صورت مشتق مرتبه دوم ظاهر م يرمتغمخصوص هستند و هر  یها يرمتغ
  . يملازم دار یدو شرط مرز يرهرمتغ

 
است و   یهم خط یا پاره يفرانسيلکه معادله د   یاست ،  در حال ينا يممطرح کن يدکه با يگریموضوع د

 يراکند ، ز  یم يجاد، مشکل ا ينا . يستندهستند ، اما متجانس ن  یفقط خط یمرز يطهم متجانس ، اما شرا
   .يمباش متجانس داشته یمرز يطها ، لازم است شرا يرمتغ يکدرروش تفک

 
از چهار  يکیهر مرتبه آنرا با فقط  . يمکن  یچهار مرتبه حل م آنرا يدبا حل کامل معادله لاپلاس ،  یبرا

  متجانس هستند.  يهکه سه شرط بق  یمتجانس باشد ، در حال يرتواند غ  یکه م یشرط مرز
 

 کرد.   يانب يرز یها يرتوان بهتر با تصو  یچهار مساله را م
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 يربه صورت ز     شماره يعنی , ما  یاصل يستم، جواب س يمچهار مساله را حل کرد ينکه تمام ا یوقت
 خواهد بود. 

 

 
 

جواب معادله لاپلاس  يکقطعه ها  يناز ا يکوهر و متجانس است ،   یمعادله لاپلاس ، خط يمدان  یچون م
را  یاز چها ر شرط مرز يکجواب هر  ين، ا ينجواب خواهد بود. همچن يکهم  است ، پس مجموع آنها

 . يدکه ثابت کن يمگذار  یرا به عهده شما م يهو بق يمکن  یرا ثابت م ينکند. اول  یبر قرار م
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در مسائل معادله  يهشرط  اول ینا متجانس تک و تنها ، جا یحالت ها ، آن شرط مرز يناز ا يکدر هر 
از مسائل بکار  يکها را در هر  يرمتغ يکروش تفک  .يردگ  ی، م يمحرارت که در دو بخش قبل حل کرد

متجانس را بر قرار  یو سه شرط مرز يفرانسيلکه معادله د يمکن  یم يداجواب حاصلضرب پ يکو  يبريمم
را  یشرط مرز ينو سپس آخر يمکن  یم پيدامساله  یبرا جواب  يک،  یبا استفاده از اصل بر هم نه  کند.

   .يمکن يدامانده ، پ  یمساله باقاعداد ثابت که در  تا مقدار يمبر  یبکار م
 
  . يمگذار  یرا به عهده شما م يهو بق يمده  یدو حالت را انجام م ينجاا

 
 مثال 
  . يدکن يداپ يرز یپاره ا يفرانسيلدمعادله  یجواب برا يک

 

 
 

 پاسخ 
 . يراستجواب ما به صورت ز يمکن  یفرض م

 

 
 

 ، در مثال  یدر نام گذار ييرتغ  یمساله ، با کم ينها را در مورد ا يرمتغ يکتفک ينا يدو بخاطر آور
 یمعمول ليفرانسيها ، دو معادله د ريمتغ کيتفک ميدان  یپس براساس آن مساله م  .ميانجام دادبخش 

   .ميحل کن ديدهد که با  یرا به ما م ريز
 

 
 

  .يمرا حل کن یابتدا مساله مقدار مرز يدبا حالت ، بر خلاف معادله حرارت ، ينکه در ا يدتوجه داشته باش
  یشرط مرز کياول بالا را با فقط  ليفرانسيمعادله د ميوجود ندارد که بتوان  یراه چيهبدون شناخت 

 گذارد.   یجواب اثر م یروعلامت  يراز  .يمحل کن
 

دو  نجاي، پس ا ميحل کردبخش مثال در را   یبا مقدار مرزمساله  ينا يدتوجه داشته باش ينهمچن
 هستند. ري، به صورت ز ژهيو یو تابع ها ژهيو ريدر حروف بکار رفته ، مقاد رييبا تغ  .ميکن  یباره حل نم
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   .ميسيبنوبکار بردن مقدار را با  ليفرانسيمعادله د نياول دي، اجازه ده ميدان  یرا م ژهيو ريحالا که مقاد
 

 
 

  است. ريجواب آن به صورت ز ميدان  یبالا مثبت است ، پس م ليفرانسيدر معادله د بيچون ضر
 

 
 

 کيهم  ريکه ، جواب ز افتيتوان در  یپس م  .ستين یمناسب شرط مرز يقتاحق يناما ، ا
   جواب است.

 

 
 
با بکار بردن   جواب است. يک يقتدر حق ينا که يدو چک کن يدبگذار يفرانسيلرا در معادله د ينشما ا يدبا

   .يمجواب ، دار يندر مورد ا تک و تنها  یشرط مرز
 

 
 

 شود   یم ، يفرانسيلمعادله د ينجواب اول
 

 
 

حالا به  يرز  .يستن یمساله ا يناما ا  .يمداشت یشرط مرز يکفقط  يراز  .يمبرو يشپ يمتوان   یم ينجاتا ا
 .يمده يلتشک یپاره ا يفرانسيلمعادله د ينا یبراجواب حاصلضرب   يمتا بتوان يماطلاعات دار  یاندازه کاف
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   است. يربه صورت ز یپاره ا يفرانسيلدمعادله  ينا یجواب حاصلضرب برا يک
 

 
 

   ما است. یپاره ا يفرانسيلمعادله د یجواب برا يک يرجواب ز يدگو  یم یاصل بر هم نه
 

 
 

   کنند.  یرا بر قرار م یجواب ، سه شرط مرز ينو ا
 

    .يمرا بکار بر یشرط مرز يناست آخر  یکردن اعداد ثابت کاف يداپ یبرا
 

 
 

 ينا ينجااختلاف ا  .است يهفور ینوع سر يک ينو آشکار شده که ا يمرا انجام داده ا يندر مسائل قبل ، ا
   است. ريبه صورت زحالا  يهفور  سينوسی یسر  یها يبضراست که 

 

 
 

 فقط  یبجا
توان   یپس ضرب ها را م  ها است. يبضر یسر يک، فقط  يهفور ينوسیس یسر يککه  يدبخاطر آور

  Fourier Sine Series   يهفور ينوسیس یسربا استفاده از همان فرمول ها که در بخش 
 . ميکن  دايپتابع  يک یگفته شد ، برا

 

 
   توان کرد.  ینم یکار  در هم و بر هم است.  یکم
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 مثال 
  . يدکن يداپ يرز یپاره ا يفرانسيلمعادله د یجواب برا يک

 

 
 پاسخ 

 . يمکن  یپس شروع م   .يمآن انجام نداده ا یها رو يرمتغ يکاست که تا کنون ، تفک یمساله ا يناول ينا
 باشد.  يرجواب به صورت ز يمکن  یفرض م

 

 
 
عدد ثابت  يمخواه یکه م یهنگام يراز ,  يمبر  یمتجانس بکار م یمرز يطدر مورد شرا  را ينابتدا ، ا 

آنرا به عهده  يلدل  خواهد بود. يربه صورت ز یمرز يطشرا  .يمها را لازم دار ين، ا يمانتخاب کن يکتفک
   .يمگذار  یشما م

 

 
 

   .يمگذار  یم يفرانسيلحالا ، جواب حاصلضرب را در معادله د
 

 
 

پس اجازه  ميدارمتجانس رو   یشرط  مرز دو . يمرا انتخاب کن يکحالا ، لازم است عدد ثابت تفک
آشنا به ما  یمساله با مقدار مرز کي یبرا ليفرانسيتا معادله د ميانتخاب کن یعدد ثابت را طور ديده

به  اجياحتحالت بر خلاف حالت  نيدر ا  .ميکه لازم نشود کار را دوباره انجام ده یدهد بطور ليتحو
   .ميدار
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پس بعد از اضافه کردن عدد ٠  یو گاه ميانتخاب کن کيعدد ثابت تفک یلازم است برا  یگاه
   .ميدار کيثابت تفک

 

 
 

    به , آنها  یمرز يطبا  شرا همراه ،  يمآور  یحالت بدست م ينکه در ا یمعمول يفرانسيلو دو معادله د
   است. يرصورت ز

 

 
 

مساله با مقدار  ينکند ، اول  یکه کار م يمانتخاب کن یعدد ثابت يدحالا ، همان طور که در بالا گفته شد ، با
، به  یمساله با مقدار مرز يناول یبرا  يژهو یو تابع ها يژهو يرپس ، مقاد  .يمرا حل کرده ا یمرز

   است. يرصورت ز
 

 
 

   است. يربه صورت ز  يفرانسيلد معادله يندوم
 

 
 

   است. ري، به صورت ز نيا یجواب برا کي ميدان   یم مثبت است ،  يبچون ضر
 

 
 

   .يم، دار ينا یبرا یپس با استفاده از شرط مرز
 

 
 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



اول جلد    ١١بخش    ٣فصل  انوشـيروان صراف  رياضيات مهندسی مينا  

215 
 

 شود   یجواب م ينو ا
 

 
 

 شود   یحالت م ينا یحاصلضرب براپس جواب 
 

 
 

 است.  يربه صورت ز یپاره ا يفرانسيلمعادله د ينپس جواب ا
 

 
 

پس   .يمکن يداجواب را پ ينا یها يبتا ضر يمنا متجانس را بکار بر یشرط مرز يد، اجازه ده يتدر نها
   .يمدار

 

 
 

که قبلا  یو لذا با استفاده کار هائ يمبدست آور ينوسیس یسر  يکرفت ، باز   یهمان طور که انتظار م
   .يم، دار يمانجام داده ا

 
   

 
 

   .ميرا انجام داده ادو حالت از چهار حالت شماره 
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 مثال 
  . يدکن يداپ يرز یپاره ا يفرانسيلمعادله د یجواب برا يک

 

 
 

 پاسخ 
  باشد.  يرجواب به صورت ز يمکن  یفرض م

 

 
 

 . يمدار متناوب  ،  یمرز يطدر شرا ينکردن ا ينبا جانش
 

 
 

  . يمبگذار یپاره ا يفرانسيلجواب حاصلضرب را در معادله د يدحالا ، اجازه ده
 

 
 

  اما لازم است. . يستن   کافیها  يرمتغ يکتفک یبرا بر جواب حاصلضرب  يمحالت تنها تقس يندر ا
 نيپس با انجام ا   .ميها را از هم جدا کرده باش ريتا کاملا متغ ميکن ميهم تقسبر  يممجبور هست ينهمچن

   .مي، دار یعلامت تساو  گرياز آنها به طرف د  یکيکار ها و حرکت دادن 
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   ، جور باشد. ميکه با آنچه انجام داده ا ميکن دايپ یبرا  یليفرانسيتا معادله د ميبکار برد ينجاا
 

   است. ري، به صورت ز ميآور  یکه بدست م یمعمول ليفرانسيد یمعادله ها
 

 
 
 ميداشت ی، اما در آن مثال بجا ميانجام دادمثال  را در بخش  یمساله با مقدار مرز ينا

و  ميرا انجام ده مجددا آن کار ها ستيپس لازم ن  ها متفاوت بود. ريمتغ یفقط نام گذار یعني
   .ميدار

 

 
 

   .يمو با استفاده از قانون حاصلضرب مشتق ، دار يمگذار  یاول م یمعمول يفرانسيلدر معادله د
 

 
 
ها به  جواب يمدان  یپس م است ،  Euler Differential Equation    يلراو يفرانسيلمعادله د يک ينا

  شهير کيکه   یخواهند بود ، در صورت صورت 
 

 
 

   باشد.
 

  یقيحق زيمتما شهيدو ر باشد ،دهد ، در مقابل ، اگر   یمضاعف م شهيدو رچون پس ، 
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   هستند. ريصورت ز . آنها بهميدار نجايدهد ، دو حالت ا  یم
 

 
 

که  یهنگامبالا  یاز جوابها کيهر   .ميرا بخاطر آور∞شرط  يدحالا ، با
  ميداشته باش ديبر قرار باشد ، با یکه شرط مرز نيا یبرا لذا٠

 
 

 
   .يابد  یکاهش م يرپس جواب به صورت ز

 

 
 

   .يمجواب ادغام کن يکدر  دو جواب را يمتوان  ی، م يرودم ينچون جمله دوم از ب يدکن  یو ملاحظه م
 

  يعنی  .يمدار مساله ينا یپس دو جواب حاصلضرب برا
 

 
 

  يعنیجوابها است ،  ينتمام ا مجموع پس جواب ما
 

 
 

   .يم، دار یشرط مرز ينبا استفاده از آخر
 

 
 
همچنن باز ٠ یعنياست ، در بازه  یبرا يهکامل فور یسر يک ينا

متعامد  تيباز هم خاص  از معمول است. تر دهيچيپ  یکم هيفور یسر یها بيکه ضر ديکن  یملاحظه م
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 یسر یفرمول ها ميتوان  یم ايو بدست آوردن   یبرا ميبر  یرا بکار م نوسيو کس نوسيبودن س
   .ميدار .  ، پسميرا بکار بر هيفور

 

 
 

   .يمکن  یها ، حل م يبضر یبرا
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  Solving Vibrating String Equationمرتعش  سمانيحل معادله ر بخش 
 يدامعادله موج جهت پ یبعد يکحل  یبه عبارت . يممرتعش حل کن يسمانمعادله ر يمخواه  یبخش م يندر ا

  مرتعش.  يسمانر يک يیکردن جا بجا 
 

 مثال 
 .  يرز یپاره ا يفرانسيلمطلوب است حل معادله د

 

 
 

 پاسخ 
 ين.  اما پرداختن به ايمنوع مساله بر خورد نداشته ا ين.  تا کنون به ايمدار يهمساله دو شرط اول يندر ا

 کند.    ینم يجادا  یموضوع ، مشکل
 

 .يمآنرا مجددا انجام ده يداجازه ده.  يممساله بکار برده ا ينها را در مورد ا يرمتغ يکتا بحال ، روش تفک
 

 .  يمکن  یجواب حاصلضرب شروع مپس ، با 
 

 
 
   .يم، پس دار يمگذار  یم یمرز يطرا در شرا ينا

 

 
 

 يک، و  يمده  یها را انجام م يرمتغ يک، تفک يمگذار  یم يفرانسيلجواب حاصلضرب را در معادله د    
   .يم، پس دار يمکن  یم  یمعرف يکعدد ثابت تفک
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  ميانتخاب کرد کيعدد ثابت تفک یرا براو  ميطرف چپ انتقال ددررا به کار ،   یراحت یبرا
 

 ير، به صورت ز يمها بدست آورد يرمتغ يکتفک يقکه از طر یمعمول يفرانسيلد یپس ، دو معادله ها
   است.

 

 
 

مساله  نيا ژهيو یو تابع ها ژهيو ريو لذا مقاد ميحل کرد بخش بالا را در مثال  یمساله مقدار مرز
   هستند. ريبه صورت ز

 

 
 

   است. يربه صورت ز یمعمول يفرانسيلمعادله د ينپس اول
 

 
 

   است. ريبه صورت ز نيمثبت است ، جواب ا يبو چون واضح است که ضر
 

 
 

بالا صفر هستند ، پس دو جواب  یاز دو ضرب ها  يکهر  يمفکر کنوجود ندارد که   يلیچون دل
   .يمآور  یحاصلضرب بدست م
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   است. يرپس ، جواب به صورت ز
 

 
 ، پس  ميريمشتق بگ، لازم است از عبارت بالا نسبت به  يهشرط اول ينبکار بردن دوم یحالا ، برا

 

 
   .يم، دار يمرا بکار بر يهاول يطحالا ، اگر شرا

 

 
 یبرا  یو دوم یرو یبرا  یهستند. اول يهفور ينوسیس یسرها  ينا یهر دو

از  ميتوان  یقبل م یمانند مثال ها   در هم و بر هم. بايتقر بيضر کيبا  یرو
قبل را  یها کار یفرمول ها  ايو  مياستفاده کنو بدست آوردن  یها برا نوسيمتعامد بودن س

   .ميبکار بر
 

   .ميدار پس ، مياستفاده کن هيفور ینوسيس یسر یآسان تر است که از فرمول ها
 

 
 

   .ميدار ، پس ميکن  یحل م یو حالا  برا
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    D’Alembert Solution Of Wave Equationحل دالامبر معادله موج بخش 
 

   دهد.  یبه ما م یبعد يک یمعادله موج در فضا یجواب برا يکروش دالامبر 
 

 
 کند.   یم یرا مدل ساز يسمانر يکمعادله بالا ، ارتعاشات 

 
  يمکن  یفرض م يعنی  .يمها بدست آور يرمتغ ييررا با تغ  لیجواب ک يمتوان  یم

و  
  . يمدار Chain Rule   یا يرهقاعده زنجبا استفاده از   باشد.

 

 
 

 .مي، دار بيبه ترتمحاسبه سمت چپ و سمت راست شماره  یبراو با استفاده از شماره 
  

 
 

  . يمکردن و بسط ، دار ينپس ، با جانش
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   را دارد. يرز  ی، جواب کل یپاره ا يفرانسيلمعادله د ينا

 
 
حرکت  شينماحرکت سمت راست موج و  شينما  هستند. یارياخت یتابع هاو ،  ينجاا

  دهد.   یم شيسمت چپ موج را نما
 

تابع مسافت در  کيبه صورت در مکان  سمانير کي یبرا هيمساله مقدار اول
 یو سرعت عمود سمانيرامتداد  

 
   .ميدار و شماره  هياز شرط اول  کرد. دايپ ريزصورت  توان به   یم

 
 

   .ميدارنسبت به  یريگ با مشتق 
 

 
  . يمو با انتگرال گرفتن ، دار

 
   .ميدارو  یبراو با حل شماره 

 
 

 ريبه صورت ز ,   مخصوص  هيجواب معادله موج با شرط اولدر شماره  ينهاکردن ا ينبا جانش
  است. 
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  تينها  یحل دالامبر معادله موج در دامنه ببخش 
D’Alamber Solution of Wave Equation in Infinite Domain 

 
  يهاول يطبا دو شرا يمکن  یم  یبر رس يتنها  یدر دامنه ب Cauchy  یکوش بخش مساله  يندر ا

  یبر وزن لوز یکوش

 
 کيشماره  یپاره ا يفرانسيلمعادله د يراز . يمدار يهکه چرا دو شرط اول يدآ  یم يشسوال پ ينا

 کتايو  گانهي  جواب کيتا  ميداشته باش هيو لذا لازم است دو شرط اولمعادله مرتبه دوم است در زمان 
  سرعت و هم  يیهم جا بجا  ديبا،  مرتعش سمانير ی، برا ديخواسته باش  یکيزيف لياگر دل  .ميداشته باش

   .ميرا  مشخص کن
 

 ريمتغ کيتفک قيتوان از طر  یمانند معادله حرارت و معادله لاپلاس ، جواب معادله موج مرتبه دوم را م
حل دالامبر معادله موج ، که  یعني  .ميبر  یبکار م یگريروش د نجاياما ا  بدست آورد. هيفور ليتبد ايها 

 .رديگ  یها انجام م ريمتغ رييتغ قيروش دالامبر از طر . مينامحدود داشته باشتر است،  اگر دامنه  مناسب 
  

   .مي، پس دار ميريگ  یرا فاکتور مشماره   یخط ليفرانسيمعادله د یها عمل گر
 

    
  يعنی  .يمده  یها را انجام م يرمتغ ييرتغ يگربه عبارت د يا يلحالا ، تبد

 
عادله شماره م نامند.  یم    Characteristic Variables    زيمم یها ريمتغرا و  ينجاا

 و بر حسب شماره  انيب یبرا  معادله موج هستند. یها برا زيدو خانواده مم شينما
  يمبر  یرا بکار م Chain Rule     یا يرهقاعده زنج
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  نوشت.  ريتوان به صورت ز  یرا مشماره بالا ،  یبا استفاده از رابطه ها

 
 

 . يمکه با ساده کردن ، دار

 
  يا

 
 

 مييگو  یو م  کاملا ساده شد.و یبا بکار بردن جمله ها، معادله موج شماره  ينيمب  یپس م
  یم رايمعادله ساده است ، ز نيا  است.شماره  Canonical Form   یشکل قانون شماره 

 .مي، پس دار ميريگ  یانتگرال مابتدا بر حسب   ، حل کرد. یريدو مرتبه انتگرال گ با مايمستق توان آنرا 
  

 
باانتگرال گرفتن از شماره  سپس است.  یاريتابع اخت کي يریعدد ثابت انتگرال گ ينجاا

   .ميدارنسبت 

 
 
جواب معادله موج  کيقرار باشد که لذا ، اگر  هستند.  رهيمتغ کي یارياخت یتابع هاو  ينجاا

  باشد.  ديبا ريباشد ، به صورت ز

 
 و  محاسبه شده در  یعنيکه  يمده يحلازم است توض

 یمشتق مرتبه دوم است ، تابع ها چون در معادله موج ،٠محاسبه شده در   يعنی
معادله موج شماره دالامبر  حل  یصورت کلباشند. شماره  ريدو مرتبه مشتق پذ ديباو 

  یم را یپاره ا ليفرانسيمعادله د کيحل   یصورت کل است که ابيموارد کم از  یکي نيا  است.
قرار کنند  بر را شده داده هياول که شرطو  یتابع ها قيکردن صورت دق داياما ، پ  کرد. دايپ توان

 کي یها تابع کهمحاسبه کرد  ،و  تا   بدهند   یاطلاعات کاف ديبا هياول طيشرا  .ستيآسان ن شهيهم
  هستند.و  ريمتغ
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 یحرکت انتقال کي شينما لي، تبد ميريرا به عنوان پارامتر در نظر بگاگر زمان 
 نقطه کي است ، زمان متناسب انتقال نيا چون٠طرف راست به مقدار  است به مختصات ستميس

ثابت    یعني   جواب به صورت کي  یعني  کند.  یبه طرف راست حرکت مباسرعت  عدد
 

 
 

  قيطر نيبه هم  شکل آن. رييکند بدون تغ  یحرکت مموج است که با سرعت  يک يشنما
 

 
 

    شکل. رييکند ، بدون تغ  یبه طرف چپ حرکت مموج است که با سرعت  کي شينما
 

موج است که با سرعت  کيمجموع موج   واضح است که هر جواب معادلهاز معادله 
دو موج  نيچون ا  به طرف راست در حال حرکت هستند.موج با سرعت  کيو  چپ  در جهت 

 کند.   یم رييبا زمان تغ  یبطور کل  کنند ،شکل  یمخالف حرکت مدر جهت 
 

چون ٠و  یبه مشخص کردن شکل تابع ها ميپرداز  یداده شده ، م هياول طيشرا قياز طرحالا ، 
  داده شده است.  ريبه صورت ز هياول طيشرا لازم است.  هيشرط اولاست ، دو معادله مرتبه دوم 

 

 
 

   .ميکند ، دار  یرا بر قرار م هي، شرط اول  یچون جواب کل
 

 
 
بر اساس قاعده   باشد.انتخاب شوند که مجموع آنها   یطور ديباو  ی، تابع ها یعني

  . ميدارو معادله  یا رهيزنج
 

 
 

   یاصل یها ريبه متغ ميگرد  یبر م
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   .ميدار هيشرط اول،   پس ، با استفاده از مشتق
 

 
 

   .ميدارمعادله نسبت به  نيبا انتگرال گرفتن از ا

 
 
 یشماره ها  انتگرال بکار رفته است. یني، به عنوان حد پائ یريعدد ثابت انتگرال گ یعني،  نجايا

   .مي، پس دار ميکن  یحل مو  یرا براو 
 

 
 

  است.  يربه صورت ز يهبا مقدار اولل  مساله لذا ، جواب کامل
 

 
  ينجاا

 
 

 کرد.  یسيباز نو ريرا به صورت زتوان جواب شماره   یم هستند. 
  

 
 
  جواب ، به حل دالامبر معادله موج معروف است.  ينا
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 ها.  ريمتغ یدر نام گذار یراتيي، با تغ ميبدست آوردکه همان جواب بخش  يدکن  یملاحظه م
 

 داد يحتوضفرم معادله شماره به   ن کردتوان با نگاه   یحل دالامبر را م  يزيکیف يتاهم
 رييو بدون تغبا سرعت موج متحرک در جهت مثبت  کي شينماواضح است که 

بدون با سرعت   یموج متحرک است در جهت منف کي قيطر نيبه هم  است.شکل 
 رييبدون تغ  در حرکت است با سرعتموج در جهت مثبت  کيشماره  ريدر تصو  شکل. رييتغ

   شکل.
 

  ريتصو
 

 
 موج متحرک در جهت مثبت 

 
 

 نيا یاست. اعضا ميخطوط مستقشامل  مشخصه یها یدو مجموعه منحن  یدارامعادله موج شماره 

 متحرک به طرف راست و متحرک به طرف چپ یها مشخصه  بيبه ترتو  بيمجموعه با ش

   .ديکن  یملاحظه م شماره  ريها را در تصو نينمودار ا . شوند  یم دهينام
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 2 ريتصو

 
 خطوط مشخصه موج معادله 

 
  Domain of Dependence and Range of Influenceدامنه و نفوذ برد  یوابستگ

بر اساس  اثر دارد. نقطه  کيدر مقدار  یکدام قسمت دامنه رو ميجالب است اگر بدان
 دالامبر  شماره  جواب

 
 
و  یدر نقطه ها  هياول اطلاعاتبه  یبستگکه مقدار  ديتوان د  یم

 در بازه به مقدار  یبستگ نيهمچنمقدار   دارد. 
 است با دوخط  مشخصه هيمقدار محل تقاطع خط اول نيدارد. ا

 
 و 

 
 بازه   گذرد.  یمکه از نقطه  بيبا ش

 
 

 
   ريتصو  نامند.  یمدر   جواب یوابستگ را دامنه 
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  ريتصو

 
 نقطه   کننده نييتع هيو ناح یوابستگدامنه  

Domain of Dependence I and region of determinacy D of Point  
 

  یحل دالامبر برا
ابتدا حالت   .ديتوان فهم  یبهتر مو رفتار جواب را با در نظر گرفتن دو حالت 

  . ميکن  یم  یرا بر رس
 

 
 

  است.  ريبه صورت زحالت حل دالامبر شماره  نيدر ا
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 لاپلاس  ليبا استفاده از تبد یپاره ا ليفرانسيحل معادلات دبخش 
Solving PDEs Using Laplace Transform 

 . رويداده شده و غ هيناح کيحرارت در  عيمعادله حرارت. توز ميدار کيزيدر ف
 کي یعني گريد ريمتغ  است. شينما ريمتغ نجايا : ريبا دو متغ ميدارتابع 

  است.  ريبه صورت زلاپلاس  ليتبد مکان است. 
 

 

 
 

       ليتبد یرا بجاکار ، حرف   یراحت یبراکند.   یعدد ثابت عمل م کيبه عنوان پارامتر  نجايا
   یعني . ميبر  یلاپلاس بکار م

 
 

  رسد یبه نظر م ريز یبه صورت ها ميحل کن ديکه با ليفرانسيچون معادله د

 
  اي

 
 یعني   هستند.لاپلاس تابع  ليمانند تبد نهايا و  داريم.لاپلاس  لاتيمربوطه تبد یبه مشتق ها اجياحت
   .ميدار

 
قرار  نتگراليرا درجلو اباشد  یکه منطق ميکن  یتصور م م،يده  یانجام م نسبت به  ليچون تبد

 یعني  .ميده
 

 
 پس 
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  شود.     یم  ليتبد یمعمول ليفرانسيبه معادله د یپاره ا ليفرانسيمعادله د

 
 مثال 

 
 
را جمله  هر  ديپس با . ميکن  یلاپلاس حل م قيازطر به ما داده شده است.  یپاره ا ليفرانسيمعادله د کي

شود.   یعدد ثابت فرض م کي یعني گريشود ، بعد د  یانجام منسبت به زمان  ليتبد . ميکن ليتبد
انتگرال  را از،  ميبر  یبکار م یرا برا  شماره و  است.مشابه  ليتبد

است و نسبت به  یريمشتق گ که  یشود ، در حال  یانجام م یرو ليتبد راي، ز ميآور  یم رونيب

 . ميدار     یعنيسپس بر اساس 

 
 

را به معادله  یپاره ا ليفرانسيمعادله د است. داده شده  هياول/ یمرز طيبر اساس شرا
   حل کرد.  یخط ليفرانسيتوان به صورت معادله د  یآخررا م معادله .ميکرد ليتبد یمعمول ليفرانسيد

 است وابسته ،  ريمتغحالا ، 
 شود.    یعدد ثابت در نظر گرفته م کي،  ميرا حل کن ميخواه  یم  است.مستقل  ريو متغ  
 

 
 

  یريانتگرال گ بيرا با ضر  یمعادله خط
 

 
 

که  ني، خلاصه ا ميکن  یضرب م ليفرانسيرا در معادله د یريانتگرال گ بيضر نيا یعني . ميکن  یحل م
   .ميکن  ی، حل م ميخوانده ا یمعمول ليفرانسيمورد حل معادلات دمطابق آنچه در 
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  ميکن یجز به جز حل م یريانتگرال گ قياز طرانتگرال 

 
که محاسبه انتگرال   یو دوم يعنی، که محاسبه مشتق آن آسان است  يمکن يداپجمله را  يک يدسپس با

 ٠  یعنيآن آسان است 

 
   .يمدار يهاول / یمرز يطاستفاده از شرابا 

 
   .ميلاپلاس را بکار بر ليمعکوس تبد ديحالا با٠، اما در دامنه  يديمبه جواب رس

 
 
  است. حيجواب بالا رسما ، صح واحد است.  یتابع پلکان نيو ا   است.معادل  ينجاا

  یو از صفر تا ب  .ستنديوابسته ن یتابع پلکان چيدو جمله اول به ه  .ميريحالت ها را در نظر بگ دياما با
   بشود.  فعال است تا  ريغ یجمله آخر ، به خاطر تابع پلکان معتبر هستند.  تينها
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  توان ساده کرد.   یرا م ينا
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  Sine Wave ینوسيموج سبخش 
در  ينوسیو مسلما موج س يدخوانده باش ينوسو کس ينوسچه ممکن است در مثلثات ، در مورد تابع س گر

شود ، پس لازم   یم  یموج بر رس يکتابع به عنوان  ينگنجد ، اما چون ا  ینم يفرانسيلمقوله معادلات د
   .يمفصل مورد بحث قرار ده يناست آنرا در ا

 
که  است ینام Sinusoid   ينوسوئدس يک در مثلثات است.  ينوستابع سنمودار  يک،  ينوسیموج س يک

   شوند.  ینوشت ، اطلاق م يرکه بتوان آنرا به صورت ز یبه هر منحن
 

 
 
   هستند. نوسيتابع س  یها شکل کل دينوسويس  مثبت هستند.و نجايا

 
هم  عتيدر طبتابع  نيا کار برد دارند.   یها در علوم و مهندس دينوسويس ی، تابع ها اتياضيعلاوه بر ر

   .روي، امواج صوت ، امواج نور و غ انوسياق یمثلا موج ها افتد.   یاتفاق م
 

  نوشت.  ريتوان به صورت ز  یهم م نوسيتابع کس  یشکل کل
 

 
 
 ، ايبه طرف چپ  یافق يیجا بجا  يکاست ، بجز  ينوستابع س يهشب ينوس، تابع کس يراز
 

  نوشت.  ينوستابع س يکتوان به صورت   یرا م ينوسهر تابع کس
 

 
 

     .ميشروع کنو یساده تر نمودار هابا شکل  دياجازه ده
 

    دامنه نوسان  ايارتفاع عدد را  نيدهد ، ا  یم ريي، ارتفاع نمودار را تغ نوسيکس اي نوسيجلو سعدد 
 Amplitude تابع  ينيممو م يميممقدار ماکس يندامنه نوسان عبارت است از نصف فاصله ب  .نامند یم

 مثبت یعني نيا  .ميده  یم نشانعدد مثبت است ، پس دمنه نوسان را با  يکچون فاصله   است.

   شود.  ی، نمودار م یکوچک شدن عمود ايشدن  دهيسبب کشکاهش مقدار  اي شيافزا  است.
   .ديتوجه کن ريز یبه مثال ها
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  ينوسس ینمودار ها                                               ينوسکس ینمودار ها                
 

 ٠، در بازه است      Cycles   ها  تناوب  اي  ها کليس تعدادجلو عدد 
  است. ينوسو کس ينوسدوره تناوب س  گذارد.  یاثرم Period دوره تناوب یرومقدار 
  یگسترده م یبطور افقنمودار است ، از  شياست ، دوره تناوب تابع ب که  یهنگام
 شود  یکوچک م یاست ، نمودار بطور افقاست ، دوره تناوب کمتر از  که  یهنگام  شود.

   .ديتوجه کن ريز یبه مثال ها رود.   یبه اصطلاح مثل پارچه ، آب م ايو 

 
 

کند. دو نمودار   ینم رييکند ، اما ارتفاع تغ  یم رييعرض آنها تغ ینمودار ها بطور افق نيکه ا ديتوجه کن
اگر نمودار کامل را ٠صفر تا  نيب یعنيدهد،   یاز نمودار کامل را نشان م  یقرمز رنگ فقط قسمت

 نيرنگ ، نمودار کامل را ب  یاما دو نمودار آب  .ميده گسترشرا به  دامنه دي، با مينشان ده  ميبخواه
   دهند.  ینشان م  صفر و 
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 1مثال 
  . ديرسم کن2πرا در دامنه  ريز  تابع نمودار

 
 پاسخ 
مقدار   است.رود و لذا دمنه نوسان   ینمودار آب م یبطور عمود یعني نياست ، امقدار 

نمودار  یعني  داشت. ميخواهتناوب کامل در دامنه صفر تا  اي کليسه س ديگو  یما م به
 نمودار  نيدوره تناوب ا  رود.  یآب م یبطور افق

 
   است.

 
 

 
 مثال 

  .  ديرا رسم کنرا در دامنه  رينمودار تابع ز
 

 
 پاسخ 
  است.دامنه نوسان  ايدارد و ارتفاع  ینمودار ، گسترش عمود نيکه ا ديگو  یبه ما ممقدار 
 از صفر تا  شيبه دامنه ب اجيتناوب کامل نمودار ، احت اي کليس کيکه  ديگو  یم به مامقدار 
   است. ريدور تناوب به صورت ز  است.
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دامنه  ديرسم نمودار کامل ، با یبرا . ستينمودار کامل مشخص نکه در بازه  ديکن  یملاحظه م

  . ريز ريتصو . ميده شيافزارا به 

 
 

 مثال 
  . ديکنرا رسم را در دامنه  رينمودار تابع ز

 
 پاسخ 

  .مقدار مثبت است  کيفاصله  اياست ، مسافت دامنه نوسان  ايارتفاع  . ديمساله دقت کن نيدر مورد ا
   ، واضح تر است. ميسيبنو رياگر به صورت زمساله را  نيا

 
که  ديگو  یبه ما مدامنه نوسان  است. محور  یروانعکاس نمودار  نمودار ،  نيا

به رنگ قرمز و نمودار روشن شدن ، نمودار  یبرا  دارد. ینمودار ، گستترش عمود
   مشخص شود.محور  یتا  موضوع انعکاس رو ميکن  یبه رنگ بنفش رسم م

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



اول جلد     ١۶بخش    ٣فصل  انوشـيروان صراف  رياضيات مهندسی مينا  

241 
 

 
 
 

 مثال     
  . ديمثال جالب توجه کن نيبه ا

 . رويدرنده و غ واناتيمثلا آب و هوا ، شکار ، ح گذارد.   یآهو ها اثر م تيجمع یرو یاديعوامل ز
   دهد.  یتابع زمان را نشان م کيآهو ها به صورت  تيجمع  یجيتدر رييتغ شينما رينمودار ز

   نمودار باشد. نيا شيکه نما ديسيتابع بنو کي،  یبه عبارت تابع را نشان دهد.  نياکه  ديسيتابع بنو کي
 

 
 

 پاسخ 
     

  حيتوض
  است.  ريمطابق ز نوسيس  یفرمول کل

 
  است. با توجه به نمودار ، دامنه نوسان 

  است. است ، پس دوره تناوب  نجايا
  است. آهو ها  هيتعداد اول یعنياست ،  ينجاا
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  Applications of Wave Equationمعادله موج  یمسائل کار بردبخش 
 

 مساله 
نقطه  کياز  قهيدقموج در اگر  است.  هيمتر در ثانرسانگر  يکموج در  يکسرعت 

 مطلوب است طول موج آن.  رسانگر عبور کنند ، نيبه خصوص ا
 

 پاسخ 
سرعت موج در رسانگر 

متر

ثانيه
  است. 

  کند.   یعبور م هيکه  در هر ثان یموج هائفرکانس موج عبارت است از تعداد 
موج

دقيقه
 

موج طول  

 متر
 

 
 

 مساله 
 . ديرسم کنمختلف  ريمقاد یرا برانمودار 
 پاسخ 

 
 
 یبرا  دهد.  یمکان م ريي، خط به طرف راست ، تغ ابدي  یم شيافزاکه مقدار  ی، هنگام  يعنی  ينا

 ليفرانسيتابع معادله د نيچه ا گر کند.   یبر قرار مرا   ليفرانسيمعادله د تابع 
   .ستيموج ن کي انگرينمالذا   . ستيصادق نو  ريتمام مقاد یکند ، برا  یرا برقرار م
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 مساله 
  یچگونه به نظر م، یبراموج 

 . ديموج را رسم کن نيا د؟يا
 

 پاسخ 

 
گفته شده بالا ، به طرف راست  ريمقاد یبراکه  يمکن  یمملاحظه  بالا ،  يراز تصو

 یو نمودار را برا ميريدر نظر بگ و  ميتوان  ی، م نيعلاوه بر ا دهد.   یمکان م رييتغ

 ميکن  یهم ملاحظه م باز  .مينمودار را رسم کنمختلف  یزمان ها
به که  است موج کيپس   شود.  یبجا م به طرف راست جا

 متحرک به طرف موج کيآنوقت ،  مياگر داشته باشکند.   یطرف راست حرکت م
   است. چپ

 
  یآور اديو  حيتوض
   شود.  یم فيتعر ريصورت ز به  Wavenumber  عدد موج،  کيزيدر ف

 
 است.  Wavelength  طول موج،    نجايا

 
 مساله 

   مربوطه. یاست. مطلوب است اعداد موج هاو  ينوسیدو موج سطول موج 
 پاسخ 

راديان

متر
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راديان

متر
 

 
 مساله 

پخش شده  یکند. مطلوب است طول موج ها  یپخش م موج با فرکانس  کيبرج تلفن ،  کي

    سرعت موج پخش شده از برج برج تلفن.  نياز ا
متر

ثانيه
   است.

 
 پاسخ 

 

موج سرعت
متر

ثانيه
 

 متر

  ريز ريتصو
 

 
 

 مساله 
  موج.  نيمطلوب است ، سرعت ا  است.و طول فرکانس  یموج دارا يک

 
 پاسخ 

 
متر

ثانيه
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 مساله 
 مطلوب است طول موج. کند ،  دايپ رييتغبه اگر فرکانس موج مساله 

 
 پاسخ 

 

 مساله 
بجا شود ، مطلوب  جافرکانس با  صوتموج   کياگر   است. صوت   سرعت 

   .صوت  نياست طول موج ا
 

 پاسخ 

 متر

  10مساله 
صوت در حرکت است؟  نيا یدر آب حرکت کند با همان طول موج ، با چه  فرکانساگر صوت مساله 

   است.سرعت صوت در آب 
 

 پاسخ 
 

متر
ثانيه

متر
 

 ايصوت  نيفرکانس ا پس
تناوب

ثانيه
  است.  

 
 مساله 

موج  کياگرسرعت 
متر

ثانيه
 باشد ، مطلوب است طول موج آن. فرکانس آن  و يهثان

 
 پاسخ 

متر  
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 مساله 
  کند.  ینقطه ثابت عبور م کيموج از  کي،  هيثاندر هر   است. انوسياق کيطول موج    

   موج. نيمطلوب است سرعت ا
 

 پاسخ 
متر

ثانيه
 

 
 مساله 

 برگشت و  مسافت رفتدور گردش کامل دارد.  ايتناوب  يقهدر هر دق .پاندول ساعت پدر بزرگ 
که حرکت پاندول را  ديسيبنوبه صورت  تابع  کي. متر است  یسانت  30پاندل  

   ها است. قهيتعداد دقنشان بدهد.  

 
 پاسخ 

 و    استدامنه نوسان  متر است، پس یسانترفت و برگشت پاندول 
   .مياست. پس دار
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 مساله 
 شود  یم انيب ريبا معادله زحرکت متناوب  کي

 
 مطلوب است   

 دوره تناوب   -الف
 فرکانس  – ب
  يیگام جا بجا  -ج 
 دامنه نوسان   -د

 پاسخ 
 الف 

تناوب دوره  
 ب 

فرکانس
تناوب دوره

 

 ج 

جابجائی گام  
 د   

نوسان دامنه  
 

 مساله 
   است. ريشده است که معادله آن به صورت ز فيتعر ینوسيحرکت س قيطر از یموج صوت کي
 

 
 مطلوب است 

 دامنه نوسان   -الف
 دوره تناوب  -ب 
 فرکانس   -ج
  يیگام جا بجا   -د
 

 پاسخ 
 الف 

نوسان دامنه  
 

 ب 

تناوب دوره  
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 ج 

فرکانس
تناوب دوره

 

 د 

جابجائی گام  
 

 مساله 
 ايبا فرکانس  ويراد ستگاهيا کي

تناوب

ثانيه
 یدکمه صداکند.    یبرنامه پخش م

 تابع به صورت  کي  است.صدا   دامنه نوسان یعنياست،  یرو ويراد
 

  . ديسيفرستاده شده بنو یامواج صوت انيب یبرا
 

 پاسخ 
  ميچون دار

 
 پس 

 

 و 

 

 
   .ميپس دار

 
 

 مساله 
 ، مطلوب است  ريز یاز نمودار ها کيهر  یبرا

 دامنه نوسان -
 دوره تناوب -
 فرکانس -
  يیگام جا بجا -
 معادله -
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 پاسخ 
(a 

نوسان دامنه  
تناوب دوره  

فرکانس  

جابجائی گام يا جابجائی گام  
يا  

 

 
 
 

نوسان دامنه  

تناوب دوره  
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فرکانس  

جابجائی گام  
 

 

 
 

 مساله 
   است. رينمودار ز قيتحق نيا جهيکند ، نت  یم قيارتعاش تحق یها دهيپد یپارسا رو

 
  نمودار بالا.  یتابع برا کيمطلوب است 

 پاسخ 
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 بخش 
  Applications of Heat Equationحرارت  یکار بردمسائل 

 
 مساله 
برسد ، به اگر حرارت از .شود  یمنتقل م آلومينيم لهيم کيبه  یانرژمقدار 

  لهيمطلوب است جرم م

آلوميتيم مخصوص حرارت آلومينيم  

 
 پاسخ 

    . ماده کيبالا بردن حرارت  یلازم برا یحرارت یمعادله مقدار انرژ
 

  Joules  ژول لازم بر حسب  یمجموع انرژ در فرمول بالا 
   جرم بر حسب گرم.حرف 
گراد   یسانتدرجه  در ضرب برگرم ماده بر حسب ژول  ژهيحرارت و ايحرارت مخصوص حرف 
  یعني، است 

 

 اسياگر در مق ايگراد  یحرارت ، بر حسب سانت رييعبارت است از تغو 
   کار. ليتبد ديباشد ، با گريد یها

  یعني.  ، ميکن  یم یسيفرمول بالا را باز نوکردن  دايپ یعنيمساله ،  نيحل ا یبرا

 

 گرم

 
 مساله 

 کند؟   یم فيرا تعر کيناميقانون صفر ترمو د ريز یاز حالت ها کيکدام 
 

، ،  

 
 

 پاسخ 
، ،  

  حيتوض
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  یبا شئ  یباشد و شئ یتعادل حرارتدر   یبا شئ  یاگر شئ ديگو  یم کيناميقانون صفر ترمو د
 یدر تعادل حرارت  یبا شئ  یباشد ، پس شئ Thermal Equilibrium   یدر تعادل حرارت

   است.
 

 مساله 
به ظرف  یانرژقرار دارد. اگر  یچراغ خوراک پز کي یآب ، رو یظرف محتو کي

  ابد؟ي  یم شيچه مقدار افزابه آب منتقل شود ، درجه حرارت آب  یانرژ نيتمام ا ديداده شود ، و فرض کن
   است.حرارت مخصوص آب 

 
 پاسخ 

 
  . ميکن  یم یسيفرمول را باز نو

گراد سانتی  درجه

 
 مساله 
  یم شيافزابه آن داده شود ، حرارت آن  یانرژاگر   .ميجسم دار کياز مقدار 

   مطلوب است حرارت مخصوص آن جسم.  .ابدي
 

 پاسخ 
 

   .ميکن  یم یسيفرمول را باز نو

 

  یآور ادي
  شود.   یشود ، به آن رسانش حرارت گفته م  یمنتقل م گريملکول به ملکول د کيکه حرارت از  یهنگام

  Thermal Conduction Equationحرارت  تيهدا ايمعادله رسانش 

 
مقدار انتقال زمان انتقال ، ، نرخ انتقال حرارت  اي زانيم،  یرسانش حرارتدر فرمول بالا 

 .سرد هيدرجه حرارت ناحگرم ،  هيحرارت ناح درجهمساحت جسم ، حرارت ، 
 

 5مساله 
تخته سنگ به مساحت  کي یروبا درجه حرارت به ضخامت  خيقطعه   کي  

مطلوب است   .رديگ  یقرار متخته سنگ در معرض حرارت   قرار دارد.
   خي یحرارت بيضرذوب شود.  ساعت کيدر مدت  خيتخته سنگ ، اگر  یرسانش حرارت

   است.
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 پاسخ 
 داده ها 

سنگ تخته مساحت مربغ متر سانتی  
يخ ضخامت متر سانتی  
حرارت انتقال زمان ساعت ثانيه  

حرارت رسانش مقدار کالری  

حرارت رسانش نرخ
کالری

ثانيه
 

   است. يررسانش حرارت به صورت ز فرمول نرخ

 
  . ميکن  یم یسيفرمول بالا را باز نو

کالری
ثانيه

متر سانتی

مربع متر سانتی گراد سانتی درجه
 

کالری

متر سانتی ثانيه گراد سانتی درجه
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 فصل سوم  ناتيتمربخش 
 

 مساله 
 کند.   یرا بر قرار م ريز ليفرانسيمعادله د يدنشان ده

 
 پاسخ 

معادله ، کار برد  ينا معروف است.  یدو بعد ی، به معادله لاپلاس درفضا یپاره ا يفرانسيلمعادله د ينا
 تيهدا عيما انيجردارد از جمله در برق ساکن  يادیز یها

 ٠حرارت 
 

و  

  . ميريگ  یمجددا مشتق م

و  

 پس 

 
  است.  یپاره ا ليفرانسيجواب معادله د کي قتيدر حقلذا ، تابع داده شده 

 
 مساله 

  است.  ريز ليفرانسيجواب معادله د کي دينشان ده

 
 پاسخ 

 

 

 
 پس ،
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   است.
  را دارد.  ريز  یبالا ، شکل کل یپاره ا ليفرانسيمعادله د قتيدر حق

 
 را معادله  نيا  عدد ثابت مثبت است. کي،  نجايا

  Heat Conduction Equation   One-Dimensionalیبعد کيحرارت  تيمعادله هدا
 شينماوابسته  ريمتغانتشار حرارت ،  نهيزم کيدر  . نديگو  یم Diffusion   معادله انتشار ايو 

   است.    یدما
 مستقل است بنام ريمهم  که شامل دو متغ یپاره ا ليفرانسيمعادله د نيسوم

 نيا  یشکل کل .شود  یم دهينام  One-Dimensional Wave Equation   یبعد کيمعادله موج  
 معادله به صورت 

 
که   یدر معادله موج ، مرتبه دوم هستند ، در صورت یپاره ا یهر دو مشتق ها که ديتوجه داشته باش است. 

   درمعادله  انتشار حرارت مشتق زمان ، مرتبه اول است.
 

 مساله 
جواب معادله  کيعدد ثابت باشد ، پس  کياگر  دينشان ده

  است.  ريز ليفرانسيد

 
 پاسخ 
  هستند.  ريبه صورت زنسبت به  یپاره ا یعدد ثابت است ، مشتق ها کيچون 

 

 
  نيهمچن

و  
 

 پس 

 
 لذا 
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 جواب  کي

 
 

 است. 
 

  مساله 
 برسد. به گرم آهن از  لويک کيمطلوب است مقدار حرارت لازم تا 

 پاسخ 
جرم گرم  کيلو
آهن مخصوص حرارت  
حرارت درجه اختلاف  

 
  . ميبر  یحالا فرمول حرارت را بکار م

 
  . ميکن  یم یسيباز نو

 
 

 مساله 
   .ريز یپاره ا ليفرانسيمعادله د  یها مطلوب است جواب

 
 پاسخ 

 را مانند  یپاره ا ليفرانسيمعادله د نيا ميتوان  یوجود ندارد ، م یها چون مشتق
 

  ميديد یمعمول ليفرانسيبر اساس آنچه در معادلات د  .ميحل کن
 

به   که جواب یباشند. بطور یممکن است تابع هاو    اي  اعداد ثابت هستند. و  نجايا
   شود.  یم ريصورت ز

 
 با مشتق گرفتن ديتوان  یداشت. م ميجواب خواه یاديپس تعداد ز هستند.  یارياخت یتابع هاو  نجايا

 . دي، چک کن جهينت
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 مساله 
  . ديرا حل کن ريز یپاره ا ليفرانسيمعادله د

 
 پاسخ 

 باشد ، پس ميکن  یفرض م
 

١ 

 
 

   .ميداربا انتگرل گرفتن بر حسب 

 
  نجايا

 

 
  هستند.  یارياختو  نجايا

 
 مساله 

   شده است. یمدل ساز ريشده با تابع موج ز دهيمحکم کش سمانير کي یرو  موج  کي

 
 

  مطلوب است دامنه نوسان ، طول موج و سرعت موج. 
 پاسخ 
  یاز معادله موج بدست م مايمستق م،يده  ینشان مکه ما آنرا با  Amplitude   ايدامنه نوسان  –الف 

   .ديآ

 
 پس  

 متر
 

 کردن طول موج استفاده کرد. پس  دايپ یتوان برا  یاست را مموج که همان شماره  –  ب 
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 یا هيفرکانس زاو   بدست آورد. یا هيازفرکانس زاوتوان با استفاده   یموج  را م دوره تناوب – ج 
  است. 

 
   .ميداردوره تناوب پس 

 
  است.  هيثان پس دوره تناوب 

 
  یجهت موج را م کرد.  دايپ یا هيتوان با استفاده از شماره موج و فرکانس زاو  یسرعت موج را م – د 

کند.   یحرکت مموج در جهت مثبت  یعني  یعلامت منف  کرد. دايپعلامت  لهيتوان بوس
 پس 

 
   است. هيمتر در ثان  پس سرعت موج 

 
 نکته مهم 

سرعت موج عبارت است از سرعت موج در جهت   تمام مشخصات موج ، در تابع موج وجود دارند.
توان   یرا م هيثانو یزمان هادر   یبا نقطه گذار با حرکت موج.  یمواز

  ريز ريتصو  .ديکش ريموج را به تصوسرعت 

 
 
 مساله  

   .ريمعادله موج ز یجواب برا کيمطلوب است 

 
 پاسخ 

 .  یجواب کل کي، نه  ميکن دايجواب پ کيشده است که  از ما خواسته
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و که  یبطور نوسشترا به صورت  توان  یم یبر اساس اصل بر هم نه
  یجواب ها

 

 
  بدست آورد.    توان  یم یاسان  معادله ها را به نياز ا کيهر  یجواب ها قيطر نيبه  ا   باشند.

 
 پس 

 
 

 مساله 
 صورت انتخاب مناسب  در  

 دايرا پ اعداد ثابت .ددارجواب به صورت  کي ريکه معادله  ز دينشان ده
  . ديکن

 
 پاسخ 

  . ميکن  یم کيتفک ريمعادله را به دو صورت ز

 
 مثلا   توانند باشد.  یم یهر عدد ثابتو پس 

 
 

 مساله 
  وجود دارد.  ريز ستميس یجواب منحصر به فرد برا کي دينشان ده

 
 پاسخ 

  . ميريگ  یانتگرال ممعادله را نسبت به  نياول
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 .مي، پس دار ميريگ  یمشتق مجواب را نسبت به  نيا  .ميکن دايرا پ ديبا
 

پس  ميبر  یبکار م هيشرط اول تيدر نها  عدد ثابت است. کي ميريگ  یم جهيپس نت
  ميدار

 
 

 مساله 
  . ديريرا در نظر بگ ريمعادله ز

 
   .ديسيبنومعادله را در مختصات  نيا

 پاسخ 
  ميکن  یم نيجانش

 
  . ميدار یا رهيزنج با استفاده از قنون

 
 و 

 
 پس 

 
  شود.   یو معادله م

 
 

 مساله  
 . ريز یا پاره ليفرانسياست معادله د مطلوب

 
 پاسخ 

   .ميريگ  یمشتق ممرتبه نسبت به  کيو مرتبه نسبت به  کي

 
   .ميکن  یم ميتقسرا بر شماره شماره 
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  . ميدار تيدر نها

 
 

 مساله 
 . ديحل کن ريز ليفرانسيمعادله د

يا  
 پاسخ 

را مانند  ليفرانسيمعادله د ميتوان  یوجود دارد ، ممشتق نسبت به  کيبالا چون  ليفرانسيدر معادله د
پس   .ميريدر نظر بگعدد ثابت  ايپارامتر  کيرا  ريمتغ نيو دوم . ميعمل کن یمعمول ليفرانسيمعادله د کي

  . ميدار

 

 که  ميچک کن ميتوان  یحالا م٠ ريهر تابع مشتق پذ یبرا

 
  یمشتق مرا نسبت کار ، ابتدا  نيا یبرا است.  ليفرانسيجواب معادله د کي قتيدر حق

  . مي، پس دار ميريگ

 
 . مي، پس دار ميگذار  یم ليفرانسيرا در معادله د نيا

چپ طرف راست طرف  
  ميپس نشان داد

 

 ٠ ريهر تابع مشتق پذ یاست ، برا ليفرانسيجواب معادله د کي
 

 مساله 
 است.  ريجواب معادله ز کيکه  ديچک کن

 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 رياضيات مهندسی مينا   ١٩بخش  ٣فصل    جلد اول   انوشـيروان صراف

262 
 

  است.  یارياخت ريتابع مشتق پذ کيعدد ثابت است و  کي ,  نجايا
 

 پاسخ 
   .ميپس دار  .ميريگ  یمشتق منسبت به از  یا رهيابتدا ، با استفاده از قانون زنج

 
 

 قيطر نيبه هم  .ميرا بکار برنماد  ميتوان  یاست ، م رهيمتغ کيتابع  کيکه چون  ديتوجه کن
   .ميپس دار . ميريگ  یمشتق منسبت به از  یا رهيبا استفاده از قانون زنج

 

 
  یعنيرا  یپاره ا یدو مشتق ها نيا

و  
 

  . مي، پس دار ميگذار  یم یپاره ا ليفرانسيدر معادله د
 

چپ طرف راست طرف  
 

   است. یپاره ا ليجواب معادله دفرانس کي ميپس نشان داد
 

 مساله 
 که  ديچک کن

 
  است.  ريز یپاره ا ليفرانسيجواب معادله د کي

 
   اعداد ثابت هستند. نجايا

 
 پاسخ 
 ميپس دار  .ميريگ  یدو مرتبه مشتق م  و را نسبت به ابتدا 
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  . ميپس دار . ميگذار  یم یپاره ا ليفرانسيدر معادله د

چپ طرف راست طرف  

  ميپس نشان داد

 
  است.  یجواب مشتق پاره ا کي
 
  یآور ادي

 باشد ،  لهيم یانتهااز در فاصله  یفلز لهيم کيحرارت اگر 
 

 
   است. ريجواب معادله حرارت ز کيمناسب ،  طيپس تحت شرا

 
  عدد ثابت است.  کي نجايا

  گريمثال د
 کياحتمالا معادله موج  سمانيباشد ، پس ارتعاش ردر زمان  سمانير کي يیجابجا اگر 
  عدد ثابت است.  کيکند.   یرا بر قرار م ريز یبعد

 
 مساله 

 ريجواب معادله ز کيعدد ثابت باشد ، پس  کياگر  دينشان ده
   است.

 
 پاسخ 
  است.  ريز یبه صورت هانسبت به  یپاره ا یعدد ثابت است ، مشتق ها کيچون 
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 ،  نيعلاوه بر ا

و  
 

 که  یبطور

 
 هستند ، پس   یکيو چون 

 
 
  است. جواب  کي
 

 مساله 
   است. ريجواب معادله لاپلاس ز کي دينشان ده

 
 پاسخ 

  . ميکن  یشروع مو با 
  نيعلاوه بر ا

 
 که  یبطور

 
 

 مساله 
   .ديکن داي، پ کيتفک قيرا از طر ريز ليفرانسيجواب معادله دعدد ثابت  یبرا

 
 پاسخ 

   .ميده  یرا انجام م ريز ینيکار عمل جانش نيا یبرا
 

 
   .ميپس دار

 
   .ميها داربعد از محاسبه مشتق 
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   .ميکن  یم ميتقسر برا  نيها ، طرف ريمتغ کيتفک یبرا
 

 
  شود.   یساده م ريبه صورت ز

 
  ميکه دار یوجود دارد بطور کيپس 

و  
 شوند .  یم ليتبد ريز  یمعمول ليفرانسيد  یها به معادله ها نيا

   
و  

 
   است. ريبه صورت ز يیتابع نما  کي،   یجواب اول

 
.  ، پس ستين ريامکان پذ  یکيزيرود ، که از نظر ف  یمباشد ، پس حرارت به طرف اگر 

  ميدار جهيدر نت٠عدد  کي یبراتوان گفت   یم یعنيباشد ،   یمنف ميکن  یفرض م
 

يا  
 

   است. ريجواب ز یاست،  که دارا کينوسانگر هارمنمعادله 
 

 
 

  است.  ريمعادله حرارت به صورت ز یبرا افتهي کي، جواب تفک جهيدر نت
 

 
 مساله 

   .ريمعادله ز یکيمطلوب است  جواب تفک
 

 پاسخ 
  افتهي کيشکل تفک
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 منتج به 

 
   .ديآ  یدر م ريشود ، که خود به صورت ز  یم

 
  . ميدار جهي، در نت ميکن  یم ميتقسرا بر  نيطرف

 
ها باشد ، فقط اگر هر دو تابع و  ها تمام  یبراتابع  کي یتواند مساو  یمتابع  کياما ، 

 که  یوجود دارد ، بطورعدد ثابت  کيپس   اعداد ثابت باشند.

    
 و 

 
 ٠کند   یدلالت م نيکه ا جهيدر نت  باشد.

   دهد.  یرا م ريز جهيها نت ريمتغ کيکه تفک یاست ، بطوراما 

 
 پس 

 

 که منجر به 

 
 باشد ، پس  ميپس اگر فرض کن شود.   یم

 
  است.  ريبه صورت ز افتهي کيو جواب تفک

 
  عدد ثابت است.  کي  نجايا
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 نکته مهم 
  ريمعادله موج ز یبرا یمساله کوشجواب  

 
  شود.   یفرمول دالامبر داده م لهيبوس

 
 
   .ديفرمول ها را بخاطر بسپار نيا

 
 

 مساله 
  یبر وزن لوز یکوش  .ديحل کن ريمعادله موج ز یبرا  Cauchyیمساله کوش

 

صورت اين غير در
 

 
 پاسخ 

 است.  ريبطور ساده ، جواب به صورت ز

 
  یتداخل نمو صفر  ريغ یها هيبزرگ باشد ، پس ناح  یبه اندازه کافاگر 
به طرف راست و چپ پراکنده در دامنه  ینوسيموج س کيکه  مينيب  یبطور وضوح م  کنند.

را موج راست رونده و .  ديکن  یملاحظه م رينمودار در ز  شود با نصف مقدار.  یم
 .نديگو  یرا موج چپ رونده م

 
به طرف جواب در زمان جواب  کيو  هينمودار شرط اول ريرزيتصو   

 موج با سرعت 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 رياضيات مهندسی مينا   ١٩بخش  ٣فصل    جلد اول   انوشـيروان صراف

268 
 

 
 

 مساله 
 . ديحل کن ريمعادله موج ز یبرا یمساله کوش

 
 پاسخ 

  است.  ريبر اساس فرمول دالامبر ، جواب به اورت ز

 
 

 مساله 
   .ديبزرگ ، رسم کن یمعادله موج برا یبرا ینمودار جواب مساله کوش
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اگر

اگر

صورت اين غير در

 

 
   .ميده  ینشان م ی، نمودار جواب در زمان ها ريز ريدر تصو

 
 

 مساله 
 متعامد  هستند؟ در دو تابع  نيا ايآ  باشد.و  ديفرض کن

 پاسخ 
   .ميکن  یرا چک م  یضرب داخل

 
دو تابع در  بازه  نيصفر است ، پس ا یدو در بازه داده شده مساو نيچون انتگرال حاصلضرب ا

   متعامد هستند.در هر بازه بطول   .ستنديمتعامد نمتعامد هستند ، اما در بازه 
 

 مساله 
   .ديکن دايرا پ ريز یپاره ا ليفرانسيمعادله د  یجواب کل
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 پاسخ 
را به صورت حاصلضرب توان   یم یعني  باشد. ميکن  یفرض م – الف 

   .ميدار جهيدر نت٠وابسته به  یگريو دوابسته به   یکي دو تابع نوشت. 

 
 نيا یبرا  .رديقرار گ گريدر طرف دطرف و تابع  کيکه تابع  ی، بطور ميکن  یم یسيباز نو –ب 

   .ميکن  یضرب مرا در کا ر ، شماره 

 
 

  یمعادله در صورت است ،است و سمت راست فقط وابسته به چون سمت چپ فقط وابسته به  –ج 
 بر قرار است که 

چپ سمت رلست سمت ثابت عدد يک  
 باشد. 

  نوشت.  ريتوان به صورت ز  یرا مپس معادله 

 
   .ديبکار بر ديهر چه دوست دار شما . ميبر  یبکار م. حالا ميبرد  یبکار متا کنون   .ديتعجب نکن

   شد. ليتبد  یمعمول ليفرانسيبه دو معادله د یپاره ا ليفرانسيحالا معادله د

 
   .ميکن  یم یسيرا باز نو -د 

 
  کند.   یرا بر قرار م  یاصل یپاره ا ليفرانسي، معادله د نينشان داد که ا  یبه اسان توان یم 

 
  یآور ادينکته 

  یمعمول  ليفرانسيمعادله د
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 را دارد.  ريز  یجواب کل
 

  اعداد ثابت هستند.  نجايا
 مساله 

   .مياگر داشته باشتابع  کيبه صورت مطلوب است 

 
  هيو شرط اول

 پاسخ 
  است.  ريبه صورت ز  یپس جواب کل نجايا

 
داده شده به صورت  هيپس جواب مساله با شرط اول و .  ميبر  یرا بکار م هيشرط اول

  است.  ريز
 

 
 یآور ادينکته 

  است.  ريمرتبه دوم به صورت ز یمعمول ليفرانسيمعادله د کي

 

   است. ريبه صورت ز  یمعادله کمک اعداد ثابت هستند. ، نجايا
 

 بدست آمد.در   یشيکه با درج جواب آزما
   دارد.معادله درجه دوم  یها شهير ايبه حل  یبستگ  یکل   جواب
 باشد ، پس و  زيمتما  یقيحق شهيدو ر     اگر –الف 

 
   است.

 باشد ، پس    یقيمضاعف حق شهيدو ر  یدارااگر  –ب 
 

  است. 
 باشد ، پس مختلط  یها شهيراگر    -ج 

 
  است. 

 
 مساله 

  . ديکن دايرا پ ريمعادله ز  یجواب کل

 
   .ميکن  یم دايرا پ  یمعادله کمک یها شهيحالا ، ر است.   یمعادله کمک
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   .ميسينو  یرا م  یمعمول ليفرانسيمعادله د  ی، جواب کل تينهادر 
 

 
 مساله 

   .ديکن دايرا پ ريمعادله ز  یجواب کل

 
 پاسخ 

  است.  ريبه صورت ز  یمعادله کمک
 

 معادله  نيا یها شهير
 

  است.  ريبه صورت ز  یپس جواب کل است. 
 

 
  یآور ادينکته 

   یجواب کل

 
  است.  ريبه صورت ز

 
  کيبال پريها یمعادل آن در تابع ها اي

 
   یجواب کل

 
  است.  ريبه صورت ز

 
 

 مساله 
  دينشان ده

 
 کند.   یرا بر قرار م ريز یپاره ا ليفرانسيمعادله د

 
 پاسخ 

حرارت و  انيجرساکن ،  ستهيدر الکتر يیاست کهکار برد ها  یدو بعد یمعادله لاپلاس در فضا نيا
  دارد.  عاتيما انيجر
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 و 

 
  . ميمجدد ، دار یريبا مشتق گ

 
 و 

 
 پس 

 
  است.  یپاره ا ليفرانسيجواب معادله د کي قتيلذا تابع داده شده در حق

 
 مساله 

  دينشان ده

 
   است. ريز یپاره ا ليفرانسيجواب معادله د کي

 
 پاسخ 
 ابتدا 

و  
 
  . ميپس دار . ميکن  یم دايپ

 
  . ميپس دار  .ميکن  یم دايرا پحالا 
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  قتيپس در حق

 
 

 معادله انتشار  اي   .حرارت است تيهدا یبعد کيمعادله  کيبالا  ليفرانسيمعادله داست. 
One-Dimensional Heat Conduction  

  اي
Diffusion Equation 

 
 مساله 

   کنند.  یموج را بر قرار م یبعد کي، معادله  ريتابع ز دينشان ده – الف

 
  اعداد ثابت هستند. در فرمول بالا 

  بر قرار است.  ريز یمرز طيشرا دينشان  ده - ب

 
  بر قرار است.  ريز هياول طيشرا دينشان  ده - ج

 
 و 

 
  . ديکن انيمساله را ب نيا  یکيزيف ريتفس – د 
 

 پاسخ 
 الف 

  است.  ريموج به صورت ز یبعد کي، معادله  یآور ادي

 
  اي

 
   .ميکن  یلازم را محاسبه م یپس مشتق ها
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 که  مينيب  یم

 
   .مينشان دادپس 

 
   ، پس  یاريرا اختو  ميده  یقرار مداده شده در  –ب 

 
   ها.تمام  یاست ، برا

  . مي، دار یارياختو  قيطر نيبه هم

 
   ها.تمام  یبرا
 

   .ميکن  یمحاسبه مو  یرا برابتدا  ا –ج 

 
   .ميده  یقرار م یاريرا اختو حالا ، 

 
   .مي. پس دارميده  یقرار مدر ،  نيهمچن

 
دو  نينيکند. همچ  یموج را بر قرار م یبعد کيمعادله  مي، نشان داد یاضير قياز طر–د 

   داده شده. طيشرا
دو  نيشده ب دهيکش سمانير کي يیجا بجا  شينمااست که  نيمسلله ا نيا  یکيزيف ريتفس کي

به  یمرتعش بستگ سمانير یروواضح است که مکان هرنقطه   است.و نقطه 
در دو انتها ،  سمانيدهد که ر  ینشان م یمرز طيشرا  دارد.آن  نقطه از انتها در زمان فاصله 

 ثابت است.
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  هيشرط اول  

 
 

  دهد.   ینشان مرا در  سمانير يیجا بجا 
  هيشرط اول

 
 
  درحالت سکون است. در   سمانير نديگو یم

 
 

  است.  شيدر حال افزا یعنيبالا  ريدر تصو
 
 

  یچند نمونه م نجايرود ، ا  یبکار م یو پاره ا یمعمول ليفرانسيحل معادلات د یبرا اديز هيفور یسر 
   .ميآور
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  یآور اديمثال 
 مساله 

 ٠با دور تناوب شده در بازه  فياره تعردندانه   موج  یبرا هيفور یمطلوب است سر   
 پاسخ 

 تابع فرد است ، پس  نيچون ا . ميکن  یموج دندانه اره محاسبه م یبرا هيفور یها بيضر
 

  . ريز رياست. تصو

 
  . ميکن  یرا محاسبه م بيحالا ، ضر 
 

 

  یعني . ميکن  یجز بجز ، عمل م یريانتگرال گ قيمحاسبه انتگرال آخر ، از طر یبرا

 

  باشد ، پس ميکن  یفرض م

 

  شود.   یلذا انتگرال م است. 
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   .ميدار حيتمام اعداد صح یبراو کردن  نيبا جانش

 
  است.  ريموج دندانه اره به صورت ز هيفور یلذا بسط سر

 

 بالا  ريتصو
 

 مساله 
 . هيفور یسر قياز طر ريز ليفرانسيمطلوب است جواب معادله د

 
   یمرز طيبا شرا
 پاسخ 

را بر قرار  یمرز طينشان دان جواب نا متجانس ، تا شرا یبرا ميبر  یرا بکار م هيفور  ینوسيس یسر
 ريز یسمت راست معادله را به صورت سر  ميتوان  یم . ميبر  یرا بکار ممساله  جهينت کند. 

   .ميسيبنو

 
  است.  ريجواب به صورت ز ميکن  یفرض م

 
  . ميدار ، ليفرانسيکردن در معادله د نيبا جانش

 
  . ميباشد ، پس دار گريکدي یمساو ديبا نوسيهر شکل س یها بيچون ضر

 
  اي
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  است.  ريز یداده شده به صورت سر ليفرانسيلذا جواب معادله د

 
 

 مساله 
  . ريز ليفرانسيمتناوب معادله د یمطلوب است جواب ها

 
 ٠دوره تناوب  تابع با کيعدد ثابت است و  کي،  نجايا

 
 پاسخ 

  . ميده  ی، نشان م هيفور یسر کيدر سمت راست را به صورت تابع 

 
  شود.   یم فيتعر ريبا فرمول ز هيمختلط فور یها بيضر

 
  یعني نشان داد.  هيفور یجواب را بتوان با بسط سر ميکن  یفرض م

 
  است.  ري، به صورت ز نيمشتق ا

 
  . مي، پس دار ميگذار  یم ليفرانسيرا در معادله د نيا

 
  . ميها معتبر است ، پس دارتمام  یمعادله برا نيچون ا
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  است.  ريشناخته شده هستند ، پس جواب به صورت زاعداد و لذا ، 

 
 

 مساله 
  . ديحرارت را حل کن تيهدا یبعد کي، معادله  هيفور یبا استفاده از بسط سر

 
  Dirichlet   لت کيريد یمرز طيبا شرا

اگر  
 
 و 

اگر  
 

   باشد. 
 ٠ هيحرارت اول عيتوز با
 

 پاسخ 
  Steady State Temperature Distribution    داريحرارت در حالت  پا عيتوز ديابتدا ، با

   . ميکن فيداده شده را تعر یمرز طيتحت شرا
   .ديريرا در نظر بگ ريمعادله ز

 
  است.  ريبه صورت ز  ی، جواب کل ميريگ  یانتگرال م

 
  یمرز طيرا از شراو  یها بيضر

 
   .مي، دار جهيدر نت . ميکن  یم دايپ

 
  Time-Dependent Temperature Solution      جواب حرارت وابسته به زمانحالا ، 

  . ميکن  یم  یمعرف ديجد ريمتغ کي  .ميساز  یرا م
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   شود.  یم یبرا یمرز طيشرا

 
  نوشت.  ريتوان به صورت ز  یرا م هيشرط اول

 
 

 پس   .ميريرا در نظر بگ هيفور ینوسيس یاست که بسط سر یعي، طب ديجد یمرز طيبا توجه به شرا

 
   شوند.  یم فيتعر  ريفرمول ز لهيبوس یها بيضر

 
  شناخته شوند. ها  بيضر نيکه ا نيبه فرض ا
 ٠وابسته به زمان  یها بي، با ضر ميهست یبه صورت سر  یجواب کل یدر جستجو

 
 تمام  یبر قرار هستند ، براو  یمرز طيواضح است که ، شرا

  هستند.  ريبه صورت ز هياول طيشرا  ها.

 
 حرارت  عيعبارت ها در معادله توز نيکردن ا نيبا جانش

 
 

 پس 

 
 و با استفاده از ميريگ  یانتگرال مو در بازه  ميکن  یضرب معبارت در  نيآخر نيطرف

   .ميمتعامد ، دار یرابطه ها
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اگر

اگر
 

 
  . ميسپس دار

 
  اي

 
   .ميدار یبرا یمعمول ليفرانسيمعادله د نيبا حل ا

 

 

 

 
  ميسيبنو ميتوان  یاست ، محالت  نيچون در ا

 
  هياول طيعدد ثابت است ، منوط به شرا کي نجايا

 
    .ميآور  یبدست م ريبه صورت زاست ، جواب که  نيبه ابا توجه 

 

 
  است.  ريمعادله حرارت به صورت ز یجواب نهائ جهيدر نت
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 مساله 
 ثابت.  سمانير یمطلوب است جواب معادله موج برا

 
  یمرز طيبا شرا

 
  در دو انتها ثابت است.  سمانير
 

 هستند.  ريوسرعت به صورت ز هياول يیجا بجا 
 

 
 
 شود ، مانند   یم فيهستند که توسط استدفده کننده تعر يیتابع ها و  نجايا

 

 
 پاسخ 

 
به صورت  یعنيجدا هستند ، و  یها ريکه در آنها متغ ميمتناوب هست یتمام جواب ها یدر جستجو

  . ريز

 
 پس 

 
 و 

 
   .ميمعادله موج ، داردو در  نيکردن ا نيبا جانش
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  اي

 
 
 نيامکان دارد که طرف  یاتفاق در صورت نيا  است.، تابع   یاست و دوم، تابع اول فقط تابع  نجايا

 معادله ، ثابت باشند ، پس 

ثابت  
 

  . ميپس دار ميسيبنو ميتوان  یمثبت باشد ، معدد ثابت  نياگر ا
 

 
  ريز  یبا جواب کل

 
 

   یعنياست ،  یمنفکند. پس آن عدد  ثابت  جادياتواند تابع متناوب بر حسب   ینم  یجواب نيچن
 

 
 شود.  ميتقس یمعمول ليفرانسيتواند به دو معادله د  یپس معادله موج ما م

 

 
  . ميبا حل معادله اول ، دار

 
 
  هستند.  یريثابت انتگرال گاعداد  نجايا

 
   .ميثابت ، دار سمانير نيا یبرا یمرز طيبا در نظر گرفتن شرا

 

 
 پس 
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  ميداربا قرار دادن 

 
 
   هستند. ريبه صورت ز ژهيو ريپس مقاد  است. حيعدد صح کي نجايا

 

 
  هستند.  ريمربوطه هم ، به صورت ز  ژهيو یتابع ها

 

 
 شود ،   یدوم ممعادله  یبرا
 

 
   توان نوشت.  یپس م

 

 
 
 هياول طيبه شرا یهستند که بستگ یارياعداد ثابت اختو مثبت است  حيعدد صح کي نجايا

   دارند.
 

   .ميسيويمخصوص بن یجواب ها  یخط قيتلف کيمعادله موج را به صورت   یجواب کل ميتوان  یحالا ، م
 

 
 

  . ميباشد ، دار ريمشتق پذ یسر نيا مياگر فرض کن
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   .ميکن  یرا مشخص مو ، اعداد ثابت  هياول طيبا استفاده از شرا

 

 
 

 متعامد  ستميبر اساس س یرا به سرو  دي، با ديکن  یهمان طور که ملاحظه م
 

 
 

   .مي، دار هيفور یها بيضر یبراساس فرمول ها  .ميبسط ده
 

 
   است. ريز ینا متناه یداده شده به صورت سر هيو اول یمرز طيپس ، جواب معادله موج با شرا

 

 
   بالا ذکر شد. یهمان است که در فرمول هاو  نجايا

 
  شود.   یم دهينام Fundamental Tone    یاصل یآوابالا ،  یسرجمله  نياول
   است. ريدوره تناوب و فرکانس مطابق ز   شوند.  یم دهينام کيهارمونجمله ها  هيبق
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 مساله 
 مطلوب است جواب معادله لاپلاس. 

 
  یبا شرط مرز رهيد کي یرو

 
 پاسخ 

به  یو مختصات قطب نيمختصات کارتز نيرابطه ب  .ميکن  یم دايپ یجواب را در مختصات قطب
 است.  ريصورت ز

 
   .ريز ريبا توجه به تصو

 
 

واضح ٠و است به  تابع وابسته یعنيشود   یم، تابع  یدر مختصات قطب
 ٠با  دور تناوب  است تابع  کياست که 
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   است. ريبه صورت ز یمعادله لاپلاس در مختصات قطب

 
  یعني , مي، هست هيفور یبسط سر کيبه صورت به دنبال جواب 

 
    دارند.به شعاع  یبستگو  هيفور یها بيضر نجايا

 
مشتق و آنرا نسبت  ميتوان  یاست ، پس م وستهيپ  یبه اندازه کافتابع  ميکن  یفرض م

   .ميپس دار  .ميريبگ

 

 
  . مي، در معادله لاپلاس دار نيکردن ا نيبا جانش

 

 

 
   .ميريگ  یم جهيصفر است ، نت یها ، مساوها و تمام  یعبارت برا نيچون ا
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  .مي، بدست آورده ا  یاصل یپاره ا ليفرانسيمعادله د یبجا . یمعمول ليفرانسيمعادلات د ستميس کيپس 

   توان مستقلا ، حل کرد.  یرا م یمعمول یمعادله ها نياست که هر کدام از ا نيمهم ا
 
  یتوان  چک کرد که تابع ها  یم

 
   کنند.  یرا بر قرار م ليفرانسيمعادلات د نيآخر

 
  کرد. دايپ  یمعمول ليفرانسيمعادلات د هياول طياز شرا ديرا باو ، اعداد ثابت  نجايا

، پس  ميده  یبسط م هيفور یرا در سر، تابع  هياول طيشرا نيبدست آوردن ا یبرا
   .ميدار

 

 
   .ميعبارت ، دار نيدر او  یها بيقرار دادن ضر یبا مساو

 
  است.  ريز یجواب ها ی، دارا یمعمول ليفرانسيمعادلات د ستميلذا ، س

 
  است.  ريپس جواب معادله لاپلاس ، به صورت ز

 
  ند.  شده ا فيتعر یمرز طيهستند که توسط شرا  یاعداد شناخته شده او ،  نجايا

 
  . ميساده کن ميتوان  یجواب را م نيا
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 که  ديتوجه داشته باش

 
 پس 

 
 توان نشان داد که با استفاده از فرمول   یم

 
   شود.  یم لياست ، تبد ريکه جمع آن مطابق ز ینا متناه یهندس یجمله داخل کروشه  ، به سر

 
  است.  ريپس ، جواب به صورت ز

 
 شود  یم دهيدائره واحد ، نام یبرا Poisson’s Integral انتگرال پو ا سون عبارت آخر،  

 .  
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