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 فصل دوم 
Chapter One 

 لاپلاس  يلاتتبد
Laplace Transforms 

 بخش اول 
  يفتعر

  Piecewise Continuous Function یتکه ا يوستهمعادله پ
بازه  يرز ی، اگر آن بازه را بتوان به تعداد محدود يندگو  یم یتکه  ا يوستهبازه ، پ يکتابع را در  يک
هر  يی در نقاط انتها باشد ، و يوستهباز ، پ یبازه ها يرکه آن تابع ، در هر کدام از ز یکرد ، بطور يمتقس

  . يدکن  یملاحظه م یتکه ا يوستهتابع پ يک يرتصو يردر ز حد محدود داشته باشد.  يکبازه  يرز

 
در آن  يختگیگس يا یگ پاره یاست که تعداد محدود ی،تابع یتکه ا يوستهتابع پ يک،  يگربه عبارت د

  رسد.   ینم يتنها  یجا به ب يچوجود دارد و ه
 

  يفتعر

،  ميده  ینشان ملاپلاس که با نماد  ليتبد باشد.  یتکه ا وستهيتابع پ کي يدفرض کن
   شود.  یم فيتعر ريبه صورت ز

 
 
  

لاپلاس را به صورت  يلاتکار ، اغلب تبد  یراحت یبرا لاپلاس وجود دارد.  يلاتتبد یهم برا يگرینماد د
  . يمده  ینشان م يرز
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است ، و لذا تمام بنام  يدجد يرمتغ يکتابع  يک يقت، در حق يلکه تبد يدکن  ینماد ، ملاحظه م ينبا ا

   شوند.  یحذف م یريها در مراحل انتگرال گ
 

 است. Improper Integral       سره  انتگرال نا  کيبالا فيانتگرال در تعر
 محاسبه انتگرال نا یبرا یلاپلاس ، مثال يلاتکه قبل از پرداختن به موضوع تبد يستمناسبت ن  یلذا ، ب
   .ياوريمسره ب

 
 ١مثال 
  . ديرا محاسبه کن ريباشد ، انتگرال زاگر 

 

 حل 
   .يمکن يلکه لازم است انتگرال نا سره را به حد تبد ياوريدبخاطر ب

 

 . يمکن   ی، سپس حد را محاسبه م يمده  یابتدا ، انتگرال را انجام م
١

 

١ ١
 

 ديحالا با  صفر است. ريغ ميجواب ما اثر دارد. فرض کرد یرو. مقدار يممواظب باش يد، با ينجاا
، اگر  گريرود. از طرف د  یم تينها  یبه طرف ب يینما مثبت باشداگر     .ميباشنگران علامت 

   رود.  یبه طرف صفر م يیباشد ، نما  یمنف
در   باشد.که   حد وجود دارد و کران دار است ، یعنيهمگرا است ،  یپس ، انتگرال فقط هنگام

   .ميصورت دار نيا
١

که شرطی به  

 
لاپلاس را محاسبه  يلات، چند تبد يد، اجازه ده يممحاسبه انتگرال نا سره را بخاطر آورد يقحالا که طر

  . يمکن
 

 ٢مثال 
١مطلوب است مقدار    

 حل 
   .ميپس دار  است. يمدار  ينجا. ايمکه انجام ده يستن يادیکار ز ينجاا
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 ميانجام ده ديکه با یکار پس تنها  است.تفاوت که  ين.با ايمدار   را١همان انتگرل مثال  ينجاا
   .ميپس دار  متناسب. یکردن ها نيبا جانش ميرا مجددا بکار براست که شماره  نيا

که شرطی به  

   .يمدار باساده کردن 

که شرطی به  
 
 

 حيرا صح ليمحاسبه تبد ميتا بتوان ميريدر نظر بگ تيمحدود   یبرا  يمکه مجبور شد يدکن  یملاحظه م
 داشته باشد.  تيمحدود ديبا یرو لاپلاس لاتيتمام تبد . ميانجام ده

 
 ٣مثال 

 مطلوب است 
 حل 

 
پس   باشد. کهيدر صورت  .ميرا بکار برشماره  يمتوان  یکه م يدکن  یباز هم ملاحظه م

   .ميدار

که شرطی به  

 
 
 

 ۴مثال 
 مطلوب است 

 حل 
  . يمدار يعنی. يمکن  یاستفاده م يگرنماد داز  ينجاا

 
   .يمجزدار به جزء يریبا استفاده از انتگرال گ
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   .يمجز، دار به جزء يریو مجددا با استفاده از انتگرال گ يمکن  یحالا جمله اول را ساده م

  . يمکن  ی، و ساده م يريمگ  ی، حد م يمکن  یمحاسبه محالا ، جمله دوم را 

   .ميرا انجام ده ريدو حد ز مياست تا بتوان يمفرض کن يدکه با يدکن  یملاحظه م

 
  یکه به انتگرال بر م یهنگام يدتوجه داشته باش ينهمچن  داشت. يمبدون فرض بالا ، انتگرال وا گرا خواه

   .يم. پس داريمکن  یم يلتبد يتنها  یرا به ب  يیحد بالا يمگرد

 
 . يمکن  یساده م

که شرطی به  
 

   لاپلاس اغلب در هم و بر هم است. يلاتکه محاسبه تبد يدکن  یملاحظه م
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  Laplace Transformsلاپلاس  يلاتتبد
لذا   ، بقرنج و در هم و بر هم است. مايلاپلاس مستق لاتي، محاسبه تبد ميديدهمان طور که در بخش 

نرم افزار مربوطه  ايو  ميکن یم لاپلاس استفده لاتيلاپلاس ، از جدول تبد لاتيمعمولاً هنگام  محاسبه تبد
لاپلاس است که  لاتيتبد شتري، اما شامل ب ستي، کامل ن ميآور  یم نجايکه ا  یجدول  .ميبر  یرا بکار م

 . ديکن  یبخش ملاحظه م نيلاپلاس را در آخر هم لاتيجدول تبد  روند.  یمعمولا بکار م
  . ديتوجه کن ريز قتيآوردن چند مثال ، ابتدا به حققبل از 

  Fact يقتحق
   .ميدارو هر عدد ثابت  یپس براو  يماگر داشته باش

 
 

  . يستيممجموع و تفاضل ن  يااعداد ثابت و ، نگران  يگربه عبارت د
 

 مثال 
  . ديکن دايپرا   ريز یها تابعلاپلاس  لاتيتبد

 
 حل 

  يمکن  یم يدالاپلاس مورد نظر را پ يلو تبد يمکن  یبه جدول مراجعه م
  یمرتبه است که از جدول استفاده م يناول یچون برا . يمده  ی، کار را انجام م يشترب يحات، با توض ينجاا

   .يمکن
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است که  ينکه وجود دارد ا  یتفاوت تنها . يدتوجه کن يکبال يپرو ه یمعمول یتابع مثلثات ينبه تفاوت ب
 . کيبال پريدر تابع هشود به   یم لي، تبد یمعمول یتابع مثلثات یبرا
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 مثال 
 ديکن دايپرا   ريز یها تابعلاپلاس  لاتيتبد

 
 

 حل 

 و  با ،    ميکن استفاده  جدول  شماره   از يمتوان  یاما ، م . يستتابع در جدول ن ينا
   .ميدارباشد ، پس  مياگر فرض کن

 
  يمدارسپس  

 
   .ميداربر اساس شماره 

 

با   .مياستفاده کناز شماره  ميتوان  یم قيدو طربه    .ميکن  یجدول استفاده مباز از شماره 
 . ميدارو فرض 

 
   .ميدارو فرض  يا

 
جدول 9 شماره از   پس  .ميکن  یاول استفاده م قيچون استفاده از مشتق مرتبه اول آسان تراست ، از طر

 . ميکن   یاستفاده م
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   شود.  ی، م يلپس تبد

 

توان انجام    یم    شماره  با   همراهازشماره  ايبا 6 قسمت را با استفاده از شماره  ينا
 که  ديکار توجه داشته باش  نيا یبرا  .ميکن  یاستفاده ماز شماره   داد.

 
 

 
   .ميدارشماره  حالا با استفاده از

 
 داشت.  يمخواه يتو در نها

 
   .ميآورد  یرا بدست م جهينت ني، هم ميرا بکار برده بوداگر شماره 

 اگر  ديتوجه داشته باش  ، همراه با جواب قسمت  قبل. ميکن  یاستفاده ماز شماره 

 
 باشد ، پس 

 
 شود   یم يللذا ، تبد
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 از شماره  نيهمچن ميکن  یاستفاده مباز هم از شماره 

 
  ی، صفر بدست م ميريگ  یکه انتگرال م یعدد ثابت است پس هنگام کيکه  يدبخاطر داشته باش

   .ميآور
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  Inverse Laplace Transformsلاپلاس  يلاتمعکوس تبد
 ليکردن تبد داي، پ ميداشته باش اريرا در اخت  لاتي، اگر جدول تبد ميديدهمان طور که در بخش 

  . ميکار را انجام ده نيعکس ا ميخواه   یم حالا . ستين  یتابع ، کار مشکل کيلاپلاس 
 دايرا پ  یاصل یتابع ها اي، تابع باشند  ده شده باشد ، و از ما خواستهبه ما دا ليتبد کي، اگر  یعني

 مييگو  یحالت م نيادر    است. لاتيکردن تبد دايتر از پ یتر و طولان دهيچيکار پ نيکه ا ديد ميخواه  .ميکن
 . ميبر  یرا بکار م ريو نماد ز ميکن دايرا پلاپلاس  ليمعکوس تبد ميخواه  یم

 
  . يمبر  یرا بکار م يرز يقتباز هم مانند بخش قبل ، حق

 
 Fact يقتحق

 ، پس  ميداشته باشو لاپلاس  يلاگر دو تبد

 
 و هر عدد ثابت  یاست ، برا

 
   . يمآور  یبخش ، م ينلاپلاس را در آخر ا يلاتمجددا جدول تبد

 
 مثال 

  . يدکن يدارا پ يرز يلاتاز تبد يکمعکوس هر 

 
 

 حل 

است ، پس قبل از  کيکسر در جدول جدول است اما صورت مخرج کسر اول مانند مخرج شماره 
   بشود. کي،  تا صورت هم  ميريگ  یفاکتور م، از معکوس   کردن  دايپ

   باشد. ديهمان است که باو صورت هم باشد ، با  يیرسد که نما  یکسر دوم ، به نظر م
  ميريفاکتور بگاز  دياما بااست با  يیکسر سوم هم نما
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   .ميدار و سوم دوم   یکسر ها یبراکسر اول و جدول شماره  یبراپس بر اساس جدول شماره  

 

   
  نيا در  .ميريفاکتور بگحالا لازم است از است با  يیرسد ، کسر اول ، نما  یبه نظر م

 یبجا که نيرسد ، بجز ا  یبه نظر م يی، نما بايکسر دوم تقر   .ديباش  یمنف یمسائل ، مواظب علامت ها 
   .ميريرا از مخرج فاکتور بگ ديپس با   .ميداردر مخرج 

  .ستين حيصورت ، صحاما ، جدول است با رسد مخرج کسر سوم مانند شماره   یبه نظر م
صورت را در   اصلاح آن آسان است.  .ميداربه  اجياحت  یاست ولصورت  نجايا

   .ميسيرا بنو ليابتدا تبد ديپس اجازه ده  .ميکن  یضرب م

 
 

  .ميگرفتفاکتور کسر دوم مخرج   از  .ميفاکتور کرفتاز کسر اول    يم؟، چه کرده ا ينجاپس تا ا
   .ميفاکتور گرفتکسر سوم ازصورت  

   .ميکن  یم دايحالا معکوس را پ

 
 

 شماره  اي ميدارشماره  يا يدگو  یو جدول م  است. يکیمخرج هر دو کسر ،  ينجاا
 یعنيپس  دارد ،در صورت  کسر اول ،  .ميکدام را دار قتيکه در حق نديگو  یصورت کسر ها به ما م

عدد ثابت  کيکسر دوم ، در صورت فقط   .ميريفاکتور بگاز  ديو با  باشد.شماره  ديکسر اول با
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تا صورت مانند آنچه   ميکن ضرب  صورت را در دياما ، با  باشد.شماره  ديدارد ، پس کسر دوم با

   شود.  یم ريبه صورت ز ليلذا تبد  در جدول است ، بشود.

 
 

   .يربه صورت ز  .يمکن  یم يدارا پ يلجدول معکوس تبد یحالا از رو

 
 

   
 به کيبال پريه نوسيس کيکسر دوم   خواهد بود. نوسيس کي،  ميريفاکتور بگاگر از مخرج کسر اول 

مانند   یقيصورت هر دو را به طر ديبا  .ديدو توجه کن نياما ، به تفاوت اشماره  یعني،  ديآ   یم  نظر
   .ميکن  یم یسيباز نو  ريز پس مساله را به شکل  .ميکن ليصورت جدول تبد

 
 

 خواهد بود.  يربه شکل ز يلپس ، معکوس تبد
 

 
 

   .يمکن  یمطرح محالا ، چند مساله مشکل تر 
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 مثال 
 يدکن يدارا پ يرز يلاتاز تبد يکمعکوس هر  

 
 حل 

 
دو در  يناز ا يک يچاما صورت ، با ه . ينوسکس يک يااست  ينوسس يک يا،  يکی ينظاهرا ، مخرج ا

عدد  بيضر کيداشته باشد با حد اکثر  يکدر صورت  يدبا ينوسکس يک جدول ، مطابقت ندارد. 
   ، لازم دارد. در صورتعدد ثابت بدون  کي، فقط  نوسيس کياما ،  ثابت. 

اما اصلاح آن آسان   عدد ثابت. کيو هم  ميدارهم  یعني . ميمثال ، هر دو را در صورت دار نيدر ا
   .ميکن دايرا پ ليسپس  معکوس تبد و  .ميکن ليفقط لازم است کسر را به دو کسر تبد  است.

 
 

 است.  يدکن  یهمان طور که ملاحظه م که مربع کامل داشته باشد.  يدانتظار نداشته باش يشههم
 

 
،  يممخرج را مربع کامل کنمثال باشد. اما ، اگر  ينمخرج ا يهشود که شب  ینم يداپ یمخرج يچدر جدول ه

   .يمکن  یم يداپ   درجدول آن  مانند  يمتوان   یم
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 . يمپس دار

 
 

صورت کسر   مياگر بخواه  .ميجدول را دار ايشماره  رسد که  ی، به نظر م يسیباز نو ينبا ا
باشد ، شماره   مانند مياگر بخواه  عدد ثابت باشد. کيدر صورت فقط  ديباشد ، باماند شماره 

صورت را به شکل مناسب در  ديپس با  .ميرا ندار نهايکدام از ا چياما ه  باشد.در صورت  ديبا
   .ميآور
  قسمت مهم مساله است. نيا  .ميبدست آوراول  ميکن  یم  یسع شهياصلاح صورت ، هم یبرا

به دو  است که که آنرا نيراه ا کي  .مينشسته است ، باشکه جلو لازم است مواظب عدد  نيهمچن
 نيا  .ميقسمت را اصلاح کن نيو سپس صورت ا ميريرا فاکتور بگ، و از قسمت دوم  ميکن ميقسمت تقس

 ريز پس مطابق  .ميو فقط دو جمله لازم دار  .ميآور  یاست ، اما در پاسخ سه جمله بدست م  یعمل کار
   .ميکن  یم عمل

 
 

   .ميريگ  یفاکتور مپس از صورت   .ميلازم دار يکدر صورت 
   .يسيمنو    یم يرصورت ز مساله به يتو در نها

 

 
 

   است. يرمطابق ز يلو معکوس تبد
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 ينا يمده انجام يدکه با یکار ين. اول يمکن يلکامل تند يعرا به مرب يدمخرجبااست.   یمساله هم مانند قبل ينا
فراموش نشود که هنگام کامل کردن مربع ،   .ميو سپس مربع را کامل کن  .ميريفاکتور بگاست که از 

   .ميپس دار  باشد. ديبا بيضر ديبا

 
 

انجام  ديکه با یکار ليدر ذ  .ميرا اصلاح کن ، اگر صورت ميدارو رسد شماره   یپس به نظر م
 . ميآور  ی، م ميده

 
 

  است. ريز صورت  به لي، تبد تيو در نها
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  ینمدو مساله قبل ،  در  .يستن يناست ، اما چن  یقبل یهم مانند دو مساله ها  يکی ينرسد که ا    یبه نظر م

 يلکرد. در ذ يریفاکتور گ  یبه اسان توان  یرا م  يکی ين، اما ا يريمفاکتور بگ یآسان را به   مخرج يمتوانست
 . يريمگ  یفاکتور م يعنی،  يمکن  یم يهمخرج را به عوامل اول تجز

 
 يد، با يمداشته باش   يینما تابع که  ينا یاما برا  .يمدار يینماتابع   دهد که دو  یکسر نشان م ينصورت ا

   وجود نداشته باشد. يچو ه يمباش  داشته صورت در جمله  يک
 .ميبکار بر یروش کسر جزئ یعني  .ميکن ليتبد یجزئ یکسر مورد نظر را به کسر ها دياصلاح ، با یبرا

   .ريبه صورت ز  .سميکسر را به صورت مجموع دو کسر ساده بنو کي گريبه عبارت د 

 
را به شما  روش  يک مثال  يندر ا يد؟اور  یکوچکتر را بخاطر م یکسر به کسر ها يک يهروش تجز ياآ

   .يمکن  یخاطر نشان مرا   یروش کل ينبعد از ا يمده  ینشان م
   .ميکن  یعمل م ريبه صورت ز  .ميکن دايرا پو اعداد ثابت  يدبا

 
   .يمدار پس  باشند. یهستند ، پس لازم است صورت ها هم مساو یچون مخرج ها مساو

 

 
 بالا بر قرار باشد ، یتساوهر  یپس اگر قرار است برا  ها بر قرار باشد.تما  یبرا يدبا یتساو ينا

  .ميديکه مناسب د یهر عدد  .ميکن  یم اريعدد اخت کي یعني  هم بر قرار باشد. یبرا ديپس با
   .ميپس دار
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   .ميکن  یم اريرا اختکار  نيا یبرا  .ميکن  یم دايرا پ قيطر نيهم به  .ميکرد دايرا پپس 
 

 
به صورت  يلثابت تبد اعدادلذا   است. یا ساده اگر کار کند ، روش اما کند ،  یروش کار نم ينا يشههم
   است. يرز

 
   .يمکن يداپ را يلمعکوس تبد جدول ، یاز رو يمتوان  یم  یراحت حالا به

 

 
 
 
 

  . يدکن يلتبد ياکوچک  یکسر را به کسر ها يکچگونه  یآور ياد
 يلبه حاصلضرب عوامل ساده تر تبد يعنی،  يدکن يریابتدا تا آنجا که ممکن است ، مخرج را فاکتور گ

  . يداستفاده کن يرموجود در مخرج ، از جدول ز یهر   کدام از فاکتور ها  یسپس برا . يدکن
 

 فاکتور در مخرج              یجزئجمله در کسر       
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 3مثال 
 يدکن يدارا پ يرز يلاتاز تبد يکمعکوس هر 

 حل 

 
   يیجز یبه کسر ها يهتجز ينا

 
 ينآسان تر  .يمکن يدارا پ یصورت هر کسر جزئ يمخواه  یم  .يمشو  ینم ياتوارد جزئ ماند مثال قبل  ينجاا

   .يمقرار ده یاست که صورت ها را مساو ينراه ، مانند مثال بالا ا
 

 
 

   .ميکن  یانتخاب م یمقدار مناسب برا يکمانند مثال قبل 

 
 

 
 

 
 

   است. ير، به صورت ز یجزئ یبه کسر ها يهپس تجز
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   است. يربه صورت ز يل، معکوس تبد يتو در نها
 

 
 

 يربه صورت ز یجزئ یبه کسر ها يهتجز  .يمدرجه دوم دار یمرتبه در مخرج چند جمله ا يناول یبرا
   است.

 
   .يمده  یقرار م یپس صورت ها را مساو

 
  
  ینم قيطر نيرا به او ، اما  ميکن دايپ  یرا به اسانو  ميقرار ده يمتوان  ی، م ينجاا

    .ميکنانتخاب   ديرا با یتر یراه  طولان پس .ميکن دايپ ميتوان
   .ميمشابه را با هم جمع کن یو جمله ها ميسمت راست را انجام ده یاست که ضرب ها نيا  یراه طولان

 

 
 

  باشند. یمساو ديبااعداد ثابت  و و  یها يبباشند ضر یمساو ينکه طرف ينا یبرا
 

 
 

 یگرياست هر نماد د یفقط قرار داد نيا  .ميبرد بکارنشان دادن عدد ثابت  یکه برا يدکن  یملاحظه م
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 یبه کسر ها هيپس تجز  هستند. یها کسر  بيکه ضر ديکن  یملاحظه م نيهمچن  .ديبکار بر ديتوان  یهم م
   است. ريبه صورت ز یجزئ

 

 
 

   است. يربه صورت ز يلو معکوس تبد
 

 

 توان نوشت   یم

 
   شود.  یم یجزئ یبه کسر ها يلپس تبد

 
  . يمده  یقرار م یرا مساو صورت ها 

   .يمها دار يبقرار دادن ضر یبا مساو
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 ميتوان  یسپس  م  .ميآور   یآخر بدست م  را از  معادلهرسد. ابتدا   یبغرنج به نظر م  یبالا ، کم يستمس
 آخر.  یال  دهد.  یرا به ما ممعادله سوم ،   .ميآور  را از معادله چهارم بدست

   .ميدار جهي، در نت ميريگ  یفاکتور مو از تمام جمله ها  ميده  یقرار م هيتجزرا در  نهايا
 

 

   .يمدار پس . يمکسر آخر را مربع کامل کن يدحالا با
 

 
 

   است. يربه صورت ز يل، معکوس تبد يتو در نها
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 لاپلاس  يلاتتبد يلهبوس يهحل مسائل با مقدار اول
Solving IVP’s with Laplace Transforms 

لاپلاس و چگونه  يلاتگذاشته در مورد تبد یدر سه بخش ها . يفرانسيلبه معادلات د يمگرد  یحالا باز بر م
چند بخش  یهستند برا یبا ارزش یها يلهها وس ين. ايم، صحبت کرد يريملاپلاس را بگ يلاتمعکوس تبد

   ، فراموش نشود. يمگرفته ا ياد. پس آنچه یبعد
چگونه  يريمبگ يادلازم  است    .يمدار ياجهم احت يگرفرمول د يک،  يفرانسيلقبل از پرداختن به معادلات د

 ام تابع مشتق  یعنيکه  يدابتدا به خاطر آور . يممشتق بدست آور يکلاپلاس  يلتبد
  .يمدار  يرراز يقتحالا حق

  
  Fact يقتحق

 یتکه ا وستهيتابع پ کيباشند و   وستهيپ یتابع ها  یهمگ، يدفرض کن
 پس  باشد

 
 

 
لاپلاس دو مشتق اول  يل، راحت تر است که تبد يممرتبه دوم کار کن يفرانسيلبا معادلات د يمخواه  یچون م

   .يمباش را داشته

 
  یبکار م هيهستند که در مسائل با مقدار اول  يیاغلب همان هاو که  يدتوجه داشته باش

در  هيبه شرط اول،  ميبکار بر هيحل مسائل با مقدار اول یفرمول ها را برا نيا ميخواه  یپس اگر م  .ميبرد
   .ميدار اجياحت

 
 مثال 

  . ديرا حل کن ريز هيمساله با مقدار اول
 

 
 

 حل 
را بدست  يفرانسيلهمه جملات در معادله دلاپلاس  يلاتاست که تبد ينا يمانجام ده يدکه با یکار يناول

   .يمآور

 
 

  . يملاپلاس  دار يلاتبا استفاده از جدول تبد
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 .ميکن  یم یآور در آنها هست ، جمعکه   يیو جمله ها يمگذار  یرا در معادله بالا م يهاول یشرط ها
  

 
 .ميکن  یحل م یبرا
   

 
 

 کي یبرااست که جواب  نيما ا  یسع .  ميانجام ده  ميخواه  یبه انچه م ميکن یمرور دياجازه ده
که  نيا یپس برا  .ميکرده ا دايلاپلاس جواب را پ لي، فقط تبد نجايتا ا  .ميکن دايپ هياول ريمساله با مقاد

   .ميکن دايلاپلاس را پ ليمعکوس تبد، لازم است  ميکن دايجواب را پ
  .ميانجام ده  یجزئ یدو مرتبه کسر ها ديکه با ديکن  یکردن معکوس لاپلاس ، ملاحظه م داياما ، قبل از پ

   .ميمرتبه انجام ده کيرا  یها جزئ ، فقط لازم است کسر مياما ، اگر دو جمله عبارت بالا را ادغام کن
 .ميپس دار

   

 

   است. يرصورت ز  به يلتبد  ينا  یجزئ یبه کسر ها يهتجز
 

 
 

   .يمده  یقرار م یصورت ها را مساو
 

 
   .يم،پس دار يمکن  یاعداد ثابت حل م یو برا, يمکن  یم يداپ یبرا یمناسب يرمقاد
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 . يمکن  یم ينجانشحالا ، اعداد ثابت را 
 

 
 

   .يمآور  یبدست م يرکردن معکوس ، جواب مساله را به صورت ز يدابا پ يتدر نها
 

 
 

 
فصول قبل در جلد  یکه با استفاده از روش ها  ی، در صورت يمحل مساله بالا انجام داد یبرا يادیکار ز
حل  یلاپلاس برا يلاتبکار بردن تبد يقطر يمخواست  یم . يمکن يداتر جواب را پ يعسر يمتوانست  یماول ، 

   .يمرا نشان ده يهمساله با مقدار اول يک
 . يمکنراحل   آنها يمتوان  ی، نم يمکه خوانده ا  یقبل ی، که با روش ها يدآ  یم يشپ  یاوقات ،  مسائل یاما گاه

 . يمکن  یم  ینگاه يگرساده د يبامساله تقر يکبه 
  

 مثال 
  . يدرا حل کن يرز يهمساله با مقدار اول

 

 
 

 حل 
شرط  ن با قرار داد  .يمکن  یم  يداپرا  يفرانسيلمعادله د یلاپلاس تمام جمله ها يلمانند مثال قبل ، ابتدا تبد

   .يمدار يهاول یها
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  . ميکن  یحل م یبرا
 

 
 

   .يمکن  یجمله  را  ادغام م ،دو يمهمان طور که قبلا ها انجام داد
 

 
 

   است. يربه صورت ز  یجزئ یها کسر يهپس ، تجز
 

 
 

 .يمپس دار يم،ده  یقرار م یصورت ها را مساو
 

 
   .يمآور  یرا بدست م يرز يستمس يجهدر نت
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   .ميريگ  یمخرج مشترک فاکتور م نياز ا  است.ها  يبضر ينمخرج مشترک تمام ا

 

 
 

 مياصلاح کرده اصورت جمله آخر هم   .ميفاکتور گرفته اکه از مخرج جمله اول هم  يدکن  یملاحظه م
   جور شود.  لاتيتبد تا با جمله داخل جدول

   .مي. پس دار ميآور یم را بدست ليمعکوس تبد
 
 

 
 
 

   مثال 
 يدرا حل کن يرز يهمساله با مقدار اول

 
 حل 
  . ميکن  یم نيرا جانش هياول طيو سپس شرا ميکن  یم دايتمام جملات را پ ليتبد
 

 
 

، همانطور که در مثال قبل عمل  ميکن  یجمله ادغام م کيو همه را در  ميکن  یحل م یحالا ، برا
 . ميکرد
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   .ميکن  یم  یجزئ یبه کسر ها هيحالا ، تجز
 

 
 

   .ميده  یم قرار یحالا ، صورت ها را مساو
 

 
   .ميکن  یاعداد ثابت حل م یو برا ميده  یقرار م یها را مساو بيضر

 

 
 

 یو برا ميکن  یمخرج جمله دوم را مربع کامل م , ميده  یقرار م  یجزئ یکسر ها هيرا در تجز نهايحالا ، ا
   .مي، پس دار ميکن  یها را اصلاح م صورت ,  ليتبد معکوس مرحله
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   .ميکن  یم ديرا پ ليمعکوس تبد تيدر نها
 

 
 

 یادر نقطه   هيمقدار اولاوقات ،   یو گاه ستين نيچن شهياما هم . ميداشتدر  هيتا کنون ، مقدار اول
  داشت.  ميخواه    بجز

 
 مثال 

 يدرا حل کن يرز يهمساله با مقدار اول
 

 
 حل 
، آنها را اصلاح    ستنديندر  هياول یاست که چون شرط ها نيا ميانجام ده ديکه با یکار نياول
در  هياول یاست که شرط ها ني، ا ميريلاپلاس مشتق ها را بگ لاتيتبد ميتوان  یکه م  یتنها راه رايز . ميکن

   باشند.
 نيا  باشند.در  هياول یکه شرط ها ميکن ميتنظ یرا طور هي، لازم است مساله با شرط اول یعني نيا

 . ميبده ريدر متغ یراتييتغ دياما با   است.  یکار اسان
  داشت.  ميرا خواه ريز فيپس تعر

 
 

   .ميشروع کن  یاصل ليفرانسيبا معادله د دياجازه ده
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 برود. شيپ حيتا کار ها بطور صح ميرا در قسمت مشتق ها هم اضافه کردکه  ديکن  یملاحظه م
   .ميده  یانجام م یبرا ینيجانش حالا، عمل

 

 
 

   .ميده  یرا هم انجام م ريز فيحالا ، تعر
 

 
 

   .ميمشتق اول دار   یبرا یا رهيپس بر اساس قاعده زنج
 

 
 

   .ميمشتق دوم دار ی، برا قيطر نيبه هم
 

 
 

    هستند. ريبه صورت ز یبرا هياول یشرط ها
 

 
 

 است.  ريبه صورت ز ديجد یها ريمتغ یبرا هياولپس ، مساله با شرط 
 

 
 

 یبه شرط ميلاپلاس بکار بر لاتيآن تبد یرو ميتوان  یاست ، که م هيمساله با مقدار اول کيعبارت بالا ، 
   .ميها بکار برها ،   یکه در جدول بجا

   .مي، دار ديجد هيو مقدار اول ديمعادله جد نيا یلاپلاس برا لاتيپس با بکار بردن تبد
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   .مي. دارميکن  یحل م یبرا
 

 
 

کار را  نيقبل ا یدر مثال ها  .مينکرد قيقبل ، جمله ها را تلف یکه بر خلاف مثال ها ديکن  یملاحظه م
   جمله ، مخرج مشترک تمام جمله ها بود. کيمخرج  راي، ز ميکرد

 نجايا  .ميآورد  یبدست م یا دهيچي، پاسخ بغرنج و پ ميکرد  یم قيمثال جمله ها تلف نيکه در ا  یدر صورت
   .ميشما مشکل کن یکار ها را برا ميهم قصد ندار

   .ميدار یجزئ یبه کسر ها هيبا تجز   .ميانجام داده ا اديز یجزئ یبه کسر ها هيتا کنون ، تجز
 

 
 
   .مي، پس دار ميکن  یمشابه ادغام م یو جمله ها ميگذار  یم ليها را در تبد نيا
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ها ،  یفراموش نشود بجا  .ميآور  یبدست م ديجد هيحالا ، با معکوس گرفتن ، جواب مساله با مقدار اول
 .  ميها را بکار بر ديبا
 

 
 
 کار را با توجه که  نيا  .ميهستبه دنبال   .ستي، ن ميخواه  یکه م  یجواب نيا

 

 
 

   است. ري، به صورت ز هيشرط اول باپس جواب مساله  است.
 

 
   .ميرا حل کن ستينکه  ی، هنگام هيشرط اول مساله با ميتوان  یپس م
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