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 بنام خداوند جان و خرد 
 فصل اول 

  يهفور يلاتها ، انتگرال ها و تبد یسر
Fourier’s 

Series, Integrals and Transforms   
 بخش اول 

 مهم  یفرمول ها
 

١بخش   مهم  یفرمول ها١
  ليفرانسيدره کامل جبر ، هندسه ، مثلثات ، حسابان و معادلات د کي:ها  ازين شيپ

 
 مشتق  یفرمول ها
  General Formulas  یعموم یفرمول ها 
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 Trigonometric Functions یمثلثات یتابع ها

 

 
  Inverse Trigonometric Functions یمثلثات یمعکوس تابع ها 

 
 

  Exponential and Logarithmic Functions تميو لگار  یتوان یتابع ها 
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 Hyperbolic Functions کيبال پريه یتابع ها 

 
  کيپرباليه یمعکوس تابع ها 
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 مشتق  یفرمول ها
  Basic Forms  یاصل یفرمول ها 

 

 

 

 
  Rational Functions ايگو یتابع ها 
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  Power Series Expansions  یتوان یها یبست سر

 
  Table of Laplace Transformsلاپلاس  یها يلجدول تبد
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١بخش   Fourier’s Series هيفور یسر٢
  

 مقدمه 
در    . یقيحق  یحل مسائل زندگ یبرا اتياضيهنربکار بردن ر عبارت است از  یمهندس اتياضير
بکار  یعلوم مهندس هيو کل  یمي، ش کيزيمسائل  ف حل یرابرا یاضير یها ی، تئور  یمهندس اتياضير
   .ميبر  یم
 
از   یکياست و  ليفرانسيرود ، معادلات د  یبکار م یکه در علوم مهنس یاضيمهم ر  یها رشته از  یکي

 ليفرانسياز مسائل معادلات د یاريبس  است. یپاره ا ليفرانسي، معادلات د ليفرانسيفصول مهم معادلات د
ها و  نوسيس یجمع نا متناه کيتابع داده شده را به صورت   مي، اگر بتوان ميحل کن ميتوان  یرا م یپاره ا

 نيبه هم  .ديآ  یبه کمک ما م هيفور یسر یعني،  یمثلثات یها یاست که سر نجايا    .ميسيويها بن نوسيکس
   .مياختصاص داده ا هيفور یسر دفتر را به نيفصل ا نياول ليدل
 

  هيفور یسر
 یدر کار برد ها  یتابع ها نقش مهم نيا متناوب است.  یتابع ها انيجهت ب  یاساس لهيوس  ,  هيفور یسر

  ی، چند نکته را گوشزد م یآوار ادي یاما برا .ديتابع ها آشنا هست نياست که شما با ا   مختلف دارند.مسلم
   .ميکن
   است.پس عدد مثبت باشد بنام دوره تناوب  کياگر  

    یو بطور کل  هم دوره تناوب است.باشد ، پس دوره تناوب  یدارااگر 
 

   ها.تمام  یاست برا
دوره تناوب  یهم داراباشند ، پس دوره تناوب  یداراو اگر 

   تابع متناوب است. کينمودار  ريز ريتصو  اعداد ثابت هستند. نجايا  است.

 
 

 یسر  کيکه بتوان آنرا توسط  یباشد ، بطورتابع با دوره تناوب  کي ديفرض کن
 . ميسينو  یباشد ، پس مجمع  یکه همگرا باشد و دارا ینشان داد بطور

 

 هيفور یها بيضررا شماره  یها بيضر. مينام  یم هيفور یرا سرشماره 
   یعني . نديآ  یبدست م لرياو یفرمول هاو با   نامند.  یم
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،  

 

 

 
 مثال ساده  کي

 ١مثال 
 متناوب  یليموج مستط

   .ريبا فرمول زتابع متناوب  یبرا هيفور یها بيمطلوب است ضر
اگر

اگر
 

  ريز ريتصو

 
 رويو غ یکيالکتر ی، مدار ها یکيمکان یها ستميبر س  یخارج یروينوع تابع ها  ، در مبحث  اثر ن نيا  

   روند.  یبکار م
 حل 

و را در  ميتوان  یپس م  انتگرال ندارد. یرو ینقطه ، اثر کيدر مقدار 
   .ميرها کن نشده ، فيتعر

   ميدارپس بر اساس 

 

   .ميداربر اساس 
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 ،است در  رايز
   .ميداربر اساس 

 پس و چون 

   یپس بطور کل   ميحالا،  دار
فرد برای

زوج برای
 

 
 پس 

فرد برای

زوج برای
 

   هستند. ريبه قرار ز هيفور یها بيلذا ضر

   است. ريبه صورت ز هيفور یسر ها صفر هستند،چون 

 
   هستند. ريبه صورت ز  یجزئ یجمع ها

   همگرا است. یدهند ، سر  ی، نشان م ريز یها ريتصو

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف    ٢بخش    ١فصل   جلد اول   رياضيات مهندسی ميـنا

13 
 

 
مقدار  یپاره ا ی، تمام جمع ها  یوستگينقاط ناپ یعنيو که در  ميکن  یملاحظه م

   نقاط صفر است. نيتابع در او  یحد ها نيانگيصفر دارند م
 

 مي، خواه ميقرار دهو اگر  یعبارت است از جمع سر مي، اگر فرض کن نيعلاوه بر ا

   داشت.

 
   .ميدار تيو در نها

 
مختلف با جمله  یها یسر ريمقاددهد   یفرمول نشان م نيااست.  Leibniz     زيبنيلمعروف   فرمول نيا

   در نقاط مشخص ، بدست آورد. هيفور یتوان توسط محاسبه سر  یثابت را م یها
 
 
آنها صفر   یمتعامد هستند ، اگر ضرب داخلدر و دو تابع  مييگو  یم  : یآور  ادي

 اگر   یعني  باشد.
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 زياگر هر دو تابع متما نديگو  یم Mutually Orthogonal بل  متعامد متقامجموعه از تابع ها را  کي
  در آن مجموعه ، متعامد باشند.

 
  نوسيو کس نوسيس یمتعامد بودن تابع ها  ١هيقض

Orthogonality of the Sine and Cosine Functions
١ یبراو  یتابع ها  متعامد متقابل در بازه یمجموعه تابع ها کي ليتشک ٢

 
  حيهر عدد صح یپس برا  آنها صفر است.  یضرب داخل یعنيدهند ،   یمهر بازه به طول  ايو 
   .ميدارو 

 

 
   .ميدار اي یو برا

                                       
 
 

  هيفور یسر يیهمگرا٢ هيقض
 یتکه او در بازه تابع متناوب باشد با دوره تناوب  کي ميکن  یفرض م

مشتق سمت راست  و سمت چپ در هر نقطه آن بازه  ميکن  یم فرض نيبر ا علاوه  باشد. وستهيپ
 تابع  هيفور یپس سر  داشته باشد.

 
  یها بيبا ضر
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نقاط ، جمع  نيدر ا  است. وستهينا پکه است ، بجز در نقاط جمع آن   است. همگرا 

 ٠در سمت راست و سمت چپ  یحد ها نيانگيعبارت است از م یسر
 
 

 از سمت چپ به که    یدر حالشود: حد   یم فيتعر نيچندر حد سمت چپ 
 پس    دهند.  ینشان مشود، و آنرا با نماد   یم کينزد

 
    به از سمت راستکه    یدر حالشود: حد   یم فيتعر نيچندر راست   حد سمت
 پس   دهند.  ینشان مشود، و آنرا با نماد   یم کينزد

 
  یهاحد  شوند :   یم فيتعر نيچن بيبه ترتدر سمت چپ و راست  یحد ها

 

                   
 که  یهنگام

  شوند.   یاز چپ به راست خوانده م شهيها هم که فرمول ديتوجه دار
 است.کسر ها فقط  یباشد ، جمله دوم در صورت ها وستهيپ در البته اگر 

 ريز ريتصو

 
 بالا تابع  يردر تصو

اگر

اگر
 

   است.حد سمت چپ 
  است. حد سمت راست 
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 ٢مثال 
 در نقطه جهش  يیهمگرا

است و حد سمت راست حد سمت چپ آن   جهش دارد. کيدر  یليموج مستط١در مثال 
   .ديکن  یملاحظه م ليرا مجددا در ذ١مثال  ريتصو  است.آن 

 
   دو حد ، صفر است. نيا نيانگيپس م

 . ميآور  یم ليکه مجددا در ذ١در مثال  هيفور یسر

 
  یهستند و م نوسيتمام جمله ها شامل س رايز  است.که  یبه صفر همگرا است وقت قتيدر حق

   دارند. یهماهنگ٢ هيبا قض جهش ها هم ، هيبق  است.که  ميدان
 
 

 با هر دوره تناوب  یتابع ها
  یبدست م با دوره تناوب تابع  هيفور یسرپس ،   است.  ميگفت
   .ميآور

 
 

   .ديآ  یبدست م لريفرمول او لهيکه بوس هيفور یها بيبا ضر
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  ٣مثال 

  هيفور یمثال سر
   .ديکن دايرا پ ريز   مربعی موج تابع  یبرا هيفور یسر

 
   .ريز ريتصوبا  یبرا

 
 حل 
   .ميکن  یرا محاسبه م هيفور یها بيضر

 

 
 و 
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 و 

 
   .تينهادر 

 
 
 
 

 ۴مثال 
  . يرز Sawtooth Wave  موج  دندانه اره  تابع يهفور یمطلوب است سر

 
  ريز ريتصوو  یبرا

 
 

   است.پس   .ميکن  یرا محاسبه م هيفور یها بيضر

 
  یبراو 
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 و برای 

 
   .يتو در نها

 
 
               

 ۵مثال 
  . ديمحاسبه کن ريتابع ز یبرا هيفور یسر

 
  یبرا

 
 حل 

  ها عبارتند از.  بيضرپس  تابع ، متناوب است با دوره تناوب 

 

 
 

 
 و 
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 و 

 
   .تيو در نها

 
  . ريز ريتصو

 
 
 

 ۶مثال 
   شود.  یهمگرا م ريزوجود دارد که به تابع  هيفور یسر کي ديفرض کن
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 تابع  نيا یبرا هيفور  یسر  یها بيمطلوب است ضر
 حل 

   .ريز ريتصو  است.با دوره تناوب   است یتابع موج مثلث نيا

 
   است. ريبه صورت ز هيفور  یاست. و سرحالت  نيپس در ا

 
 . ميدار یبرا

 
 . ميدار یبرا

 
   است. ريبه صورت ز جهيشود. نت   یم محاسبه یپاره ا یريانتگرال گ قيانتگرال از طر نيا
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باشد فرد اگر

باشد زوج اگر

 

   .ميدار تيو در نها
 

 
   .ميپس دار  ،  ميگذار  یتابع م بدست آمده بالا را در یها بيضر

 
 
 

 ٧مثال 
  . ميداشته باش ديفرض کن

 

 
  ريز ريباشد ، تصو ديو فرض کن

 
   .هيفور  یسر یها بيمطلوب است ضر

 
 حل 

است. ريبه صورت ز هيفور  یسر جهيدر نت  است.است ، پس  یمساوچون دوره تناوب 

 

   .ميآور  یبدست م ريز یرا به صورت هابا و  یها بيضر
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  قيطر نيبه هم

 

 و 

 

   است. ريبه صورت ز هيفور یها ی، سر تيو در نها

 

 

 
 
 
 

 ٨مثال 
  یتناوب یليموج مستط

   .ميکن دايرا پ ريتابع ز هيفور یسر
اگر

اگر

اگر

 

  ريز ريتصو یبرا

 
 حل 
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 یبراباشد و است ، اگر زوج باشد و است ، اگر پس 

 ميدار

  یاست ، براو 
   است. ريبه صورت ز هيفور یلذا سر

 
 
 
 

 ٩مثال 
 متناوب  يلیموج مستط

  . يدکن يدارا پ يرتابع ز يهفور یسر
اگر

اگر
 

  ريز ريتصو یبرا

 
 حل 

 

 
   ندارد. ينوسکس ی، جمله ها يهفور یپس سر
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اگر

اگر
 

   است. ير، به صورت ز يهفور یلذا ، سر

 
 
 

  با هر دوره تناوب یتابع ها يمو گفت يمرا عوض کرد ياس، مق يديمهمانطور که در بالا د
  يرحالا در فرمول ز  .يسيمبنو يمتوان  یم

 
 

   .ميپس دار ميسينو  یم یبجا

 
 و  ميپس دارشود به   یمربوط مدر چون دوره تناوب 

 
  . يمرا دار يهاول يهفور یپس همان سر

 
 ١٠مثال 

 به کننده  يلتبد يا موج يمن کننده يلتبد
کنند ، عبور   یرا حذف م  یموج که قسمت منف ميکننده ن  لينتبد کياز   ينوسیس ولتاژ يک

   .ريز  ريتصو  شود.  یداده م

 
   زمان است. ينجاا  تابع متناوب بدست آمده. يهفور یسر مطلوب است 

اگر

اگر
 

   است.  نجايا
 حل 

 در فرمولاست ، که  یاست ، هنگامچون 
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   .يمپس دار، ميسينو  یم یبجا
 

 
 از فرمول 

 

 و با 

   .ميباشد ، دارباشد ، انتگرال سمت راست ، صفر است ، و اگر اگر 

   .ميزوج دار یصفر است، و برا یمساو نيفرد باشد ، ااگر 

 ازفرمول  يقطر ينبه هم

 

  یاست براو  ميدار
  يجهدر نت
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١بخش    Even and Odd Functions  زوج و فرد  یتابع ها٣
تابع فرد باشد ،  يکاگر   است. ينوسکس یآن فقط شامل جمله ها يهفور یتابع زوج باشد ، سر يکاگر 
   است. ينوسس یآن فقط شامل جمله ها يهفور یسر

 نمودارتابع  زوج 

 
 است. نهي، قر ینمودار آن نسبت به محور عمود باشد ، پسزوج است ، اگر تابع 

   است. نهيپس نمودار آن نسبت به مبدا مختصات قرفرد است ، اگر تابع  
 نمودار تابع فرد 

 
 

 ١هيقض
  ینوسيس  هيفور ی، سر ینوسيکس هيفور یسر

Fourier Cosine Series, Fourier Sine Series
   است. ینوسيکس هيفور یسر کيتابع زوج با دوره تناوب  کي هيفور یسر

 

 
 
  یها بيبا ضر  زوج است. نجايا

   شود.  یمحاسبه م  فقط  از صفر تا  که انتگرال ديکن  یملاحظه م
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   است. ینوسيس هيفور یسر کيتابع فرد با دوره تناوب  کي هيفور یسر
 

  یها بيضر    با  است.فرد  نجايا
 

 
 
 

 ٢ هيقض
  Sum and Scalar Multiple   یجمع و ضرب عدد

 و هيفور متناظر یها بيضر عبارتند از مجموع جمع  کي هيفور یها بيضر
  هيمتناظر فور یها بيضرب در ضرعبارتند از  هيفور یها بيضر

 
 

  Rectangular Pulse  یليموج مستط اي یليمستط پالس١مثال 
١بخش ١: در مثال یآور ادي    .ميرا داشت ريتابع ز٢

 
   .يمرا بدست آورد يرز یسر

 
١بخش ١در مثال ، جمع تابع  ريز ريدر تصوتابع  حالا ،     است.و عدد ثابت ٢

 
 که  ميريگ  یم جهينتبالا ٢ هيپس از آن مثال و قض
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 ٢مثال 
  Half-Wave Rectifierمتناوب  کننده برق  ليموج تبد مين

١بخش ١٠در مثال تابع   جمله  کيدارد به اضافه  ینوسيکس هيفور یسر کي٢

 
   .يدکن  یملاحظه م يل،  آنرا در ذیآور ياد یبرا

 
 ريز ريتصو  تابع زوج باشد. کي ديباکه  ميريگ  یم جهيبالا ، نت٢ هيمثال و قض نياز ا

 دهد.   یموضوع را نشان م نيا
با  

 
 
 

 Sawtooth Waveموج دندانه اره ٣مثال 
  ريتابع ز هيفور یمطلوب است سر

اگر و  
   .ريز ريتصو

تابع  
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ای پاره های جمع  

 
 حل 
صفر هستند ، بجز  هيفور یها بيضر٠است و  نجايا  .ميدار

  یها بيهمان ضر هيفور یها بيضر٢ هيپس بر اساس قض  است. جمله ثابت که 
 و ، یاست برافرد است چون   است.که است ، بجز 

 
   .ميدار یپاره ا یريانتگرال گ قياز طر

 
 پس 

 
 

   .راستيصورت ز به هيفور ی، سر تيو در نها
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   Half -Range Expansions  دامنه مين  یبسط ها

نصف دامنه ، مثلا از  یشده باشد ، رو فيتعرتا    کامل دامنه یرو که نيا یبجا تابع کياگر 
  داد.   بسط ینوسيکس ايو  ینوسيس یسر کيتوان آنرا به صورت   یشده باشد ، م فيتعرتا 
   .ديرا ملاحظه کن ريز ريتصو

 
 

   از فرمول  ايرا از فرمول  هيفور یها بيضر ميتوان  یبالا ، م ريدر تصوتابع  یبرا
  یعمل کيدارد که کدام  نيبه ا یبستگ نيا  .ميانتخاب کن ميتوان  یرا م  یکي  .ميمحاسبه کن١شماره  هيقض

 متناوب زوجبسط  نيا    .ميآور  یبدست م،  ميرا انتخاب کن فرمول شماره  اگر  تر است.
   .ريز ريتصو  است.

 
آن قسمت  یعني  داده شده است.بسط    یعني دامنه کامل یرو که  ديکن  یملاحظه م

   تر رسم شده است. مينمودار که ضخ
 

 ريتصو٠    متناوب فردبسط  یعني . ميآور  یرا بدست م، شماره  مياستفاده کناگر فرمول 
   .ريز

 
 

  تر.  ميقسمت نمودار ضخفرد است در دامنه بسط بالا  ريتصو
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 ۴مثال 
 Triangle and Its Half-Range Expansionsدامنه آن  يمن یهابسط و مثلث 

  يردامنه تابع ز يمنبسط مطلوب ااست دو 

 
  . يرز يرتصو

 
 حل 
   Even Periodic Extensionمتناوب زوج بسط  – الف 

   .ميداراز فرمول 

 
   .ميدار یپاره ا یريانتگرال گ قي، از طراول   انتگرال یبرا  .ميريگ  یدر نظر محالا ، 

 
   .يمانتگرال دوم دار یبرا يقطر ينبه هم

 
شود.   یحذف مفکتور  کيو  نوسيس یجمله ها  .ميگذار  یم یرا در فرمول برا يجهدو نت ينا

   .ميپس دار
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 پس 

 
  .است  ريبه صورت زاول   دامنه ميلذا بست ن٠ یاست براو 

 
  يرز يرتصو

 
  با دوره تناوب متناوب زوج تابع داده شده بسط گر  نشان ،  ينوسیکس يهفور یسر ينا

 
 Odd Periodic Extensionمتناوب فرد بسط    -ب

    داشت. ميخواهاز شماره 

 
   است. ريبه صورت ز گريدامنه د مينبسط پس 

 
   .ريز ريتصو

 
 با دوره تناوب متناوب فرد  تابع داده شده بسط گر  نشان ،   ينوسیس يهفور یسر ينا
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١بخش      Complex Fourier Series هيفور یصورت مختلط سر۴
 

  يهفور یکه سر يمده  یبخش نشان م يندر ا

 
  یرا م صورت مختلط  ينا کند.   یمحاسبه را آسان م یتواند به صورت مختلط نوشته شود ، که گاه  یم

با هم  لريتوسط فرمول اوو و  يیمختلط ، تابع نما يستمدر س يراتوان بدست آورد ، ز
   در ارتباط هستند.

  
 

  است.  يربه صورت ز يهفور یصورت مختلط سر

 
   هستند. هيمختلط فور یها بيها ، ضردر فرمول بالا 

 
  است.  ريبه صورت ز هيفور یصورت مختلط سرتابع با دوره تناوب  کي یبرا

  
 

 ١مثال 
 واگر  يهفور یمطلوب است صورت مختلط سر

 
    .يدرا بدست آور يهفور یسر یباشد ، و از آن صورت معمول

 حل 
   .ميپس دار حيهر عدد صح یاست براچون 

 
 پس ، از فرمول 

 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



صرافانوشـيروان  اول جلد   ۴بخش    ١فصل    رياضيات مهندسی ميـنا  

35 
 

 سمت راست 

     
   است. يربه صورت ز يهفور یلذا صورت مختلط سر

 

   .يمبدست آور  يقیحق يستمدر س يهفور یسر يدحالا ، اجازه ده
   .ميداردرفرمول و و با استفاده از 

 
است و و چون  ميبگذار یاگر بجادر فرمول  ينهمچن

   .ميپس دار است ،
 

پس جمع آنها به صورت   شوند.  ی، حذف م یمجاز ی، قسمت ها يمدو عبارت را با هم جمع کن يناگر ا
   است. يرز

 
 یلذا سر  ماند.  یم  یجمله باق کيفقط  رايز، و نه  ميآور  یبدست ماز عبارت بالا  یبرا
   است. ري، به صورت ز  یقيحق ستميدر س هيفور

   .ديکن  یرا ملاحظه م ی، جمع پاره ا ريز ريتصودر 
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 ٢مثال 
   .يدکن  يدارا پ يرتابع ز يهفور یصورت مختلط سر

 
 حل 
   .ميکن  یرا محاسبه مو  یها بيضر یبرا

 

 

 

 

 

 

 پس  باشد ،اگر   است.پس ,باشد  kاگر
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   است. 
   است. يرتابع ، مطابق ز يهفور یصورت مختلط سر لذا ،

 

و    .يمکن  یم یگذارنام   .يسيمبنو  يقیو به صورت حق يمکن يلرا تبد یسر ينا يمتوان  یم
  .ميپس دار

 

 

 

 
 و   یآن برا  يهفور يبنمودار تابع و تقر

 
 
 

 ٣مثال 
 دايرا پ شده در بازه  فيتعر٢تابع  يهفور یاز صورت مختلط ، سربا استفاده 

   .ديکن
 حل 

   .ديآ  یبدست م ريز به صورت بياست ، پس ضردوره تناوب  مين
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   .ميدار یبرا

 

   .يمدار ، یپاره ا يریبا انجام دو مرتبه انتگرال گ

 

 

 

 

 

 

   .ميدار١و کردن  ينبا جانش

 
   شود.  ینوشته م يرصورت مختلط ، مطابق ز به يهبسط فور لذا ،

 

   .ميدارتوجه به  با

 

   .يدکن  یملاحظه م يردر ز يهفور یتابع و بسط سرنمودار 
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١بخس          ینوسانات اجبار۵
 یپاره ا ليو معادلات دفرانس یمعمول ليفرانسيدر رابطه با معادلات د  یمهم یکار برد ها هيفور یسر

   دارد.
   است. یاجبار کار برد ها ، حل مسائل مربوط به نوسانات  نياز ا  یکي

   شود.  یمتاثر م  یخارج یروين کيتوسط  ینوسان ستميس کيکه  افتد  یاتفاق م یهنگام ینوسانات اجبار
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افتد   ی، تاب بعد از چند نوسان ، از حرکت م  نکنداثر تاب یرو  یخارج یروين کيبالا ، اگر  ريدر تصو
   دهد.  یبه نوسان ادامه م نفر ، در هر نوسان آنرا به طرف جلو فشار دهد ، تاب کي، اما  اگر 

 
  ینوسان متناوب اجبار

 یروين کيو  يیرايو مثابت  بيفنر ، با ضر کيو جرم به   جسم  کيشامل  ستميس کي
  . ديريگذارد را در نظر بگ  یکه بر جسم اثر م  یخارج
   .ريز ريتصو

 
 .  يیرايم یعني ريتصو نيدر ا

 
 دهيد ليفرانسيرا در معادلات د نيا٠باشد ، با دوره تناوب  یداراتابع  ديفرض کن

، به ست   بالا ا داده شده  حاتيو توض  ريگر تصو انيکه ب یمعادله ا٠با   .ميا
   باشد.  یم ريز صورت

 
جواب  نيکه ا  یعمومشامل جواب معادله   یکل جوابکه  ميديد ليفرانسيد معادلات در

   .مينام  یمآنرا  است که مایو جواب خصوص  است.معادله همگن 
 

 و حرف  یليتکم ,   یاست به معنحرف اول حرف  یآور ادي یبرا
 .، مخصوص  یاست به معنحرف اول 

 
 یبه جواب خصوص شتريلذا ، ما ب  رود.  یم نيبه مرور زمان از ب  یجواب عموم یبرا

جواب را  نيما ا٠رود و متناوب است با همان تناوب   ینم نياز ب راي، ز ميعلاقمند هست
اضافه شده است ، که حرف   .ميسينو  یمو آنرا به صورت   .مينام  یم داريمتناوب پا جواب
مرتبه دوم نا همگن  ليفرانسيخلاف آنچه در معادلات د بر نجايا   .داريپا یاست به معناول  حرف

   .ميبر  ی، بکار م یاجبار یروين تابع  کي،  ميبرد  یم بکار ینوسيکس تابع کيکه 
 

 معادله   پس  ندارد.  یباز فرق باشداگر   باشد. ميکن  یکار ، فرض م  یسادگ یبرا
 

  است.  ريز  یجواب کل یدارا

 

   است. ريبه صورت زهر جواب معادله  است.  نجايا
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   است.همان دوره تناوب  یدارا داريجواب متناوب پا

 
  . ميسينو  ی، م نينا مع یها بيضر دهيبر اساس اپس 

 
  . ميسينو  یم ريرا به صورت ز داريسپس جواب متناوب پا و

 
بر حسب و  یو برا ميگذار  یم ليفرانسيرا در معادله د  مجهول هستند.و  نجايا

   .ديفهم ميمثال بهتر خواه لهيمراحل را بوس نيا  .ميکن  یحل مو 
 

 ١مثال 
دستگاه  کي  هستند. هيگرم ، ثان لويباشد.  ، واحد ها بر حسب متر ، کو  ديکنفرض 

  ليازمستط خارججت پک را  ريتصو  پرتاب به طرف بالا بنام جت پک به جسم متصل شده است.
  یشود و سبب م  یم شود ، آب با فشار از آن خارج  یدستگاه روشن م نيکه ا یهگام  .ديکن  یمملاحظه  

   دهد.  یکار جت را انجام م یعني  بالا ، پرتاب شود. انسان به طرف اي  یشود شئ
شود ،   یم خاموش هيثان کي یبرا شود و سپس  یم روشن هيثان کي یبرا وتنينپک با فشار   جت نيا

   است. در نوسان نييپا طرف بالا و به  یپس شئ  شود.  یروشن و خاموش م بيترت نيبه هم باز
   .ميکن دايرا پ داريجواب متناوب پا ، ميخواه  یم

   است. ريپس معادله به صورت ز

 
   است. ريز یدو ضابطه اتابع  نجايا

 
 

   .مي، دار ميسيبنو یاگر آنرا به صورت تناوب

 
   .ميکن  یها را محاسبه م بيضر
   .ميدار یبرا

 
   .ميدار یبرا
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باشد فرد اگر

باشد زوج اگر
 

   .ميفرد باشد ، دار اگر پس 

 
 . ميکن  یم  امتحان

 
 یاست برا، واضح است که  ميبگذار ليفرانسيرا در معادله داگر 

  یاست برا قيطر نيبه هم  ندارد.وجود  یدر سر یجمله متناظر رايز 
 ميکن  یرا امتحان م ريباشد  ، زفرد ،  اگر  لذا  زوج.

 
   .ميفرد باشد ، داراگر  .  ،ميگذار  یم ليفرانيرا در معادله د نيا

 

 

 
   .ميفرد دار یزوج و برا یاست براپس 
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   دارد. را ريز هيفور یصورت سر , فرد  یبرا داريمتناوب پاجواب 

 
  متناوب است.هم مانند    جواب نيا  وجود ندارد.  یاز جواب عموم یجمله ا چيجواب ، ه نيدر ا
   هم نمودار جواب است. ريز ريتصو
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   است. ريفنر و جسم به صورت ز یبرا یگريمثال د
 در حال نوسان  ستميس

 
 

 بالا  يرکلمات در تصو یمعن
  Springفنر 

  Massجرم 
  External Force  یخارج يروین

  Potظرف 
 
  . ميکن  یم فيتعر نيبالا را چن ستميس

با معادله  يیرايو عدد ثابت م بيفنر با ضر کي یروبه جرم   یشئ کي ینوسانت اجبار
 شود.   یم فيتعر ريز ليفرانسيد

 
  شود.   یم فيتعر ريمشابه فنر به صورت ز یکيالکترمدار 

 
 بر اساس معادله بالا مدار
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١بخش    یمثلثات یها یبا چند جمله ا بيتقر۶
 یگريد نهيزم  کند.  یم  یباز ليفرانسيدر معادلات د  ینقش مهم هيفور ی، سر ميهمانطور که مکررا گفت

   است.   Approximation Theory یبيمحاسبه تقر هيقضدارد ،  یمهمتر، کار برد  هيفور یکه سر
  است.  نيچن هيفور ی، همراه با سر دهيا نيا

 
 یسر کيکه بتوان آنرا با  یباشد ، بطورتابع در بازه  کي ميکن  یفرض م

  ريز یسر ام یجمع پاره اپس   بازه نشان داد. نيدر ا هيفور

 
 بيتقر نيبهترفرمول  ايآ مياست سئوال کن  یعيطب  است.داده شده   تابع یبيتقر محاسبه 

   .ريتابع به صورت ز کيتوسط  یعنياست ؟ با درجه  یمثلثات یچند جمله ا کي لهياست بوس

 
تا آنجا که ممکن باشد  بيتقر یخطا  یعني  ، است بيتقر ني، بهتر مييگو  یکه م نيا  ثابت است. نجايا
   کوچک است. ،
 

   .ميکن  یم فيتعر ريصورت زرا به   .ميکن فيرا تعر یخطا ديابتدا با

 
 نامند.  یمدر بازه به  نسبت   Square Error   یخطامربع را    شماره

  
   باشد.  یممسلم است که 
   شود.  یم فيتعر نيو چن مينام  یممربع خطا را 

 
  است.  هيفور یسر یها بيضر ينجاا

 
 ١ يهقض

 Minimum Square Error  مربع خطا  ينيممم
اگر  است اگر و فقط ممينيمدر بازه نسبت به در فرمول  یمربع خطا

 در شماره  ممينيمقدار م نيا  باشند. هيفور یها بيضردر فرمول  یها بيضر
   داده شده است.

 
  یبرارا سل بنا معادله پس از بر قرار است ، هر  یبراو شماره چون 
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   داشته باشد. که انتگرال سمت راست وجود  یدر صورت ميآور  یبدست مهر تابع  هيفور یها بيضر
Bessel’s Inequality  

 
 که  یباشد ، بطوردر بازه  ريتابع مربع انتگرال پذ کياگر 

 

 يعنی  .يمحالت فرمول پارسوال دار يندر ا  شود.  یم یبه تساو يلبسل تبد یباشد ، پس نا مساو

 

  اي

 
 
 

 ١مثال 
 موج دندانه اره  یمربع خطا برا ينيممم
  يا

 موج دندانه اره  یخطا برا مربعات ينکمتر
Minimum Square Error for the Sawtooth Wave

 وبا به نسبت   یمربع خطا ينکمتر
 مربوط به 

 
   .يدمحاسبه کندر بازه 

 حل 

 

   .ميدار   فرمول و بخش بر اساس مثال 

 
   است. يربه صورت ز یعدد يرمقاد
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١در بخش    یمجددا ملاحظه م ريو در ز ميرا رسم کرد یپاره ا یجمع ها٣مثال٣
   .ديکن

 
   .ديکن  یملاحظه م ريرا در ز   یپاره  ا جمعو 

 

 
 

 یبيمحاسبه تقر  است. وستهينا پدو نقطه  نيدر ا  بزرگ است.در مقدار اما 
 است ، بجز در  ینزد قتيدر بازه گفته شده کاملا خوب و به حق
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  Fourier Integral يهانتگرال فور
فقط شامل بازه  يامتناوب هستند و  یکه شامل تابع ها  یمسائل یاست برا یقدرتمند يلهوس يک يهفور یسر
   با کران هستند. یها

 نيپس امتمرکزهستند   ،  ،محور  یرو بيشتر ياو  متناوب يرغ یاز مسائل شامل تابع ها ياریچون بس
 نيا   .ميمسائل ، بکار بر نيچن نيحل ا یرا برا هيفور یسر ميتوان  یکه چگونه م ديآ  یم شيسئوال پ

 کند.   یم  یراهنمائ هيفور یسئوال ما را به انتگرال ها
 یسر یبرا یچه اتفاق مينيتا بب ميکن  یشروع مبا دور تناوب تابع مخصوص  کيبا در مثال 

 ٠افتد اگر   یم هيفور
 

 مثال 
  یليموج مستط
   .ديريرا در نظر بگ ريزبا دور تناوب متناوب  يلیموج مستط

 
اگر

اگر

اگر

 

 
 متناوب  ريهمراه با تابع غ  یاست برا  نماتش تابع يرچپ تصوسمت 
  یعني٠که  ی، هنگام ميآور  یبدست مکه از 

 
اگر

صورت اين غير در
 

 نمودار  نيسمت چپ ، آخر ريدر تصونمودار  : توجه
 

  یم شيافزاکه  ی، هنگامافتد    یم يهفور یها يبضر یبرا یکه چه اتفاق يمکن  یم  یحالا ، بر رس
، یبرا.  ها تمام  یاست برازوج است ، پس چون   .ابدي  یبر اساس فرمول ها    

   .ميدار، بخش  لرياو

 
  Amplitude Spectrumنوسان  دامنه يفط،  يهفور یها يبضرسلسله  ينا

 نيا   ريتصو  است.موج نوسان   دامنه مميماکس رايز  شود.  یم دهينام

 نيا شيافزا یبرا شود که   یملاحظه م  دهد.  یرا نشان مدور تناوب  یرا برا فيط
 نجايا   شود.  یمتراکم تر م محور   مثبت قسمت یها  رونوسان  دامنه

 
 موج تابع  ميدرهر ندامنه نوسان  ميدار یبرا قتيدر حق  است.
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 ميدار یلذا برا شود.  یداده م رنشانيتصو در     رهيکه  با خط ت

 قسمت ی رو تيدامنه نوسان ها در نها  نيا که یبطور  موج. ميهر ن یبرا نوسان دامنه  
  شود.  ی، متراکم ممحور    مثبت

   شود.  یتراکم کم مو به طرف صفر ، 
 

  يرتصو
    امواج                   نوسان  دامنه فيط

 
 امواج و دامنه نوسانات در مثال 

 
  يهبه انتگرال فور يهفور یاز سر

  ینشان داد ، در نظر م هيفور یسر کيرا که بتوان با  با دور تناوب حالا هر تابع متناوب 
   .ميريگ

 
   افتد.  یم یچه اتفاقکه  یهنگام يابيمدر  يمکن  یم  یو سع
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و ، که شامل  ميانتگرال داشته باش  کي انتظار،  یسر کي  یبجا ديبابا توجه به مثال 
نباشد ، بلکه هر از مضرب  يحعدد صح يکمحدود به باشد و 

   ممکن است داشته باشد.  یچه شکل یانتگرال نيکه چن ديد  ميخواه نيهمچن باشد.   یمقدار
 

 ی، سر ميبنامانتگرال را  ريو متغ ميکن نيجانشاز بخش  لرياو یاز فرمول هاو اگر 
   .ديآ  یدر م ريبه صورت ز هيفور

 

 
   .ميده  یقرار م ريرا مطابق ز  حالا،   

 
 پس 

 
   .يسيمبنو يررا به صورت ز يهفور یسر يمتوان  یو م  است.

 
  ، هر قدر که بزرگ اما کران دار باشد ، معتبر است.  یثابتهر  ی، برا يشنما ينا

 متناوب بدست آمده  ريتابع غ ميکن  یو فرض م . ميده  یقرار محالا ، 
 

 
  وجود داشته باشد.  ريحد کران دار ز یعنيباشد ، محور  یرو يرمطلقا انتگرال پذ

 
  نيهمچن  کند.  یم ليبطرف صفر مجمله سمت راست  نيو مقدار اولپس ، 
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  شيکه نماتا انتگرال از شود   یمکران   یب یرسد که سر  یو محتمل به نظر م
  يعنیاست ، 

 
  يمکن  یرا معرف يرز یاگر نماد ها

 
   نوشت. ريرا به صورت زشماره  ينتوان ا  یم

 
   .دي، نام هيفورانتگرال  کيتوسط  شينماشماره 

وجه  چياست ، و به ه  یبرا شنهاديپ کي، فقط  ميکه در بالا بکار برد  یروش نيواضح است که ا
 فيکند ، تعر  یم ليبه طرف صفر مکه  یهنگام یحد سر قتيدر حق . ستيمحقق و استوار ن

   است. ريز هيبر اساس قضشماره صحت  یلازم برا طي. شراستينانتگرال 
 

  هيقض
 هيانتگرال فور

حد سمت  کيحد سمت راست و  کيو در هر بازه کران دار باشد  وستهيپ یتابع تکه ا کياگر 
 کيتواند توسط    یموجود داشته باشد ، پس چپ در هر نقطه داشته باشد و اگر انتگرال 

 که نقطه کي در  شده است. دادهکه در شماره و با  نشان داده شودانتگرال شماره 
 چپ سمت راست و سمت یحد ها نيانگيبا م است یمساو هيفور انتگرال مقدار است ، وستهيپ نا

   نقطه. در آن
 

   .يمگذار  یکنار م بالا را فعلا يهاثبات قض
 

  يهفور یانتگرال ها یکار برد ها
است. کار برد  یپاره ا يفرانسيلو معادلات د  یحل معادلات معمول یبرا يهفور یکار برد مهم انتگرال ها

 يهفور یها  هرحال ،  انتگرال به . يدد يمخواه یبعد یرا در بخش ها یپاره ا يفرانسيلآن در معادلات د
ماند مثال  . يمبکار بر يمتوان  یند ، م شده ا يفکه توسط انتگرال تعر  يیو بحث تابع ها  يریدر انتگرال گ

  یبعد
 

 مثال 
  يبسگ يده، پد يريشلتد يوسته، عامل نا پ ينوسی، انتگرال س  یضربان تک

Single Pulse, Sine Integral, Dirichlet’s Discontinuous Factor, Gibbs 
Phenomenon 

  . يدکن يدارا پ يرتابع ز  يهفور  انتگرال يشنما 
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 مثال  یبرا يرتصو

 
 پاسخ 

  . ميداربراساس فرمول 

 
  . ديآ  یبدست م ريجواب زو بر اساس فرمول 

 
  است.  ريمطابق زدر سمت چپ و سمت راست  یحد ها يانگينم

 

  ”.ميکن  یضرب م  در “،   ميدار هيو قض، بر اساس فرمول  نيعلاوه بر ا
اگر

اگر

اگر

  

 باشد ، اگر   دارد.  یخاص تياهمحالت    .يمنام  یم يرشلتد يوستگیعامل نا پرا  ينا
 شود   یمشماره 

 
  ينوسانتگرال ، حد انتگرال س ينشود که ا  یملاحظه م

 
 است. 
   .ديکن  یملاحظه مشماره  ريو انتگرند در تصونمودار که  یهنگام
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  ريتصو
 و انتگرند  ينوسانتگرال س

 
 

 یها ی، عبارت است از منحن یپاره ا یجمع ها ی، نمودار ها  يمداشته باش یفور یسر يکچنانچه  
 يهفورانتگرال ، اگر   يقطر ينبه هم شود.   یم  بيان یسر يلهاست که بوس یتابع متناوب یمنحن يبیتقر

 . نديآ  یبدست م∞ یبجاکردن عدد  نيها با جانش بي، تقر ميرا داشته باش  شماره
  ريپس انتگرال ز

 
  ريتصو است.  جهيو در نتسمت راست فرمول  يبتقر

  یبراانتگرال  ريتصو
  بسيگ دهيپد اي

 
ممکن است انتظار   دهد.  یرا نشان م یوستگينقاط نا پ کيبالا ، نوسانات نزدشماره  يرتصو

با   .ستين نيچن نياما ا  شود.  یم کينزد تينها  یبه بکه  ینوسانات محو شوند هنگام نيا ميداشته باش
با   رفتار خارج از انتظار که در رابطه نيا شوند.   یم کينزدنوسانات به نقاط  نيا شيافزا
   موسوم است. بسيگ دهيپدافتد ، به   یاتفاق م هيفور یسر
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  هيفور ینوسيو انتگرال س هيفور ینوسيانتگرال کس
  یهم ساده م  يهفور یها نتگرالفرد باشد ، ا ياشود اگر تابع زوج   یساده م يهفور یهمان طور که سر

و زوج باشد ،  هيانتگرال فور  شينما کي، اگر  يقتدر حق  .شود   یم يیوقت صرفه جو پس در  شوند.
پس   فرد است.انتگراند  راياست ز حيصح نيا ميدارپس در فرمول 

 .شود  یم يلتبد يهفور ينوسیانتگرال کسبه فرمول 

اگر  
 

  . ديتوجه کندر  ييربه تغ
است با دو برابر  یمساوتا پس انتگرال  از  زوج ، انتگراند زوج است.  یبرا

 ∞تا انتگرال از 
  ميدارو فرد باشد ، پس در فرمول  هيانتگرال فور  شينما کياگر  قيطر نيبه هم

انتگرال  شود  یمپس فرمول  فرد است. انتگراند  راياست ز حيصح نيا
  هيفور ینوسيس

اگر  
 

 مثال 
 لاپلاس  یانتگرال ها

و  نجايا  .ميکن  یااستنتاج م هيفور ینوسيو کس ینوسيس یانتگرال ها   از   
   خواهد شد. لاپلاس بکار برده  یمحاسبه به اصطلاح انتگرال ها یبرا جهينت ريتصو  است.

  ريتصو

 
 

 
 پاسخ 

  ميداراز فرمول   -الف

 

 . ميدار جزء به جزء یريانتگرال گ قيحالا ، از طر
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 کينزد تينها  یبه باگر است با   ی،  مساو باشد ، عبارت سمت راست اگر 

تا ضرب در انتگرال از پس .  يیشود ،به علت عامل نمأ  یم کيبه صفر نزد  عبارت آنشود ،  

   .ميدار∞

 
  یرا بدست م هيفور ینوسيکس  انتگرال شينمادر انتگرال اول در شماره  ، ينکردن ا ينبا جانش

   .ميآور

 
 که  يمکن  ی، ملاحظه م  يشنما يناز ا

 
  ميداراز شماره  يقطر ينبه هم  -ب

 

 . ميدار جزء به جزء یريانتگرال گ قيحالا ، از طر

 
 است با  یمساو ينا  

 
 پس که  یشود هنگام  یم کيصفر نزدباشد ، و به اگر 

 
 . ميآور  یبدست م هيفور ینوسيس  انتگرال شينمااز شماره 

 
 که  ينيمب  یم يناز ا

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



اول جلد    ٧بخش    ١فصل  انوشيروان صراف  رياضيات مهندسی مينا  

56 
 

 
  نامند.   یملاپلاس  یانتگرال هاو  یانتگرال ها

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



اول جلد    ٨بخش   ١فصل  انوشـيروان صراف  رياضيات مهندسی مينا  

57 
 

 Fourier Cosine and Sine Transforms                يهفور ينوسیو س ينوسیکس يلاتتبد
 يککه از  یبه شکل انتگرال بطور يلتبد يکاز است عبارت Integral Transform   ينتگرالا يلتبد

جالب  يلاتنوع تبد ينا  متفاوت است. يرمتغ يکسازد که وابسته به   یم يدتابع جد يکتابع داده شده ، 
 و معادلات یپاره ا يفرانسيل، معادلات د یمعمول يفرانسيلمعادلات دتوان آنها را در حل   یم يرااست ز
   بکار برد. انتگرال

 
  Fourier Cosine Transform يهفور ينوسیکس يلتبد
 فرمول هيفور ینوسيرا از انتگرال کس نيا . است زوج  یتابع هامربوط به  يهفور ينوسیکس يلتبد

   .ميآور  یبدست مبخش 

اگر  

  يمکن  ی، فرض م يگربه عبارت د

 

 باشد. 
   .ميپس دار ميسينو  یمسپس در فرمول  است.  نوسيکس یبرا ينجاا

 
 
 و 

 
  هيفور ینوسيکس ليتبددهد بنام   یبه ما م ديتابع جد کياز فرمول 
 ليمعکوس تبد ايوارون لذا   گرداند.  یرا به ما بر متابع از فرمول 

  .مينام  یم هيفور ینوسيکس
 ینوسيکس ليروش تبد ايو   نامند.  یم هيفور ینوسيکس ليتبدرا از  يلمرحله بدست آوردن تبد

 . هيفور
 

  Fourier Sine Transform هيفور ینوسيس ليتبد
  ميکن  یفرض م بخش در فرمول  يقطر ينبه هم

 

 ليتبدبخش پس از فرمول  ميسينو  یسپس م است.  نوسيس یبرا نجايباشد. ا
   .ديآ  یبدست م ريز قيبه طر هيفور ینوسيس
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  است.  ريمطابق ز يهفور ينوسیس يلتبدوارون و 

 
 

 ینوسيس ليروش تبد اي شود.  یم دهينام هيفور ینوسيس ليتبداز مرحله بدست آوردن 
  هيفور

   است. ريمطابق ز گريد ینماد ها

 
 و  یوارن ها یبراو  و 
 

  ينتمر
  يهفور ينوسیو س ينوسیکستبديلات 

 . يدکن يدارا پ يرتابع ز يهفور ينوسیو س ينوسیکس يلاتتبد

 
 . ديکن  یملاحظه مشماره  يرتابع در تصو يننمودار ا

 نمودار  ريتصو

 
 پاسخ 

  . ميدار یريبا انتگرال گ و  یها يفتعربر اساس 

 
 کرد ، مطابقت دارد.  ديفصل ملاحظه خواه نياول که در آخر ا جدولدردو   ی،  با فرمول هاينا
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  2  ينتمر
 نمائیتابع  يهفور ينوسیکس يلتبد

 مطلوب است 
 

 پاسخ 
  . يمو باز گشت دار جزء به جزء يریبا انتگرال گ

 
  ، مطابقت دارد.  ديد ديفصل خواه نيکه در آخر ادر جدول  یبا فرمول ها ين،ا

 
 کيتا  ميداد رييرا تغو  ینماد ها  .ميانجام نداد یاديکار ز قتيدر حق م؟يدو مثال چه کرد نيدر ا

کار   یراحت یبرا عيتوز نيا   .ميبدست آورو   یاصل یدر فرمول ها یمتناسب برا عيتوز

 . ميمساله را حل کن ميتوانست  یهم م نيبدون ا  .ستين یاست ، اماضرور
 
دهند مشتق   یاجازه م دارند که ی، خواص کار برد لاتيتبد نيداد که ا مينشان خواه م؟يچه بدست اورد 
  . یليفرانسيدحل معادلات  یاست برا  یکار برد ديکل نيا  .ميده رييتغ یجبر اتيرا به عمل یريگ
 

  Linearity , Transform of Derivativesمشتق ها  لاتيبودن ، تبد  یخط
 وستهيپ یدر هر بازه کران دار ، تکه ا باشد و ريمطلقا انتگرال پذقسمت مثبت محور  یرواگر 

  وجود دارد.  هيفور ینوسيو س ینوسيکس لاتيباشد ، پس تبد
 هم داشته باشند ،  هيفور ینوسيو س ینوسيکس لاتيتبد یداراو ، اگر  نيعلاوه بر ا

 و بر اساس   اعداد ثابت هستند.و  نجايا دارند.  هيفور ینوسيو س ینوسيکس لاتيتبد
   .يمدار

 

 ٠بر اساس  یبرا يقطر ينبه هم است. سمت راست 
   هستند.  یخط ياتعمل،  يهفور ينوسیو س ينوسیکس يلاتدهد که تبد  ینشان م ينا
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  يهقض
 ینوسيو س ینوسيکس لاتيتبد یمشتق ها
  ميکن  یباشد ، فرض م ريمطلقا انتگرال پذمحور  یو رو وستهيپ  ميکن  یفرض م

  که  یهنگام ميکن  یباشد ، و فرض م وستهيپ یدر هر بازه کران دار ، تکه ا
 پس 

 
 

 اثبات 
  . يمدار جزء به جزء يریانتگرال گ يقها و از طر يفبر اساس تعر

 
  يقطر ينبه هم

 
  یبجابا  فرمول 

 
 

  دهد.   یبه ما م
  . ميدارلذا بر اساس 
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  يقطر ينبه هم

 
 

  . ديد ميبعد خواه  یهادر فصل  یپاره ا ليفرانسيمعادلات د یبرا  یکاربرداساس يک
  ، بکار رود.  لاتيبدست آوردن تبد یتواند برا  یمچگونه  يمده  یفعلاا ، نشان م

 
 مثال 
 فرمول   یکار برد عمل يک
  هيفور ینوسيکس ليتبداز 

 
  . ديبدست آور یبرا

 پاسخ 
 با مشتق گرفتن 

 
 پس 

 
 

   .ميداربودن   یو خط،  يناز ا

 
 لذا 

 
  است.  ريفصل ، جواب مطابق ز نيبخش آخر اجدول بر اساس 
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  Complex Form of the Fourier Integralيهصورت مختلط انتگرال فور

  است،  يرمطابق ز يهصورت مختلط انتگرال فور

 
 و وارون آن  يهفور يلتبد

   .ميدار ،ینمائ یبه صورت حاصلضرب تابع هانمائیبا نوشتن تابع 

 
  هيفور ليتبدشود و   ینشان داده مکه با نماد   , استتابع  کيکروشه  عبارت داخل

   .ميدار یبجاشود ، و با نوشتن   یم دهينام

 
 خواهد بود.  ريبه صورت زپس شماره 

 
   شود.  یم دهينام هيفور ليوارون تبدشماره 
  است.  ريمطابق ز هيفور ليتبد یبرا گرينماد د

 
  . ميپس ، دار

 
 دهينام هيفور ليروش تبد ايو  هيفور ليتبد کياز  هيفور ليمرحله بدست آوردن تبد

   شود.  یم
 

  1   هيقض
  Existence of the Fourier Transform   هيفور ليوجود داشتن تبد

 ليباشد در هر بازه کران دار ، پس تبد وستهيپ یو تکه امحور  یباشد رو ريمطلقا انتگرال پذاگر 
  دارد. نشان داده شده است ، وجودکه با فرمول از  هيفور
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 مثال 
  هيفور ليتبد
   .ديکن دايرا پ ريتابع ز هيفور ليتبد

اگر

صورت اين غير در
 

 پاسخ 
   .ميدار یريو انتگرال گبا استفاده از 

 
  . ميداربخش مثل شماره 

 
 کردن  نيو با جانش

 
   .ميآور  یبدست م ريشود و پاسخ ز  یحذف مسمت راست ،   یدر فرمول قبل،  بالا یتساو

 
 

  هيفور ليتبدمثال 
 .ريتابع ز    هيفور ليمطلوب است تبد

اگر

اگر
 

   است. نجايا
 پاسخ 

  . ميبا انتگرال گرفتن دار فيبنا به تعر
 

 
 کند.   یبخش را ثابت م نيآخرجدول  نيا
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  یدوره ا ناتيخلاصه فصل اول همراه با تمربخش 
 
  یآور ادي
دوره تناوب  کي نجايا  باشد.که  یتابع است بطور کيتابع متناوب ،  کي

   است.
   نامند.  یم  یدوره تناوب اساس کيدوره تناوب را  نيکوچک تر

دوره تناوب ، انتگرال  کيودر ،تابع متناوب باشد ، با دوره تناوب  کي ميکن  یفرض م
   نشان داد. ريز یمثلثات یسر کي لهيتوان بوس  یرا مپس   باشد. ريپذ

 
 

 یها بيضر  نامند.  یم هيفور یسربالا را  یسر  است.جمع  یبالا همگرا است و دارا یسر
 لرياو یفرمول ها  ند. گرفته شده ا لرياو یفرمول هانامند که از   یم هيفور یها بيضررا 

   هستند. ريبه قرار ز

 
  یليموج مستط مثال 
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 متناوب  یليموج مستطنمودار  ريتصو
 

 
    .ميآور  یرا بدست م هيفور یها بيضر

 
 

 . ميفرد باشد ، پس داراگر 
 

 
 

فرد اگر  تيو در نها  است.زوج باشد ، باز هم و اگر   است. پس 
   است. ريتابع داده شده به صورت ز یبرا هيفور ی، سر ميداشته باش یعنيباشد ، 
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 مربوطه  هيفور یسر یجمع پاره ا     سه ی ها نمودا

 
 
 
 
 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



اول جلد    ١٠بخش   ١فصل  انوشـيروان صراف  رياضيات مهندسی مينا  

68 
 

  نوسيو کس نوسيس یمتعامد بودن تابع ها
   .مي، اگر داشته باش نديگو  یرا متعامد مو دو تابع 

 

  ميها دارتمام  یبراها و تمام  یبرا

 

   .ميدارتمام  یپس برا عدد است.  کي نجايا

 

 
   .ميها دارتمام  یو برا

 

 

 
 با هر دوره تناوب  یتابع ها

 أشينم یمثلثات یسر کي لهيتواند بوس  یمباشد ، پس  تابع  کيدوره تناوب  اگر ميدر بالا گفت
  یعني داد. 

 
 

 یازفرمول ها هيفور یسر یها بيضر ميو گفت است. جمع  یو دارا ، همگرا است  یسر نيو ا
   شوند.  یگرفته م لرياو

   است. ريتابع مطابق ز نيا هيفور یباشد ، پس سردوره تناوب  یداراحال اگر تابع 
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   .انديآ  یبدست م لرياو یکه از فرمول ها هيفور یها بيبا ضر

 
 

  . ديکن دايرا پ یبرا  یسرمساله 
 پاسخ 

 یسر کيعبارت منحصر به فرد به عنوان  کيپس تابع متناوب است با دوره تناوب  کيتابع ،  نيا
   .ميپس دارمضاعف  هيبا استفاده از فرمول زاو  دارد. هيفور

 
  است.  هيفور یسر کيسمت راست ، 

 
 . ريتابع ز یبرا هيفور یسرمطلوب   مساله

 
 پاسخ 

  . ميدار

 
    .ميکن  یم دايها را پ بيحالا ، ضر
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  . يمپس دار

 
  . ريتابع ز یاست سرمطلوب   مساله

 
 

       پاسخ 
   .ميپس دار است.  یرياست. بازه انتگرال گدوره تناوب 
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 پس 

 
 

  یآور ياد
  ميمثلا اگر داشته باش  باشد.است  اگر زوج تابع  کي 

 
 پس 

 
   است. جيتابع ز کي ميريگ  یم جهينت نيو بنا بر ا

 تابع زوج  کينمودار 
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 تابع زوج باشد ، پس  کياگر 

 
 . ميدارپس  .تابع فرد باشد  کياگر 

 
   تابع فرد ، فرد است. يکتابع زوج و  يکحاصل ضرب 

 
  است.  ريز هيفور نوسيکس یسربا دوره تناوب زوج تابع  يک يهفور یسر
 

 
 

   است.تا انتگرال فقط از  يدتوجه کن . يرز یها يببا ضر

 
 

  است.  ريز هيفور نوسيس یسربا دوره تناوب فرد  تابع  يک يهفور یسر
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  یجمع و ضرب عدد
   متناظر هيفور یسر یها بيضر یعبارت است از جمع هامجموع  يک يهفور یها يبضر

 ٠و 
 ٠متناظر  هيفور یضرب در ضرب ها عبارت است از  هيفور یها بيضر

 
  Sawtooth Waveموج دندانه اره 

  . ريتابع ز هيفور یسراست مطلوب   مساله
اگر و  

 

 
 پاسخ 

 بيصفر هستند بجز ضر هيفور یها بيضر٠و  نجايا٠ يمدار
بجز مربوط هستند به  هيفور یها بيپس ضر  است.جمله ثابت است ، که  کياول که 

 و  یاست بافرد است ، پس چون   است.که  یبرا

 
  . يمدار  جزء بجزء يریبا انتگرال گ

 
 لذا 

 
   است. ريمطابق ز يهفور یو سر
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 . ديکن دايرا پ رينمودار ز هيفور یسر مساله 

 
 پاسخ 

  . يمکن  یم يفتعر يربا توجه به نمودار داده شده ، تابع را مطابق ز
 

   .ميپس دار٠تابع متناوب است با دوره تناوب  يککه تابع ،  يمکن  یملاحظه م
 

لذا فقط لازم است    است.و پس  است.  فردتابع ،  نيا  است، ينهمچن
  است.  ريلازم مطابق ز یها است ، فرمولچون  . ميکن دايرا پ

 

 

 حالا 
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باشد فرد  اگر

باشد زوج  اگر
 

 توان نوشت   یپس م
 

 

 
   .ميکن  یامتحان مچند  یبرا
 

 

 

 

 
  است.  ريتابع فرد ، مطابق ز نيا یبرا هيفور یپس ، سر
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 بيضر  .ميدارفرد  یها بيضر نيفرد باشد ، همچناست ، اگر شود که   یملاحظه م
  زوج ، صفر هستند.  یها

است که در ابتدا  یموج مربع هيکه نمودار شب ميکن  یملاحظه م . ميکن  یپنج جمله اول نمودار را امتحان م
   .مينشان داد

 
  یموج مربع يبینمودار تقر
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   .يدرا رسم کن يرتناوب تابع ز دوره ياچرخه سه 6 - مساله 

اگر

اگر

اگر

 

   .ديکن دايتابع پ نيا یبرا هيفور یسر است. و 
 

 پاسخ 
  . يمکن  یابتدا نمودار را رسم م

 
   کنم. دايرا پو فقط لازم است  است. پس  تابع ، زوج است.  ينا

 

 
 . ميکن  یم دايرا پحالا ، 
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است. لذا انتظار  اي  زوج  یفرد و برا یاست برا  که  ياوريدبخاطر ب

صورت  نيدر ا رايز ، ميداشته باش ميتوان  یاما نم  .ميهر جمله فرد ، صفر بدست آور یبرا ميدار
 وجود درد؟  یمقدار ايآ مينيتا بب ميريبگ یحالت لازم است برا نيدر ا  مخرج صفر خواهد بود.

   .ميدار یبرا

 
   .ميدار یبرا

 
 

   .ميدار یبرا

 
 

   .ميدار یبرا

 
 پس 
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 ٠در  هيفور یاست سرمطلوب مساله 
 

 پاسخ 
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  است.  يربه صورت ز يهفور یپس سر

 

 

 
 

  . ديکن انيرا ب هيفور یهمگرا بودن سرشرط مساله 
 پاسخ 

   است. وستهيپکه  یتمام نقاط یهمگرا است برا هيفور یسر  -الف
در  یعني حد سمت راست و چپ همگرا است.  نيانگيبه م یسر یوستگيدر نقطه نا پ  -ب

 

 
 

 به کدام مقدار همگرا است؟  یوستگيدر نقطه  پ هيفور یجمع سرمساله 
 پاسخ 

   ، همگرا است. یوستگينقطه پدر به مقدار  هيفور یجمع سر
 

 به کدام مقدار همگرا است؟ یوستگيدر نقطه نا پ هيفور یجمع سر مساله 
 پاسخ 

   همگرا است. ريبج مقدار ز هيفور یجمع سر يوستگیدر نقطه نا پ

 

 
 نيشده باشد ، ا انيبدر  هيفور یسر کيبه صورت اگر مساله 

 به کدام مقدار ، همگرا است؟ در   یسر
 پاسخ 

   است. يرتابع به صورت ز
 

 
است که به صورت  یانينقطه پا کياست  ،  به آن همگرا در  يهفور یکه سر یمقدار

  است.  ريز
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 همگرا است. به مقدار   در  هيفور یپس سر

 
  مياگر داشته باشمساله 

اگر

اگر
 

در  هيفور یها ، مطلوب است مجموع سرتمام  یباشد ، براو 
 

 پاسخ 
  است.  ريمطابق زدر تابع  يهفور یجمع سر

 
 

را شده باشد ، مقدار  فيتعردر  گرامساله 
   .ديسيبنو

 پاسخ 
 

 تابع فرد است ، پس  کيچون 
 

 
   .ديسيرا بنوبازه   در  یبرا  هيفور یثابت سر اعداد یفرمول هامساله 

 
 پاسخ 

 

 
 ٠در  یبرا هيفور یسراست مطلوب مساله 

 
 پاسخ 

 

 
 تابع.  نيا هيفور یسر یبراباشد ، مطلوب است در  اگرمساله 

 
 پاسخ 

 
 . ميپس دار  تابع زوج است. کيتابع 
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 ٠در تابع  هيفور بياست ضرمطلوب  مساله 

 
 پاسخ 

 

 
 ٠در تابع  هيفور یسر مطلوب استمساله 

 
 پاسخ 
   است.تابع زوج است ، پس  کيچون 

 
در مربوط به  هيفور یسر یبرا  مطلوب است عدد ثابتمساله 

٠ ، 
 

 پاسخ 
 

 
 است. تابع فرد است و لذا  کيدر پس 

 
 یدر بسط سر  باشد ، مطلوب است  مقداردر اگر مساله 

   .هيفور
 

 پاسخ 
 

 
   است.لذا  تابع زوج است.  کيدر پس 

 
   .تابع هيفور یبسط سردر  مطلوب است مساله 

 
   است.لذا   تابع فرد است. کيپس 

 
   .ديسيرا بنو در هيفور ینوسيس یسر مساله 

 
  پاسخ

  . است ريز مطابق هيفور ینوسيس یسر
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  نجايا

 

 

 پس 

باشد فرد اگر

باشد زوج اگر
 

  تيو در نها

فرد

 

 
 ٠در  یبرا هيفور ینوسيس یمطلوب است سرمساله 
 پاسخ 

 پس   است. نجايا

 

  نجايا

 

 

 پس 

باشد فرد اگر

باشد زوج اگر
 

  تيو در نها

فرد

 

 
 ٠در بازه  هيفور ینوسيکس یدر بسط سراست  مطلوبمساله 
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 پاسخ 

 

 
  هيفور یها بيشده باشد ، مطلوب است مقدار ضر فيتعردر اگر مساله 
 پاسخ 

 

 
  هيفور یاست شکل مختلط سر مطلوبمساله 

در  
 پاسخ 

   است. ريبه صورت ز هيفور یکه سر ميدان  یم

 

  نجايا

 

 
 است.  ينجاا

 

 

 

 

 

 
 
 
 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



اول جلد    ١٠بخش   ١فصل  انوشـيروان صراف  رياضيات مهندسی مينا  

85 
 

 
  . ميداراز معادله 

 
 

 مساله 
  . ديده حيکرد؟  توض انيب هيفور یصورت سررا  به  توان     یم  ايآ

 پاسخ 
  دارد.  یوستگينقاط نا پ یتابع تانژانت تعداد نا محدود راي، ز ريخ
به صورت  یلازم براشرط   اي Dirichlet’s Condition    شلتيريد یشرط ها : یآور ادي

  شود.  انيب هيفور یسر
  باشد.  یمحدود و تناوب ديباتابع - الف 

  داشته باشد.  وستهينقاط نا پ یتعداد محدودتابع   -ب
 

   .ريتابع ز هيفور یاست سرمطلوب مساله 
اگر

اگر
 

 
 پاسخ 

  است،  یدو ضابطه اتابع داده شده 
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 . ميکن  یمحاسبه م کيبه  کيحالا ، 

 
   .مي، دار ميپس اگر همه را کنار هم بگذار

 
 

 . ميکن  یم دايرا پ نوسيس یها بي. حالا ضرميکرد دايرا پ نوسيکس یها بيضر

 
هم جدا جدا عمل  نوسيس یها بيضر ی، برا ميانجام داد نوسيکس یها بيهمان طور که در مورد ضر

 . ميکن  یم
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 . ميسينو  یحالا ، همه را با هم م

 
  . ميدار تيو در نها

 

 
 

 ٠در  هيفور یاست سرمطلوب مساله 
 پاسخ 
  . ميکن  یم دايرا پو ابتدا 

 
تابع زوج ، پس حاصلضرب آنها در  کي نوسيتابع فرد است و کس کيکه  يمدان  یم

   و لذا انتگرال هر دو صفر است.  فرد است.
   .ميلذا دار  .ميکن  یم دايرا پحالا ، 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



اول جلد    ١٠بخش   ١فصل  انوشـيروان صراف  رياضيات مهندسی مينا  

88 
 

 
 .ميقبل ، دار جهيو با توجه به نت فرد هستند ، پس حاصلضرب آنها ، زوج است ، نوسيو هم سچون هم 

  

 
  . يم، دار يتو در نها

 
 

   .دياوريب لينه؟ دل ايوجود دارد  ريز یتابع ها هيفور لاتيتبد ايآ مساله 
باشد گويا اگر

باشد گنگ اگر
 

 پاسخ 

 یتابع دارا نياما ا  است. نجايا نوسان دارد. کران در   یبطور ب نمودار 

   وجود ندارد. هيفور ليدارد ، لذا تبددر  ممينيو م مميتعداد نا محدود ماکس

   وجود ندارد. هيفور لي، لذا تبد ستيهمگرا نانتگرال  یبرا
تابع وجود  نيا هيفور ليدارد ، لذا تبد ممينيو م مميمحدود ، ماکستعداد نا در  تابع نيا
   ندارد.

 
  دينشان دهمساله 

در  
   دو به دو متعامد هستند.

 دو به دو متعامد هستند اگر و دو تابع توجه 

 
 پاسخ 
   .يمرا محاسبه کن يراست انتگرال ز ينا يمانجام ده يدآنچه با
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  یو م  حاصلضرب آنها هم زوج است. يجهکه انتگراند شامل دو تابع زوج است که در نت يدکن  یملاحظه م
 زوج باشد ، پس   تابع  يکاگر  يمدان

 
  . يملذا دار

 
  . يريمسه حالت در نظر بگ يدانتگرال با ينمحاسبه ا یحالا ، برا

 
  . يمساده است ، و دار  يلیحالت انتگرال خ يندر ا

 
 

 
را  یفرمول ساده مثلثات يکفقط لازم است  از حالت قبل ، مشکل تر است.   یحالت ، انتگرال کم يندر ا

  . يمپس دار . ياوريمبخاطر ب

 
 ینهائاست و لذا مقدار است پس  حيعدد صح کيکه  ياوريمبخاطر ب يدحالا ، با

  است.  ريانتگرال مطابق ز

 
 
 

  . يسيمانتگرال را بنو يداجازه ده در هم و بر هم است.   يلیانتگرال خ ينا
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تا  يمبر  یبکار م یفرمول مثلثات يکپس  مختلف.  با دو شناسه  يمدار ينوسحاصلضرب دو کس ينجاا
  . يمدر آور يرحاصلضرب را به صورت ز

 

 
 حيهم اعداد صحو پس  هستند ، حيهر دو اعداد صحو که  يمدان  یحالا ، م
   .ميپس دار  صفر باشند. ديبالا با یها نوسيپس س  هستند.

 
 ثابت عدد  کيباشد ، انتگرال و اگر  باشد ، انتگرال صفر است. اگر  يمپس نشان داد

  مجموعه دو به دو متعامد است.  نيپس ا است. مثبت  
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  هيفور لاتيجدول تبدبخش 
  هيفور ینوسيکس لاتيتبدجدول 
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  هيفور ینوسيس لاتيتبد جدول 
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 جدول 
  هيفور لاتيتبد
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