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  مسو لفص
  مدو همرتب ليفرانسيد تمعادلا

Second Order Differential Equations 
٣بخش    Basic Concepts  یاصل ميمفاه١

شکل  نيتر  یکل  .ميکن  یدرجه دوم صحبت م  یخط ليفرانسيمعادله د کيبخش ، تنها در مورد  نيدر ا
  است.  ريدرجه دوم به صورت ز  یمعادله خط

١  
در معادله بالا   .ميکن  یبر خورد م١به صورت فرمول  ليفرانسيما کمتر به معادله د قتياما ، در حق

ثابت دارند  یها بي، ضر ميپرداز  یبه آنها م شتريکه ب يیمعادله ها  تابع هستند. یها بيضر
  ريبه  صورت ز

٢  
که  یهنگام  است.که  ميکن  یشروع م  يیها آسان تر شدن ، با معادله یکار ، برا یدر ابتدا

صورت به  نيباشد ، در ااگر   همگن.،  مييگو  یم ليفرانسياست ، به معادله د
  Nonhomogeneous   نا همگن مييگو  یم ليفرانسيمعادله د

 
معادله  یعني . ميثابت ، همگن شروع کن بي، درجه دوم ، ضر  یخط ليفرانسيبا حل معادله د دياجازه ده

  . ريبه صورت ز ليفرانسيد
 

 نيکه از ا یکند ، بطور  یم تيمهم هدا قتيحق کيمثال ما را به  نيا  .ميمثال شروع کن کيبهتر است با 
معادلات بطور  نيحل ا یبرا ديکل کي،  نيمثال ، همچن نيا برد.  ميآنرا بکار خواه يیبه بعد در هر مساله 

   .دهديبه ما م  یکل
 

 ١مثال 
   .ديکن دايپ ريزمعادله  یچند جواب برا

٩  
 حل 

تابع  کيکه به   ديکن  یملاحظه م . ديکن به معادله نگاه  .ميکن دايکردن پ با امتحان جواب ،چند  ميتوان  یم
  يی،  تابع نما دياگر بخاطر داشته باش  باشد. هيبرابر تابع اول٩که مشتق مرتبه دوم آن  ميدار اجياحت

دو  ، ريرسد ، دو تابع ز  یپس به نظر م  گردد.  یبعد از دو مرتبه مشتق به خودش باز م با توان مناسب ،
   جواب باشند.

٣ و ٣  
   .ميکن  یامتحان م

٣  
٣ ٣  

٣ ٣ ٣ ٩ ٣  
    .قيطر نيهم به هم یگريآن د

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 معادلات ديفرانسيل و کار بردها   ١بخش   ٣فصل   انوشـيروان صراف

198 
 

توانند ،   یهم م ريز یاز عبارت ها کيهر   .ستنديداده شده ن ليفرانسيمعادله د یدو ، تنها جواب ها نيا
 جواب باشند.  کي

٩ ٣ ١٢٣ ٣  

۵۶ ٣
١۴

٩
٣  

٧ ٣ ۶ ٣ ٩٢ ٣ ١۶ ٣  
 بالا باشد.  ليفرانسيجواب معادله د کيتواند   یم ريبه شکل ز تابعیهر قتيدر حق

١
٣

٢
٣  

 
فصل  نيهر مساله در ا یعملا برا ميتوان  یکند ، که م  یم يیمهم رهنما قتيحق کيمثال ، ما را به  نيا

   .مياستفاده کن
  Superposition   یاصل بر هم نه

 هم هست. ري، همگن ، باشد ، پس معادله ز  یخط ليفرانسيمعادله د کيدو جواب ٢و ١اگر 
  ١ ١ ٢ ٢ ٣               

 
 نيا  .ميثابت و درجه دوم نکرد بيبا ضر ليفرانسيبه معادلات د اصل بالا را محدودکه ،  ديتوجه داشته باش

  کند.   یهمگن ، کار م  یخط ليفرانسيهر معادله د یاصل برا
 

   .ميکن دايرا چگونه پ٢و ١است که اعداد ثابت  نيمساله ا
 
  اي . ميمشخص کن زياست که مقدار جواب در دو نقطه متما نيراه ا کي

١ ١ 
 مي، بعداً صحبت خواه یمرز ريدر مورد مقاد  .نديگو  یم   Boundary Valuesیمرز ريرا مقاد نهايا

      کرد.
 

نقطه مخصوص ، مشخص  کياست که مقدار جواب و مشتق آن در  نيثابت ، ا ريکردن مقاد دايپ گريراه د
  اي  .ميکن

 
شرط  نهاي، ا ميمرتبه اول گفت یهمان طور که در مورد معادله ها . ميکن  یم  یبر رس نجايرا ا طيدوشرا نيا

   هستند. هياول یها
 

  ٢مثال 
   .ديرا حل کن ريز هيمساله با  شرط اول

٩ ٢ ١ 
 حل 

 هستند.  یو خوب قيدق یجوابها ريدو جواب ز
٣ و ٣  
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   است. ري، مطابق ز ليفرانسيمعادله د نيا یبرا  یپس جواب کل  

١
٣

٢
٣  

   .ميدر اجي، به مشتق جواب احت یعني نيا  .ميبر  یرا بکار م هياول طيحالا شرا
٣ ١

٣ ٣ ٢
٣  

   .ميکن  یم نيرا جانش هياول ريحالا مقاد
٢ ١ ٢ 

١ ٣ ١ ٣ ٢ 
   .ميدار ستميس نيبا حل ا  .ميدو معادله و دو مجهول دار ستميس کي

١

٧

۶ ٢

۵

۶
 

   است. ريمطابق ز هياول طيپس جواب مساله با شرا
٧

۶
٣

۵

۶
٣  

 
 
 

   .ستيکار ساز ن شهيروش هم نياما ا . مي، با حدس و گمان بدست آورد ليفرانسي، جواب معادله د نجاياتا 
 

، تمام جواب  مييگو  یم . ميکن  یاستفاده م يیراهنما کي، به عنوان  ميکه از مثال اول بدست آور  یجواب
   هستند. ريمثال به صورت ز نيا یها
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هر عدد ثابت که  ميتوان  یعملا م راي، ز ميکه عدد ثابت را در جلو جواب اضافه نکرد ديکن  یملاحظه م
  .ميبدست آور يیتابع نما کياست که  نيمهم اهدف      .ميجواب بدست آور کي، اضافه کنم، تا  ميبخواه

   .ميعدد ثابت را اضافه کن ميتوان  ی، م ميهر گاه آنرا بدست آورد
 

  ريمعادله ز یتمام جوانها ميکن  یپس فرض م
۴  

   باشند. ريبه صورت ز
۵  

، تا   ميبگذار ليفرانسي، فقط لازم است آن را در معادله د ميکرده ا یحي، فرض  صح مينيکه بب نيا یبرا
   افتد.  یم  ی، چه اتفاق مينيبب

٢  
٢  

٢  
  باشد.  حيصح ديبا ريرابطه زباشد ، پس ۴جواب  کي۵پس اگر قرار است 

٢  
۵د ، پس شو  یهرگز صفر نم  که ميدان  یم  است ، اگر ۴جواب  

٢ ۶  
 یبرا Characteristic Equation  مشخصه معادله  نديگو  یم۶معمولا ، به شماره    باشد.

٠    .نديگو  یهم م Auxiliary Equation     یمعادله کمک۶به شماره ۴
، مرتبه دوم ، همگن ، با   یخط ليفرانسيمعادله د کي یکردن جوابها دايپ یرا برا نيخوب ، چگونه ا

  .ميسينو  یم۴ ليفرانسيمعادله د یرا برا۶ابتدا معادله مشخصه  م؟يبر  یثابت ، بکار م بيضر
دو  نيکه ا یهنگام  .ميداشته باش٢و ١ شهيدو ر ميمعادله درجه دوم است ، پس انتظار دار کي نيا

   .ميبدست آورده ا ليفرانسيدمعادله   ی، دو جواب برا ميرا بدست آورد شهير
١

١
٢

٢ ٧  
   .ميکن  یمثال نگاه کيبه ،  دياجازه ده

 
 ٣مثال 

   .ديکن دايپ ريز ليفرانسيمعادله د یدو جواب برا
٩  

 حل 
،  ميکه در بالا گفت یمراحل  .ميزن  یمرتبه حدس نم نياما ، ا  مثال اول است. ليفرانسيهمان معادله د نيا

   شد. ، همان است که در مراحل بالا گفته ميرا که حدس زد يی، جوابها  ميني، تا بب ميکن  یم یط
   .ميسينو  یم ليفرانسيمعادله د نيا یبرا ابتدا معادله مشخصه را

٢ ٩ ٣ 
   هستند. ريپس جوابها مطابق ز٣و ٣  یقيحق شهيدو ر
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١
٣ و ٢

٣  
     .ميهستند که حدس زده بود  یهمان دو جواب

 
 

  ناتيتمر
   .ديمعادله مشخصه حل کن اي  یرا با استفاده از معادله کمک ريدرجه دوم ز ليفرانسيد یمعادله ها

١
٢

٢
۶  

٢
٢

٢
٩ ٢  

٣ ۶
٢

٢
۵ ۶  

۴ ٩
٢

٢
۶  

۵
٢

٢
١ ٢۵  

۶ ٣
٢

٢
 

٧ ۴ ١٢ ٨  
٨ ۶ ١  
٩ ٢ ١ ١ ٣  
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  ناتيپاسخ تمر

١
٢

٢
۶  

 حل 
   .ميدار  یمعادله کمک

٢ ۶  
٢ ٣  
٢ يا ٣ 

١
٢

٢
٣  

١
٢

٢
٣  

 
دو تابع  نيمختاف ا ینمودار ها ، ريدر ز باشد ،٣و ٢ مياگر فرض کن

 شود.   یداده م شينما
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٢
٢

٢
٩ ٢  

 حل 
   یکمک ايمعادله مشخصه 

٢ ٩ ٢  
۴ ۵  
۴ يا ۵ 

 است.  ريمطابق ز  یپس جواب کل
۴ ۵  

  اعداد دلخواه است. و  نجايا

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 معادلات ديفرانسيل و کار بردها   ١بخش   ٣فصل   انوشـيروان صراف

204 
 

٣ ۶
٢

٢
۵ ۶  

 حل 
   یمعادله کمک

۶ ٢ ۵ ۶  
٣ ٢ ٢ ٣  

٢

٣
يا

٣

٢
 

٢
٣

٣
٢  

۴ ٩
٢

٢
۶  

 حل 
   یمعادله کمک

٩ ٢ ۶ ١  

٢ ۴

٢
 

۶ ۶
٢

۴ ٩ ١

٢ ٩
 

۶ ٣۶ ٣۶

١٨

۶ ۶ ٢

١٨

١ ٢

٣
 

 
 

۵
٢

٢
١ ٢۵  

 حل 
 معادله مشخصه   

٢ ١ ٢۵  
۵ ۵  

۵ 
۵  

   .ميده  یچر؟ نشان م  جواب است. کيهم ۵جواب است ، پس  کي۵که  یهنگام
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 پس 

 

 
  . ميحالت دار نيپس در ا

 
 

۶ ٣
٢

٢
 

 حل 
٣ ٢ ١  

١ ١٣

۶
 

 
 

٧ ۴ ١٢ ٨  
 حل 

۴ ٢ ١٢ ٩  

٢ ٣
٢

 
٣

٢
 

١

٣
٢

٢

٣
٢  
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مياگر فرض کن
٣

و ٢
٣

و مختلف  ريمقاد شينما ريز ريباشد ، تصو٢
   است.

 
   

٨ ۶ ١  
 حل 

   .ميآورد را بدست ريو جواب ز ميحل کرد١شماره  نيمعادله را در تمر نيا

١
٢

٢
٠٣  

  . مي، پس دار ميريگ  یاز معادله بالا مشتق م
٢ ١

٢ ٣ ٢
٣  

 بر قرار باشند ، لازم است که  هياول ريکه مقاد نيا یبرا
١ ٢ ١ 

٢ ١ ٣ ٢  
  . ميپس دار  باشد.

١

٣

۵ ٢

٢

۵
 

  است.  ريپس جواب مطابق ز
٣

۵
٢

٢

۵
٣  

  هم نمودار جواب.  نيا
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٩ ٢ ١ ١ ٣  
 حل 

 توجه 
اشتباه  هيبا مقدار اول مساله با . ميدار Boundary-Value  problem   یمساله  مقدار مرز نجايا

 نشود. 

٢  یمعادله کمک ٢ ١ ١است پس =
٢

 ١و 
 است  ري، مطابق ز  یکلپس جواب 

١ ٢  
  . ميشود ، اگر داشته باش  یبر قرار م یمرز طيشرا

١ ١ 
١ ١

١
٢

١ ٣ 
١شرط اول به ما   شود   یدهد ، پس شرط دوم م  یم١

١
٢

١ ٣ 
   .ميپس دار .   ميکن  یضرب ممدله بالا را در  نيابتدا طرف٢کردن  دايپ یبرا

١ ٢ ٣ ٢ ٣ ١ 
  است.  ريمطابق ز یلذا جواب مساله مقدار مرز

٣ ١  
  یهم نمودار مساله مقدار مرز نيا جواب ندارد.   شهي، هم یکه مساله مقدار مرز ديتوجه داشته باش

 
 
 
 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 معادلات ديفرانسيل و کاربردها   ٢بخش     ٣فصل  انوشـيروان صراف

208 
 

٣بخش    Real and Distinct Roots    زيو متما  یقيحق یها شهير٢
   .ميثابت کن یها بي، همگن با ضر  یدرجه دوم خط ليفرانسيشروع به حل معادلات د ميخواه  یحالا م

  یمشروع  ريز ليفرانسيبا معادله د  .ميانجام  داد چگونه   یرا در بخش قبل کار نيا مينيبب ديپس اجازه ده
   .ميکن

 
  . ميسينو  یرا م  یکمک ايمعادله شاخص 

٢  
  دهد.   یدو جواب به ما م،   نيا  .ميکن  یحل م٢و ١ یها شهيدو ر یرا برا  یمعادله کمک

١
١ و ٢

٢  
، یعنيباشند ،  زيو متما  یقي، حق شهيدو ر نيحالا ، اگر ا ١   یبه اندازه کافدو جواب  نيپس ا٢

  را بدهند ريز  یجواب کل ليهستند که تشک Nice Enough    قيدق
١

١
٢

٢  
 

 ١مثال 
   .ديرا حل کن ريز هيمساله با مقدار اول

١١ ٢۴ ٧ 
 حل 

   است. ريمطابق ز  یمعادله کمک
٢ ١١ ٢۴  

٨ ٣  
١ها عبارتند از  شهير ٠و ٨ ٢    است. ريمطابق زآن  ، و مشتق   یپس جواب کل٣

١
٨

٢
٣  

٨ ١
٨ ٣ ٢

٣  
   .ميکن  یم نيرا جانش هياول ريحالا مقاد

١ ٢ 
٧ ٨ ١ ٣ ٢  

   .ميآور  یرا بدست م ريز ريمقاد  , بالا یمعادله ها ستميبا حل س

١

٧

۵
، ٢

٧

۵
 

 است  ريمطابق ز ليفرانسيمعادله د یپس جواب واقع
٧

۵
٨

٧

۵
٣  
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 ٢مثال 

  . ديرا حل کن ريز هيمساله با مقدار اول
٣ ١ ۴ ٢ 

 حل 
   .ميدار  یمعادله کمک

٢ ٣ ١  
۵ ٢  

١ها  شهير ٢و ۵  است. ريمطابق زآن  ، مشتق  و  یپس جواب کل  هستند.٢

١
۵

٢
٢  

۵ ١
۵ ٢ ٢

٢  
    .ميبر  یرا بکار  م هياول ريحالا مقاد

۴ ١ ٢ 
٢ ۵ ١ ٢ ٢ 

   .ميبالا دار یمعادله ها ستميبا حل س

١

١

٧
، ٢

١٨

٧
 

   است. ريمطابق ز ليفرانسيمعادله د    یجواب  واقع پس 
١

٧
۵

١٨

٧
٢  

 
 ٣مثال 

   .ديرا حل کن ريز  یمساله با مقدار کل
٣ ٢ ٨ ۶ ١٨ 

 حل 
   است. ريمطابق ز  یمعادله کمک

٣ ٢ ٢ ٨  
٣ ۴ ٢  

   هستند. ريها مطابق ز شهير

١

۴

٣
، ٢ ٢ 

   است. ريمطابق ز ، آن  مشتق و  یپس جواب کل

١

۴
٣

٢
٢  
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۴

٣ ١

۴
٣ ٢ ٢

٢  

   .ميکن  یم نيرا جانش هياول ريحالا مقاد
۶ ١ ٢ 

١٨
۴

٣ ١ ٢ ٢ 

١ ميبالا دار ستميبا حل س ٢و ٩    است. ريمطابق ز ليفرانسيمعادله د يیلذا جواب واقع٣

٩
۴
٣ ٣ ٢  

 
 ۴مثال 

  . ديرا حل کن ريز هيمساله با مقدار اول 
۴ ۵ ٢ ٢ ٧ 

 حل 
   است. ريمطابق ز  یمعادله کمک

۴ ٢ ۵  
۴ ۵  

٢و ١عبارتند از معادله   نيا یها شهير
۵

۴
   است. ريو مشتق آن مطابق ز  یپس جواب کل

١ ٢

۵
۴

١ ٢

۵
۴  

۵

۴

۵
۴  

   .ستين نيچن شهيهماما    ند. بوده ادر  هياول ريمقاد کنون ، تا
   .ميبر  یرا بکار م هياول ريحالا مقاد

٢ ١ ٢

۵
٢ 

٧ ٢
۵

۴ ٢

۵
٢ 

   .ميپس دار . ميکن  یم را حل ستميس

١

٢٨

۵
، ٢

٢٨

۵

۵
٢ 

   است. ريمطابق ز ليفرانسيمعادله د  ی، جواب واقع تيو در نها
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٢٨

۵

٢٨

۵

۵
٢

۵
۴

٢٨

۵

٢٨

۵

۵
۴

۵
٢ 

 
 ۵مثال 

   .ديکن دايرا پ ريز ليفرانسيمعادله د  یجواب کل 
۶ ٢  

 حل 
   است. ريمطابق ز  یمعادله کمک

٢ ۶ ٢  
 معادله عبارتند از  نيا یها شهير

١ ٢ ٣ ١١ 
 قيدق  یکافبه اندازه  یبه عبارت اي  .ستندياما اعداد قشنگ و خوش نظر ن  هستند. ريز  یقيدو عدد حق نهايا
خوش منظر مانند  یها شهي، که ر ديهم انتظار نداشته باش شهيهم  .ميا دهيآن گونه که تا کنون د،  ستندين

   .ميقبل داشته باش یمثال ها

١ ٣ ١١ ٢ ٣ ١١ 
   است. ريمطابق ز  یپس جواب کل

 
 
 
  
 
 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 معادلات ديفرانسيل و کاربردها    ٣بخش   ٣فصل  انوشـيروان صراف

212 
 

٣بخش    Complex Rootsمختلط  یها شهير٣
  يفرانسيلبخش به حل معادلات د يندر ا

 
 آنها   ی، که معادله کمک ميپرداز  یم

٢  
  دارند.  يرمختلط به شکل ز یها يشهر یدارا

١ ٢  
و به بعد از جعبه سبز رنگ مراجعه  دينا خوانده رها کن ديتوان  یداخل جعبه سبز رنگ را م  قسمت نيا

   .ديکن
 يفرانسيلمعادله د یتمام جوابها  يمفرض کرد   ، که يديمرس  یکمک  معادله ينا به   یهنگام ياوريدبخاطر ب

   خواهند بود. يربه صورت ز
 

  . يمآور  یبدست م ريز ی، جواب ها  یجواب کل در مختلط  يشهدو ر ينکردن ا ينبا جانش
١ ٢  

 ميشروع کرد  یقي، ما با اعداد حق ليفرانسيچون ، در معادله د   .ميکن  یمساله بر خورد م کيبه  نجاياما ، ا
   اعداد مختلف هستند.دو جواب بالا شامل   باشد.  یقيجواب ما هم شامل اعداد حق ميو انتظار دار

   . ميدار اجياحت لريفرمول او مشکل ، به  نيحل  ا یبرا
 

   است. يرمطابق ز يلرفرمول او يگرنمونه د
 

که  یگريدارد و د  یقيحق یفقط نما  که  یکي  .مينک   یم  ميتقس  يیخود را به دو تابع نما یحالا ، جواب ها
 ینوشتن نما یبرا  ،اآنر گرينمونه د ايو  ميبر  یرا بکار م لريسپس فرمول او  اعداد مختلط. یفقط نما

 دوم.

 
 يمتوان  ی، که م يسدنو  یم  یصورت  اما دو جواب را به برد.   ینم ين، مختلط بودن جواب را از ب ينا

   .يمرا حذف کنمختلط  یقسمت ها
هر جواب را به صورت مجموع دو جواب   توانيم  ی، م يمگفت  یاصل يمبخش مفاه که در ياوريدبخاطر ب

  يعنی  .يسيمبنو
١ ١ ٢ ٢  

   .ميرس  یم ريبه عبارت ز مياگر دو جواب را با هم جمع کن

 
که بدنبال آن   یقيهمان جواب حق جهيدر نت  .ميکن  یم ميتقس٢بر حالا همه را   است.  يقیجواب حق يک ينا

   .ميرس  یم ميهست
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 توان نوشت   یکه م يدتوجه دار

١ ٢

١

٢
 

  يعنی . يمرس  یبه جواب دوم م يقطر ينبه هم

 
دو اعداد  اما ، چون . يمو هنوز عدد مختلط دار رسد که هنوز مشکل بر طرف نشده است.   یبه نظر م

   .مي، پس دار ميکن  یم ميتقس٢توانند اعداد مختلط باشند ،پس آنها را بر   یم٢و ١ثابت 

١

١

٢
و ٢

١

٢
 

  است.  يرجواب ما به صورت ز ينپس دوم

 
  . يمحالا دو جواب دار

        
 
 
 

١  یمعادله کمک یها يشهپس اگر ر  ريبه صورت ز ليفرانسيمعادله د  یباشد ، جواب کل٢
   است.

١ ٢  
 

 ١مثال 
   .يمرا حل کن يرز يهمساله با مقدار اول 

۴ ٩ ٨ 
 حل 

   است. ريبه صورت ز  یمعادله کمک
٢ ۴ ٩  

١معادله  نيا یرشه ها ٢ ٢ ۵  ريبه صورت ز ليفرانسيمعادله د نيا  یپس جواب کل  است. 

 است. 

١
٢ ۵ ٢

٢ ۵  

مشتق گرفتن   ساده است.  يلیعلت خ  .يممعمول ، از جواب بالا مشتق نگرفتبرعکس که  يدکن  یملاحظه م
که اگر  ينيمب  یم يهاول يطپس با نگاه به شرا  اما در هم و بر هم است. يستمشکل ن  يلیجواب خ يناز ا

   .يمپس دار ، يمشرط اول را بکار بر
١ 
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راه با مشتق هم پس جواب ،  شود.  یجمله اول حذف م بر قرار شدن شرط اول ، یبرا  ، گريعبارت د به
   است. ريمطابق ز آن ،

٢
٢ ۵  

٢ ٢
٢ ۵ ۵ ٢

٢ ۵  

   .ميبر  یحالا شرط دوم را بکار م  .ميريرا بگ  یمشتق جواب اصل ميخواست  یاگر م تر ، زيمشتق تم کي

٨ ۵ ٢ ٢

٨

۵

 

   است. ري، مطابق ز  یپس جواب واقع
٨

۵

٢ ۵  

 
 

 ٢مثال 
   .يدرا حل کن يرز يهمساله با مقدار اول

٨ ١٧ ۴ ١ 
 حل 

  است.  يرمطابق ز یمعادله کمک 
٢ ٨ ١٧  

١مسادله  نيا یها شهير ٢    است. ريو مشتق آن مطابق ز  یپس جواب کل  است.۴

١
۴

٢
۴  

۴ ١
۴

١
۴ ۴ ٢

۴
٢

۴  
 شوند.  یاز جملات حذف نم يک   يچه يراز يريم،ابتدا مشتق بگ ينلازم است هم ينجاکه ا يدکن  یملاحظه م

   .يمبر  یرا بکار م يهاول يرمقاد 
۴ ١ 

١ ۴ ١ ٢. 
١ميدار ، ميرا که حل کن ستميس ٠و ۴ ٢    است. ريق زمطاب  یپس جواب واقع١۵

۴ ۴ ١۵ ۴  
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 ٣مثال 
   .يدرا حل کن يرز يهمساله با مقدار اول 

۴ ٢۴ ٣٧ ١  
 حل 

   است. يرمطابق ز  یمعادله کمک
۴ ٢ ٢۴ ٣٧  

١معادله  نيا یها شهير ٢ ٣
١

٢
   است. ريمطابق ز و مشتق آن ،  یپس جواب کل  است.

١
٣

٢ ٢
٣

٢
 

   .يمبر  یرا بکار م يهاول يرمقاد

 
   .ميدار ستميبا حل س  .ديبکار بر ديبا یفراموش نشود ، بجا

 
   است. ريمطابق ز  یپس جواب واقع

 
 

 ۴مثال 
   .يدرا حل کن يرز يهمساله با مقدار اول

 
   .يمدار  یمعادله کمک

 
 يسيدننو يررا به صورت ز  ی، معادله کمک يدمواظب باش
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   کنند.  یم ياندانشجو يشتراشتباه ب ينا  .
   است. يرو مشتق آن به صورت ز  یکلپس جواب 

 
   .يمبر  یرا بکار م يهاول يرمقاد

 
   است. يرمطابق ز  یپس جواب واقع

 
 

 ۵ لمثا
   .يدرا حل کن يرز يهمساله با مقدار اول

١  
  لح

  است.  ريمطابق ز  یمعادله کمک

 
   .هستند ريز قمطاب اه يشهر

          
   .است ريز قمطاب  یکل بجوا سپ

 
 

     .يمبر  یم ربکا ار لاو  شرط

 
 
   .است سپ

   .يمدار  یکل بجوا قمشت

 
 ميبر  یم ربکا یبرا هياول رمقدا
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   .است ريز قمطاب یينها بجوا ، يتنها رد و  .است الذ

 
 

  اه بجوا یها رنمودا دمور رد حيتوض
   .است بمتناو ،نمودار  سپ ،باشد  راگ
   .ابدي  یم شيافزا ، يینما ربطو ننوسا هدامن سپ ،باشد  راگ
   .شود  یم کينزد رصف هب ، يینما ربطو ننوسا هدامن سپ ،باشد  راگ

   .ديکن  یم هملاحظ ريز رد ار اه رنمودا

 
 
 
 

 
  

 
 

 
                 

 
 

  
 

.   
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٣ بخش   Repeated Roots مکرر یها شهير۴
  یثابت م یها يب، همگن ، با ضر  یدرجه دوم ، خط يفرانسيلد یحاللت معادله ها ينبه آخردر اين بخش 

  يفرانسيلمعادله د يمخواه  یم يعنی  .يمپرداز
 

 
 آن   یکه معادله کمک

٢  
  یها شهياست با ر

١ ٢  
   .ميکن لح ار ،است 

 
   .دياز جعبه سبز رنگ بپرداز  . و به بعدديمطالب داخل جعبه سبزرنگ را نا خوانده رها کن ديتوان  یم
 

   .هستند ريز قمطابکه جواب ها  ياوريدبخاطر ب
١

١
٢

٢  
   .ستندين  یجواب کل کيهستند و مناسب   یکيدو جواب  نيا
   .ميدار اجياما ، به جواب دوم هم احت  .ميجواب اول را بکار بر ميتوان  یم

از   شود.  ی، بعداً معلوم م زيگر نيا ليدل . ميبزن یزيگر کي ديدوم ، اجازه ده  جوابکردن  دايقبل از پ
   هستند. ريمطابق ز  یمعادله کمک یها شهيکه ر ميدان  یفرمول درجه دوم م

١ ٢

٢ ۴

٢
 

  . ميداشته باش دي، پس با ميمضاعف دار ايدو گانه  یها شهيحالت ، چون ر نيدر ا
٢ ۴  

   باشند. يرمطابق ز يدها با يشهمضاعف داشت و لذا ر یها يشهتوان ر  یصورت است که م ينفقط در ا

١ ٢ ٢
 

   است. ري، مطابق ز ميده اکه بدست آور  یپس جواب اول
 

١
٢  

 
جواب  کيعدد ثابت ضرب در   کيکه  ميکن  یاستفاده م قتيحق نيجواب دوم ، از ا کيبدست اودن  یبرا
درست باشد ، پس خوشحال  نياگر ا  جواب باشد. کيتواند   ی، همگن م  یخط ليفرانسيمعادله د کي یبرا

  . ميداشته باش ريرا به صورت ز که جواب دوم ميهست

٢ ١
٢ ١  

آنرا در  دي، اجازه ده ميانجام ده ميتوان  یکار را م نيا مينيکه بب نيا یبرا٠ يحالبته با انتخاب صح
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   .ميدار اجيابتدا به دو مشتق احت  .ديآ  یبدست م یزيچه چ مينيتا بب ميکن نيجانش ليفرانسيمعادله د

 
 

  نيزيگيجا ليفرانسيها را در معادله د نيحالا ا  .ميحذف کردرا از آسان شدن کار ،  یبرا
  . ميکن  یم

 
 
  یآنرا با هم جمع م یو مشتق ها یها يبتمام ضر ينهمچن . يريمرا فاکتور بگ يیجمله نما يمتوان  یم
   .ميپس دار . مينک

 
 

 یجمله ها ين. همچن تاسجمله دوم ، صفر  که  يمدان  یم . يمکن  یمضاعف کار م يشهحالا ، چون با ر
باشد  یتابعکه   یاست ، در صورت ليفتانسيجواب معادله د کي١لذا  . يستندهرگز صفر ن يینما

  را بر قرار کند.  ريز ليفرانسيکه معادله د
يا  

معادله  کيبود ،   یاگر صفر م  تواند صفر باشد.  یکه نم ميدان  یم راي، ز ميرا حذف کن يمتوان  یم
   .ميرا مشخص کن یشکل برا نيتر  یکل ميتوان  یحالا  م , پس . ميداشت  یدرجه دوم نم ليفرانسيد

 
ثابت را از هر دو ، حذف  اعداد يمتوان  یم يقتدر حق باشد.   ی، م يمخواست  یتر از آنچه م يچيدهپ يناما ا

دو   .يم، تا جواب دوم را بدست آور يمکار را انجام ده ين، ا يدچرا ، اجازه ده يمکه بدان ينا یبرا  .يمکن
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  خواهند بود.  يرجواب به صورت ز

 
  است.  يربه صورت ز  یپس جواب کل

 
 

١ هک ميدان  یم  لقبو لقاب دتوان  یم اآنه زا لشک ره سپ ،هستند   شناخته ان تثاب  اعداد ،همه ٢

   .ميکن  یم یسينو زبا ريز قمطاب ار بجوا سپ .باشد
 

 
 

    
١  یمعادله کمک یها، اگر جواب  يتدر نها    است. ريبه صورت ز  یباشد ، جواب کل٢

 
 ١مثال 

   .يدرا حل کن يرز يهمساله با مقدار اول
۴ ۴ ١٢ ٣ 

 حل 
   است. يرآن مطابق ز یها يشهو ر  یمعادله کمک

٢ ۴ ۴ ٢
٢

١ ٢ ٢ 
   است. ريو مشتق آن  مطابق ز  یجواب کل

١
٢

٢
٢  

٢ ١
٢

٢
٢ ٢ ٢

٢  
   .ميکن  یم نيگزيرا جا هياول طي. شراديجمله دوم قاعده حاصلضرب را فراموش نکن یبرا

١٢ ١ 
٣ ٢ ١ ٢ 

١شود ، و   یحل م  یبه اسان ستميس ٢و ١٢  ريمطابق ز  یپس جواب واقع  .ديآ  یبدست م٢٧

   است.
١٢ ٢ ٢٧ ٢  
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 ٢مثال 
   .يدرا حل کن يرز يهمساله با مقدار اول

١۶ ۴ ٢۵ ٣
٩

۴
 

 حل 
 است.  يرآن مطابق ز یها يشهو ر  یمعادله کمک

١۶ ٢ ۴ ٢۵ ۴ ۵
٢

١ ٢

۵

۴
 

 است.  يرو مشتق آن مطابق ز  یجواب کل

١

۵
۴

٢

۵
۴  

۵

۴ ١

۵
۴

٢

۵
۴

۵

۴ ٢

۵
۴  

   .ميکن  یم نيگزيرا جا هياول طيشرا
٣ ١ 

٩

۴

۵

۴ ١ ٢ 

١  .ميدار ستميبا حل س ٢و ٣    است. ريمطابق ز هيمساله با مقدار اول  یپس جواب واقع۶

٣
۵
۴ ۶

۵
۴  

 
 

 ٣مثال 
  . يمرا حل کن يرز يهمساله با مقدار اول

 
 حل 

   .يمکن  یبالا است ، از گفتن آنها صرفنظر م یتکرار ها همان يحاتچون توض
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٣بخش    Reduction of Order ليفرانسيکاهش دادن مرتبه معادله د۵
معادلات  يعنی . يمانداز  یثابت ، م يرغ یها يببا ضر  درجه دوم يفرانسيلبه حل معادلات د یحالا ، نظر

   .يردرجه دوم به صورت ز
 

 
کردن جواب معادلات  يدامشکل تر از پ  يلی، خ يفرانسيلمعادلات دنوع  ينکردن جواب ا يدا، پ  یبطور کل

با بکار  يمتوان  ی، م يمرا بدان يفرانسيلجواب معادله د يکاما اگر  ثابت است. یها يببا ضر يفرانسيلد
مکرر ،  یها يشهر يعنیکه در بخش قبل   یهمان روش يعنی  .يمکن يداجواب ، جواب دوم را پ ينبردن ا

 Reduction of Order   کاهش درجه روش  يندگو  یروش م ينبه ا  .ميبکار برد
 

    کند.  یروش کار م ينچگونه ا ينيمو بب يمکن  یمثال نگاه يکبه  يداجازه ده
 

 ١مثال 
   .يدکن يدرا پ يرمعادله ز  یجواب کل

 
 اگر 

 
   جواب باشد. کي

 حل 
توان از روش کاهش درجه   یبدون آن ، نم  .يمرا بدان جواب يکقبلا  يداستفاده از کاهش درجه ، با یبرا

   استفاده کرد.
 است. يرجواب دوم به صورت ز يمکن  ی، پس فرض م يمداشته باشجواب اول را  ينااگر  

 
 

 
در معادله  ميکه کرده ا  یآن فرض،  انتخاب مناسبکردن ،  دايپ یبرا٠انتخاب مناسب  کي یبرا

  یآنرا برا ميکه بتوان یبطور ، ميبدست آور ديجد ليفرانسيمعادله د کي، تا  ميذارگ  یم ليفرانسيد
   .يمحل کن

 آن یهمرا ه با مشتق ها   شکل جواب دوم يردر ز  .يممثال انجام ده ينا یکار را برا ينا ، يدپس اجازه ده
   .يدکن  یرا ملاحظه م

 

 
   .ميگذار  یم ليفرانسيحالا در معادله د

 

 
   .يمکن  یو سپس ساده م يسیباز نو
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 جمله   است. ی، فقط شامل مشتق ها يماندهباق یکه پس ساده کردن ، تنها جمله ها يدکن  یملاحظه م
داشت  ديرا خواه یفقط مشتق ها يشه، هم يداگر تمام کار ها را درست انجام داده باش  حذف شده است.

   شود.  یمشتق اول هم حذف م   یگاه٠نه خود  و
   بر قرار کند. را ريز معادله ديباجواب باشد ،  کي١که فرمول شماره  نيا یپس ، برا

 
 

 
ثابت  ريغ بيمعادله درجه دوم با ضر کيهم ٢شماره   يراز  .يمبر خورد کرد  یباز  هم به مشکل

  یمانجام  Change of Variable   ريمتغ رييتغمشکل ،   نيارفع  یبرا  .ميآنرا حل کن ديکه با است ،
   .ميده
 

 
 

   کند.  یم رييتغ ريبه صورت ز٢شماره  ييرتغ ينبا ا
 

 
 

همان  ينا  .يمآنرا حل کن  يمتوان  یم که درجه اول است  یخط يفرانسيلمعادله د يککه  يدکن  یملاحظه م
  Reduction of Order     کاهش مرتبه يعنی  .يمبخش داده ا ينکه به ا ینام

معادله   .يمکن يلدرجه اول تبد يفرانسيلد معادله يکدرجه دوم را به  يفرانسيلد  معادله يمکرد  یسع  يعنی
 معادله  يناجواب    حل کرد. یتوان به آسان  یبدست آمده را م

 

 
 

، بعداً آنرا  يداگر فراموش کرده ا  .يدکنآنرا حل  يدکن  یسع  .يمگذار  یحل آنرا به عهده خودتان م  است.
 . يدکن  حل ما ، آنرا بدون کمک يدکن  ی، سع یآور ياد یاما برا  .يمکن  یشما حل م یبرا

   .ميهست٢شماره  یجواب برا يک یما در جستجو  .يمخواست  یکه م  يستن يزی، آن چ يناما ا
   .ميانجام ده را کار نيا ريمتغ رييبا تغ ميتوان  یم

 
   .ميکن دايرا پ يمتوان  یکار م ينبا ا
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 توان گفت   یحالت م يندر ا  .يم، تکرار کن يمداد مکرر انجام یها يشهکه در بخش ر یپس همان کار

 

 
    .يمکار دار ينبا ا

 
 

   باشد. يرز تواند مطابق  یم  یپس جواب کل
 

 
 
 

   يم،جواب قبلا داشته باش يک يد، باروش  يناستفاده از ا یدر هر حال برا
 

 ٢مثال 
  . يدکن يدارا پ يرمعادله  ز  یجواب کل

 

 
 

   باشد. يرجواب ، مطابق ز يکاگر 
 

 حل 
   است. يرآن مطابق ز یشکل جواب دوم همراه با مشتق ها

 

 
 

   .يمپس دار ,  .يمگذار  یم يفرانسيلدر معادله د
 

 
 

  . يم، پس دار يمکن  یو ساده م يسیباز نو
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   .يمده  یانجام م يرمتغ ييرحالا تغ

 

 
 

   .يمرا دار يرز يفرانسيل، معادله د ييرتغ ينبا ا
 

 
 
باز هم حل آن   است. يرحل کرد ، و جواب آن مطابق ز توان یدرجه اول است که م  یمعادله خط يک ينا

   .يمکن  یبه عهده خودتان واگذار م

 
   .ميکن  یل مح یحالا برا

 

 

   .يم، پس دار يمکن  یمطابق مثال بالا ، اعداد ثابت را حذف م
 

 
 

   است. ير، مطابق ز  یو جواب کل

   
 
 
 

    هم حل آنها. ني، ا ديرا حل کن٢ و١ یمثال ها  ی، دو معادله خط يداگر نتوانسته ا
٢ ٣  

  . يدتا به صورت آشنا در آ  .يمکن  یم يسیبا نو يرت زشما ، معادله را به صور  یراحت یبرا
٢ ٣  

٣

٢
 

٣

٢
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٣

٢
 

٣

٢
 

١ ٣

٢
 

٣

٢
 

   .ميداربا استفاده از 
٣
٢ 

   .ميپس دار ميده  یم رييها را تغ ريو متغ ميسينو  یم یبجا
٣
٢ 

   معادله دوم.
٣ ۴ ٢  

   .ميکن  یها را عوض م ريمتق  یعبارتبه    اي.ميکن  یم یسيباز نو
٣ ۴ ٢  

   .ميکن  یم ميتقس٢بر 
۴  

۴  
   .ميکن  یم ميتقسبر 

۴
 

۴
 

   .ميکن  یضرب  مدر 
۴

 
   .ميکن  یم ميتقسبر 

۴
 

١ ۴
 

۴  
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   .ميدار. و با استفاده از ميکن  یم يیرا نما نيطرف

۴
۴ اي ۴ 

 
 

  يناتتمر
 توجه 

  توان با کاهش  مرتبه ، آنها را حل کرد.  ی، که م يمسه نوع معادله مرتبه دوم دار  يدلازم است که بدان
   يمآور  یم ينرا به صورت تمر يگرقسمت درس بالا گفته شد ، دو نوع دنوع سوم آنرا در 
   مستقل وجود ندارد. يرمرتبه دوم که متغ يفرانسيلد ینوع اول معادله ها

   .يدمرتبه ، حل کن کاهش  استفاده از روش يرز يفرانسيلد یهامعادله 
١  

 پاسخ 
   .ميلذا دار  باشد. يمکن  یفرض  م پس د. وابسته وجود ندار يرمتغ ينجاا

 
  یريعامل انتگرال گ  معادله درجه اول به صورت استاندارد است. کي نيا

 
   .مي، پس دار ميکن  یضرب مرا در  نيطرف

 

 
 . ميريگ  یضرب و سپس انتگرال مرا در  نيطرف 

 

 

١  
 پس 

١ ١  
   .ميپس دار ميفرض کرد   حالا ، چون

١ ١  

١

٢
٢

١ ٢ 

 ٢ ٢ ١ ۴ 
 پاسخ 

به  و معادلهباشد ، لذا  ميکن  یپس فرض م  وابسته وجود ندارد. ريهم متغ نجايا
   شود.  یم یسيباز نو ريصورت ز
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٢ ١ ۴ 
   است. ريو لذا معادله به صورت استاندارد ز ميکن  یم ميتقسرا بر  نيطرف

٢
١ ٣ 

   است. ريمطابق ز یريعامل انتگرال گ
٢

٢
٢

٢  
   .ميکن  یضرب مدر در  نيطرف

٢ ٢ ٣ ١  
٢ ١  

   .ميريگ  یضرب و سپس انتگرال مرا در  نيطرف
٢ ١  

٢ ۵ ٢
١ 

۵ ۴
١

٢ 
  . ميباشد ، پس دار ميچون فرض کرد

 

۵ ۴
١

٢  

۵
١

٣ ١
٣

٢ 

١با فرض 
١

٣    باشد. ريتواند مطابق ز  یم  یلجواب ک١
۵

١
٣

٢ 
 

   .ديرا رسم کن ريز هينمودار مساله با مقدار اول
٣ ٢ ١ ١ 

 پاسخ 
   است.  یخط ريو معادله غ ميمستقل ندار ريکه متغ مرتبه دوم است ینوع دوم معادله ها نيا

 یو نه مشتق هانه     یخط یدرمعادله ها که ميدان  یو م٢ ميدار رايز ستين  یمعادله خطگرچه 
کردن  ني، اما با جانش ستيصورت معادله خط ن نيا ريدر غ برسند ،١از  ريبه توان غ ديآن نبا

   .ميپس دار  شود. ليتبد  یخط شود که معادله به  یم جهينت
٢  

  . ميپس دار است.  ريپذ کيمعادله تفک نيا
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٢ 

٢
 

٢
 

١
١ 

١

١
 

   .ميباشد ، پس دار ميچون فرض کرد 
١

١
١ ٢ 

   .ميبر  یرا بکار م هياول ريحالا ، مقاد
١ ١ ٢ ١ ١ ٢ ١  

١ ١
١

١ ١ ١ 
١چون  ٢پس ١  ی،  حد اقل برا مطابق  است هياول ريمساله با مقاد نيلذا جواب ا  است.١

١ 
١ ١ 

 هم نمودار  نيا

 
 
۴ ٢ ٣  

  . ستين  یمستقل وجود ندارد و معادله خط ريمتغ معادله ، نوع دوم است که در آن نيا
  ميباشد پس دار ميکن  یفرض م

 

   شود.  یم ليتبدبه معادله مرتبه اول ، معادله مرتبه دوم  ینيجانش نيبا ا
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٢ ٣  

٢ ٢  

 پس 

يا ٢ ٢  

تواند باشد. جمله   یم یهر عدد نجاي. اجواب است کيو لذا  یعني  جمله
   .ميکن  یحل م رياست که مطابق ز ريپذ کيمعادله تفک کيدوم 

٢ ٢ 

٢ ٢
 

٢ ٢
 

١ ١
١ 

١ ١
١ 

 شود   ینتجه م ني، پس آخر استچون 
١

١ 

١
١  

١
١  

   است. ريبه صورت ز یحيبه صورت تلو  یکلکه جواب 
١ ٢ 

   است. ريمطابق ز ليفرانسيجواب کامل معادله د جهيو در نت
يا ١ ٢ 

 
  . ميصفر آن داشته باش ريجواب غ کيهمگن که   یمرتبه دوم خط ینوع سوم معادله ها

 
۵ ٢  

 پاسخ 
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  یجواب در نظر م کيرا به عنوان  نيا است. جواب   کيو امتحان حدس زد    یتوان با سع  یم
  یم ليفرانسيرا در معادله د نياباشد. ١ ميکن  یپس فرض م١ یعني  .ميريگ  

   هستند. ريز آن مطابق یها مشتق باشد ، پسپس اگر   .ميکن  یحل م یو آنرا برا ميگذار
 

٢  
   .ميگذار  یم ليفرانسيها را در معادله د نيحلا ا

 
٢ ٢  

٣ ٢  
١

 
معادله مرتبه   کيو لذا  ميباشد ، پس دار ميکن  یبالا فرض م ناتيتمرحالا ، مثل 

   .مياول دار
١

 
   .ميدار یريعامل انتگرال گ

١
 

   .ميکن  یضرب مرا در  نيطرف
 

 
 
١ 

 . ميريگ  ی، و انتگرال م   ميريگ  یم دهيرا نا دعدد 
١  

   .ميکن  یضرب م١در 

٢ ١  
   است. ريمطابق ز  یاصل ليفرانسيمعادله د  یجواب کل

١ ٢  
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۶ ١ اگر ١  
 پاسخ 
١ ميکن  یباشد ، پس فرض م١جواب  کياگر  مطابق  آن یباشد، و مشتق ها 

 است.  ريز
 

٢  
   .ميگذار  یداده شده م ليفرانسيرا در معادله د نهايا

٢ ١  
   .ميکن  یساده م

١  
   .ميباشد ، پس دار ميکن  یحالا ، فرض م

١
 

   .ميکن  یم دايرا پ ی ريعامل انتگرال گ
١

 
   .ميکن  یضرب مرا در  نيطرف

 

 
 

   .ميريگ  ی. و انتگرال مميانگار  یم دهيرا نا دعدد ثابت 

 

١  
   .ميکن  یضرب م١در 

٢ ١ ١ ١  
   یپس جواب کل

١ ٢ ١  
   .است

 
 
 
 
 

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 معادلات ديفرانسيل و کاربردها   ۶بخش   ٣فصل  انوشـيروان صراف

234 
 

٣بخش    Fundamental Sets of Solutions   اجوابه  یاساس همجموع۶
٢ يسماتر يک، اگر  يمدر جبر خوانده ا  -يادوری   ميداشته باش ريز٢

 

   .يدآ  یم بدست يرآن به صورت ز Determinant   يترمينانپس د

 

      .يفرانسيلمعادلات د  یجوابها  یاساس مجموعه يعنیرو ،  يشبه بحث پ يمگرد  یحالا ، بر م
 يبدوم همگن با ضر  مرتبه يفرانسيلد  یدر مورد معادله ها ينجا، که ا يددر نظر داشته باش يدابتدا ، با

   .يربه صورت ز یمعادله ها يعنی . يمکن  یثابت بحث م يرغ یها

 
بر  .، پسميکرده ا دايپ١معادله  ی، برا٢و ١قبلا دو جواب  يمکن  یم فرض ، ينهمچن

  Principle of Superposition   یاصل بر هم نهاساس 

 
   نه. اياست   یجواب کل کي٢شماره  ايآ ميبدان ميخواه  یماست.١ يفرانسيلجواب معادله د يکهم 

را ١در شماره  هياول طيشرا ديباباشد ،  ليفرانسيمعادله د یبرا  یجواب کل کي٢که  نيا یبرا  

  ريز طيشرا یعني  بر قرار کند.

 
 ٢به صورت  يعنی  صورت نوشته شود. ينتواند به ا  یم يفرانسيلهر جواب معادله د يعنی   ينا

از شماره   ابتدا   را بر قرار کنند. طيشرا نيکه ا ميکن دايپ یاعداد ثابت ميتوان  یم ايآ مينيبب ديپس ، اجازه ده

   .ميگذار  یم هياول طيو در شرا ميريگ  یمشتق م٢

 
ما  یبرابالا  يستمس يندر ا  يزچ ،همه يمکرده ا يدادو جواب را پ يناست که قبلا ا ينچون فرض ما بر ا

 ميتوان  یکار را م نيا  .ميکن دايرا پ٢و ١و  يمبالا را حل کن يستمس يمتوان  یشناخته شده است ، پس م

را بدست  ريبا استفاده از قانون کرامر جواب ز  .ميانجام ده Cramer’s Rule  کرامر  قانونبا استفاده 
   .ميآور  یم
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  Matrix   سيماتر کي نانيترمي. دميبخش گفت نيا یهمان طور که در ابتدا

 
  است. 
  یکه م ی، بلکه همان روش جبر يمکن  یاز  قانون کرامر استفاده نم  ها يستمحل س ی، ما برا يقتدر حق

  يم؟از قانون کرامر استفاده کرد ينجاچرا ا   پس .يمبر  یبکار  م ها يستمحل س یبرا يمدان
  یکه به ما اجازه م ميشرط بکار بر کي جاديا یرا برا۴ يمتوان  یم يرا، ز يمقانون کرامر بکار برد

توجه ۴اگر به شماره   .ميرا حل کن ستمياعداد ثابت س یبرا ميتوان  یم  یچه زمان ميريبگ ميدهد تصم

صفر  نانيترميباشند اگر د  یم  یکيکه همه اعداد هستند و ۴ یکه مخرج ها ديکن  ی، ملاحظه م ديکن

   .ميرا حل کن  ستميس ميتوان  یشود ، نم
حرف   شود.  یم فيتعر ريو به صورت ز شود.  یم دهينام Wronskian     نيرانسکدر مخرج ،  تيّ کم

   است.حرف اول 

 
  . ميده  ینشان مرا با  ينرانسک

  م؟يکنون بدنبال چه بوده اتا  ست؟يچ  یبرا ليو تفص همه طول نيا پس
 کي ليقانع کننده هستند که تشک  یبه اندازه کاف١معادله  یدو جواب ها يممشخص کن يمخواسته ا  یم

داده شده  هياول طيدهند اگر شرا  یم١شماره  یبرا  یجواب کل کي ليدو جواب تشک  بدهند؟  یجواب کل

شوند   یبر قرار م هياول طيشراکه  ميريگ  یم جهيو از قانون کرامر نت  را بر قرار کنند.١شماره  معادله

  یعنيصفر نباشد ،  نيرانسکاگر 

 
١باشند، و ١شماره  یدو جواب ها٢و ١ يمکن  یپس ، فرض م ٢ 

شوند   یم يدهنام Fundamental Set of Solutions ,  جوابها  یاساس همجموع، پس دو جواب  باشند.

   است. ريمطابق ز١شماره   یو جواب کل

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 معادلات ديفرانسيل و کاربردها   ۶بخش   ٣فصل  انوشـيروان صراف

236 
 

  . يمرا چک کن  یقبل یاز ادعا ها  يکی يدپس اجازه ده
 ١مثال 

٣به بخش   که  ميادعا کرد  .ميرو  یمکرر م یها شهير٣
 

             و        
 
   است. ينچن يقتاکه حق يدثابت کن هستند.   ها جواب  یاساس  مجموعه يک 

 حل 
   .يست، صفر ن يمو نشان ده يمکن يدادو جواب را پ ينا ينرانسک يداثبات ، با یبرا 

 

 
اگر صفر بود ،  رايز يگرد ، از طرف يستبدست آمده صفر ن يیکه جمله نما يمدان  یخوب ، م

  یاساس  مجموعه قتيدو جواب ها ، در حق نيا جهياست و در نتو لذا   .ميمختلط نداشت شهير
   است. ريمطابق ز  یجواب کل تيهستند و در نها ها جواب

 

 
 
 

 ٢مثال 
٣در بخش   . ميرا حل کرد ريمعادله ز ليفرانسيبخش کاهش دادن مرتبه معادله د۵

 

 
 

    دهند.  یبالا م  يفرانسيلمعادله د   یها جواب  یاساس مجموعه  يلکه دو جواب ، تشک يدنشان ده
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 حل 
   هستند. يردو جواب آن مثال مطابق ز

 
   .يمکن  یدو جواب را محاسبه م ينا ينرانسک

 

 
 

  .ميبگذار نيرا در رانسک يمتوان  یکه نم يدتوجه داشته باش  شود.  یهرگز صفر نم ينپس رانسک
 ميتوان  ینم نيهمچن  شود.  ی، مشکل ساز م  یثابت در جواب کل یها بيکردن ضر دايپ یبرا نيا رايز

   .ميرا در جواب بگذار
  ها جواب  یاساس  مجموعه  ليتشک ،جواب دو  نيکه ا ميريگ  یم جهي، نت ستيصفر ن نيپس چون رانسک

   است. ريمطابق ز  یجواب کل یعني  دهند.  یم

 
 
 

  يهقض
   .يريدرا در نظر بگ يرز يفرانسيلد معادله

 

 
 
تواند   یمدر بازه  یرا که هر عدد  هستند.بازه  کيدر  وستهيپ یتابع هاو  ينجاا

 ريز هياول طيکه شرا یبطور باشد ، ليفرانسيجواب معادله د کي١ دي. فرض کنديانتخاب کن باشد ،

 را بر قرار کند 

 
 

   را بر قرار کند. ريز هياول طيباشد که شرا ليفرانسيجواب معادله د کي٢ يدفرض کن
 

 
 

   دهند.  یرا م ليفرانسيمعادله د  ی ها جواب  یاساس  مجموعه  ليتشک٢و ١پس 
 

   .ميرا محاسبه کن نياست رانسک  یکاف  آسان است. هيقض نياثبات ا
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  داده شده يهاول يردو مساله با مقاد يمکه بتوان  یوجود دارند ، در صورت  ها جواب  یاساس  مجموعه  س پ

   .يمرا حل کن يهقضدر  
 

 ٣مثال 
   .يدکن يدارا پ يرز يفرانسيلمعادله د  یاساس ی، جوابها يهبا استفاده از قض

 
   است. يدفرض کن

 حل 
٢  يمدار يراز  حل کرد.  یتوان به اسان  یمعادله را م ينا ۴ ١پس ٣ و ٣

٢    .ميلذا دار٢

 
  یاسانبه  يمتوان  یدهند و م  یرا م يفرانسيلد  معادله جوابهای  یاساس مجموعه يلدو جواب ، تشک ينا

   .يمنشان ده
 

 
 دهند.  یم  یاساس یجوابها يلدو جواب تشک ينشود ، پس ا  یهرگز صفر نم ينشود که رانسک  یملاحظه م

از دو  يک يچهجوابها ،  ينکدام از ا يچه   .يستندن،   گفته شده يهکه در قض یآن مجموعه ا , آنها  , اما  
   کنند.  یرا بر قرار نم يهداده شده در قض يهاول يطشرا

   .يمکن يداگفته شده است ، پ يهکه در قض  یاساس یتا جوابها يمرا بکار بر يهاول يطشرا ينا يدبا
   است. يفرانسيلجواب معادله د يکهم  يرکه معادله ز يمدان  یم
 

 
 

   که کار کنند. يمکن يداپ يیها يبضر يمتوان  یم ياآ ينيمو بب يمرا بکار بر يهاول يطشرا ين، اول يداجازه ده
 

 
 
   .ميکن  یعمل م ريبه صورت ز  .ميکن دايرا پ٢و ١ يدبا
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   .ميکن  یآنرا حل م  .ميمعادلات بدست آورد ستميس کي
 

١  ميدار١از معادله  ١    .ميگذار  یرا در معادله دوم م نيا٢

 
٢پس 

٣

٢
١را در  نياست ا ١    .ميدار پس  .ميگذار  یم٢

 
   .يمبدست آورد يرز  یجواب کل يکپس 

 

 
 

  يعنی،  يمرا بکار بر يهشرط اول يناگر دوم يقطر ينبه هم
 

 
  

   .يمآور  یرا بدست م يرجواب ز
 

 
   چک کردن آسان است.  دهند. يلتشک را  یاساس یجوابها یسر يک يدها با ينبالا ، ا يهبراساس قض
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 یمساله ا ينخوب ، ا  .يمبدست آورد يهاستفاده از قض کاملا متفاوت با  یاساس یجوابها یسر يکپس 
   از جوابها وجود دارند. یشمار  یتعداد ب  .يستن

   است. يرمطابق ز  ی، جواب کل يمکرد يداکه ابتدا پ  یاگر آن جواب يم؟بربکار  يدپس کدام را با
 

 
 

   است. يرمطابق ز  ی، جواب کل يمبالا استفاده کن يهاگر از قض
 

 
 

    .ياندآ  یآنها که آسان تر بدست م يم؟بکار بر  یاساس یپس کدام را به عنوان جوابها
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٣بخش    More on the Wronskian نيرانسک گريکار برد د٧
٣در بخش  دو  ايآ ميکند تا مشخص کن  یکمک م به ما نيکه رانسک ميو گفت ميکرد  یرا معرف  نيرانسک۶

 گريکاربرد د کيبخش ، به  نيدر ا   .ريخ ايجوابها بودند   یاساس  مجموعه کيبدست آمده ،  یجوابها 
   .ميکن  یم  یبه شما معرف  نيمحاسبه رانسک یبرا یگريروش د نيهمچن  .ميکن  یمنگاه  نيرانسک

   .ميکن  یبه شما معرف یديجد ميکار ، لازم است مفاه نيا یبرا  . ميابتدا به کاربرد آن بپرداز دياجازه ده
   .ديريرا در نظر بگ ريبه صورت زو صفر  ريدو تابع غ

 
 

 
کنند ، بدون توجه به   یرا بر قرار م١باشند ، معادله و که اگر  ديکن  یملاحظه م

   بکار برده شده. یتابع ها
 ها  تمام یبرا١که معادله  ی، بطور ميکن دايرا پو صفر  رياعداد ثابت غ  ميحالا ، اگربتوان

 گرياز طرف د  نامند.  یم Linearly Dependent     یوابسته خطدو تابع را  نيا   پس , باشد قرار بر
بر قرار باشد ، آنوقت آن دو ١باشد و معادله  صحت داشته   اياز   یکياگر فقط 
 نامند.  یم Linearly Independent     یمستقل خطتابع را 

   
 ١مثال 

   . یخطمستقل  ايهستند و   ی، وابسته خط ريز یمجموعه تابع ها ايآ ديمشخص کن

 
 حل 

 
 

   .ميسينو  یم١ابتدا دو تابع را به صورت معادله 
 

 
 متما یبرا بالا همعادل هک  ميکن دايپو صفر  ريدو عدد ثابت غ ميتوان  یم ايآ ميلازم است مشخص کن

  ؟باشد رقرا رب اه
 اه متما یبرا ار همعادل هک دهستن یثابت داعدا اتنه اه نيا باشد ،و    اگر ، ايو

  ؟کنند  یم ربرقرا
 که   ديبه خاطر آور  کار ما آسان تر خواهد بود. ، مياما اگر ساده کن  است. یکار سخت نيا

 

 
   .ميبالا دار قتيبا استفاده از حق
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 ريز همعادلاگر و ثابت   هراعداد یکه معادله بالا صفر خواهد بود برا مينيب  یساده کردن م نيبا ا

   .باشد رقرا رب
 

   .ميکن دايرا پ ريز یزوج ها ميتوان  یم

 
   شمار هستند.  یزوج ها ب نيکه ا ديکن  یملاحظه م
  یها بر قرار متمام  یکه معادله داده شده را برا ميکن دايصفر پ ريغ  یزوجها  یسر کي ميپس توانست

   هستند.  یدو تابع وابسته خط نيپس ا  کنند.
   .ميپرداز  یم گريوج دحالا به دو ز

 
   .ميسينو  یم١مطابق شماره  راهم   دو  تابع نيا

 
 
 ميکن  یم  یپس ، سع  .ميسيبنو یگريرا بر حسب د  یکيفورا  ميتوان  ی، نم  یقبل یبر خلاف دو تابع ها نجايا

ر است ، پس اگر از تمام قرا  بر  یاصل معادله  خوب ، اگر  .ميکن داياعداد ثابت را پ ميتوان  یم ايآ مينيبب
  یبا دو معادله و دو مجهول بدست م ستميس کيقرار است ، لذا ، باز هم معادله بر  ميريجمله ها مشتق بگ

   .ميآور
 

 
 پس ، ميکن  یم حل یمعادله دوم را برا  .ميآور  یچه بدست م ميني، تا بب ميکن  یرا حل م ستميس نيا

   .ميدار
 

   .ميگذار  یمعادله اول م در را نيا حالا ،
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  یتنها در صورت  کنند.  یها برقرار متمام  یرا برا که معادله ميهست یثابت ، بدنبال اعداد دياوريبخاطر ب
   .باشد رصف ديبا مه ،باشد  راگپس  باشد ،افتد که   یم  یاتفاق نيچن

    ی، تنها زمان ميداد پس نشان
 

 
   .هنتند  یخط لمستق عتاب ود الذ  .باشد و هک تاس رقرا رب اه متما   یبرا

 
 

هستند ، مراحل   یوابسته خط اي  یدو تابع ، مستقل خط ميمشخص کن ميبتوان یکه برا ديکن  یملاحظه م
   تواند کمک کند.  یم نياست که رانسک نجايا  .ميکن  یط ديبا یاديز
 

  Fact قتيحق
  .باشند ريپذ قمشت هباز کي رد و یها عتاب ديکن ضفر
 در آن بازه و پس در  کي ید براباشاگر - ١

   هستند.  یمستقل خط
تمام  یاست برا، پس  باشند  یوابسته خطدر بازه و اگر  - ٢

 ها در 
 
 

  یوابسته خطو باشد ، پس اگر  ديگو  ینم قتيحق نيا : ديدقت کن
   صفر باشند. نيرانسک کي یدارا  ی، امکان دارد دو تابع مستقل  خط  قتيدر حق هستند. 

 
 ٢مثال

   .ديبالا را نشان ده قتيحق  یمثال قبل ، درست یبا استفاده از تابع ها

 حل 
،    دو تابع نيکه ا ميقبلا نشان داد رايز . ميدست آورصفر ب ديبا ، ميدو تابع را محاسبه کن نيا نياگر رانسک 

   هستند.  یوابسته خط
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   کار ما آسان تر بود. ديکن  یملاحظه م  .ميپس صفر بدست آورد

 

   .ميصفر بدست آور ريغ نيرانسک ديهستند ، پس با  یمستقل خط  ، بعدو تا نيکه ا ميداني، ما م نجايا
 

 
 

که   یدر صورت   البته ,  .ميصفر است ، همان طور که انتظار داشت ريغ نيککه رانس ديکن  یملاحظه م
  .ستيبه ظاهر صفر ن نيکه رانسک  یتا زمان  .ستين یمساله ا نيا  باشد.

 
 ٣مثال 

  هستند.   یمستقل خط اي  یوابسته خط ريز یتابع ها ايآ ديمشخص کن  

 حل 
صفر بود ،  ريغ ني، اگر رانسک ميکن  یرا محاسبه م نيراسنک  .ميکن  یبحث مدو تابع  ابتدا در مورد 

   هستند.  یکه وابسته خط مياگر صفر باشد ، کاملا مطمئن هست  هستند.  یکه دو تابع مستقل خط ميدان  یم
 

 
 

   هستند.  یدو تابع ، مستقل خط نيبالا ، ا قتيپس ، بر اساس حق
   .ميکه در قسمت اول انجام داد ميده  یرا انجام م  یکار همان  نجايا  .ميکن  یم اقدامحالا در مورد 

 که  دياوريبخاطر ب
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   .ميکن  یرا محاسبه م  نيحالا رانسک

که احتمالا وابسته  ميحدس بزن ميتوان  یاما م  هستند.  یدو تابع وابسته خط نيا مييبگو یبه راحت ميتوان  ینم
به صورت  هستند ، لازم است آنرا  یوابسته خط نهايا قتيکه در حق ميکه ثابت کن نيا یبرا  هستند.  یخط
ها بر قرار تمام  یکه آنرا برا ميکن دايپو صفر  رياعداد غ ميتوان  یم ايآ مينيو بب ميسيبنو١

   کنند.

 
   را بر قرار کند. ريکه معادله ز ميبکار بر یهر عدد ثابت ميتوان  یرسد که م  یبه نظر م

 
 

   .ميرا بکار بر رياعداد ز ميتوان  یمعادله صفر بشود ، م نياتمام  یکه برا نيا یبرا

 
پس   کنند.  یها بر قرار متمام  یکه معادله را برا ميکرد دايصفر پ ريشود که اعداد ثابت غ  یملاحظه م

   هستند.  یتابع ها وابسته خط
 

   .ميکن  یدو عدد آخر را امتحان م . ميادعا را ثابت کن نيا دياجازه ده

٩ ۶
١

۴
۶

٢
٩ ۶

١

۴
۶ ۶

٢
۶ ٩

١

۴
۶

٢
۶ ٩ ٩  

و وابسته   یخط مستقل یدر مورد تابع ها شتريب دي، اجازه ده ميبپرداز یکه به موضوع بعد نيقبل از ا
عدد دو یعني نيهستند ، پس ا  یوابسته خطو  ميفرض کن دياجازه ده  .ميصحبت کن  یخط

   .ميها دارتمام  یبرا که  یدارند ، بطور وجودو صفر  ريغ

 
   .مي، حل کن  ريز قياز دو طر  یکيرا به  نيا ميتوان  یحالا ، م
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       اي 
  پس  صفر هستند. ريغو که  ميدان  یم ري، ز ميانجام ده ميتوان  یرا م کار نيکه ا ديتوجه داشته باش

   .مي، انجام ده ميتوان  یبر صفر م ميرا بدون ترس از تقس ميتقس
است با  یمساو  یکيکه  ینوشت ، بطور یقيبه طر توان یرا م  یدو تابع وابسته خط نيا یعني نيپس ، ا

  . یوابسته خط یتابع ها هر دو مجموعه به ديو نگاه کن ديبر گرد ت. در اعدادثاب ی گريحاصلضرب د
  هر دو مجموعه صادق است.  یموضوع برا نيکه ا ديکن  یملاحظه م

عدد ثابت  کيدر  یگريبه صورت حاصلضرب د توان یرا نم  یکيهستند ،   یدو تابع که مستقل خط
   نوشت.

تابع هم  یموضوع برا نيا حصر به دو تابع است. من  یو وابسته خط  یکه مستقل خط ديتصور نکن
   را نوشت. ريتوان معادله ز  ی، پس م ميصفر داشته باش ريتابع غ ديفرض کن  کند.  یصدق م

 
١اعداد ثابت  ميبتواناگر  بر ٢صفر باشد و  رياز آنها غ  اقل دو تآکه حد  ميکن دايرا پ٢

 یتوانند برا  یکه م ی، اگر تنها اعداد ثابت گري.  از طرف دمينام  یم  یباشد ، تابع ها را وابسته خطقرار 
١صفر کند ٢ها ، شماره تمام  را مستقل  آن تابع ها باشند ، پس٢
   .مينام  یم  یخط

و    يمداشته باش از اعداد ثابت صفر یبعض يمتوان  یم ، یدو تابع ، که بر خلاف حالت يدتوجه داشته باش
   باشند.  یباز هم تابع ها وابسته خط

  یآن تابع ها وابسته خط يمکن  یخوب ، فرض م چه؟  يعنیباشند،   یحالت ، تابع ها وابسته خط يندر ا
بر قرار ٢که  یر بطورصف يربا حد اقل دو تا غ ,  يمکن يداپ یاعداد ثابت يمتوان  یم  يعنی ينا  باشند.

 نيا  صفر باشد. رياعداد غ نياز ا  یکي  ١ دي، فرض کن شتريب  حيتوض یبرا ها. تمام  یباشد برا
   .ميرا انجام ده رياعمال  ز ميتوان  یم یعني

 
بر حسب تابع  از آنها را  یکيحد اقل  ميتوان  یباشند ، پس م  ی، اگر تابع ها وابسته خط گريبه عبارت د

   .ميسيبنو گريد یها
 

   .يمپرداز  یم يگرحالا ، به موضوع د
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  لد یا دمانن بلِ ایِشود   یاست و تلفظ م یدان سوئد  ياضیر يکنام  Abel   توجه: 
 

  Abel’s Theoremبل     یا يهقض
 ،  رباشديز ليفرانسيدو جواب مدله د٢و ١اگر 

 
 

   است. يرها مطابق ز دو جواب ينا ينپس رانسک
 

 
 

  يک یبرا
 

 
   .ميکن  یم یسينو زبا ريز قمطاب ار بالا هيقض نيرانسک ، ميشناس  ینم ار و نيرانسک نچو

 
   .يمآور  یم لمثا کي ،موضوع  نشد روشن یبرا
 

 ۴ لمثا
   .يدکن ايدپ ار ريز همعادل بجوا ود نيرانسک ،معادله  لح نبدو

 
  لح
   .يمکن ميتقس مدو هدرج قمشت بيضر رب ار تجملا  تمامک تاس نيا ، يمده مانجا ديبا هک یکار نيولا

 

 
   .ميدار٣ هشمار زا هاستفاد اب حالا
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٣بخش    Nonhomogeneous Differential Equationsنا همگن  ليفرانسيمعادلات د٨
 ليفرانسيمعادله د کي . مينا همگن صحبت کن ليفرانسيکه در مورد حل معادلات د دهيحالا وقت آن رس

      است. رينا همگن به صورت ز  یدوم ، خط  مرتبه
١  

 بيضر نيهمچن  .ستنديضرب ها هم ، ثابت ن ديکن  یملاحظه م  صفر است. ريتابع غ کي نجايا
ندارد  یآلبته لزوم   .ميده  یآسان تر شدن مساله انجام م یکار را برا نيا  است.١هم دوم   مرتبه مشتق 

   باشد.١دوم حتما مرتبه  مشتق بيکه ضر
  . ميرا گوشزد کن يینوع معادلات ، چند موضوع ابتدا نيحل ا  یاز ادامه چگونگقبل 

  . ديريدر نظر بگرا  ريابتدا ، معادله ز
٢  

   نامند.  یم١شماره مربوطه   همگن ليفرانسيرا معادله د٢شماره 
  . ديتوجه کن ريز هيحالا به قض

 
  هيقض

 کي٢و ١ ديباشند. و فرض کن١شماره  یدو جوانها٢و ١ ديفرض کن

 باشد ، پس ٢شماره همگن    ليفرانسيمعادله د یجوابها  یمجموعه اساس
١ ٢  

   نوشت. ريتوان آنرا به صورت ز  یاست و م٢جواب معادله شماره  کي
١ ٢ ١ ١ ٢ ٢  

١که  نيااثبات  یبرا  ليفرانسياست آنرا در معادله د  یاست ، کاف٢جواب شماره  کي٢
   .ميو آنرا چک کن ميبگذار

 
 

  هستند.١شماره  یدو جوابها٢و ١که  ميرا بکار برد قتيحق نيدر مرحله سوم بالا ، ا
  رايز

 
 

   است.٢جواب شماره  کي١شماره  یتفاضل دو جوابها ميثابت کرد،    پس
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 اثبات  یحت

 
 ميدان  یاست ، م٢شماره  یجوابها  یمجموعه اساس کي٢و ١چون   هم آسان تر است.

 نوشت. ريصورت ز توان به  یرا م٢دهند و لذا هر جواب شماره   یم   یجواب کل کي ليکه آنها تشک

 
 

١خوب ،    ميسيبنو ميتوان  یپس م  است.٢جواب شماره  کي٢

 
 
 

است و حروف کوچک مربوط ١شماره  یکه حروف بزرگ مربوط است به جوابها ديتوجه داشته باش

  است. ٢شماره  یبه جوابها
 

  یشکل جواب کل ميتوان  ی، م هيقض نيبا استفاده از ادهد؟   یانجام م یما چه کار یبرا هيقض نيپس  ا
باشد    یهر جوابباشد و ١شماره   یجواب کل ميکن  یفرض م  .ميسيبنو١شماره 

 که  ميدان  ی، م هيپس با استفاده از قسمت دوم قض  .برسد    بدست ما١ یبراتواند   یکه م
١ ١ ٢ ٢  

پس  م،يکن  یحل م یبرا  هستند.٢ یجوابها  یمجموعه اساس کي٢و ١ نجايا

   .ميدار
١ ١ ٢ ٢  

 و 
١ ١ ٢ ٢  

جواب را ، و نامند    یم  Complementary Solution  مکمل    اي  یعمومجواب را 
   نامند.  یم Particular Solution   یخصوص

  است.  ريبه صورت ز ليفرانسيمعادله د  یجواب کل پس
 

 
  ميرا حل کن٢نا همگن ، لازم است معادله همگن  ليفرانسيمعادله د کيحل  یبراپس 

 
خوب   .ميجواب دار کيبه  اجياحت١شماره  یجواب برا کيکردن  دايپ یبرا کننده است.  جيکه گ نيا
  م؟يکن دايجواب را از کجا پ نيا

  ريمتغ رييروش تغ یگريو د نينا مع یها بيضر روش  یکيدو روش متداول است 
   .ميهد  یمورد بحث قرار م یدر دو بخش بعددو روش را  نيا
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٣بخش    Undetermined Coefficients   نينا مع یها بيروش ضر٩
   .رينا همگن ز ليفرانسيروش حل معادلات د نيداشت به اول ميخواه  یبخش نگاه نيدر ا

 
تواند   یجبر م  یگاه   کند.  یم ليتبد یمساله جبر کيرا به  ليفرانسياست که مساله د نيروش ا نيا دهيفا
است  نيروش ا نيا گريد دهيفا  .ستيمشکل ساز ن  یليمورد خ شتريو در هم بر هم باشد ، اما در ب دهيچيپ

کردن جواب   دايپ روش که دانستن  ديد مياما ، خواه  .ستيلازم ن حيبطور صر یعموم ايکه جواب مکمل 
   کرد. ميلازم است ، پس در باره آن هم صحبت خواه موارد یدر بعض  یعموم

 
   .ميشروع کن  يیروش ، با مثال ها نيا  یچگونگ حيتوض یبهتر است بجا

 
 ١مثال 

  . ديکن دايرا پ ريز ليفرانسيمعادله د  Particular Solution   یخصوص  جواب کي

 
 حل 

 کياست که  ني، ا ميانجام ده  ديکه با یکار ني، اما اول ميکن دايپ یجواب خصوص کي ميخواه  یم نجايا
 دياوريبخاطر ب  .ميکن دايپ ليفرانسيمعادله د نيا یبرا Complementary Solution     یجواب عموم

   .ديآ  یبدست م رياز حل معادله ز  یکه جواب عموم

 
   است. ريآن مطابق ز یها شهيو ر ليفرانسيمعادله د نيا  یمعادله کمک

 
   است. ريمطابق ز  یپس جواب عموم

 
کردن جواب  دايکار را قبل از پ نيکه ا ديشما عادت کن ميخواه  ی، اما م ستيآشکار ن،  کار نيا  ليدل فعلا

  .، کمک  خواهد کرد   یکه در دست داشتن جواب عموم ديد ميخواه تيدر نها  .ديانجام ده یخصوص
را   یعموماول جواب  , نينا مع یها بيکردن با روش ضر  کار ی، در ابتدا ديپس بهتر است که عادت کن

 ، ديکن دايپ
قبلا گفته شد ، ابتدا با همان طور که     .یجواب خصوص کيکردن  دايبه پ ميشروع کن ديحالا ، اجازه ده
تابع  کيچون   .ميکن  یم دايپ ليفرانسيمعادله د نيا یبرا یجواب خصوص کيحدس و گمان ، 

رسد که   یبه نظر م  شوند.  ینم دينا پد ايخود ظاهر  یبه خود يینما یتابع ها ميدان  یاست ، و م يینما
   باشد. ريمطابق ز ديبا یشکل جواب خصوص کياحتمالا 

 
   .ديآ  یم شيچه پ مينيو بب ميبگذار ليفرانسي.  ، آنها را در معادله دميريچند مشتق بگ ديحالا با

 
 یتابع ها یها بيکه ضر ميانتخاب کن یرا طور ديبا جواب باشد ، کي که حدس ما ، نيا یپس ، برا

  گريعبارت د به  باشند.  یکيطرف نماد  دو يینما
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 یبرا یجواب خصوص کي  بوده است. حيحدس ما صح یعني نيا  .ميکرد دايرا پ بيمقدار ضرخوب ، 

  است. ريمطابق ز  ليفرانسيمعادله  د نيا

 
 

 
 دايپ  یجواب عموم کي، ابتدا  یجواب خصوص کين  کرد دايپ ی، در مثال بالا برا ميکن  یباز هم تکرار م

 کيکه در دست داشتن  ديد مياما خواه  .ستين نينا مع یها بياز روش ضر یکار،  جزئ ني، اما ا ميکرد
 یصرفه جوئ یاديشود که وقت ز  ی، سبب م یجواب خصوص کي، قبل از حدس و گمان   یعموم جواب

  است.   یکار ، عادت خوب یدر ابتدا  یجواب عموم کيکردن  دايپ  .ميکن
 ميو نگفته ا یجواب خصوص کي ميگفته اتوجه کند که    .ميکه در دست دار یبه کار ميگرد  یحالا ، بر م

از   یکيهم وجود داشته باشند ، و ما  یگريد یخصوص یامکان دارد جواب ها رايز  .یجواب خصوص
 کند.   ی، هر کدام از آنها کار م  یکل هنگام نوشتن جواب  .ميکن  یم دايآنها را پ

  به مساله در دست اقدام دارد.  یبستگ نيانتخاب کرد ، ا ديکدام را با
 

 ٢مثال 
  . ديرا حل کن ريز هيمساله با مقدار اول

 
 حل 

   خواهد بود. ريبه صورت ز  یکه جواب کل ميدان  یم

 
است.    یعموم یاست که به معن Complementary  حرف اول کلمه در  ميکن  یم یآور ادي

به شما  نيا  است.  یخصوص  یاست که به معن Particular     حرف اول کلمه در حرف 
   .ديده صيرا تشخو کند که   یکمک م

 پس     .یو هم جواب خصوص ميکرد دايرا پ  یدر مثال قبل هم جواب عموم  به حل مساله. ميگرد  یبر م
   .ميانجام ده ديکه با ستين  یاديکارز , نجايا

را در مورد جواب  هياول ري، پس مقاد ميکرده ا دايرا پ  یاست که چون جواب عموم نياشتباه متداول ا
 جوابفقط   یجواب  عموم  .کار ، اشتباه است نياما ا  .ميکن دايو اعداد ثابت را پ , ميبکار بر  یعموم

 هياول یو لذا شرط ها  .مينا همگن هست ليفرانسيما به دنبال جواب معادله د  همگن است. ليفرانسيمعادله د
  را.  یرا بر قرار کند و نه جواب عمومآن جواب   ديبا

و جواب   یبا استفاده از جواب عموم  .ميکن داينا همگن را پ ليفرانسيمعادله  د  یجواب کل دي،    با پس
   است. ريبه صورت ز و مشتق آن ،  یجواب کل ، ميکرد دايکه در مثال قبل پ یخصوص
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   .ميبر  یرا بکار م هياول ريحالا مقاد

 
١بالا ، ستميبا حل س ٢ ٢و       است. ريمطابق ز  یو لذا جواب واقع١

 
 

   .ديمثال را خوب بخاطر بسپار نيبخش است ، پس ا نيدر ا هيمساله با مقدار اولمثال بالا تنها مثال 
  بکار رفته است.  گرينوع د کيکه در آن ،  ميپرداز  یم یگريبه مثال د

 
 ٣مثال 

   .ديکن دايپ ريز ليفرامسيمعادله د یبرا یجواب خصوص کي

 
 حل 

است که در مرتبط ، همان  همگن ليفرانسيمعادله د نجاي، اما ا ميکن دايرا پ  یقرار بود اول جواب عموم
   .ميکن دايرا پ  یندارد که جواب عموم یپس لزوم  .ميديمثال اول د

جواب  یو حدس ما هم برا  بود. يیتابع نما کيمثال اول ،   .یبه جواب خصوص ميرس  یحالا م
را  یجواب خصوص دياجازه ده  است. ینوسيتابع  س کي نجايا  بود. يیتابع نما کي،  یخصوص
   .ميحدس بزن ريمطابق ز

 
   .مي.  ، پس دارميگذار  یم ليفرانسيو در معادله د ميريگ  یمشتق م

 
   .ميبا جمع کردن جمله ها دار

 
  یعني نيا   .ميداشته باش کساني یتابع ها،   معادله بالا نيکه در طرف ميانتخاب کن یرا طور ديبا

  اي  باشند. یمساو ديبا نوسيو کس نوسيس یها بيضر

 
قرار  کي یمساو را نوسيس بيضر  یول ميصفر قرار داد یرا مساو نووسيکس بيچرا ضر ديتوجه کن

  صفر باشد. ديچپ با در طرف نوسيکس بيضر یعني نيا  .ميندار نوسيدر طرف راست کس رايز  .ميداد
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 لازم است  حذف شود ، نوسيکه کس نيا یبرا  .ميدار یتر یمساله جد کي مهم تر ، از همه
 اگر  ، قيطر نيهم به  .فتدياتفاق ب نيا ديو نبا  شود.  یهم حذف م نوسي، س ميکن نياگر چن  .ميده قرار

   داشت. ميرا هم خواه نوسي، پس کس ميرا نگاه دار نوسيتا س ميرا انتخاب کن
   است.بوده حدس ما غلط  یعني نيا چه؟ یعني نيا

است ، پس  نوسيمشکل ما کس ، نجايا  .ميطرف کن اشکال را بر ديپس با حدس ما غلط بوده ،حالا که 
   خواهد بود. نيما چن ديپس حدس جد  .مياضافه کن    یبه جواب حدس نوسيکس کي دياجازه ده

 
   .مي، پس دار ميکن  یمشابه را جمع م یو جمله ها ميگذار  یم ليفرانسيدر معادله د

 

 
   .ميده  یقرار م یها را مساو بيحالا ، ضر

 
   .ميپس دار  ،  ميکن  یرا حل م ستميس

 
مطابق  ليفرانسيمعادله د یجواب مخصوص برا کي  بود. حيپس حدس ما صح  .ميکرد داياعداد ثابت را پ

   است. ريز

 
 

 ۴مثال 
  . ديکن دايپ ريز ليفرانسيمعادله د یبرا یجواب خصوص کي

 
 حل 

ندارد مجددا جواب  یپس لزوم  .ميو کار دار  سر  یهمگن قبل ليفرانسيهم باز با همان معادله د نجايا
   .ديمراجعه کن١پس به مثال   .ميکن دايرا پ  یعموم
  یحدس م ريرا مطابق ز یجواب خصوص  درجه سوم است. یتابع چند جمله ا کيمثال  نيدر ا

   .ميزن
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پس از   .ميلازم دار در جواب حدس ، نيندارد ، با وجود ا٢جمله ، اگر چه  ديکن  یملاحظه م
   .ميگذار  یم ليفرانسيدو در معادله   ميريگ  یجواب حدس ، مشتق م نيا

 

 
   .ميدار باشند. پس یمساو دو طرف ، یجمله ها یها  بيلازم است ضر حالا مانند مثال قبل ،

 
   است. ري، مطابق ز ليفرانسيمعادله د نيا یجواب خصوصپس 

 
 

توان از   یم یجواب خصوص کيکردن  دايپ ی، برا ميبخش آموخته ا نيپس بر اساس آنچه تا کنون در ا
   استفاده کرد. ريجدول ز

 
  حدس

A  
  
  
  

١
١

١ درجه  ای جمله  چند
 

 ۵مثال 
  . ديکن دايپ ريز ليفرانسيمعادله د یبرا یجواب خصوص کي
 

 
 حل 

 دييبگواما ممکن است   کار لازم است. یدر ابتدا  یجواب عموم کيکردن  دايکه پ ميکن  یباز هم تکرار م
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ندارد که  یلزوم گري، پس د ميکرده ا دايرا پ  یو قبلا هم جواب عموم ميچون همان معادله همگن را دار
  .ديرا فراموش نکن عادت نيدر هر حال ا  .ميکار را انجام ده نيمجددا ا

  یحدس م کيهر قسمت  یو برا ميکن  یم مياست ، پس آنرا به دو قسمت تقس۴ ديدان  یم
   .ميرا دار ريحدس زقسمت  یبرا  .ميزن

 
   .ميرا دار ري، حدس ز يیقسمت تابع نما یو برا

 
   است. ريما مطابق ز ی، پس حاصلضرب حدس ها ميچون حاصلضرب دو تابع دار

 
، فقط دو  ميگذار  یم ليفرانسيدر معادله د را که حدس خود یهنگام  .ميکن  یمشکل بر خورد م کياما به 
   .ميکن دايهر سه اعداد را پ ميتوان   ی،  پس نم و سه اعداد ثابت مجهولمعادله 

   .ميحل کن ريمشکل را به صورت ز ميتوان  یم  آسان است.  , مشکل نيطرف کردن ا براما ، 

 
 شود.  یم ري، پس حدس ما به صورت ز ميکن ميتقسرا بر  نياگر طرف

 

 
   

   .ميدر معادله بگذار ميتوان  یم  .ميرا بدست آورده ا حالا ، حدس خود
 

 
   .ميکن  یم دايرا پ حالا اعداد ثابت

 

 
 

   است. ريمطابق ز یپس جواب خصوص
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 . يمکار کن يیدهد چگونه با حاصلضرب نما  یمثال آخر ، نشان م
 

 ۶مثال 
  . يدکن يدارا پ يرجواب مخصوص معادله ز

 
   .ريز یها یبرا

          
 

 حل 

حدس  یو برا يريمگ  یم يدهرا نا د يیابتدا تابع نما  .يمدار يیکه تابع نما يدکن  یملاحظه م
   است. ريمطابق ز نوسيس یحدس برا  .ميکن  یرا اضافه م يیسپس نما  .ميزن  یم
 

 
 

   شود.  یم يرپس حدس ما مطابق ز  .يمآور  یرا م يیحالا تابع نما
 

 
 

هر عدد ثابت که   ندارد.  ینقشما حدس جلو تابع مطلقا در ١۶که عدد  يمخاطر نشان کن يدقبل از ادامه ، با
   .ميريگ یم دهيشود ، نا د  یدر تمام تابع ضرب م

 

داخل پرانتز  یچند جمله ا یحدس ما برا  .يمکن  ی، تکرار م يمکه در مورد مثال قبل انجام داد یهمان کار
   است. يرمطابق ز

 
   است. يرمطابق ز ينوسکس یحدس ما برا

 
   داشت. يم، خواه يمدو را در هم ضرب کن يناگر ا
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   .يمکن  یضرب م  ينوسوکس  ينوسس یرا درتابع  ها یابتدا چند جمله ا  .يمساده کن يداجازه ده
 

 
 

   عدد مجهول ضرب شده است. يکدر دارد ،  عدد ثابت مجهول وجود يککه هر کجا ،  يدکن  یملاحظه م
 مثلا 
 یرا برا ستميس ميخواهيکه م یهنگام  شده است. ضربدر ضرب شده و در 

   مشکل است.  یليهاخ ستمينوع س نيا حل  .ميکن  ی، به مشکل بر خورد م ميکردن مجهول ها حل کن دايپ
، آنرا  مينيب  یهر جا که حاصلضرب دو عدد ثابت م  .ميکن  ی، تکرار م ميرا که قبلا انجام داد یهمان کار

   خواهد بود. ريپس حدس ما به صورت ز  .مينام  ینام م کيبه 
 

 
 یتابع مثلثات  کيدر یچند جمله ا کيهر گاه   .است  یقانون کل کي،  ميمثال انجام داد نيکه در ا یکار نيا

  ضرب شده باشد.

    
   ، تمام مورد بالا را در بر دارد.   یکي نيا

   .يسيمنو  یم يرو حدس را مطابق ز  .يمانگار  یم يدهرا نا د يیابتدا ، تابع نما

 
   شود.  یم يرپس حدس ما به صورت ز  .يريمبگ يدهنا د  يمتوان  یرا هم م  یعلامت منف

 

 
   .يمآور  یرا م يیحالا تابع نما

 

 
 

   .يمجمله آورده ارا در هر دو  يیکه تابع نما يدکن  یملاحظه م
 
 
  . يدبخاطر بسپار يداست که با  یچند قاعده کل 

سپس تابع  . ديسيبنو هيبق ی، حدس را برا ديانگار دهينادباشد ، آنرا  يیتابع نما کيشامل اگر  - ١
    آن. بيبدون ضر ديرا اضافه کن يینما
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و  يسيدبنو یچند جمله ا یها ، ابتدا حدس را برا یو چند جمله ا یمثلثات یحاصلضرب تابع ها یبرا - ٢
 ينوسضرب در س یچند جمله ا یبرا يدحدس جد يکسپس  . يدمناسب ، ضرب کن ينوسسپس آنرا در کس

  . يدمناسب ، اضافه کن
  . يدتوجه کن يگرحالا ، به چند مورد د

 
 Fact يقتحق

 باشد  يرمعادله ز یجواب خصوص يکاگر 

 
 باشد  يرمعادله ز یجواب خصوص يکو اگر 

 
 

  خواهد بود.  يرمعادله ز یجواب خصوص يکپس 

 
 
 
 

 ٧مثال 
   .يدکن يداپ يرز يفرانسيلمعادله د یبرا یجواب خصوص يک

 
 

 حل 
 يادیکار ز  .يمهمان است که قبلا بدست آور  ی، پس جواب عموم يم، باز همان معادله همگن دار ينجاا

 یخصوص یجواب ها  .يمقبل مراجعه کن یاست به مثال ها  یکاف  .يممساله انجام ده ينا یبرا يستلازم ن
   .يمدار  پس ,  يمکنو باهم جمع  يريمقبل را بگ یمثال ها

 

 
 
 
 

 ٨مثال 
 يرمعادله ز یجواب خصوص

 

 
   .ديسيبنو  ريز یها یبرا
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 حل 

 
   . يمدهو انجام   يمکن، مراجعه  يمآورد  یکه در جدول کل  يیبه راهنما يمتوان  ی، م ينجاا

 
 

 
   است. يرمطابق ز ينوسکس یحدس برا

 است.  يرمطابق ز ينوسس یحدس برا

 
را  ينکه ا یاست ، هنگام ينجامشکل ا  .ينوسس يکو  يمآور  یبدست م ينوسکس يک یهر حدس یپس برا 

 يندر ا  ، اما چهار مجهول. يم، فقط دو معادله دار يريمگ  یو مشتق م يمگذار  یم يفرانسيلدر معادله د
   .يمکن يدااعداد ثابت مجهول را پ يمتوان  یصورت ، هرگز نم

 . يرمطابق ز  .يمکن  یاز جمله ها را ادغام م یمشکل ، بعض ينرفع ا یبرا
 

 
 

 نوشت  توان   یم ،  پسيمدار ينوسکس يکو  ينوسس يکحالا ، 
 

 
 

 یاست که جمله ها ينچند جمع هستند ، اکه شامل   يیتابع ها ینوشتن حدس ها برا یبرا  یپس قاعده کل
  يبضر يک  را با يرهم نظ يامشابه 
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است دو  ينآن هم ا يلدل  داشت. يمخواه ينوسو دو کس  سينوسدو  یجواب  خصوص یبرا مثال ، ينادر  

 با نوسيو کس نوسيس یبرا گريد  یکيو با شناسه  ينوسس یبرا  يکی  .يمدار در آنها مختلف شناسه
   است. ريتابع مطابق ز نيا یلذا حدس ما برا١۴شناسه 

 

 
 

، در جبر گفته شده  دياگر بخاطر داشته باش  .ميچه کن ديبا۶است که با عدد ثابت  ينمثال ا يننکته مهم در ا
   است. ريپس  حدس ما مطابق ز صفر است.  با درجه یچند جمله ا کيعدد ثابت ، فقط  کياست 

 

 
 

 
 يرتابع را مطابق ز يداجازه  ده  .بريم بکار یجبر  حقه   يک يدبا  .يممواظب باش  يلی، لازم است خ ينجاا

   .يمکن يسیباز نو
 

 
 
 کيدرجه دوم و  یچند جمله ا کيبه  تابع حقه ،  نيبا ا  .ميرا عوض کرد٩عدد  یکه فقط جا ينيدب  یم
   است. ريمثال مطابق ز نيا یپس حدس ما برا  شد. ليتبد نوسيس
 

 
 

  یم يرما مطابق ز بود و حدس  ی، تابع به صورت جمع سه جمله م يمبرد  یرا بکار نم یحقه جبر يناگر ا
   شد.

 
 

  يعنیهستند ،   يکی يقتدر حق که  يمدست داشتمثال دو جمله در  ينصورت مانند قسمت اول ا يندر ا
   شد.  یتر م یصورت کار ما طولان يندر ا  .ميو لازم است آنها را ادغام کنو  
  

 
   .يسيمحدس بنو يک،  يداجازه ده  .يممجموع سه جمله دار ينجاا
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 يقتکه در حق يمآورد  یم بدست جمله دو ،   يمآن ضرب کن يبم را در ضردوجمله   يینما تابع اگر 
  هستند يکی

   .يدنگاه کن يربه عبارت ز

 
 
است  ين، پس مثل ا يمآنها را ادغام کن يد،پس با هستند يقتدر حق يستند؟ن  يکیسوم و چهارم  یجمله ها ياآ

را  يهودهکار ب يناموارد  نوع  ينپس در ا  .يما يدهو باز به همان نقطه اول رس يمانجام داده ا ياتکه دو عمل
به  يحپس حدس صح  يم،کن  یافتد ، آن جمله را حذف م  یم  یاتفاق ينکه چن یهنگام  .يمده  یانجام نم

   است. يرصورت ز

 
 

 یپس آن چند جمله ا  هستند.  يکیآنها ،  جلو یبدون چند جمله اما   که حدس یبطور يمدو جمله دار ينجاا
را در نظر ۵پس   .يمگذار  یم يدهرا ند يگرد یو آن دو جمله ا يريمگ  یبا درجه بزرگ تر را در نظر م

 است. ريدرجه دوم است ، پس حدس ما به صورت ز٢حالا چون   .ميريگ  یدر نظر م٢و  ميريگ  ینم
  

 
 

   .يدکنراملاحظه   يرحدس ز  .يمجواب آنها حدس بزن یبرا يد، شامل سه جمله است که با  ينآخر ينا
 

 
 
٢ يمتوان  یمثلا م  .يمکن يقهم تلف با يمتوان  یرا م يرهم نظ یکه تنها جمله ها يددان  یم را با هم ٣

٢ مييو بگو ميکن قيتلف ٣ ٢ ميتوان یاما نم۵    .ميکن قيتلف هم را با٣
دو  توان ینم نيهمچن    .ستنندين ريهم نظ راي، ز ميکن قيجمله اول و دوم را با هم تلف ميتوان  یپس ، نم

 نوسيو کس نوسيس رايز  .ميکن قيرا با هم تلفجمله وسط   نوسيو کس نوسيرا با سآخر  نوسيو کس نوسيس
   ند. ضرب شده ا  يینماتابع  کيوسط ، در 
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 ٩مثال 
   .يدکن يداپ يرز يفرانسيلمعادله د یبرا یجواب خصوص يک

 

 
 حل 

 يمتوان  یم  یهمه مثال ، به راحت ينپا افتاده است ، و بعد از حل ا يشساده و پ  يلیمثال خ ينا ييدگو  یم
علت  نيمثال را به ا نيا  است.  یتابع توان کي ييدگو  یمثلا م  .يمکن يدارا پ یجواب خصوص

و بعد جواب  ديکن دايرا پ  یکه اول جواب عموم ميچرا تا کنون اصرار داشته ا مي، تا نشان ده ميآورد
 تواند  یم  ی. آن جواب عمومميکن دايپ  یجواب عموم کياول  ديپس اجازه ده  .ديکن دايرا پ یخصوص

   باشد. ريز مطابق

 
  یمشکل  .يمکن يداپ یجواب خصوص يک يد، اجازه ده يمباش  یکه نگران جواب عموم ينحالا ، بدون ا

   است. يرمطابق ز یجواب خصوص ييمگو  یم  یبه راحت  .يمندار
 

 
   .يمگذار  یم يفرانسيلرا در معادله د ينا

 
٠  اشتباه شده.  يیجا يککه  ين! چه شد؟ مثل ایوا   یهرگز صفر نم يیکه تابع نما ميدان  یم۶

 نايع . جمله دوم ،دينگاه کن ، ميکه در بالا بدست آورد  یبه جواب عموم اشتباه در کجا است؟پس   شود.
 ی، جواب ها  ی، هر دو قسمت جواب عموم ميکه گفت دياوريبخاطر ب  ما است. یمانند جواب خصوص

   هستند. ريز همگن ليفرانسيد  معادله
 

 يدپس با  همگن است. يفرانسيلجواب معادله د يقتدر حق ، يمکه بدست اود یجواب خصوص ،  يعنی ينا
   .يمکن يسیباز نو يررا به صورت ز یجواب خصوص

 
   .يمدار پس ، يمگذار  یم يفرانسيلدر معادله د حدس را ينحالا ، ا

 

 
 

   .ميکن دايرا پ يمتوان  یحالا ، م
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   است. يربه صورت ز ی، جواب خصوص يتو در نها

 
کردن جواب  يدا. و بعد به پ يدکن يدارا پ  ی، اول جواب عموم يمکه چرا اصرار داشت يدشد  حالا ، متوجه

   . يدبپرداز یخصوص
 

 ١٠مثال 
  . يدکن يداها را پ يبضر يستلازم ن  .يسيدرا بنو يرز یمعادله ها یجواب خصوص

 
 حل 

کار را انجام  ينا يداست بتوان يدام  .يمگذار  یرا به عهده خود شما م  یو چک کردن جواب عموم يحتوض 
در هر دو  يرهم نظ یجمله ها ينيدآياو بب يدکن يسهرا با هم مقا یو خصوص  یاست جواب عموم  یکاف  .يدده

   .يرخ ياشود   یم يافت
  

   است. يربه صورت ز  یجمله عموم

 
جا هم  ينا . يمقرار داد یعدد ثابت را کنار چند جمله ا يکبالا  یاز مثال ها  يکیکه در  ياوريدبخاطر ب

٧ یدو جمله ا کي قيطر نيبه ا  .ميگذار  یم٧را کنار ١ پس جواب   .ميآور  یبدست م١
   .ميزن  یحدس م ريبه صورت ز یخصوص

 

 
 

 يگراست ، اما دو جمله د  یجمله عموم ينمانند آخر یجمله جواب خصوص ينکه آخر يدکن  یملاحظه م
   .ميکن  ی، اضافه م ميکه حدس زده بود یجمله خصوص نيبه آخر يکپس   کنند.  ینم يجادا  یمشکل

   است. رياصلاح شده به صورت ز یلذا جواب خصوص
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 است  يربه صورت ز  یجواب عموم

 
   است. يربه صورت ز یجواب خصوص یحدس ما برا

 
 

 يدآ  یکه بدست م  يیاز جمله ها  يکی،  يمرا در پرانتز ضرب کن يی، اگر تابع نما يدکن  یملاحظه م
لذا   .ميکن  یضرب مپس تمام جمله را در   .ميدار  یکه مانند آن در جواب عموم ديآ  یبدست م١

   است. ريبه صورت ز حيحدس  صح

 
 

   است. يربه صورت ز  یجواب عموم

 
   است. يربه صورت ز یجواب خصوص یحدس ما برا يناول

 

  یضرب مپس جمله دوم و سوم را در   است.  یجواب عموم يهحالت ، جمله دوم و سوم ، شب يندر ا
   است. ريبه صورت ز یجواب خصوص یبرا حيلذا حدس صح  .ميکن

 

 رييسمت چپ معادله را تغ  است.در قسمت همان مثال  ينکه در ا يدکن  یملاحظه م
   است. ريبه صورت ز  ی، جواب عموم نجايا  .ميداد

 
   است. يربه صورت ز یجواب خصوص یحدس ما برا يناول
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مانند جواب  ينا، ع یجمله اول جواب خصوص يقتدر حق  حالت جمله اول مشکل ساز است. يندر ا
   است. ريبه صورت ز حيلذا حدس صح  . ميکن  یماول ضرب در جمله  راپس   است.  یعموم

 

 

   است. يربه صورت ز  یجواب عموم

 
 یبه جمله ا دي، با  یعني نيپس ا  دارد. يکهستند ، بجز ، جمله دوم   يکیهر دو جمله  يدکن  یملاحظه م

 ريبه صورت ز یجواب خصوص یحدس ما برا نياول  است. شتريآن ب یکه درجه چند جمله ا مينگاه کن
   است.

 
پس همه   بود. خواهد  ی، دو جمله آخر ، همان جواب عموم يمرا در پرانتز ضرب کن يیحالا ، اگر تابع نما

   است. ريز حدس دوم ما به صورت  .ميکن  یضرب مرا در 
 

 
  ی، جمله آخر در جواب عموم يمضرب کن يهرا در بق يیاگر تابع نما  .يمکن  یباز هم به مشکل با خورد م

   .ميکن  یم اضافه هم گريد يک پس  هم هست.
 

 

   .يستندن  یها در جواب عموم  کدام از جمله يچ، ه يمحالا اگر ضرب کن
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٣بخش    Variation of Parametersپارامترها  رييروش تغ١٠
 معادله یجواب خصوص کيکردن  داي،   جهت پ نينا مع یها بيروش ضر  مورد ،   در  در بخش قبل

  . ميصحبت کرد ريز  ليفرانسيد

 
و درد سر  يچيدهتواند پ  یجبر م  یکرد ، اما گاه يلتبد یمساله جبر يکروش ، معادله را به  ينکه ا يديمو د

از تابع ها ، کار  یگروه کوچک يک، فقط در مورد  يننا مع یها يب، روش ضر ينعلاوه بر ا  ساز بشود.
    کرد.  یم

 يناما ا  بکار برده شود.  یمختلف یدرحالت ها تواند   یتر است و م  جامع يلیپارامتر ها ، خ ييرروش تغ
کاملا   روش ، يناستفاده از ا ی،  برا  یکه ، جواب عموم ينا  يکی روشت ، دو نقطه ضعف دارد. 

نبود ، بلکه  یکاملا ضرور  ی، جواب عموم يننا مع یها يبکه در روش ضر يددان  یم است.  یضرور
شود ،   یاست که ، لازم م ينپارامتر ها ا ييرنقطه ضعف روش تغ يندوم . يمکن يداشد که آنرا پ  یم يهتوص
   .يستکه انتگرال گرفتن ممکن ن يدآ  یم يشپ  یو گاه يريمانتگرال بگمرتبه  ينچند 

   است. ريبه صورت ز١معادله   یکه  جواب عموم  يمکن قبول  يدابتدا با

 
  است.  ريهمگن ز ليفرامسيمعادله د  یجواب کلکه  ياوريدبخاطر ب ينهمچن

 
   جواب ها هستند.  یمجموعه اساس کي٢و ١که  ياوريدبخاطر ب ينهمچن

،  ميکن دايپ٢و ١دو تابع   ميتوان  یم ايآ مينيبب است که ني، ا ميانجام ده ميخواه  یکه م یکار
 که  یبطور

 
معادله آسان  کي . ميدار اجيبه دو معادله احت تيو در نها ميدو مجهول دار نجايا  باشد.١جواب  يک

کردن  نيجانش جواب را با  نيبر قرار کند ، پس اولرا  ليفرانسيمعادله د ديما با یشنهاديجواب پ  است.
توان بدست   یجواب دوم به طرق مختلف م  .ميآور  ی، بدست م ليفرانسيخود درمعادله د یشنهاديجواب پ

مورد  نيدر ا  کند.  ی، کار ما را آسان تر م نيا . ميآور  یجواب را با حدس و گمان بدست م نيدوم  آورد.
  کرد.  ميصحبت خواه شتري، ب

،  ميبگذار لييفرانسيخود را در معادله د یشنهاديجواب پ ميخواه  یاگر م     .ميشروع کن ديپس ، اجازه ده
 ريمشتق به صورت ز نياول  .ميکار را حالا انجام ده نيپس چه بهتر که ا . ميدار اجيبه چند مشتق احت

   است.

 
هر چه باشند ، معادله ٢و ١،  يمکن  یباشد ، فرض مکه کار با مشتق اول آسان تر  ينا یبرا
   کنند.  یرا بر قرار م ريز

 
که  يمکن  یتنها فرض م  کند.  یکه کار م يدد يماما ، خواه  باشد. ين، چن يموجود ندارد که تصور کن  يلیدل

 .  يايدن يشپ  یانشا الله مشکل
   است. يرصورت ز  به قمشت ينفرض ، اول ينبا ا
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  است.  يرمشتق هم به صورت ز يندوم

 
   .ميگذار  یم١آن را ، در شماره  یجواب و مشتق ها

 
   .يم، پس دار يمده  یم  انجام يسیباز نو  یکم

 
پس باز   هستند ، پس جمله دوم و سوم صفر هستند.٢ یجوابها٢و هم ١حالا ، هم 

  . ميآور  یرا بدست م ريمجدد ، رابطه ز یسينو

 
  .يمکن  یم يگرفرض د يکو  يمگرد  یدادن ، بر م قبل از ادامه  .يمجواب ده يدکه با يدآ  یم يشدو سئوال پ
 ميکن  یکه کار ما آسان تر باشد ، فرض م نيا یاما برا  .ميخواه  یهمان است که م۴ يعنیمعادله آخر 

   باشد.١
   .ميشروع به کار کن ليفرانسيو با معادله د ميبه عقب برگرد ميخواه  یم گريبه عبارت د

 
 يمبدست آور يمخواه  یکه م یفرمول بشود.  يک، تا  يمکن  یم يم، آنرا تقس يستن يکمشتق دوم  يباگر ضر

، به  يممجهول ها ، حل کن یبرا يمخواه  یکه م یفرض ، دو معادله ا ينبا ا فرض را لازم دارد.  ين، ا
   هستند. يرصورت ز

 

 
 

  هستند.٢و ١، پس تنها دو مجهول ما  يمدان  ی، دو جواب ها را م يستمس ينکه در ا يدکن  یملاحظه م
و سپس  ميده  یقرار م۶و در  ميکن  یحل م یرا برا۵اول  کاملا آسان است.  ستميس نيحل ا

  . ميکن  یساده م
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   .ميکن دايپ١ یبرا یتا عبارت  .ميگذار  یم٧در شماره   .ميدار٢ یعبارت برا يکپس حالا 

 
 که  يدحالا ، توجه کن

 
صفر  نيکه رانسک ميدان  یهستند و م  یاساس یمجموعه جوابها٢و ١که  ياوريدبخاطر ب

   نخواهد بود.
 ميتا مشخص کن ميريانتگرال بگ٩و ٨است که از  ني، ا ميانجام ده ديآنچه که با تيدر نها

   چه هستند.٢و ١

 
 يفرانسيلمعادله د یبرا یجواب خصوص يک،  يمانتگرال ها را انجام ده ينا  يمبتوانکه   یپس ، در صورت

   است. يربه صورت ز

 
  . يم، مطالب بالا را خلاصه کن يدپس اجازه ده

   .يريدرا در نظر بگ يرز يفرانسيلمعادله د

 
   باشند. ريمعادله ز یجوابها  یمجموعه اساس٢و ١ يدفرض کن

 
   است. يرنا همگن به صورت ز يفرانسيلمعادله د یبرا یجواب خصوص يکپس 
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که هنگام انتگرال   يمابتدا به موضوع اعداد ثابت انتگرال بپرداز يدقبل از پرداختن به چند مثال ، اجازه ده
    .يدتوجه کن يدآ  یو اعداد ثابت که بوجود م يربه  انتگرل ز  .يدآ  یبدست م يریگ

 
که اگر  ديدان  یو م٢و ١هستند ، با   یداخل پرانتز ها ، همان جواب عموم يتّکم ينآخر

 یجواب عموم راي. زميآور  ی، پس از ساده کردن ، صفر بدست م ميبگذار ليفرانسيآنها را در معادله د
 یبه جواب خصوص یزيجمله ها چ ني، ا گريبه عبارت د همگن است.  ليفرانسيهمان جواب معادله د

   است.و  ميکن  یپس فرض م   .ميانگار  یم دهيکنند، پس آنها را نا د  یاضافه نم
 است و کدام ١، که کدام  يدنباش  یعموم جواباست که نگران دو جواب در  ينما ا يهتوص ينآخر

٠    .ستين مهم٢
 ١مثال 
   .يدکن يداپ يرز يفرانسيلد معادله یبرا  یجواب کل يک

 
 حل 

را  ينباشد ، پس طرف يکمشتق دوم ،  يبپارامتر ها ، لازم است ضر ييراستفاده از روش تغ یچون برا
   است. ري، به صورت ز ميحل کن ديکه با یليفرانسي. پس معادله دميکن  یم ميتقس٢بر 

 
   .يدمعادله همگن مراجعه کن  حل بخش به   .يمآور  یبدست م يرز يقمعادله بالا به طر  یجواب عموم

 
  يمپس دار

 
   است. يردو تابع به صورت ز ينا ينرانسک

 
   است. يرمطابق ز یپس جواب خصوص
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   است. يربه صورت ز  ی، جوان کل يتو در نها

 
 

 ٢مثال 
   .يدکن يداپ يرز يفرانسيلمعادله د یبرا  یجواب کل يک

 
 حل 

   .يمدار ياجاحت  یابتدا ، به جواب عموم

 
٣پس بر اساس آنچه در بخش  . يممکرر دار یها يشهکه ر يدکن  یملاحظه م   ی، جواب عموم ميديد۴
   است. ريمطابق ز

 
  يمپس دار
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   است. يردو تابع مطابق ز ينا ينرانسک

 
  است.  يرمطابق ز یپس جواب خصوص

 
   است. يرمطابق ز  یجواب کل يتو در نها

 
 
 
 که  یصورتبکار برد ، در  يرثابتغ یها يببا ضر يفرانسيلد یمعادله ها یتوان برا  یروش را م ينا

   .يممرتبط را بدان  همگن يفرانسيلدمعادله  یجوابها  یاساسمجموعه  
 

 ٣مثال 
 . يدکن يدارا پ يرمعادله ز  یجواب کل

 
   .يمکه داشته باش  یدر صورت

 
 حل 
   .بشود کي ،دوم  هدرج قمشت بيضر ات ميکن ميتقد رب ار نيطرف يدبا ،اول  لمثا دمانن

 
   .است  ريز قمطاب اجوابه  یاساس همجموع یبرا نيرانسک

 
   .است ريز  مطابق یخصوص بجوا
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   .است ريز تصور هب ليفرانسيد همعادل نيا  یکل بجوا تينها رد و

 
 

    .کرد هساد ريز قيطر هب نتوا  یم ار٣ لمثا بجوا

 
 
 لحاص یرييتغ زبا ، ميکن مک نآ زا ار٢ راگ سپ ،است  هشناخت ان تثاب دعد کي٢ نچو هک ديدان  یم

٢ یبجا ميتوان  یم سپ  .شود  ینم ٢ ٠ ميسيبنو   تصور هب٣ لمثا بجوا هشد هساد  شکل سپ  ٢

   .است ريز
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٣بخش    Mechanical Vibrations یکيمکان یارتعاش ها١١
آن مورد   دوبه بخش  نيدر ا دارد.   یدر علم و مهندس یاديز یمرتبه دوم ، کار برد ها ليفرانسيمعادلات د

  . ميپرداز  یم
  Vibrating Springsارتعاش فنر ها 

 یتواند عمود  یفنر م ني. اميکن  یصحبت مفنر  کي یدر انتهابا جرم   یشئ کيابتدا در مورد حرکت 
      ١ ريباشد ، مانند تصو

 ١ ريتصو

 
   ٢ ريباشد ، مانند تصو یسطح افق کي یرو ايو 

 ٢ ريتصو

 
 اي دهيآن ، کش  یعيواحد از طول طب   اندازه بهفنر  کياگر  Hooke’s Law  بر اساس قانون هوک 

 کند که متناسب است با   یعمال ما يیرويپس ن فشرده شود ،
دهنده برگشت نيروی  

 
  یخارج یها روياگر ن  شود.  یم دهينام Spring Constant  ثابت فنر  بيضردر فرمول بالا 

   .ميدار وتني، پس بر اساس قانون دوم حرکت ن ميانگار دهيرا نا د
٢

٢
اي

٢

٢
١  

 ٢آن   یمعادله کمک  مرتبه دوم است.  یخط ليفرانسيمعادله د کي١فرمول شماره 

   است. ريمطابق ز  یپس ، جواب کل  است. نجايا  است.آن  شهياست. و ر

١ ٢  
٣دربخش  نيهمچن    وابسته. ريمتغمستقل و  ريمتغ نجايکه ا ديتوجه دار  نماد  یبجا٣

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



شـيروان صرافانو  معادلات ديفرانسيل و کاربردها    ١١بخش   ٣فصل  

275 
 

هم  ريتوان به صورت ز  یمعادله بالا را م . ميسيبنو یرا با چه نماد ريمتغ کيکه   ستيمهم ن . ميبکار برد
  نوشت. 

 

نوسان است و  ايفرکانس  انجيا
١

٢

٢

   نوسان است. دانيم ايدامنه نوسان ٢

١ ٢  
  است.  Phase Angle   گام  هيزاوو 
   شود.  یم دهينام Simple Harmonic Motion   ساده   یکيهارمون حرکت،   نوع حرکت نيا

 
 ١مثال 

 متر است.۵  یعيطول طب یدارا گرم ، لويک٢جسم به جرم  کيفنربا   کي
٢۵ یروين کي   متر ٧اگر فنر تا طول   متر برساند.٧لازم است تا فنر را به طول  وتنين۶

 .ديکن دايرا پر زمان مکان جرم در ه صفر رها شود ،  هياول شده باشد و سپس با سرعت دهيکش
    حل

 فنر  دنيکش یلازم برا یرويبر اساس قانون هوک ، ن
 

 

   .ميدار١در معادله ثابت فنر ، همراه با  بيمقدار ضر نيبا استفاده از ا

 
  ميچون دار

 

   است. ريمعادله مطابق ز نيپس جواب ا
 

 پس ١ ميدار٢اما بر اساس معادله  ميدار هيچون شرط اول
   .ميدار پس  .ميريگ  یمشتق م از معادله دوم ،  است.

 
 ريجواب مطابق ز تياست و در نهاپس  یعنيصفر است ،  هيچون سرعت اول

   است.

 
 هم نمودار  نيا
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  Damped Vibrations  يیرايم یارتعاش ها
در  ايبالا ، ٢ ريانند تصواصطکاک است ، م یروين کيفنر که در معرض  کي ، حرکت یبعد بحث

 .کند  یحرکت م عيما کيفنر در  کيکه ٣ ريمرطوب ، مانند تصو یروين کيمعرض 
 

 ٣ ريتصو

 
 ۴ ري،  تصويیرايم یروين یاست برا  یخوب مثال چرخه دو  اي ليفنر اتومبکمک 

 ۴ ريتصو
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که باعث کاهش دامنه نوسان در  یتيخاص کيزير فد يیرايم یروين: حيتوض
   شود.  یم ینوسان یها ستميس

   کند.  یمتناسب است با سرعت جرم ، و در جهت مخالف حرکت ، عمل م يیرايم یروين ميکن  یفرض م

ميرائی نيروی  
 نيپس در ا شود.   یم دهينام Damping Constant    يیرايثابت م بيضردر فرمول بالا 
 شود.   یم وتنيحرکت ن حالت قانون دوم

٢

٢
دهنده برگشت نيروی ميرائی نيروی  

  اي
٢

٢
٣  

کند   یم  ی، سع يیجسم کشسا کياست که  يیرويندهنده   برگشت یروين:توجه 
 .برگردد  هيبه حالت اول

 ٢آن   یمرتبه دوم است و معادله کمک  یخط ليفرانسيمعادله د کي٣معادله 
 آن  یها شهيو ر  است. 

١

٢ ۴

٢ ٢

٢ ۴

٢
۴  

   .ميکن  یلازم است سه حالت را بررس است. 
٢حالت اول :   Overdamping يیرايفوق م۴

١حالت  نيدر ا و  هستند.، و  زيمتما  یقيحق یها شهير یدارا٢

١
١

٢
٢  

٢  ميهمه ، مثبت هستند ، پس دارچون  ١ یها  شهيلذا ر۴ در شماره ٢

کهدهد   ینشان م نيا  باشند.  یمنف ديهر دو با۴  نينمونه نمودار اهنگامی

۵ ريحالت در تصو    .ديکن  یملاحظه م  
 ۵ ريتصو

 
 

٢است که  نيعلت ا   د.افت  یحالت ، نوسان اتفاق نم نيدر ا ديکن  یملاحظه م  یعنياست ، ۴
دارد ،     وجود سيگر  اي و استچسبنده  اديروغن ز گريبه عبارت د  وجود دارد. یاديز يیرايم یروين

  .جرم کوچک است  اي است فيضعدر  مقابل فنر 
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٢حالت دوم :  Critical Damping یبحران يیرايم۴
   وجود دارد. یمساو یها شهيحالت ر نيادر  

١ ٢ ٢
 

   یااندازه به   فقط  يیرايم ی روياست. اما ن۵ ريتصو هينمودار هم شب هم مانند حالت اول است.  نيا
   شود.  یم  یبعد ارتعاش، سبب  یآمدن چسبندگ نييپا نيکوچک تر   ببرد. نيرا از بنوسان   که است 

:حالت سوم  ٢   Underdamping يیرايم ريز۴
   ها مختلط هستند. شهي، ر نجاي ا

١

٢ ٢
 

  نجايا

۴ ٢

٢
 

  است.  ريجواب مطابق ز  است.

٢
١ ٢  

 و شود. چون   یم رايم٢اکتور شود که نوسان وجود دارد و با ف  یملاحظه م

است ، پس 
٢

  یعني نيا٠که  یهنگام٢است و لذا 
  یم دايپ شيکه زمان افزا یشود ، هنگام  یرود و صفر م  یم نيحرکت از ب یعنيکه  یهنگام

 ۶ ريکند. نمونه نمودار در تصو
 ۶ ريتصو

 
 ٢مثال 

مطلوب است مکان   کاملا فرو رفته است.۴ثابت  بيبا ضر عيما کيدر ١فنر مثال  ديفرض کن
 هيسرعت اول کيوارد شود که با  یاگر از حالت تعادل شروع کند  و به آن فشارجرم در زمان 

   ه حرکت کند.شروع ب هيمتر در ثان۶
 حل 
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به صورت ٣است ، پس معادله ١٢٨ثابت فنر  بياست و ضر٢جرم ١بر اساس مثال 
 است.  ريز

٢
٢

٢
۴ ١٢٨  

٢

٢
٢ ۶۴  

   .ميدار  یمعادله کمک
٢ ٢ ۶۴ ۴ ١۶  

١ ۴ ٢ ١۶ 
   است. ريو جواب به صورت ز  است. Overdamped    يیرايپس حرکت فوق م

١
۴

٢
١۶  

١پس شده است که   داده    .ميريگ  یمشتق م جواب بالا از است.٢
۴ ١

۴ ١۶ ٢
١۶  

۴ ١ ١۶ ٢ ۶ 
١چون  ١٢ ميپس دار است ،٢ ١ ١ ايو ۶  لذا ۵

۵ ۴ ١۶  
 ٧ ريتصو

 ٧ ريتصو

 
 
 
 

  Forced Vibrations یاجبآر یارتعاش ها
  یخارج یروين کي،  رايم یروينو   Restoring Force    ه برگشت دهند یرويبرنعلاوه  ديفرض کن

   .شود   یم وتنيپس قانون دوم حرکت ن   کند.  ی،  عمل م فنر یروهم 
٢

٢
دهنده برگشت نيروی ميرائی نيروی خارجی نيروی  
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کند.   یم یرويپ رينا همگن ز ليفرانسيد از معادله حرکت فنر،٣معادله همگن  یپس ، بجا
٢

٢
۵  

  متناوب است.  یرويتابع ن کي،   یخارج یروينوع متداول ن کي
 

  نجاياست ، ا

 

  . ميدار  رايم یروين کي ابيحالت ، و در غ نيدر ا است. 

١ ٢
٢ ٢

۶  

 ۶فرمول اثبات 
و اگر   صفر است.۵است ، پس جمله دوم معادله  یعني رايم یرويچون گفته شده است ن

 همان طور که در بالا گفته شد

  باشد
  است.  ريبه صورت ز ليفرانسيپس معادله د

،  

   هستند. ريها به صورت ز شهياست. و ر٢  یپس ، معادله کمک

اه ريشه  

١پس    ميکن  یاست ، فرض ماست. و چون ٢
 

 پس لازم است   باشد.
٢  

  اي
٢ و ٢  

 لذا 

و
٢ ٢ ٢

زيرا ٢  

   است. ريپس ، حرکت جرم بر  اساس فرمول ز
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١ ٢
٢ ٢

 

  Electric Circuits یبرق یمدار ها
  . ديرا ملاحظه کن٨ ريمدار در تصو

 ٨ ريتصو

 
 کيجنراتور  باشد ، کي ايو  یباطر کيکه ممکن است الکترو موتور  یروين کيمدار شامل  نيا

  ارئوست اي ممقاو
باشد ، پس بار خازن در زمان اگر   .یبه صورت سرخازن  کيو القاگر  کي 

 افت،  ميخوانده ا کيزيبر اساس آنچه در ف  یعنياست ، نسبت به  رييتغ زانيم،   انيجر
   است. ريبه صورت ز  بيبه  ترت خازن  ، القاگر و در مقاوم ، ولتاژ

 
  ديگو  یم Kirchhoff’s Voltage Law      ش هف ولتاژ کر قانون

 کيکه به   يیها انيجر یجمع جبر گريبه عبارت د اي  ولتاژ منبع است. یولتاژ ها مساو نيمجموع افت ا
  یعني شود ، برابر صفر است.   یاز آن خارج م ايشود   یمدار وارد م

 

    .مياست ، پس دارچون 
٢

٢

١
٧  

را در  انيو جراگر شارژ   ثابت. یها بيمرتبه دوم است با ضر  یمعادله خط کي٧معادله 
   .ميرا دار ريز هياول طي، پس شرا ميبدانزمان 

 
 . ميکن  ی، حل م ميا دهيفصل د نيکه در هم  يی، با روش ها هيو مساله با مقدار اول

   .ميدار٧است ، پس با مشتق گرفتن از معادله که  قتيحق نيباتوجه  به ا
٢

٢

١
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 ٣مثال 
، ريبا توجه به تصو و ١و ۴ اگر در زمان  انيمطلوب است شارژ و جر٨

١۶ ١ ١و ۴  صفر باشند. دو هر هياول انيجر و هياول شارژ و١
 حل  

   شود.  یم ليتبد ريصورت ز به٧شده معادله  داده ريبا مقاد
٢

٢
۴ ۶٢۵ ١ ١ ٨  

٢  یمعادله کمک ۴    هستند. ريها به صورت ز شهياست و ر۶٢۵

۴ ٩

٢
٢ ١۵  

   است. ريمطابق ز  یپس جواب عموم
٢

١ ١۵ ٢ ١۵  
    .ميزن  یحدس م ريهم به صورت ز یخصوص جواب

١ ١  
 پس 

١ ١ ١ ١  
١ ١ ١ ١  

   .ميگذار  یم٨در معادله 

 
  اي

 
   .ميها دار بيقرار دادن ضر یبا مساو

  
  ستميجواب س

  
   شود.  یم یپس جواب خصوص

 
   شود.  یم  یجواب کل

 
     .ميدار هيبا استفاده از شرط اول
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   .ميکن دايرا پ انيتا جر ميريگ  ی، ابتدا مشتق م گريد هياز شرط اول استفاده یبرا 

 
 شود.   یپس فرمول شارژ م

 
   .ميدار انيجر یو برا
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٣بخش     ١ یدوره ا ناتيتمر١٢
.  هر شماره ميکرده ا یسهولت مراجعه به فرمول ها و معادله ها ، آنها را شماره گذار یبرا حيتوض

   ندارد.  یربط گريد یها نياست و به تمر نيمخصوص همان تمر
 است  ريز ليفرانسيمعادله د حيجواب صر کيکه  دينشان ده – ١

 
   .ستيمعادله بالا ن حيجواب صر کياما 

 پاسخ 
  یتابع ها

 
 
 

   .ميپس دار  .ميگذار  یم یبجارا در معادله شده هستند.   فيها تعرتمام  یبرا

 
معادله  یبرا حيجواب صر کيها ، صادق است ، پس تمام  یبرا نيچون ا

 است. و در 
   .ميدار  .یبرا

 
 

   .ميپس دار  .ميگذار  یمها را در معادله  نيا

 
   .ستيبازه صادق ن کي یصادق است اما برا یرابطه بالا فقط برا

 
 تابع وهر عدد ثابت  یبرا دينشان ده – ٢

 
  است.  ريز  یخط ليفرانسيمعادله د یبرا حيجواب صر کي

 
 پاسخ 

   .ميکن  یمشتق ها را محاسبه م
 

 
   شود.  یممعادله  یبجا  کردن نيجانش با 
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 صادق است ، پس ها در تمام  یچون معادله بالا برا

 هر عدد ثابت  یبرادر بازه معادله  یاست برا حييجواب صر کي
 و 
 
  ريکه رابطه ز دينشان ده – ٣

 
 است   در بازه  ريز  یخط ريجواب معادله غ کي،  یحيبطور تلو

 
 پاسخ 

   .ميپس دار . ميکن  یحل م یرا برارابطه 
 

   .ريخ اياست  حيجواب صر کي مينيتا بب ميکن  یرا امتحان م  رابطه 

شده هستند  فيتعردر   و هم  است ، پس هم   چون 
  . ميدارکردن آنها در معادله  نيگزي، با جا

 
 .معتبر است    ها درتمام  یکه مسلما ، برا

   .نيهم ، به همچن   یبرا
 

معادله  یبرا یحيجواب تلو کي   رابطه ،تمام اعداد ثابت  یبرا دينشان ده – ۴
   است. ريز ليفرانسيد

 
  . ديرسم کن    ینمودار جواب را برا

 پاسخ 
  داشت.  مي، خواه ميريمشتق بگنسبت به   از معادله  یحياگر بطور تلو

 
 . ميرسم کرده ا یبرا یحيتلو ینمودار جوابها ريز ريدر تصو است. معادل  که

 حي، دو جواب صر یحيتلو یجواب هاهستند با خطوط مجانب مشترک  یها هذلول یمنحن
   کنند.  یعبور م، که هر دو از مبدا مختصات  دهنديبه ما مو 
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  است.  ريز هيجواب مساله با مقدار اول کي   که  دينشان ده  - ۵

 
 پاسخ 

و    که  ديکن  یملاحظه م

  یم ليفرانسيدر معادله د شده هستند.  فيتعرهمه در 
   .ميپس دار  . ميگذار

 
است در جواب معادله  کي  لذا ،     برقرار است.تمام  یکه برا

   .ميکه دار ميکن  ی، ملاحظه م ميکن  یرا چک م هياول ريکه مقاد یهنگام٠

 
   است. هيجواب مساله با مقدار اول کي  پس   را دارند.لازم در معادله  طيشرا نيا

 
جواب معادله  کي  ، تابع  مينشان داد٢شماره  نيهمانطور که در تمر – ۶
   است. ريز ليفرانسيد

 
 بر قرار باشند. ريز هياول طيکه شرا ديکن نيمع یطوردو اعداد ثابت را  نياهر اعداد ثابت  یبرا
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 پاسخ 

    ميپس دار   .ميکن  یرا محاسبه مابتدا ، 
   .ميآور  یبدست م ريز یمعادله ها ستمي، پس س ميکن  یم نيگزيرا جا هياول طيشرا

 

 
  . مي، پس دار ميکن  یآخر را با هم جمع مدومعادله  

 
 

 ريبه صورت ز هياول طيلذا ، جواب مساله با شرا است. است ، پس    چون 
   است.

 
 
به  یگونه باکتر کي یبرابر حسب هزار ، در زمان  تيجمع یبرا تيتعادل جمعمعادله  – ٧

  است.  ريصورت ز

 
  ريز یراستا دانيبا توجه به م  مثبت است. مسلم است که 

 
  . ديپاسخ ده ريز یبه سئوال ها

   تيدر مورد محدود کردن جمع، یعنيباشد ،  هياول تيجمعاگر - الف
 

  د؟ييگو  یچه م
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 برسد؟ به   تواند  یهرگزم تيجمع ايآ –ب 
 برسد؟به   تواند  یهرگزم تيجمع ايآ  -ج
 

 پاسخ 
  یبه خط افقجواب بجز  یها یدهد که تمام منحن  یراستا نشان م دانيم -الف   

 مثبت. یتمام جوابها یخط مجانب است برا کيخط ،  نيا یعني٠که  یشوند هنگام  یم کينزد
 پس   

 
  هزار. برحسب   و  است یکه محور عمود ديدارتوجه 

کند.  در   یم داينقصان پ وستهيبطور پاز  شيب تيدهد که جمع  یراستا نشان م دانيم – ب 
نقصان هرگز به  تيمخصوصا ، جمع  کند.  یم دايپ شيافزا که کمتر از  یصورت

 کند.   ینم
کند. اما   یم دايپ شيزمان ، افزا در طول تيب گفته شد ، جمع همان طور که در قسمت  –ج 
  ینمجواب  یمنحن گريد  عبارت ، به  رسد  ینم  شتريب ايدهد که هرگز به   یراستا نشان م دانيم

داده شده  ليفرانسيجواب معادله د کيتابع ثابت  قتيرا قطع کند. در حق  تواند خط 
   است.

 
   است. ريبه صورت ز لرياو یفرمول باز گشت یآور ادي

 
   .ديرا بدست آور ريز هيمساله با مقدار اول یبيجواب تقر١، با گام  لريبا استفاده از روش او – ٨

 
 نقاط در 

 پاسخ 
به  یبرا یپس فرمول باز گشت  است. نجايا

   است. ريصورت ز

 
   .ميدارکردن  نيبا جانش

 
  . ميدار    یبرا

 
   .ميآور  یرا بدست م ري، پس جدول ز ميده  یادامه م بيترت نيبه هم
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 کيبه هم نزد لريو مقدار او قيکه مقدار دق ديکن  یملاحظه م
   هستند.

 
   .ديرا حل کن ريز  یخط ريمعادله غ – ٩

 
 پاسخ 

  . يمکن  یم يسیباز نو يرو معادله را به صورت ز يمکن  یها را جدا م يرمتغ

 
   .يم، پس دار يريمگ  یانتگرال م

 
   .ميکن  یحل م یمعادله آخر را برا

 
 ميتوان  یآن م یپس بجا باشد.   یقيتواند هر عدد حق  یاست ، پس م یريگانتگرال   ثابتعدد چون 

   .ميبکار بر

 
  . يدکن  ینمودارخانواده  جوابها را ملاحظه م  يلدر ذ
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   .يدرا حل کن يرز يهمساله با مقدار اول – ١٠

 
 پاسخ 
  . يمگر  یو انتگرال م يمکن  یم يسیباز نو

 
را  هيمقدار اول ايخود باشد ، و  یبجاو  يمحل کن  يحاصر   یبرا معادله آخر را  يمتوان  یم ينجاا

   .ميحل کن یبرا حايصرو سپس   شود. دايپتا  ميبر  یبکار م
   .يسيمنو  یم يیرا به صورت نماکار ، معادله  ينا یبرا . يمرا بکار بر روش اول يداجازه ده

 
 نيو به هم ميداربه مقدار  یحالا ، بستگ است.    ينجاا

   .ميسيبنو ريبه صورت ز ميتوان  یرا مپس معادله    قيطر

 
  يا
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 یبجا  ميتوان  یاست مچون   دارد.و  يربه مقاد یعلامت ، بستگانتخاب   ينجاا
   .ميدار  پس  صفر است. ريعدد ثابت غ کي نجايا، ميسيبنو

 
با قرار دادن   بر قرار باشد.   هيکه شرط اول ميکن  یانتخاب م یرا طور يتدر نها

   .مي، دارمعادله در    و 

 
   است. يربه صورت ز يهلذا جواب مساله با شرط اول است.   پس 

 
 

 روش دوم 
   .ميپس دار  .ميکن  یحل م یو برا ميگذار  یمرا در معادله ابتدا 

 
  است.  ريبه صورت ز یحيجواب تلواست و لذا بر اساس شماره پس 

 
  یم رايز ميگذاشته ا یو بجا ميگذاشته ا ی، بجا ينجاا

 مي، دار یريمقاد نيچن یبرا  .ميکن دايپ هياول ريمقاد کيرا نزدو  ميخواه
   .ميکن  یم حل یبراو 

 
   .ميکرد داياست که با روش اول پهمان جواب  ينا

 
   .يدرا حل کن يرز  یخط يرمعادله غ- ١١

 
 حل 
   .يريمگ  یو انتگرال م يمکن  یم يکها را تفک يرمتغ
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. ميتوان  ی، اما نم مي، حل کن حيبطور صر یمعادله را برا يمخواه  یم  .يمبر خورد کرد  یبه مشکل ينجاا

به  دي، با  یخط ري، هنگام حل معادلات غ جهيدر نت  افتد.  ی، اتفاق م  یخط رياغلب هنگام حل معادلات غ
 .  ميباش  یهم راض یحيکردن جواب تلو دايپ
 

   .يدکن يدارا پ يرمعادله ز  یجواب کل -  ١٢

 
 حل 

   .ميکن  یضرب مرا در  ينکار طرف ينا یبرا    .يسيمنو  یمعادله را به صورت استاندارد م

 
   .ميپس دار است.  ينجاا

 
   است. ير، به صورت ز يریلذا ، عامل انتگرال گ

 
   .ميپس دار  .ميکن  یضرب مرا در معادله  ينطرف

 
   .ميکن  یحل م یو برا يريمگ  یانتگرال م ينطرفاز 

 

 
 .ها تمام  یبرا است ليفرانسيجواب معادله دتوان ، چک کرد که شماره   یم

   .ديکن  یرا ملاحظه ممختلف  ريمقاد یبرا  یمختلف یجواب ها ريز ريدر تصو
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 ويراد یسر کياست ، که متعلق به  يواکت راديو  يزتوپدو ا یسنگ ، داراتخته  يک - ١٣
به  هم هنگام فرو کاست نيشود و سپس ا  یم ليتبدهنگام فرو کاست به  یعني  هستند. وياکت

   باشد.   یمساوبه  ليتبد نرخ  ديفرض کنشود.   یم ليتبد داريپا یها اتم
 پس نرخ فرو کاست موجود ،  متناسب است با جرم چون نرخ فروکاست 

 است. يرز به صورت

ايجاد نرخ فروکاست نرخ  

 
است    باشد ، مطلوبو اگر   عدد ثابت فرو کاست است. ينجاا

    یبرامقدار 
 حل 

   .ميکن  یم یسيآنرا به صورت استاندارد باز نو است.   یمعادله خط کيمعادله 

 
را هم اضافه  هيشرط اول نيو همچن ميقرار دادعدد یبجاکه در معادله  يدکن  یملاحظه م

 .  ، پس ميکرد

 

.  ، ميکن  یضرب مرا در معادله  نيطرف است.  یريلذا عامل انتگرال گ
   .ميپس دار

 
  . يم، دار يريمگ  یانتگرال م يناز طرف
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 .  مي، پس دار ميکن  یم نيجانش يرمقاد

 
 لذا 

 
  است.  ريبه صورت زدر زمان پس ، جرم 

 
  . يدکن يدارا پ يرمعادله ز  یجواب کل – ١۴

  
 حل 

   است. يربه صورت ز يریعامل انتگرا گ

 
 به صورت  يفرانسيلکه معادله د  یدرصورت

 
 باشد 

 يکالراد يرچون کار با عبارت ز يم،استفاده کن يرنوع معادلات را بهتر است از فرمول ز ينا  یکلجواب  
   .يدرا بخاطر بسپار  یحل معادلات مرتبه اول خط یبرا  یفرمول کل يناست. ا يروقت گ  یکم

 

 

 
   است. ريبه صورت ز  یجواب کلبر اساس 
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   .يدرا حل کن يرز يفرانسيلمعادله د  -١۵

 
 حل 

  کرد.  يسیباز نو يرز یتوان به صورت ها  یداده شده را م يفرانسيلمعادله د

 
   است. يرز  یبه صورت کل يراز معادله اول است.  اما از همه بهتر ،

 

 
  است.  يربه صورت ز يحیتلوپس جواب 

 
   .يرز يرتصو
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  . يدرا حل کن يرز يفرانسيلمعادله د -١۶

 
 حل 

 حالا ، چون  است.      و      ينجاا

 
 نسبت به با انتگرال گرفتن از کردن  دايپ یبرا  کامل است.است ، پس معادله 

   .يمدار

 
 

  ميگذار  یم یو بجا ميريگ  یمنسبت به از  یمشتق پاره ا,حالا 

 
   .ميريبگ ميتوان  ی، م ستيو چون انتخاب عدد ثابت انتگرال مهم ن  است.پس 

  ميدارلذا ، بر اساس 
 

   است. ريبه صورت ز یحيبطور تلوجواب شماره و 
 

 
   .يدرا حل کن يرز يفرانسيلمعادله د- ١٧

 
 حل 

                 
 چون 

 
   .مي، پس دار ميريانتگرال بگنسبت به حالا اگر   کامل است.است ، پس 

 
 داشت.  مي، خواه ميبگذار یو بجا ميريبگ یمشتق پاره احالا ، اگر عبارت بدست آمده را بر حسب 
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و جواب   است.لذا   است.است. پس پس 
  یبرا حي، بطور صر ميتوان  یم  است. یحيبه صورت تلومعادله 
 و  يمحل کن

 
   .ميبدست آور

 
  يدنشان ده - ١٨

 
 قتيحق نيسپس از ا  .ميآور  یمعادله کامل بدست م کي،  ميضرب کن، اما اگر در  يستکامل ن

  . ديرا حل کن(16)و  دياستفاده کن
 حل 

 در معادله 
و  

 و ، چون 

 
   داشت. مي، خواه ميضرب کن در حالا اگر   .ستيکامل نپس 

 
  . يمدار يدمعادله جد ينا یحالا برا

       
  . يمکن  یامتحان م

 
  است.   ريبه صورت ز یحي، جواب تلو ميکن  یمعادله را حل م کامل است. پس 

 
هم است به  یگري، جواب د  یکياست ، پس هر جواب فقط عامل و چون اختلاف 

  یحيتلو بطورلذا جواب شماره   باشد.که  یشرط

 
  است. 

 
  یبرا یريگ انتگرال عامل کي يدنشان ده- ١٩

 
    .ديبکار برحل معادله  یرا برا  حقيقت ينا است. 
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 حل 

   .ستيکامل ن  ميده  یابتدا نشان م
 

 

   .ميپس دار  .ميکن  یضرب مرا در معادله  . ستيکامل نپس معادله 

 
 حالا 

    
  يمدار است ، و چون

 
  یبرا یريعامل انتگرال گ کي قتيدر حقپس  کامل است. (4)پس معادله 

  است. 
   .ميريگ  یانتگرال مرا نسبت به ابتدا  . ميکن  یرا حل محالا معادله 

 
   .ميکن  یم نيو جانش ميريگ  یمنسبت به  یمشتق پاره ا

 
 .  ، لذا ميريگ  یمپس  است. پس 

  است.  ريبه صورت ز یحيبطور تلوو جواب 

 
   .يدرا حل کن يرمعادله ز - ٢٠

 
 اگر : يیراهنما

 
 باشد ، پس به وابسته  و فقط وستهيپ

 
 حل 

   . یخطاست و نه  ريپذ کينه تفکمعادله 
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   .ميرا دار ري، محاسبه ز ستيکامل نچون 

 
  یبدست متوسط فرمول  یريپس عامل انتگرال گ  .ميبدست آورد وابسته به  تابع يکپس 

   یعني  .ديآ

 
    .ميآور  یرا بدست م ري، معادله کامل ز ميکن  یضرب مرا در که  یهنگام

 
  . ميآور  یرا بدست م ريز یحيمعادله ، جواب تلو نيبا حل ا

 
 و لذا  . ميرا از دست داددر معادله ، که هنگام ضرب کردن  ديتوجه دار

   هستند. یجوابها
 

  . يدرا حل کن يرمعادله ز  -٢١

 
 حل 

را به صورت مشتق اگرشماره  است.   یاست ، نه کامل است و نه خط يرپذ يکمعادله نه تفک ينا
   .يمدار يسيم،بنو

 
   معادله ، همگن است. نيپس ااست به صورت  یتابعکه سمت راست  يمکن  یملاحظه م

 که  دياوريباشد ، بخاطر ب ميکن  یحالا ، فرض م

 
 شود.   یم کردن ها ، معادله  ينجانش ينبا ا

 
  . يمها دار يرکردن متغ يکاست ، با تفک يرپذ يکمعادله بالا تفک
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 پس 
 

 .  ميدار یو حل کردن برا یبجا يتدر نها

 
  جواب است.  کيهم  نيهمچن یاست برا يحجواب صر يک ينا

 
   .يدرا حل کن يرمعادله ز- ٢٢

 
 حل 

  یعني  نوشت.تابع  يکتوان به صورت   یطرف راست  را م

 
را بر حسب ،  ميحل کن یکه برا نيا یبرا  باشد. يمکن  یم پس فرض

   .مي، پس دار ميکن  یم نيجانشدر ١و ١.  ، پس ميريگ  یمشتق م

 
  يا

 
   .يمدار . يمکن  یرا حل م يرپذ يکمعادله تفک ينا

 
   .يمدار يناز ا

 
   .ميکن  یم نيرا جانش يتو در نها

 
 

  . يدرا حل کن يرمعادله ز٢٣

 
 حل 
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نوشتن معادله  یبرااست با  یمعادله برنول يک ينا   
    .مي.  ، پس دارميکن  یم ميتقسرا بر  ني، ابتدا طرف  یمعادله خط کيبه صورت 

 
به  يافته ييرپس معادله تغ   يمچون دار .يمکن  یم ينرا جانش    حالا 

   است. يرصورت ز

 

 
  یهمان طور که در بخش ها  .ميحل کن یبرا يمتوان  یاست ، پس م  یمعادله خط يک    معادله 

   .ميدار قبل گفته شد. 

 
   .يم.  ، پس داريمگردان  یرا بر م ينیحالا جانش

 

 
 

  . يدکن يداپ يرمعادله ز یجواب برادو  -  ٢۴

 
 حل 

   است. ريمطابق ز  یمعادله کمک

 
   است.  .پس   است.   آن  یها يشهکه ر

 
  . يدرا حل کن يرز يهمساله با مقدار اول  - ٢۵

 
 حل 

   است. يربه صورت ز  یمعادله کمک . يمکن  یم يداابتدا دو جواب پ

 
  هستند.  يرها به صورت ز يشهپس ر

    و     
  است.  يرجواب به صورت ز يجهدر نت
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   .يمبر  یرا بکار م يهها ، شرط اول يبکردن ضر يداپ یبرا

 
   يا

 
   .يم، پس دار يمکن  یرا حل م يستمس

 
 لذا 

 
  . يدرا حل کن يرز يهمساله با مقدار اول - ٢۶

 
  است.  يربه صورت ز  یکمکمعادله 

 
      لذا   .ميمضاعف دار شهياست ، پس رچون 

   جواب است. کيکه  يمنشان ده يداجازه ده

 
   .ستين یگريثابت د بيضر کيکدام  چيچون ه  هستند.  یمستقل خطو ينعلاوه بر ا

   .ميبر  یرا بکار م هياول یشرط ها

 
   است. ريبه صورت ز  یپس جواب کل . يمکن  یرا حل م يستمس
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  . يدکن يدارا پ يرمعادله ز  یجواب کل٢٧

 
 حل 

مرتبه  ليفرانسي، آن طور که در مورد معادلات د ميکن دايپبه صورت  یجوابها يماگر بخواه
   است. ري، که به صورت ز ميسيرا بنو  یمعادله کمک دي، با ميکرد  یدوم عمل م

 
دقت   یبا کم رسد بتوان آنرا حل کرد.   یمشکل به نظر م درجه سه است.  یچند جمله ا يک يناما ، ا
لذا   .ميکن  یم ميتقسرا بر پس طرف چپ  است.  شهير کي١که  يمشو  یم متوجه

    .ميرس  یم ريبه عبارت فکتور شده ز

 
 ها  يشهلذا ، ر

   است. ريبه صورت زپس جواب  هستند. 

 
 

  . يدرا حل کن يرز يهمساله با شرط اول -  ٢٨

 
 حل 
   .يمکن  یاستفاده م يرباشد ، از فرمول ز مختلط داشته يشه، ر  یاگر معادله کمک : یآور ياد

 
   است. يربه صورت ز  یمعادله کمک

 
   هستند. يرها به صورت ز يشهو ر

 
   است. ريصورت ز  به  یپس جواب کل  است.پس 

 
  . يمدار . يمبر  یرا بکار م يهشرط اول

 
 و  يجهدر نت
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 . يماگر ساده کن

 
 

  . يدکن يدارا پ يرمعادله ز  یجواب کل - ٢٩
 

 حل 

    است . يربه صورت ز  یمعادله کمک
 

   است. يرآن هم به صورت ز یها يشهر

 
 پس 

 
   است. ريبه صورت زشماره   یو جواب کل

 
نوسان   یمثبت و منف يرمقاد ينب  يقیحق یجوابها مختلط است ،  یها يشهر یدارا  یکه معادله کمک یهنگام

   کند.  یم
 

 باشد ، معادله و اگر  يدنشان ده  -٣٠

 
و با  ابدي  یم شيفزابا  یا هيکه فرکانس زاو نيدارد و اجواب به شکل  يک

 کند.   یم داينقصان پ
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  یآوار يادو  يحتوض
 شود.   یم يانبنوسان جرم و فنر ، مطابق فرمول  یبرا يوتنقانون ن

 .  یخارج یروين یعنيک  ،  اصطکامربوط است به  بيضردر فرمول 
 حل 

   شود.  یساده م ريبه صورت زگفته شده ، معادله  يطتحت شرا

 
 شود   یممشتق دوم 

   داشت. مي، خواه ميبگذاررا در معادله  ينحالا ، اگر ا

 

  . ميديد3.11   یعنيفرمول را در بخش قبل  باشد.که مسلما صفر است ، اگر 

  کند.   یم داينقصان پو با  ابدي  یم شيافزابا  نيا

 
 

  بالا.  يی رايمو  نييپا يی رايمبالا  ريدر تصو
 

   .يدکن يداپ يرمعادله ز یبرا یخصوصجواب  يک -٣١

 
 حل 

خوب ، کدام   باشد.  یتابع خط کيکه  ی، بطور ميکن دايپتابع  يک يدبا 
 نياول باشد.  یتابع خط کي،  ميکن بيمشتق صفر م ، اول و دوم آن که با هم ترک تياست که در نهاتابع 

 و سپس   .ميکن انتخاباست    پس ممکن  است. گريد  یتابع خط کيپاسخ ما 
 

  رايز  کند.  یکار نم ني، ا ميي.  ممکن است بگوميو جور کن سهيمقابا 
 

  . ميصورت دار نيدر ا
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 وهم     هم دي،  با باشد یکه مساو ينا یحالا ، برا
  مييمثلا ، بگو  بهتر باشد. دي، شا مي، اضافه کن ميعدد ثابت به تابع که فرض کرد کياما اگر 

 
  . يمصورت دار يندر ا

 
 پس 

 
   باشد.شود اگر   یجور مبا  ينا
   .يمدار يجهدر نت . يمکن  یرا حل م يستمس ينا

 
  است.  ريپس تابع به صورت ز  که درست شد.  نيمثل ا

 
  است. جوامع معادله  ينا
  يرمعادله ز  یخصوص ، جواب يدگو  یمثال به ما م ينا

 
  است.  يربه صورت ز

 
 

  . يدکن يداپ يرمعادله ز یبرا یجواب خصوص يک- ٣٢

 
 حل 

  باشد.  يمزن  یحدس م

 
 با قرار دادن 

 
 پس   .مي.  ، دارميکن  یحل م یبرا

 
   است. یبرا یجواب خصوص يک

 
  . ديکن دايپ ريمعادله ز یبرا یجواب خصوص کي- ٣٣

 
 حل 
صورت    به نوسيکس یمشتق ها رايز  کند.  ی، کار نم نياما ا  است.حدس ما  يناول
   است. ريز یها
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هم  نوسيکس کي ، باشد. پس در جواب حدسو دي، با ديايجور بکه با  ينا یبرا

  . ميکن  یاضافه م

 
 شود   یمحالا ، 

 
 

 پس تابع    شود   یم      یجواب معادله ها

 
  است.  یبرا یجواب خصوص يک

 معادله به صورت  کي  یپس ، بطورکل
 

  يريمرا در نظر بگ ير، حدس ز يدگو  ینا مشخص به ما م یها يبروش ضر
 

  . ميحل کن یمجهول ها یرا براو 
 

  یبرا یجواب خصوص يک - ٣۴

 
  . يدکن يداپ

 حل 
   .ميريرا در نظر بگ ريحدس ز ميتوان  یم،  ميبدست آورد ينکه از تمر یاز تجربه ا

 
   .ميرا دار ريجور بشود ، حدس زکه با معادله نا همگن  نيا یبرا
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  یرا بدست م ريپس جواب ز  .يممشابه ، دار یبا جور کردن جمله ها

   .ميآور

 
 

  یمرتبه دوم بحث شده است و م  یخط یمعادله ها یمختلف فصل سوم ، مفصلا روش ها یدر بخش ها
  . يدبکار بر شما آسان است  یکه برا  یهر روش  .يدآن روش ها را بکار بر يدتوان

 
   .يدرا حل کن يرز يفرانسيلمعادله د -٣۵

 
 حل 

تا اگر در   .ميکرده ا ینام گذار ١و مختلف ،  یآشنا شدن با نماد ها یبرا  :توجه
   .دينشو ی، دچار سر در گم ديمختلف ، به آنها بر خورد کن کتب 

   است. يربه صورت ز  یمعادله کمک
 

 
  است.  ريمعادله همگن به صورت ز یعمومپس ، جواب 

 
 يیکه توان تابع نما يدکن  یملاحظه م  .يمکن  یم يداهمگن  را  پ نا يفرانسيلمعادله د یحالا ، جواب خصوص

 ريبه صورت ز یجواب خصوص ميکن  یهمسان است. پس فرض م يشهدر سمت راست با ر
   باشد.

 
   هستند. يرمشتق ها هم به صورت ز

 
   .مي، دار ليفرانسيآن در معادله د یو مشتق هاکردن  ينبا جانش

 
 است.  يرمعادله نا همگن ، به صورت ز  یپس جواب کل
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  . يدکن يدارا پ يرمعادله ز  یکلجواب - ٣۶

 
 حل 

   است. يرمعادله همگن به صورت ز  یمعادله کمک

 
 .ميها استفاده کرده ا شهير یبرااز حرف   یبجا ينجاا ها مختلط هستند.  يشهکه ر يدکن  یملاحظه م

   است. ريمعادله همگن مربوطه به صورت ز  یپس جواب عموم 
 

  یاست ، پس م تابع درجه دوم يکسمت راست معادله داده شده ،   .يمساز  یرا م یخصوصحالا ، جواب 
  . يمحدس بزن يررا به صورت ز یجواب خصوص يمتوان

 
  . ميکن  یم دايرا پ یحدس جواب یابتدا مشتق ها . ميکن دايرا پ يدبا

 
  . يمگذار  یم  یاصل يفرانسيلحالا در معادله د

 
   .يمده  یقرار م یمشابه را مساو یها جمله یها يبضر

 
  است.  يربه صورت ز یپس جواب خصوص

 
  است.  يرنا همگن داده شده ، به صورت ز  يفرانسيلمعادله د  یجواب کل يتو در نها

 
 

  . يدرا حل کن يرمعادله ز- ٣٧

 
 حل 

  است.  يرآن به صورت ز یها يشهمدله همگن مربوطه و ر  یمعادله کمک

 
  است.  يربه صورت  ز  یپس جواب عموم

 
   .يمکن  یم يسیکار ابتدا ، سمت راست را باز نو ينا یبرا . يمرا حدس بزن یخصوصجواب  يدحالا ، با
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  باشد.  يرتواند به صورت ز  یم یپس جواب خصوص

 
  . يمکن  یم يدامجهول ، مشتق ها را پ یها يبکردن ضر يداپ یبرا

 
   .يمگذار  یم يفرانسيلمعادله ددر 

 
   .يمده  یقرار م یمشابه را مساو یجمله ها یها يبضر

 
  است.  يربه صورت ز یپس جواب خصوص

 
   است. يرنا همگن به صورت ز يفرانسيلمعادله د  ی، جواب کل يتو در نها

 
 

  . يدرا ملاحظه کن يرمعادله ز- ٣٨

 
کنند ، و   یم  یاست که در جوار چند جغد زندگ يیصحرا یموش ها يتمعادله بالا ، معادله رشد جمع

۴در معادله شماره    .خورند می موش را١۵است که جغد ها ، روزانه  ينفرض بر ا  ۴۵عدد 
 است.  تيشد جمعرهم نرخ   شوند.   یم خورده  ماه توسط جغد ها  يککه در مدت   يیتعداد موش ها

  . يدکن يداها را پ موش ينا يتتعادل جمع  -الف
 . يدرا حل کن يفرانسيلمعادله د - ب 

 حل  
   دهم.  یقرار مکار  ينا   یبرا  -الف
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   است.٩ تيپس تعادل جمع
 تيبشود ، جمع٩که اگر تعداد موش ها کمتراز  ديکن  یاست ملاحظه م ريراستا هم به صورت ز دانيم

    ند.ک  یم دايپ شيافزا تيتجاوز کند ، جمع٩بر عکس اگر از کند ،   یم دايموش ها زوال پ

 
 

 ب 
  . يمکن  یم يسیرا باز نو يفرانسيلمعادله د

 
   .ميباشد ، دار٩اگر  يا

 
 .ميپس داراست نسبت به ٩مشتق ، سمت چپ  معادله  یا يرهبر اساس قاعده زنج

  

 
   .يريمگ  یانتگرال م يناز طرف

 
   .يسيمنو  یم يیرا به صورت نما ينطرف

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 معادلات ديفرانسيل و کاربردها  ١٢بخش    ٣فصل  انوشـيروان صراف

312 
 

  يا

 
 . يتو در نها

 
 

  جواب است. کيهم ٩که تابع ثابت  ديدان  یم نيهمچن . ميبکار بردکه  يدتوجه دار
 مختلف  ريمقاد یهم نمودار برا نيا

 
 

   توان حل کرد.  یهم م ريز قيرا به طرمعادله 
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   .يدرا حل کن يرز يفرانسيلمعادله د -٣٩

  
   .ديکن دايگذرد پ  یم١، جواب مخصوص که نمودار آن از نقطه  يدکنچند جواب را رسم 

 حل 
   .ميکن  یم دايرا پابتدا 

١
٢

١
٢  

   .ميکن  یمضرب را در ۶معادله  ينحالا ، طرف

 
   است. ريبه صورت ز١۴پس معادله   است.٢مشتق ١۴طرف چپ معادله 

 
  . يريمگ  یانتگرال م يناز طرف

 
   است.۶معادله   یجواب کل نيا  .ميکن  یحل م یرا برا١۶معادله  يتو در نها

 
 ١٧را در معادله ١و گذرد ،   یم١که از نقطه   یکردن جواب يداپ یبرا

 .يمگذار  یم
 

 
  است.  يرپس جواب مورد نظر به صورت ز

 
  رسم شده است. تر  ميگذرد ، ضخ  یم١که از   یهم نمودار ، جواب ينا
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   .ديرا حل کن ريمعادله ز - ۴٠

 
  . ديبحث کنکه  یدر مورد رفتار جوابها هنگام . يدچند جواب را رسم  کن ینمودار ها

 حل 
  یضرب مدر داده شده را  ليفرانسيمعادله د نيطرف  است.٢ يریعامل انتگرال گ

   .ميپس دار  .ميکن

 
  يا

 
  . يمپس دار . يريمگ  یانتگرال م يناز طرف

 
 معادله   یجواب کلپس   .ميجزئ عمل کرد یريانتگرال گ قياز طرجمله معادله  يندر آخر

  است.  ريبه صورت ز

 
   .يدکن  یملاحظه م يرمعادله در ز یراستا يدانم
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باشد ، پس اگر   شود.  یمشخص م٢توسط جمله بزرگ  يرمقاد یرفتار جواب برا 
 بزرگ  ريمقاد یپس جواب وا گرا است برا٠کند ، با همان علامت   یرشد م  یجواب بصورت توان

 
   .يدرا حل کن يرز يهاول مساله با مقدار- ۴١

 
 حل 

   و به صورت استاندارد بشود. مشخص شودو تا  ميکن  یم یسيرا باز نومعادله 

 
  . ميکن دايرا پحالا ، بتد   است.و پس 

 
   .ميپس دار  .ميکن  یضرب مرا در معادله 

 
 . ميپس دار  .ميريگ  یانتگرال م

 
   است. ريبه صورت زمعادله   ی.  ، پس جواب کلميکن  یحل م یبرا

 
  رايز . ميانتخاب کن ديبر قرار باشد ، با يهکه شرط اول ينا یبرا

١  
   .ميپس دار

 
نمودار مشخص  یهم رو هيشرط اول . ديکن  یملاحظه م ليدر ذمختلف  يرمقاد ینمودار برا
   شده است.
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 . يدرا حل کن يرز يهمساله با مقدار اول - ۴٢

 
 حل 
  شود.   تا به صورت استاندارد نوشته ميکن  یم ميتقس را بر  ينطرف

 
 را در  نيطرف  است. یريو عامل انتگرال گ  است.پس 

   .ميپس دار  .ميکن  یضرب م

 

مشتق سمت چپ 
٢

۴    .ميدار  .ميريگ  یانتگرال م نياز طرفپس  است.   

 
اما   .ميکن  یمحاسبه کرد. پس آنرا بدون محاسبه رها م  یتوان به اسان  یرا نم(45)انتگرال سمت راست 

   .ميسينو  یم ريرا به صورت زمعادله  هينظر گرفتن مقدار اولبا در 

 
   است. ريبه صورت ز  یپس جواب کل
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 ريراستا توسط نرم افزار به صورت ز دانيم  باشد.١ يدبر قرار باشد ، با يهکه شرط اول ينا یبرا

راستا  دانيرسم م قي، اما، از طر ميرا حل کن ليفرانسيمعادله د مينتوانست،  اگرچه  ديکن  یاست. ملاحظه م
   .ميکن دايرا پ ليفرانسيرفتار معادله معادله د ميتوان  ی، م

 
  یانتگرال برا یهم منحن ينا
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   .يدکن يداانتگرال آن پ یها یمنحن یمعادله برا يکاست و  يرپذ يکتفک يرکه معادله ز يدنشان ده– ۴٣

 
 حل 
  ميسيبنو ريرا به صورت ز(6)اگر 

 
  است.  يربه صورت زپس  

 
 است.  ريپذ کيتفکو لذا 

 .مي، دار یا رهيباشد ، پس براساس قاعده زنجتابع  کياگر ،  ميبر اساس آنچه در حسابان خوانده ا
  

 
   .ميپس دارمثلا اگر 

   
   است. و جمله اول ، مشتق است نسبت به مشتق پس جمله دوم معادله 

   نوشت. ريتوان به صورت ز  یرا ملذا معادله 

 
  يا

 
   .يمپس با انتگرال گرفتن ، دار

 
 یراستا و چند منحن دايم کي  است.معادله ها انتگرال  یمنحن یمعادله برا کيمعادله 

   .ديکن  یملاحظه م ريانتگرال در ز
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  . ديرا حل کن ريز هيمساله با مقدار اول- ۴۴

 
  . ديکه در آن جواب وجود دارد ، مشخص کن یو بازه ا

 حل 
  نوشت.  ريتوان به صورت ز  یرا م ليفرانسيمعادله د

 
   .ميپس دار . ميريگ  یانتگرال م نياز طرف

 
به صورت  هيلذا جواب مساله با مقدار اول  است. ، پس  ميگذار  یمرا در  هياول یشعرا

   است. ري، مطابق ز یحيتلو

 
   .ميپس دار  .ميحل کن یرا برامعادله  دي، با حيکردن جواب صر دايپ یبرا

 
را  هياز آنها ، شرط اول  یکياما دهد ،   یداده شده به ما م ليفرانسيمعادله د یدو جواب برامعادله 

   است.  دارد ، جواب معادله  یآن که علامت منف  کند.  یبر قرار م

 
 کاليراد ريکه مقدار ز  ميکن دايپ یبرا یريمقاد ديباجواب  یکردن بازه معتبر برا دايبرا پ

 پس بازه مورد نظر   است.،  کاليرراديتنها صفر عبارت ز  نشود.  یمنف
   .ديآ  یم ليدر ذ گريد یها یو منحن هيمساله با مقدار اول جواب است. 
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  . ديرا حل کن ريمعادله ز - ۴۵

 
   .ديکن دايگذرد پ  یمکه از نقطه   ی، جواب نيهمچن . ديانتگرال را رسم کن یچند منحن ینمودار ها و

 حل 
   .ميکن  یم یسيباز نو ريصورت زمعادله را به 

 
    .ميدار تيو در نها ميکن  یم یسيو بازنو ميکن  یضرب م، در  ميريگ  یانتگرال م نياز طرف

 

 

 
  است.جواب معادله  کيرا بر قرار کند ، که معادله  ريهر تابع مشتق پذ

   .ديآ  یم ريدر زچمد مقدار مختلف  یبرانمودار معادله 
 در معادله  و گذرد ،   یمکردن جواب مخصوص که از  دايپ یبرا 

به  یحيداده شده بطور تلو ليفرانسيپس جواب معادله د  .ميآور  یبدست م جهيو نت ميگذار  یم
   است. ريصورت ز

 
 تر رسم شده است.  مي، ضخ ريجواب ، در تصو نيا
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   .ديکه در آن ، جواب وجود دارد مشخص کن یو بازه ا ديرا حل کن ريز هيبا مقدار اولمساله - ۴۶

 
 حل 

جواب منحصر به  کيمساله  نياست ، پس ا وستهيدر همه جا پو چون 

  ميريگ  یو انتگرال م ميکن  یم کيها را تفک ريکردن جواب ، متغ دايپ یبرا فرد دارد. 
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 باشد. پس  ديبر قرار باشد ، با هيکه شرط اول نيا یبرا

 
   وجود دارد.تنها در بازه پس جواب  داده شده است.  هيجواب مساله با مقدار اول

 
 . ديرا حل کن ريز ليفرانسيمعادله  د  -۴٧

 
 حل 

 نوشت. ريتوان به صورت ز  یرا ممعادله 

 
 

   .ميکن  یرا محاسبه م یپاره ا یمشتق ها

 
   .ميپس دار پس معادله داده شده ، کامل است. 

 
   .ميتيگ  یاز معادله اول انتگرال م

 
  . ميگذار  یدر معادله دوم م

 
در معادله . مياعداد ثابت را حذف کن ميتوان  یم  است.و ١پس 

   .ميکن  یم نيجانش

 
  است.  ريبه صورت ز یحيپس جواب تلو

 
       
   .ديريرا در نظر بگ ريز هيمساله به مقدار اول– ۴٨

 
 در معادله جواب یبيتقر ريمقادو  لريروش اوبا استفاده از 
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   .يدکن يسهمقا يهمساله با مقدار اول  یواقع جواب  يرو آنها را با مقاد يدکن يداپ

   .دياستفاده کن ريز  معادلهاز  یبيمماس تقرخط   کردن دايپ یبرا  است. :  يیراهنما

 
 حل 

   است. ريبه صورت ز هيجواب مساله با مقدار اولبا استفاده از 
 

   .ميدارو  يهاولل ير، با مقاد يلرروش او يقجواب از طر يبیمحاسبه تقر یبرا

 
  است.  ريبه صورت زدر  یبيخط مماس تقر   معادلهپس با استفاده از 

 
   .ميدارمعادله با 

 
   .يمدار یدر قدم بعد

 
   است. ريبه صورت ز يکنزد يبیپس خط مماس تقر

 
   .ميدار یبرادر معادله عبارت   محاسبه

 
   .يمرا دار يرپس جدول ز . يمده  یادامه م ياقس ينبه هم

  يلرجدول او

 
 

  قيدق  یعنيخط مماس  یعنيدر جدول بالا 
 هم نمودار  نيا
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 یعنيو  یبيخط مماس تقر یعنيبالا  يردر تصو
   جواب.
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٣بخش   ٢ یدوره ا ناتيتمر١٣
   .يدرا حل کن يرز يهمساله با مقدار اول - ۴٩

 
 

 حل 
که مشتق مرتبه دوم ، مثل خود تابع  يمکن يداتابع پ يک يدبا مرتبه دوم است.  يفرانسيلمدله د ينساده تر ينا

به صورت   یپس جواب کل  ند باشد.توا  یهم م٢ نيهمچن  است.١تابع  ينباشد ، ا

   است. ريز
١ ١ ٢ ٢ ١ ٢  

   .يم، دار يريماگر مشتق بگ
١ ٢  

 . ميبر  یرا بکار م هياول ريمقاد
 
 

 . ميپس دار . ميکن     یرا حل م ستميس نيا

 
  تيو در نها

 

 
 

   .يدرا حل کن يرمعادله  ز - ۵٠
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 حل 

 
  

  است.  ريبه صورت ز  یپس جواب کل
 

 
   .يدرا حل کن يرز يهمساله با مقدار اول- ۵١

 
 حل 

  . يمبر  یرا بکار م يهاول يرحالا مقاد . يمحل کرد ۵٠ ينمعادله را در تمر ينا
   .ميپس دار ميکن  یم نيجانشو  ريمقاددر معادله 

 
   .ميريبگمشتق  يداستفاده از شرط دوم ، با یبرا

 
   .مي.  ، پس دارميگذار  یرا در معادله بالا مو حالا ، 

 
  . ميپس دار . ميکن  یرا حل م يستمس

 
   است. يرپس جواب معادله به صورت ز

 
 هم نمودار  ينا

 
 

  . يدرا حل کن يرز يهمساله با مقدار اول - ۵٢

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 معادلات ديفرانسيل و کار بردها   ١٣بخش    ٣فصل  انوشـيروان صراف

327 
 

 
 حل 

   است. يربه صورت ز  یمعادله کمک

 
   هستند. يرها هم به صورت ز يشهر

 
   است. ريبه صورت ز ليفرانسيمعادله د  یپس جواب کل

 
   .يمدار يهاول يربا استفاده از مقاد

 
 است.  يربالا به صورت ز یجواب معادله ها

 
   است. ريبه صورت ز هياول ريپس جواب مساله با مقاد

 
  هم نمودار جواب.  ينا

 
 

  يرز يفرانسيلمعادله د جواب يدفرض کن  -  ۵٣
 

 .باشد  يرز یبه صورت ها
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  ينمطلوب است رانسک
 حل 

 
 

را  ريله زمعاد یجوابها  یمجموعه اساس ليتشکو که  يدنشان ده - ۵۴
   دهند.  یم

 
 حل 

  يمچون دار

 
   .يمپس دار

 
  يقطر ينبه هم

 
  . يمپس دار

 
    .ميکن  یرا محاسبه م ينحالا ، رانسک

 
 یمجموعه جوابها کي ليتشککه  ميريگ  یم جهيپس نت یاست براپس 

   دهند.  یمعادله را م
 

 . يرز يفرانسيلمعادله د یجوابها  یاساس مطلوب است مجموعه  - ۵۵

 
   يربرایز يهاول يطبا استفاده از شرا

 
  یابر يرز يهاول يطو شرا

 
 

 حل 
   است. ريبه صورت ز  یجواب کل

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 معادلات ديفرانسيل و کار بردها   ١٣بخش    ٣فصل  انوشـيروان صراف

329 
 

 پس   باشد.و بر قرار است اگر  يهاول يطو شرا

 
 را بر قرار کند ، پس  هيشرط اولاگر  يقطر ينبه هم

 
 است  ريبه صورت زو  ينچون رانسک

 
لذا جواب   دهند.  یداده شده را م يفرانسيلمعادله د یجوابها   یمجموعه اساس يک يلتابع ها ، تشک ينپس ا

  است.  ريبه صورت ز معادله   یکل
 

   است.معادله   یهم جواب کلشکل  ينو همچن
 و  ينمحاسبه رانسک

 
 

   .يدکن يدرا پ يرز يفرانسيلمعادله د  یجواب کل - ۵۶

 
  . يدو نمودار آنرا رسم کن . يدکن يداکند ، پ  یرا بر قرار م يرز يهاول يطکه شرا  یجواب ينهمچن

 
 حل 

  است.  يربه صورت ز  یمعادله کمک 

 
   هستند. يرورت زها هم به ص يشر

 
   هستند. ريبه صورت ز یپس دو جواب ها

 
 و 

 
   است. ير، که به صورت ز يدرا هم محاسبه کن يانرنسک يدتون  یم  

 
 کيرا به صورت  معادله   یتوان جواب کل  یپس ، م  .يست، صفر ن ينمسلم است که رانسک

   نوشت.وشامل   یمعادله خط
 یجوابها  یاساسمجموعه  کي دياجازه دهومختلط  رياستفاده از مقاد یاما ، بجا

پس   جواب است. کيدو جواب ، خود   یخط بيکه هر ترک ميدان  یم  .ميسيبنو  یقيحق ريرا با مقاد
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از  قيطر نيبه ا  .ميده ليتشکو   یخط یها بيترک دياجازه ده
   .ميآور  یرا بدست م ريز یمعادله هاو یمعادله ها

 
   .ميرا دار ريز ی، معادله ها  یراحت یبراو با حذف 

 
جواب معادله داده v(t)   و   u(t)که  ديستياگر مطمئن ن  . یقيحق رياست با مقادکه جواب معادله 

   کنند.  یها ، معادله را بر قرار م نيکه ا دينيو بب ديبگذاردر معادله  را  آنها ديشده هستند ، با
   .ميآور  یرا بدست م ريز جهينتو   نيبا محاسبه رانسک

 
  یدهند و م  یممعادله   یجواب کل v وابهاج  یمجموعه اساس کي ليتشکوپس 

   نوشت. ريتوان آنها را به صورت ز

 
 جهي، و نت ميگذار  یمرا در و ابتدا  يهاول یبر قرار کردن شرط ها یبرا

 شود   یم جهينتو و قرار دادن سپس با مشتق گرفتن از شود که   یم
 

  ديآ  یبدست م يتو در نها
  است.  ريبه صورت ز هيپس جواب مساله با شرط اول

 
  . يدکن  ینمودار را ملاحظه م يردر ز
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   .يدکن يدارا پ يرز يهجواب مساله با شرط اول - ۵٧

 
 حل 

  است.  يربه صورت ز یمعادله کمک  
 

  هستند.  يرصورت ز ها به يشهو ر
 

  است.  يربه صورت ز  يفرانسيلد معادله  یپس ، جواب کل
 

  . مي، پس دار ميگذار  یمرا در معادله ،  يهشرط اول ينبردن اول بکار یبرا
 

 نيبه ا . ميقرار دهو سپس  ميريمشتق بگاز معادله  يدبا استفاده از شرط دوم ، یبرا
  . ميآور  یرا بدست م ري، معادله ز قيطر

 
   .ميداردر معادله وبا بکار بردن   .ميآور  یبدست ممعادله  يناز ا

 
   .ديکن  یملاحظه م رينمودار را هم در ز است.  يهجواب مساله با مقدار اول ينا
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،  یمثلثات  یها عاملدر معادله  رشد است.نوسان درحال  کي  ، جواب که ديکن  یملاحظه م
 شينوسان افزا تيّ شود که کم  یمثبت است ، سبب م نجاي، که ا   یکنند وعامل  توان  ینوسان را مشخص م

 کند.  دايپ
 

   .ديکن دايرا پ ريمدله ز  یجواب کل - ۵٨
 

 حل 
 است.است و هستند ، پس  ها شهياست و ر  یمعادله کمک

   است. ريبه صورت ز  یجواب کل 

 
   .ديکن  یملاحظه م ريدر زدو نمونه جواب 

 
 
 

   .يدرا حل کن يرز يفرانسيلمعادله د  - ۵٩

 
 حل 

   است. يربه صورت ز  یمعادله کمک
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  است.شده   داده جواب معادله کيپس   مکرر دارد. یها يشهپس ر
  نباشد.مضرب  کيکه  ميدار اجيجواب دوم احت کيبه معادله   یکردن جواب کل دايپ یبرا
   است. ريبه صورت زمعادله   یپس جواب کل  .ميگذار  یمجلو تابع  کيکار  نيا یبرا

 
کار ،  ينا یبرا دهند.   یجواب ها را م  یمجموعه اساس يک يلدو جواب ، تشک ينکه ا يمده  ینشان م
   .يمکن  یرا محاسبه م ينرانسک

 
 لذا 

 
 آن ، معادله   یاست ، و جواب کلمعادله  یجوابها  یمجموعه اساس يک يلتشک

   است.
   .ديآ  یم يلنمونه از جواب در ذ يکنمودار 

 
 

   .يدرا حل کن يرز يهمساله با مقدار اول- ۶٠
 

 حل 
  است.  يربه صورت ز  یمعادله کمک

 
   است. ريبه صورت ز ليفرانسيمعادله د  یپس جواب کل  هستند.هم  ها يشهر

 
 . يمدار يرشرط اول به صورت ز

 
  .ميده  یقرار مو  ميريگ  یمشتق ممعادله  که شرط دوم بر قرار باشد ، ابتدا از ينا یبرا

   .ميپس دار
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  است.  ريبه صورت ز هيپس جواب مساله با شرط اول  است.پس 

 
  هم نمودار.  ينا

 
 و با بالا ، جواب  يرتصو

و فرض  ميده رييرا تغ هياول بيصورت که ش نيبه ا ميده رييرا تغ يهمساله با مقدار اول يداجاز ده
   است. ريبه صورت ز افتهي رييمساله تغ نيجواب ا  باشد. هيشرط اول نيدوم ميکن

 
 يبش يکدهد که   ینشان م نمودار  ، نمودار آن در بالا رسم شده است. يدکن  یهمان طور که ملاحظه م

کند از آن که بطور مثبت   یکه جواب ها را جدا مو  ينمقدار ب يکوجود دارد ، با  يهاول یبحران

 کند.   یرشد م  یو آن که بطور منف ابدي  یم شيافزا
 

  است.  ريجواب معادله ز کييمدان  یم - ۶١ 

 
  جواب ها.   یموعه اساسمج يکمطلوب است 

 حل 
   .ميباشد ، پس دار يمکن  یابتدا فرض م

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 معادلات ديفرانسيل و کار بردها   ١٣بخش    ٣فصل  انوشـيروان صراف

335 
 

 
   .ميو جمع کردن جمله ها ، داردر معادله کردن  ينبا جانش

 
 

دن چک کر یاست برا  یکمک خوب نيرود ، ا  یمصفر است ، همان طور که انتظار  يبحالا که ضر
  ميکه انجام داد یجبر اتيعمل

 .  ميدار یو حل کردن براها در معادله  ريمتغ کيبا تفک

 
 پس 

 
 و لذا 

 
اما جمله اول ،   .ميحذف کن ميتوان  یاست و ممضرب  کيجمله دوم سمت راست معادله 

 است. ريبه صورت زو نيکه رانسکتوان نشان داد   یم  .است ديجواب جد کي

 
   دهند.  یرا ممعادله  یجواب ها  یمجموعه اساس کي ليتشکو يجهدر نت

 
   .يدکن يداپ يرمعادله ز یبرا یجواب خصوص يک- ۶٢

 
 حل 

 باشد.که  ی، بطور ميکن دايپتابع  يک يمخواه  یم
مختلف در کتب مختلف  یشما با نماد ها يی، صرفا بخاطر اشتنا ميداده ا ريياگر نماد ها تغ ميگفته ا مکر  

   هستند. ريمتغ کي شيهر دو نماو پس  است. 
است که  نيراه ا نيتر یکند ، منطق  یم ديز تول، با یري، خودش را در خلال مشتفق گ يیچون تابع نما

  یعني  باشد.از   يیمضرب ها ميفرض کن
 

   .ميده  یرا انجام م ريمحاسبات زکردن  يداپ یبرا  .يمرا مشخص کن يدکه با

 
   .ميپس دار  .ميگذار  یم ها را در معادله  ينا

 
 ريبه صورت ز یجواب خصوص کي تيو در نها  است.لذا 

   است.
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   .يدکن يداپ يرمعادله ز یبرا یجواب خصوص يک - ۶٣

 
 حل 

و کردن در معادله  نيبا جانش  باشد. ميکن  یفرض م۶٢ ينبر اساس تمر
   .ميجابجا کردن جمله ها ، دار

 
  يا

 
 
 دو نقطه مشخص مانند  یبرا ديبا پس  ها بر قرار باشد.تمام  یبرامعادله  يمخواه  یم

  یم ليتبدوبه دو نقطه ، معادله  نيدر ا  بر قرار باشد. و 

که معادله  یوجود ندارد ، بطور یبرا یانتخاب چيه ديگو  یمتضاد ، م یدو معادله ها نيا  شود.
فرض  یعني نيا  .ميکرد دايبود که پ یحد اقل نيا  بر قرار باشد.ودو نقطه  نيدر ا

، در فرض اول ما ،  ديگو  یبه ما ممعادله ، در  نوسيظهور جمله کس  ما مناسب نبوده است. اول
  ميي، بگو یعني  .ميضافه کنهم ا نوسيجمله کس ديبا

 
   .ميپس دار  . ميکن دايرا پو ،  يدحالا با

 
   .ميپس دار  .ميگذار  یمها را در معادله  ينا

 
پس   .ميکن  یرا با هم جور م نوسيو کس نوسيس یها بيبر قرار باشد ، ضرکه معادله  ينا یبرا

   را بر قرار کنند. ريز یمعادله ها ديباو 
 

   است. ريبه صورت ز یلذا جواب خصوص  است.وپس 

 
است ،  یچند جمله ا يککه طرف راست معادله ،  یتواند هنگام  ی، م يمبکار برد ينتمر ينکه در ا  یروش

  يممثلا اگر داشته باش  بکار برده شود.

 
   .يمرا داشته باش يرتوان فرض ز  یم
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   .يدکن يداپ يرمعادله ز یبرا یجواب خصوص يک - ۶۴

 
 حل 

  یعني.باشد  نوسيو کس نوسيس  یخط بيترک کيو مضرب  يمکن  یفرض م ينجاا 

 
   .مياما به هر حال دار است.  دهيچيپ  یکم نجايا یجبر اتيعمل  

 
 و 

 
 را بر قرار کنند.  ريز یمعادله ها ديباو پس ،   .ميکن  یم نيجانشها را در معادله  نيا

 
   است. ريبه صورت ز یپس جواب خصوص  است. وپس 

 
 

   .ديکن دايپ ريمعادله ز یبرا یجواب خصوص کي - ۶۵

 
 حل 

   .ميپس دار  .ميکن  یم ميسقسمت تقچند را به سمت راست معادله 

 

 
 

به معادله  یپس جواب خصوص . ميکتد دايپ۶٢،۶٣،۶۴ ناتيمعادله ها را در تمر نيا یجوابها
  است.  ريصورت ز

 
 

  . ديکن دايپ ريمعادله ز یبرا یجواب خصوص کي - ۶۶

 
 حل 

  باشد.  ريبه صورت ز یجواب خصوص کي ميکن  یفرض م
 

  . ميپس دار

 
   .ميپس دار  .ميکن  یم نيجانشها را در معادله  نيا
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به صورت معادله  یجواب خصوص کي،  تيو در نها است. لذا پس 

   است. ريز

 
 

 ،در   است ريز ليفرانسيجواب معادله د کي٣ دينشان ده  - ۶٧

١  
 حل 
   .ميکن  یرا محاسبه مپس مشتق  داده شده را بر قرار کند.  ليفرانسيمعادله د ديکار با نيا یبرا

١ ٣  
 ليفرانسيرا در معادله دو شده.  ، پس  فياست و هم تعر وستهيهم پمعادله بالا در 

   .ميگذار  یداده شده م
١ ٣ ٣ ١ 

١ ١ 
  نشان داده شد. 

 
٢ دينشان ده - ۶٨ ٣ ۵  ،در   است ريز ليفرانسيجواب معادله د کي۴

٢

٢
٧ ١٢  

 حل 
  . ميکن  یمشتق ها را محاسبه م

۶ ٣ ٢ ۴  
١٨ ٣ ٨ ۴  

  . ميگذار  یها را در معادله داده شده م نيا
١٨ ٣ ٨ ۴ ٧ ۶ ٣ ٢ ۴ ١٢ ٢ ٣ ۵ ۴  

١٨ ٣ ٨ ۴ ۴٢ ٣ ١۴ ۴ ٢۴ ٣ ۶ ۴  
١٨ ۴٢ ٢۴ ٣ ٨ ١۴ ۶ ۴  

٣ ۴  
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 نه؟  اياست  ريپذ کيتفک ريز ليفرانسيمعادله د ايا - آ۶٩

٣ ٢ ٢  
 حل 

 چون 

 
  است.  ريپذ کيپس معادله داده شده تفک

 
 نه؟ اياست  ريپذ کيتفک ريز ليفرانسيمعادله د ايا   -٧٠

٣  
 حل 

 چون 

 
   .ستين ريپذ کيپس معادله داده شده تفک

 
   .ديکن دايرا پ ريز ليفرانسيمعادله د  یجواب کل - ٧١

 
 حل 

 چون 

 
   .مياست ، پس دار ريپذ کيباشد ، پس مدله تفک      ميکن یاست و فرض م
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   توان نوشت.  یحالا ، م  ه است.معادله داده شد یبرا یحيتلو  یجواب کل کيمعادله آخر 

 

  اي

 
 

 ديکن دايرا پ ريز ليفرانسيمعادله د  یجواب کل -  ٧٢

 
 حل 

   .ميچون دار

 
  . ميدار لذا  است. ريپذ کيپس معادله تفک
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 ديکن دايرا پ ريز ليفرانسيله دمعاد  یجواب کل -  ٧٣

 
 حل 

  ميچون دار

 
   .مياست ، لذا دار ريپذ کيپس معادله داده شده تفک

 
   توان نوشت.  یحل م  است. یحيتلو  یکل جوان نيا

 

  اي
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 ديکن دايرا پ ريز ليفرانسيمعادله د  یجواب کل -  ٧۴

 
 حل 

  . ميچون دار

 
  . ميباشد ، دارکه   یدر صورت

 
    کرد. دايرا پ حي، جواب صر  یقبل ناتيتوان مطابق تمر  یم  است. یحيمعادله آخر جواب تلو

،
 

   .ميدار تيپس در نها

 
 

 ديکن دايرا پ ريز ليفرانسيمعادله د  یجواب کل -  ٧۵

 
 حل 

  . ميچون دار

 
 پس 
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   است. ليفرانسيمعادله د  یمعادله آخر ، جواب کل

 
 ديکن دايرا پ ريز ليفرانسيمعادله د  یجواب کل -   ٧۶

 
 حل 

  . ميدار چون

 
  ميو اگر فرض کن

 
   .ميباشد ، پس دار

 

 
 

 ديکن دايرا پ ريز ليفرانسيمعادله د  یجواب کل -   ٧٧

 
 حل 

 . ميچون دار

 
 پس 
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 ديکن دايرا پ ريز ليفرانسيمعادله د  یجواب کل -    ٧٨

 
 حل 

  ميچون دار

 
 باشد ، پس  ميو اگر فرض کن

 
 نه  ايهمگن است  ريز ليفرانسيمعادله د اي، آ ديمشخص کن  -  ٧٩

 
 حل 

   نوشت. ريصورت ز توان به  یچون معادله داده شده را م

 
 داده  شده ، همگن است. باشد ، لذا معادلهکه  یدارد ، بطور وجودتابع  کيپس 
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 نه  ايهمگن است  ريز ليفرانسيمعادله د اي، آ ديمشخص کن  -  ٨٠

 
 حل 

 توان نوشت   یچون م

 
 داده  شده ، همگن است باشد ، لذا معادلهکه  یدارد ، بطور وجودتابع  کيپس 

 
 نه  ايهمگن است  ريز ليفرانسيمعادله د اي، آ ديمشخص کن  -  ٨١

 
 حل 

  ميچون دار

 
،  ليفرانسيمعادله د نيباشد ، پس اکه  یبطور ميکن دايپتابع  کي توان   یچون نم

   .ستيهمگن ن
 

 ديکن دايرا پ ريز ليفرانسيمعادله د  یجواب کل -    ٨٢

 
 حل 

  رايز داده شده ، همگن است.  ليفرانسيمعادله د

 
 باشد ، پس  ميکن  یحالا ، فرض م
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  . ميريگ  یانتگرال م

 
  . ميگردان  یم را بر ینيجانش

 
 

  . ديرا حل کن ريز هيمساله با مقدار اول -  ٨٣

 
 

 حل 
  . ميدار

 
 پس   باشد. ميکن  یفرض م  پس معادله داده شده ، همگن است.

 

 
   .ميريگ  یانتگرال م
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   .ميگردان  یرا بر م ینيجانش

 
  . مي، دار هيمقدار اولبا استفاده از 

 
  ینعي

 
  جهيدر نت

 

 
 

   .دينه. اگر کامل است ، آنرا حل کن ايمعادله داده شده کامل است  ايآ دي، مشخص کن ريز نيدر تمر - ٨۴

 
 حل 

  نه.  يامعادله کامل است  ين، ا ينيمبب يدابتدا با

 
 

 چون 
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  داده شده ، کامل است.  يفرانسيلمعادله د يريمگ  یم يجهاست ، پس نت

 ،  ينا علاوه بر

 
 و 

 
 

   .يمحالا ، دار

 
 پس 

 
 و لذا 

 
  يجهدر نت

 
 و 

 

 

 
  است.  ير، به صورت ز يفرانسيلمعادله د ينا  یپس جواب کل
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   .يدرا حل کن يرمعادله ز - ٨۵
 

 حل 
 کند.  یقرار م داده شده را بر ليفرانسيمعادله دو توان چک کرد که   یم  یبه اسان

   است. معادله  نيا  یپس جواب کل 
 

   .ديرا حل کن ريمعادله ز - ٨۶

 
 حل 

   .يمدار  یکمک معادله

 
  هستند.  يربه صورت زها  يشهپس ر

 
   .يتدر نها

 
 

   .ديرا حل کن ريمعادله ز - ٨٧

 
 حل 

   است. يرزمعادله همگن مربوطه به صورت 
 

   هستند. يرها به صورت ز يشهو ر  یمعادله کمک
 

 پس 
 

 
   است. ريجواب معادله همگن ز کيکه  يدانيمم - ٨٨

 
   .يدرا حل کن يراطلاعات ، معادله نا همگن ز ينبا ا

 
 حل 

   .ميدارکه  يقتحق ينبا استفاده از ا
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 پس   

 
  . يم، دار يناز ا

 
 پس 

 
   است. يربه صورت ز  یو جواب کل

 
 

  . يدرا حل کن يرمعادله ز - ٨٩
 

 حل 
  . يمدار  یمعادله کمک

 
 

 
 پس 

           
 . يمکن  یحالا فرض م

 
 پس 

          
   .يمپس دار

 
   .يمپس دار  .يمکن  یم يسهها را با هم مقا يبضر
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 لذا 

 
 و 

 
 

  . يدحل کن را يرمعادله ز   - ٩٠

 
 حل 

 
 

 
 

  . يمکن  یحالا فرض م
 

 پس 

 
 پس 

 
   .يمکن  یم يسهها را مقا يبضر

 
 لذا 

 
  است.  يربه صورت ز  یو جواب کل
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  . يدرا حل کن يرمعادله ز   -٩١

 
 حل 

 
 
 

 
  يمکن  یحالا ، فرض م

 
 پس 

 
 

 لذا 

 
   .يمکن  یم يسهها را مقا يبضر

 
 پس 

 
   یجواب کلو 

 
 

  . يدرا حل کن يرمعادله ز  – ٩٢

 
 حل 

 
 

 
 

   .يمکن  یفرض م
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 پس 

 
 

 لذا 

 
   .يمکن  یم يسهها را مقا يبضر

 
 پس 

 
  است.  يربه صورت ز  یو جواب کل

 
 

  . يدرا حل کن يرمعادله ز  –٩٣

 
 حل 
    .کي بشود بي، ضر ميکن  یم ميتقس٢را بر  ينطرف
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 پس 

 
 

  . يدرا حل کن يرمعادله ز  - ٩۴

 
 حل 

   .يستن مشکل چرا.  يدکن يداپ يدکن   یسعاست.  يربه صورت ز  یجواب  عموم

 
  . يمپس دار

 
   است. يردو تابع به صورت ز ينرانسک

 
  . يمدار یجواب خصوص
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   است. يربه صورت ز  یجواب کل

 
 

  . يدا حل کنر يرمعادله ز  -٩۵

 

 
   .ميکن ميتقسرا بر  ينطرف يدبا

 
   است. يرجوابها به صورت ز  یمجموعه اساس ينرانسک

 
  است.  يربه صورت ز یجواب خصوص
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  است.  يربه صورت ز  یجواب کل

 
   .يدکن يدارا پ يرز يهدامنه جواب مساله با مقدار اول -  ٩۶ 

 
 حل 

   .يسيمنو  یاستاندارد م ابتدا مدله را به صورت

 
   شده هستند. يفتعر يرمعادله در دامنه ز یها يبضر

 
 ريز ی، جواب در بازه ها یعني  شده نباشد. فيتعر اياست در  پس جواب ، ممکن

   شده است. فيتعر
يا يا  

 دامنه  جواب  پس است. در  يهشرط اولچون 
 

   است.
 

   .يدرا حل کن يرز يهمساله با شرط اول – ٩٧

 
 حل 

   .يمکن  یرا حل م  یابتدا معادله کمک - ١

 
  هستند.  يرها به صورت ز يشهر

 
   .يسيمنو  یرا م  یجواب کل - ٢

   است. ريبه صورت ز  یلمستقل هستند ، پس جواب ک یجواب هاو   یتابع ها

 
   .يمبر  یرا بکار م يهاول يطشرا - ٣

 
  . يدهنددو معادله به ما م يهاول يطپس ، شرا
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 . ميداراز معادله 

 
   .مي. پس دارميگذار  یمدر معادله 

 
 پس 

 
 

  است.  يرداده شده ، به صورت ز يفرانسيلمعادله د یلذا ، جواب خصوص

 
   ها.  نمودار جواب هم ينا

 
 
 

   .يدرا حل کن يرز يهمساله با شرط اول - ٩٨

 
  لح
 مضاعف دارد.  یها يشه، ر  یمعادله کمک - ١
 . يسيمنو  یرا م  یجواب کل - ٢

 
   .يمبر  یرا بکار م يهاول يطشرا - ٣

  دهد.   یرا م يرشرط به ما معادله ز يناول

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 معادلات ديفرانسيل و کار بردها   ١٣بخش    ٣فصل  انوشـيروان صراف

358 
 

 
   .يمپس دار

 
   .يمبعد دار

 
   .يمکن  یم ينجانش

 
  است.  يربه صورت ز یجواب خصوص

 
   هم نمودار. ينا

 
 

   .يمرا حل کن يرز يهمساله با شرط اول - ٩٩

 
  لح
   .هستند ريز تصور هب  یکمک همعادل یها هيشر - ١

 
   .يسيمنو  یم ار  یکل بجوا - ٢

 
   .يمبر  یم ربکا ار هياول طيشرا - ٣

 
  سپ  .دهد  یم ام هب  یيعن هياول طشر نياول
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   .است ريز تصور هب رنمودا و یخصوص بجوا  .ميآور  یم تبدس سپ

 

 
 

   .يدکن ايدپ ار ريز همعادل  یکل  جواب - ١٠٠

 
  لح
  هک ديکن  یم هملاحظ  .يمکن  یم ايدپ ،  يشیآزما بجوا کي یها بيضر - ١

 
   .باشد ريز تصور هب  يشیآزما بجوا کي ميکن  یم رتصو سپ .است مدو هدرج یا هجمل دچن کي

 
   .يمدار

 
   .ميباش هداشت راگ تاس یخصوص بجوا کي سپ  .باشد یمساو ديبا بالا یابرو نيا

 
   .يمده  یم رقرا یمساو نيطرف رد ار اه بيضر

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 معادلات ديفرانسيل و کار بردها   ١٣بخش    ٣فصل  انوشـيروان صراف

360 
 

   .ميدار مسو  معادله اب  .دهد  یم ام هب . نيدوم  .دهد  یم ام هب همعادل نياول

 
   .است ريز تصور هب یخصوص بجوا سپ

 
  ريز نهمگ همعادل حالا

 
   .است ريز بجوا یدارا

 
 

   .يسيمنو  یم ار  یکل بجوا . حالا
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