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 فصل دوم   
 مرتبه اول  يفرانسيلمعادلات د

First Order Differential Equations 
 بخش اول 
   یمعادلات خط

Linear Equations  
 يفرانسيلمعادله د ينتر  یکل . يمکن  یمرتبه اول صحبت م  يففرانسيلفصل در مورد حل معادلات د يندر ا

  نوشت.  يرتوان به صورت ز  یمرتبه اول را م

١  

٢بخش     یمعادلات خط١
مرتبه اول   یخط يفرانسيل، معادله د يمده  یمرتبه اول که مورد بحث قرار م يفرانسيلنوع معادلات د يناول

نوع  ينا  یکل حل یفرمول برا يک يمتوان  یمعادلات مرتبه اول ، م يشترحالت ، بر خلاف ب يندر ا  است.
بلکه مراحل بدست   .يداما فرمول را از بر نکن  .يمده  یانجام م يرکار را در ز ينا  .يمکن يدامعادله ها پ

   .يدآوردن فرمول را بخاطر بسپار
که در  يدبخاطر داشته باش  حل کرد. يدمرتبه اول را چگونه با  یمعادله خط يک ينيم، بب يدپس اجازه ده

   است.حل ، به شکل  يکبه  يدنرسحل معادله ، هدف ،  يانجر
پس اگر   .ميشروع کن ريبه شکل ز یليفرانسيبا معادله د ديبامرتبه اول ،   یمعادله خط کيحل  یبرا

 کند.   ی، کار نم ميده  یمورد بحث قرار م ريکه در ز ینباشد ، مراحل ريبه شکل ز ليفرانسيمعادله د

١  

 تابع کيکه  دياوريبخاطر ب  هستند. وستهيپ یتابع هاو هم بالا ، هم ١در فرمول 
 یرو که لازم نباشد ، قلم را از یبطور مياست اگر بتوان نمودار آنرا از چپ به راست رسم کن وستهيپ

   نباشد. یشکستگ   اي یآن سوراخ یرو است ، اگر وستهيپ تابع کي،  گريد به عبارت  .ميبردار کاغذ
  Integrating Factor یريعامل انتگرال گبنام  يیتابع جادو کي ميکن  یحالا ، فرض م

   .ديد ميبعداً خواه  و از کجا آماده است. ستيتابع چ نيکه ا ديفعلا نگران  نباش  دارد. وجود
 

  درجه اول است.  یخط ليفرانسيحل معادله ها د یبرا یفرمولبدست آوردن  قيطر ريقسمت سبز رنگ ز
    .ديآنرا نخوانده  و از آن صرفنظر کن ديتوان  یم
 

   .ميپس دار  کند.  یضرب م١را در شماره   زيچهمه که   ميکن  یمپس ، حالا فرض 

٢  

را بر  ريهر چه باشد ، معادله ز ميکن  یفرض م  .ستيچ يیشود کار جادو  یلا معلوم محا
 کند.   یقرار م

٣  
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 ميهمان طور که خواه  کند. را بر قرار٣تا شماره   .ميکن دايکجا پ ديرا با ديباز هم نگران نباش

  یم٢ را در شماره٣ شماره پس ، ميکن دايپ ميتوان  یباشد ، م وستهيپ، اگر  ديد
  .ميگذار

۴  

   .ستين ريبجز قانون ضرب ز یزيچ۴شماره  چپ که سمت ميدرک کن ديحالا با

 

 شود.   یم۴پس شماره   .ميعوض کنقاعده ضرب  نيرا با ا۴پس سمت چپ 
۵  

فقط   .ميانجام ده یدر مورد آن کار ميتوان  ی، پس حالا م ميگرد  یمدنبال    ميگفت که  ديفراموش نکن
   .ميريانتگرال بگ نيزم است از طرفلا

 

۶  

   .ميآور  یجواب غلط بدست م نصورتيا ريبآشد ،در غ ديبالازم به تذکر است که عدد ثابت انتگرال 
   .ديآ بدستتا جواب   ميده انجام یجبر اتياست که چند عمل ني، ا ميانجام ده ديکه با یکار نيآخر

 

 

 را به مثبت   یمنفعلامت  ميتوان  یعدد نا شناخته است ، پس م کيکه عدد ثابت انتگرال  ميدان  یم
   .ميدار لذا  .ميده رييتغ

٧  

 ساده کار  .ستيچ يیجادو تابع نيا مينيبب ديحالا با  .ميآورد را بدست١شماره   یپس جواب کل
   .ميکن  یشروع م٣با شماره   است. یا

 
   .ميکن  یم ميتقسرا بر  ينطرف

 

   .ستين ريز بجز مشتق یزيچ بالا رابطه چپ سمت ، ميخوانده ا حسابان آنچه در بر اساس
 

   .ميريگ  یم انتگرال نياز طرف
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راست  در طرف  آنرا مثبت پس شناخته است ، نا عدد کي انتگرال عدد ثابت چون ، ميکه گفت طور همان
   .ميسينو  یم

  یعني  .ميسينو  یم يینما به صورت را آخر حالا معادله
 

 پس 
 

  ميدار اتينه و در
 

  نيهمچن رايز
آنرا هم  ميتوان  یم و استعدد ثابت نا شناخته  کيهم عدد ثابت ناا شناخته باشد ، پس  کياگر 

   .ميپس دار  .ميبنام
٨  

 یريعامل انتگرال گ یفرمول برا کي نيو همچن  .ميدار٧شماره   یحل کل یفرمول برا کيپس حالا 
اعداد  نيو هر چه ا  .ميشناخته داراست که دو عدد ثابت ناا نيو آن ا  .ميدار مشکل کي اما٨شماره 

   از آنها حذف شوند.  یکيکه  ميکن دايپ  یراه ديپس با  شود.  یم شتريباشند ، مشکل ما ب شتريب
  یثابت را  مجددا مرتب م  و سپس اعداد  .ميکن  یم نيجانش٧را در ٨ابتدا  است.   یکار اسان نيا

   .ميکن

 
پس چون   کسر نشان داده شوند. کينوشت ، که هر دو به صورت  یطور توان  یرا م٧پس شماره 

   .مينام  یمکسر را فقط  هستند ، پس نا شناخته ثابت هر دو اعدادو 

٩  

 در فرمول بالا 
١  
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   .ديخوب به خاطر بسپار ديقسمت مهم است با نيا
 Solution Processمراحل حل 

  یعني  .ديسيبنو١صورت شماره  را به ليفرانسيمعادله د - ١

 
   است. ريمطابق ز یريانتگرال گ   عامل.ديکن دايپ را یريعامل انتگرال گ - ٢

 
 شود. نوشتهبه صورت  چپ سمت ديمطمئن شو، و  ديضرب کن را در ينطرف - ٣
   .ديريانتگرال بگ نياز طرف - ۴
  .ديحل کن  یآنرا برا - ۵

 یسيباشد ، از حروف و اعداد انگل یاعداداعشاربه  اجي، احت یرو شيپ یمعادله ها هرگاه  :توجه
   .دياين شيدر نوشتن و خواندن پ  یشود ، تا مشکل  یاستفاده م

 ١مثال 
   .ديکن دايرا پ ريز ليفرانسيجواب معادله د

 
 حل 

   .يسيمبنو يحرا به صورت صح يفرانسيللازم است معادله د

 

   است. ريمطابق ز یريعامل انتگرال گپس   است.که  ديکن  یملاحظه م
 

   .ميرا حذف کن  ثابت عدد ميتوان  یم٨ماره ش ليبه همان دل    است.
   .ميکن  یضرب م یريرا در عامل انتگرال گ ليفرانسيمعادله د یحالا تمام جمله ها

 
 

   .ميريگ  یانتگرال م نياز طرف

 

 
   .ميکن  یکيرا  آنها یعني ، ميعدد ثابت را بدهدو  بيترت ديحالا با

 
 

   .ميکن  یم  ميتقسرا بر  نيطرف مرحله آخر ،
 

 یراستا ايراستا  دانيم نديگو  یم ريتصو نيا به  .ديتوجه کن ريز ريبه تصو  مختلف  ريمقاد یبرا
  Direction Field   دانيم
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 ١مثال  يفرانسيلمعادله دراستای ميدان 

 
 

 
 

١که در بخش  يدبخاطر دار توجه  ريحالا به مثال ز  .ميصحبت کرد هيدر مورد مساله با مقدار اول١
   .ديکن
 

 ٢مثال 
   .ديرا حل کن ريز هيمساله با مقدار اول

 

  یعني  .ميانجام داد١کار را در مثال  نياما ا  .ميرا بدست آور ليفرانسيمعادله د  یجواب کل ديابتدا با
   .ميدار را ريمطابق ز  یکلجواب 

 
شرط  ديکار ، فقط با نيا یبرا  .ميکن دايراپمقدار  ديبا ، ميکه بدنبال آن هست  یکردن جواب دايپ یبرا
   .ميحل کن یو آنرا برا ميرا در معادله بگذار هياول

 
   است. يرمطابق ز يهمساله با مقدار اول یبرا یپس جواب واقع

 
   .ديکن  یملاحظه م ليرا در ذنمودار 
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 نمودار 

 
 

 ٣مثال 
   .يدرا حل کن يرز يهمساله با مقدار اول

٢ ٣ ١
۴

٣ ٢
٢

 

 حل 
را  ينکار طرف ينا یبرا  باشد. يکمشتق  يبکه ضر ی، بطور يمکن يسیرا باز نو يفرانسيلمعادله د يدبا

   .ميدار پس   .ميکن  یم ميتقسبر 
٢ ٣ ١

 

٢ ٢  
 .ميکن دايرا پ یريعامل انتگرال گ ديحالا با

= 
  رايز

١  

١١  
   .ميکن  یضرب م یعني یريدر عامل انتگرال گ را  نيطرف

٢ ٢ ٢  
٢ ٢  

   .ميريگ  یانتگرال م نياز طرف

٢ ٢  

٢ ٢  
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١

٢
٢  

   .ميکن  یحل م یحالا برا
١
٢

٢

 

١

٢
٢  

١

٢
٢  

   شود. دايپتا مقدار  ميبرا  یم  بکاررا  هيشرط اول تيدر نها

٣ ٢
۴

١

٢ ۴ ٢ ۴ ۴
 

٣ ٢
٢

٢

٢

٢
 

٧ 
 است.  ريمطابق ز  یواقعپس جواب 

١

٢
٢ ٧  

   .ديکن  یهم نمودار ملاحظه م ليدر ذ
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 ۴مثال 

    .يرز يهمطلوب است جواب مساله با مقدار اول

٢ ٢ ١ ١
١

٢
 

 حل 
     .ميکن  یم ميتقسرا بر  نيپس طرف  باشد. کيفقط  يبضر يدابتدا با

٢
١

١
 

   .ميکن دايرا پ یريعامل انتگرال گ ديحالا با
٢ ٢

١

٢  
 بي، ضر تميجلو لگار ديبا راي، ز ميبکار بر ميتوان  یرا نم١١.   اما شماره ميرا ساده کن ديبا
   .ميکه داشت ديبخاطر آور پس باشد.  ، کي

 
   .ميکن  یساده م ريز قيطر به یريانتگرال گ بيپس ضر

٢ ٢ ٢ ٢ 
 ميتوان  ینم  شهيهم ندياما دقت ک  .ميرسان  یم٢توان  را به راي، ز مينماد قدر مطلق را حذف کرد نجايا

   بماند. ديمعمولاً نماد قدر مطلق با  .ميداشته باش یقانون اي و ليکه دل ني، مگر ا ميحذف کن قدر  مطلق را
که  ديباش توجه داشته  .ميضرب کن یريگ در عامل انتگرال یعنيشده را  یسيباز نو حالا ، معادله

   بکار برد. توان  ینم را را  یاصل ليفرانسيد معادله 

٢
٢

٢ ١
١

 

٢ ٢ ٣ ٢  
٢ ٣ ٢  

   .ميريگ  یتگرال مان نياز طرف
٢ ٣ ٢  

١

۴
۴

١

٣
٣

١

٢
٢  

١

۴
٢

١

٣

١

٢ ٢
 

   .ميکن  یم دايرا پمقدار  ، هيبا بکار بردن شرط اول اتيو در نه
١

٢
١

١

۴

١

٣

١

٢

١

١٢
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    است. ريز   جواب مطابق پس
١

۴
٢

١

٣

١

٢ ١٢ ٢
 

 نمودار  هم نيا

 
 
 

 ۵مثال 
   .يرز يهاست جواب مساله با شرط اول مطلوب

٢ ۵ ٢ ٣ ۴ ۴
٣

٢
۴ 

 حل 
   شود. یسيباز نو حيبه صورت صح ليفرانسيتا معادله د ، مينک  یم ميتقسرا بر  نيابتدا طرف

٢
۴ ٢ ٢ ۴ ٣  

 . ميکن دايرا پ یريعامل انتگرال گ ديحالا با
٢

٢  
   .ميکن  ینماد قدر مطلق را حذف م۴مانند مثال 

٢ ٢ ٢ ٢ 
   .ميکن  یضرب مدر  یعنيشده  یسيباز نو  ليفرانسيد حالا معادله

٢
٢

٢ ۴ ٢ ٢ ۴ ٣  

٢ ٢ ٢ ١ ۴  

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 معادلات ديفرانسيل و کار بردها  ١بخش    ٢فصل  انوشـيروان صراف

42 
 

   .ميريگ  یل مانتگرا نيطرف از
٢ ٢ ٢ ١ ۴  

٢ ٢ ١ ۴  

١

٢
٢ ٢

١

٢
٢

١

۴
٢ ٢ ٢  

١

٢
۴ ٢

١

٢
٣ ٢

١

۴
٢ ٢ ٣ ٢ ۴ ٢ 

   .ميکن  یم دايرا پمقدار  هياستفاده از شرط  اول با

 
   است. ريپس جواب مطابق ز

 
 هم نمودار  ينا
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 ۶مثال 

اگر که  یممکن جواب ، هنگام یو سپس تمام رفتار ها يهمطلوب است جواب مساله با مقدار اول
   .ديکن را مشخص یوابستگ نيا دارد به مقدار  یرفتار بستگ نيا

٢ ۴ ٣  
 حل 

   .کيبشود  بيضرتا  ،  ميکن  یم ميتقس٢در بر  نيابتدا طرف
١

٢
٢ ٣  

   .ميکن  یم دايرا پحالا 
١
٢ ٢ 

  .ميکن  یضرب مدر  رارا  نيطرف

٢
١

٢
٢ ٢ ٣  

٢ ٢ ٢ ٣  

   .ميريگ  یانتگفرال م نياز طرف

٢ ٢ ٢ ٣  

٢۴

٣٧
٢ ٣

۴

٣٧
٢ ٣  

٢۴

٣٧
٣

۴

٣٧
٣ ٢ 

 
 .ميکه مقدار آنرا ندار است ،شرط شامل  نياما ا ، ميرا بکار بر هي، شرط اول ديباکردن  دايپ یبرا

 ٢۴

٣٧

٢۴

٣٧
 

 
   است. ريمطابق ز پس جواب

 

 
 

  یم تينها  یطرف ب  به شهيهم يیتابع نما  کند.  یم ليمکه  یبه رفتار جواب هنگام  یحالا نگاه
جواب  ررفتاريجدول ز  در  دارد. بيبه علامت ضر یاما بستگ  رود.  یمکه  یرود هنگام
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   دهد.  یرا نشان م ريمقاد تمام   یابر دردرازمدت
 دامنه رفتار جواب هنگامی که

  
  ثابت است

  
   شود.  یم يدهد يررفتار در نمودار ز

 
 

   .مينمشخص کجواب و  نيرابطه ب ميتوان  یم ميدان  یمو  نيحالا که رابطه ب
 دامنه رفتار جواب هنگامی که

 ٢۴

٣٧
 

٢۴ ثابت است

٣٧
 

 ٢۴

٣٧
 

   شود.  یم يدهد يررفتار در نمودار ز
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٢ يناتتمر ١ 
  یآوار ادي

   نوشته شود. ريبه صورت ز ديمعادله با

 
  است.  ريمطابق ز یريصورت عامل انتگرال گ نيدر ا

 
  . ديرا حل کن ريز ليفرانسيد یمعادله ها

١ ٣ ٢ ۶ ٢ 

٢ ٢ ١ ١ ٢  
٣ ١  
۴  
۵  

۶ ٢ ، ٢ 

٧ ٢  
٨ ٢ ۴ ٢ ٢  
٩  
١٠ ٢  

١١ ٣  

١٢ ٢ ٣ ١  
 

که  دينشان ده - ١٣
٣

٣

٨

٣
٢ هيجواب مساله با مقدار اول ١ ١ ۴ 

  است. 
  IVP for Newton’s Law of Cooling وتنين ديقانون تبر یبرا  هيمساله با مقدار اول -  ١۴

   .ديريدر نظر بگ وتنين ديتبرقانون  یبرا هيمثال مخصوص مساله با مقدار اول نيا
٢ ٢۵ ۴  

    .ديمساله بحث کن نيا یدر مورد جواب ها
 

  . ديحل کن ررايز ليفرانسيمعادله د - ١۵
١

٢

١

٢
٣ 
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گذرد را   یم١که نمودار آن از نقطه  یو جواب مخصوص ديسپس نمودار چند جواب را رسم کن
  . ديرسم کن

 
   .ديرا حل کن ريز ليفرانسيدمعادله - ١۶

٢ ۴  
  . ديبحث کنکه  ی، و در مورد جوابها هنگام ديچند جواب را رسم کن

 
  . ديرا حل کن ريز هيمسلله با مقدار اول -  ١٧

٢ ۴ ٢ ١ ٢ 
 

 پاسخ 
  . ديرا حل کن ريز ليفرانسيد یمعادله ها

١ ٣ ٢ ۶ ٢ 
 حل 

  یعنيبه صورت دلخواه  است ، معادله 

 
 است و نه مستقل  ريمعادله متغ نيکه در ا ديتوجه دار

  است.  ريمطابق ز یريو لذا عامل انتگرال گ
٣ ٢ ٣ 

را در  معادله نيطرف
٣

   .ميپس دار  .ميکن  یضرب م
٣

٣ ٢ ٣
۶ ٢ ٣ 

٣
۶ ٢ ٣ 

  . ميريگ  یانتگرال م نياز طرف
٣

۶ ٢ ٣  

٣
۶ ٢ ٣

٢
٣  

٢
٣ 

 : حيتوض
۶چرا  ٢ ٣

٢
٣

 .ميکن  یعمل م ینيجانش قي، از طر رايزاست؟ 
٣پس   باشد.٣ ميکن  یفرض م  ست ، پس ا٢

١

٣ ٢
 لذا    است.
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۶ ٢ ٣
٢ ٢  

  ميدار تيپس در نها ٣ ميچون فرض کرد

۶ ٢ ٣
٢

٣  

 
   

٢ ٢ ١ ١ ٢  
 حل 

 بيضر ديبا یبه عبارت  تا معادله به صورت استاندارد بشود. ميکن  یم ميتقس٢در بر  نيابتدا طرف
   .ميپس دار  باشد. کي

١ ١
٢

 

  یريگپس عامل انتگرا ل 
١

 
  . ميکن  یب مضردر معادله  نيطرف

١
 

١
 

   .ميريگ  یانتگرال م نياز طرف
١

 

 

١ هيچون شرط اول    .ميپس دار .است ٢

٢
١

١
 

  هيمقدار  اول لذا جواب مساله با
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٢
 

  ريز ريتصو  است.

 
٣ ١  

 حل 
عامل   است.١پس  است. به صورت استاندارد  ليفرانسيمعادله د

   .ميکن  یم دايرا پ یريانتگرال گ
١  

   .ميکن  یضرب م یريرا در عامل انتگرال گ نيطرف
 

 
    .ميريگ  یانتگرال م نياز طرف

 

 

١ ١  
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۴  
 حل 

را  یريگ حالا عامل انتگرال  است.١پس .  ميسينو  یبه صورت استاندارد م
  . ميکن  یم دايپ

١  
   .مي.  پس دارميکن  یضرب مرا در  نيطرف

 
 

   .ميريگ  یانتگرال م نياز طرف

 

 
   .ميکن  یم ميتقسرا بر  نيطرف

١  
 . ميريگ  یاست؟ انتگرا ل جز به جز مچرا 

 

 
١  

 پس 
    

 
۵  

 حل 
 صورت به  داده شده را که ليفرانسيمعادله د ميتوان  یاست ، پس م بيمشتق ضر١چون 

 نيحالا از طرف  .ميسيبنو یرياست به صورت معادله قابل انتگرال گ
   .ميريگ  یانتگرال م

٢

٣

٣
٢  

٢

٣
 

 

۶ ٢ ، ٢ 
 حل 

  . ميريگ  یانتگرال م نياز طرف
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٢ ٢  

 .ميپس دار . ميبر  یرا بکار م هيحالاشرط اول
٢ ٢ 
٢ 

٢ هيپس جواب مساله با شرط اول    است.٢

 
 

٧ ٢  
 حل 

 پس   است.٢پس  است. به صورت استاندارد  ليفرانسيمعادله د
٢ ٢  

   .ميکن  یضرب م یريگرال گمعادله به صورت استاندارد را در عامل انت نيطرف
٢

٢
٢ ٢  

٢ ٢  
   .ميريگ  یانتگرال م نياز طرف

٢ ٢ ١

٢

٢  

٢ ١

٢

٢ ١

٢

٢  

چرا  : حيتوض
٢ ١

٢

٢
 است؟ 

 لذا   است.٢باشد. پس ٢ ميکن  یفرض م  .ینيجانش قياز طر یريانتگرا ل گ
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١

٢
 

 پس   است.
٢ ١

٢

١

٢
 

 . پس ميگردان  یرا بر م ینيشجان
٢ ١

٢

٢  

 
 
 

٨ ٢ ۴ ٢ ٢  
 حل 

   .ميپس دار  .کيبشود  بيتا ضر ميکن  یم ميتقس٢را بر  نيابتدا طرف
١

٢ ٢  
 به صورت استاندارد  ليفرانسيحالا معادله د

 
و   است.

١
   .ميکن دايرا پ یريانتگرال گ بيضر ديحالا با  است.

١ ١ ١  
 

   .ميپس دار  .ميکن  یضرب م١را در   معادله نيطرف
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١ ١
١

١ ٢ ٢  
١ ٢ ٢  

١ ٢  
  . ميپس  دار .ميريگ  یانتگرال م نياز طرف

١ ٢
١

٢
٢

١

۴
٢  

  یعني  .ميجز به جز بدست آورد یريانتگرال گ قيراست از طر طرف

٢  

 

، ٢  

١ ،
٢

٢
 

 پس 

٢
٢

٢

٢

٢
 

باشد ، پس ٢ ميکن  یفرض م   .ميکن  یمحاسبه م ینيجانش قيلا انتگرال سمت راست را از طرحا

و ٢
١

٢
 پس 

٢

٢

١

۴

١

۴
 

   .ميگردان  یرا بر م ینيجانش

٢
٢

٢

٢

۴
 

   .ميدار تيپس در نها

١ ٢
١

٢
٢

١

۴
٢  

١

٢
٢ ٢

١

۴
٢  

   .ميبر  یرا بکار م هيحالا مقدار اول است.   یجواب کل نيا
٢  

  یعني
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١

٢
٢ ٢

١

۴
٢ ٢  

١

۴
٢  

٧

۴
 

  است.  ريمطابق ز هيپس جواب مساله با مقدار اول
١

٢
٢ ٢

١

۴
٢

٧

۴
 

 
 

٩  
 حل 

   .ميسينو  یمعادله را به صورت استاندارد م
 

   .ميکن  یم دايرا پ یريعامل انتگرال گ
١  

 .ميکن  یضرب مرا در  نيطرف
 

 
  ميريگ  یانتگرال م نياز طرف

١

٢
٢  
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٢

٢
 

 
 
١٠ ٢  

 حل 
   .ميکن  یم دايرا پ یريانتگرال گ پس عامل  است.٢  است. معادله به صورت استاندارد

٢ ٢  
   .ميکن  یب مضر٢که به صورت استابدارد است در  ليفرانسيمعادله د نيطرف

٢ ٢ ٢ ٢  
٢ ٢  

 .  ميريگ  یانتگرال م نياز طرف
٢ ٢  

   .ميکن  یجز به جز محاسبه م یريانتگرا ل گ قيانتگرل سمت راست را از طر

 
٢  

١
٢

٢
 

 پس 

٢
٢

٢

٢

٢
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 حالا 
٢

٢
 

است و لذا ٢باشد ، پس ٢ ميکن  یفرض م    .ميکن  یمحاسبه م ینيجانش قيرا از طر
١

٢
   .ميپس دار  است.

٢

٢

١

۴

١

۴
 

  . ميگردان  یرا بر م ینيجانش
٢

٢

٢

۴
 

  . ميدار تيو در نها
 

٢
٢

٢

٢

۴
 

٢ ١ ٢

۴
 

   .ميدار تيو در نها
٢ ١ ٢

۴
٢

٢  

١

۴
١ ٢ ٢  

١١ ٣  
 حل 

   .دي، اشنا شو ديآ  یمختلف که در کتب مختلف م یتا با نماد ها ميداده ا ريينماد مشتق را تغ
   .ميکن  یم دايرا پ یريانتگرال گ حالا عامل١پس    ت.استاندارد اس صورت معادله به

١  
   .ميکن  یضرب مرا در  ليفرانسيمعادله د نيطرف

٣  

۴  
   .ميريگ  یانتگرال م نياز طرف
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۴
۴

۴
 

٣

۴
 

 
 

١٢ ٢ ٣ ١  
 حل 

   .ميکن  یم ميتقس٢را بر  نيطرف یعني . ميسينو  یابتدا معادله را به صورت استاندارد م
١

٢
 

  پس  است.که  ديکن  یملاحظه م .ميکن  یم دايپ را  یريحالا عامل انتگرال گ

 
  است.پس  .باشد  ميکن  یاست؟ فرض مچرا 

پس 
١

 پس   است.
١

 

 پس  ميدار تميلگار نيبر اساس قوان نيهمچن
 

   .ميپس دار  .ميکن  یضرب مدر  نيطرف

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 معادلات ديفرانسيل و کار بردها  ١بخش    ٢فصل  انوشـيروان صراف

57 
 

١
٢

 

١
٢

 

   .ميريگ  یانتگرال م نياز طرف
٢  

١
 

 

که  دينشان ده -  ١٣
٣

٣

٨

٣
٢ هيجواب مساله با مقدار اول ١ ١ ۴ 

  است. 
 پاسخ 
   .ميکن  یرا محاسبه مابتدا 

٢ ١  
  . ميگذار  یمدر را  هيحالا مقدار اول

١
١

٣

٣
١

٨

٣

١

٣

٣

٣

٨

٣

١٢

٣
۴ 

   پس آنچه لازم بود نشان داده شد.
 

  IVP for Newton’s Law of Cooling وتنين ديقانون تبر یبرا  هيمساله با مقدار اول -  ١۴
   .ديريدر نظر بگ وتنين ديقانون تبر یراب هيمثال مخصوص مساله با مقدار اول نيا

٢ ٢۵ ۴  
    .ديمساله بحث کن نيا یدر مورد جواب ها

 جواب 
صفر  ليفرانسيباشد ، سمت راست معادله د٢۵اگر  . ميريگ  یابتدا صفر معادله را در نظر م

مساله با  یجواب برا کياما    است. ليفرانسيدجواب معادله  کي٢۵است ، پس تابع ثابت 
 ٢۵ رايز . ستين هيمقدار اول

آن دارد  طيهمان درجه حرارت باشد که مح یدارا عياست که اگر ما نيجواب ثابت ا نيا  یکيزيف ريتفس
 را به ليرانسفيمعادله د ميتوان  یم٢۵که   یتا وقت  ماند.  یم  یدر همان درجه حرارت باق عيپس ما,

   .ميکن یسيباز نو ريصورت ز
١

٢۵
٢ 

١

٢۵
٢  
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 پس 
١

٢۵
٢  

 .اختلاف ثابت  کيباشند ، بجز   یکي دي، دو ضد مشتق ها با یعني
  . ميرا دوباره مرتب کن جيو نتا ميضد مشتق ها را محاسبه کن نيا ميتوان  یم

١

٢۵
٢  

١ ٢۵ ٢  
٢۵ ٢ ٢  

٢۵ ٢  
٢۵ ٢ ٢۵ ٢  

باشد ، ۴ ميخواه  یصفر است.  چون م ريعدد ثابت غ کي نجايا
 . ميکن  یحل م یو برا ميکن  یم نيجانش

۴ ٢۵  
١۵ 

٢۵لذا  ١۵ هرگز که  ديباش توجه داشته است.  هيمساله با مقدار اول یجواب برا کي٢
  ميبگذاراگر  اما ،  .رسد یم به نظر  یمنطق ريتمام مقاد یبرا نيا ، پس وديش  ینم٢۵

 هيمساله با مقدار اول ی، که جواب برا ميآور  یبدست م ليفرانسيمپادله د یراب٢۵باشد ، جواب 

٢۵پس   باشد.٢۵ لازم باشد اگر است ،  ليفرانسيد معادله یجواب ها تمام٢
٢    مربوطه. هياول مساله با مقدار یجوابها تمام و است ،٢۵

 
  . ديحل کن ررايز ليفرانسيمعادله د - ١۵

١

٢

١

٢
٣ 

گذرد را   یم١که نمودار آن از نقطه  یو جواب مخصوص ديسپس نمودار چند جواب را رسم کن
  . ديرسم کن

 حل 
معادله به صورت استاندارد است. پس 

١

٢
  یبدست م ريرا به صورت ز یريلذا عامل انتگرال گ

    .ميآور
١
٢ ٢ 

   .ميپس دار  .ميکن  یضرب مرا در  ليفرانسيمعادله د نيطرف

٢
١

٢
٢

١

٢

۵
۶  
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٢
١

٢

۵
۶  

 . ميريگ  یانتگرال م نياز طرف

٢
٣

۵

۵
۶  

٣

۵
٣ ٢ 

 ١و بدست آمده   یگذرد ، در جواب کل  یم١که از نقطه   یکردن جواب دايپ یبرا
 . ميده  یقرار م

١
٣

۵
٣ ٢ 

٢

۵
 

   ت.اس ريگذرد ، مطابق ز  یم١که از نقطه   یپس ، جواب
٣

۵
٣

٢

۵
٢ 
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   .ديرا حل کن ريز ليفرانسيمعادله د- ١۶

٢ ۴  
  . ديبحث کنکه  ی، و در مورد جوابها هنگام ديچند جواب را رسم کن

 حل 
   .مياست. پس دار٢معادله داده شده به صورت استاندارد است. و 

٢ ٢  
   .ميکن  یضرب مرا در  نيطرف

٢ ٢ ٢ ۴ ٢ ٢  

٢ ۴ ٢ ٢  
   .ميريگ  یانتگرال م نياز طرف

٢ ۴ ٢ ٢ ۴ ٢ ٢  

٢ ٢
١

٢
٢

١

۴
٢  

  ريانتگرال ز یبرا رايز

۴ ٢  
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است ، پس ٢پس   باشد.٢ ميکن  یفرض م
١

٢
 پس   است.

۴ ٢ ۴
١

٢
٢ ٢ ٢  

  . ميکن  یجز به جز محاسبه م یريانتگرال گ قيرا  از طر ريانتگرال ز 
٢  

 

، ٢  

١ ،
١

٢
٢  

 پس 

٢
٢

٢

٢

٢
 

حالا 
٢

٢
باشد ، پس ٢ ميکن  یفرض م  .ميکن  یمحاسبه م ینيجانش قيرا از طر

است ، پس ٢
١

٢
 لذا   است.

٢

٢

١

۴

١

۴

١

۴
٢  

   .ميدار تينهاو در 

٢
٢

٢

١

۴
٢  

 معادله  نيا  یپس جواب کل
٧

۴

١

٢
٢  

   .ديکن  یملاحظه ممختلف  ريمقاد یراستا برا دانيم ینمودار ها ليدر ذ
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باشد ، پس جواب از اگر  شود.   یم نيمع٢با جمله بزرگ  يرمقاد یرفتار جواب برا
، جواب  شوديم اديزکه  یپس هنگامهم علامت با  , ابدي  یم شيافزا یبطور تصاعد تيّ نظر کم
 اگر   است.است که  یهنگام  یمثبت و منف شيافزا نيحد فاصل ب  شود.  یواگرا م
که  مينيب  ی، م ميقرار ده، و سپس  يمقرار ده

٧

۴
 است.محور   یرو ینقطه جدا ساز  

، جواب   هيمقدار اول  یبرا ديتوجه داشته باش 
٧

۴

١

٢
 ابدي  یم شيبه طور مثبت افزا

 ريز رينمودار مطابق تصو یبرا. یونه  به طور تصاعد ميبه صورت خط مستق باي، اما تقر
 است. 
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  . ديرا حل کن ريز هيمسلله با مقدار اول -  ١٧
٢ ۴ ٢ ١ ٢ 

 حل 
   .ميکن  یم ميتقس رب ار نيطرف ،شود  هوشتن داستاندار تصور هب هشد هداد همعادل هک نيا یبرا

٢
۴  

 سپ
٢

   .ميکن  یم اديپ ار حالا  .است
٢

٢ ٢ ٢ 
  متيلگار نقانو ساسا رب ،نشود  شفرامو
  .ميکن  یم بضر٢ رد ار نيطرف حالا

٢ ٢ ۴ ٣ 
٢ ۴ ٣ 

   .ميريگ  یم لانتگرا نيطرف زا
٢ ۴ ٣ ۴  

٢ ٢ 
١ هياول رمقدا حالا  .است همعادل  یکل بجوا نيا   .ميدار سپ ميگذار  یم  یکل بجوا رد٢

٢ ١
٢

١
٢

 

١ 
 اب همسال بجوا نيهمچن  .ديکن  یم هملاحظ فمختل ريمقاد یبرا بجوا یها یمنحن ، ريز ريتصو رد

١ هنقط  .است هشد هداد ننشا رت ميضخ یمنحن اب هياول رمقدا   .است هشد صمشخ نآ یرو مه٢
  ميدار اريز ،است  بمجان طخ ، ميضخ یمنحن نيا یبرا رمحو تمثب تقسم هک ديکن  یم هملاحظ

٢
١
٢

 

   .ستين هياول رمقدا اب همسال    یبرا بجوا زا  یقسمت  سپ
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٢بخش   Separable Equations    ريپذ کيمعادلات تفک٢
نوع  ني. اولميبحث کن  یخط رياول غ   مرتبه ليفرانسيدر مورد معادلات د ميخواه  یمبخش  نيدر ا

   هستند. ريپذ کيتفک ليفرانسي، معادلات د  یخط ريمعادلات درجه اول غ
   نوشت. ريز  یها است که بتوان به صورت لينسفرايمعادله د کي،  ريپذ کيتفک ليفرانسيمعادله د کي

١  

٢  
ضرب تابع  يکآنرا به صورت  توان یم يرا، ز يندگو  یم يک، قابل تفک يفرانسيلنوع معادله د ينبه ا
 ثال م  نوشت.تابع  کيدر 

٢ ۴ ٣ ٢ ٣  

۶ ٢ ۴ ۴  
۵  

٣ ٢ ۶ ۶  
  کاملا مشخص هستند. و  یتابع ها٣  درمعادله

۶تابع ۴در معادله  ٢    است.١و تابع ٣
  است.١و تابع ۵در معادله 

٣توان به صورت   یرا م۶معادله      نوشت.٢
 

  .ريپذ کيتفک ليفرانسيد یمراحل حل معادله ها
   شود. داي، تا جواب ثابت پ ديقرار دهابتدا  – ١
  . ديسيبنو ريمعادله را به صورت ز - ٢

٧  
   .ديريانتگرال بگ نياز طرف - ٣
   ، اگر ممکن باشد. ديحل کن یمعادله بدست آمده را برا – ۴
 شود. دايعدد ثابت پ ، تا ديدر معادله بگذارو مناسب  ريوجود داشته باشد ، مقاد هياگر شرط اول - ۵
  

 ١مثال 
    .ديکن دايپ ريز ليفرانسيمعادله د یبرا  یجواب کل کي،  کيبا استفاده از روش تفک

٢ ۴ ٣ ٢  
 حل 
٢مثال  نيدر ا ٣و  ۴   است.٢

   شود. دايجواب ثابت پ   .تاميده  یقرار مابتدا  - ١
٣ ٢  

٢

٣
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   .ميکن  یم یسيمعادله را باز نو -  ٢
١

٣ ٢
٢ ۴  

   .ميريگ  یانتگرال م نياز طرف - ٣
١

٣ ٢
٢ ۴  

٣ ميکن  یم  طرف چپ ، فرض انتگرال یبرا      پسباشد ،٢

٣ ٣
١

٣
 

   .ميانتگرال طرف راست دار یبرا

٢ ۴
١

٣
٣ ۴  

   شود.  یم ريپس معادله به صورت ز
١

٣

١ ١

٣
٣ ۴  

١

٣

١

٣
٣ ۴  

١

٣
٣ ٢

١

٣
٣ ۴  

   .ميکن  یضرب م٣را در  نيطرف
٣ ٢ ٣ ١٢ ٣  

  یپس م  باشد. یاريعدد ثابت اخت کيتواند   یهم م٣است ، پس  یاريعدد ثابت اخت کيچون 
  .ميسينو  یم يیبه صورت نما نيحالا طرف  .ميبنام یگريهر حرف د اي١آنرا  ميتوان

٣ ٢
٣ ١٢ ١  

٣ ٢ ١
٣ ١٢  

٢باز هم 
١    .ميده  یقرار م 

٣ ٢ ٢
٣ ١٢  

   ميمطلق سمت چپ ، دو جواب دار بخاطر قدر
٣ ٢ ٢

٣ ١٢  
 و 

٣ ٢ ٢
٣ ١٢  

 پس 
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٢ ٢
٣ ١٢

٣
 

تواند   یثابت م  عدد قتيحق   .درستيمهم ن  یمنف  ايبردن علامت مثبت  است ، پس بکار٢چون 
   .ميپس دار  .ميحذف کن ميتوان  یم را هم سياند نيهمچن  داشته باشد.  یمنف ايعلامت مثبت 

 
٢

٣ ١٢

٣
 

باشد ، اگر 
٢

٣
   .ميآورد دد ثابت که در مرحله اول بسدتهمان جواب ع نيا  است.

 
 

 ٢مثال 
   .ديکه که در آن جواب معتبر است ، مشخص کن یو بازه ا ديرا حل کن ريز ليفرانسيمعادله د

۶ ٢ ١
١

٢۵
 

 حل 
۶ ٢  

   .ميکن  یم ميتقس٢را بر  نيطرف
٢ ۶  

 . ميريگ  یانتگرال م نياز طرف
٢ ۶  

١
٣ ٢  

اما اول مقدار    کرد. دايرا پ و روشن حيتوان جواب صر  یم  است.  یضمن ايو  یحيجواب تلو کي نيا
   .ميبر  یرا به کار م هيشرط اول کار ، نيا یبرا  .ميکن  یم دايرا پثابت 

١

١
٢۵

٣ ١
٢

 

٢٨ 
  .ميگذار  یم  یرا در جواب کلمقدار  نيحالا ا

١
٣ ٢ ٢٨ 
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١

٢٨ ٣ ٢
 

در چه بازه  ميمشخص کن ديبا یبه عبارت  .مينگران معتبر بودن بازه باش دي، با ميکرد دايحالا که جواب را پ
بازه اعتبار داشته  کيدو شرط وجود دارد که  که ميدان  یم  داشته باشد. تواند صحت  یجواب م ني، ا یا

باشد  هيمستقل در شرط اول ريشامل مقدار متغ ديکه با نيدوم ا  باشد. وستهيبازه پ کي ديکه با نياول ا  باشد.
 ١ ديمورد با نيدر ا یعني، 

که  نيا  یکي  .ميکن یدور یاز دو مقدار برا ديپس با
٢٨

٣
 صورت مخرج صفر نيا در  رايز

   .دهديرا به ما م ريمعتبر ز یبازه ها نيا  شود.  یم

٢٨

٣

٢٨

٣

٢٨

٣

٢٨

٣
 

  یآمده است ، م هيشامل آن مقدار که در شرط اول بازه  نيدر ا رايمعتبر است ، ز رياما تنها بازه ز
   باشد.

٢٨

٣

٢٨

٣
 

 راستا  دانيهمراه  با م هم نمودار جواب نيا

  
 
 
 

 ٣مثال 
   .ديکه که در آن جواب معتبر است ، مشخص کن یو بازه ا ديرا حل کن ريز ليفرانسيمعادله د

٣ ٢ ۴ ۴

٢ ۴
١ ٣ 

 حل 
 است. ريپذ کيمعادله داده شده تفک
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٣ ٢ ۴ ۴

٢ ۴
 

٢ ۴ ٣ ٢ ۴ ۴  
   .ميريگ  یانتگرال م نياز طرف

٢ ۴ ٣ ٢ ۴ ۴  
٢ ۴ ٣ ٢ ٢ ۴  

 . مي. پس دارميگذار  یجواب م نيرا در ا هيمقدار شرط اول  است.  یجواب بدست آمده جواب ضمن

٣
٢

۴ ٣ ١
٣

٢ ١
٢

۴ ١  
٢  

   است. ريمطابق ز یحيپس جواب تلو
٢ ۴ ٣ ٢ ٢ ۴ ٢ 

   .ميکن  یم یسيباز نو ريابتدا معادله بالا را مطابق ز  .ميکن دايرا پ حيجواب صر ديحالا با
٢ ۴ ٣ ٢ ٢ ۴ ٢  

   ها است.شامل اما عدد ثابت   است.٢رت معادله درجه دوم به صو کي نيا

٢ ۴

٢
 

۴ ١۶ ۴ ١ ٣ ٢ ٢ ۴ ٢

٢
 

۴ ١۶ ۴ ٣ ٢ ٢ ۴ ٢

٢
 

۴ ٢ ۴ ٣ ٢ ٢ ۴ ٢

٢
 

٢ ٣ ٢ ٢ ۴ ٢ 
 یاز علامت ها  یکي قتيدر  حق .ميجواب  لازم دار کياما فقط  . ميکرد دايدو جواب پ که ديکن  یملاحظه م

  .ميبر  یدو باره بکار م را هياست ، شرط اول حيکدام صح ميبيکه بب نيا یبرا  است. حيصح  یمنف  ايمثبت 

 ٣ ١ ٢ ١ ٢ ۴ ٢ ٢ ١ ٣ ١ 

١ گفته شده است هياول در شرط رايتواند جواب باشد ، ز  یپس علامت مثبت ، م  پس جواب٣
   است. ريمطابق ز ، ليفرانسيدمعادله   حيصر
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٢ ٣ ٢ ٢ ۴ ٢ 
باشد   یمنف کلياگر عبارت داخل راد ميدان  یو م ميدار کاليراد کي نجايا  .ميکن دايبازه مجاز را پ ديحالا با

  ديداشت ، پس با  ميخواه  مختلط جواب  کي، 
٣ ٢ ٢ ۴ ٢  

  یبالا برا یکه طرف چپ نا مساو ميکن دايپ ميتوان  ینرم افزار ، م کيبا استفاده از 
 

 ريمقدار عبارت ز ريتصو رياست. در  زپس بازه مجاز  است ، صفر یمساو
   است. کليراد

  
   است. ليفرانسيجواب معادله د ري، تصو ليدر ذ و

 
 

 ۴مثال 
   .ديکه که در آن جواب معتبر است ، مشخص کن یو بازه ا ديرا حل کن ريز ليفرانسيمعادله د

٣

١ ٢

١  

 حل 
   .ميسينو  یبه صورت استاندارد م یبه عبارت  .ميکن  یها را جدا م ريابتدا متغ
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٣

١ ٢

 

٣ ١ ٢
١
٢  

   .ميريگ  یانتگرال م نيحالا از طرف

٣ ١ ٢
١
٢  

١

٢ ٢
١ ٢  

 در مورد انتگرال ها  حيتوض
٣  

   .ميکن  یاز قانون توان ها استفاده م
١

١
 

   .ميدار٣پس با 

٣
٣ ١

٣ ١

٢

٢

١

٢ ٢
 

   .ميانتگرال سمت راست دار یبرا

١ ٢
١
٢  

١ ميکن  یفرض م پس ٢باشد ، پس ٢
١

٢
 لذا 

١ ٢
١
٢

١

٢

١
 

.با ميکن  یحالا از قانون توان ها استفاده م
١

٢
   .ميدار

١ ١
٢

١
٢

١

١
٢

١

١
٢

١
٢

٢ ٢ 

 پس 
١

٢

١
٢ ١  
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  ريانتگرال ز سخپا ميپس نشان داد

٣ ١ ٢
١
٢  

   است. ريمطابق ز
١

٢ ٢
١ ٢  

   .ميبر  یرا بکار م هيحالا شرط اول
١

٢
١  

٣

٢
 

   است. ريمطابق ز یحيپس جواب تلو
١

٢ ٢
١ ٢

٣

٢
 

   .ميکن  یحل م یحالا برا
١

٢
٣ ٢ ١ ٢ 

٢
١

٣ ٢ ١ ٢

 

١

٣ ٢ ١ ٢

 

لذا   است. حيجواب ، صح یبرا  یشود که علامت منف  یم  ملاحظه .ميبر  یرا بکار م هيمجددا  شرط اول
   است. ريمطابق ز ليفرانسيمعادله د نيا حيجواب صر

١

٣ ٢ ١ ٢

 

 
   .ميکن  یم  یرس حالا بازه مجاز را بر

١ ري، ز ستيمساله ن  یداخل کاليراد و  ميمشکل مخرج صفر را بر طرف کن ديبا پس  است.٢
بر  رينا معادله ز ديدو مشکل با رفع هر   یپس برا  نشود.  یمنف یرونيب کاليراد ميمطمئن شو نيهمچن

   قرار باشد.
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٣ ٢ ١ ٢  

٣ ٢ ١ ٢ 

٩ ۴ ١ ٢  
٩

۴
١ ٢  

۵

۴
٢ 

۵

۴

۵

۴
 

   هم نمودار جواب. نيا  بازه است. نيخوشبختانه صفر هم در ا

 
 
 

 ۵مثال 
 .ديکه که در آن جواب معتبر است ، مشخص کن یو بازه ا ديرا حل کن ريز ليفرانسيمعادله د

٢ ۴ ۵  
 حل 
 ‘  .ميکن  یضرب مرا در  نيطرف  آسان است.  ليفرانسيمعادله د نيکردن ا کيتفک

٢ ۴ 

٢ ۴ 

٢ ۴  
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 . ميريگ  یانتگرال م نياز طرف

٢ ۴  
٢ ۴  

   .ميبر  یرا بکار م هيط اولشر

۵
٢

۴ ۵  
١ ٢۵ ٢  

۴  
 است.  ريمطابق ز یحيپس جواب تلو

٢ ۴ ۴ 
   .ميريگ  یم  یعيطب تميلگار نيکا ر از طرف نيا یبرا  .ميرا بدست آور حيجواب صر ميتوان  یم یبه آسان

٢ ۴ ۴  
  بکار برد. تميلگار یتوان برا  یرا نم یصفر و منف ريکه مقاد ميدان  یم  .ميکن دايبازه مجاز را پ ديحالا با
   .ميرا حل کن  ريز  یمساو نا  ديپس با

٢ ۴ ۴  

٢در   یعني  دوم  بالا  در دو نقطه صفر است. درجه   یا جمله  چند ٢ ٢ 
مثبت  یچند جمله ا نيا یدو بازه است که در آن مقدار مثبت برا قتيدر حق که دهد  ینشان م رينمودار ز

  است. ريباشند  ، مطابق  ز معتبر ممکن است که يیها پس بازه   است.

٢ ٢ ٢ ، ٢ ٢ ٢  

 
 

٢ یعنيکه بازه دوم  ميريبگ جهينت ميتوان  یاز نمودار درجه دوم بالا ، م ٢ ٢ 
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   هم نمودار جواب. نيوا  معتبر است.

 
 

 
 
 

 ۶مثال 
 .ديکه که در آن جواب معتبر است ، مشخص کن یو بازه ا ديرا حل کن ريز ليفرانسيمعادله د

٢

١ ٢ 
 حل 
   .ميکن  یم کيها را تفک ريمتغ

١
٢

١
 

  . ميريگ  یانتگرال م
١
٢

١
 

١
 

  حيتوض
 یبرا

١
٢

  یعني   .ميکن  یم  از قانون توان ها استفاده
١

١
 

 پس 
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١
٢

٢
٢ ١

٢ ١

١
 

   .ميبر  یرا بکار م هيحالا شرط اول
١

 

١

٢
١

١

٢
 

   است. ريمطابق ز یحيپس جواب تلو
١ ١

٢
 

   .ميپس دار  .ميکن  یحل م یبرا
١

١
٢

 

بودن   یاما بخاطر قدر مطلق نگران منف  .ميکن یدوراز  ديکه با نيا  یکي  .ميدو مشکل دار نجايا
   .ميستين
   .ميکن زيپره رياز معادله ز ديبا یعني  مخرج کسر صفر نشود. ديبا نيهمچن

١

٢
 

١

٢
 

   .ميکن  یم يیرا نما نيطرف
١
٢  

 
   کند.  یم مياعداد را به چهار قسمت تقس محورو  یعنيسه نقطه  نيپس ا

 
 پس بازه معتبر   است.١است که شامل  یباشد ، بازه ا معتبر  تواند   یکه م یبازه ا

 
   هم نمودار جواب. نيا  است.
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 ٧مثال 
   .ديرا حل کن ريز هيمساله با مقدار اول

١ ٢  
   حل 

   .ميکن  یطور شروع م نيپس ا کار است.   یبه کم اجيها ، احت ريکردن متغ کيتفک یراب

١ ٢  

١ ٢  

١ ٢  

   .ميجز دار جز به یريانتگرال گ قياز طر

 
   .ميدار هيبا استفاده از شرط اول

 
   است. ريمطابق ز یحيپس جواب تلو

 
  نيهم پس .مشکل است یليبازه معتبر هم خکردن   دايپ  کرد. دايمعادله پ نيا یبرا حيتوان جواب صر ینم

   .ميشو  یجا متوقف م
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 ٧در مورد انتگرال مثال  حيتوض

١ ٢  

  . ميانتگرال سمت چپ دار یبرا

 

 
 

 پس 

 

  . ميدوم دار مرتبه یبرا
 

 
 . ميپس دار

 

 . ميده  یکار را ادامه م نيا گريمرتبه د کيباز هم 

 

 حل کرد. آن  یتوان برا  یم شد.  دايدو مرتبه پانتگرال 

٢
 

 پس 

٢
 

٢
 

  . ميده  یکار را انجام م نيانتگرال سمت راست هم هم یبرا
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٢بخش  ناتيتمر ٢ 
 . ديرا حل کن ريز  ريپذ کيتفک ليفرانسيد یمعادله ها

١
۵

٢
 

٢
١

٣
١  

٣
۶ ۵ ٢ ١

 

۴ ٢ ٣ ٢ ۴ ١  

۵
٢

١ ٢
 

۶
٣ ٢ ۴ ٢

٢ ١
١  

٧
۴ ٣

۴ ٣
، ١ 

٨ ٢ ٢۵  

٩  

١٠
٢ ١

١
 

١١
۴ ٢

١  

١٢
٢ ٣

٣
 

١٣  

١۴
١

٢ ١ 

١۵
٢

 

١۶ ١ ١ ٢ ١  
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١٧
٢

٢

 

١٨ ٣ ٢  

١٩  

٢٠ ٢  

٢١ ۴  

٢٢ ٣ ٢ ٢  

٢٣ ٣ ٢ ۶ 

٢۴  

٢۵  

٢۶
۶ ٢ ۴

٣ ٢ ۴
 

 
٢بخش  ناتيتمرپاسخ  ٢ 

 . ديرا حل کن ريز ريپذ  کيتفک ليفرانسيد یمعادله ها

١
۵

٢
 

 جواب 
انتگرال  نينوشته شود. سپس از طرف ريبه صورت ز یعنيکرد ،  کيها را تفک ريمتغ ديابتدا با: یآور ادي

 گرفت. 
 

٢ ۵  
٢ ۵  
٣

٣

٢

٢
۵  

  . ميکن  یحل م یمعادله بدست آمده را برا
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٣ ٢

٢
١۵ ٣

١
٣

 

   .ميپس دار٣توان نوشت   یاست ، پس م یاريعدد اخت کيچون 

٣ ٢

٢
١۵

١
٣

 

 مختلف  ريچند مقاد ی  برا هم نمودار چند جواب نيا

 

٢
١

٣
١  

 پاسخ 
   .ميريگ  یو سپس انتگرال م مينک  یم کيها تفک ريمتغ

١

١

١

٣
 

١

١

١

٣
 

١ ٣  
  . ميگذار  یرا در معادله بالا م هيشرط اول ريحالا مقاد

١ ١ ٣  
١ ٢  

٢  
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٢  
  است.  ريمطابق ز یحيپس جواب تلو

١ ٣ ٢  

١
٣

٢
 

١
٣

٢
 

١
١

٢
٣  

١

٢
١  

   .ميمطابق بالا بدست آورد حيپس جواب صر
   نمودار مشخص است. یهم رو هي، مقدار شرط اول حيصر هم نمودار جواب نيا

 

٣
۶ ۵ ٢ ١

 

 پاسخ 
   .ميريگ  یو انتگرال م ميکن  یم کيها را تفک ريمتغ  

۶ ۵ ٢ ١  

۶ ۵ ٢ ١  
۶ ٢  
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موضوع  نيا  .ميتوان  یاما نم م،يبدست اور حيجواب صر  ميخواه  یم .ميبر خورد کرده ا بستبه بن  نجايا
 عيقا یحيجواب تلو نيبه هم ديپس با  .ديآ شيپ  یخط ريغ ليفرانسيد یممکن است هنگام حل معادله ها

 .ميباش
و  هيتجز  یاحتمال یمورد جواب ها ، تا در ديآ  یم نيبه کمک مهندسراستا   دانيرم است که رسم نجايا  

   .رنديدلخواه را بگ جهيکنند و نت ليتحل

 
 

۴ ٢ ٣ ٢ ۴ ١  
 پاسخ 

٢ نجايا ٢و ٣ بدست ٢ ميده  یقرار ماست.  ۴
  ثابت هستند.  ی، که جوابها ميآور  یم

٢   را بر نيطرف    .ميپس دار  .ميکن  یضرب مو در  ميتقس۴

٢ ۴
٢ ٣  

  . ميريگ  یانتگرال م

٢ ۴
٢ ٣  

   .ميپس دار  .ميکن  یاستفاده م يیزجانتگرال سمت چپ از روش کسر  یبرا
١

٢ ۴

١

۴

١

٢

١

٢
 

   شود.  یمعادله پس م
١

۴

١

٢

١

٢
٢ ٣  
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١

۴
٢ ٢ ٢ ٣  

   .ميپس دار١ ميسينو  یم۴ یو بجا ميکن  یضرب م۴را در  نيطرف
٢ ٢ ۴ ٢ ١٢ ١ 

٢

٢
۴ ٢ ١٢ ١ 

 . ميکن  یم يیرا نما نيطرف
٢

٢
۴ ٢ ١٢ ١ ١ ۴ ٢ ١٢  

   .ميپس دار٢ ميسينو  یم١ یبجا
٢

٢ ٢
۴ ٢ ١٢  

٣ ميکن  یحالا فرض م     .ميحذف کن ميتوان  یپس قدر مطلق را مباشد. ٣ اي٢
٢

٢ ٣
۴ ٢ ١٢  

   .مي. پس دارميکن  یضرب م٢را در  نيحالا طرف
٢ ٣ ٢ ۴ ٢ ١٢  

٢ ٣
۴ ٢ ١٢ ٢ ٣

۴ ٢ ١٢  

٣
۴ ٢ ١٢ ٢ ٢ ٣

۴ ٢ ١٢  

١ ٣
۴ ٢ ١٢ ٢ ٢ ٣

۴ ٢ ١٢  

٢ ٢ ٣
۴ ٢ ١٢

١ ٣
۴ ٢ ١٢

 

 را در جواب١و  یعني  .ميکن  یم نيرا جانش هيمقدار شرط اول٣کردن  دايپ یبرا
  ميگذار  یم ريدو مقدار را در معادله ز نيا ايو   .ميگذار  یبالا م  یکل

٢

٢ ٣
۴ ٢ ١٢  

١ ٢

١ ٢ ٣
۴ ٢ ١٢  

٣ ٣ 
 پس 
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٢ ۶ ۴ ٢ ١٢

١ ٣ ۴ ٢ ١٢
 

  هم نمودار جواب.  نيا

   
 

۵
٢

١ ٢
 

 حل 
١ ٢ ٢  

١ ٢ ٢  

١

٣
٣

١

٣
٣  

٣ ٣ ٣ ٣  
 دايپ حيصر جواب ميتوان  یاست. و لذا نم  یخط ريغ ليفرانسيمعادله د رايز  .ميديباز هم به بن بست رس

   شده است. هيته افزار  هم نمودار که توسط نرم نيا  .ميکن
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۶
٣ ٢ ۴ ٢

٢ ١
١  

 پاسخ 
٢ ١ ٣ ٢ ۴ ٢  

٢ ١ ٣ ٢ ۴ ٢  
٢ ٢ ٣ ٢ ٢ ٢  

پس ١ و  یعني. ميگذار  یرا در معادله بالا م هيشرط اول ريمقادکردن  دايپ یبرا
 ٣ ميدآر

٢ ٢ ٣ ٢ ٢ ٢ ٣ 
   کرد. دايرا پتوان با استفاده از فرمول درجه دوم   یمعادله بالا درجه دوم است و م

١ ٣ ٢ ٢ ٢ ۴ 

، پس  است هيخلاف مقدار شرط اول نياست و ا٣، آنوقت  ميرياگر علامت مثبت را در نظر بگ
  کند.  یرا بر قرار م هيکه شرط اول١صورت  نيدر ا راي، ز ميکن  یرا قبول م  یعلامت منف

 معادله  نيپس جواب ا

١ ٣ ٢ ٢ ٢ ۴ 
صفر چند   نشود.  یمنف کاليراد ريکه عبارت ز ميمطمئن شو ديبدست آوردن بازه معتبر ، با یبرا  است.

 هم نمودار.  نيا  است.٢پس بازه قابل قبول   است.٢ کاليراد ريز یجمله ا
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 یمنحن یهم رو١نقطه   تر رسم شده است. ميضخ٢در  یکه منحن ديکن  یملاحظه م
  مشخص شده است. 

٧
۴ ٣

۴ ٣
١ 

 حل 
۴ ٣ ۴ ٣  

۴ ٣ ۴ ٣  

۴
١

۴
۴ ٢ ٢

١

۴
۴  

۴ ١۶ ۴ ٨ ٢ ۴  
 ١و اگر در معادله بالا   است. یارياختعدد  کي رايز . ميسيبنو ميتوان  یم۴ یبجا
گذرد ، پر رنگ تر رسم شده   یم١که از نقطه  یمنحن . ديآ  یبدست م١٧،  ميکن ارياخت

   است.
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٨ ٢ ٢۵  
 حل 

   .ميباشد ، دار٢۵اگر  جواب است.  کي٢۵ ميدار نجايا
١

٢۵
٢  

١

٢۵
٢  

١ ٢۵ ٢  
٢۵ ٢ ٢  
٢۵

٢ ٢  
٢۵

٢ 
٢۵

٢
٢۵

٢ 
جواب ثابت است که در بالا ٢۵باشد ، داده شده است.  اگر  ليفرانسيجواب معادله د نيا

  . ميبدست آورد
 

٩  
 حل 

    .ميکن  یها شروع م ريمتغ کيبا تفک

 

 

 

 

 
 

  عدد ثابت است.  کي  است. ليفرانسيجواب معادله د نيا
 در مورد  حيتوض

پس باشد ، پس  ميکن  یفرض م
١

 پس 

 

  یعني  .ميکن  یاستفاده م يیحالا از قانون نما
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 . پس ميگردان  یرا بر م یني جانشحالا ميپس دار  است. نجايا

 

 

١٠
٢ ١

١
 

 حل 
١

٢ ١

١

١
 

١
٢ ١

١

١
 

١  
١  

 
  مياساس آنچه در حسابان خوانده ا  بر : حيتوض

١
٢ ٢

١
 

 . مياست ، پس دار١ نجايا
١

٢ ١
 

  ليفرانسيراستا و نمودار جواب معادله د دانيهم م نيا
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١١
۴ ٢

١  

 حل 
۴ ٢  

۴ ٢  
٢

٢
٢ ٢  

٢ ۴ ٢ ٢  

۴ ٢ ٢  

   .ميدار١ هيبر اساس مقدار شرط اول

١ ۴ ٢  

١ ۴ ٢  

١ ۴ ٢  
۵ ٢  

۵

٢
 

۴   هيمساله با مقدار اول پس جواب ٢    است.۵

  هينمودار جواب با مقدار اولراستا همراه با   دانيم هم نيا
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١٢
٢ ٣

٣
 

  حل 
١
٢

٣
٣

 

١
٢

١
٢

٣
٣

 

١ ١ ٣

٢ ٢
 

١ ٢ ٣ ٢ ٢

٢ ٢
 

١ ٢ ٣ ٢ ٢

٢ ٢
 

٢ ٢

٢ ٣ ٢ ٢
 

   کرده است. دايپ هيمقدار اول کي یجواب ، که نرم افزار برا کيهمراه با  راستا دانيم هم  نيا
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١٣  

 حل 

 

 

 

١

٢
٢

١

٢
٢  

٢ ٢  
چند جواب با  یو نمودار هاراستا   دانيهم م نيا هستند.  یاريعدد اخت کيهر کدام ٢چون 

 مختلف  ريمقاد

 
 یسر کي، شامل  ليفرانسيمعادله د نيا یکه جوابها ديکن  یبالا ، ملاحظه م یراستا  دانيبا توجه  به م

  است.   به مرکز مبدا مختصات. یدائره ها
 

١۴
١

٢ ١ 

 حل 

١

١

١
١

١
 

و ١پس 
١

   است.
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١
١ ،  

١
١

١ 

١
١

١  

١
١

١  

  است.  ريمطابق ز ليفرانسيمعادله د  یپس جواب کل
١

٢
٢  

   شده است. فيتعر حايتلوکه  ديکن  یملاحظه  م
 همان طور که در بالا گفته شد 

١
 

، وجود   یجواب در جواب کل نيا ا  وجود ندارد.اما   است. جواب  کيپس  است. 
قرار کند ، را بر   هيکه شرط اول  یکردن جواب دايپ  یبرا  تنها جواب است.پس   ندارد.

   .ميده  یقرار م١و ٢

١ ١
١

٢
٢

٢
٢  

١ 
 را بر قرار کند  هيکه شرط اول یپس جواب مخصوص

١

٢
٢ ١ 

 
 کند.  یرا بر قرار م هيکه شرط اول  یراستا همراه با جواب دانيم  است.
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١۵
٢

  
 حل 

٢ ٢ ١
 

٢ ١
١  

٢ ١
 

١

٢
٢ ١

١

٢
٢  

٢ ١ ٢  
 رويو غ٢و همانطور که مکررا گفته شده است چون  رايز مينوشته ا٢ یکه بجا ديتوجه کن

   هستند. یارياعداد اخت
   .ميسينو  یم يیرا به صورت نما نيفطر 

٢ ١
٢ ٢ ٢ 

   است. ري، مطابق ز  یپس جواب کل
٢ ٢

١ 
 یا ژهيجواب و چيپس ه  بالا است.خلاف عبارت  نياست و ا١باشد ، پس اگر 

   هماهنگ است.١با   یرستا با نمودار جواب کل دانيکه م ديکن  یملاحظه م  ندارد.

 
 

١۶ ١ ١ ٢ ١  
 حل 

٢ ١
١ ١  
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١
٢ ١

١ ١  

  . ادي  یبدست م ريمطابق زانتگرال سمت راست 

١ ١ ١  

 .ميکن  یمحاسبه م یجزئ یکسر ها قيانتگرال سمت چپ را از طر
١

٢ ١

١

١ ١
 

   .ميده  یقرار م١ابتدا 

١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ٢
١

٢
 

حالا 
١

٢
   .ميده  یقرار مو  ميکن  یم نيجانش 

١ ١ ١ ١
١

٢
١

١

٢

١

٢
 

  ميپس دار
١

٢ ١

١

١ ١ ١ ١
 

١

٢

١

١

١

٢

١

١
 

١

٢

١

١

١

١

١

٢
١ ١

١

٢

١

١
 

   است. ريمعادله به صورت ز نيا  یهم رفته ، جواب کل یپس رو
١

٢

١

١
١  

  نرم   .شود  یم رت هديچيپ همعادل ، ميبرو وجل هچ ره اريز  .ميبرو شيپ ميتوان  ینم نيا زا شيب  هم باز
   .است هکرد مرس ار بجوا کي رنمودا  خود ،افزار 
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١٧
٢

٢

 

 حل 

٢
٢

 
٢ ۴ ۴

 

۴
۴

 

  . ميچپ دار  سمت

 

   .ميسمت راست دار

۴
۴ ٢

٢
۴ ۴  

   .ميهم رفته دار یپس رو
٢

٢
۴ ۴  

و سپس معکوس  ميکن  یل مسمت چپ را به سمت راست منتق  یعلامت منفابتدا   یکردن جواب کل دايپ یبرا
   .ميپس دار  .ميبر  یبکار م نيطرف یرا برا نوسيکس

٢

٢
۴ ۴  

 هديا کي هک دکن  یم ککم ام هب اراست ندايم مرس هک تاس انجيا  .ميبرو شيپ ميتوان  ینم نيا زا شيب مه زبا
   .ميآور تبدس بجوا دمور رد یکل
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١٨ ٣ ٢  
 حل 

١
٣ ٢  

١
٣ ٢  

   .ميدار انتگرال سمت چپ
١

 

   .ميانتگرال سمت راست دار

٣ ٢ ٣
١

٢
٢  

 لذا 

٣
١

٢
٢  

   .ميکن  یم یينما ار نيطرف   اي.ميکن  یرا بر دو طرف اعمال م يیقانون نما
٣

١
٢

٢

 
٣

١
٢

٢
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١٩  

 حل 
 

 

١

٢
٢  

٢ ٢ ٢  

٢ ٢  

 
٢٠ ، ٢ 

 حل 

١  

١

١
 

١

١
 

١
١

٢
٢  

  . ميرسان  یم يیتوان نما  به

١
١
٢

٢
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١
١
٢

٢

 

١
٢

٢

١ 

 ريمقادکردن مقدار  دايبرا پ داده شده است.   ليفرانسيدمعادله   یبدست آمده بالا ، جواب کل یتساو
  . ميبر  یم را بکار هيشرط اول

١
٢

٢

١ 

٢ ١ 
٢ ١ ١ 

١  
 

 پس 
١
٢

٢

١ 

  جواب مخصوص مطابقت درد،  ريراستا با تصو دانيکه م ديکن  یملاحظه م

  
 

٢١ ۴  
 حل 

۴  

١

۴
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١

۴
 

۴
١

٢
٢

١ 

۴
١
٢

٢
١

١
٢

٢

 
  . ميکن دايرا پ حيجواب صر ميتوان  یم است.  ليفرانسيمعادله د  یبالا جواب کل یتساو

۴

١
٢

٢

اگر ۴
١
٢

٢ ١
٢

٢

اگر ۴

 

١
٢

٢

۴
١
٢

٢

۴

 

 
 .راستا و دو نمودار مخصوص مطابقت دارد  دانيکه م ديکن  یملاحظه م

  

٢٢ ٣ ٢ ٢  
 حل 

٢ ٣  

١
٢

٣  

١
٢

٣  
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١

٣ ١ 

١
٣ ٢ 

١

٣ ٢

 

  است.  ريداده شده به صورت ز ليفرانسيمعادله د  یپس جواب کل
١

٣
 

  کنند.   یم قيتطب یراستا و جواب مخصوص برا دانيم

 
 

٢٣ ٣ ٢ ۶  
 حل 

٢ ٣  

١

٣
٢  

١

٣
٢  

٣
١

٢
٢ ٢ ١ 

٣
١
٢

٢ ٢ ١ 
   است. ريمطابق ز  یاب کلپس جو
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٣
١
٢

٢ ٢
 

٣

١
٢

٢ ٢
اگر ٣

١
٢

٢ ٢
١
٢

٢ ٢
اگر ٣

 

١
٢

٢ ٢
٣

١
٢

٢ ٢
٣

 

  ند بالا هستند. مان باينمودار ها تقر

٢۴  
 حل 

١
 

١
 

 

١
 

١ 
   است. ريبه صورت ز  یجواب کل

١  
  . مي، دار یکردن جواب اختصاص دايپ یبرا 

اگر ١

اگر ١
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٢۵  

 حل 
١ ١

 

١ ١
 

١ 
١  

 باشد ١ مياگر فرض کن
 

   داده شده است. ليفرانسيمعادله د  یبالا ، جواب کلمعادله 
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٢۶
۶ ٢ ۴

٣ ٢ ۴
 

 حل 
٣ ٢ ۴ ۶ ٢ ۴  

٣ ٢ ۴ ۶ ٢ ۴  
٣ ٢ ٢ ٢ ٣ ۴  

٢ ٣ ۴
٢ ٢

 

   .ميبرو شيپ ميتوان  ینم نياز ا شيب  است. یحيجواب تلو نيا
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٢بخش   کار بردهای معادلات ديفرانسيل مرتبه اول٣
 Orthogonal Trajectories   های عمود بر هم.  مسير  :  برد اول کار

 
 فرض کنيد يک خانواده از منحنی های زير داشته باشيم. 

١  
   و يک خانواده ديگر منحی مطابق زير داشته باشيم.

٢  
با يک منحنی از خانواده بطوری که در هر تقاطع يک منحنی خانواده 

   برمنحنی  ها بر هم عمود باشند. خطوط مماس
 مثلا   کنند.  پس دو خانواده از منحنی وجود دارد ، که هميشه بطور عمودی يکديگر  را قطع می

٢خانواده دائره های  که خط که مرکز آنها مبدا مختصات است و خانواده ٢
 دمتعام  .تصوير زير  مسير های متعامد  هستند. ،هم کنند ، نسبت به   هايی هستند که از مبدا عبور می

   .هم رب دعمو یعني

 
 
 

  How to Find Orthogonal Trajectories چگونه مسير های عمود بر هم را پيدا کنيم. 
 عمود خانواده زير  ير هایبرای پيدا کردن مس

٣  
   مشتق بگيريد ، تا رابطه زير بدست آوريد.نسبت به   بطور ضمنی٣از شماره  :گام اول 

۴  
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ادله ديفرانسيل زير حذف کنيد ، تا مع۴و ٣را از شماره های پارامترهای  :دوم  گام 
   بدست آوريد.

۵  

بنويسيد ۵در شماره   بجای :سوم   گام
١

   تا معادله ديفرانسيل زير بدست آوريد.

۶  

 خواهيم.    می مسير های متعامد است که۶شماره   کلی  جواب : چهارم  گام

 
 ١مثال 

   گذرند پيدا کنيد.  خطوط مستقيم که از مبدا می مسير های متعامد خانواده
 حل 

   گذرند مطابق زير است.  مبدا می خانواده خطوط که از
٧  

   گيريم.  می مشتقنسبت به   بطور ضمنی٧شماره از    :اول گام

٨  

   کنيم.  را حذف میپارامتر ٨ و ٧از شماره :دوم   گام

٩  

   است.٧اين معادله ديفرانسيل شماره 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 معادلات ديفرانسيل و کار بردها  ٣بخش    ٢فصل  انوشـيروان صراف

107 
 

نويسيم   میبجای ٩در شماره   :سوم  گام
٠١

   س داريم.پ

١  

 پس داريم.   کنيم.   را حل می١ديفرانسيل   معادله :  چهارم گام
٢ ٢ ١١  

است ، که اين ها ١١گذرند ، شماره  مستقيم که از مبدا می پس مسير های عمودبر خانواده خطوط
   ه مرکز آنها ، مبدا مختصات است.هستند ک  دائره هايی

 ٢مثال 
    مطلوب است مسير ها ی عمود بر خانواده زير.

٢ ٢ ١ ١٢  
 حل 
   گيريم.  مشتق میبر حسب   بطور ضمنی١٢از شماره  :اول   گام

٢ ٢ ١٣  

  کنيم.   حذف می١٢از  ار  پارامتر :دوم  گام 
١ ٢

٢
 

 ميشود ١٣شماره 
١ ٢

١۴  

 است. ١٢مشتق خانواده ١۴شماره 

گذاريم   می١۴در شماره     بجای :سوم  گام 
١     پس داريم. 

١ ٢
١۵  

 کنيم ، با روش تفکيک متغير ها   را حل می١۵معادله ديفرانسيل :گام چهارم 
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در تصوير زير منحنی های بنفش خانواده   خواهيم.  مسير های عمودی است که می١۶پس شماره 
٢ ٢ ٢خانواده سبز است و منحنی های١ ٢ ٢

   است.١

 
 

 ٣مثال 
 مطلوب است مسير های عمودی خانواده زير 

٢ ٣ ١٧  
 حل 

   گيريم.  میبر حسب   مشتق ضمنی١٧از شماره   :گام اول 
٣ ٢

٢
١٨  

   کنيم.  حذف می١٧را از پارامتر :گام دوم 
٢

٣
 

 پس داريم 
٣

٢
١٩  

 است. ١٧معادله ديفرانسيل خانواده ١٩شماره 

گذاريم   میبجای ١٩در شماره :گام سوم 
١ 

٢

٣
٢  

  کنيم ، با روش تفکيک متغير ها.   را حل می٢معادله ديفرانسيل  :گام چهارم 
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   معادله مسير های عمودی دلخواه است.٢١پس شماره 

 
  

 رشد و تباهی   کار برد دوم 
  کنند و يا رو به زوال می  در بسياری از پديده های طبيعی ، کميتّ ها نسبت به اندازه آنها ، رشد  می

تعداد جمعيت حيوانات و يا باکتری ها باشد ، پس منطقی است اگر انتظار مثلا اگر   روند.
 باشد ، يعنی متناسب با جمعيت   داشته باشيم که ميزان يا نرخ رشد يعنی

 
 ابت است.يک عدد ثاينجا   باشد.
نسبت باشد و اگر ميزان يا نرخ تغيير در زمان مقدار يک کميتّ ، اگر   کلی  بطور

 باشد ، پس از   در هر زمانیمتناسب با اندازه به 

١  

گويند اگر   می  طبيعی قانون زوالو اگر  گويند  می  رشد طبيعی قانونرا ١معادله   است.
   توان به صورت زير نوشت.  رشد و تحليل نمايی  را می قانون   پس . باشد

 
شود ،   که در ابتدای مساله داده میتوان آنرا از شرط اوليه   مقدار اوليه است و میاينجا 

   پيدا کرد.
   .شود هداد یاضاف طشر نعنوا هب تاس ممکن در ابتدای مساله عدد ثابت تناسب است که عدد 

 معادله ديفرانسيل   باشد.کيم   فرض می

 
  توانيم آنرا حل کنيم.   تفکيک پذير است و می
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   با استفاده از شرط اوليه داريم.

١  

١ 
 

  احتياج به شرط اوليه ديگری داريم که ممکن است داده شود. برای پيدا کردن عدد ثابت 
 ١مثال 

روز تعداد باکتری ها دو برابر ۴   اگر در مدت   کند.  يک نوع باکتری نسبت به تعداد موجود رشد می 
 برابر تعداد اوليه بشود. ١کتری ها که تعداد با  شود ، مطلوب است  مدت زمانی

 حل 
کنيم   معمولا حروفی را که انتخاب می :توجه  روز باشد. تعداد باکتری ها بعد از کنم   فرض می

را برای تعداد جمعيت بکار برديم ، زيراکلمه جمعيت در انگليسی مثلا اينجا   هستند.  ، دارای معنی
   است يعنی وقت.حرف اول کلمه   و   است.

 
   بريم.  شرط اوليه را بکار می

 
   بريم.  شرط اوليه را بکار می و برای پيدا کردن عدد ثابت 

۴ ٢  
  شود.  برابر می٢روز تعداد باکتری ها ۴ت عبارت بالا يعنی چه؟  در صورت مساله گفته شد ، در مد

 .دو برابر جمعيت اوليه ٢مساوی است با   يعنی جمعيت روز چهارم.۴اين شرط اوليه بود.  
 ثابت کرديم که  دربالا 

 
  پس برای اين مساله داريم. 
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 پس داريم است و ن يعنی ايبر اساس شرط اوليه 
 

 
   را پيدا کرديم ، پس داريم.پس 

 
۴بر اساس شرط اضافی اوليه  را پيدا کنيم. حالا بايد    است ، پس می۴يعنی ٢

   را پيدا کنيم.توانيم 

 
 جمعيت باکتری ها  برابر شدن١ت زمان لازم برای در نهاي

 
 

   روز لازم است.
 

 ٢مثال 
٣بالغ بر ١٩۶ميليون و در سال ٢۵۶بالغ بر ١٩۵جمعيت دنيا در سال  ميليون بود ، ۴

 است نرخ رشد  مطلوباسب به اندازه جمعيت باشد ، و فرض کنيد روشد جمعيت متن
٢و ١٩٩٣از اطلاعات داده شده جمعيت در سال با استفاده     را بطور تقريب بدست آوريد.٢

 حل 
   کنيم.  به ميليون حساب میجمعيت  

 

 
 شرط اوليه داريم. 

 
٢۵۶  

 را پيدا کنيم. توانيم   پس می
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٢۵۶  

   کنيم.  را پيدا می حالا
١ ٣ ۴  

 
٣ ۴ ٢۵۶ ١  

١
٣ ۴

٢۵۶
 

 

 
   آيد.  تقريبا مطابق زير بدست می ١٩٩٣پس جمعيت در سال 

 
٢  و جمعيت در سال   تقريبا ٢
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 ٣مثال 
  یباق نآ زا مگر  یليم٧۵ رمقدا لسا٢ بعد از  دارد.وجود  وياکت ويماده راد کيگرم از  یليم١مقدار 

   .ديکن هرامحاسب هماد نيا رعم همين  .ديکن اديپ نزما ره رد هماد نيا رمقدا یبرا یفرمول  .است هماند
  لح

  نزما ره رد هماد زا دموجو رمقدا

 

 
  ميدار هياول طشر

 
١  

   .ميکن اديپ ار تثاب دعد ميتوان  یم سپ

 
 

   .ميکن  یم اديپ ار تثاب دعد حالا
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   .ميدار سپ

 
 

 
   .ميکن  یم اديپ ار مگر  یليم۵ یعني هماد نيا رعم همين رآخ همعادل زا
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٢بخش    Exact Differential Equationsکامل  ليفرانسيد یمعادله ها۴
 

 به صورت  يفرانسيلمعادله د يک
 

 یوجود داشته باشد با مشتق ها یريتابع دو متق کينامند اگر   یمکامل  ليفرانسيمعادله د کي
  . ميکه داشته باش یبطور یپاره ا

 
   است. ريمعادله کامل ، مطابق ز کي  یصورت ، جواب کل نيدر ا

 
  است.  یاريعدد ثابت اخت کي نجايا

 تست کامل بودن 
 شند. داشته بادامنه  کيدر  وستهيپ یپاره ا یمشتق هاو  یتابع ها ديفرض کن
  ميکامل است اگر و فقط اگر داشته باش ليفرانسيمعادله د

 

 کامل  ليفرانسيمعادله د کيحل مراحل 
بر  ريرابطه ز ايآ ديامتحان کن  یعنياست ، کامل ،  ليفرانسيکه معادله د ديابتدا لازم است مطمئن شو - ١

   قرار است.

 

 کند.    یم فيتعرکه تابع  ميسينو  یم ليفرانسيدو معادله د ستميسپس س - ٢

 

 .ميسينو  یمتابع نا شناخته  کيعدد ثابت  یبجا  .ميريگ  یانتگرال ممعادله اول را نسبت به  - ٣
  

 

 
   .ميکن  یم نيمعادله دوم جانش را در، تابع  ميريگ  یم مشتقنسبت به  - ۴

 

  . ميکن  یم دايپمشتق تابع نا شناخته  یعبارت برا کي نجاياز  ا

 

 ، و لذا تابع  ميکن  یم دايرا پبا انتگرال گرفتن عبارت آخر ، تابع  - ۵
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   .يدآ  یبدست م يرمطابق ز يفرانسيلمعادله د  یجواب کل - ۶
 

   ممکن است بکار برند. ايمانند  گريد ینماد هاو  ینماد ها یختلف برادر کتب م :توجه 
 

 ١مثال 
   .ديرا حل کن ريز ليفرانسيمعادله د

٢ ٢ ٣ ٢  
 حل 

   هستند. یمساو یپاره ا یمشتق ها رايکامل است ز ليفرانسيمعادله د نيا
٢ ٣ ٢ ٢ ٢ ٢  

   .ميکن دايپرا تا تابع  ميرا دار ريز ليفرانسيمعادلات د ستميسپس 

٢

٢ ٣ ٢
 

   .ميريگ  یمانتگرال از معادله اول بر حسب 

٢ ٢  

 ميبدست آورد یعبارت که برا نيحالا ا   .ميگذاشت جمله یکه بجا ديکن  یملاحظه م
   .ميپس دار  .ميگذار  یدر معادله دوم م

٢ ٢ ٣ ٢ ٢ ٢ ٣ ٢ 

 پس 
٣ ٢ 

   .ميکن  یم دايپرا شناخته  معادله ، تابع نا نيآخر نيگرفتن از ابا انتگرال 

٣ ٢ ٣ 

 .است ريکامل داده شده ، مطابق ز ليفرانسيمعادله د  یپس جواب کل
٢ ٣  

    است. یاريعدد ثابت اخت کي نجايا
  چند مقدار مختلف یراستا و نمودار جواب برا دانيم ليدر ذ
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 ٢مثال 
   .ديرا حل کن ريز ليفرانسيمعادله د

۶ ٢ ٣ ٣ ٢ ٢  
 حل 

٣ ٢ ٢ ١ ، ۶ ٢ ٣ ١ 

 مشخص شود.تا  ميسينو  یمعادله ها م ستميس کي  ، کامل است. داده شده ليفرانسيپس معادله د
  

۶ ٢ ٣

٣ ٢ ٢
 

   .است  ثابتعدد  کي ميکن  یو فرض م ميريگ  یانتگرال ماز معادله اول بر حسب 

۶ ٢ ٣
۶ ٣

٣
٣  

٢ ٣ ٣  
   .مياختراع کرد ريمشتق پذ وستهيتابع پ کي یبجا

   .ميگذار  یبالا م ستميمعادله را در معادله دوم س نيحالا ا

٢ ٣ ٣ ٣ ٢ ٢ 

  .ميکرد دايپ یبرامعادله  کيپس 
٣ ٢ ٢ 
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   .يريمگ  یحالا از معادله بالا انتگرال م

٣ ٢ ٢ ٣ ٢  

   است. ريمطابق زپس تابع 
٢ ٣ ٣ ٣ ٢  

   است. ريداده شده ، مطابق ز ليفرانسيمعادله د  یلذا جواب کل
٢ ٣ ٣ ٣ ٢  

 راستا و نمودار جواب با چند مقدار مختلف  دانيهم م نيا

 
 
 

 ٣مثال 
   .ميبر  یبکار منماد نماد  یمثال بجا نيدر ا

 . ديرا حل کن ريز هيمساله با مقدار اول

٢ ٩ ٢ ٢ ٢ ١ ، ٣ 
 حل 

   .ميبر  یبکار مو  ینماد ها یبجاو  ینماد ها نجايا
٢ ٩ ٢ ٢  
٢ ٢ ١ ، ٢  

 چون 
٢  

نماد  یو بجااد نم یبجا ديکن  یباز ملاحظه م  کامل است. ، ليفرانسيمعادله د نيپس ا

   .ميبردبکار 
 .ميکن دايرا پ ديباپس   .ميکن  یاستفاده ماز نماد  یحالا بجا
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.  ميگذاشت یگريدر د  ميرا  گرفت  یکيانتگرال   و ميداد ليمعادلات تشک ستميس کي٢و ١ یدر مثال ها

   .ميريگ  یهم هر کدام را که دلمان بخواهد انتگرال م نجايا ،

يا  

   .ميکن   یرا انتخاب م  یپس اول  .ميآسان تر است انتخاب کن آنرا که دياما با

٢ ٩ ٢ ٢ ٣ ٣  

 عدد ثابت  یبجا یعني   .مياستفاده کرداز نماد یبجا ديکن  یر که ملاحظه مهمانطو
   .ميبکار بردتابع  کي

قسمت  نيشتريتا ب ميرا بکار برد  .ستين  یکار مشکل  .ميکن دايرا پ ديحالا با
   .ميکن دايپ راتا  ميبر  یرا بکار مپس   .ميرا بدست آور

در  رايز  .ميده  یقرار م یآنرا مساو و ميريگ  یمشتق منسبت به کار از  نيا یبرا
   هستند. یمساو قتيحق

٢ ٢ ٢ ١  
٢ ١ 

 شامل اگر  ديتوجه داشته باش  شود.  یم دايپ بالا ، از معادلهحالا با انتگرال گرفتن 
   .مياشتباه کرده ا  يیجا کي باشد ،

٢ ١ ٢  

   .ميسيرا بنو ميتوان  یپس حالا م
٢ ٣ ٣ ٢ ٢ ٢ ١ ٣ ٣  

 آن  یبجا ميتوان  یاست ، پس م یاريعدد اخت کيچون   .ميکن نيرا مع فيتکل ديحالا با
   .يمدار پس  .يسيمبنو

٢ ٢ ١ ٣ ٣  
   شود. دايپتا  ميگذار  یرا در معادله بالا م هياول مقدار حالا

٣
٢

١ ٣ ٣ ٣  
۶ 

   است. ريز  مطابق یحيب تلوپس جوا
٢ ٢ ١ ٣ ٣ ۶  

   .ميدار پس  است.حسب  معادله درجه دوم بر کي معادله بالا ،
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در جلو   یمنف يامثبت   است. يحصحکدام  يمتا مشخص کن  .يمبر  یرا بکار م يهمجددا ، مقدار اول
  يکالراد

 
   است. يرمطابق ز يحجواب صرلذا   است. يحصح  یپس علامت منف

 
 پس   باشد.  یمنف يدنبا يکالکه راد يمدان  یم  .يمکن يدارا پ بازه معتبر يدحالا با

 
 معادله بالا  یاستفاده از نرم افزار صفر ها با

 
 و 

 
   هستند.

 
   است. يرکه بازه معتبر مطابق ز يدکن  یملاحظه متوجه به نمودار بالا  با

 
   يحودارصحنم هم  ينا

 
   .يمکرد حل يرپذ يکتفک یمعادله را در بخش معادله ها  ينا يداگر بخاطر داشته باش
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٢بخش  يناتتمر ۴ 
  . ديرا حل کن ريز ليفرانسيد یمعادله ها

١ ٢  
٢ ٢ ٢  

٣ ١ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

۴
١
٢

٢ ٢
٣

١ ١ 

۵ ٢ ٢ ۴ ٢ ٣ ٢ ، ١ ٨ 

۶
٢
٢ ١

٢ ٢ ٢ ١ ، ۵  

٢بخش  ناتيتمرپاسخ  ۴ 
    

١ ٢  
 پاسخ 

   نه. ايداده شده ، کامل است  ليفرانسيمعادله د ايکه آ ميکن یابتدا چک م

٢ ،  

کار  نيا یبرا  .ميکن دايرا پتابع  ديحالا با  .پس معادله  ، کامل است است ،چون 

   .ميده  یم ليتشک یدو معادله ا ستميس کي

٢
 

 پس 

 

معادله دوم دستگاه ،  یعني یو آنرا مساو ميريگ  یمشتق مب از عبارت بدست آمده بر حس حالا

   .ديبدست آتا  ميده  یقرار م

٢  

٢  
٢  

   .ميکن  یم دايرا پو تمام  جهيدر نت
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٢ ٢ 
٢ 

  است.  ريمطابق ز, ليفرانسيمعادله د  یجواب کل
٢  

 
 

٢ ٢ ٢  
 پاسخ 

  رايز ده شده کامل است دا ليفرانسيمعادله د
٢ ٢ ٢ ٢  

   .ميده  یم ليرا تشک ريز یدو معادله ا ستميسکردن  دايپ یبرا

٢

٢
 

   .ميپس دار  .ميريگ  یانتگرال مب از معادله اول برحس

٢ ٢  

   .ميگذار  یمعادله دوم مدر عبارت بدست آمده را 
٢ ٢  

٢ ٢  
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 پس 

 

 پس 
٢  

  است.  ري، مطابق ز ليفرانسيد  معادله  یلذا جواب کل
٢  

 
 

٣ ١ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

 پاسخ 

٢ ٢ ٢ ٢
٢

٢ ٢ ٢

٢

٢

 

١ ٢ ٢ ٢ ٢
٢

٢ ٢ ٢

٢

٢ ٢

 

   داده شده ، کامل است. ليفرانسيپس معادله د
 را بر قرار کند.  ريز یمعادله ها ستميکه س ی، بطور ميکن دايپتابع  ديحالا با
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١ ٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢

 

   .ميريگ  یاز معادله اول انتگرال م

١ ٢ ٢ ٢

٢ ٢
٣
٢

٣
٢

 

٢

٣
٢ ٢

٣
٢  

  .ميبر  یبکار م یاست که بجاتابع نا شناخته  کي .مکررا گفته شد  همان طور که قبلا هم
 .ميکن ديتابع نا شناخته را پ نيا ديو با

   .ميگذار  یعبارت بدست آمده را در معادله دوم م نيپس آخر

٢

٣
٢ ٢

٣
٢ ٢ ٢ ٢ 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ 
 

  . ميريگ  یم، انتگرال  یاز عبارت آخر
 

   است. ريداده شده ، مطابق ز ليفرانسيد معادله  یپس جواب کل
٢

٣
٢ ٢

٣
٢  
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۴
١
٢

٢ ٢
٣

١ ١  

 پاسخ 
١
٢

٢ ٢
٣

 

١
٢

٢ ٢
٣

 

١
٢

٢ ٢
٣

 

٢
٣

٢
٣

١
٢

٢ ٢
٣
 

تا تابع , ميسيرا بنو ريز یمعادله ها ستميس ميتوان  یپس م داده شده ، کامل است.  ليفرانسيپس معادله د
   .ميکن دايرا پ

١
٢

٢

٢
٣

 

انتگرال برحسب  ، بهتر است از معادله دوم  نجايا  .ميگرفت  یعادله اول انتگرال ماز متا بحال ، 
   .ميريبگ
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٢
٣ ٢

 

   .ميريگ  یمشتق محسب  عبارت بر نيحالا از ا

٢

١
٢

٢
 

١
٢

١
٢

٢
 

٢
 

   .ميريگ  یاز عبارت آخر انتگرال م
٢

٢
١
٢
 

   است. ري، مطابق ز ليفرانسيمعادله د  یپس جواب کل

٢

١
٢

 

   .ميورآ  یبدست م هيجواب مخصوص با استفاده از شرط اول
١

١
٢

١

١
٢

 

١ 
  است.  ريمطابق ز هياولپس جواب مساله با شرط 

١
٢

١
٢

١ 

   .دارد   مطابقتاب مخصوص ستا با جورا دانيکه م ديکن  یملاحظه م
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مختلف آشنا  یماد هابا ن زانيمتفاوت نسبت به بالا داده شده است تا عز یبا نماد ها ريز ناتيپاسخ تمر
   شوند.

 

۵ ٢ ٢ ۴ ٢ ٣ ٢ ، ١ ٨ 
 پاسخ 

صفر باشد  ديسمت راست با   یعني.ميسيوصورت استاندارد بن را به ليفرانسيمعادله د ديقبل از هر کار ، با
   باشد.دو جمله علامت  نيو ب

 
   .ميپس دار

 
را بر حسب  اي، و  ميريانتگرال بگرا بر حسب  ميتوان  یامل است. م، ک ليفرانسيپس معادله د

   .ميريگ  یرا انتگرال مندارد ، پس   یفرق نجايا

 
حالا   .ميانتگرال گرفتباشد ، چون بر حسب تابع  ديکه عدد ثابت انتگرال با ديکن  یملاحظه م

   .ميده  یقرار م یو آنرا مساو ميريگ  یمشتق مب بر حسعبارت بدست آمده را 

 
   .ميپس دار

 
  . ميکرد دايپ پس 
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   است. ريمطابق ز ليفرانسيمعادله د نيا یحيجواب تلو تيو در نها

 
   ميدار هيبا بکار بردن شرط اول

 
   است. ريلذا جواب مطابق ز

 
  . ميبا استفاده از فرمول درجه دوم دار

 
 حيلذا جواب صر است.  حيصحشود که علامت   یپس ملاحظه م  .ميبر  یرا مجددا بکار م هيشرط اول

   است. ريمعادله مطابق ز

 
  باشد.   یمنف دينبا کاليراد ريکه عبارت ز ميدان  یم . ميکن  یم دايحالا بازه معتبر را پ

 
  ل  کايراد نيا  یقيتنها جواب حق

 
 

  . ديکن  یرا ملاحظه م یمودار چند جمله ان،   ريدر ز

 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



فصراانوشـيروان   معادلات ديفرانسيل و کار بردها   ۴بخش   ٢فصل  

127 
 

 ميريبگ جهيمثبت است و ممکن است نت ريدر بازه ز یرسد که چند جمله ا  ینظر م  به بالا ،  ريتصودر 
  بازه معتبر است.  نيکه ا

 
پس   .ميکن یاز صفر هم دور ديشامل صفر هم هست ، و با رايباشد ، زتواند بازه معتبر    یبازه نم نياما ا
   .ميکن مي، تقس ريبه دو بازه ز ديبازه را با نيا   پس

 
   است. ري، پس بازه معتبر ، بازه ز هيمقدار شرط اول یعني است ،١بازه اول ، شامل 

 
  ، نمودار جواب است.  ريو لذا نمودار ز

 

۶
٢
٢ ١

٢ ٢ ٢ ١ ، ۵  

 پاسخ 
  ميداشته باش ديبا یعني  .ميکن  یحل م ريز قيرا به طرو  نيب  یابتدا مشکل نماد منف

 
   ميپس دار

 
  . ميحالا دار
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   .ميريگ  ی، انتگرال م  ی، کامل است. از اول ليفرانسيمعادله د نيکه ا ميريگ  یم جهيپس نت

 
  . ميکن  یم سهيمقاو با  ميريگ  یمشتق مر حسب حالا از رابطه بدست آمده ب

 
   .ميپس دار

 
 و لذا 

 
   است. ريمطابق ز یحيپس جواب تلو

 
   .ميبر  یرا بکار م هيمقدار اول

 
   است. ريبه صورت ز یحيحالا جواب تلو

 
 
  . حيهم جواب صر نيا

 
.  ميبابت ندار نياز ا یمثبت است ، پس نگران شهيبالا هم متيلگار . ميکن دايبازه معتبر را پ ميخواه  یحالا م

   .ميکن یدور رياز نقاط ز ديپس با  .ميبر صفر باش مينگران تقس ديبا

 
    .ميحالا سه بازه محتمل دار
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  بازه ، معتبر است. نياست ، پس ا۵بازه آخر ، شامل 

 
  هم نمودار.  نيا 
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  Bernoulli Differential Equations یبرنول يفرانسيلد یمعادله ها

  . يمکن  ی، م يربه شکل ز یها به معادله  یبخش ، نگاه يندر ا
 

  یقيعدد حق کي، هستند و  ميکن  یآن کار م یکه رو یدر بازه ا وستهيپ یتابع هاو  ينجاا
   .نديگو  یم یبرنول یمعادله هاشکل را  نيبه ا یمعادله ها  ست.ا

که چگونه آنرا حل  ميدان  یاست و م  یباشد ، پس معادله ، خط١ ايکه اگر  ديمتوجه هست
 کي اياز صفر و  ريغکه مقدار  ميده  یرا مورد بحث قرار م  يیبخش ، معادله ها نيپس در ا  .ميکن

   باشد.
   .ديبدست آ ري. تا معادله زميکن  یم ميتقسرا بر  ليفرانسيحل آن نوع معادله ها ، ابتدا معادله د یبرا

١  
    .ميکن  یم ليتبدرا به  بيضر  یعني . ميده  یرا انجام م ینيجانش نيحالا ا

١  
شود که   یم یليفرانسيکار منجر به معادله د نيا . ميکن ليتبدبر حسب  ليفرانسيه را به معادله دتا معادل

   .ميحل کن ميتوان  یم
 ني، ا ميانجام ده ديکه با یتنها کار  .ستيچ ميمشخص کن ديبا  .ميمواظب باشدر مورد  يداما با

تابع و هم که هم  ديتوجه داشته باش  .ميريبگمشتق ، بر حسب  نيعبارت جانش نيفاست که طر
مشتق  یعني نيا  .مياعمال کن قسمت سمت راست یرا رو یا رهيهستند ، پس لازم است قاعده زنج یها

   .ميدار١پس با مشتق گرفتن از   .ميريبگ  یضمن
١  

   داشت. ميرا خواه ري، معادله ز نيجانش نيحالا با وارد کردن عبارت بالا ، و همچن
١

١
 

، و سپس  ميحل کن یآنرا برا ميتوان  یاست ، که م  یخط ليفرانسيمعادله د کيمعادله بدست آمده بالا ، 
  . ميو آنرا حل کن ميرا بدست آور هياول ليفرابسيد دلهمعا ميتوان  ی، م نيبا برگشت جانش

  . مياوريمثال ب کي دياجازه ده
 ١مثال 

   .ديکن دايجواب را پ یو بازه معتبر برا ديرا حل کن ريز هيمساله با مقدار اول
۴

٣ ٢ ، ٢ ١  
 حل 
را بر  نيطرف یعني نيا  .ميسيبنومناسب است که آنرا به صورت  ني، ا ميهانجام د ديکه با یکار نياول
   .ميکن ميتقس٢

٢
۴

١ ٣ 
   است. ريمطابق ز ميده انجام ديکه با یريو مشتق گ ینيجانش

١ ٢  
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 شود.   یم ليتبد ريبه صورت ز ليفرانسي، معادله د ینيجانش نيبا ا
۴

٣ 
   آنرا حل کرد. ديچگونه با ميداني، که م ميبدست آورد  یخط ليفرانسيمعادله د کي

۴
٣ 

۴
۴ ۴ 

۴ ١  
۴  

۴ ۴  
 در فرض مساله گفته شده  ري، ز ميکه قدر مطلق را حذف کرد ديکن  یملاحظه م

را بر  ینيپس جانش  .ميکن دايرا پ ديبا ني.  ، همچنميريبگ ميدر مورد عدد ثابت انتگرال تصم ديحالا با
   .ميبر  یبکار مرا  هيلو سپس مقدار او ميگردان  یم

١ ۴  
ابتدا  ايو  ميرا بکار بر هيو سپس مقدار اول ميحل کن یمعادله بدست آمده بالا را برا ميتوان  یحالا م
   .ميحل کن یرا برا و سپس معادله بالا ميرا بکار بر هياول مقدار

   .ميکن دايرا پو  ميررا بکار ب هي، مقدار اول ديپس اجازه ده

١
١

٢
۴

٢
۴

٢ 

٢
١

١۶
 

   .ميکن  یحل م یو آنرا برا ميگذار  یدر معادله م راحالا 

 
    .ميانجام داده ا یجبر اتيعمل  یبدست آوردن جواب بالا ، کم یبرا ديکن  یملاحظه م

  یبرا یعني  .ميبکار بر یرا برا هيمقدار اول ديه دهمعتبر ، اجازکردن بازه  دايقبل از پ
١ 
١  

٢ ١ ٢ ١
١

١ 
 انتظار داشته دياما نبا  بود. یبرا که ميکرد دايپ   یرابرا هيکه همان مقدار اول ديکن  یپس ملاحظه م

    است. نيچن نيا شهيکه هم ديباش
صفر و  تمينگران لگار یعني نيا  است.که  ميدان  ی. مميکن  یم دايرا پ لا بازه معتبرخوب ، حا

  یعني  .مينگران صفر شدن جمله دوم باش ديبا اما  .ميستينبرصفر در  ميتقس
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١ ١۶
٢

 

٢

١

١۶
 

٢

١
١۶ 

 
   باشند، ريانند دو بازه زتو  یم  یمعتبر احتمالپس دو بازه 

 
 است ، پس بازه معتبر  هيچون ، بازه دوم شامل مقدار اول

 
 هم نمودار  نيا  است.

 
 
 
 

 ٢مثال 
  . ديرا حل کن ريز هيمساله با مقدار اول

۵ ٢ ٢ ٢ 
 حل 
 راتيتغ  یکم نيهمچن  .ميضرب کن٢له را در معاد نياست که طرف نيا ميانجام ده ديکه با یکار نياول

   بشود.  یخط ليفرانسيمعادله به صورت معادله د تا, ميانجام ده
٢ ۵ ٣ ٢  

   است. ريمطابق ز نيجانش
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٣ ٣ ٢  
   .ميده  یرا انجام م ینيعمل جانش حالا

١

٣
۵ ٢  

١۵ ٣ ٢  
   است. ريهم مطابق ز یريانتگرال گ بيو ضر ميبدست آورد  یمعادله خط

١۵  
   .ميبدست آمده ، دار ليفرانسيو حل معادله د یريانتگرال گ بيو بکار بردن ضر رييتغ  یبا کم

١۵
٣

١٧
٢  

   .مي. پس دارميگردان یرا بر م ینيپس حالا جانش٣ مي، فرض کردحل مساله  یدر ابتدا

٣ ١۵
٣

١٧
٢  

   .ميپس دار  .ميبر  یرا بکار م هيمقدار اول

٨
٣

١٧
 

١٣٩

١٧
 

   .ميگذار  یرا در جواب بدست آمده بالا ممقدار 

١٣٩ ١۵ ٣ ٢

١٧

١
٣

 

   نمودار جواب. هم نيا  است.  یقياعداد حق هيپس بازه معتبر ، کل  .مينداردر مورد  یمساله ا نجايا
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 ٣مثال 
   .ديو بازه معتبر را مشخص کن ديرا حل کن ريز هيمساله با مقدار اول

۶ ٢ ۴ ٢  
 حل 

 یعني  .ميده  یرا انجام م ینيو سپس عمل جانش ميسينو  یصورت مناسب م را به ليفرانسيابتدا معادله د 

   .ميکن  یم ميتقس۴را بر  نياول طرف
۶ ۴ ٢ ٣  

   است. ريمطابق ز نيجانش
٣ ٣ ۴  

   .ميگذار  یم  ليفرانسيد را در معادله نيجانش
٢ ٢  

١

٢
 

 
   .ميبدست آمده ، دار  یخط ليفرانسيو حل معادله د راتييتغ  یبا کم

١

٢
١  

   .ميگردان  یرا بر م ینيحالا جانش

٣
١

٢
١  

   .ميبر  یرا بکار م هيحالا مقدار اول
١

٨

١

٢

۵

٨
 

   .ميپس دار
٢

۴ ۴ ۵
١
٣

 

  یبا استفاده از نرم افزار ، متوجه م  .مينگران مخرج صفر باش ديبا نجايا  .ميکن دايبازه معتبر را پ ديحالا با
   است.  یقياعداد حق بازه معتبر تمام  .ميندار یپس نگران  شود.  یکه مخرج هرگز ، صفر نم ميشو

   هم نمودار جواب. نيا
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٢بخش  ناتيتمر ۵ 
   .ديبازه معتبر را مشخص کنو درصورت  لزوم   ديرا حل کن ريز یبرنول ليفرانسيد یمعادله ها

١ ١  

٢ ٢  
٣ ٢  

۴ ۴  

۵
٢

٢  

۶ ۵ ۵ ٧ 
 

 
٢بخش  ناتيپاسخ تمر ۵ 
   .ديو درصورت  لزوم  بازه معتبر را مشخص کن ديرا حل کن ريز یبرنول ليفرانسيد یمعادله ها

 
١ ١  

 حل 
  . ميسينو  یرا به صورت مناسب م ليفرانسيابتدا معادله د

١ ١
٢ 

را بر   نيحالا ، طرف
١

 .ميپس دار  .ميکن  یم ميتقس٢
١
٢

١ ١
٢ ١ 

 است  ريمطابق ز نيجانش
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١
٢

١

٢

١
٢  

  . ميپس دار . ميده  یرا انجام م ینيحالا عمل جانش

٢
١

١ 

١

٢

١

٢
 

١
٢ 

   .ميدار یري، با استفاده از عامل انتگرال گ  یخط ليفرانسيو سپس حل معادله د یراتيياز تغ بعد
١

٣

١
٢ 

  . ميگردان  یرا بر م ینيحالا جانش
١
٢

١

٣

١
٢ 

   .مي، دار هيبا بکار بردن مقدار اول
١

٣
،

١

٣
 

   .ميدار یو حل معادله بدست آمده برا با بکار بردن مقدار 

 
و لذا بازه  ميباشداشته  ديدوم در صورت ، پس با شهير نيدر مخرج کسر و همچنبخاطر 

 هم نمودار جواب  نيا  اعداد بزرگ تر از صفر است. هيمعتبر ، کل

 
 
 
 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



صرافانوشـيروان   معادلات ديفرانسيل و کار بردها  ۵بخش    ٢فصل  

136 
 

٢ ٢  
 حل 

   .ميبر  یرا بکار م ريز ینيپس جانش است. ٢ نجايا

١
١

 

   است.در سمت راست ، تابع   .ميريگ  یمشتق م نياز طرف
١ ١

٢
 

  . ميکن  یم ميتقس٢را بر   یمعادله اصل نيطرف

٢
٢

١
 

   .مي.  پس دارميکن  یم نيجانشو حالا 
،  

   .ميکن  یاستفاده م یريحل آن ، از عامل انتگرال گ یبرا . ميبدست آورد  یخط ليفرانسيمعادله د کي
١  

 است.  ريمطابق ز  یخط ليفرانسيمعادله د نيا  یپس جواب کل
  

  = 
 

٢

٢

٢

٢

٢
 

  به  ميگرد  یم حال  بر   .ميسيبنو ميتوان  یم٢ یاست ، پس بجا یاريعدد اخت کيچون 
 است.  ريمطابق ز یحيپس جواب تلو

١ ٢
 

دست  را از ، جواب  ميکرد ميتقس٢را بر  ليفرانسيکه معادله د ی، هنگام ديتوجه داشته باش
  است.  ريمطابق ز يیپس جواب نها  .ميداد

٢
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٣ ٢  
 حل 

 یگريد  یهاشما ، نماد  يیآشنا یبرند ، برا   یم مختلف بکار ی، چون کتب مختلف نماد ها دياجازه ده
 ديکن  یملاحظه م  .ميرا بکار برنماد  یبجانماد  یبجانماد  یمثلا بجا . ميبکار بر

   به هم هستند. هينماد ها شب نيا
 .ميبر  یرا بکار م ريز ینيشپس جان است.  یمعادله برنول کي،  ليفرانسيمعادله د نيکه ا ديکن  یملاحظه م

 
   .ميريگ  یمشتق م

 
   .ميبر  یبکار منماد  یو سپس بجا ميکن  یم ميتقس٢را بر  هياول ليفرانسيمعادله د

 
    .ميده  یرا از دست م، جواب  ميکن  یم ميتقس٢که بر  یهنگام

   است. ريزمطابق بر حسب  ليفرانسيمعادله د

 
  اي
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، آنرا  یريبا بکار بردن عامل انتگرال گ  .ميبدست آوردتابع  یبرا  یخط ليفرانسيمعادله د کي
  . ميکن  یحل م

 
که  ميمطمئن شو ميتوان  یم

١
   است. یري، عامل انتگرال گ قتيدر حق

 
است ، بعد از ضرب در که سمت چپ معادله ، مشتق حاصلضرب  ديکن  یملاحظه م

١ 
   است. ريمطابق ز ليفرانسيمعادله د  یجواب کل

 
که  نيبا توجه به ا

١
   .مياست ، دار
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۴ ۴   
 حل 

 .ميبر  یکار  مرا ب ريز ینيپس جانش۴است با  یبرنول ليفرانسينادله د کي نيا
 

 . ميريگ  یمشتق م

 
   .ميکن  یم ميتقس۴ضرب و سپس بر ٣را در   یمعادله اصل نيطرف

 
 معادله آخر را بر حسب   .ميده  یرا از دست م  جواب ۴کردن بر  ميکه با تقس ديتوجه دار

   .ميسينو  یم

 
   .مي، دار یري، پس با استفاده از عامل انتگرال گ است  یخط ليفرانسيمعادله د کي نيا

 
پس تابع 

١
٣

سمت چپ معادله مشتق  قتيدر حق  .ميآور  یبه حساب م یريعامل انتگرال گ

 است بعد از ضرب کردن در حاصلضرب 

 
   ورت است.به ص  یخط ليفرانسيد معادله  یپس جواب کل

 
   است. ريبه صورت ز یبرنول ليفرانسيمعادله د  یاست ، پس جواب کل٣چون 
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۵
٢

٢  
 حل 

با پارامتر , است یمعادله هم معادله برنول نيا
١

٢
  یخط ليفرانسيمعادله د کيتوان آنرا به   یپس م

   است. ريصورت ز بهتابع  نيو لذا مشتق ا١ ینيکرد با جانش ليتبد

 
    .ميکن  یم ميتقس٢را بر   یمعادله اصل

 
   .ميدار یبرا کردن نيگزيبا جا

 
   است. ريمطابق ز یريعامل انتگرال گ . ميساده بدست آورد  یخط ليفرانسيمعادله د کي

 
است ، بعد مشتق حاصلضرب  , سمت چپ معادله . ميکن  یخاب  مرا انتتابع 

 از ضرب کردن در 

 
  است.  ريبه صورت ز  یخط ليفرانسيمعادله د  یپس جواب کل

 
   .ميگردان  یم رب ار ینيجانش

 
   .است ريز تصور هب لکام بجوا سپ
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۶ ۵ ۵ ٧ 
 حل 
روش عمل  نيرا به ا۶ نيتمر  است.  یکي دهيا کنند.   یعمل م ريز قيا به طراز کتب معادله ر یبعض

   ندارند.  یدو روش ها با هم تفاوت نيا قتيدر حق  .ديمختلف آشنا شو یتا شما به روش ها ميکن  یم
 ٧و ۵و ۵است ، با  یمعادله برنول کيداده شده ،  ليفرانسيمعادله د
   .ميپس دار

١ ۶  
  شود.   یمبر حسب 

١
۶ 

   .ميريگ  یمشتق مبر حسب از 
١

۶

٧
۶  

   .ميگذار  یبدست آمده بالا م یعبارت هاو   یبجا  یدر معادله اصل

۵ ۵ ٧ 

١

۶

٧
۶ ۵

١
۶ ۵ ۶  

۶را در  نيطرف
٧

  . ميکن  یضرب م۶

۶ ۵ ۶ ۵ 
  . ميآنرا حل کن ميتوان  یکه م ميدار یمعادله ا ینيگزيجا نيحالا با ا

۶ ۵ ۶ ۵ 

١ ۶ ۵ 
   .ميها دار ريمتغ کيبا استفاده از تفک

١
۶ ۵  

   .ميريگ  یانتگرال م نياز طرف
١

١
۶ ۵  

١ ۶  
١

۶  
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۶
١ 

   .ميگردان  یرا بر م ینيجانش
١
۶ 

۶
١

١
۶ 
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٢بخش     Homogeneous Differential Equationsمتجانس  ايهمگن  ليفرانسيد یمعادله ها۶
 

، لازم شد عمل  ليفرانسيمعادله د کيحل  یکه برا ميدي، د یبرنول ليفرانسيد یدر بخش قبل ، معادله ها

 ميکه بتوان ميده رييتغ  یشکلرا به  ليفرانسيمعادله د ميکار توانست نيبا ا  .ميانجام ده١ ینيجانش
 یکه معادله ها ی، بطور ميپرداز  یم ینيجانش گرينوع د بخش ، به  نيدر ا  .ميآنرا حل کن یبه آسان

   .ميکن ليقابل حل تبد یرا به معادله ها ليفرانسيد
  . رياست به صورت ز  یمعادله ا ،   ميده  یبحث قرارم مورد  بخش نيرا که در ا  یمعادله ا

 
  اي

 
       همگن  ليفرانسيد یکه بتوان آنها را به صورت بالا نوشت ، به معادله ها ليفرانسيد یمعادله ها

Homogeneous .ميبه معادله بده یراتيياوقات لازم است تغ  یکه گاه ديتوجه داشته باش  معروف هستند 
   شود.نوشته    مناسببه صورت  تا

 ريز ینيمتجانس است ، جانش ايهمگن  ليفرانسيکه معادله ما به صورت معادله د نيبعد از مشخص شدن ا
   .ميده  یرا انجام م

 
  . ميکن یسيباز نو ريز آنرا به صورت ميتوان  یسپس ، م

 
 ميريگ  یاز رابطه بالا م  یستند ، مشتق ضمنه یتابع هاو هم نکته که هم  نيسپس ،با توجه به ا

   .ديبدست آ ري، تا رابطه ز
 

   است. ريبه صورت ز ليفرانسي، معادله د ینيجانش نيبا ا
 

 

 ليفرانسيمعادله د کي،  ديجد ليفرانسيمعادله د  نيدرا رييغت  ی، با کم ديکن  یهمان طور که ملاحظه م
   .ميآور  یم  بدست ريپذ کيتفک

  . ميموضوع را روشن کن نيبا چند مثال ا دياجازه ده
 ١مثال 

   .ديو بازه معتبر را مشخص کن  .ديرا حل کن ريز هيمساله با مقدار اول
۴ ٢ ٢ ٢ ٧  

 حل 
   .ميکن  یم ميتقس٢را بر  نيابتدا طرف

۴
٢

٢
۴

٢
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نوشته شده ها به صورت کسر  ريکه متغ دينيب  ی، اما م ستين ميکه در بالا گفته ا یشکل مناسب کي نيا

شکل معادله  نيا یرا رو ینيعمل جانش ديپس اجازه ده  .ميم دهانجا دياست که با یهمان کار نيو ا  ند. ا
   .ميانجام ده ليفرانسيد

۴ ٢ 
    از هم جدا شوند. زيکه همه چ ميسينو  یم یرا طور ليفرانسيحالا معادله د

۴ ٢ ٢ 
۴ ٢ ٢

 

۴ ٢ ٢

١
 

   .ميريگ  یانتگرال م نياز طرف
١

۴
۴ ٢ ٢  

   .ميکن  یم یسيباز نو ري، معادله بالا را به صورت ز تميبا استفاده از خواص لگار

۴ ٢ ٢
١
۴ ١  

   .ميکن  یم يیرا نما نيطرف اي  .ميرسان   یم یينما را به توان  نيطرفحالا 

۴ ٢ ٢
١
۴ ١ ١  

 آن نوشت  یتاون بجا  یاست و م یاريعدد اخت کيهم است پس  یاريعدد اخت کيچون 
    .ميهمان طور که در بالا انجام داده ا

   .ميگردان  یرا بر م ینيجانش و سپس ميکن  یم حل یمعادله بالا را برا تيدر نها

۴ ٢ ٢
۴

۴ ۴
 

٢
١

٢ ۴
۴  

٢

٢

١

٢

۴ ۴

۴
 

٢
١

٢
٢

۴ ۴

۴

۴ ۴

٢ ٢
 

  .ميبر  یرا بکار م هياول حالا مقدار

۴٩
۴ ١۶

٢ ۴
۴۵۶ 

  تيو در نها
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٢
٢٢٨ ٢ ۴

٢

٢٢٨ ٢ ۴

٢
 

  یپس جواب واقع  است. حيصحعلامت  ديگو  یما م به هياول شرط

٢٢٨ ٢ ۴

٢
 

  یمنف ديهم نبا کاليراد ريو چون عبارت ز  .ميکن یدوراز  ديکردن بازه معتبر با دايپ یاست. برا
 پس  باشد ،

٢٢٨ ٢ ۴  
۴ ١١۴ 

 
   .ميپس دو بازه ممکن دار

 
   ، معتبر است. ريبازه ز ديگو  یم هيو شرط اول

 
   هم نمودار  جواب. نيا

 
 
 

 ٢مثال 
   .ديو بازه معتبر را مشخص کن ديرا حل کن ريز هيمساله با مقدار اول

       y ١ ۴ 
 حل 

آنرا به  ميتوان  ی، م تمياما با استفاده از خواص لگار  .ستي، همگن ن ليفرانسيمدله د نيرسد که ا  یبنظر م
   .ميکن یسيباز نو ريصورت ز
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 ها  ريمتغ کيو سپس تفک ميبر  یمرا بکار  ینيجانش  ، همگن است. ليفرانسي، معادله د بيترت نيبه ا
١

 

١
١  

١
١

 

   .مي، پس دار ميده  یانجام م یسيباز نو  یو کم ميريگ  یانتگرال م نياز طرف
١

١  

١
١  

 ینيجانش قيانتگرال گرفتن از سمت چپ از طر یبرا  :توجه
١

   استفاده شد.١
   .ميکن  یم دايرا پ، دو مرتبه ،  نيکردن طرف يیبا نما

١
١

١ ١  

١
١ 

١ ١ 

١ 
 . ميکن  یحل م یو برا  .ميگردان  یرا بر م ینيجانش

١ 

١ 
   .ميکن  یم داييپ را،  هياستفاده از مقدار اول با

۴ ١ ١ ۴  
   .ميرا دار ريپس جواب ز

١ ۴
١ 

پس با در نظر گرفتن   داشت. ميبر صفر خواه ميتقس راي، ز ميکن یدوراز  ديبا واضح است که
   نمودار جواب. هم نيا است.، بازه معتبر  هيمقدار اول
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٢بخش  ناتيتمر ۶ 
 . ديخص کنو بازه معتبر را مش ديرا حل کن ريز هيمساله با مقدار اول

١ ۴ ١
٢

٢ 
٢ ٩  

   .ديرا حل کن ريز ليفرانسيد یمعادله ها

٣
٢ ٢

 

۴
٢

 

۵  

 
 

٢خش ب ناتيپاسخ تمر ۶ 
 . ديو بازه معتبر را مشخص کن ديرا حل کن ريز هيمساله با مقدار اول

١ ۴ ١
٢

٢ 
 حل 

 . ميبر  یرا بکار م ريز ینيجانش
۴ ۴  

به حساب  ینيدر جانشمعمولا فقط قسمت   .مياورديرا به شمار ن١که  ديکن  یملاحظه م
   .ميکن  یم نيجانش ليفرانسيپس در معادله د  .ديآ  یم
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۴ ١
٢

 

۴ ١
٢
 

١
٢

۴
 

   .ميکن  یاستفاده م یپاره ا یانتگرال سمت چپ از روش کسر ها یبرا  .ميريگ  یانتگرال م نياز  طرف

٢ ٢ ٣ ٣ ١
 

١

۴

١

١

١

٣
 

١

۴
١ ٣  

١

٣
۴  

١

٣
۴ ۴  

١ ۴ ٣  
١ ۴ ١ ٣ ۴  

١ ٣ ۴

١ ۴
 

۴
١ ٣ ۴

١ ۴
 

۴
١ ٣ ۴

١ ۴
 

   شود. دايپتا  ميبر  یرا بکار م هيمقدار اول

٢
١ ٣

١
٣ 

   است. ريپس جواب مطابق ز

۴
١ ٩ ۴

١ ٣ ۴
 

 هم نمودار جواب  نيا  است.  یقياعداد حق هي، پس بازه معتبر کل ميندار  یمشکل ريقادچون در مورد م
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٢ ٩  
 حل 

  است.  ريمطابق ز نيجانش
٩ ٩ ١ 

   .ميکن  یم نيگزيرا جا نيجانش
١

٩
١  

٩ ١ 

٩ ١ ٩
 

 یبرا  یمهارت کاف ديبا  تاکنون . ديتا عبارت آخر بدست آ ميانجام داده ا اتيعمل  یکه کم ديکن  یملاحظه م
   .ميريگ  یحالا انتگرال م  کار بدست آورده باشد. نيا

٩  
  . ميکن  یحل م یبرا

٩  
٩  
٩  

 . ميگردان  یرا بر م ینيجانش
١

٩
٩  

   .ميبر  یرا بکار م هيمقدار اول
١

٩
٩ ٨  
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   است. ريس جواب مطابق زپ
١

٩
٩ ٨  

 پس   .ميمثبت داشته باش ميکه لگار ميمطمئن شو ديکردن بازه معتبر با دايپ یبرا

٩ ٨
٩

٨
 

 
 هم نمودار جواب  نيا

 
 

 
   .ديرا حل کن ريز ليفرانسيد یمعادله ها

٣
٢ ٢

 

 حل 
   .ميسيبنو ريمعادله را به صورت ز ميکن  یم  یسع

 
   .ميدار پس

٢ ٢

 

٢ ٢
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١

 
   است. ريزصورت  به   پس معادله ما

١

 
   .ميرا دار ريز نيجانش

 
 

   .ميريگ  یمبر حسب   یمشتق ضمن

 
  .ميده  یرا انجام م ینيعمل جانش

١  
  . ميکن  یکم م نياز طرف

١ 
  . ميده  یها را انجام م ريمتغ کيحالا عمل تفک

١
 

  . ميريگ  یانتگرال م
١

 
٢

٢
 

  . ميباشد ، پس دار ميکن  یفرض م
٢

٢
 

٢

٢
 

٢  
   .ميگردان  یرا بر م ینيحالا جانش
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٢  

٢  
   است. ريمثبت به صورت ز  رقسمتيتصو

 
 

۴
٢

 

 حل 
 . ميسيبنو ريمعادله را به صورت ز ميکن  یم  یسع

 
    .ميدار

٢

٢

٢
 

٢

 
   .ميپس دار

٢

 
 است.  ريبه صورت ز نيجانش
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   .ميپس دار

٢ 

٢ 
  . ميکن  یم کيها را تفک ريمتغ

١
٢

١
 

  . ميريگ  یانتگرال م
١
٢

١
 

١
 

  ميسينو  یم یبجا
١

 

١
 

١
 

   .ميگردان  یرا بر م ینيجانش
١

 

 

  فمختل ريمقاد یچند نمودار برا
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۵  

  لح
   .ميسينو  یم تصور هب

١

١
 

 
   .ميدار سپ

١

١
 

 
  الذ

١

١
 

   .ميکن  یم مک نيطرف ز
١

١
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١

١

٢

١
 

١ ٢ ٢

١
 

   .ميکن  یم جدا ار اه ريمتغ
١

١ ٢ ٢

١
 

   .ميريگ  یم لانتگرا
١

١ ٢ ٢

١
 

١

٢
١ ٢ ٢  

  ميسينو  یم یبجا
١

٢
١ ٢ ٢  

١ ٢ ٢
١
٢  

١ ٢ ٢
١
٢ ٢

 

   .ميگردان  یم رب ار ینيجانش

١ ٢
٢ ١

٢ ٢
 

٢ ٢ ٢
١
٢
 

٢ ٢ ٢
١
٢
 

یابج
١
٢

   .ميسر سپ ميسينو  یم
٢ ٢ ٢  

٢نيطرف هب    .ميکن  یم هاضاف٢
٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

٢ ٢ ٢  

٢ ٢  

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 معادلات ديفرانسيل و کار بردها  ۶بخش    ٢فصل  انوشـيروان صراف

156 
 

   .ميکن  یم مک نيطرف زا

٢ ٢  
   .ديکن  یم هملاحظ ريز رد تمثب تقسم رنمودا  .بود بجوا نيا
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٢بخش   Intervals of Validityمعتبر  یبازه ها٧
 . ميکن  یمرتبه اول نگاه  یخط ليفرانسيدر مورد معادلات د هيقض  کيبه  دياجازه ده

 
 ١ هيقض

  . ديرا ملاحظه کن ريز هيمساله با مقدار اول
 

باشد ، پس باشند و بازه شامل در بازه باز  وستهيپ یها تابعو اگر 
   در آن بازه وجود دارد. هيمساله با مقدار اول یجواب منحصر به فرد برا کي
  
 
جواب  يکبالا ،  يطدر صورت وجود شرا  یمرتبه اول خط يفرانسيلمعادلات د ی، برا يدگو  یم يهقض ينا

   . ميکن يداآن جواب را پ يماگر نتوان یوجود دارد ، حت منحصر به فرد حتما
 وستهيپو بازه باشد که در آن  ين،  بزرگ تر يهکه اگر بازه در قض ينموضوع دوم ، ا

اول  مرتبه  یخط ليفرانسيمعادلات د ی، برا یعني نيا  جواب است. یهستند ، پس آن بازه ، بازه معتبر برا
توجه داشته باشد  نيهمچن  .ميکن دايبازه معتبر را پ مي، تا بتوان ميرا حل کن ليفرانسيمعادله درد ندا ی، لزوم

 یرو یاثر چيهباشد ، اما مقدار شامل  ديبازه با  دارد. یبستگ هيبه مقدار اول  کم  ،که بازه معتبر
   بازه معتبر ندارد.

 
 ١مثال 
   .دي، بازه معتبر را مشخص کن ريز هيدار اولمساله با مقحل بدون 

٢ ٩ ٢ ٢ ۴ ۴ ٣ 
 حل 
 .ميسيگفته شده است ، بنو هيرا به صورت مناسب که در قض ليفرانسيمعادله د دي، با هياستفاده از قض یبرا

   .ميکن ميمشتق تقس بيرا بر ضر نيلازم است طرفپس  
٢

٢ ٩

٢ ۴
٢ ٩

 

نقاط  نيدر ا ريز  .ستين وستهيپ ٣در   .ستندين وستهيکه دو تابع ، کجا پ ميکن دايپ ديحالا با
تابع ۵در  نيهمچن  .ستين وستهيپ ٣در  نيهمچن  ، مخرج صفر است.

نگران  ستيلازم ن نجايالبته ا  داشت. ميصفر خواه تميلگار۵ یبرا رايز ، ستين وستهيپ
داشت که در آنها  مينقاط ، چهار بازه خواه نيدست داشتن ا با در  ، بخاطر قدر مطلق. ميباش  یمنف تميلگار
 چهار بازه عبارتند از  نيا  هستند. وستهيپو دو  هر

کند   یضمانت م ينا  .يستن يوستهاز تابع ها در آنجا پ  يکیکه حد اقل هستند یهر بازه ، نقاط يینقاط انتها
   هستند. يوستهدو تابع در هر کدام از بازه ها ، پ که هر
 ۴آن است که شامل  ،  یبازه معتبر واقع  .يمکن يدارا پ  یبازه معتبر واقع يداجازه ده ، يتدر نها
    .است ريز قمطاب يهاول مقدار مساله با یپس بازه معتبر  برا  است.
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مقدار  يدبا يراز  که  سه بازه در مثال بالا ، معتبر هستند. يمنکن يریگ يجهکه فورا نت يممواظب باش يدبا

   کند. يير، بازه معتبر هم ممکن است تغ يمده ييرتغ يهاگر مقدار اول  .يريمرا هم در نظر بگ يهاول
 

 ٢ يهقض
   .ديرير نظر بگرا د ريز هيمساله با مقدار اول

 
  یليمختصات مستط ستميس کيدر  وستهيپ یتابع هاو اگر 

 
در بازه  هيمساله با مقدار اول یبراجواب منحصر به فرد  کيباشد ، پس که شامل نقطه 

   وجود دارد. ،  است ،   مشتملکه  
 
 يک يدانيم، م  اما  کردن بازه معتبر استفاده کرد. يداپ یتوان برا  یقبل ، نم يه، بر عکس قض يهقض ينا

کردن بازه معتبر ،  يداپ یبر قرار باشد ، اما برا يهقض يطجواب منحصر به فرد وجود دارد ، اگر شرا
به نظر   یخط يرغ يفرانسيلمعادلات د یکه برا يد، توجه داشته باش ينهمچن  .يمبه جواب دار ياجاحت

   بازه معتبر اثر بگذارد. یممکن است روکه مقدار  رسد یم
 

 ٢مثال 
  . يدرا مشخص کن يرز يهممکن مساله با مقدار اول یتمام جوابها

١
٣  

 حل 
   کند.  یرا بر قرار نم يهقض يطشرا يفرانسيلکه معادله د يدتوجه کن يدا باابتد

١
٣

١

٣
٢
٣

 

که  یو لذا در هر بازه ا  .ستين وستهيپاما مشتق در  است.  يوستهپ یدر هر بازه اپس،  تابع  
در  دي، هر دوتابع  با ميرا بکار بر هيقض ميکه بتوان نيا یبرا  .ستين وستهيباشد ، مشتق ، پشامل 
   .ميدار  را رايما مساله است ز یبرا نيو ا  باشند. وستهياست ، پکه شامل  یبازه ا

ه حل آن ساد یاست و تا حدود ريپذ کيتفک ، ليفرانسيمعادله د نيا  .ميمساله کار کن ی، رو ديپس اجازه ده
   است.

١
٣  

٣

٢

٢
٣  

   است. ريپس جواب مطابق ز  است. ميدار هيبا بکار بردن مقدار اول
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٣

٢

٢
٣  

٢
٣

٢

٣
 

٢
٢

٣

٣

 

٢

٣

٣
٢
 

  کنند.  یرا بر قرار م هياولشرط و  ليفرانسيمعادله د، دوجواب  هر   .ميپس دو جواب ممکن بدست آورد
جواب است که شرط  کيهم  ٠ميدار هيمساله با شرط اول یجواب سوم هم برا کي نيهمچن

 کند.   یرا بر قرار م هياول

 
 

  ٣مثال 
 . دييبگومقدار  آن به یو وابستگ يدرا مشخص کن يرز يهمساله با مقدار اول یبازه معتبر برا

٢  
 حل 

را دارا ٢ يهقض يط، و هر دو شرا يستن  ی، خط يفرانسيلمعادله د ينکه ا يدتوجه کن يدبا يزقبل از هر چ
  دارد.هر مقدار ممکن  یبرا هيمساله با مقدار اول یجواب منحصر به فرد برا کياست ، پس 

 انيبدارد ، که بازه معتبر به مقدار   یکه هر وابستگ که از ما خواسته شده ديشته باشتوجه دا نيهمچن
 ليفرانسيدر معادله د  دهد.  یرا نشان م  یخط ريو غ  یخط ليفرانسيمعادله د نيتفاوت ب قايدق نيا  .ميکن

به مقدار   یخط ريغ ليفرانسيادله دبازه معتبر مع  ندارد.به مقدار  یمعتبر وابستگ یبازه ها ،  یخط
   دارد. یبستگ

   .ميکن دايو چند بازه معتبر پ ميرا حل کن هيابتدا مساله با مقدار اول ديپس اجازه ده
 است. ريصورت بازه معتبر مطابق ز نيجواب است و در اباشد ، پس اولا ، اگر 

  
 

است ، پس  ريپذ کيتفک ، ليفرانسيحالا معادله د  است. ميکن  یفرض م اله ،مس هيبق یلذا برا
   .ميکن  یم ديرا پ  یجواب کل

٢  

١
 

   .ميدار هياستفاده از مقدار اول با
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١
 

   است. ريپس جواب مطابق ز
١ ١

 

   .ميکن عمعتبرشرو هباز نکرد اديپ یبرا ميتوان  یم ، ميدار  هياول رمقدا اب همسال بجوا کي هک حالا
  رد تاس رصف رب ميتقس ،مساله  اتنه هک ميکن  یم هملاحظ ،جواب  هب هتوج اب

١
 

   .ميدار لمحتم رمعتب هباز ود هک دشو  یم هجينت نيا  
١

 

١
 

 راگ .دارد رمقدا هب یبستگ نيا  .باشد لشام هک تاس یا هباز نآ ،  یواقع رمعتب هباز

 سپ  ،باشد 
١

 ، بيترت نيهم هب  .است لشام بالا رد مدو هباز سپ ،است 

 سپ ،باشد  راگ
١

   .است لشام لاو هباز تصور نيا رد و تاس
   .ميباش هداشت ار ريز رمعتب یها هباز هک دشو  یم بسب نيا

 سپ ،باشد  راگ
١

   .است رمعتب هباز
   .است رمعتب هباز سپ ،باشد  راگ
 سپ ،باشد  راگ

١
   .است رمعتب هباز
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٢بخش    Modeling With First Order DE’S    مرتبه اول ليفرانسيمعادلات د یکار برد ها٨
 
 Mixing Problems   عاتيما بيمسائل مربوط به ترک - ١

 ١مثال 
۵  برکه  يکدر  دارد که در هر روز هم   یخروج راه کيگالن آب پاک وجود دارد ، ،

گالن آب الوده وارد ١٢ یمجرا ، روز يک يقاز طر  شود.  یگالن آب از آن خارج م١
 ديکن دايپ ليفرانسيمعادله د کي  گرم در هر گالن است.٢ یآب ورود نيا یآلودگ زانيم  شود.  یاستخر م

   است. چقدر  برکه  یروز غلظت آلودگ١ از بعد ديکن نيسپس مع و دهد  یم نشان را مراحل نيکه ا
 حل 
  تراس هب پچ از  روز باشد.بعد از  در استخر بر حسب گرم  یمقدار آلودگ يمکن  یض مفر

آلودگی ميزان ورودی آلودگی ميزان خروجی آلودگی ميزان  
   .يمدار یورود یالودگ يزانکردن م يداپ یبرا

گرم

روز

گالن

روز

گرم

گالن

١٢

١

٢

١
٢۴ روز در  گرم

گالن آب وجود ۵که در ابتدا در استخر  يدتوجه دار ، یخروج  یآلودگ يزانن مکرد يداپ یبرا
آب در استخر  یپس مجموع گالن ها  .ابدي  یم شيگالن در روز افزا٢ زانيدارد و سطح آب به م

   است. ريمطابق ز روز ،بعد از 
گالن حسب بر آب سطح ۵ ٢  

   .يمدار یخروج  یآلودگ يزانم یبرا
گرم

روز

گالن

روز

گرم

گالن

١

١ ۵ ٢
 

١

۵ ٢
روز در گرم  

   .يم، دار يزيمهم بر یرا که رو ينهاا

٢۴
١

۵ ٢
 

 با   مرتبه اول است.  یخط يفرانسيلمعادله د يک ينا
١

۵ ٢
و ٢۴  

١
۵ ٢  

۵ ۵ ٢ ۵ ٢
۵
 

   .ميکن  یضرب م یريرا در عامل انتگرال گ نيطرف

۵ ٢
۵

٢۴ ۵ ٢
۵
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   .ميريگ  یانتگرال م نيطرف از حالا

۵ ٢
۵

٢ ۵ ٢
۶

 

٢ ۵ ٢
۵ ٢

۵
 

   .ميبر  یرا بکار م  هياول حالا مقدار

٢ ۵
۵

۵
 

٣ ١٢۵ ١ ١٩ 
   روز.١از  بعد یالودگ یعني  .ميکن  یرا محاسبه م١حالا 

٢ ۵ ٢ ١
٣ ١٢۵ ١ ١٩

۵ ٢ ١
۵

 

٢١٨ ٧٢ گرم  
 هم نمودار  ينا

 
 

   .راست هب پچ زا . يمبر  یبکار مرا   يرز  مدل ثال  بعد  ، مدر 
تغيير نرخ

ميشود مخزن وارد که نرخی ميشود خارج مخزن از که نرخی  
 سرعت  اي زانيم یعنيتوجه منظور از کلمه نرخ ، 

  یعني رييتغ  نرخ ،بالادر فرمول 
  یعنيشود   یوارد مخزن مکه  ینرخ
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 شود  یوارد م عيکه ما یسرعت  شود  یکه وارد م یعيماغلظت ماده در  
  یعنيشود   یاز مخزن خارج مکه  ینرخ

   شود   یخارج م عيکه ما یسرعت شود  یکه خارج م عيغلظت ماده در ما
 

 ٢مثال 
آب با   پوند نمک است که در آن آب حل شده است.۵گالن آب و ۶ ی، دارا یگالن١۵مخزن  کي

 شود  یکه وارد مخزن م یآب شود ، غلظت نمک  یگالن در ساعت وارد مخزن م٩سرعت 
١

۵
١  

خارج گالن در ساعت از مخزن ۶محلول کاملا مخلوط شده ، با سرعت  يکاگر   پوند در هر گالن است.
 است؟  ، چه مقدار نمک در گالنشود    یزميکه مخزن لب ر ینگامه شود ،

 حل 
 سر تا کنواختيبطور  ، یقيشود ، به طر  یکه آب وارد مخزن م یاست که آن لحظه ا نيپس ، فرض ما ا

   .قتيحق کيفرض است و نه  کيفقط  نيا توجه داشت که دياما ، با  شود.  یسر مخزن پخش م
   .ميکن  یشود ، مشخص م  یکه از مخزن خارج م  یابتدا ، غلظت نمک در اب

غلظت
لحظه هر در مخزن در نمک مقدار

لحظه هر در مخزن در آب حجم
 

 ۶هنگام شروع   کرد. دايتوان پ  یم  یهم به اسانحجم آب   است.مقدار نمک در هر لحظه 
را بر حسب ساعت حساب پس اگر    شود.  یرج مگالن خا۶گالن وارد و ٩و هرساعت   يمگالن دار

۶مقدار در هر لحظه  یبه عبارت ايشود ،   یگالن وارد مخزن م٣،هر ساعت  ميکن گالن ٣
   شود.  یآب وارد مخزن م

 شود   یم هيمساله با مقدار اول پس ،

٩
١

۵
١ ۶

۶ ٣
۵  

٩

۵
١

٢

۶
۵ 

را   يهو بق يمکن  یآنرا حل م قسمت يشترينب  .يستن حل آن مشکل  است.  یخط يفرانسيلمعادله د يک ينا
   .يمکن  یبه شما واگذار م

٢

٢

٩

۵
١  

٢
٢ ٢ ٢ ٢

٢
 

٢
٢ ٩

۵
٢

٢
١  

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 معادلات ديفرانسيل و کار بردها   ٨بخش     ٢فصل  انوشـيروان صراف

164 
 

   شود. دايپ  تا  .يمبر  یرا بکار م يهحالا مقدار اول  .يمکرد يدارا پ  یپس جواب کل

 
   است. ريابق زمطاز   یپس مقدار نمک در مخزن در هر زمان

 
مقدار نمک در مخزن   شود.  یم زيساعت ، لبر٣نرم افزار ، مخزن در نمودار توسط   با رسم

   است. ريمطابق ز در آن زمان 

 
   شدن. يزهم نمودار نمک در مخزن قبل از لبر ينا

 
 ين.  ، همانطور که بيماشداشته ب  يینوسان ها يدنمودار ، با یکه در تمام قسمت ها يدباش توجه داشته

   شود.  یمشاهده م٢۵و ٢
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 ٣مثال 
در صورت عدم  عوامل   کنند.  یم  رشدحاضر ،  يتمنطقه ، به نسبت جمع يکحشرات در  يتجمع

حشره وارد ١۵تعداد هر روز   شود.  یحشرات در مدت دو هفته ، سه برابر م ينا يت، جمع  یخارج
 یعيطب یحشره هم به علت ها٧شوند ،   یحشرات خورده م گريحشره توسط د١۶شود و   یمنطقه م

  ینم  داريپاماند و اگر   یم داريپا تيجمع نيا ايحشره وجود داشته باشد ، آ١اگر در ابتدا   .رنديم  یم
 رود؟   یم نياز ب تيجمع نيا  یماند ، چه زمان

 حل 
  یحاضر متولد م تيگفته شده است که حشرات به نسبت جمع  .ميازپرد  ینرخ تولد م اي زانيم ابتدا به
   نوشت. ريتوان به صورت ز  ینرخ تولد را م یعني نيا  شوند.

 
  یرا م هياطلاعات ، مساله با مقدار اول نيحالا با ا  .ميکن دايپ ديعدد ثابت مثبت است که با کي ينجاا

   .ميسينو

   
  یم تيتا مشخص شود کدام فقره وارد جمع ميدر پرانتز گذاشت  را ر خط اول اعدادکه د ديکن  یملاحظه م

عدم عامل   .ميرا هنوز بکر نبرده ا تيسه برابر شدن جمع نجاي، ا نيهمچن  شود.  یشود و کدام خارج م
   زاد و ولد است. زاني، م ميدهمورد توجه قرار  ديکه با یزيتنها چ یعني،   یخارج

مساله را  ميتوان  ینمکردن  دايخوب ، بدون پ کند؟  یم  یباز  ی، چه نقش تيابر شدن جمعحالا ، سه بر
در صورت عدم   .ميبر  یبکار مکردن  دايپ یدر مدت دو هفته را برا تيسه برابر شدن جمع  .ميکن حل

   است. ريصورت ز به ليفرانسي، معادله د  یعامل خارج

 
شود   یدر هفته م راتييتغ صورت ، نيدر ا  .ميا روز حساب کرده١۴را  هفتهکه دو  يدکن  یملاحظه م

   .ميرا به روز حساب کرد راتييدر خط اول در فرمول بالا ، تغ رايز  هر روز.٨ یبجا۵۶
و   ی، خط ليفرانسيمعادله د ني، ا  یعوامل خارج و با توجه به عدم ليفرانسيد به معادله ميگرد  یبر  م

  ريز   معادله  یعني است. ريپذ کيفکت
 

   داشت. دي، خواه ديحل کن که قيمعادله بالا را به هر طر

  
   .يمدار پس  .يمبر   یبکار م  يعنیرا  يهاول مقدار

   .يمدار پس ، يمبر  یبکرر م يعنی حالا شرط دوم را

 
   .ميکن  یم يیو سپس نما ميکن  یم ميتقس١را بر  نيابتدا طرف  .ميکن دايرا پ يدبا

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 معادلات ديفرانسيل و کار بردها   ٨بخش     ٢فصل  انوشـيروان صراف

166 
 

 
 ليفرانسي، به معادله د ميدار راحالا که   .مياستفاده کردکه  يقتحق يندر بالا از ا

   .ميکن  یم یسيباز نو ريو به صورت ز ميگرد  یبر م  یاصل

 
   .ميکن  یم دايرا پابتدا   حل معادله بالا آسان است.

 
   .يمکن  یحالا معادله را حل م

 
 

   .يمدار يهبا استفاده از شرط اول

 
به  تيدر نها تيتمام  جمع پس است ،  یمنف بياما ضر  رود.  یمطرف  پس به  .يمتوان مثبت دار

به طرف  تيکه جمع نيا یباشد ، اما برا  یتواند منف  ینم تيمسلم است که جمع   رود.  یم  یطرف منف
پس   مانند.  یپس زنده نم  .رنديم  یحشرات م، تمام  گريد از صفر عبور کند. به عبارت ديبرود با  یمنف

   .رنديم  یحشرات م همه  یچه زمان ميکن داي، تا پ ميرا دار ريمعادله ز

 
 هم نمودار  ينا  آورند.  یم هفت  هفته دوام يباپس حشرات تقر
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  Falling Objectدر حال سقوط   یشئ
 یها يداندر بخش م . يمدفتر در مورد سقوط اجسام صحبت کرد ينا یدر ابتدا يداگر بخاطر داشته باش

  يعنی  .يمذکر کد يوتنراستا قانون دوم حرکت ن

 
 يروکدام ن يممشخص کن يدبا  جاذبه و مقاومت هوا است. يروی، ن يمده  یکه مورد توجه قرار م يرويیدو ن

   .يمکن  یتلق  یرا مثبت و کدام را منف
 

 ۴مثال 
اگر   شود.  یبه طرف بالا پرتاب م ميتوپ بطور مستق کيگرم از دهانه  لويک۵به وزن   یشئ يک

باشد و ١پل به ارتفاع  کي یرو  یو محل پرتاب شئ هيمتر در ثان١  یشئ نيا هيسرعت اول
  چقدر است؟ نيهنگام بر خورد با زم   یسرعت شئ  باشد.۵مقاومت هوا 

 حل 
است که هنگام برگشت  ينشود ، منظور ا  یپرتاب م يمبطور مستق ييمگو  یم  ی، وقت يدباشابتدا توجه داشته 

 مساله  ينا يرتصو هم ينا کند.  ی، با بدنه پل بر خورد نم ينبه طرف زم  یشئ
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   است. يربالا آمده به شرح ز يرکه در تصو يسیانگل  لغات یمعن
  Ground ينزم

  Positiveمثبت 
  Bridgeپل 

  Meterمتر 
  Situation يتموقع

   است.حرف اول است و حرف اول ضمنا 
   .ميپرداز  یم ميکرده ا که  يیحالا به فرض ها

 کند ، مثبت است.  یاثر م نييکه به طرف پا يیروياست ، پس هر ن نيبه طرف زم  یحرکت شئ شتريچون ب
١ ينزم یپس مکان رو  .يمپل را صفر فرض کرد یمکان رو يا يتموقعکه  ديتوجه کن نيهمچن 

   است.
 به  یکه شئ ی، هنگام یگريرود و د  یبه طرف بالا م  یکه شئ یهنگام  یکي  .ميدار تيدو موقع قتيدر حق

   کند.  یحرکت م نييطرف پا
 در حال بالا  یاست که شئ یاول هنگام  تيموقع .يمبساز يهاله با مقدار اولمس يکهر کدام  یبرا يدپس با

دو را در نظر  هر ديبا  کند.  یحرکت م نييبه طرف پا  یشئ است که یدوم هنگام تيموقعرفتن است و 
 روين ريدر ز  .ميده  یدو را با هم انجام م  نيا  .ميبساز هيمساله با مقدار اول کيهر کدام  یو برا ميريبگ
   کنند.  یاثر م  یشئ یآمده رو نييرفتن و پا که در راه بالا  يیها

 
رود   یطرف بالا م به  یکه شئ یهنگام  باشد.  یهر دو حالت منفدر  ديکه مقاومت هوا ، با ديتوجه دار
ثر دو ا جهيهم رفته نت یرو که یبطور است.  یمنف است ،که حرف اول  یعنيسرعت 
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کند   یحرکت م نييبه طرف پا  یکه شئ ی، هنگام قيطر نيبه هم  شود.  یمثبت م نييطرف پا به روين
طرف بالا عمل  داده شود که به باشد تا نشان  یمنف ديبامثبت است ، لذا مقاومت هوا  جهيسرعت و در نت

   است. ريز حالت به صورت دو هر هيپس مساله  با مقدار اول  کند.  یم

 
 

راست ،  در سمت هيدر مساله با مقدار اول  .نييبه طرف پا یعنيبه طرف بالا و  یعنيکلمه 
 ديکن  یملاحظه م  .نييحرکت به طرف پا ینقطه است و آماده برا نيدر بالا تر   یشئ است که  یزمان

 ديبا یعنيسمت چپ ، سرعت  هياول در مساله با مقدار نيهمچن  است. لحظه ، سرعت صفر نيکه در ا
   است. طرف بالا به هياولسرعت باشد ، چون   یمنف

   .يدکن  یهمانطور که در بالا ملاحظه م است ،  يکیهر دو  يفرانسيلحالت معادله د يندر ا
 يروین يمتدفتر گف ينا یکه قبلا هم در ابتدا يدتوجه دار  .يماعداد را در معادله ها بگذار يدپس اجازه ده

٩جاذبه   یعنياست  هيمتر در مربع ثان٨
٢

 
را انجام  کار نيا یبعد اتيعمل یدر هر حال برا رايز  .ميکن  یم ميرا  بر جرم جسم تقس نيدر ضمن ، طرف

   .ميده

 
با حل   شود.  یپس مراحل حل آن به خواننده و گذار م  است. ساده  یخط يفرانسيلمعادله د يکمعادله بالا 

   دهد.  ینشان مدر زمان   یسرعت شئ که يمرس  یم يرمعادله به معادله ز

 
 ينا  البته قبل از پاسخ به  .يمکن يدارسد ، پ  یم ينکه به زم یهنگام  یسرعت شئ يمخواه  یخوب ، حالا م

 يتموقع ياتابع مکان  يداکار ب ينا یبرا  .رسد یم ينبه زم  یدر چه زمان  یشئ يمبدان يدسئوال ، با
Situation  

   .يمکن يدارا پ

 
١  ميدار پس  شود. دايپتا  ميبر  یرا بکار محالا  هر  در تيموقعپس ٨

  نمکا  يعنی تيموقع  است. يرز زمان مطابق

 
 . يمرا حل کن يرز معادله يدرسد ، با  یم ينبه زم  یشئ که  یکردن زمان يداپ یبرا

 
پس   .  ستين حيصح  ی، پس جواب منف ميشروع کرداما چون در   .يمکرد يداپدو جواب  ينجاا

۵در   یشئ رسد   یم نيکه به زم یهنگام  یسرعت شئ ،  تيدر نها  و  رسد.  یم  نيزم به٩٨١۴٧
   است. ريز مطابق
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  Electrical Circuits یبرق یمدار ها

 يانجر ينکند ، و ا  یمدار بسته م يکبرق در  يانجر يجادتور ، اجنرا يا یباطر يکمولد برق ، مثلا  يک
             و خازن  Inductor  گرالقا  Resistor  سر تا سرهر مقاوم  Voltage Drop افت ولتاژ  يجادا

  Capacitor      کرشهف  قانون مدار کامل   شود.  یدر مدار م  Kirchhoff’s Loop Rule يدگو  یم  
که حلقه بسته، کل ولتاژ حلقه برابر با مجموع تمام افت ولتاژهای موجود در آن است. به عبارت در هر شب

 .ديگر، مجموع تمام ولتاژهای حلقه بايد برابر با صفر باشد
 
  است.  يرمقاوم مطابق ز يکافت ولتاژ در  – ١

 
   برق است. انيجرو   تناسب است ، بنام مقاومت.عدد ثابت  نجايا

 
  است.  يرمطابق ز افت ولتاژ سرتاسر القا گر – ٢

 
 برق است.  انيجرالقا گر و تناسب است بنام ثابت  عدد  نجايا

  است.  يرافت ولتاژ در خازن ، مطابق ز – ٣
١

 

 در خازن است. یشارژ لحظه او  Capacitance  خازن  تيعدد ثابت تناسب است بنام ظرف نجايا
   است. ريمطابق زو  نيرابطه ب 

 
 یبراکولن شارژ  یبرابرق آمپر  انيجر یبرا ولت ولتاژ  يریاندازه گ یبرا

خازن فراد  تيظرف یو برا یهنرالقا  یرياندازه گ یو براΩاهم مقاومت  یرياندازه گ
   .ميبر  یبکار م

  . ديرا ملاحظه کن ريمدار ز
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توسط  موله برق یروين يمکن  یمدار بالا ، فرض م یبا استفاده از قانون مدار کامل کر شهف برا 
   .ميجنراتور باشد ، پس دار

 
   .ميدر معادله بالا دار یکردن عبارت ها يگزينبا جا

١
 

   .مياگر خازن در مدار نباشد ، دار
 

 کيشود   یمدار گفته م نيبه ا  است.مرتبه اول بر حسب  ليفرانسيمعادله د کيمعادله بدست آمده بالا ، 
 مدار 

 پس   مقاوم وجود داشته باشد. کيخازن و  کي، القا گر نباشد اما در مدار  ميکن  یحالا فرض م  
   نوشت. ريتوان معادله را به صورت ز  یلذا م  است.و و 

١
 

 ميتوان  یدر هر دو حالت ، ممدار  نديگو  یبه آن م مرتبه اول است.  ليفرانسيمعادله د کيمعادله بالا 
   .ميبساز هيمساله با مقداراول کي
 

 ۵مثال 
،مولد برق با قدرت يک، شامل  یمدار سر يک ۵ ۵مقاوم  کي ٢ Ω کيو 

۴القاگر  در  انيباشد ، مطلوب است جر هياول  انيجراگر   است. 
 حل 

 يرافت ولتاژدر مقاوم مطابق ز  .يمبر  یبکار م پس معادله را . يمالقاگر دار يکمقاوم و  يکدر مدار ، 
   است.

۵ 
   است. ريافت ولتاژ در القاگر مطابق ز

۴  
   است. يرپس معادله به صورت ز

 
   .ميکن  یم ميتقس۴ رب رد نيطرف

 
   .ميکن لح همرحل جپن رد ار همعادل ميتوان  یم الذ  .ميدار سپ ،است  رصف هياول نايجر نچو
   .ميسينو  یم ريز تصور هب ار ليفرانسيد همعادل – ١

 
   .است     و   سپ

   .است ريز قمطاب یيرگ لانتگرا لعام – ٢
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   .ميکن  یم بضر رد ار ينطرف – ٣

 
   .يريمگ  یم لانتگرا نيطرف از – ۴

 
   .ميکن  یم اديپ ار رمقدا٢ زا هاستفاد اب – ۵

 
   .است ريز قمطاب هياول رمقدا اب همسال بجوا سپ

 
 و بضر ريز تعبار رد اابتد  . دکر یيسنو زبا سينووکس عتاب کي تصور هب نتوا  یم ار لاو هجمل
   .يمکن  یم ميتقس

 
   .يمدار سپ

  .ميباش هداشت هک یبطور ميکن  یم   فيتعر  دحا  هيزاو حالا
    

 
    سپ

 
  و
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   .نوشت ريز تصور هب نتوا  یم ار بجوا ،لذا 

 
 اج مگا  .رود  یم نيب زا هجمل نيا ،شود   یم رشتيب هک ينهم ايرز ، يندگو  یم یيرانم هجمل ار مدو هجمل

   .ديکن  یم هملاحظ بجوا رنمودا مه ريز رد  .است     ننوسا هدامن و تاس یي ابج
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٢بخش   Population Balance Equation تيمعادله تعادل جمع٩
٢در بخش   کي تيرشد جمع ميو گفت ميصحبت کرد يینمارشد قانون  ايو   یعيشد طبردر مورد قانون ٣

 کند.  یرشد م ريبر اساس فرمول ز رويو غ ی، باکتر وانيگروه ، انسان ، ح
 

بر اساس اطلاعات داده شده ،  ديعدد ثابت است که بااست و  تيجمع هياولتعداد در فرمول بالا 
 یگريهر حرف د ايو حرف  یاز کتب ، بجا یدر بعض  موسوم است. شيو به نرخ افز ميکن دايپ

 تينها  یاست که تا ب ري، نمودار ، به صورت ز يینما ايو   یعيدر رشد طب  ممکن است بکار برده شود.
   است. نيلاتادامه دارد ، و نمودار به صورت حرف 

 
 

مدت  تواند تا   ینم يتاست که رشد جمع مسلم  . يرسدبه نظر نم  یقانون ، منطق ين، ا  يقیحق  یاما در زندگ
شوند که رشد   یباعث م يروو غ يرهمه گ یها يماری، مسکن ، ب  ياتیکمبود مواد ح  .دکن يداپ ادامه یطولان
   يا  یمنطقرشد  يندگو  یرشد ، م  نوع ينابه   و سپس متوقف شود. يابد يشافزا  ينیتا حد مع يتجمع

Logistic growth 
 

  یبه خود هموار نم logistic   ها زحمت ترجمه کلمه  يتو سا یکتب فارس ينمتاسفانه استادن محترم مولف
  يستيکیشد لجر يسندنو  یو م يسندنو  یم  یعرب يمبهتر بگو يا یکنند وهمان کلمه را با حروف فارس

 
 متوقف  رشد نيکند و سپس ا  یم دايپ شيافزا  ینيتا حد مع یعني  است.به صورت   یمنطقنمودار رشد 

   است. يرمطابق ز یمعادله رشد منطق ياو  يتمعادله تعادل جمع  شود.  یم یافق يبانمودار ، تقرشود و   یم

١  
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 ابينرخ رشد است در غ  یعني  .ميديد يیفرمول رشد نمانرخ رشد است که در  هماندر فرمول بالا 
  Saturation Level  سطح اشباع  اي Carrying Capacity  شيگنجا حد عوامل محدود کننده.

هم سطح اشباع  یخط قرمز افق . يدکن  یرا ملاحظه م یشد منطقمعادله رنمودار  يردر ز شود.   یم يدهنام
   است.

 
 

 معادله  يمگفت

١  
است ،  يحادعا صح ينا ينيدکه بب ينا یبرا  است. يتشد جمعر یتر برا یومنطق,  تر  یواقعمعادله   يک

 يمفرض کن يداجازه ده
١

٢
   شود.  یم ی، معادله منطق ريمقاد نيا یپس برا  باشد.١و 

١

٢
١

١
 

 یجواب ها قتيها در حق نيا  صفر است.١و  یکه مشتق بالا برا ديکن  یملاحظه م
 یجواب ها اي تعادل یجواب هارا ١و  یعني ريدو مقاد نيا  هستند. ليفرانسيمعادله د
  Equilibrium Solutions  .نديگو  یم  موازنه

  . ريدو مقاد نيا یراستا برا دانيهم م نيا
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  یکه مشتق منف ديدان  یاما م  .ميهم در نمودار آورده ا  یمنفقسمت کوچک از  کيکه  ديکن  یملاحظه م
 تي، جمع یبه عبارت اي یعني یدر محور عمود نيهمچن  مصداق ندارد.  یمنف تيجمع یبه عبارت اي

   فرض کرد. ونيليم ايهزار  ديبا   قتيحق آمده ، که در٨عدد در زمان 
همان طور که در   داشت. ميهم نخواه تي، واضح است که رشد جمع ميصفر شروع کن تيبا جمعاگر 

   صفر است. تيرشد جمع
که به  یکند ، اما همگام  یرشد م تي، جمع ميشروع کن١ تياگر با جمع نيهچن
 شود   یم یافق بايشود ، نمودار تقر  یم کينزد١

   مأند.  یم  یباق١در همان حدود  تيجمع،  ميشروع کن١اگر با
  یمتوقف م١شود و در   یم ليمتما١به طرف  تي، جمع ميشروع کن١از  شيب تياگر با جمع

   شود.
   ، بدون کران رشد کنند. شهيهم یتواند برا  ینم تيجمع است.  کينزد قتيموضوع به حق نيا

را حفظ کنند  تي، جمع ستندين  یکاف گري، د طيموجود در مح منابع رسد که  یم  یحدبه  تي، جمع تيدر نها
   شود تا به آستانه و حد خود برسد.  یکند م تيو لذا رشد جمع

  تاکند   یم کاهش شروع به يتباشد ، جمع يطمح  يیاز توانا يشکه ب يمشروع کن جمعيتیاگر با  نيهمچن
   برسد.به آستانه 

،  ميداداست که به   یهمان نام نيا٠مقدار  نياست و همچن١در مثال و نمودار بالا ، آستانه 
   است. هيآن ناح یقابل تحمل برا تي، حد اکثر جمع هيناح کيحد اشباع   حد اشباع.  اي شيحد گنجا یعني

   مدل است. ني، بهتر تيمسائل در مورد رشد جمع ی، برا یکيهمان لجست اي یمعادله منطقپس 
مستقل  ليفرانسيد یمعادله ها مستقل است.  ليفرانسينمونه از معادلات د کي،  یکيلجست اي یمعادله منطق

   هستند. ريبه شکل ز
  Autonomous Differential Equationمستقل  يفرانسيلمعادله د

 
   شود ، در مشتق است.  یظاهر م یعنيمستقل  ريکه متغ  يیجاتنها 
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  يفتعر

دهم و سپس   یقرار متعادل ،  یجوابها  اوردنبدست  یباشد ، پس برااگر 

   .ميکن  یحل م یبدست امده را برا معادله
 
 

 ١مثال 
   .يدکن یو آنها را طبقه بند يدکن يدارا پ يرز يفرانسيلمعادله د تعادل یتمام جوابها

٢ ۶ 
   .ميده  یصفر قرار م یکار طرف راست را مساو نيا یبرا  .ميکن  یم دايتعادل را پ یابتدا ، جوابها

٢ ۶ ٣ ٢  
،  ريز ريدر تصو  تعادل هستند. یجوابها٣و هم ٢هم   .ميکرد دايپس دو جواب تعادل پ

   .ديکن  یرا ملاحظه م ليفرانسيمعادله د نينمودار دو جواب ا

 
   کند.  یجواب ها را آسان م یبندطبقه  ، مراحل  يفرانسيلمعادله د يکنمودار چند جواب 

به طرف آن حرکت   یهستند همگ٢ يککه نزد يیکه جوابها يدکن  ینمودار ، ملاحظه م يندر ا
   . داراستيپا  تعادل یجوابهاخط مجانب ٢کنند و لذا   یم

جواب تعادل نا  کي٣شوند ، و لذا   یاز آن دور م  یهستند ، همگ٣ کيکه نزد يیجوابها
   است. داريپا
 

 ٢مثال 
   .ديکن یو آنها را طبقه بند ديکن دايرا پ ريز ليفرانسيتعادل معادله د یجواب ها

٢ ۴ ١
٢
 

 حل 
هم  ريز ريتصو    هستند.١و ٢و ٢ يفرانسيلمعادله د ينتعادل ا یجواب ها
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   نمودار جوابها هستند.

 
 ٢و   است. داريجواب تعادل نا پا کي٢که  يدکن  یبا توجه به نمودار بالا ، ملاحظه م

   است. يدارمجانب جواب تعادل پا  خط يک
 ١شوند ، به طرف   یآن شروع م یکه بالا  يیجواب ها  متفاوت دارد. یرفتار١اما ، 

  یدور م١هستند ،از خط ١ ريکه ز  يیکه  جواب ها  یدر صورت  کنند.  یحرکت م
   .داريپا مهي، جواب تعادل ن نديگو  ینوع جوابها ، م نيبه ا  شوند.

   
 ٣مثال 

   .ديکن یو آنها را طبقه بند ديکن دايرا پ ريز ليفرانسيتعادل معادله د یجواب ها
٢ ٩ 

 حل 

٣ ٣  
 پس 

 

 یراستا دانيبا توجه به م  تعادل هستند. ی، جواب ها ريمقاد نيا  باشد.٣ اي٣است ، اگر 
  ريز
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 طخ نيا هب نآ فاطرا ی یها رنمودا اريز ،است  ردايپا بمجان طخ٣ هک ديکن  یم هملاحظ
 ان بمجان طخ٣ سپ ،شوند   یم ردو طخ نيا زا٣ طخ زا اه رنمودا ،اما   .شوند  یم کينزد

    .است ردايپا
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٢بخش    Euler’s Method لريروش او١٠
 یاز معادله ها یادياما تعداد ز  ند. ، قابل حل بوده ا ميرا که ارائه داده ا یليفرانسيد یتا کنون ، معادله ها

  . ستنديمرتبه اول ، قابل حل ن ليفرانسيد
که  ميکرده ا مي، همگن تقس، کامل  ريپذ کي، تفک  یخط یمرتبه اول را به معادله ها یتا کنون ، معادله ها

  یبرا ، یحت گنجند.   ینم یطبقه بند نينوع اول در ا ليفرانسيد یمعادله ها شترياما ، ب قابل حل بودند. 
،  یحيتلو یبدون جواب ها  .ميکن دايپ یحيجواب تلو ميتوان  ینم شهيو کامل هم هم ريپذ کيتفک یمعادله ها

   مشکل است.  یليدر مورد جواب خ  یبدست آوردن اطلاعات
اگربه دنبال رفتار دراز مدت  . ميچه هست یدارد که در جستجو نيبه ا یکرد؟ جواب ، بستگ ديپس چه با

در مورد معادله   یاسان به ميتوان  یرا  م کار نيا  راستا را رسم کرد. دانيتوان م  یم شهي، هم ميجواب هست
   .ميانجام ده دهيچيپ ليفرانسيد یها

رفتار معادله را در دراز  ميخواه  یاست که م یهنگام یبرا  راستا دانير که گفته شد ، رسم ماما همان طو
  . ميکن دايمدت پ

  یکي  را بدست آورد. ليفرانسيمعادلات د یبيتوان  جواب تقر  یآنها م لهيموجود است که بوس  يیروش ها
  یکم ديکند ، اجازه ده  یچگونه کار م لريروش او ميبيکه بب نيا  یبرااست.  لريروش ها ، روش او نياز ا

   .ميو خط مماس صحبت کن بيدر مورد ش  یو کم. ميبه عقب برگرد
 
  Slope بيش
  است.  ريمطابق ز بيکه فرمول ش ميدان  یم

شيب
عمودی جابجائی

افقی جابجائی

وابسته متغير تغيير

مستقل متغير تغيير
 

  

 
 

 
 

 .ميکن دايرا پ رييمقدار تغ ميتوان  ی، م ميمکان ده رييتغو به اندازه  ميخط بدان کي بيپس اگر ش
  

  Tangent Line Approximationخط مماس  یبيمحاسبه تقر
   .ميبر  یبکار م یمنحن کيمحاسبه  یخط را برا کي قتيخط مماس ، در حق یبيهنگام محاسبه تقر

 کند؟   یخط مماس چگونه کار م یبيمحاسبه تقر
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  . ميدان  یممقدار مخصوص  کي یبرامقدار  ديفرض کن

 
   .ميبدان کيمقدار نزد کيدر مقدار  ميخواه  یحالا م

 
   .ميکن  ی، رسم م ميدانيکه م یدر نقطه ا کار ،  خط مماس بر   نيا یبرا

 
 رنگ.  ینقطه آب   مقدار یعني  .ميکن  یم دايخط مماس را پ یروار مقد کينقطه نزد  سپس مقدار

  

 
 یعني  .ميخواه  یاست که واقعا م مقدار  کيرنگ ، نزد ینقطه آب یعنيخط مماس ،  یرو مقدار  نيا

اه نقطه قرمز رنگ است ، اما چون ر  کردن مقدار دايهدف ما پ گريد به عبارت  نقطه قرمز رنگ.
   است.  ینقطه واقع کينزد  یليکه خ ميآور  یم رنگ را بدست ینقطه آب ، مقدار  ميندار یگريد
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  . ميکن  یصحبت م یگريحالا به زبان د
 نوشته شده محور  یرو ريز ريدر تصو . ميدان  یرا مقديممقدار 

 
 

 کند.  رييتغبه اندازه اگر  ، ميرا بدانمقدار  ميخواه  یحالا م

 
 

   .ميکن  یرسم م ميدان  یکه م یدر نقطه اخط مماس بر  کيکار  نيا یبرا

 
يدتا  ميبر  یخط مماس را بکار م نيحالا ا  .ميخواه  یاست که واقعا م یمقدار کي، که نزد ميکن دايرا پجد

 مثال  کي 
خط  کي قياز طر به شما داده شده است و از شما خواسته شده استع تاب یبرا فرمول کي ديفرض کن
   .ديکن دايپ نيمقدار مع کي یرا برا یبيمقدار تقرمماس ، 
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و که محاسبه  ديانتخاب کن یرا طور.  ديانتخاب کن کينزد کيکار ،  نيا یبرا

   .ميپس دار آسان باشد ،
 
 

شيب ′  

 
يدچگونه  ميدان  یحالا م    .ميخواست  یاست که م یبيتقرهمان  نيا  م،يکن دايرا پجد

 
 کند؟   یچگونه کار م لرياو روش

 کيو  ليفرانسيمعادله د کيبا  شوند.   یوصل ماست که به هم  یبيخطوط مماس تقر یتعداد لريروش او
نقطه  نيسپس ا  شود. دايپ دينقطه جد کيتا  ديکن  یم دايپ یبيخط مماس تقر کي،  ديکن  ینقطه شروع م

تا  ديده  یرا مکررا انجام م  کار نيا . ديکن  یم دايپ گريد یبيخط مماس تقر کيو  ديبر  یرا بکار م ديجد
، تظاهر به  گريد یرسم مماس ها یخط مماس ، بجا ني. البته با رسم اول ميبرسکه مساله گفته  يیبه انتها 
   .ديکن  یرسم م

  موضوع روشن شود.  نيتا ا ميآور  یچند مثال م
 

  لريروش او
    .ميرا حل کن هيبا مقدار اولمساله به صورت  ميکن  یسع ميخواه  یم

   است. Taylor’s Series    لريتا یسره جواب ما به صورت است ک نيفرض بر ا لريدر روش او
 : ريبه صورت ز یتابع یعني

 
  یعني . ميبر  ی، فقط دو جمله اول را بکار م لريروش او یبرا
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  است.  Step Size   طول گامهم و  ضرب در عبارت  یعنيجمله آخر 
 

  م؟يبر  یرا چگونه بکار م یعنيفرمول بالا 
 هيبا مقدار اول گريبه عبارت د    .ميکن  یشروع م مينام  یمکه ما آنرا مقدار شناخته شده  کيبا 

   .ميکن  یم شروع
 راست به طرف گام به طول  کي عبارت است ازاست که مقدار  نيفرمول ا نياستفاده از ا جهينت

   .ميپس دار  .مينام  یم١مقدار را  ني. ایمقدار  جار

١  
 گام ها است. نيفاصله ب است. یمقدار جار  است. یجواب بعد یبيمقدار تقر١در فرمول بالا  

   است.وع مشتق در نقطه شر مقدارو  
 

  یمقدار بعد
. پس ميبر  ی، بکار م ميبدست آورد١ یکه برا یمقدار٢ یعني،  یبدست آوردن مقدار بعد یبرا
 . ميدار

٢ ١ ١ ١  
١است و ١فرمول بالا ،  در ١ یمقدار مشتق در نقطه جار١ ١ 

   .ميده  یمراحل را تا آنجا که لازم است انجام م نيا
فاصله هر گام هم ،تا  از یعني  است.  یاز چند گام فرض ی، نمونه ا رينمودار ز
   است.
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 ١مثال 
  . يدرا حل کن يرز يهمساله با مقدار اول يلربا استفاده از روش او

٢  
 حل 
 قدم اول    

 .گام ١ یبرا١، با طول گام  ميکن  یشروع م٢با نقطه 
به عبارت   .ميآور  یداده شده بدست م ليفرانسيمعادله د یبرا٣تا ٢از  یبيجواب تقر  یعني
   .ميآور  یجواب است به صورت اعداد بدست م شينقاط که نما یسر کي ، گريد

 و ٢،  ميدان  یرا م هيمقدار اول
   .ميکن  یرا محاسبه م هينقطه اول نيحالا مقدار مشتق در ا

 
٢تا ٢خط از  يبش يعنی ينا    است. بايتقر١

 قدم دوم 
٠ یس نقطه بعداست ، پ١چون  ٢ ١ ٢  ريرا در فرمول ز ريمقاد نيا١

   .ميگذار  یم

 
   .يمپس دار

 
٢که  یجواب هنگام يبیمقدار تقر يعنی ينا  آنچه تا دياجازه ده  باشد.  یماست ، ١

   .مينمودار ، نشان ده یرو ميکنون انجام داده ا
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   .ميرو  یبعداً به کجا م ميتا بدان , مينقطه دار نيدر ا بيبه ش اجيحالا احت

 
 
٢خط از   بيش  یعني نيا ٢تا ١ دار تر از  بيش  یپس کم  است. بايتقر٢

   . یاول
 قدم سوم

٢که  یمقدار جواب ، هنگام ميخواه  یحالا م  نيجانش ميدان  یکه م ی ريمقاد  .ميکن داياست ، پ٢
  .ميکن  یم

 
 

 
 

 
 است.  ري، نمودار ما مطابق ز ديدبا مقدار ج

 
 
   .يمپس دار  .يمنقطه را لازم دار يندر ا يدجد يبش

 
٢از  يبیتقر يبش  يعنی ينا ٢تا ٢  است  ريبه صورت ز٣

 
   تند تر. يبباز هم با ش  يعنی

 قدم چهارم 
٢که  یمقدار جواب هنگام يمخواه  یم    .ميکن داياست ، پ٣
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 هم نمودار  نيا

 
 

  یبعد یقدم ها
   .يمآور  یم يررا هم در جدول ز یبعد یقدم ها
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 . ميقدم را انجام داد١ راي، ز مينکرد دايپ٣که مقدار جواب را در  يدکن  یمملاحظه 

   .ديکن  یم ملاحظه٣تا ٢جواب از  یبيتقر مقدار نمودار ريز در
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  يدشده را ملاحظه کن ادهد يفرانسيلمعادله د

٢  
 يکتفک یاست و اگر آنرا مطابق آنچه در بخش معادله ها يرپذ يکتفک يفرانسيلمعادله د يکمعادله ،  ينا

و جواب   یبه رنگ صورت٢نمودار  ريدر ز  است.٢، جواب  يم، حل کن يمگفت يرپذ
   هستند. کيبه هم نزد  یليکه خ ديکن  یملاحظه م  آمده است. اهيبه رنگ س لريروش او قياز طر یبيتقر
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 ٢مثال 
   .ميداشته باش ديفرض کن

٢ ، ١ ۵ 

   .ديکن دايرا پ٢ یبيمقدار تقر٢و  لريبا استفاده از روش او
 حل 

پس  

پس  

پس  
 

 پس
 

 پس
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 هم جدول محاسبات بالا  ينا

 
 : يحاتتوض

   است. ير، مطابق ز يکدرجه   یخط یحل معادله ها يقمعادله از طر ينا يحیجواب تلو
٩ ١ ٢ ١  

   یر واقعکه مقدا ديکن  یو ملاحظه م

 
را  اتيعمل دي، با ميريدر نظر بگ١اما اگر   است. اديزاست ، که ٢محاسبه  یخطا  است.    
   .ميآور  یبدست م ريز یبيو مقدار تقر ميمرحله انجام ده١در 

 
 
 

 ٣مثال 
  يرز يهمساله با مقدار اول یبرا

٢ ٢ ۴ ١ 
 جواب در  یبيمقدار تقر١و  يلره از روش اوبا استفاد

   .يدکن يسهنقاط مقا يندر ا  یواقع يرو آنها را با مقاد يدکن يداپ
 حل 

   است. ير، جواب معادله بالا مطابق ز  یقبل یبا استفاده از روش ها

١
١

٢
۴

١

٢
٢  

   .ميکن یسيباز نو ريز مطابق معادله را  دي، با لريستفاده از روش اوا یبرا
٢ ۴ ٢  

٢ ميپس دار ۴  ١و  ميدار نيهمچن٢
   .يمکن  یحالا محاسبات را شروع م

 
 شود   یمجواب در  يبیپس مقدار تقر

   .يمدار یدر قدم بعد

 
 

   داريم    پس در 
   .يمدار يبترت ينبه هم
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 . ديکن  یم ملاحظه شده، داده نقاط در جوابها  یواقع مقدار با همراه یبيتقر مقدارجدول  يک يردر ز
 

 
 .خطا  یعني  ،  یواقع یعني،  بيتقر  یعنيدر جدول بالا 

   .يمکن  یاستفاده م يرکردن در صد خطا از فرمول ز يداپ یبرا

خطا صد در ١
واقعی مقدار تقريبی مقدار

واقعی مقدار
 

 
 

 ۴مثال 
١ یرا برا٣مثال  ، ٢ ، ٣ ، ۴ ،  با ۵

    
   .يدتکرار کن

 حل 
 جواب  يبیمقدار تقر  ی، اول يدکن  یحظه مدو جدول ملا يردر ز

 

 
 جدول دوم در صد خطا 
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رنگ ، نمودار جواب  ياهاست و نقاط س  ی، نمودار قرمز رنگ ، نمودار جواب واقع يرز يردر تصو
  يبیتقر

 
 
 

 یرا برا يرفقط نمودار معادله ز ير، در ز يلرنشان دادن درجه دقت و صحت روش او یدر خاتمه برا
   .ميکن  یم ريتصو  یواقعهمراه با جواب مختلف  يرادمق

، ١ 

١است و  یجواب واقع ٢    است.٧١٨٢٨
   .است  یواقع بجوا رنمودا ،رنگ  زسب رنمودا
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