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 و با محبت  يدهدفتر به هموطن و دوست نا د ينا
  يمتقدکار شناس رشته برق  یاکبر  یمرتض یآقا
 دفتر بوده  ينا يهمشوق من در ته يشانشود. ا  یم

 با طرح سوالات متعدد در مورد  ينهمچن ند.  ا
 در بالا بردن بضاعت  ، ياضیمسائل مختلف ر

 است در  يدام ند.  کرده ا يانمزجات من کمک شا
 موفق باشند.   یمراحل زندگ يهکل

 جلد حسابان. و  سه   درجبر ،  مثلثات  یمهارت کاف: يازن يشپ
 فصل اول 

   یاصل يممفاه
Basic Concepts  

 بخش اول 
  يفتعار

Definitions  
 يفتعار :  ١٠١بخش 

   است. Differential Equation   يفرانيسيلمعادله د يف، تعر يمبه آن بپرداز يدکه با  يفیتعر يناول
 یمشتق ها ياساده و  یچند مشتق است ، مشتق ها يا يکاست که شامل  ی، معادله ا يفرانسيلمعادله د يک

   .یپاره ا
شناسند ، و آن قانون دوم حرکت   یکه احتمالا همه مدارد    وجود معروف يلیخ يفرانسيلمعادله د يک

  یوارد م یرويدر حال حرکت است و بر آن نبا شتاب جسم به جرم  يکاگر  است.  يوتنن
  ديگو  یم ما به وتنيشود ، پس قانون دوم ن

١  
  .ميکن یسياست ، لازم است آنرا باز نو یليفرانسيمعادله د کي قتيفرمول در حق نيا دينيکه بب نيا یبرا

   کرد. یسينو باز ريز یها صورت از دو  یکي توان به  یم که شتاب را دياوريابتدا به خاطر ب

يا
٢

٢
٢  

جا  یبراو حرف   .  یتند یاست به معنحرف اول حرف ٢در فرمول شماره 
 بکار برند، مثلا  يی جا بجا یممکن است برا گريد در کتب مختلف حروف    .يی بجا

  حاتيتوض
٢در فرمول  تابع  نيمشتق مرتبه اول ا یباشد ، پس تند یعنيتابع زمان  کي  یاگر مکان ش  

  یعني است

 
      یعني استآن   دوم   مرتبه مشتق  وشتاب 
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٢

٢
 

   با هم اشتباه نشود. Speed  سرعت  و Velocity   یتند
 .است  یعدد تيّ کم کيسرعت 

 .است  یبردار تيّ کم کي یتند
 . پس ميبنامو زمان را و مسافت را اگر سرعت را 

 

 لويک١ نيسرعت ماش مييگو  یم  یوقت  شده در واحد زمان.  یسرعت عبارت است از مسافت ط یعني
 لويک١ساعت  کيدر  ميتوان  ی، م رييساعت بدون توقف و تغ کيدر  یعنيمتر در ساعت است ، 

   .ميکن یمتر ط
 ، پس  ميبنامرا  یاما اگر تند

 
 زمان  رييتغ یط يیعبارت است از جا بجا  یتند یعني

   .ميکن  یاستفاده م Speed   مکالمات روز مره از کلمه سرعتما معمولا در 
   .ميکن  یاستفاده م Velocity   یاز کلمه تند کيزياما ، در ف

  نشان داده شده اسدت.   یورنگ آب نيکرده با نقطه چ یمرد ط نيکه ا یمسافت  .دينگاه کن ريز ريبه تصو
 نشان داده شده است. اهيبا بردار و رنگ س يیاما جا بجا 

 

 
باشند و  یدو مساو ين، ممکن است ا يستن يیجا بجا  یمساو يشهشده هم یکه مسافت ط يدکن  یملاحظه م

 باشد.  يیاز جا بجا  يشترممکن است مسافت ب
   .يدنگاه کن يرز يربه تصو
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 مطابق   یش يیپس جا بجا   متر است.٧ یانيپا اي یو مکان ثانو صفر متر است.   یش يهمکان اول

   .ميده  ینشان مرا با حرف  يیجا بجا  نجايا  .ديآ  یبدست م ريز
٧ ٧  

 ريمطابق ز  یش يیپس جا بجا   متر است.٧ یانيدوازده متر است و مکان پا  یش هيمکان اول
   .ديآ  یبدست م

٧ ١٢ ۵  
 است.  ريمطابق ز  یش يیپس جا بجا   متر است.١ یانيدو متر است و مکان پا  یش هيمکان اول

١ ٢ ٨  
   است. ريمطابق ز  یش يیمتر است ، پس جا بجا ۵ یانيمتر است و مکان پا نه   یش هيمکان اول

۵ ٩ ۴  
  . ميآور  یم یگريمثال د

در مدت  ديفرض کن  .ديمتر به عقب بر گرد کيو سپس  ديمتر به طرف جلو برو کيشما  ديفرض کن
  که  یمسافت قهيدق ٣پس در مدت   .ديبرگردبه عقب   مرتبه۵مرتبه به جلو و ۵،  قهيدق٣

متر در ١لذا سرعت شما   است.١ یعني  متر است.١ ديکرده ا یط
  یعني  است. قهيدق٣

سرعت
١ متر

٣ دقيقه
 

        یعني  صفر است. شما هم یتند لذامتر است.  قهيدق٣ نيشما در ا يی اما جا بجا

٣
 

   .دياست تفاوت ها را متوجه شده باش ديام
  يحاتتوض يانپا
 

 یبر حسب تند يفرانسيلمعادله د يکتوان به صورت   یرا م يوينقانون دوم نگفتگو ها ،  ينلذا ، بعد از ا
   نوشت. ريبه صورت ز  یش يیبر حسب جا بجا  اي يعنی

٣  
٢

٢
۴  
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 ، هر دو شکل ندهيآ یدر فصل ها  هستند. ما ليفرانسيد یمعادله ها نياول۴و ٣ یپس فرمول ها
   .ديد ميرا خواه

   .ديکن  یملاحظه م ليفرانسيد یمعادله ها گريچند مثال د ليدر ذ
۵  

٢

٢
١ ٢ ۵ ۶  

۴ ١ ۴ ٢ ٧  

٢
٢

٢
٨  

٢ ٩  
٣

٢
١ ١  

  Independent Variable and Dependent Variableوابسته  يرمستقل و متغ يرمتق
ها با  يرمتغ هم همان يفرانسيل، در معادلات د يموابسته داشت يرمتغمستقل و  يرهمان طور که در جبر متغ

٢مثلا در جبر در معادله   .يمها دار يفتعر همان و عدد وابسته  ريمتغمستقل  ريمتغ۵
  ريز ليفرانسيدر معادله  د  است. عدد ثابت۵

٢

٢
 

 هستند.   Coefficient    بيضرو   است.وابسته  رياست و متغمستقل  يرمتغ
  ريز ليففرانسيدر معادله د

٢  

   است. بيضر هم٢  است.وابسته  ريهستند و متغو مستقل  یها ريمتغ
    

  Order  درجه  يامرتبه 
 مرتبه مشتق حاضر در معادله يادرجه  ينتر  عبارت است از بالا يفرانسيلمعادله د يکمرتبه  يادرجه 

۴  اول است. درجه ليفرانسيد معادله٣در معادله بالا ، شماره   .يفرانسيلد ۵ ۶ ٨ ٩ 
   درجه چهارم است.٧درجه سوم و شماره ١شماره   درجه دوم هستند.

 اي ميساده دار ليفرانسيندارد که معادله د نيبه ا یبستگ ليفرانسيمعادله د کيکه درجه  ديتوجه داشته باش
 . یجزئ ليفرانسيمعادله د

،  ديد ديهمان طور که خواه رايز  .ميپرداز  یدرجه اول و دوم م یليفرانسيد یدفتر، ما به معادله ها نيدر ا
درجات بالا استفاده  یحل معادله ها یبرا  یتوانند به اسان  یدرجه دوم ، م یمعادله ها یروش ها شتريب

   کرد.
  Ordinary and Partial Differential Equations یساده و پاره ا یليفرانسيد یمعادله ها

   ساده در آن باشد. ینامند ، اگر مشتق ها  یمساده  یليفرانسيمعادله د،  ليفرانسيمعادله د کي
   در آن باشد. یپاره ا ینامند ، اگر مشتق ها  یم یپاره ا یليفرانسيمعادله د،  ليفرانسيمعادله د کي
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 یپاره ا١تا ٨ یشماره ها یو معادله ها  ساده هستند.٧تا ٣ یشماره ها یمعادله ها
   هستند.

   است. ode   ساده  ليفرانسيمخفف معادله د
 است.   pde   یا پاره ليفرانسيمخفف معادله د

 یدر فصل آخر خلاصه ا  داده شده است. اختصاصساده  ليفرانسيدفتر ، به معادلات د نيقسمت ا نيشتريب
      .یپاره ا  ليفرانسيداشت در مورد معادلات د ميخواه

  Linear Differential Equations  یخط ليفرانسيمعادلات د
   نوشت. رياست که بتوان آنرا به صورت ز یليفرانسيد معادله،   یخط ليفرانسيمعادله د کي

 
آن وجود  یضرب تابع و مشتق ها ، حاصل  یخط يفرانسيل، در معادلات د يدلازم است که توجه داشته باش

آن داخل تابع  ینه تابع و نه مشتق ها  هستند. يکتوان  یآن فقط دارا یمشتق ها تابع و  ينهمچن  ندارد.
  ايمانند   .يستن يگرید

ثابت و  یها تابع صفر ، ريغ ايصفر و  یتوانند تابع ها  یمو  یها بيضر
 یبرا توانند  یآن م یمشتق ها وفقط تابع   باشند.  یخط ريغ ايو   یخط یثابت ، تابع ها ريغ اي

   بکار برده شوند. ليفرانسيد معادله بودن  یخط صيتشخ
 ريغ ليفرانسينوشت ، پس آنرا معادله د١١را نتوان به صورت شماره  ليفرانسيمعادله د کياگر 
   .مينام  یم  یخط

 ی. شماره ها یخط ريغ۶هستند و شماره   یخط ليفرانسيد یمعادله ها٧و ۵ یشماره ها

 و  یخط توانند ،  یم  است. یچه شکل تابع ميدان  یچون نم  کرد. مشخص توان  ینم را۴و ٣
 دارند.به  یبستگ باشند ،  یخط ريغ اي
   

  Solution حل  ايجواب 
که معادله  یبطورتابع  کيعبارت است از در بازه  ليفرانسيمعادله د کيجواب  
   بر قرار کند.مورد نظر را در بازه  ليفرانسيد
  

 ١مثال 

که  يدنشان ده
٣

۴جواب  کي٢ ٢ ١٢   یاست برا٣
 حل 
   .ميکار مشتق مرتبه اول و دوم لازم دار نيا یبرا

٣

٢

۵
٢

١۵

۴

٧
٢ 

   .ميگذار  یداده شده م ليفرانسيبدست آماده بالا را در معادله د یمشتق ها

۴ ٢
١۵

۴

٧
٢ ١٢

٣

٢

۵
٢ ٣

٣
٢  

١۵
٣
٣ ١٨

٣
٢ ٣

٣
٢  

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف ١بخش     ١فصل   معادلات ديفرانسيل و کار برد ها

7 
 

 

پس 
٣

اما چرا   است. جواب کيند و لذا ک  یداده شده را بر قرار م ليفرانسيمعادله د٢
  رايز م؟يرا اضافه کرد

٣
٢

١

٣
 

   باشد و نه صفر.  یتواند منف   ینه م ديباپس  ، ميدار٣در مخرج   که ديکن  یم ملاحظه
 

 Initial Condition(s)   يهاول يطشرا ياشرط 
دهند   یدر مورد جواب هستند که به ما اجازه م يطاز شرا یمجموعه ا ياشرط  يک،  يهاول يطشرا ياشرط 

    مانند  .يمبدنبال کدام جواب هست يريمبگ يمکه تصم
و يا  

طور که  . همان ينمشتق ها در نقاط مع ياجواب و  يرعبارتند از مقاد يهاول يط، شرا يگرپس ، به عبارت د
 ، منحصر به فرد هستند. يفرانسيلمعادلات د ی، جواب ها يدد يمخواه

 يفرانسيلمرتبه معادله د يابه درجه  ی، بستگ يهاول يط، تعداد شرا يدد يمدر مثال بعد خواههمان طور که 
   .ميشرط دار شيدو است ، پس دو پ ليفرانسيچون مرتبه معادله د٢در مثال   دارد.

 
 ٢مثال 

 دينشان ده
٣

٢ 
۴   جواب  کي ٢ ١٢ ٣ ، ۴

١

٨
و ، ۴

٣

۶۴
 

۴  یکي  .ميدو شرط دار ديکن  یملاحظه م  است.
١

٨
۴و 

٣

۶۴
 

 پاسخ 
 وجود دارند؟  شرط   دو آن مينيحالا بب  .ميکرد حل١معادله را در مثال  نيا

۴ ۴
٣
٢

١

۴

٣

١

٨
 

۴
٣

٢
۴

۵
٢

٣

٢

١

۴

۵

٣

۶۴
 

 قتيدر حق  قرار هستند. بر شرط دو هر ديکن  یملاحظه م
٣

 ليفرانسيتنها جواب معادله د٢
   است. داده شده

     
 Initial Value Problem  يهمقدار  اول با مساله 
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 مخفف 
   .يهاول يطهمرا ه با تعداد مناسب شرا يفرانسيلمعادله د يکعبارت است از  يهمساله با مقدار اول يک

 
 ٣مثال 

   است. هيمساله با مقدار اول کي ريمعادله ز

۴ ٢ ١٢ ٣ ۴
١

٨
، ۴

٣

۶۴
 

 
 

 ۴مثال 
    .ديکن  یملاحظه م هيمقدار اول مساله با یبرا گريمثال د کي ليدر ذ

٢ ۴ ٣ ١ ۴ 
 

در مثال   دارد. يفرانسيلبه درجه معادله د یبستگ ، يهاول يطتعداد شرا طور که قبلا گفته شد ،همان 
 ١مرتبه معادله ۴در مثال   است.٢هم  هياول طياست ، پس تعداد شرا٢ ليفرانسيدرجه معادله د٣

   است.١هم  هياست ، پس تعداد شرط اول
 

  Interval of Validity  یبازه درست اي اعتبار بازه
  هيمساله با مقدار اول کي یبرااعتبار بازه 

و يا  
   است.بازه ممکن که در آن ، جواب معتبر است و شامل  نياز بزرگ ترعبارت است 

 تا بعداً در مثال ها قابل درک باشد. يمگذار  یکردن بازه معتبر مشکل است و فعلا آنرا مسکوت م يداپ
 

  General Solution  یجواب کل يا  یجواب عموم
 یتواند داشته باشد بطور  یکه جواب م  یشکل ينتر  یعبارت است از کل يفرانسيلمعادله د يک  یجواب کل

   آن در نظر گرفته نشده باشد. یبرا يهاول يطاز شرا يک يچکه ه
 

 ۵مثال 
 که  ديدهنشان 

٢  
   است. ريز ليفرانسيمعادله د  یجواب کل

٢  
 حل 

   .ميکن  یم یسيباز نو زيپنيرا با نماد لا ليفرانسيمعادله د

٢  

٢  
    .ميريگ  یانتگرال م نياز طرف
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٢  
٢  

   .ديتوجه کن ريز ريبه تصو  تواند باشد.  یم یهر عدددر معادله بالا 

 
 

 Actual Solution     یجواب واقع
  یرا بر قرار م يفرانسيلفقط معادله داست که نه   یا يژه، جواب و يفرانسيلمعادله د يک     یجواب واقع

   کند.  یرا هم بر قرار م يهاول يطکنند ، بلکه شرا
 ۶مثال 

  يست؟چ يرز يهمساله با مقدار اول    یجواب واقع

٢ ، ٢ 
 حل 

   است. ريمعادله بالا مطابق ز  یجواب کل۵بر اساس مثال 
٢  

 هياول طيشرا،  کار نيا یبرا  .ميرا مشخص کناست که مقدار  ني، ا ميکه لازم است انجام ده یتنها کار
   .ميبر  یبکار م۵داده شده در مثال  را در جواب

٢ ٢ ٢ 
   است. ريز مطابق هيمساله با مقدار اول    یپس جواب واقع

٢ ٢ 
 

  Implicit Solution and Explicit Solution يحپاسخ صر و يحیپاسخ تلو
فقط ،  گريبه عبارت د  باشد.که به صورت  یعبارت است از پاسخ يحپاسخ صر يک

 ١مانند  مثال  شود.  یظاهر م کيمرتبه و آن هم سمت چپ و با توان  کي
    نباشد. حيانست که صر یحيپاسخ تلو

 ريمعادله ز ٧مثال 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف ١بخش     ١فصل   معادلات ديفرانسيل و کار برد ها

10 
 

٢ ٢ ٣ 
   است. ريز ليفرانسيد  معادله یحيتلو   یجواب واقع

، ٢ ١ 

که چگونه  شود  یداده م شتريب حيبعداً توض  .٢چپ است اما به توان در سمت که  ديکن  یملاحظه م
   .ميجواب را بدست آورد نيا

 
 ٨مثال 

   .ريز ليفرانسيمعادله د حيصر  یمطلوب است جواب واقع

، ٢ ١ 

 حل 
   است. ريبالا مطابق ز ليفرانديمعادله د  یجواب ضمن کيکه  ميدان  یم٧از مثال 

٢ ٢ ٣ 
 . ميحل کن  یآنرا برا، فقط لازم است  حيکردن جواب صر دايپ یبرا

٢ ٣ 
 است. حيجواب صح کيکه فقط   ی، در صورت ميکرده ا دايدو جواب پ نجايا  ده است.آم شيمشکل پ کياما 

    .ميبر  یرا مجددا بکار م هياول طي،شرا حيکردن جواب صح دايپ یبرا 

٢ ٢
٢

٣ ۴ ٣ ١ 

٢پس     کند.  یشرط اول را بر قرار م٣

 
١بخش  يناتتمر ١ 

٣ دينشان ده - ١ ٢ ٣ ليفرانسيجواب معادله د کي٣ ۶    است.١١
    .يدرا مشخص کن يرز يفرانسيلدرجه معادلات د يامرتبه  - ٢

۴ ٢ ٣ ۴  
٢ ٣ ٣  

۴

٢
۴

۶
٢

١٢
۴

٣ ٣ ٢ ۴ ١٢  

٢که از نقطه ٢ يفرانسيلیمعادله د  یواقع جواب – ٣    .ديکن دايگذرد را پ  یم٧
٢که تابع  يدنشان ده - ۴  است.  ريز هيجواب مساله با مقدار اول٢

٢ ٣ ، ٣ 
 

١بخش  يناتپاسخ تمر ١ 
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٣ دينشان ده - ١ ٢ ٣ ليفرانسيجواب معادله د کي٣ ۶    است.١١
 پاسخ 

   .ميپس دار  .ميکن  یرا محاسبه م یا رهيکار ، ابتدا با استفاده از قاعده زنج نيا یبرا
٣ ٣ ٢ 

    .ميگذار  یداده شده م ليفرانسيرا در سمت چپ معادله د و حالا 
 

٣ ٣ ٢ ٣ ٣ ٢ ٣  
٣ ٣ ٢ ٣ ٣ ۶ ٩ 

۶ ١١ 
 . ميشده بدست آورد داده ليفرانسيکه سمت راست معادله د ديکن  یملاحظه م

 
    .يدرا مشخص کن يرز يفرانسيلدرجه معادلات د يامرتبه  - ٢

۴ ٢ ٣ ۴  
٢ ٣ ٣  

۴

٢
۴

۶
٢

١٢
۴

٣ ٣ ٢ ۴ ١٢  

 پاسخ 
يک  درجه
سه درجه  

چهار درجه  
٢که از نقطه ٢ يفرانسيلیمعادله د  یواقع جواب – ٣    .ديکن دايگذرد را پ  یم٧

 پاسخ 
 ۵مثال   معادله بالا است.  یکل جواب٢که تابع  ميدان  یم

   .ميگذار  یم  ليفرانسيد معادله  یکل  در جواب مختصات نقطه داده شده راکردن مقدار  دايپ یبرا
٢  

٧ ٢
٢

 
٣ 

٢گذرد   یکه از نقطه داده شده م  یواقع پس جواب    است.٣
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٢که تابع  يدنشان ده - ۴  است.  ريز هيجواب مساله با مقدار اول٢

٢ ٣ ، ٣ 
 پاسخ 

را بر قرار کند و  يفرانسيلهم معادله د يدرا بر قرار کند ، با يهتابع ، مساله با مقدار اول يککه  ينا یبرا
 راکند ، ابتدا   یرا بر قرار م ليفرانسيمعادله د يمکه نشان ده ينا یبرا   ا.ر يهشرط  اول هم

 . ميکن  یم محاسبه
۴ ٢  

   .ميک  ی، و سپس ساده م ميگذار  یم ليفرانسيرا در سمت چپ معادله دو حالا 
٢ ۴ ٢ ٢ ٢ ٢  

۴ ٢ ۴ ٢ ٢ ٣  
٢پس   است. ليفرانسيسمت راست معادله د همان٣که  ديکن  یملاحظه م جواب ٢

   است. ليفرانسيمعادله د
   .ميکن  یرا محاسبه محالا 

٢ ٢ ٢ ١ ٣ 
   کند.  یرا بر قرار م هيمساله با مقدار اول،   پس تابع داده شده

 
 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



وان صرافانوشـير  معادلات ديفراتسيل و کار برد ها   ٢بخش   ١فصل  

13 
 

١بخش   Direction Fieldsها      يا راستای ميدان راستاميدان های ٢

  Slope Field يبش يدانميا     
  . يمانتخاب کرده ا يلبخش را به دو دل ينا

،  يندگو  یو جواب آن ، به ما چه م يفرانسيلمعادله د يککه آنها،  در مورد  ينها راستا و ا يدانفهم م - ١
   است. يفرانسيلمعادلات د هایجواب  يحتشر و  يحتوض  یبرا  یخوب يلهراستا ،وس یها يدانم  مهم است.

  . يد، فهم يفرانسيلد یحل معادله ها یبدون دانستن روش هابخش را  ينتوان ا  یم  - ٢
   .يندگو  یم یمدل ساز،  يفرانسيلمعادله د يک يلهبوس  يزيکیف يدهپد يک يفمراحل توص

با جرم   یشئ يکسقوط  يدپس اجازه ده  است.  یشئ يک، سقوطآزاد   يزيکیف هيدپد يناز ساده تر يکی
          یکه پس از حل آن معادله ، تند ی، بطور ميبساز ليفرانسيمعادله د کيو  ميريرا در نظر بگ

Velocity جاذبه  یروين فقط ميکن  یفرض م  به ما بدهد. از یرا در هر زمان  یشئ  Gravity و 
که   يیها روين ريز ريتصو   کند.در  یجسم در حال  سقوط اثر م یرو Air Resistance  هوا  مقاومت

   شود.  یکنند ، نشان داده م  یاثر م  یشئ یرو

 
که به طرف بالااثر   يیها رويکنند ، مثبت ، و ن  یاثر م نييکه به طرف پا  يیها روين ميکن  یفرض م نجايا
   مثبت دارد. یتند،  نييحرکت به طرف پاحال  در   یشئ ميکن  یفرض م نيهمچن  شند.با  یکنند ، منف  یم

 .ميندازيب یند ، نظر بالا نشان داده شده ا ريکه در تصو  يیها رويبه ن ديحالا ، اجازه ده
 به است.به علت جاذ ايشتاب به سبب فرمول  نيدر اجاذبه است با فرمول  یروين  

 یا دهيکار پسند نيشود ، ا  یبکار برده مگرانش  یرويجاذبه ، ن یروين یبجا یاز کتب فارس یدر بعض 
، تا  ميکن  یدفتر از هر دو واژه استفاده م نيما هم در ا  استفده شده است. یاز واژه فارس راياست ، ز

   خواننده به هر دو واژه اشنا شود.

  شود.  یبکار برده م ايدفتر  نيدر ا نيهمچن
٢

به  هيدر ثانمتر  یعني

و ٢توان 
٢

 ٢به توان  هيفوت در ثان یعني

 یمتناسب است با تند ميکن  یمثال فرض م نيمقاومت هوا است و در ا یروين بالا  ريدر تصو نيهمچن
 رايز  لازم است.  یکه علامت منف ديتوجه داشته باش  است. نجايا ميپس دار  .جرم
 باشد.  یمنف ديپس با کند ،  یبه طرف بالا اثر م روين نيو چون ا  مثبت هستند.و هم هم 

١در بخش       .ميصحبت کرد وتنيدر مورد قانون دوم حرکت ن١
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 توان گفت   یپس م

 

تابع زمان  کيتواند   یکه م  یموثر بر شئ یها رويعبارت است از مجموع ندر فرمول بالا 
     باشد.   یعني  یشئ  یتندو 
 اثر نييکه به طرف پا    یعني جاذبه  یروين  یکي کنند  یاثر م  یبر شئ رويمثال ، دو ن نيدر ا
دو را کنار هم  نيا  است.  یکند ، پس منف  یکه به طرف بالا اثر مکند و مقاومت هوا   یم

   داشت. مي، خواه ميبگذار

   .ميکن  یم ميتقسرا بر  نيطرف

١  

در حال  سقوط   یشئ یتند . ميمعادله را حل کن نياگر ا  درجه اول است. ليفرانسيد معادله کيفرمول بالا 
   است. هيبر حسب متر در ثان یتندو   یجرم شئدر فرمول بالا   دهد.  یبه ما م

معادله  یها تيّ کم ید براچند عد ستي، بد ن بيش دانيم ايراستا و  یها دانينگاه کردن به م یبرا
 .ميداشته باشگرم و  لويک٢   با جرم  یشئ کي ميکن  یپس فرض م  .ميبدست آور ليفرانسيد
 .ميپس دار  .ميگذار  یم١را در فرمول  ريمقاد نيا

 

 تصادفا در زمان ميکن  ی. فرض مميندازيب ليفرانسيد معادله نيبه ا ینگاه هندس کيحالا 

  شود.  یم٢بشود ، فرمول   یبه طور اتفاقنام  به یزمان کيپس اگر در    باشد.

 

،  یتند نجايا ابع مورد بحث ،تکه    است یمعن نيا ، بهمشتق مثبت  ، ميديکه در حسابان د دياوريبخاطر ب
در آن زمان درحال  یتند ديباشد ، با هيمتر در ثان   یزمان کيدر   یشئ یپس اگر تند  است. یصعود

   باشد. شيافزا
خط مماس بر نمودار تابع  بيعبارت است از شاز   یزمان کيکه مقدار مشتق در  دياوريباز بخاطر ب
 در آن زمان 
 یخط مماس بر نمودار تند بيباشد ، ش هيمتر در ثانتصادفا  یتنداز   یزمان کي پس اگر در

   است.
 یخط مماس بر تند بي، و ش ميانتخاب کن یبرا  یمختلف ريو مقاد ميادامه ده بيترت نيبه هم ميتوان  یم

که  ميانتخاب کن یاز تند یريابتدا آن مقاد بهتر است  .ميبرو شيمنظم تر پ دي،اما اجازه ده ميدر محاسبه کن
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  یتنها کاف  است. یکار آسان نيا  .یخطوط مماس افق  یعني  صفر داشته باشند. بيخط مماس با ش یدارا
   .ميحل کن یو معادله را برا ميقرار ده صفر یاست مشتق را مساو

 و آن  است.  یط مماس افقخ یکه دارا ميدار یتند یمقدار برا کيدر مورد مثال ما ، فقط 

  رايز است. 

 

 

 

   باشد.  یماست که  یحالت شي، نما ريز ريتصو

 
که    یقيدق بيتنها ش فعلا . ميکن  یم دايپ گريد ريمقاد یبردارها ، برا  یعنيمماس ، حالا ، چند خط 

نمودار ، به دنبال  هيبق یبرا قيدق یها بيکردن ش دايپ یپس بجا است.  یخط افق بياست ، ش ديما مف یبرا
مثال ما ،  نيا یاست؟ برا ینزول اي یصعود بيش یبه چه سرعت  .ميرو  یم ینزول اي یصعود یها بيش

 است.  یکار اسان

تنها   یعني نيا است.  وستهياست و لذا پ یچند جمله ا کي٢سمت راست معادله  ديتوجه کن   ابتدا
علامت دهد ،  رييپس ، اگر مشتق تغ  علامت دهد که اول از صفر عبور کند. رييتواند تغ  یم یهنگام
 یبرا یعني نيا  دهد.  یعلامت م ريياست که مشتق تغ  يیتنها جا نيا   واست. است که  یهنگام

 بيش یبرا قيطر نيعلامت هستند. به هم کي ی، دارا یبر تندخطوط مماس  بيش
  یمتفاوت داشته باشند ، اما همگ ريدامنه ممکن است مقاد نيها در ا بيش  علامت هستند. کي یها دارا

   علامت هستند. کي یدارا
 یعنياست ، خط مماس  بيباشد ، شاگر  ميديدر بالا د  .ميکن  یشروع مبا 

، با  نيهمچن    مثبت خواهند بود. خطوط مماس ، یها بيش ريتمام مقاد یلذا برا مثبت است. 
 بي، شبماند     یباقکمتر از   شهيوهم شود ،   یم کينزدبه که  یهنگام٢توجه به شماره 
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از اگر   . کمتردارند  بيش جياس بتدرخطوط مم لذاشوند و   یم کيخطوط مماس به صفر نزد یها
 نيا ريز ريتصو  شود.  یخطوط مماس ، تند تر م بيبماند ، ش  یباقاز   کمتر یدورتر شودول

   دهد.  ینشان م حالت را

 
  یمثلا برا  . یمنف ايها مثبت هستند  بيش ايآ مينيبب ديابتدا با . ميکن  ینگاه محالا به 

   .ميگذار  یم٢مقدار را در شماره  نيو ا ميکن  یامتحان م

 

 
   خطوط یها بيش ريتمام مقاد یلذا برا است.     یمنف مماس خط  بيکه ش ديکن  یملاحظه م
کمتر  بيش ی، خطوط مماس دارا ميشو  یم کينزدهم هر چه به  نجايبود. ا خواهند یمماس منف

حالت  رتماميز ريدر تصو  شود.  یخطوط مماس تند تر م بي، ش ميشو  یدور تر مو هر چه از 
 دانيم ايو   Direction Field راستا  دانيم،  نمودار نيبه ا  .ديکن  یگفته شده بالا را ملاحظه م یها
   .دنيگو  یم Slope Field   بيش

 
 راستا مهم است؟  دانيپس چرا م   
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  Sketch of Solutionsطرح جواب ها   - ١
هستند  ليفرانسيد یها معادله  یواقع یخطوط مماس بر جواب ها قتيراستا ، در حق دانيم یچون بردار ها

 .ميبکار بر ليفرانسيمعادله د یجواب ها یرسم نمودار ها یبرا يیراهنماآنها را به عنوان  ميتوان  ی، پس م
  Long Term Behaviorرفتار دراز مدت   - ٢

کدام هستند ، بلکه  ليفرانسيد یمعادله ها  یواقع یجواب ها مياز موارد ، ما کمتر علاقه دار یاريدر بس
بدست  یراستا ، برا داني.  مابدي  یم شيافزاکه  یرفتار جواب ها چگونه است هنگام ميبدان ميهست ليما

   رود.  یتار دراز مدت جوابها بکار مآوردن رف
که مقدار آن   یآن جواب ميبدان ميخواه  یم ديفرض کن  مورد بحث ما. ليفرانسيبه معادله د ميگرد  یبر م

محور  یروو از  ميمراجعه کن راستا دانيبه م ميتوان  یم  است ، چگونه است.
،  ابدي  یم شيکه افزا  یاست و در حال شيکه جواب درحال افزا ميدان  ینقطه م ني، در ا ميشروع کن یعمود

 یصعودجواب  کيپس با  رسم   شود.  یم کينزدبه  یتند رايشود ، ز  یکمتر مجواب  بيش
  .ميبرو شيپ فيآن رد یمواز ميکن  یم  ی، سع ميبردار بر خورد کرد کيکه به  یو هنگام ميکن  یشروع م

   .دهديم ما به را ريز ريتصو نيا

 
با اضافه کردن  . ميکن  یاضافه م شتريکنند ، چند جواب ب   یم تمام جوابها چگونه عمل مينيکه بب نيا یبرا 

   .ميآور  یبدست م ريز ري، تصو شتريجواب ب

 
 انتگرال  یخم ها ايجواب   یها یمنحن خانواده،  ديکن   یبالا ملاحظه م ريکه در تصو يیمجموعه جوابها 
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 خم بروزن هم.  شوند.  یم دهينام
  Family of Solution Curves جواب  یها یخانواده منحن

  Integral Curvesانتگرال  یخم ها

١مثال    

 ديمشخص کن . ديانتگرال را رسم کن یمجموعه خم ها  .ديرا رسم کن ريز ليفرانسيمعادله د یراستا دانيم
 حيدارد؟ توضبه مقدار  یرفتار بستگ نيا ايو آ که یکنند هنگام  یجوابها چگونه رفتار م

   .ديده

٢ ٢ ١
٢
 

 حل 
 مي، راستش را بگو  ديبدان دياگر بخواه  و از کجا آمده است. ستيچ ليفرانسيمعادله د نيا ميبدان ستيمهم ن  
   نکند. انيرا ب  یکيزيف دهيپد چيه خودم ساخته ام. ممکن است  است. یمعادله من در آورد کي، 
   تر است. دهيچي، پ ميدر حال سقوط که در بالابحث کرد  ی، از مثال شئ ليفرانسيمعادله د نيا

 .مشتق کجا ، صفر است نيا ميکن  یابتدا مشخص م

٢ ٢ ١
٢
 

٢ ١ ١
٢
 

١ ١ ٢ 
 خطوط مماس صفر است. بيش یبه عبارت ايبدست آمد که در آنها مشتق و  یکه سه مقدار برا مينيب  یم
١مشتق در   ١  ،  ريمقاد نيبا ا یراستا را با  خطوط مماس افق دانيرسم  م صفر است ، پس٢

   .ميکن  یشروع م
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و ٢ نيب  یکي٢ یبالا  یکي  شد. دايپ هيکه در صفحه مختصات ، چهار ناح ديکن  یملاحظه م
 ١ ريز هيناح تينها و در١و ١ نيب  یکي١

 یمقدار برا کيها  هيناح نياز ا  کيهر یبرا  .مياضافه کن هيچهار ناح نيبه ا  يیبردار ها ديحالا با
  هيناح آن در مشتق  ايآ مينيتا بب ميگذار  یم ليفرانسيو آنرا در سمت راست معادله د ميکن  یانتخاب م

انتخاب  هيمقدار در هر ناح  چند ديبا  قيدق یراستا یها دانيبدست آوردن م یبرا  . یمنف اياست و   مثبت
   کنند.  یبردار ها چگونه رفتار م نيا مينيبب تا  .ميکن

 ١ یبرا

  رايز  است.٣۶ نجايا  .ميکن  ی، انتخاب م  یشيرا به عنوان نقطه آزما٢ هيناح نيدر ا

٢ ٢ ١
٢
 

٢
٢

٢ ٢ ١ ٢
٢

٣۶ 

 نيا١که  یهنگام نيهمچن هستند. تند    یليخ بيمثبت و با ش هيناح نيپس ، خطوط مماس در ا
 یهمراه با بردار هاراستا ،  یها دانيم شينما ريز ريتصو  مانند.  یشوند ، اما مثبت م  یها کمتر م بيش
  ، است.  هيناح نيا

 
 

١ یبرا ١ 

لذا   است.٢نقطه  نيدر ا . ميبه عنوان نقطه امتحان بکار بر ميتوان  یم هيناح نيدر ا
پس بردار ها   تند هم ندارد. بيکه ش رسد یدارند و به نظر م  یمنف یها بيش هيناح نيخطوط مماس در ا

باشند و به صفر   یمنف ديها با بي، ش کيالبته کمتر از ١  که یهنگام چگونه هستند؟  هيناح نيدر ا
شوند و    یترم ها تند بي، ش ميرو  یم١طرف  و به  ميشو  یدور م١که از  یهنگام  شوند. کينزد

 ١که  یمانند هنگام   یم یباز هم منف   یول بيبدون  ش بالاخرهمانند ، اما    یم  یحال منف نيدر ع
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که   يیراستا است با بردار ها یها دانيم ريز ريتصو شود.  کيبه صفر نزد دينقطه با نيمشتق در ا رايز
   ند. اضافه شده ا هيناح نيدر ا

 
 

١ یبرا ٢ 

  .است نقطه نيا در  .ميبر  یم بکار امتحان نقطه عنوان به هيناح نيا در
 ها بردار  .ستندين قبل هيناح یتند به ظاهراً  اما  .هستند  یمنف بيش یدارا هم هيناح نيا در مماس خطوط

 از که یهنگام و ستندين تند ها بيش٢ و١ کينزد  .کنند  یم رفتار قبل هيناح مانند بايتقر
 بيش  بدون دوباره  که  نيازا قبل شوند  یم تر تند ها بيش یحدود تا ، ميرو  یم   یگريد  طرف به  یکي

   .ند ا شده اضافه آن به ها بردار نيا که است راستا یها دانيم ريز ريتصو  .بشوند

 

 ٢ یبرا

پس ،  است. ١۶نقطه  نيدر ا  .ميبر  یبکار م شيبه عنوان نقطه آزما٣ هيناح نيدر ا
دور ٢که از   یهستند و در حال بيش کم باي، ابتدا خطوط مماس تقر ميدياول د هيدر ناح   رهمانطو 

   شود.  یتند تر م بي، ش ميشو  یم
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   .ديکن  یملاحظه م ليدر ذ ليفرانسيمعادله د نيکامل ا یراستايها دانيم

 
 

  . ديکن  یانتگرال را ملاحظه م یهم مجموعه خم ها ليدر ذ

 
مثال رفتار دراز  نيبر خلاف مثال اول ، در ا  رفتار دراز مدت جوابها.به  ميکن  یم  ی، نگاه تيدر نها

 ميتوان  یقبل م یها ريبا امتحان کردن هر کدام از دو تصو  دارد.در به مقدار  یمدت ، بستگ
 که  یهنگام ميکن دايبه رفتار جوابها دست پ

 مقدار رفتار هنگامی که

١ ١ 

١ ١ ٢ 

٢ ٢ 
 ٢ 
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راست    طرف که  یهنگام مستقل.  ير، طرف راست مشتق ، فقط شامل تابع بود نه متغبالا در هر دو مثال 
 یمورد نرم افزار ها يندر ا  تر خواهد بود. يچيدهباشد ، کار پ يرشامل هر دو متغ يفرانسيلمعادله  د

  توانند کمک کنند.   یم يوتریکمپ

 ٢مثال 
 ليفرانسيمعادله د نيانتگرال ا یمجموعه خم ها نيهمچن . ديرا رسم کن ريز ليفرانسيمعادله د یراستا دانيم

   .ديرا رسم کن
 

 حل 
 دانيرسم م یمستقل است ، برا ريمتغتابع  وهم   هم شامل  ليفرانسيحالت که طرف راست معادله د نيدر ا

را  ليفرانسيکار ، مشتق معادله د نيا یبرا مشتق ، ثابت است. که کجا  ميمشخص کن ديراستا ، ابتدا با یها
، موسوم  دهديخانواده از معادله ها به ما م کيکار  نيا٠مثلا   , ميده  یعدد ثابت قرار م کي یمساو

 Isoclines   بيشخطوط هم به 
 است. مقدار ثابت  یخطوط ، مشتق دارا نيهر کدام از ا یرو

کردن خط هم  دايپ یراستا ، برا دانيشروع و بدست آوردن م یکه در دو مثال بالا ، برا دياوريبخاطر ب
   است. ريمطابق ز بيخانواده خطوط هم ش نجايا  .ميشروع کردبا  بيش

 
   .ديکن  یملاحظه ممختلف  ريمقاد یها برا یمنحن ني، نمودار ا ريدر ز

 
خط هم  یرو است. ، مشتق ثابت است و مقدار آن  بيخطوط هم ش ايخطوط و  نيهر کدام از ا یرو
 بيخط هم ش یرو هستند.  یصفر است و لذا خطوط مماس همه ، افق شيمشتق هم بيش
ماس خطوط م٢ بيخط هم ش یروخواهند بود.  کي بيش یدارا شهيخطوط مماس هم١
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 بيهر کدام ازخطوط هم ش یچند خط مماس رو ريدر ز  آخر.  یال خواهند بود. ٢ بيش یدارا شهيهم
   .ديکن  یملاحظه  م

 

 
 

و  ميکن  یشروع م، با  بيخطوط هم ش نيب یمکان ها  یبرا شتريب یاضافه کردن بردار ها یبرا
همان خطوط  ايبردار ها ،  بي، ش ميکن  یار را مک نيکه ا  یدر حال  .ميکن  یحرکت م١به طرف 

   نشان داده شده است. ريز ريعمل در تصو نيا  کنم.  یاضافه م جيبه تدر کيمماس ، از صفر به  
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   .يرز يرتصو . يمانتگرال را اضافه کن یخم ها يمتوان  یحالا م

 

 
 

جئو مانند   استفاده کرد. يدکار ساخته شده با ينا یراکه ب  يیبه نرم افزار ها ياجها احت يدانم ينرسم ا یبرا
  يرووغ  یمهندس ینرم افزار ها ياو  Geogebra  جبرا 

 
 خلاصه مطالب گفته شده 

نشان دادن تمام جواب  یبرا يریتصو يشنما يکعبارت است از  يبش یها يدانم ياراستا  یها يدانم
 یبردار ها ياپاره خط ها   شامل  يبش یها يدانم  ، بدون حل آن معادله. يفرانسيلمعادله د يک یها

  باشند.    یم در نقاط مختلف  يبش يشهستند که نما یکوتاه
در نقاط  يفرانسيلجواب معادله د یها یاز منحن ی، خطوط مماس بر خانواده ا بردار ها ياپاره خط ها  ينا

 يشنما یبرا يبش یها يدانم هند. د  یجواب را نشان م یخطوط مماس ، جهت منحن ينا  مختلف هستنند.
   است. يدبدون حل آن معادله ، مف يفرانسيلجواب معادله د یها یمنحن

 
  يبش یها يدانمراحل رسم م

  . يدنمودار را مشخص کن یمختصات نقاط رو - ١
 . يدبدست آ يبتا ش يدبگذار يفرانسيلمختصات را در معادله د ينا - ٢
  . يدخط مماس در آن نقطه است ، رسم کن يبش يشر که نمابردا ياپاره خط کوتاه  يک - ٣
   .يدتمام نقاط داده شده انجام ده یکار را برا ينا - ۴
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١بخش  يناتتمر ٢ 
  . ديداده شده در نقاط داده شده را رسم کن ليفرانسيمعادله د بيش دانيم 

١ ٢  

 ١ ٢ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ٢ ١ ١ ١ ١ ١ 
 

٢
٢

 

  ١ ٢ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ٢ ١ ١ ١ ١ ١ 
 
  . ديرا رسم کن ريز ليفرانسيد یمعادله ها بيش دانيم

٣ ١ 

۴ ٢  

۵  

۶ ٢  

٧ ١ 

٨  
   .ديکن مرس ار بجوا ود و بيش هم دوخط  ، بيش ندايم ، ريز ليفرانسيد همعادل یبرا – ٩

 
   .ديکن مرس ار لانتگرا یها مخ و بيش ندايم ريز ليفرانسيد همعادل یبرا - ١٠
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 پاسخ 
  . ديداده شده در نقاط داده شده را رسم کن ليفرانسيمعادله د بيش دانيم

١ ٢  

 ١ ٢ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ٢ ١ ١ ١ ١ ١ 
 

  
 

  ند.  داده شده مشخص شده انقاط   شده است.  هينرم افزار ته قياز طر ريز ريتصو
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٢
٢

 

  ١ ٢ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ٢ ١ ١ ١ ١ ١ 
 

 
 

  .ستين هشد فيتعر یعني بالا لجدو رد فحرو
 

  ند.  نقاط  داده شده مشخص شده ا شده است.  هينرم افزار ته قياز طر ريز ريتصو
 

 
 
  . ديرا رسم کن ريز ليفرانسيد یمعادله ها بيش دانيم

٣ ١ 

   

 ٢ مقدار هر ١
 ١ ارمقد هر 

  مقدار هر ١
 ١ مقدار هر ٢
 ٢ مقدار هر ٣
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در معادله جمله  رايز،   هستند  یمساو بيش یاست ، دارا کسانيآنها که مختصات   یتمام نقاط
  وجود ندارد. دارد ، اما جمله  وجود

 
 

۴ ٢  

   

 مقدار هر ٢ ۴

 دارمق هر ١ ٢

 مقدار هر  

 مقدار هر ١ ٢

 مقدار هر ٢ ۴
 

در معادله جمله  راي،  ز هستند  یمساو بيش یاست ، دارا کسانيآنها که مختصات   یتمام نقاط
  وجود ندارد. دارد ، اما جمله  وجود
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۵  

  
 

۶ ٢  

   

  مقدار هر 
 ٢ مقدار هر ۴

 ٢ مقدار هر ۴
 ١ مقدار هر ٢
 ١ مقدار هر ٢
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٧ ١ 

   

 مقدار هر ٢ ٣

 مقدار هر ١ ٢

 مقدار هر  ١

 مقدار هر ١ 

 مقدار هر ٢ ١
 

 
 
 

٨  
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   .ديکن مرس ار بجوا ود و بيش هم دوخط  ، بيش ندايم ، ريز ليفرانسيد همعادل یبرا – ٩

 
 
 

 
 هک تاس یهنگام  .است هشد مرس١ و بيش مه طخ ود بالا ريتصو رد
   .است  یمنف بيش هک تاس یهنگام١ و تاس رصف بيش

 
   .ديکن مرس ار لانتگرا یها مخ و بيش ندايم ريز ليفرانسيد همعادل یبرا - ١٠
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