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 فصل ششم  
 گراف  یبر تئور یمقدمه ا

Introduction to Graph Theory 
 بخش اول 

 گراف ها  يرگراف ها و ز
Graphs and Subgraphs 

 کيگراف عبارت است از   یمعن کي  دارد.  یدو معنگراف کلمه  ياضياتر در  - مقدمه
نوع  نيتابع ، ما ا کيکند ، مانند گراف   یم فيرا توص ريچند متغ ايدو  نيکه ارتباط ب یريتصو لهيوس

نمودار بر و حسابان جنوع گراف را در  نيرفع ابهام ، ما ا یلذا برا . ميا دهيگراف در جبر و حسابان د
   .ميدينام
  یگره ها را به هم وصل م نياز گره ها و خطوط که ا ی، گراف عبارت است از مجموعه ا گريد یمعن

    .مييگو  یمگراف ،  یريتصو شينوع نما نيگسسته به ا اتياضيپس در ر کنند. 
در  یگريد قيطر چيکشند که به ه  یم ريرا به تصو يیاياش نيآنها ارتباط ب رايمهم هستند ، زها گراف 
   .ستيممکن ن يیبه تنهاحسابان  ايجبر  ايحساب 

   م ها هستند.ات نيها ارتباط ب اليگراف است. گره ها اتم ها هستند و  کيملکول ،  کي
   شهر ها. نيب ريها ، مس اليشهر ها ، گره ها هستند و  گراف است.  کي مايهوا پ کينقشه پرواز 

  گراف است.  کيشما   یشجره خانوادگ
   توان گراف تصور کرد.  یرا مداده ها ساختمان ،  یوتريدر علوم کمپ

   شوند.  یم دهينامگراف ها  یتئور اف ها گر اتي، خصوص اتياضيدر ر
و کاربرد گراف از  یاست ، اما مطالعه جد  یقرن نوزدهم باق مهيگر چه چند مقاله در مورد گراف ها از ن

١٩۵سال     شود.  یشروع م٠
 گراف  کي

 
 
  Graphs and Subgraphsگراف ها  يرگراف ها و ز -  ۶.١

  Verticesرئوس  را،    جمع راس  . يندگو  یم Vertex  راس   Node  ,گرههر به   در گراف،
  ايمانند  کنند  یم یگراف ها را معمولا با حروف بزرگ نامگذار نامند.   یم
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 ريدر ز کنند.   یم فيآن توصEdges  یها اليگراف ، معمولا آنرا با رئوس و  کيمشخص کردن  یبرا
  . ديکن  یرا ملاحظه م  گراف  فيتعر

  
۶ فيتعر ١ ١ 

 کيبا   رئوس، بنام  ائياز اش یمجموعه متناه کيعبارت است از  Graph   گراف  کي
 را به   الي کي . ها  الي بناممجموعه  ريز یدو عضومجموعه 

  . ندسينو  یم اي یصورت  ها
 

 یها اليو با رئوس  ديريدر نظر بگرا مثال ، گراف  یبرا
 

 
و  ميکن ميهر راس ، ترس یدائره کوچک برا کي اينقطه  کي ميتوان  یماز  ريتصو کيساختن  یبرا

۶ ريدر تصو . ميمتصل کن گريکديدو راس را به ، هر   يیبا رسم پاره خط هاسپس  ١  ريسه تصو١
اجازه  دياما ، نبا  کنند. یتلاق گريکديها با  اليکه  ستيمهم ن  .ديکن  یگراف را ملاحظه م نيمختلف از ا

   برسد. ستين اليآن  یانيکه نقطه پا ی، به راس الي کي ميده
۶ ريتصو ١ ١ 

 
حرف در راس و حرف  یاست به معنحرف اول در ، حرف توجه 

   . الي  یاست به معناول 
 
 یپس برا  باشد.هستند ، اگر  Adjacent  هم جوار دو راس  مييگو  یم

۶ ريدر تصوگراف  ١   . ستنديهمجوار نو اما  د. همجوار هستنو  یراس ها١
 

 و  یعبارتند از راس ها الي Endpoints  يینقاط انتها
 

مجاور  اليدو و پس   باشند. يینقطه انتها کي یهستند ، اگر دارا Incident  مجاور  اليدو 
   .ستنديمجاور ن اليدو و هستند ، اما 

 
 پس  باشد.   اليآن  يینقطه انتها کيهستند ، اگر آن راس  Incident  مجاور  الي کيراس و  کي

  است. و مجاور هر دو راس 
 

که راس ها کدام هستند  نيدر مورد ا  یفقط اطلاعاتو  یکه مجموعه ها يدتوجه داشته باش
 نمودار وجود نيارسم  یبرا  یمختلف یراه ها  .شتريدهند و نه ب  یا مو کدام دو راس مجاور هستند ، به م

   دارد.
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۶ ري. مثلا نمودار در تصوميکن  یگراف را ، با رسم آن مشخص م کيمعمولا ،  ١  کي ديگو  یم٢
١ یگراف است با راس ها ٢ ٣ ١٢  یها اليو ۴ ٢٣ ٣۴ ۴١ رسم ١٣

   است.و تر از نوشتن  آسان ريتصو

 
  Loop  حلقه
در   راس را به خودش متصل کنند. يکداشته باشد که  جودو يال يک، اگر  يمنام  یرا حلقه م يال يک

   را به خودش متصل کرده است.۵راس ۵ يال يرز يرتصو
  حلقه  يک يرتصو

 
  Para1lel Edge یمواز یها يال

 یها الي٢و ١بالا  يردر تصو .نامند  یم یمواز یها  يالمشترک را  يیبا نقاط انتها يالچند  يادو  

   هستند.٢و ١هر دو رئوس  يینقاط انتها رايز  هستند. یمواز
 

  Simple Graphگراف ساده 
  نداشته باشد.  یاحلقه  اي یمواز الي چيگراف ساده است اگر ه کي
 

  Finite Graphگراف کران دار 
 آن محدود و کران دار باشند.  یها اليگراف کران دار است ، اگر تعداد رئوس و  کي

 
  Multigraphگراف چند گانه 

  یحلقو يالچند  يندو راس داشته باشد و همچن ينب يالچند  يتوانداست که م   یگراف
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 گراف چند  گانه 
 

 
 

 
  Some Terminologiesمربوط به گراف  چند اصطلاح

  هستند.    Parallel Edges  یمواز یها يالمشترک هستند ،  يیرئوس انتها یکه دارا  يیها يال - ١
  نداشته باشد.  یحلقو يا یمواز  يال يچاست ، اگر ه Simple  ساده گراف  يک - ٢
  نامند.   یم Empty   یخالرا گراف  يالگراف بدون  يک - ٣
   نامند.  یم Null   یتهگراف بدون راس را گراف  يک - ۴
  نامند.   یم Trivial Graph  يهیگراف بدراس را  يکگراف با فقط  يک - ۵
   دهند.  ینشان مو حد اکثر درجه رئوس را با نماد  حد اقل درجه رئوس را بانماد   - ۶
 

 مثلا عدد  .يريمگ  ینماد مخصوص در نظر م يکآنها  یبرااز گراف ها آنقدر متداول هستند که  یبعض
راس گراف با  کيعبارت است از    ريمس د،يريرا در نظر بگمثبت  يحصح

١ ٢ 
 
  یها يالو 

١ ٢ ٢ ٣ ٣ ۴ ١ ١  
   است. الي١راس و  یداراپس 

 
  و راس دارد. الياز  یتعداد برابر است که  ی، گراف ميده  یم شينماکه با  Cycle  چرخه  ايدور 

۶ ريهمان طور که در تصو  .رنديدائره قرار گ کي یتوانند رو  یکه رئوس م یبطور ١   یملاحظه م٣
   .ديکن
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۶ يرتصو ١  هاها و دور  ريمس٣

 
 

 پته يرمس يک ييمگو  یم
 .يندگو  یمفرد ،  دور يا يرصورت به آن مس ينا يرآن زوج باشد ، در غ یاست اگر تعداد راس هازوج ،  

  
  يفچند تعر

  Walk  گشت  
 ييميماگراف را بپ يکاگر  يعنی گراف.  يک یها  يالدنباله از راس ها و  يکاست از  عبارتگشت  يک

  . يمآور  یگشت بدست م يک، 
 توانند تکرار شوند.   یدر گشت راس ها م

١ يرز يردر تصوتوانند تکرار شوند.   یها م يالدر گشت  ٢ ٣ ۴ ٢ ١ گشت  کي٣
  است. 

 گشت  يک يرتصو
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  Open Walkگشت باز 
بالا  يردر تصو . يندوگ  یبه آن گشت باز ممتفاوت باشند ،  يانیشروع و پا یگشت ، راس ها يکاگر در 

١ ٢ ٣ ۴ ۵  گشت باز است. کي٣
 

  Closed Walk   گشت بسته 
بالا  يردر تصو . يندگو  یباشند ، به آن گشت بسته م  يکی يانیشروع و پا یگشت ، راس ها يکاگر در 

١ ٢ ٣ ۴ ۵ ٣    گشت بسته است. کي١
 

  یاما راس ها م تکرار نشود.  یالي چيکه ه یگشت باز بطور کيعبارت است از رد پا  Trail رد پا 
  د پا است. ر کي ريز ريتصو توانند تکرار شوند. 

 
 رد پا  ريتصو

 
 

١بالا  يردر تصو ٣ ٨ ۶ ٣   نيو همچن رد پا است.  کي٢
١ ٣ ٨ ۶ ٣ ٢ ١ 

  بسته است.  یرد پا کي
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 Circuitمدار 
 تواند تکرار شود و بسته است.   یتکرار نشود ، اما راس م یالي چيکه ه یبطورگراف  کي مودنيپ

 مدار  ريتصو
 
 

 
١بالا  ريدر تصو ٢ ۴ ٣ ۶ ٨ ٣    مدار است. کي١

 
  Path ريمس
  شوند.   یها تکرار نم اليرد پا است که در آن نه راس ها و نه  کي ريمس

  ريمس کي ريتصو

 
 
۶بالا  ريدر  تصو  ٨ ٣ ١ ٢  است.  ريمس کي۴
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  Cycleدور   کيمجدد  فيتعر
 باشد.  یکي،  یانيتکرار نشود و راس شروع و پا الي کيراس و نه  کيکه نه  یگراف بطور کي مودنيپ
  . ديکن  یاز دور  را ملاحظه م یگريد ريتصو ريز در 

 از دور   یگريد ريتصو

 
 

١بالا  ريدر تصو ٢ ۴ ٣ هر   منافات ندارد.  یقبل فيبا تعر  فيتعر نيا دور است.  کي١
   متفاوت. یهستند با جمله بند  یکي قتيدر حقدو 

 
 قايآن  دقراس هردو  نيب که  یراس بطورگراف است با  يک A Complete Graph  گراف کامل 

۶ ريتصو وجود داشته باشد.  الي  کي ١ ۴ 
 است با  یمساوها در گراف  اليتعداد 

٢
١

٢
 

۶ ريتصو ١ ۴ 
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  Complete Bipartite Graph  کامل   یدو قسمتگراف 
مجموعه  که  یعبارت است از گرافکامل   یگراف دو قسمتو مثبت  حيدو عدد صح یبرا

   تعداد که یبطور استو مجموعه جدا از هم شامل اتحاد دو راس آن 
 با و باشد ، و    بيترت به آنها عناصر

 
 یاز راس ها کي چيمنفصل هستند و هکه نسبت به هم  ميبه عبارت ساده تر ، دو مجموعه از راس دار

 گريمجموعه د یمجموعه به تمام راس ها کيهم ارتباط ندارند و بر عکس هر راس از مجموعه با  کي
۶ ريتصو  شوند.  یمربوط م ها به هم اليتوسط  ١ ۵ 

۶  ريتصو ١ ۵ 

 
      

۶ يردر تصو ١  قرمز رنگ از هم جدا هستند.  یراس ها ومجموعهرنگ  یآب یهامجموعه راس ۶
قرمز رنگ  یراس هاکدام از  چيه قيطر نيبه هم . ستنديرنگ به هم متصل ن یآب یکدام از راس ها چيه

  قرمز رنگ متصل هستند.  یرنگ به تمام راس ها یآب یاز راس ها کياما هر  . ستنديبه هم متصل ن
۶ ريتصو ١ ۶ 

  
۶ يردر تصو ١ ١ ٧ ٢ ١و ٣ ٢ ٣ هر   دو مجموعه رئوس هستند.۴

   متصل هستند.چهار گانه  یاعضا  یبه تمامسه گانه  یاز اعضا کي
۶ يرتصو ١ ٧ 
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دو  یبنام گراف هاگروه بزرگ تر  کياز  یمخصوص یگراف هاکامل  یدو بخش یگراف ها
  هستند. یبخش

 
  ميکن ميتقسو آنرا به دو بخش  ميبتواناست اگر  Bipartite   یدو بخشگراف  کيگراف  کي

نقطه  کيو در  يینقطه انتها کي اليهر  و باشدو که  یبطور
   داشته باشد.در  يیانتها

 
۶ ريمثلا در تصو ١ ٢شامل  یگراف دو بخش٨ ۴ ١و ٢٢ ٣ ٢٣ 

   است.
۶ يرتصو ١ ٨ 

 
 

۶ ريدر تصو ١  ديو سف اهيآن به رنگ س یکه راس ها ديکن  یرا ملاحظه م یگراف دو بخش کي٨
   کند.  یمتصل م ديراس سف کيرا به  اهيراس س کي،  اليکه هر  یبطورهستند 

 
متصل است،  بلکه حد اقل هر راس از به تمام رئوس هر راس از  مييگو  ی، نم ديتوجه داشته باش

 .گريوعه دمجم یمتصل باشد، اما نه تمام راس ها گريراس از مجموعه د کيبه مجموعه  کي
 

۶ ريدر تصو ١    .ديکن  یرا ملاحظه مگراف از  یگريد شينما٨
۶ ريتصو ١ ٨ 

 
 
۶ يرتصو  ١ ۴   زوج یدهد که دورها  ینشان م٩ ۶  یاما ، دور ها   هستند. یدو بخش٨

٣فرد  ۵     .ستندين یدو بخش٧
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۶ ريوتص ١ ٩ 
 

  
 

  يهقض
  است اگر و فقط اگر شامل چرخه فرد نباشد.  یگراف دو بخش کي

 
 اثبات 
 تناقض  يقاز طر . يستچرخه فرد ن يکشامل  یگراف دو بخش يک يمکن  یثابت م

 یبخش ها٢و ١ ميکن  یو فرض م  .ميدار یگراف دو بخش يک يمکن  یفرض م
۶ ريتصو  باشد.چرخه فرد بطول  کي یداراگراف  ميکن  یو فرض م  باشند. ١ ١ 

 
۶ يرتصو ١ ١ 

 

 
 

را ٢و ١ یچرخه فرد در مجموعه ها یراس ها يمبتوان يداست ، با یچون گراف ، دو بخش
   مجموعه بباشد. کيمجاور ، متعلق به  راس چيکه ه ميکن ميتقس یبطور

۶ ريکه در تصو همان طور ١ فرد  یها را به چرچه١  ان،يمدر  بطور ,  ديکن  یملاحظه م١١
   زوج. یرا به چرخه ها٢و  مياختصاص داده ا

 یراس ها رايز  ممکن است. ريغ نياما ا مجموعه تعلق دارند.  کيو به  فرد هستندو هم ١اما هم 
   تعلق داشته باشند.مجموعه  کيتوانند به   یمجاور نم
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۶تصوير  ١ ١١ 

 
 

از آنها را به   یکي ميتوان  یپس نم  تعلق دارد.٢است که به  یمجاور راسو ١ گرياز طرف د
   .ميمکان ده رييتغ٢مجموعه 

 ميتوان  ینم رايز  باشد. یتواند دو بخش  یچرخه فرد  باشد ، نم یگراف دارا کيدهد که اگر   ینشان م نيا
مجموعه  کيراس مجاور به  چيکه ه یبطور ميجا ده٢و ١چرخه فرد در مجموعه  یراس ها

   تعلق ندشته باشد.
   شود.  یثابت م هيقض . ستين حيشامل چرخه فرد است ، صحپس ، فرض ما که گراف 

   
   .نديگو  یمگراف  يرزگراف باشد ، به آن  کيگراف داخل  کياگر 

 .  
۶فيتعر ١ ٢ 

و است اگر گراف  کي گراف ريزشود ، گراف   یگفته م
 باشد

 
۶ يردر تصومثلا  ١ و   است ، باگراف گراف قسمت برجسته  ١٢

   است.گراف  ريزپس 
۶ ريتصو ١ ١٢ 
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 اياست ،  Contains  شامل  مييگو  یاست ، مگراف  ريز کيکه گراف  یهنگام
۶ ريدر تصو  است.داخل  ١  مييگو  یپس م  است.۶    دور کيتصادفا گراف ١٢

 ودر مورد   .ديکن  یملاحظه م١ کي ريتصو نيشما در ا نيهمچن  است.۶ کيشامل 
۶ ريدر تصو ١    .ميصحبت کرد٣

 
  Induced Subgraph   يیگراف القا ريز
در  یاليباشد و هر که   یاست در صورت يیگراف القا ريزگراف  ميگو  یم

   هم باشد.ت در اسکه رئوس آن هنوز در 
  

  . ستياما عکس آن صادق ن  هم است. یگراف معمول ريز کي،  يیگراف القا ريتوجه داشته باشد که هر ز
از گراف بزرگ تر  اليو   راسچند پاک کردن  جهيگراف نت ريز کيطور تصور کرد که  نيتوان ا  یم

 است. 
، اما حالا  ميرئوس را پاک کن ميتوان  یباشد ، هنوز م يیگراف القا ريز کيگراف ،  ريز کيکه  نيا یبرا

   که شامل رئوس پاک شده باشد. ميرا پاک کن  يیها اليآن  ميتوان  یفقط م
  . ديتوجه کن ريز یمثلا به گراف ها

 
 يیف القاگرا ريز کي٢اما فقط   هستند.١ یگراف ها ريز٣و هم ٢بالا ، هم  ريدر تصو

، در  هم هستند.٢ یها اليکنند ،   یمتصل م٢که  رئوس در ١در   يیها اليتمام   است. ٣ 
   هستند.٣در و  یکه راس ها ني، با وجود ا ستين٣است اما در ١در الي
 

 نيا ليدل  .ميرا حذف کرده ارسد که فقط راس   یبنظر م گر چه  .ستين١گراف  ريز۴گراف 

۴    ديبا نکهيا شرطپس   .ستين١عضو  الي نياما ا ميدار الي۴است که در  ١ 
 . ميباشد ، ندار

 
که در بالا   يیکه تمام گراف ها ديه کرده اتا کنون توج . گراف یتئور  یاديبن فبيبه چند تعر ميگرد  یبر م

 چيو ه  ند. به هم وصل نشده امرتبه  کياز  شيب یدو راس چيند که ه مشخصه را داشته ا نيا ميرسم کرده ا
گر چه آنها  را فقط   .نديگو  یم Simple  ساده گراف ها را  ليقب نيا  به خودش متصل نشده است. یراس

 مجموعه دو ريز مجموعه کي ليها تشک الي،   ديگو  یگراف م کيما از  فيتعر رايز  .مينام  یمگراف 
 یدو راس چيپس ه  .ستين زيعنصر جا کيکه در مجموعه تکرار  ديبخاطر دار  هستند. رئوس یعنصر

 مجموعه  کي ديبا الي، چون هر  نيهمچن  از دو مرتبه به هم متصل شوند. شيب الي کيتوسط  توانند  ینم
به خودش متصل  الي کيکه توسط  ميراس داشته باش کي  ميتوان ینمراس است ، باشد پس که شامل دو 

   شود.
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قبل   .ميداشته باش یحلقو الي کي  اي ،  وشتريب اي اليدو  ميخواه  یکه م ديآ  یم شيپ  یها ، زمان نيبا همه ا
مرتبه بدون  کيبه و تنها مرت کيرا  ممکن است هر خط ايآ  .ديتوجه کن ريز رياز ادامه بحث ، به تصو

 باشد؟   یکي یانينقطه شروع و پا که یبطور م،يکن ريبرداشتن قلم س

 
 

چند گانه  الي  ینوع شئ نيما به ا  .ميدار اليسه  یحت ايکه در گراف بالا دو و  ديکن  یملاحظه م
Multigraphs مجموعه چند گانه  رايز است.   ینام خوب نيا  .مييگو  یم Multisetمجموعه است  کي
  . ميعنصر را چند مرتبه تکرار کن کيکه دهد   یکه به ما اجازه م

 
 کيهر دو راس  یاست ، اگر برا  Connected    همبندگراف  يک ييمگو  یم

 نا شد ، به آننباهمبند  که گراف کيختم شود. شروع و  به وجود داشته باشد که از در  ريمس
۶ ريتصو . نديگو  یم Disconnected  همبند  ١ ١٣ 

۶ ريتصو ١ ١٣ 

 
۶ ير، تصويگرمثال د ١  .ديرا ملاحظه کن١۴

۶ ريتصو ١ ١۴ 

 
 

 الهايو عبارتند از  یراس ها
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 را متصل کند. و    یوجود ندارد که راس هامبند نيست ، زيرا هيچ مسيری اين گراف ه
  نامند.   یآن گراف م Components   یمولفه هاگراف نا همبند را  کيهمببد  یقسمت ها

 
  Graph Isomorphismگراف  یختيهم ر

که  یوجود داشته باشد بطور یماننده کيآنها  یراس ها نيهستند اگر ب ختيهمر٢و ١دو گراف 

متناظر در  یراس هاو فقط اگر اگر به هم متصل باشند ،  الي کيتوسط ١در  الي کيدو راس توسط 

   متصل باشند. به هم٢
۶ ريتصو ١ ١۵ 

 
۶ يردر تصو ١  ستند. راس ها در هر دو گراف همانند ه  هستند. ختيهمرو  یگراف ها١۵

 الي کيدر گراف   آخر. یو الو ٢همانند هستند و ١مثل  گر چه نام آنها متفاوت است. 
را و  یراس ها الي کيدر گراف  قيطر نيبه هم  کند.  یرا به هم وصل م٣و ١ یراس ها

راس در گراف  رايز . ستندين ختيهمرو  یاما گراف ها  آخر. یال و کند.   یبه هم وصل م
 الي کي توسطو  یراس هادر گراف  به هم متصل هستند ، اما الي کيتوسط ۴و ١ یها

   ارتباط ندارند.به هم 
  یم ستندين ختيهمرو و چون  ميسينو  یهستند ، م ختيهمرو  یچون گراف ها

  ميسينو
۶ ريتصو ١    دهد.  یرا نشان م ختيگراف همرسه  ١۶

۶ ريتصو ١ ١۶ 

 
۶ يردر تصو ١    هستند. ختيگراف ها دو به دو همر١٧

۶ ريتصو ١ ١٧ 

 
 

 با مشخصات  همراه هستند.  يختهم همر يردو گراف ز
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  Self-Complementary Graphگراف خود متمم 
  شود.   یم يدهناممتمم خودش است ، گراف خود متمم  يختگراف که همر يک

 دو گراف خود متمم 
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 .يستندن يختدو گراف همر يمنشان ده يمبتوان يدباهستند ،  يختدو گراف همر يمنشان ده يدهمانطور که با
  . ستنديدو مثلث ن نيادر گراف   یول ميدارو دو مثلث گراف ،  زير يردرتصو

 .يستندن يختهم رکه دو گراف  يرز يرتصو  

 
 

که  ياتتوان همان عمل  یمجموعه هستند ، پس م یچون گراف ها خود نوع –اتحاد و اشتراک گراف ها 
داشته و اگر دو گراف   .يم، در مورد گراف ها هم بکار بر يمداد  یمجموعه ها انجام م  یرو
را  ريمثال اتحاد و اشتراک دو گراف ز  است.تراک آنها و اش، پس اتحاد آنها  ميباش

   .ديرسم کن

 
 پاسخ 

 
 

  Complement Graphsمتمم  یگراف ها
نشان داده که با نماد پس متمم  یها اليو ، با رئوس  ميداشته باشاگر گراف 

  یعني همان تعداد راس است.  یکه دارا  یشود ، عبارت است از گراف  یم
 

   است. يرآن مطابق ز یها يالو تعداد 
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١

٢
 

   است.و گراف  شينما ريز ريتصو

 
 Digraph اي Directed Graph  گراف جهت دار 

  ها جهت دارند.  اليکه است   یگراف
 جهت دار  یگراف ها

 
 
 
 
 

۶ يناتتمر ١ 
شبکه اجازه  نيبوک هستند.  ا سيف یشبکه اجتماع کي یاعضا ارياسفند آرش ، بهمن ، کمال ، دارا و - ١
شود که آرش و کمال ، بهمن و دارا با هم دوست   یمشخص م  دهد که اعضا با هم دوست باشند.  یم

   .ديف نشان دهرا با گرا تيموقع نيا  با همه آنها دوست است. ارياسفند  هستند.
 
  . ديرا مشخص کن ريز یگراف ها یها اليراس ها و  - ٢
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  . ديرسم کن گريرا به دو صورت د ريگراف ر - ٣
 

 

 
 
 هستند؟  یمساو ريز یگراف ها ايآ - ۴

 
 
٢ یگراف ها ايآ - ۵  ٣  هستند؟ ١ یگراف ها ريز۴

 
 
 همبند؟  نا ايهمبند است  ريگراف ز ايآ -۶

 
 

 
 هستند؟  ختيهمر ريز یگراف ها ايآ - ٧
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  . ديمتمم آنها را رسم کن .  رباشنديدو گراف به شکل  زو فرض  - ٨

 
 
 

 هستد؟  ختيهمر ريز یگراف ها ايآ - ٩

 
 
 

   .ديرا نام ببر ريز یگراف ها - ١٠

 
 

  رد؟يگ  ید عمل دست دادن صورت منفر با هم دست بدهند ، چن١ یمهمان کياگر در  - ١١
 

 با دو نفر در گروه دوست باشد ؟  قايدق کيممکن است هر  ايگروه پنج نفره ، آ کيدر  -  ١٢
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،  ندياست ، آنرا رسم ک یباشد؟اگر پاسخ آر داشته الي١٢تواند   یراس ، م۵گراف ساده با  کي ايآ - ١٣
   .ديده حياست ، توض  یاگر پاسخ منف

 
  با هم آشنا هستند.  ريافرد زگروه پنج نفره  کيدر  ديفرض کن - ١۴

و  
و  
و  
و  

و  
  . ديحالت ، رسم کن نيا یگراف برا کي –الف  
  . ديسيرا بنو اليمجموعه راس و  –ب  
   

   .ديرا ملاحظه کن ريسه گراف ز - ١۵

 
 

 هستند؟  ختيهمر  و ايآ –الف  
 هستند؟  ختيهمرو  ايآ  –ب  

 
   

 . ميدارو دو گراف  ريز ريدر تصو - ١۶

 
 و و مطلوب است  
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 هستند؟  يیالقا یگراف ها ريزو  ايآ . ديکنرا ملاحظه  ريز یگراف ها - ١٧

 
 
 

١مطلوب است  . ديرا ملاحظه کن ريز یگراف ها - ١٨ ١و ٢ ٢  

 
 
 
 
 

۶ ناتيپاسخ تمر ١ 
شبکه اجازه  نيبوک هستند.  ا سيف یشبکه اجتماع کي یاعضا ارياسفند آرش ، بهمن ، کمال ، دارا و - ١
آرش و کمال ، بهمن و دارا با هم دوست شود که   یمشخص م  دهد که اعضا با هم دوست باشند.  یم

   .ديرا با گراف نشان ده تيموقع نيا  با همه آنها دوست است. ارياسفند  هستند.
 پاسخ 

هر   .ميده  ینشان مرا با  اريو اسفنددارا را با کمال را با را با ن بهمآرش را با 
راس همجوار هستند اگرو فقط اگر آن دو با هم دوست  دو  .الي کي  یراس است و دوست کيشخص 

  است.  ريپس گراف به صورت ز  باشند.
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  . ديرا مشخص کن ريز یگراف ها یها اليراس ها و  - ٢

 
 پاسخ 

   به راست.از چپ 
   .ريبا مشخصات ز گراف هستند  کيگراف اول ، دوم و سوم هر سه 

 
 

 گراف چهارم 

١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶  

١ ٢ ١ ۶ ۶ ۵ ۵ ٢ ٢ ٣ ٣ ۴ ۴ ۵  
   ند. جهت ها مشخص نشده ا ريز  هم نوشت. گريد یها بيتوانند به ترت  یها م الي
 
  . ديرسم کن گريرا به دو صورت د ريگراف ر - ٣

 
 

 پاسخ 
  توانند همان گراف داده شده باشند.   یم ريدو صورت ز

 
 
 هستند؟  یمساو ريز یگراف ها ايآ - ۴

 
 پاسخ  

 .ستندين یها با هم مساو  اليپس مجموعه اما  است.   يکیمجموعه راس ها  ينجاا. يرخ
   .ستين نيچن قتيدر حقاما  هستند ،   یظاهرامساو  رسم کرد. ريتوان به صورت ز  یراف را مدو گ نيا 

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 رياضيات گسـسته آنيسـا ۶.١  گراف و زير گراف انوشـيروان صراف

229 
 

٢ یگراف ها ايآ - ۵ ٣  هستند؟ ١ یگراف ها ريز۴

 
 

 پاسخ 
 الي۴در  رايز  .ستين١گراف  ريز۴اما   هستند.١ یگراف ها ريز٣و ٢ یگراف ها

۴پس   .ميندار یالي نيچن١در گراف   یول  .ميدار ١ 
 
 همبند؟  نا ايهمبند است  ريگراف ز ايآ -۶

 
 

 پاسخ 
   وجود ندارد.و  ينب يریمس يرانا همبند است ، ز

 
 هستند؟  ختيهمر ريز یگراف ها ايآ - ٧

 
 پاسخ 

  یرا
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  . ديمتمم آنها را رسم کن .  رباشنديدو گراف به شکل  زو فرض  - ٨

 
 پاسخ 
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 هستد؟  ختيهمر ريز یگراف ها ايآ - ٩
 

 

 
 

 پاسخ 
   .ستندين ختيهمر گريهستند ، اما آن دو زوج د ختيهمر٢و ١ یگرف ها

 
   .ديرا نام ببر ريز یگراف ها - ١٠

 
  پاسخ

 راس ۵گراف کامل با  کي۵  

٢  ٣و ٢رئوس  یکامل با مجموعه ها یگراف دو بخش کي٣

 راس. ۶دور با  کي۶

۵با  ريمس کي۵ ١  . الي۵راس و ۶
 

  رد؟يگ  ینفر با هم دست بدهند ، چند عمل دست دادن صورت م١ یمهمان کياگر در  - ١١
 سخ پا

١

٢

١ ١ ١

٢

٩

٢
۴۵ 
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 با دو نفر در گروه دوست باشد ؟  قايدق کيممکن است هر  ايگروه پنج نفره ، آ کيدر  -  ١٢
 پاسخ 

 از.  ريبه صورت ز دکه ممکن است کار کن قيطر کي
 

 آخر  یال دوست هستند. و دوست هستند.  و  یعني
 

 
 
 

 
،  ندياست ، آنرا رسم ک یباشد؟اگر پاسخ آر داشته الي١٢تواند   یراس ، م۵گراف ساده با  کي ايآ - ١٣

 .ديده حياست ، توض  یاگر پاسخ منف
 

 پاسخ 
 چيه گريبه عبارت د  باشد. وجود  داشته هر دو راس نيتواند ب  ینم الي کياز  شيساده ، بگراف  کيدر 

است که  ني، ا ميداشته باش ميتوان  یکه م  یگراف نيشلوغ ترگراف ساده ،  کيدر   وجود ندارد. یمواز الي
گراف  کيو در  ميگراف کامل دار کيصورت  نيوصل شود ، که در ا گريد یهر راس به تمام راس ها

  ميتوان  یراس م۵کامل با 
١

٢

۵ ۵ ١

٢
١  

١٢و  . ميراس داشته باش    است.  یخ منفاست. پس پاس١
 

  با هم آشنا هستند.  ريافرد زگروه پنج نفره  کيدر  ديفرض کن - ١۴
و  
و  
و  
و  

و  
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  . ديحالت ، رسم کن نيا یگراف برا کي –الف  
 
 

 پاسخ 

 
  . ديسيرا بنو اليمجموعه راس و  –ب  

 پاسخ 
 

 
 

 
   .ديرا ملاحظه کن ريسه گراف ز - ١۵

 
 

 هستند؟  ختيهمر  و ايآ –الف 
 پاسخ 

  ريخ
 هستند؟  ختيهمرو  ايآ  –ب  

 پاسخ 
   .ميکن ميترس ريدو گراف را به صورت ز نيا ميتوان  یم . یار
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 .ميدارو دو گراف  ريز ريدر تصو -  ١۶
 
 

 
 و و مطلوب است 

 پاسخ 
 
 

 
 

 هستند؟  يیالقا یگراف ها ريزو  ايآ . ديکن  ملاحظهرا  ريز یگراف ها - ١٧
 

 
 

 پاسخ 
 .ستين يیگراف القا ريزاما   است. يیگراف القا يرز
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١مطلوب است  . ديرا ملاحظه کن ريز یگراف ها - ١٨ ١و ٢ ٢ 

 
 

 پاسخ 
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  Vertex-Degree and Treesدرجه  راس و درخت ها  - ۶.٢
شود ،   ینشان داده مبا نماد که   Degree  درجه باشد ، راس گراف  کياگر 

۶ ريدر تصو  کنند.  یبر خورد مکه با   يیها اليعبارت است از تعداد  ٢    .ميدار١
١ ۵ ۴ ، ٣ 

۶ ريتصو ٢ ١ 

 
 

۶گراف  یراس ها یحالا درجه ها ٢    .ميپس دار  .ميکن  یجمع م را با هم١
 
 

 
۶ يرر رنگ در تصو، که با خطوط پ یجمع بالا،  مجموع پره ها ٢   یرا نشان م ديکن  یملاحظه م٢

 ها است. اليآن دارد ، پس مجموع پره ها دو برابر تعداد  یدو پره رو قايدر گراف ، دق اليچون هر   دهد.
 ٢ ايو  

 : Spokeپره 
۶ ريتصو ٢ ٢ 

 
  . يمرا دار يرلذا امر مسلم ز ها است.  يالگراف دو برابر تعداد  يک یراس ها یمجموع درجه هاپس 

 
۶   موضوع  اصل ٢   Handshake Lemmaدست دادن   هيقض اي١
  یعني آن است.  یها اليآن ، دو برابر تعداد  یراس ها یمجموع درجه هاهر گراف  یبرا
 

٢  

 
،  يححال اگر مجموع اعداد صح  ، زوج است.گراف  يک یراس ها یکه حاصل جمع درجه ها ينا يجهنت

     ، زوج باشد. يدزوج است ، پس تعداد ارقام فرد در آن جمع با
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۶اصل  موضوع  یاز استفاده ها يکی ٢  دنباله  کيبه صورت  درجه راس ها را است که اگر نيا١
   .ميکن دايها را پ اليتعداد رئوس و  ميتوان  ی، م ميباشداشته  

 
۶مثال  ٢ ١ 

 بشد؟  ريدنباله درجه راس ها به صورت ز داشته باشد ، اگر  اليچند راس و  ديگراف با کي
۴ ۴ ٣ ٣ ٣ ٢ ١  

 پاسخ 
  است. ٧پس تعداد رئوس  .عناصر دنباله داده شده است  ايراس ها تعداد اعضا تعداد 

   .ميپس دار٠٢بر  ميتقس و سپس ميکن  یم دايها ، مجموع درجات رئوس را پ اليکردن  دايپ یبرا
۴ ۴ ٣ ٣ ٣ ٢ ١ ٢  

٢ ٢ ١  
  باشد.   یم١ها  اليپس تعداد 

 
۶موضوع  از  اصل ٢     .يمرا دار يرز Proposition    گزاره ١

  
۶گزاره  ٢ ١ 

 زوج است. تعداد رئوس درجه فرد گراف 
 

 اثبات 
بر اساس اصل  ينا آن ، فرد باشد. درجه فرد  رئوسگراف وجود داشته باشد که تعداد  يک يدفرض کن
۶موضوع  ٢    ممکن است. ريغ١

 
۶ یها يرمثلا در مثال بالا تصو ٢ ۶و ١ ٢ ،  گريبه عبارت د اي  شش راس ، فرد بود. یدرجه ها٢

  . ريز  بيبه ترت  درجه فرد بودند. یکه دارا ميشش راس داشت
 

١ ۵ ٣ ١ ١ ٣ 
 

۶موضوع   اصل ٢  یعني دهد.   یگراف به ما م کيراس در  کيدرجه  نيانگيم یفرمول برا کي١
   بر تعداد رئوس. ميرئوس تقس هيکل یمجموع درجه ها

٢
۶ ٢ ١  

  .ميثابت کن  را یدرخت یها اگراميد درمورد  قياز حقا یبعض ميکند که بتوان  یفرمول کمک م نيا
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 انواع گراف ها 
   .ميکن  یم   یرا بررس گريچند نوع د نکيا . ميکرده ا فيو آنها را تعر ميا دهيچند نوع گراف را د تا کنون 

 
  Euler Path لرياو ريمس

توان از هر راس ،   یاما م  مرتبه عبور شود. کيگراف  کي یها  اليشود که از همه   یگفته م یريبه مس
 Euler Cycle   لريدور او ايحلقه باشد ، پس   یکياگر راس شروع و خاتمه  چند مرتبه عبور کرد. 

  . ميدار
  رلياو ريمس

 
 

  ريلاو ريمس
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  Euler Circute لريمدار او
 است  یکياست که راس شروع و خاتمه  یلرياو ريمس کي

  رلياو رمدا

 
  رلياو رمدا

 

 
 

 
.  
 
  Euler and Hamiltom Cycles لتونيو هم لرياو  یدور ها اي ها چرخه 
  نامند.   یم لريچرخه او کيکند ،   یمرتبه استفاده م کيها فقط  اليکه تمام  چرخه کي
 لتونيچرخه هم کيکند ،   یمرتبه استفاده م کيچرخه که تمام راس ها را ، بجز ابتدا و انتها ، فقط  کي

  است. 
  Hamiltonnian Path   یلتونيهم ريمس
   شود. ديد مرتبه باز کي قايراس دق است که هر یريمس
 

  In-Degree and Out-Degree یو خروج یدرجه ورود
   .نديگو  یآن  راس م یراس را درجه ورود کيوارد شده به  یها اليگراف جهت دار ، تعداد    کيدر 

 .نديگو  یآن راس م  یراس را درجه خروج کيخارج  شده از   یها اليگراف جهت دار ، تعداد    کيدر
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  Planar Graphگراف  مسطح 
   دررا قطع کنند. گريکديها  اليکه  نيصفحه رسم کرد ، بدون ا کي یتوان رو  یاست که م  یگراف
 ، گراف مسطح است و سمت راست نا مسطح سمت چپ ريز ريتصو

 
 

۶ هيقض ٢ ١ 
همبند باشد و تمام راس ها دارد اگر و فقط اگر  یلريدور او ايچرخه  کيبدون جهت گراف  کي 

  درجه زوج داشته باشند. 
  یورود یدرجه ها یدارد اگر و فقط اگر همبند باشد و دارا یلريچرخه او کيگراف جهت دار  کي

 باشد.  یمساو یو خروج
 
 اثبات قسمت اول  

 شود.  یداده م ميقسمت به قمت دوم هم تعم ني، ا ميکن  یمقسمت اول را ثابت 
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چون   همبند است.چرخه ،  فيداشته باشد ، پس بر اساس تعر یلريدور او ايچرخه  کي    اگر
به آن وارد و از آن خارج شود ،  ديبا رسد یراس م  کي به در چرخه است ، و هر مرتبه که چرخه اليهر 

 وج است. پس درجه هر راس ز
 است.  یلرياگر درجه تمام راس ها زوج باشد پس آن چرخه او ميده   یم نشانحال 
 نيا یبرگردد، چرا ، برابه  ديبا  تيدرنها ريکه مس ميکن  ی، ادعا م ميکن  یشروع مراس  کياز  

ختم بجز  یگريراس د کي یتواند رو  یو نم  ادامه داشته باشد. تينها  یتواند تا ب  ینم ريکه مس
 یبرا الي کيوجود دارد ، پس ورود به  یبرا الي کياگر   زوج باشد.درجه  ديبا رايشود ، ز

را مورد  یها الياگر چرخه تمام   .ميداربه چرخه از  کي یعني نيا  وجود دارد.خروج از 
   ثابت شده است. هياستفاده قرار دهد ، پس قض

هنوز مورد استفاده قرار نگرفته  که  ميکن  یم دايپدر مثلا  گريراس د کيصورت ،  نيا ريدر غ
بالا که در  تميهمان الگور جدا است. از در چرخه وجود داشته باشد ، وگر نه  ديبا  است.
   .ميدهيهم انجام م، در مورد  ميداد انجام مورد 

  ثابت شده است.  هيکه قض ميرسيم جهينت نيچون گراف محدود و کران دار است ، به اانجام سر 
 
 

  Corollary یتبع هيقض
، اگر و فقط اگر همبند باشد و  یلريدارد ، اما نه چرخه او یلرياو ريمس کيگراف بدون جهت  کي

   درجه فرد باشد. یفقط دو راس دارا
 
  
 
 

 Conditions Satisfied by Hamiltonian Graphs  لتونيهم یها گراف یلازم برا طيشرا
   داشتنه باشد. ١ اي راس با درجه  کي یتواند دارا  ینم لتونيگراف هم کي- ١
در  لتونيدر تمام چرخه هم ديبا مجاور آن راس  یها  اليدارد ، پس هر دو ٢راس درجه  کياگر  - ٢

   گراف باشد.
 باشد.  اليدو  یانتها ديبا لتونيخه همهر راس در چر - ٣
 لتونيچرخه هم کي یآن راس برا یها اليداشته باشد و دو تا از ٢از  شتريراس درجه ب کياگر   - ۴

 نظر گرفته نشوند. در گريد   وتوانند حذف شوند   یمجاور  آن راس م یها الي گريند ، پس د انتخاب شده ا
را   انتخاب شود که چرخه یطور تواند ینم الي کي،  اليبه  الي،  تونليچرخه هم کيهنگام ساختن  - ۵

   گراف شامل نشود. یراس ها که تمام   یکامل کند ، در حال
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۶مثال  ٢ ٢ 
   .ستندين یلتونيهم ريز یاز گراف ها کي چيه 

 
  است.   لتونيهم چرخه ريگراف  ز

 
 

  لتونيدور هم ايدر مورد چرخه  جالبنکات 
  است.   یلتونيهم گراف از دو راس ،  شيببا  کاملراف هر گ
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   است. یلتونيچرخه هم کي،  یا هر گراف چرخه

 
 

  است.   یلتونيگراف هم کي  یدور باز ايهر ترنمنت 

 
   است. یلتونيگراف هم کيبه صورت گراف ،  یافلاطون  یهر شئ

 

 
 

  Adjacency Matrixمجاورت گراف   سيماتر
و  فيردبا  , است  یليمستط سيماتر کي سيماتر و  حيداد صحاع یبرا

 سيماتر نيا یورورد  شود.  یداده م شينمآبه صورت و ستون  فيمقدار رد ستون. 
  ريبا مشخصات ز  مجاورت. سيمارت نديگو  یم سيماتر نيبه ا  است.و فقط 

برای

برای
 

  وجود ندارد. یالياگر صفر باشد ،   وجود دارد.و  نيب الي کيباشد ، پس  کياگر   یعني
١ یورود ريز سيدر ماترمثلا    .ستين  متصله خودش ب الي کيتوسط ١صفر است ، پس راس ١

١ یاما ورود   یجلو م  .بيترت نيبه هم  است. الي کي٢و راس ١راس  نياست ، پس ب کي٢
   .ديکن  یمجاورت و گراف مربوطه را ملاحظه م سيماتر ريز ريتصو  .ميرو
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 مجاورت و گراف آن  سيماتر

 
 گريبه راس د اليسه  ايدو از راس  یعنيشده ،  ددهيهم د٣و ٢ها یزبان ، ورود یدر کتب فارس
 است،  یالملل بينروش  کياما آن که در بالا آمد  وجود دارد. 

 
در  موسوم است.  Adjacency List  مجاورت  ستيلاست که بنام  ريز ريمطابق تصو گريروش د

دو  فيراست ، در هر رددر ستون سمت  نام رئوس نوشته شده است.  اي، شماره  ستيستون سمت چپ ل
متصل  اليتوسط  گريبه کدام رئوس د١دهد که  راس   یاعداد نشان م نيا سه عدد نوشته شده است.  اي

   .ميشماره ، حروف داشته باش یباز هم منکن است بجا است. 
 مجاورت و گراف مربوطه  ستيل

 
 

 به راس مثلا از راس  مشخص است.  ريز ريجهت در تصاو و بدندار  جهت  سيتفاوت ماتر
 و اگر  باشد ، پس بدون جهت است اما١و هم ١اگرهم 

   است.است و ستون  فيردفراموش نشود   جهت دار است.به انوقت از 
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  ردا تجه سيماتر

  
 

  تجه نبدو سيماتر

 
 
 

چرخه  چيه  که است Connected Graph همبند گراف کي Tree  درخت  کيکه  ديبخاطر آور
   ندارد.

 
 .ميآور  یرا م  یجنگل  اگراميو د یدرخت  اگراميد فيتعر ليدر ذ  .ميديرا د یدرخت  اگراميم  دفصل پنج در

  
۶ فيتعر ٢ ١ 

  که چرخه باشد ، ندارد.  یگراف ريز چيگراف همبند است که ه کي Tree  درخت  کي
   آن درخت ها هستند. یاست که مولفه ها گراف نا همبند کي A Forest  جنگل  کي
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  یبه بعد آنرا چرخه ترجمه م نيند و ما از ا را دور ترجمه کرده اکلمه  یدر کتب فارس حيوضت
دور   یلينسبت به تهران خ رازيمثلا ش  شود.  یمسافت تلق یکلمه دور ممکن است به معن رايز  .ميکن

  کند.   ینم جادياشتباه ا نياما کلمه چرخه ا  است.
 چند درخت  ريتصو

 
  ستنديچند گراف که درخت ن ريتصو

 

 
شامل چهار  Butane  بوتان شوند. مثلا   یم ريدرخت تصو کيتوسط  یائيميش باتيترک یساختمان بعض

ملکول را همبسته  یاست که اتم ها يیروينشانه ندو اتم  نيب الي کي  است.  دروژنياتم کربن و ده اتم ه
  دارد.   ینگاه م

به ما  Isobutane    زوبوتانيا، تا   شوندبه هم متصل  گريد قيبه طر تواننديهمان مجموعه اتم ها ، م
  . ستيندرخت  Benzene  بنزن اما ، گراف ،   بدهد.

 
 بنزن   ري، تصوزوبوتانيا ريبوتان ، تصوريتصو

   
 

 
 
همبند باشد ، اما  يدرخت بااست که د ينتفاوت آنها ا پس درخت و جنگل هر دو گراف هستند بدون چرخه. 

مگر  , يستدرخت ن يکجنگل  يکجنگل است ، اما  يکپس هر درخت  همبند باشد.  يستجنگل لازم ن
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۶ يرتصو  که همبند باشد. ينا ٢ جنگل ،  کيکه هر مولفه  ديکن  یملاحظه م جنگل است.  کيمثال ٣
  درخت است.  کي

۶ ريتصو ٢ ٣ 

 
  

کامل  یهر گراف دو بخش نيهمچن درخت است.  کي يرکه هر مس يددار، توجه  يگرمثال د یبرا

  است. کياندازه  یبخش دارا کيکه  ديشو  یمتوجه م١از نماد   درخت است. کي١
 کيدرخت ،  کيپس   دور فرد ندارد. ايدور ندارد ، پس مسلما چرخه  ايدرخت چرخه و  کيچون  

   کند.  یموضوع در مورد جنگل هم صدق م نيا است.  یشگراف دو بخ
 

۶گزاره  ٢ ٢ 
مولفه داشته راس و جنگل  کياگر   دارد. الي١راس داشته باشد ، پس درخت  کياگر 

   است. الي یباشد ، پس دارا
 

 قسمت  اول برهان 
   باشد.درخت  یتعداد راس ها ميکن  یفرض م

هاباشد ، پس ١اگر  يال    است.تعداد
هاباشد ، پس ٢اگر  يال تعداد   است. ١
هاباشد ، پس ٣اگر  يال تعداد   است. ٢

١ یبرا هيپس قض ٢    صحت دارد.٣
 یبرا هيقضکه  ميثابت کن ميخواه  یم  است. حيصح یبرا يهقض يمکن  یحال  فرض م

   است. حيصح١
درخت است ،  کيچون    کند.  یبه هم متصل مو  یباشد که راس ها یالي ميکن  یفرض م
گراف نا  کي،  ميرا پاک کن اليپس اگر   وجود دارد.و  یراس ها نيب ريمس کيپس فقط 

راس ١ها کمتر از  مولفه نيا  شود.  یم ميتقس٢و ١و مولفه به دو   داشت. ميهمبند خواه
 خواهند راس٢و ١ یدارا٢و ١ یلذا مولفه ها هم وجود ندارد و یخواهند داشت ومدار

  بود.
 حال 

ها يال تعداد مجموع ١ ١ ٢ ١ ١  
١ ٢ ١ ١ ١  
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 یاضيپس بر اساس استقرا ر  وجود دارد.درخت  کيدر  اليراس ، ١ یلذا برا
   دارد. الي١ قايگراف دق

 
  برهان قسمت دوم. 

١مولفه ها را   مولفه.و جنگل باشد با رئوس  کي ميکن  یفرض م   .مينام  یم٢
 یها اليلذا مجموع   دارد.  الي١درخت است ، پس  کي یاز مولفه ها کيچون هر 

   .ديآ  یبدست م ريبه صورت ز

١

١١

 

۶ ريجنگل  تصو مثلا در ٢  ديپس با  است.۵ها و تعداد مولفه ۵۴تعداد راس ها ٣
 ۵۴ ۵    شود.  ی، صحت آن روشن م دياگر شمارش کن  وجود داشته باشد. الي۴٩
 

بر اساس معادله   است. ييندرجه راس ، کاملا پا يانگيناست که م يننکته جالب در مورد درخت ها ا
۶ ٢ ۶و گزاره ١ ٢    ست.ا ريبه صورت ز راس درخت با  کيدرجه   نيانگيم٢

٢ ٢ ١ ٢ ٢
٢

٢
 

 جهيدر نت  است.٢درجه راس هر درخت کمتر از  نيانگيم یعنياست. ٢عدد بدست آمده ، کمتر از  نيا
راس  کياز  شيدرخت ب کياما اگر  داشته باشد. ١ ايراس با درجه  کيحد اقل  ديبا یهر درخت

 جهيرا نت رياستدلال ، اصل موضوع ز نيا با درجه صفر داشته باشد.  یراس چيتواند ه  ینم داشته باشد ،
   شود.  یم
 

۶اصل موضوع  ٢ ١ 
   است. کيراس با درجه  کي یراس ، دارا کياز  شيبا بدرخت  کي
   دارد. کيدو راس با درجه حد اقل  .دو راس   درخت با حد  اقل کي اي
 

  مربوط به درخت ها بکار برده شود.  یتواند جهت اثبات گزاره ها  یاصل موضوع بالا م
 

 Properties of treesدرخت ها  ياتخصوص
۶ يهقض ٢ ٢ 
منحصر به فرد  ريمس کي زيهر دو راس متما نيدرخت است اگر و فقط اگر ب کيگراف  يک

   وجود داشته باشد.
 

۶ یفرع يهقض ٢ ٢ 
   وجود داشته باشد. ريمس کيحد اکثر  هر دو راس  نياست اگر و فقط اگر بجنگل  کيگراف  کي
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۶ يهقض ٢ ٣ 
 ١، پس  اليراس و درخت باشد با  کياگر 

 
  Rooted Trees  دار  يشهر یدرخت ها

رسدکه   یظر مبه ن يداما اغلب مف . يمنوع مخصوص گراف تصور کرده ا يکتا کنون ، درخت ها را 
 يکاطلاعات اغلب مثل   کمک کند. حل مسائل به ما ی، تا برا يمبه درخت ها اضافه کن یتر يشبساختار  

خود   یبرا يدراس رسم کن يک  درخت دارد. يککتاب ساختار  ينمثلا هم  شوند.  یدرخت سازمان داده م
هر  يرسپس ز  .يداس کتاب وصل کنو آنها را به ر  يريدراس در نظر بگ يکهر فصل  یسپس برا  کتاب.

  .يدمربوطه وصل کن یو آنها را به فصل ها يدصل رسم کنمختلف آن ف یبخش ها یبرا  يیفصل راس ها
   درخت است. يکپس   ندارد. Cycle  دور  ياگراف چرخه  ينا

درخت  یرو يگرد یراس ها  يژگیو پس،  يممشخص کرد Root   يشهرراس را به عنوان  يککه  ينهم
منحصر به فرد وجود  يرمس يکهر دو راس ،  ينچون ب . دارد  يشهبه ر به محل آن راس نسبت یبستگ، 

   .يمبر گرد يشهراه به ر يکفقط از  يمتوان  یاز هر راس م دارد ، پس
 يگرراس د ينا است.  يگرراس د Parent   يان ياوالد از آنها  يکی ييمگو  یاگر دو راس همجوار باشند م

 يک  يشهرپس   تر است ، پدر است. يکنزد يشهکه به ر یآن راس . يمنام  یآن پدر م Child  بچه  را
پدر  يک يقا، دق يستندن يشهراس ها که ر يهبق  .يستن يگریراس د يچپدر است اما بچه ه يکدرخت ، خود 

   دارند.
  Grandparent  رگ پدر بزو آن راس را  گويند یآن راس م Grandchild  نوه راس  يکبچه بچه 

در راس  کياست اگر  راس کي Descendent  نوادهراس  ييمگو  ی، م  یبطور کل نامند.   یم
   .مينام  یم Ancestorجد را پس  باشد.  شهيبه طرف راز  ريمس

دختر  ياآنها خواهر برادر  . يستندن يکديگردرخت ها ، دو راس وجود دارد که اولاد  يشترالبته در مورد ب
   .يستندمجاور ن یعمو زده ها ، راس ها يدتوجه داشته باش.هستند  Sibling  عمو پسر عمو 

 
  . يريدرا در نظر بگ يرز يرمثلا تصو

 
  یم  هستند. گريکديهستند. و خواهر برادر  یبچه ها، پس  ميفرض کن شهيرا راگر راس 

خواهر برادر و رئوس   است.نوه راس   است.نواده است و چه ب مييگو
   دارند.پدر مشترک  کيهستند، چون 

بچه اش  پس تنها،  ميفرض کن شهيرا رمثلا اگر  کنند.   یم رييروابط بالا تغ . ميرا عوض کن شهياگر ر
  یمنواده و   شود.  یمبچه پس   است.دارد و آن هم  بچه کيهم فقط و   است.
   آخر. یشود. و ال
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۶مثال  ٢ ٣ 
 است.  یگراف دو بخش يکهر درختی چرا  توضيح دهيد که 

 
 پاسخ 

 به ميکن ميتقسو رئوس را به دو مجموعه  يدبااست ،  یگراف دو بخش يک يمنشان دهکه  ينبر ا
   است. ريبه صورت ز ميالگورت هم نباشند.  مجموعه ، مجاور کيدر  یدو راس چيکه ه یطور

را  شهير یحالا همه بچه ها   .ديبنامآن را مجموعه  . ديفرض کن شهيهستد ، ر ليرا که ما یهر راس
حالا   ر هستند.بلکه خواهر براد  .ستنديرئوس مجاور ن،  از بچه ها کي چيه  .ديبگذاردر مجموعه 
کدام  چي.هديآ  یم شيباز همان حالت اول پ  .ديقرار دهرا در مجموعه تمام رئوس  یهمه بچه ها

  شود.  یپس مساله ثابت م . ستندينمجاور  رئوس از بچه ها در مجموعه 
 

   درخت وجود دارد. کي یجستجو  اي ريس یدو  روش برا
 
هر راس  اي درخت شهيروش از ر نيدر ا   Depth First Search  اول عمق جستجوی ٠ ١

،  ميکن یشاخه جستجو م کيو تا آنجا که ممکن باشد در طول  ميکن  یکه ممکن باشد ، شروع م یارياخت
 ريس قيطر نيکه تمام شاخه ها به ا نيتا ا  .ميکن  یم ريتا به آخر س گريشاخه د کي ميگرد  یسپس  برم

   ند. شده ا یشوند ، شماره گذار  یم ريکه س یبيرئوس به ترت ريز ريتصودر   شوند.
 

 اول عمق  یجستجو

 
 
 
 

هر راس  اي شهيروش هم از ر نيادر  Breadth First Search  سطح اول  یجستجو – ٢
سپس  و ميکن  یرا جستجو م هيهمسا یابتدا راس ها، اما بر خلاف روش  ميکن  یشروع م یارياخت

فاصله از راس مبدا مو رد  بيرئوس به ترتدر   گريبه عبارت د  .ميکن یم ريرا س سطح بعد
   ند. شده ا یشوند ، شماره گذار  یم ريکه س یبيرئوس به ترت ريز ريدر تصو  .ميده  یقرار م   یبررس
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 اول سطح  یجستجو

 
 

 Spanning Treeدرخت پوشا 
 کيکه  يرگرفز يکاست از  عبارت   پوشا  درخت کي،  مياشته باشدگراف همبند  يکاگر 

      است.درخت است و شامل تمام رئوس 
 

۶مثال  ٢ ۴ 
   .يدکن يدارا پ يرمختلف گراف ز پوشادو درخت 

 
 پاسخ 
  گراف بالا است.  یوشاپ، دو درخت  يردر ز
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۶ يناتتمر ٢ 
دانان  یاضير نياز ا کيممکن است هر  ايآ دست دادند.  گريکديدان به  یاضير٩،  ينارسم يکدر  - ١
 دست داده باشند؟  نفر در اين سمينار٧با  قايدق
 
۶تعداد  - ٢  نينفر در ا کيافراد حد اقل با  نياز ا کيهر  ديفرض کن هستند.  یمهمان کينفر در ۵

   باشد که حد اقل با دو نفر دست داده است. یمهمان نيدر  ا دينفر با کي ديثابت کن دست بدهد.  یمهمان
 
  . دي، گراف را رسم کن ريمجاورت ز سيبا توجه به ماتر- ٣
 

 
   .ديرا رسم کن ريمجاورت ز ستيبه ل گراف مربوط  -۴
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   .ديده حيهستند؟ توض یلريمدار او اي ريمس ايآ د؟يدار یچه نظر ريز یدر مورد گراف ها - ۵

 
 
بدون  ديتمام خطوط گردش ده یو رو ديقرار ده ريز رياز نقاط تصو  یکي یمداد رو کي ديتوان  یم ايآ - ۶
  د؟ياول برس یتا بجا نديخط دو مرتبه عبور ک کي یکه رو نيا

 
 
 
 است؟  یلتونيهم ريگراف ز ايآ - ٧

 
 
 
باشد ،  یلتونيکه هم ديکن دايگراف هم پ کي نباشد.   یلتونيباشد ، اما هم یلريکه او ديکن دايگراف پ کي - ٨

 نباشد.   یلرياما او
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۶بخش ١۴شماره  نيتمر یمجاورت برا سيماتر کي - ٩   . ديرسم کن١
   .ميداشت یآور ادي یبرا

 
 
 
 
 

  دار ، زوج است.  هر گراف کرانمجموع درجات رئوس  ديثابت کن - ١٠
 

  دارند.  یبا درجات مساوکه هر گراف کران دار ساده،  دو راس  دينشان ده - ١١
 

 یراس داراگراف کامل با  کي ديثابت کن - ١٢
١

٢
   است. الي

 
در  قايدق اليکه هر  یآن،  بطور یگراف ها رياز ز ستيل کيگراف عبارت است از  کي هيتجز - ١٣

   ظاهر شود. ستيگراف در آن ل ريز کي
 که دو به دو ديکن هيهمبند تجز رگرافيبه سه ز ديآ  یم ليذکه در  Petersen Graph   ترسنيپ گراف

   باشند.   ختيهمر
  ترسنيگراف پ
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 .  باشد داشته الي دو ديبا گراف ريز هر پس ، دارد وجود الي١۵  ترسنيچون در گراف پ يیراهنما
 

  . ديرا مشخص کن رياست ، مس نياست ؟ اگر چن یلريمدار او کي،  ريزگراف  ايآ - ١۴

 
  یاگر پاسخ منف  .ديرا مشخص کن رياست ، مس نياست ؟ اگر چن یلريمدار او کي،  ريگراف ز ايآ - ١۵

   .ديده حياست ، توض

 
 

 . دي، پاسخ ده ريز یاز گراف ها کيهر  یبرا - ١۶
 مسطح است؟  ايآ 
 است؟  یدو بخش ايآ 
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بهرام و  دوست است.   وشيو دار روسيس با نيآرش همچن آرش و بهرام با هم دوست هستند.  - ١٧
و گراف  ديسيها بنو  یدوست نيا یمجاورت برا سيماتر کي  و احسان با هم دوست هستند. روسيس

   .ديمربوطه را رسم کن
  Arashآرش 
 Bahramبهرام 

 Cyrus روسيروسسيس
  Daryoush وشيدار

 Ehsanاحسان 
 

  . ديده حيدرخت هستند؟ توض ريز ريتصاو ايآ - ١٨

 
 

   .ديده حيتوض  .ستنديدرخت هستند و کدام درخت ن ريز یاز گراف ها کيکدام  - ١٩
با و  
با و  
با و   
با و  
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۶ ناتيپاسخ تمر ٢ 
دانان  یاضير نياز ا کيممکن است هر  ايآ دست دادند.  گريکديدان به  یاضير٩،  ينارسم يکدر  - ١
 دست داده باشند؟  نفر در اين سمينار٧با  قايقد

 پاسخ 
 کنند که به او دست ندهند.  یشخص را انتخاب م کيدادان  یاضير نياز ا کيهر  ممکن باشد.  ديظاهرا با

تواند هر   یراس ، م٩گراف با  کي مياست که سئوال کن ني، مثل ا رايز  تواند اتفاق افتد.  ینم نياما ا 
 ديدرجات رئوس آن با وجود داشته باشد ، مجموع  یگراف نيداشته باشد ؟ اگر چن٧راس درجه

٩ ٧ ۶٣  
 شود   یم جهيدست دادن  باشد که نت یعنيها ،  اليدو برابر تعداد  ديبا نيباشد ، ا

۶٣ ٢  
ز افراد در ا یبا تعداد زوج دينفر با کيپس حد اقل   .ميداشته باش اليممکن است که  ريغ نيو ا
  دست داده باشد.  ناريسم
 
۶تعداد  - ٢  نينفر در ا کيافراد حد اقل با  نياز ا کيهر  ديفرض کن هستند.  یمهمان کينفر در ۵

   باشد که حد اقل با دو نفر دست داده است. یمهمان نيدر  ا دينفر با کي ديثابت کن دست بدهد.  یمهمان
 پاسخ 

 یعني نيا  نفر دست داده است. کيحد اقل با  یمهمان نياز اشخاص در ا کيبر اساس فرض مساله ، هر 
   ريشوند.تصو  یبه هم مربوط م الي کيبا  که هر دو راس فقط یراس است بطور نيشامل چندگراف 

  ريز

 
 ديبا تعداد راس ها یعني راس  باشد. ٢ یدارا ديباپس  باشد.  الي یدارا ميکن  یفرض م

۶فرض مساله است که گفته تعداد رئوس خلاف  نيو ا  زوج باشد.  تعداد رئوس فرد است. یعنياست ۵
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 دي، گراف را رسم کن ريمجاورت ز سيبا توجه به ماتر- ٣

 
 

 
 پاسخ 

 
 
 
   .ديرا رسم کن ريمجاورت ز ستيبه ل گراف مربوط  -۴
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 پاسخ 

 
   .ديده حيهستند؟ توض یلريمدار او اي ريمس ايآ د؟يردا یچه نظر ريز یدر مورد گراف ها - ۵

 
 پاسخ 

  است.  یلريچرخه او ايگراف سمت چپ مدار 
 است.   یلرياو ريمس کيگراف سمت راست 

 
 ديگردش دهتمام خطوط  یو رو ديقرار ده ريز رياز نقاط تصو  یکي یمداد رو کي ديتوان  یم ايآ  - ۶

  د؟ياول برس یتا بجا نديخط دو مرتبه عبور ک کي یکه رو نيبدون ا

 
 پاسخ 

  دارد. ٣رئوس درجه  یدارا رايز ستين یلريگراف او کي،  ريتصو ني،  ا ريخ
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 است؟  یلتونيهم ريگراف ز ايآ - ٧

 
 پاسخ 

  است با تعداد رئوس فرد.  یگراف دو بخش يک ينا . يرخ
 
باشد ،  یلتونيکه هم ديکن دايگراف هم پ کي نباشد.   یلتونيباشد ، اما هم یلريکه او ديکن دايگراف پ کي - ٨

 نباشد.   یلرياما او
 پاسخ 
است ، اما  يلتونیگراف سمت راست هم . يستن يلتونیاست ، اما هم يلری، سمت چپ او يرزگراف 

  کرد.  يداتوان پ  یم يادیز یمثال ها  .يستن يلریاو

 
۶بخش ١۴شماره  نيتمر یمجاورت برا سيماتر کي - ٩   . ديرسم کن١

   .ميداشت یآور ادي یبرا

 
 پاسخ 
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  دار ، زوج است.  هر گراف کرانمجموع درجات رئوس   ديثابت کن - ١٠
 پاسخ 

، هر راس  ميريبگ دهيها را ند اليو   ميکن شروع اگر فقط با رئوس  شود.   یبه دو راس ختم م اليهر 
هر کدام  . ميکن  یاضافه م  یکي  یکيها را  اليحالا   عدد زوج است. کيدرجه صفر است و صفر  یدارا
خودش را به  اليهر  مياگر اجازه ده ايو   کند.  یوصل م یگريراس را به راس د کيها ،  الي نياز ا

 کيدرجه  ايدو ،  شوديشود ، که مجموع آن م  یاضافه م کيدرجه دو راس به  اي  کند.  یخودش وصل م
پس مجموع ، زوج   شود.  یبه مجموع درجات دو تا اضافه م در هر حالت ،  شود.  یراس دو تا اضافه م

   ماند.  یم  یباق
 

  دارند.  یکه هر گراف کران دار ساده،  دو راس با درجات مساو دينشان ده - ١١
 پاسخ 

   .يمکن  یاستفاده م یاز اصل لانه کبوتر
ازرئوس  گريد  یکيراس ها به  نيهر کدام از ا  راس داشته باشد.گراف  ميکن  یفرض م

١ ٢ تمام متصل باشد ، پس به ١رئوس به رئوس  يناز ا  يکیاگر   متصل است. ١
 ريپس غ  متصل نباشد. یراس چيتواند وجود داشته باشد که به ه  ینم یپس راس  رئوس متصل است. هيبق

  یکيباشد و  درجه صفر یراس دارا کيکه  یبطور ميراس داشته باشگراف با  کي ممکن است که
٠درجه  یدارا گريد و چون   داشته باشند.   مختلف درجات١توانند حد اکثر   یرئوس م پس١

   هستند. یدرجات مساو یدارا راس حد اقل دو راس وجود دارد ، پس
 .حل کرد  یاصل لانه کبوتر قياز طر١١توان مانند مساله شماره   یدو را ممساله شماره  –نکته جالب 

   نفر. ميگذار  ینفر م یبجا
 

 یراس داراگراف کامل با  کي ديثابت کن - ١٢
١

٢
   است. الي

 پاسخ 
  ميباشد پس دار١اگر 

١ ١ ١

٢
 

  ثابت است.  هيقض١ یداشت ، پس برا ميخواه الي
 راس  یبرا ميکن  یفرض م
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١

٢
 

 ام راس به ١ یعني  هم صادق است.١ یبرا هي، قض ميثابت کن ديبا . ميداشته باش  الي
   .يماضافه کن يهرئوس اول

١

٢

١ ١ ١

٢
 

   ثابت است. هيپس قض
 

در  قايدق اليکه هر  یآن،  بطور یگراف ها رياز ز ستيل کيراف عبارت است از گ کي هيتجز - ١٣
   ظاهر شود. ستيگراف در آن ل ريز کي

 که دو به دو ديکن هيهمبند تجز رگرافيبه سه ز ديآ  یم ليکه در ذ Petersen Graph   ترسنيپ گراف
   باشند.   ختيهمر

  ترسنيگراف پ
 

 
 .  باشد داشته الي دو ديبا گراف ريز هر پس ، دارد وجود الي١۵  نترسيچون در گراف پ يیراهنما
  پاسخ

  آن گراف با همراه است١ درخت ها گراف ريز از  یکي
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 . است ريز صورت به گريد گراف ريز دو

 
   .هستند درخت ، گراف ريز سه هر که ديکن  یم ملاحظه

 
  . ديرا مشخص کن رياست ، مس نيت ؟ اگر چناس یلريمدار او کي،  ريگراف ز ايآ - ١۴

 
 

  پاسخ
  . است ريز صورت به گشت ريمس ، یآر

۴ ۵ ۶ ٣ ٢ ٧ ٨ ١ 
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  یاگر پاسخ منف  .ديرا مشخص کن رياست ، مس نياست ؟ اگر چن یلريمدار او کي،  ريگراف ز ايآ - ١۵
   .ديده حياست ، توض

 
  خپاس

  . دارد فرد درجه با رئوس رايز ، ريخ
 

 . دي، پاسخ ده ريز یاز گراف ها کيهر  یبرا - ١۶
 مسطح است؟  ايآ 
 است؟  یدو بخش ايآ 

 
 

 
 پاسخ 
   .ستين یاما دو بخش  کنند.  ینم  قطع را  گري کديها  الي رايمسطح است ، زگراف 
  .ميگراف مسطح بدست آور کيکه  مياز گراف را حرکت ده  یقسمت ميتوان  یم  مسطح است.گراف 

   کرد. یزيها را با دو رنگ مختلف رنگ ام اليتوان   یهم است ، چم م یگراف دو بخش نيا

 
گراف مسطح  کي،  لريبر اساس فرمول او  دارد. الي١۴راس و ۶.  ستيمسطح نگراف 

٣تواند حد اکثر   یراس ، م۶با ۶  راي، ز ستيهم ن یگرف دو بخسج نيا  داشته باشد. الي١٢
   مثلث  است. چند  کيشامل 
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   کرد. ميترس ريآنرا به صورت ز  توان یم گراف مسطح است.  کيگراف 

 
  شامل چند مثلث است.  راي، ز ستين یاما دو بخش

 
بهرام و  دوست است.   وشيو دار روسيبا س نيآرش همچن آرش و بهرام با هم دوست هستند.  - ١٧

و گراف  ديسيها بنو  یدوست نيا یمجاورت برا سيماتر کي  و احسان با هم دوست هستند. روسيس
   .ديمربوطه را رسم کن

  Arashآرش 
 Bahramبهرام 

  Cyrusروسيس
  Daryoushوشيدار

 Ehsanاحسان 
 پاسخ 

   
 

  . ديده حيدرخت هستند؟ توض ريز ريتصاو ايآ - ١٨

 
  سخپا
 بالا راست سمت گراف  .ستندين درخت راست سمت گراف دو اما . هستند درخت ، چپ سمت گراف دو
 و . است درخت کي کدام هر  پس .است همبند مولفه هر که است مولفه چند شامل رنگ سبز رئوس با

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 رياضيات گسـسته آنيسـا ۶.٢   درجه راس ودرخت ها انوشـيروان صراف

266 
 

 ، ستا چرخه اي دور شامل ، رنگ یآب رئوس با نييپا راست سمت گراف  .است جنگل کي هم با سه هر
  . ستين درخت پس

 
   .ديده حيتوض  .ستنديدرخت هستند و کدام درخت ن ريز یاز گراف ها کيکدام  - ١٩

با و  
با و  
با و   
با و  

  پاسخ
 درخت کي یبرا ها الي تعداد نيهمچن . است چرخه اي دور شامل رايز ، ستين درخت کي گراف

   .دارند الي١ ، راس با ها درخت تمام چون  .است اديز
  . ستين چرخه اي دور شامل و است همبند رايز ، است درخت کي گراف
   .ندارد چرخه و است همبند رايز ، است درخت کي گراف
 .ستين  یکاف ، باشد درخت کي که نيا یبرا ها الي تعداد  .ستين همبند رايز ، ستين درخت گراف
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  Colorings and Chromatic Number  یو عدد رنگ يزیرنگ آم -  ۶.٣
 مقدمه 

،  يمرنگ اختصاص ده يک يهبه هر ناح يمتوان  یم يمداشته باش يرواستان و غ يا کشور  يکاگر نقشه 
   ، همان رنگ نباشد. يههمسا يهکه ناح یبطور
 گراف دارد؟  یبه تئور  یموضوع چه ربط يناما ا

گراف  يک،  يمرئوس را به هم وصل کن ينو سپس ا يمراس در مرکز هر استان قرار ده يکخوب، اگر 
که با رنگ  یبطور يمده  یرنگ اختصاص م يککشور  يااستان  يا يهآن ناح ياپس به هر راس   .يمدار

   نباشد.  يکیکشور مجاور  يا يهناح يااستان 
رنگ  يککه هر استان  یبطور يدکن  یرا ملاحظه م يزعز يرانانقشه سمت راست  يرز يردر تصو

سمت چپ نقشه خاور  يردر تصو  .يستن  يکیکه با رنگ استان مجاور  یمخصوص به خود دارد ، بطور
   در قلب آن جا دارد. يزعز يراناکه  ينيدب  یرا م يانهم

  

  
 

که اگر دو راس  یرنگ به هر راس بطور يکگراف عبارت است از اختصاص دادن  يک يزیرنگ آم
۶ يردر تصو داشته باشند.   یمختلف یهمجوار باشند ، رنگ ها ٣ سه گراف  یزيسه نوع رنگ آم١

   .ديکن  یرا ملاحظه م ترسنيپ ختيهمر
۶ ريتصو ٣ ١ 
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گراف ، حل  کيمختلف به رئوس  یتوان با اختصاص دادن رنگ ها  یاز مسائل روز مره را م یاريبس 
   کرد.

 
 A k-coloring of a Graph  گراف  کي یتائ یزيرنگ آم کيباشد ،  حيعدد صح کياگر 

 از آن رنگها داشته باشد.  یکيکه هر راس  ی، بطور گرافرنگ به رئوس عبارت است از اختصاص 
١از اعداد   یکيرا با  معمولا رنگ ها  ،  یآب یعني٢قرمز ،  یعني١مثلا   .ميکن  یم ینامگذار٢

۶ ري، تصو رويزرد و غ یعني٣ ٣    .ديکن  یملاحظه م  یگراف پنج رنگ کيو   یدو گراف سه رنگ٢
مجاور  ديدو راس همرنگ نبا رايز  .ستين  مجازشده ،  یزيگراف رنگ ام کيسمت چپ ،  ريتصو

رنگ  نيهمچنبه دو راس مجاور اختصاص داده شده ،  ٢شماره   که رنگ ديکن  یمشاهده م  باشند.
   .ستنديمجاور نهمرنگ ، رئوس  یعني . مجاز است  گريدو گراف درنگ   اما  .٣شماره

  
۶ فيتعر ٣ ١ 

دهند ،   یم شينما ايگراف که با نماد  کي The Chromatic Number    یعدد رنگ
   دارد.مجاز   یتائ یزي، رنگ ام است که گراف حيعدد صح نيکوچک تر

 
   .نباشند گرن کي رهمجوا سدا ود یعني زمجا یزيام گرن

۶ ريتصو ٣ ٢ 

 
 

۶ ريمثلا در تصو ٣  یبرا۵و مجاز  یسه تائ یزيرنگ ام یبرا٣ ميدار٢
   .مجاز  يیپنج تا یزيرنگ ام

رنگ مجاز با استفاده از  یزيرنگ آم کي ميتوان  یم رايز است. که  ديتوجه داشته باش
رنگ  ني، پس ا ميکن یزيرنگ ، رنگ آمرا با کمتر از راس از اما اگر  . مي، داشته باش

عدد رنگ ها  نيکوچک ترپس   رنگ خواهند داشت. کيدو راس مجاور ،  راي، ز ستينمجاز  یزيآم
  یعني  است.مجاز  یزيرنگ آم یبرا

رئوس  یعنياست ،  یدو بخش رايز٢ ميکامل دار یدو بخش یگراف ها یاما برا
رنگ  کيبا  يینقاط انتها یدارا یالي چي، ه اهيو س ديسف  شوند. یزيرنگ آم توانند با دو رنگ ،  یآن م

   است.٢  یعدد رنگ یداشته باشد ، دارا الي کيکه حد اقل  ی، هر گراف  دو بخش ليدل نيبه هم  ندارد.
 ٢پس   زوج باشد.است اگر  یدو بخش کيدوره ،  ايچرخه   یدر مورد عدد رنگ
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، همان طور که در  ميداشته باش جازم  یزيآم رنگ،  رنگ سه با ميتوان  یفرد ، م دور ايچرخه   یبرا
۶ ريتصو ٣    .ميرا دار ريپس فرمول  ز  .ديکن  یملاحظه م٣

 
۶ ريتصو ٣ ٣ 

 
 

۶مثال  ٣ ١ 
   .ديکن دايرا پ ريگراف ها ز  یعدد رنگ

 
 پاسخ 

است که به  نيکرد ، ا یزيتوان بطور مجاز آنرا رنگ آم  یکه م  یتنها راه است. ۶گراف سمت چپ 

گراف  نيا  یپس عدد رنگ  است.  گريهر راس ، مجاور تمام رئوس د رايز  .ميرنگ بده کيهر راس 
   است.۶

 مثلا  کرد.  یزيو سبز رنگ آم  یتواند بطور مجاز با سه رنگ قرمز ، آب  یوسط م ريتصو

 
  هايس یعني یبرا فحر
  زسب یعني یبرا فاها
  زقرم یعني یبرا فحر
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سه راس وجود دارد که  رايز  کرد. یزيگراف را فقط با دو رنگ ، زنگ آم نيوجود ندارد که ا  یراه چيه
   است.٣گراف  نيا  یپس عدد رنگ  مثلث. کي یعني     دو به دو مجاور هستند.

٢گراف سمت راست    است.٢  یعدد رنگ یگراف دارا ني، ا یدو بخش یمانند همه گراف ها است. ٣
   .ميزن  یم یرا رنگ آب نييپا فيبالا را رنگ قرمز و رئوس رد فيرد  رئوس

 است.  یعدد رنگ یدارامثلا  . ميتصور کن یاعداد رنگ یبرا یحد ميتوان  یرسد که نم  یبه نظر م
کران است؟ مثلا در مورد رنگ   یب ايتواند باشد ؟ آ  یچه اندازه بزرگ ماست که  نيسئوال ا 

وجود  یهر نقشه ا یزيرنگ آم یکران بالا برارسد که   یبه نظر م ست؟ينقشه کشور ، پاسخ چ یزيآم
   اما وجود دارد.  ندارد.

 یکشور ها همخوان نيب یرئوس ، با مرز ها نيب یها الي،  ميکن ليگراف تبد کيرا به کشورها   اگر نقشه
به   بر خورد نداشته باشد. یگريبا د یالي چيبه هم وصل کرد که ه یتوان رئوس رابه نحو  یپس م  دارند.

   مسطح هستند. یمربوط به نقشه  کشور ها همه گراف ها ی، گراف ها گريعبارت د
   است. ريز هيگراف مسطح کدام است؟ پاسخ قض کي یبرا  یعدد رنگ نياست ، بزرگ تر نجايسئوال ا

  
۶ هيقض ٣   The Four Color Theoremرنگ چهار   هيقض اي١

تواند   یم یپس هر نقشه ا است. ۴  یمساو ايکمتر   یگراف مسطح باشد ، پس عدد رنگ کياگر 
  شود.  یزيآمرنگ کمتر  ايرنگ ۴بطور مجاز با 

 
۶مثال  ٣ ٢ 

هستند ،  تهيپنج کارمند عضو پنج کم نيا  .مينام  یمآنها را  اداره پنج کارمند دارد.  کي
دهند که چه   یمجموعه ها نشان م نياقرار  نياز ا

واضح  جلسه دهد.  ليساعت تشک کي یبرا ديبا تهيکم همهروز ،  کي  است.  تهيکم کدامعضو   یشخص
 تهياز آنها عضو چند کم یبعض رايجلسه دهند، ز ليساعت تشک کيتوانند در   ینم تهياست که تمام پنج کم

 تهيکه تمام کم نيا یتعداد ساعات لازم برا نيکمتر  مکان باشند. چند واحد در آن توانند در  یو نم  هستند.
 دهند ، کدام است؟  جلسه ليتشک ها
 

صورت پنج ساعت  نيدر ا  .مياختصاص ده تهيکم کيروز را به  کياست که هر ساعت  نيراه ساده ا
  کشد.   یطول م
 تعداد ساعات  زمان  دهد   یجلسه م ليتشک تهيکم

 1:00-2:00 1 
 2:00-3:00 2 

 3:00-4:00 3 
 4;00-5:00 4 
 5:00-6:00 5 

 
 یتواند در تعداد کمتر  یکار م  نيا اما  جلسه دهند. ليدر پنج ساعت مختلف تشک تهيپنج کم نيا یعني

توانند در   یمشترک ندارند ، و م یاعضاو  یها تهيمثلا کم رايز ساعت انجام شود. 
ها  تهيجلسه تمام کم ليتشک یبرا لازم تعداد ساعات  نيکمتر ميخواه   یم  جلسه دهند. ليکيساعت تش کي

 .ميکن دايرا پ
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اگر   و راس باشد ،  کي تهيهر کم ميکن  یفرض م  گراف حل کرد. کي قيتوان از طر  یمساله را م  نيا
توانند   ینم تهيدو کم نيو لذا ا . ميکنبه هم متصل  الي کيمشترک است آنها را با  یشامل اعضا یا تهيکم

۶ ريسمت چپ در تصو،  گراف جهيدر نت جلسه دهند.  ليساعت تشک کيدر  ٣    .ميدار۴
ساعت  یبرا  یعني   .ميمجاز بده یزيرنگ آمبه  ميتوان  ی، م یزيبرنامه ر نيبدست آوردن بهتر یبرا
١ یها ٢     راس مجاور همرنگ نباشد. چيکه ه مياختصاص ده  ینحو رنگ ها را به٣
۶ريرا در گراف سمت راست تصو نيا ٣   . ديکن  یملاحظه م۴

 
 
 

۶ ريتصو ٣ ۴ 

 
 

 ٣که  ديکن  یمشاهده م
  ها در سه ساعت مختلف است.  تهيکم لي، تشک یزيبرنامه ر نيپس بهتر است. 

 
 تعداد ساعات  زمان  دهد   یجلسه م ليتشک تهيکم

 1:00-2:00 1 
 2 3:00-2:00   و 

و  3:00-4:00 3 

 
  
۶ هيقض   ٣ ٢ 

  است. باشد ، پسگراف  ريز کياگر 
 

 اثبات 
 یزيرنگ آم کي یدارا،   یعدد رنگ فيبر اساس تعر  باشد.گراف  ريز کي ميکن  یفرض م

را   یزيرنگ آمپس  رئوس  هم است ،در چون هر راس  رنگ. مجاز است با 
بطور لذا   .ستنديرنگ ن کي اليدو  چيهم هست ، پس ه الي کي اليو چون هر   دارند.

   .ستيناز  شتريشود و تعداد رنگ ها ب  یم یزيمجاز رنگ آم
 که  نيا جهينت
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۶مثال  ٣ ٢ 
۶ هيقض   .ديکن دايرا پ ريگراف ز  یعدد رنگ ٣ ۴ ديگو  یم٢ اما   است.۴

 جهيدر نت  است.۴بروک  هياست. پس بر اساس قض۴درجه راس  نيبزرگ تر
۴  ۴ ميدار تيو در نها  است.۴

 
  

 
 پاسخ 

۵  و   دارد. گراف دارد.  ريبه عنوان ز۵دور  ايچرخه  کي یگراف دارا نيا  است. ٣
۶ هيقض پس ٣ ٣ ديگو  یم٢ تواند کوچک تر از   ینملذا   است.۵

پس   .ميآور  یرا با فقط سه رنگ بدست م ريز یزيو خطا رنگ آم  یسع یاما با قدر  باشد.٣
   است.٣

 
۶ هيقض ٣  از دهد که چقدر   ینم  یدهد ، اما اطلاعات  یبه ما م نييکران پا٢

   .ميبروک را دار هيقض یکران بالا یبرا بزرگ تر است. 
  

۶ هيقض ٣   Brook’s Theorem  بروک  هيقض اي٣
اگر  چرخه فرد.  کيگراف کامل است و نه  کيکه نه  یبطور گراف همبند است کي ديفرض کن

   است.باشد ، پس نماد درجه راس  نيشتريب
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۶مثال  ٣ ٣ 
  . يدکن يدارا پ يرگراف ز  یعدد رنگ

         
 پاسخ 

۴که  ميدان  یم . است گراف  ريز۴ يک یگراف دارا  هياساس قض بر پساست.۴

۶ ٣ ۴ ميدار٢  هيپس قض  است.۴درجه راس  نيبزرگ تر نيهمچن۴

۴ جهيدر نتاست. ۴ ديگو  یبروک م  است.۴پس   است.۴
  
 
 
 
 
 

۶ يناتتمر ٣ 
۴مجاز  يزیرنگ آم یبرا  یعدد رنگ ينمطلوب است کوچکتر - ١ ۵ 
 
 تواند مسطح باشد؟   یگراف شما م ايآ  .ديرسم کن۶  یگراف با عدد رنگ کي - ٢
 
 . ديکن یزيرا رنگ آم ريگراف ز - ٣
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   .ديکن یزيو سپس آنرا رنگ آم . ديکن دايرا پ ريگراف ز  یعدد رنگ - ۴

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

۶ ناتيپاسخ تمر ٣ 
۴مجاز  يزیرنگ آم یبرا  یعدد رنگ ينمطلوب است کوچکتر - ١ ۵ 

 پاسخ 
مجموعه  یرنگ برا يکو   يیمجموعه رئوس بالا یرنگ برا يکاست ، پس  یچون گراف ، دو بخش

   است.٢، لذا  ينیرئوس پائ
 
 تواند مسطح باشد؟   یگراف شما م ايآ  .ديرسم کن۶  یگراف با عدد رنگ کي - ٢

 پاسخ 
 هيقض رايز  مسطح باشد. تواند یاست ، پس گراف نم۶  یاگر عدد رنگ   باشد.۶تواند   یگراف م يک

   شوند. یزيتوانند رنگ آم  یکمتر م ايرنگ ۴توانند با   یمسطح م یتمام گراف ها ديگو  یرنگ م۴
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 . ديکن یزيرا رنگ آم ريگراف ز - ٣

 
 

 پاسخ 
   .يمساز  یجدول  م يکابتدا 

f e d c b a  راس 
شماره رنگ  ١ ٢ ١ ٢ ١ ٢
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   .ديکن یزيو سپس آنرا رنگ آم . ديکن دايرا پ ريگراف ز  یعدد رنگ - ۴

 
 

 پاسخ 
f e d c b a  راس 
شماره رنگ  ١ ٢ ٢ ٣ ٣ ١
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