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 فصل هفدهم 
  یشرط يرغ یبرهان گزاره ها

Proving Non-conditional Statements 
 بخش اول 

 برهان اگر و فقط اگر 
If-and-Only-If proof 

 
و برهان تناقض بحث  يض، برهان عکس نق يمقبل ، در مورد برهان مستق یدر سه فصل ها –مقدمه 

 یتوانند به صورت شرط  یم يادارند ، و  یکه شکل شرط  يیاثبات گزاره ها یسه روش برا ينا  .يمکرد
 یتوان به صورت شرط  یها و حکم ها را نم يهقض یاما بعض  شوند.  یشوند ، بکار برده م يسیباز نو

دو  یگزاره ها  يیها هيقض نيچن  هستند.فقط و فقط اگر اگر ها به شکل  يهاز قض یبعض نوشت. 
   م؛يپردز  یفصل به آنها م نيدر ا  هستند. یشرط

 
 برهان اگر و فقط اگر  - ١.١٧

   هستند. حيصح ريز یشرط یگزاره هاهر دو کند که   یم حيگزاره تصر نيکه ا ميديقبل د یدر فصل ها
 پس اگر 
 پس اگر 

 که  ميگفت   .ميرا ثابت کن یدو گزاره شرط ديبافقط و فقط اگر اگر  اثبات  یبراپس 
 . ميهر دو را ثابت کن ديپس با  است.عکس 

 
   فرد باشد.٢فرد است اگر و فقط اگر  حيعدد صح :حکم 

 برهان 
  فرد است. ٢کند که   یفرد باشد ، دلالت ماگر  ميده  یابتدا نشان م  

٢ ميعدد فرد دار فيتعرپس بر اساس   فرد باشد. ميکن  یفرض م عدد  کي یاست برا١

٠پس ٠ حيصح ٢ ٢ ١
٢

۴ ٢ ۴ ١ ٢ ٢ ٢ ٢ عبارت  نيا١

 فرد است.٢  پس ١است ، به اضافه  حيعدد صح کيدو برابر ٢دهد که   ینشان م
   فرد است.کند که   یفرد باشد ، دلالت م٢اگر  مينشان ده ديعکس ، با   بر

   .ميبر  یرا بکار م ضيبرهان عکس نق
 ٠ حيعدد صح کي یاست برا٢پس   زوج است.پس   فرد نباشد. ميکن  یفرض م

٢لذا  ٢
٢

٢ ٢ پس   است. حيعدد صح کيدو برابر  رايزوج است ز٢پس ٢
   فرد است.فرد باشد ، پس ٢است که اگر  ضيبرهان عکس نق کي نيو ا  .ستيفرد ن٢
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است اگر و فقط اگر ۶پس   باشند. حياعداد صحو  ديفرض کن : حکم 

   باشد.٣و ٢
 برهان 

 است. ٣و ٢باشد پس ۶اگر  ميکن  یابتدا ثابت م
وجود دارد  حيعدد صح کيپس ۶ یعني نيا  باشد.۶ ميکن  یفرض م

٢ نياز ا  است.۶که  یبطور کند که   یکه دلالت م ميآور  یبدست م٣

٣ نيهمچن  است.٢ پس٢  دلالت که ميآور  یم بدست٢
 لذا است و٣پس ٣ کند  یم

٠و ٢ ٣ 
٣ ميکن  یم فرض ،عکس  رب و ٠    ميدار نچو  .باشد٢

٢  
  الذ  .است٢ هک یبطور ددار دوجو حيصح دعد کي سپ٢ سپ

 ددار دوجو حيصح دعد کي سپ٣ ميدار٣ زا نيهمچن .است جزو

 ديبا مه که دشو  یم هجينت ،است  جزو ميدان  یم نچو اام  .است٣ هک یبطور
 حيصح دعد کي یبرا تاس٢ سپ .باشد٣ ديبا سپ دبو دفر راگ اريز  .باشد زوج
٠ سپ٠ ٣ ٣ ٢ ٠  الذ و۶ یعني نيا۶ ۶ 

 
   .ميهست ااشن نآ اب هک تاس نبرها ود لشام هک تاس نبرها کي راگ طفق و راگ نبرها هک ديکن  یم هملاحظ
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 Existence and Uniqueness Proofبرهان وجود و منحصر به فرد بودن  - ٢.١٧
 یچند گزاره شرط ياتوان آنها را با دو   یکه م  يیگزاره ها  يا یشرط یتا کنون در مورد برهان گزاره ها

 نين اتوا  یکه م ميديوقبلا  د  دارند.گزاره ها شکل  ينا  .يمکرد ، بحث کرده ا يانب
   کرد. انيبگزاره را به صورت 

 يک يقت، در حق یگزاره شرط يکبرهان  یپس برا  هستند.  یمسور کل ی، گزاره ها یپس گزاره شرط
  يطواجد شرا – يدمشروط و مق يعنیمسور   .يمکن  یرا ثابت م  یگزاره مسور کل

 اما 
  م؟يکن  یثابت مرا به صورت  يهقض يکچگونه 

 ميثابت کن که نيا یبرا  است. حيصحکه  یوجود دارد ، بطور  یشئ کي ديگو  یگزاره م نيا
   باشد. حيصحکه  یبطور مياوريب نيا یمثال برا کياست   یاست ، کاف حيصح

 
   دارد.   وجودعدد اول زوج  کي – حکم 

 برهان 
  عدد اول زوج است.  کي٢که  يدکن  یم ملاحظه

 
 قيتوان آنرا به صورت مجموع دو مکعب کامل به دو طر  یوجود دارد که م حيعدد صح کي  - حکم

   کرد. انيمختلف ب
 برهان 

١ ديکن  یملاحظه م  .ديريرا در نظر بگ١٧٢٩عدد 
٣

١٢
٣

٩و ١٧٢٩
٣

١ ٣ ١٧٢٩ 
   کرد. انيب قيرت دو مکعب کامل به دو طررا به صو١٧٢٩پس 

 
 که یوجود دارند ، بطورو  حيباشد ، پس اعداد صحاگر  - حکم 

 
  ميبرهان مستق

 ني. اديريرا در نظر بگمجموعه   باشد. ميکن  یفرض م
   است. نيو همچن  یمنف حيمثبت و هم اعداد صح حيد صحشامل هم اعدا  مجموعه

شامل تمام پس   باشد. حيتمام اعداد صح ديو فرض کن ديفرض کن  :ليدل
 ٠و هم   یاست ، هم مثبت و هم منف یها بيضر

به شکل  دياست ، با درپس چون باشد. عضومثبت   نيکوچک تر ديحالا فرض کن
 ٠ یباشد ، برا

و مشترک  هيمقسوم عل کي ميکن  یابتدا استدلال م  است. ميده  یحالا نشان م
 است. مشترک  هيعل مقسوم نيتر که بزرگ ميده  یسپس نشان م است. و

را و  حياعداد صح یبرا ميتقس تميلگورا مينيکه بب نيا یبرا
  به مامعادله   .ميبر  یبکار م
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کوچک و اما   است.پس متعلق به   دارد.شکل پس   دهد.  یم
 معادله   است.، لذا تواند مثبت باشد   ینمپس   است،عضو مثبت  نيتر

 ٠، پس  ميکن  یم یسيباز نورا به صورت 
مقسوم  قتيدر حقپس ٠شود که   ینشان داده مدرمورد   بحث نيبا تکرار ا

    مشترک است. هيمقسوم عل نيبزرگ تر مينشان ده ديحالا با  است.و مشترک  هيعل
و  ميکند ، پس دار  یعاد م اي ميرا تقسو هم هم چون 

  پس٠ یبرا
 

  یبرا تواند  ینماما   است.لذا   است.مضرب  کيلذا 
   است.پس   باشد.  بزرگ تر از  مشترک هيمقسوم عل  کيو
 

گزاره وجود همراه است با منحصر به  اوقات  یگاه  .ميپرداز  یحالا به موضوع منحصر به فرد بودن م
 ٠که  یمنحصر به فرد وجود دارد بطور کي ميگو  یمثلا م  فرد بودن است.

 
عدد  کيکه  یمنحصر به فرد وجود دارد بطور کيباشد. پس  ديفرض کن  :حکم
 ٠ یباشد ، برااست اگر و فقط اگر مضرب  کي حيصح

 برهان   
   عدد ميده  یحالا نشان م  باشد. ميکن  یو فرض م  باشد. ميکن  یمفرض 

 ٠ یباشد ، برااست اگر و فقط اگر مضرب  کي  حيصح
و  حيبخش ، اعداد صح نيهمدر بر اساس حکم   باشد.مضرب  کي ميکن  یفرض م

   .ميپس دار٠که  یوجود دارند بطور
 

 ٠و  حياعداد صح یاست براپس 
 کيچون ٠ یباشد ، برا ميکن  یفرض مبر عکس ، 

 ٠ یبرا و ميپس داراست و هم هم  هيعل مقسوم
   است.مضرب  کي نيو اپس 

 استمضرب  کيکه  اتيخصوص نيوجود دارد با ا یعيعدد طب کيکه  ميحالا نشان داده ا
 ٠ یشد برابااگر  اگر و فقط

 یعيعدد طب کي ميکن  یکار ، فرض م نيا یبرا  است. یعيعدد طب نيتنها چن مينشان  ده ديحالا با
 ٠ اتيباشد با همان خصوص

  یبرااست مضرب  کيعدد 
   ذکر شده. اتياست با خصوص به فرد منحصر یعيطب عدد یعني  است. ميده  یحالا نشان م

  نيهمچن  است.مضرب  کي١بالا  رنگ چون عبارت قرمز
١  

مشترک  هيمقسوم علپس   هستند. یها مضرب هر دوو  پس  است.مضرب  کي
  و لذا است و
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 تواند به صورت  یم١مضرب  رنگ براساس عبارت قرمز ينهمچن  است.  
 ٠ یشود برا انيب

 ٠ یاست براو که در پاراگراف دوم ذکر شد ،  همان طور 
و و   است.مضرب  کياست پس لذا 

 است.  ميهر دو مثبت هستند ، پس دار
   کند.  یبرهان را کامل م نيا  است.است ، پس است و  ميپس نشان داد
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 فصل هفدهم  يناتتمر - ٣.١٧
   باشند.    یند م که تا کنون بحث شده ا يیبرهانها يهشامل کل يناتتمر ينا  .يدرا ثابت کن يرز یگزاره ها

 
٣زوج است اگر و فقط اگر پس   باشد. يدفرض کن - ١    فرد باشد.۵

 برهان 
٣زوج باشد ، پس اگر  ميتا نشان ده ميبر  یبکار م ميابتدا برهان مستق    فرد است.۵

 . ميدار پس٠ حيعدد صح کي یاست برا٢زوج باشد ، پس اگر 
٣ ۵ ٣ ٢ ۵ ۶ ۵ ۶ ۴ ١ ٢ ٣ ٢ ١ 

٣ پس  ٢ صورت به رايز است فرد۵ ٣ نجايا ، است١  . است٢
٣ اگر ميده نشان ديبا ، عکس بر    .است زوج پس ، باشد فرد۵
   .ميکن  یم استفاده ضينق عکس برهان از کار نيا یبرا

٢ پس  .است فرد پس. نباشد زوج ميکن  یم فرض  ٠ حيصح عدد کي یبرا است١
٠ پس ٣ ۵ ٣ ٢ ١ ۵ ۶ ٨ ٢ ٣ ٣ یعني نيا۴  و است زوج۵
   .فرد نه
 
٣ پس ، باشد حيصح عدد کي اگر -  ٢    .باشد زوج اگر فقط و اگر است زوج٢

  برهان
٣ اگر ميکن  یم ثابت ابتدا  عکس برهان از کار نيا یبرا  .است زوج پس ، باشد زوج٢

 .  ميکن  یم استفاده ضينق
 پس ، است فرد پس  .ستين زوج  ميکن  یم فرض

٢  که یبطور دارد وجود حيصح عدد  کي    پس  .است١

 
٣ که دهد  یم نشان بالا اتيعمل ٣ اگر ميداد نشان پس  .زوج نه و است فرد٢ ٢ 

   .است زوج پس باشد زوج
٣ پس ، باشد زوج اگر ميده نشان ديبا ، عکس بر   یم بکار ميمستق برهان  .است زوج٢
   .ميدار پس٠ حيصح عدد کي یبرا است٢ پس ، باشد زوج ديکن فرض  .ميبر

٣ ٢ ٢
٣

٢
٢

٢ ٨ ٣ ۴ ٢ ٢ ٢ ۴ ٣ ٢ ٢  

٣ پس    .است زوج٢
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   .باشد فرد٣ اگر فقط و اگر است فرد حيصح عدد –    ٣
  برهان
٢ پس ، باشد فرد ميکن  یم فرض  ٠ حيصح عدد کي یبرا است١

٣ ميدار و ٢ ١
٣

٨ ٣ ١٢ ٢ ۶ ١ ٢ ۴ ٣ ۶ ٢ ٣ ١ 

   .است فرد٣ دهد  یم نشان نيا
 ضينق عکس برهان از کار نيا یبرا  .است فرد پس ، باشد فرد٣ اگر ميده نشان ديبا عکس بر

   .ميکن  یم استفاده
 ٠ حيصح عدد کي یبرا است٢ پس ، است زوج پس ، نباشد فرد ميکن  یم فرض

٣ پس ٢
٣

٨ ٣ ٢ ۴    .فرد نه و است زوج که٣
 
٢ پس  .باشد ديکن فرض - ۴ ٢  اي اگر فقط و اگر است٢

   .باشد
  برهان

٢ اگر ميکن ثابت تا ميبر  یم بکار ميمستق برهان ابتدا ٢  اي است پس ، باشد٢
   .است

٢ ميکن  یم فرض ٢ ٢ نيا از  .باشد٢ ٢ ٢ ٢   یم بدست٢
   .است اي و است لذا  .است پس  .ميآور
٢ پس ، باشد اي و اگر ميده نشان ديبا ، عکس بر ٢  . است٢

٢ پس ، اشدب اگر  :اول حالت ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ 
٢ پس ، باشد اگر  :دوم حالت ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ 

٠ ميدار حالت دو هر در ٢ ٢ ٢ 
 
 ٢ و٧ اگر فقط و اگر١۴ ديکن ثابت  .باشد ديکن فرض - ۵

  برهان
 ٢ و٧ پس١۴ اگر ميکن ثابت تا ميبر  یم بکار ميمستق برهان ابتدا

٠ لذا٠ حيصح عدد کي یبرا است١۴ یعني نيا١۴ ميکن  یم فرض ٧ ٢ 
٢ نيهمچن٧  یعني ٠ و٧ لذا٢ یعني٧ ٢ 

   .ميبر  یم بکار ميمستق برهان هم باز٠١۴ پس٢ و٧ اگر ميکن ثابت ديبا عکس بر
 نيا و٠ حيصح عدد کي یبرا است٢ پس٢ چون٢ و٧ ميکن  یم فرض
 چون حالا٠ حيصح عدد کي یبرا است٧ پس٧ چون. است زوج کند  یم دلالت

 حيصح عدد کي  یبرا٢ پس .است زوج پس ، است٧ و است زوج ميدان  یم
٧ ميدار پس ، ميگذار  یم٧ در را٢ حالا٠ ٢ ٠ پس١۴ ١۴ 
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٣ ديکن ثابت  .باشد ديکن فرض - ۶  زوج   اي فرد اگر فقط و راگ است زوج٢
   .باشد

     برهان
٣ اگر ميکن  یم ثابت ابتدا    .است زوج اي است فرد پس ، باشد زوج٢
  . ميکن  یم استفاده ضينق عکس برهان از کار نيا یبرا

 فرد و است زوج انمورگ دو قانون اساس بر  .ستين زوج اي  ستين فرد ميکن  یم فرض
٢ و٢ که یبطور دارند وجود و حيصح اعداد پس  .است  حالا  .است١
 . ديکن ملاحظه را ريز اتيعمل

٣ ٢ ٢ ٣ ٢ ١
٢

٢ ٣ ۴ ٢ ۴ ١  

٨ ٢ ٨ ٢ ١٢ ٢ ١٢ ٣ 
٨ ٢ ٨ ٢ ١٢ ٢ ١٢ ۴ ١ 
٢ ۴ ٢ ۴ ۶ ٢ ۶ ٢ ١ 

٣ که دهد  یم نشان نيا    .ستين زوج پس ، است فرد٢
٣ پس ، باشد زوج اي باشد فرد اگر ميده نشان  ديبا ، عکس بر    .است زوج٢
   .ميکن  یم استفاده حالت دو با ميمستق برهان از کار نيا یبرا

٢ پس  .باشد فرد ميکن  یم فرض  :اول حالت  ٠ حيصح عدد کي یبرا است١
٣ پس ٢ ٢ ١ ٣ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ١  نيا در  .است٢

٣ صورت    .است زوج٢
 ٠ حيصح عدد کي یبرا است٢ پس  .باشد زوج ميکن  یم فرض  :دوم حالت

٣ پس ٢ ٣ ٢
٢

٣ ۴ ٢ ٢ ٣ ٢  نيا در پس  .است٢
٣ هم حالت    .است زوج٢

٣ صورت هر در لذا    .است زوج٢
 
   .دارد وجود١ و٩ نيب اول عدد کي - ٧

  برهان
   .ديکن ملاحظه را٩٧ عدد

 

٢ ، باشد اگر  - ٨  ٢
١

٢
٢

٢
٣

٢
۴

٢ ٢
١

١    .است 
  ميمستق برهان
 . باشد ريز عدد ميکن  یم فرض. باشد ميکن  یم فرض

 
   .ميدار پس  .ميکن  یم ضرب٢ در را١ نيطرف
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٠  .ميدار پس. مينک  یم کم٢ معادله از را١ معادله حالا ٢ ٢ ٢
١

  یم ساده

٠ ميدار پس  .ميکن ٢
١

 .ميدار پس  .ميکن  یم بيترک١ معادله با را نيا١

٢ ٢
١

٢
٢

٢
٣

٢
۴

٢ ٢
١

١  
   .کند  یم کامل را برهان نيا

 
 ٠ پس٢ و اگر  .باشند حيصح اعداد ديکن فرض - ٩

  ميمستق برهان
٠ و ميکن  یم فرض  اعداد یبرا است٢ و یعني نيا٢

٠. ميدار پس ، ميرسان  یم٢ توان به را اول معادله٠ و حيصح ٢ ٢  معادله٢
٢ از را٢ ٢    .ميدار پس ، ميکن  یم کم٢

٢ ٢ ٢  

 ٠ پس ، است٢ چون
 

 ٠ پس ، باشد١ و اگر - ١٠
  ميمستق برهان
 یبرا است یعني که قتيحق نيا  .باشد١ و ميکن  یم فرض

 اعداد یبرا است١  یعني١ که قتيحق نيا و٠ حيصح عدد کي
١٧ بخش در حکم اساس بر٠ حيصح ۵ صفحه٢ ۵ 

  .ميدار پس ميگذار  یم یبجا همعادل نيا در  .ميآور  یم بدست نيا از
 ٠ لذا  .است یعني نيا٠
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