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 فصل شانزدهم 
 برهان در رابطه با مجموعه ها 

Proofs Involving Sets 
 بخش اول 

 مجموعه است  يکعضو   یشئ يک
An Object is an Element of a Set 

 مقدمه 
خورد در رابطه به مجموعه ها بر  یبه اثبات برهان ها يشتر، ب يموارد شو ياضياتدر ر يشترهر چه ب  
 . يمکن  یم

   .يمکن  یم بحث يرز فصل در مورد مطالب يندر ا
  .مجموعه است يک، عضو   یشئ يک يمنشان ده چگونه

 است. يگریمجموعه د يرمجموعه ، ز يک يمچگونه ثابت کن
   دو مجموعه با هم برابر هستند. يمچگونه ثابت کن

 یخلاصه ا ير، که ما در ز يدکن يداپ ياجدر مورد مجموعه ها احت  يیها يفبه تعرفصل ممکن است  يندر ا
   .يمکن  یباز گو م یآور ياد یاز آنها را برا

 
 نيهمچن  هم است.عضو  کي  یازاعضا کي هر یعنياست که  ياوريدبخاطر ب

 ميدارهر مجموعه  یو برا  ندارد. یعضو چياست که ه یتنه مجموعه ا یمجموعه ته
   است.

 
 است  يمچگونه ثابت کن - ١.١۶

  یشئ کيکه  ميسپس چگونه نشان ده Set Builder Notation  نماد مجموعه ساز بر  ميدار یابتدا مرور
   است.مجموعه  کيعضو  کيمانند 

  نجايا٠مانند   شود.  یم انينماد مجموعه ساز ب لهيمجموعه  بوس کي،   یبطور کل
که  یاست بطور یايتمام اش یداراشود که مجموعه   یم دهيفهم  است.گزاره نما در مورد  کي

   در مورد آنها صادق است.
 مثلا 

است فرد صحيح عدد يک ۵ ٣ ١ ١ ٣ ۵  
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است فرد ۵ ٣ ١ ١ ٣ ۵  
۶ ۶ ١٢ ١٨ ٢۴ ٣  

۵ ٢ ٣ ١ ۴ ۵ ١ ۶  

 
 
است.  مجموعه  کيمتعلق به   یشئ يک يمثابت کن واضح باشد که چگونه يدحالا با  

نشان دادن  یاست ، پس برا حيصحکه  یاست بطور ايشامل تمام اشچون 
نشان  یبرا بيترت نيبه هم  است. حيصح مياست نشان ده  یاست ، تنها کاف

 ليمطالب در ذ نياست. ا حيصحو  ميکن ديتائلازم است دادن 
   ند. شده ا خلاصه

  ميچگونه نشان ده
   است. حيصح مينشان ده ديبا

 
  ميچگونه نشان ده

  .است مينشان ده - ١
   است. حيصح مينشان ده  -٢

 
١۶مثال  ١ ١ 

وعناصر  ميخواه  یم مجموعه شکل  نيا  .ميقرار ده  یرا مورد بررس٧

است ، ٢١پس   است.٧ باز گزاره نجايدارد ، ا

٧   بيترت نيهم به  است. حيصح٢١ رايز ١۴ ٢٨   هستند.همه عناصر  رويغ و٣۵
١۴ رايز١۴ ننيهمچن  غلط است.٨ رايز٨ اما   غلط است.  

 
١۶مثال  ١ ٢ 

۴که  ميدان  یم  .ديريرا در نظر بگ  مجموعه  ١٣ است ۴۵

۴است و  رايز ١٣ ۴۵ ١ نيهمچن  است.٣ ٢ و ٣

١ ٨۵۴ ١اما   است.٣ ٢ ٣ ١ رايز۴ ٢ ٣ ۴  نيعلاوه بر ا  است.٣

١ ٢   رايز٣
 

١۶مثال  ١ ٣ 
که  ديکن  یملاحظه م  .ديريرا در نظر بگ۵مجموعه 

٨ ٨  رايز است ،٢٣ ٠ است و٢٣ ٨ ٢٣  قيطر نيبه هم۵
١ ١و ٧۵ ٢ ٠ اما٧٧ ۶ ١ 

۴مرتب  و زوجباشد ديکن حالا فرض ٣ ٩ زوج  نيا ايآ  .ديريدر نظر بگ را٢
  که ميکن  یم ابتدا ملاحظه سوال ،  نيا به پاسخ یبرا است؟مرتب متعلق به 
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۴ ٣ ٩ ٢  
۴که  مينيب  یاست. سپس م ٣ ٩ ٢ ۵ ۵ ۵  پس است ،١

۵ ۴ ٣ ٩ ۴ یعني نيا٢ ٣ ٩ ٢  ميداد نشان لذا است.۵

۴ که ٣ ٩  هر  یپس برا رادارد ، به تعلق داشتن یلازم برا طيشرا٢
۴ ميدار ٣ ٩     است.٢
 

١۶مثال  ١ ۴ 
٣مجموعه   مجموعه است. يک يفمتداول تعر يقمثال طر ينا ٣ را در نظر ٢

٣ ريمقاد هيکل مجموعه شامل نيعناصر ا  .ديريبگ ٣  پس  است. حيصح عدد کي نجايا است٢

٢٢ رايز است.٢٢ ٣ ٢
٣

 ۵و ١کرد که  دييتوان تا  یم  است.٢

٠و  نياست.همچن
١

٢
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 است  يمچگونه ثابت کن- ٢.١۶
 کياز  یهر عضو  یعني است مجموعه باشند، پس و که اگر  ديبه خاطر آور

ثابت کردن  یلذا برا  است.باشد ، پس اگر  گريبه عبارت د  هم است.عضو 
 یگزاره  شرط ميکن ثابت فقط لازم است 

   است.باشد ، پس اگر
   است. ديريبگ جهياست و نت دي،  فرض کنميبرهان مستق یبرا  است.  حيصح
   است. ديريبگ جهيو نت دي، فرض کن ضيبرهان عکس نق یبرا
 

١۶مثال  ٢ ١ 
١٨ ديثابت کن ۶ 
 برهان 

٠است و  یعني نيا  باشد.١٨ مينک  یفرض م  فيبر اساس تعر١٨

۶ جهيدر نت  است.١٨که  یوجود دارد بطور حيعدد صح یعني،  یريبخش پذ ٣ 
٠که  ميريگ  یم جهينت نيو از ا  است. کند ،   یم ميآنرا تقس۶است که  حياز اعداد صح  یکيپس ۶
٠پس  ٠       یعني ١٨مينشان داد۶ ۶ 

١٨ ميريگ  یم جهيپس نت ۶ 
 

١۶مثال  ٢ ٢ 
٢ ديثابت کن ٩ ۶ 
 برهان 

٢ ميکن  یفرض م  نيفصل مشترک ا فيبر اساس تعر  باشد.٩

٠و٢ یعني است ، ٢چون ٩

  زوج است.پس ٢ ميدار کي یپس برا٢ ميدان  یم
٩ميدان  یاست ، م٩چون   ٠ ميدار کي یبراپس   ٩ 

 حيصح عدد کي یاست برا٢ پس زوج است. یعني٩پس  زوج است ،چون 
٠ ميدار و٠ ٩ ٩ ٢ ۶ ۶از ٣  یعني نيو ا۶ ميريگ  یم  جهينت٣

٠ ۶ 
٢ مينشان داد ٠  یعني٩  پس ۶

٢ ٩ ۶  
 

١۶مثال  ٢ ٣ 
 دينشان ده

۶ ٣ 
 برهان 

 یعني نيباشد.  ا۶ ميکن  یفرض م
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٠و     یبرا است۶ پس۶ جهيدر نت۶

٣لذا ٠ حيعدد صح کي  ٣ پس٣ یعني نيو ا٢
٠لذا  ٣ 

٠ مينيب  یحالا م  کند که   یدلالت م۶
٣  

 
  ميريگ  یم جهيپس نت

۶ ٣  
 

ند که بدون برهان آنها را هست مجموعه ها آنقدر واضح و آشکار ريز در رابطه با  یاز گزاره ها یبعض
 ميدو مجموعه باشند، پس کاملا آسان است که ثابت کنو مثلا اگر   .ميبر  یوبکار م ميريپذ  یم

است، پس و باشد ، پس  ديفرض کن : ليدل  است.
   است.است، پس  یعنيلذا   است.

  یگزاره شرط نيهمچن  است.و ، شامل  نيا هيشب گريد یگزاره ها
و  

 
   .ميدو مجموعه باشند ، پس دارو دهد اگر   ینشان م یمثال بعد

 
   .دارد  صحت گزاره واقعا نيا ايآ مينيتا بب ميمثال نگاه کن کيبه  ديقبل از شروع به اثبات ، اجازه ده

١ ميکن  یفرض م ٢و ٢  پس  باشد.٣

 
  نيهمچن

 
 پس اگر چه 

 
  ميياست که بگو حيصحو       بخصوص یمجموعه ها نيا یاست اما برا

 
  ميهستند ، ثابت کن  يیمجموعه هاچه و گرفتن بدون در نظر  ديحالا اجازه ده

 
    

١۶مثال  ٢ ۴ 
  ميدو مجموعه باشند ، پس دارو اگر  ديکنثابت 

 
 برهان 

  یعني نياتحاد ، ا فيبر اساس تعر .باشد ميکن  یفرض م  
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  اي  
 است. و  ميدار  یتوان یمجموعه ها فيپس بر اساس تعر

  یعني نيا  است.    پس  باشد. ميکن  یمفرض   :حالت اول
  یعني نيا  است.پس   باشد. ميکن  یم فرض  :حالت دوم
 دهند   یدو گانه بالا نشان م یحالت ها

 کنند که   یبرهان را کامل م نيو ا یعني ميپس نشان داد
 

 
١۶ لمثا ٢ ۵ 
   .است سپ ،باشد     راگ  .باشند همجموع ود و ديکن ضفر

   .ميمستق نبرها
 رکا نيا یبرا  .است ميده ننشا ديبا ،فرض  ساسا رب    ميکن  یم ضفر
   سپ  .است همجموع ريز کي یعضو کي همجموع سپ  .باشد ميکن  یم ضفر

 یعني نيا   یريگ  یم هجينت تاس    نچو و
 

   .است الذ و تاس  یعني ميداد ننشا سپ  .است الذ و تاس
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How to Prove  است يمچگونه ثابت کن- ٣.١۶   
 ميخواه یم ديفرض کن  هستند. یدو مجموعه با هم مساو ميکه نشان ده روش استاندارد وجود دارد کي

اما   هم است.در از  یاست ، پس هر عضو مياگر نشان ده  است. ميثابت کن
  است. ميريبگ جهينت ميتوان  یپس نم  .ستينباشد که در  یشامل عضوامکان دارد  نيا

پس   نباشد.باشد که در  یتواند شامل عضو  ینماست ، پس  ميده نشان نياما اگر همچن
 است.است و هم  ميثابت کن ديبا
   

١۶مثال  ٣ ١ 
٣۵ ديثابت کن ۵ ٧ 
 برهان 

٣۵ ميده  یابتدا نشان م ۵  ميکن  یفرض م   است.٧

پس ٠ کي یاست برا٣۵پس ٣۵ یعني نيباشد.  ا٣۵

۵ ٧و ٧ ٠ یعني٧ جهينت در  است.۵  به هم چون٧
  ميپس دار تعلق دارد ،٧و ۵

۵ ٧  
٣۵ ميداد پس نشان ۵  است. ٧

۵ ميده  یحالا نشان م ٧  ميکن  یاست. فرض م٣۵

۵   یعني نيا اشتراک فيبر اساس تعر  باشد.٧
 ۵و٧

 که یدارند بطور وجود و حي، اعداد صح یريبخش پذ فيبر اساس تعر٠٧و ۵لذا 
 پس   .است٧ لاو رفاکتو مه و تاس۵ لاو رفاکتو لشام مهالذ  است.٧ و۵
۵لذا باشد. ٧و ۵شامل   ديبا به عوامل اول هيتجز ٧ ٠پس ٣۵ ٣۵ 

۵ ميحالا نشان داده ا ٧ ٣۵ 
٣۵ ميپس تا کنون نشان داده ا ۵ و ٧

۵ ٧   ميکرده ا ثابت جهيدر نت  است و٣۵
٣۵ ۵ ٧  

 
  نيهم است. مثال بعد مشابهباشد ، پس باشد و اگر  ميا دهيدر جبر د

   .ميبر  یبکار م یمجموعه ها یگزاره را برا
 

١۶مثال  ٣ ٢ 
پس   باشد ،اگر  ديثابت کن٠و   مجموعه باشند. ديفرض کن

   است.
  مميبرهان مستق

   است. مينشان ده ديباشد ، با ميکن  یفرض م
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عضو  کياست پس   چون   باشد. ميکن  یفرض م  است. ميده  یابتدا نشان م
بر اساس  مياست ، پس دارو لذا چون   وجود دارد.

باز بر   است. مياست ، پس دارو چون   .یضرب دکارت فيتعر
کند که   یدلالت م ميپس نشان داده ا  است. ميدار  یضرب دکارت فياساس تعر

   است.است، پس 
 عوض راو  یجا یعني  .ميبر  یبکار م را همان استدلال بالا  است.  ميده  ینشان محالا 

   .ميکن  یم
لذا چون   وجود دارد.عضو  کياست پس   چون   باشد. ميکن  یفرض م  .

و چون   .یرب دکارتض فيبر اساس تعر مياست ، پس دارو 
پس   است. ميريگ  یم جهياست.نت مياست ، پس دار

   است.است ، پس دلالت دارد که  مينشان داد
 خلاصه نشان است. است ، پس و که  ميدردو پاراگراف بالا نشان داده ا

  کند.  یبرهان را کامل م نيا است. پس ,باشد اگر  ميداده ا
 

 هم هستند. هيمجموعه ها شب یرو اتياعداد و عمل یرو اتيکه عمل ميده  ینشان م یگريباز  هم در مثال د
  ميباشند ، پس دار  یقياعداد حقکه اگر  ميدان  یم 

 ميده قرارنماد  یو بجانماد  یو بجا یمجموعه هااعداد  یحالا اگر بجا
 داشت  مي، خواه

 
١۶مثال  ٣ ٣ 
    است. ديثابت کن مجموعه باشند ،اگر 

 برهان 
   است. ميده  یابتدا نشان م

   باشد. ميکن  یفرض م
اشتراک  فياست. بر اساس تعرو  یعني ني، ا یضرب دکارت فيبر اساس تعر

 ٠و  ميدار
 است.  ميدار فياست ، بر اساس تعرو چون لذا 

 است.  ميدار فياست ، بر اساس تعرو ، چون  نيهمچن
 ٠پس و  ميحالا دار

 است. کند   یدلالت م مينشان داده ا
  مينشان داده ا پس

   است. ميده  یحالا نشان م
 باشد.  ميکن  یفرض م

   است.و  یعني ني، ا یضرب دکارت فيبر اساس تعر
   است.و   یعني یضرب دکارت فيبر اساس تعر
   است.و  یعني یضرب دکارت فيبر اساس تعر

 اشتراک.  فياست، بر اساس تعراست ، پس و  ميحالا نشان داده ا
 ٠است ، پس و  ميگرفت جهيپس نت

 کند که   یدلالت م ميخلاصه نشان داده ا

www.riazisara.irدانلود از سايت رياضي سرا



جموعهاثبات مساوی بودن دو م انوشـيروان صراف  رياضيات گسـسته آنيسـا ٣.١۶  

497 
 

   است. ميپس دار
 که  دهند  ینشان م بالا ، دو پاراگراف

 
 و 

 
  ميريگ  یم جهيپس نت

 
  

اگر   است.معادل   یاز نظر منطقکه گزاره  ميي، لازم است بگو یپرداختن به مثال بعدقبل از 
 یعنيگزاره معادل آن     ی بجا ريدر مثال ز  .ديسيآنها را بنو  ی، جدول درست ديشک دار

   .ميبر  یبکار م
 

١۶مثال  ٣ ۴ 
   است. ديثابت کن  مجموعه باشند.اگر 

 برهان 
  . ديرا ملاحظه کن ريمسلسل ز یها یتساو

 
  فياول بر اساس تعر یتساو
  فيدوم بر اساس تعر یتسو
 سوم  یتساو
 چهارم جا بجا  یتساو
  فيپنجم آدر اساس تعر یتساو
  فيشم بر اساس تعرش یتساو

   برهان تمام است.
 یبعض  بدست آمده است. یاضير  یاساس نياز قوانمعادله 

   .ميمجموعه ها دار یدو مورگان برا نيمثلا بر اساس قوان  .ميآور  یم لياز آنها را در ذ
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 فصل شانزدهم  يناتتمر  -١۶.۴
   .يدرا ثابت کن يرز یفصل ، گزاره ها ينبحث شده در ا یبا استفاده از روش ها

١٢ يدثابت کن - ١ ٢ ٣ 
 ٢باشد ، پس اگر  - ٢
    است.  مثبت باشند ، پس  حياعداد صحو اگر  - ٣
   است.باشد ، پس اگر   مجموعه باشند. ديفرض کن - ۴
   است.مجموعه باشند ، پس اگر  - ۵
   است.باشند ، پس در مجموعه مرجع   يیمجموعه هاو اگر  - ۶
     است.مجموعه باشند ، پس اگر  - ٧
 است. مجموعه باشند ، پس اگر  - ٨
   است.باشند ، پس مجموعه اگر  - ٩

٩که  ديکنثابت  - ١٠ ٩است ، اما ٣ ٣ 
 که  ديمجموعه باشند. ثابت کن ديفرض کن - ١١

  
١٢ يدثابت کن - ١٢ ۴  است. ۴

 
 
 
 

 بخش شانزدهم  يناتپاسخ تمر
   .يدرا ثابت کن يرز یفصل ، گزاره ها ينبحث شده در ا یبا استفاده از روش ها

١٢ يدثابت کن - ١ ٢ ٣ 
 برهان 

 ٠ کي یاست برا١٢ یعني نيا  باشد.١٢ ميکن  یفرض م
٢پس  ٣و ۶ ٢از   است.۴ ت اس٢از  یمضربشود که   یم جهينت۶

٣است. از ٢ پس است ، پس ٣از  یمضرب شود که  یم جهينت۴

  مياشتراک دو مجموعه ، دار فيبر اساس تعر لذا  است.٣
٢ ٣  

١٢پس  ٢   است. ٣
 
 ٢باشد ، پس اگر  - ٢

 برهان 
   است.٢ مينشان ده ديبا  باشد. ميکن  یفرض م
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که  یوجود دارد بطور حيعدد صح کيو لذا پس   باشد. ميکن  یفرض م

٢پس   است. ٢ ٢لذا   است.٢  یريبخش پذ فيتعر ، نياست و از ا٢

٠  یعني٢اما   دهد.  یم٢به ما    ميپس نشان داده ا٢
٢  

 . است
 
   است. مثبت باشند ، پس  حياعداد صحو اگر  - ٣

 برهان 
شود که   یمشاهده م  .ديريرا در نظر بگ حيعدد صح  باشند. حياعداد صحو  ميکن  یفرض م 

 پس   است.و 
 

 است. شود   یم جهينت .است   
 
 است.باشد ، پس اگر   مجموعه باشند. ديفرض کن - ۴

 برهان 
   .ميکن  یآنرا ثابت م ميبرهان مستق قياست ، و از طر یگزاره شرط کي نيا 

   است. ميثابت کن ديبا  باشد. ميکن  یفرض م
و  ميدار یضرب دکارت فيتعرپس بر اساس   باشد. ميکن  یفرض م

و  چون  است. مياست ، پس دارو است. اما چون 
دلالت  ميحالا نشان داده ا  باشد.شود   یم جهياست ، نت

   است. پس  است. کند که  یم
  یبرهان را کامل م نيو ا  است.باشد ، پس  اگر ميخلاصه ، نشان داده ا

 کند. 
 
   است.مجموعه باشند ، پس اگر  - ۵

 برهان 
 ٠  یعني  .ميبر  یم را بکار یريقانون پخش پذ

 
 اشتراک.  فياول بر اساس تعر یتساو
 دوم بر اساس اتحاد.  یتساو
 . یريسوم بر اساس قانون پخش پذ یتساو
 .چهارم بر اساس اشتراک  یتساو
   پنجم بر اساس اتحاد. یتساو

   برهان کامل است.
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   است.باشند ، پس در مجموعه مرجع   يیمجموعه هاو اگر  - ۶
 برهان 

 
   برهان کامل است.

 
     است.مجموعه باشند ، پس اگر  - ٧

 برهان 

 
  برهان کامل است. 

 
 است. مجموعه باشند ، پس اگر  - ٨

 برهان 

 
  برهان کامل است. 

 
   است.مجموعه باشند ، پس اگر  - ٩

 برهان 
١۶مثالبه  ٣ ١۶بخش ٣     .ديمراجعه کن٣
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٩که  ديثابت کن - ١٠ ٩است ، اما ٣ ٣ 
 برهان 

 ٠ حيعدد صح کي یاست برا٩ یعني نيا  باشد.٩ ميکن  یفرض م 

٩پس  ٣
٢

٣
٢

است ، پس ٣ حيتوان عدد صح کيدهد   ینشان م نيا  است.

   است.٣کنند   یدلالت م٩لذا   است.٣

٩پس     است.٣

٩که  ديتوجه کناما  ٣ رايز٣  است ، اما ٣

٣ ٩  
 

 که  ديمجموعه باشند. ثابت کن ديفرض کن - ١١
  

 برهان 
  یعني نياتحاد ا فيبر اساس تعر  باشد. ميکن  یفرض م

 
  اياست 

 
   .ميکن  یم  یدو حالت را بر رس نيا  است.

و  ميدار فيبر اساس تعر  باشد. ميکن  یفرض م : حالت اول 
 فياست. و باز بر اساس تعرو  ميدار فيو تعر نياز ا  است.

 ٠ ميارد
و  ميدار فياساس تعر بر  باشد. ميکن  یفرض م  :حالت دوم

   است.و  ميدار فيو تعر نياز ا  است.
   است. ميدار فيباز بر اساس تعر

   .ميبدست آوردالت در هر دو ح
 کند   یدلالت م ميپس ثابت کرد

  است.پس   است.
 

١٢ يدثابت کن - ١٢ ۴  است. ۴
 برهان 

١٢ ميده  یابتدا نشان م   ۴  است.۴
١٢ ميکن  یفرض م   ١٢پس   باشد.۴  حياعداد صح یبرا است۴

۴ نياز ا٠و   حيصح عدد نجايا است۴پس    .ميآور  یم بدست٣
  که کند  یم ثابت نيا  است.۴ جهينت در  است.٣

١٢ ۴ ۴  
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 است. 
۴ يمده  یحالا نشان م ١٢    است.۴

 ٠ کي یبرا تاس۴ سپ  .باشد۴ ميکن  یفرض م
١٢ سپ ۴ ٢ ١٢ ۴  ،هستند  حيصح داعدا٢ و نچو و  .است٢

٠ ميدار سپ ١٢ ۴ 
  هک دکن  یم تثاب نيا

١٢ ۴ ۴  
   .است
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