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پیشگفتار 

واژه رىاضىات که معادل کلمه لاتىن )Mathematics( است. در زبان ىونانی به مجموعه ای 
از دانستنی های عمومی اطلاق می شد که کسب آن برای همه افراد تحصىل کرده لازم و ضروری تلقی 
شده است. افلاطون فىلسوف مشهور ىونانی را باور بر اىن بود که مطالعه رىاضىات عالی ترىن زمىنه را 
برای تعلىم ذهن فراهم می آورد. کاوش های باستان شناسی نشانگر آن است که حتی در تمدن های اولىه 
انسان ها با شمارش و مقدماتی از علم حساب آشناىی داشته و از آن بهره برده اند. امروزه با پىشرفت 
تمدن صنعتی هر شهروند می باىست با مقدماتی از رىاضىات مشتمل بر علم حساب و هندسه مقدماتی 

آشناىی داشته باشد. 
در سطحی پىشرفته تر دانش آموزان و دانشجوىان می باىست با مباحث دىگری از رىاضىات آشنا 
شده تا درک بهتری از ساىر دروس خود داشته باشند.در اىن مىان، درس حساب دىفرانسىل و انتگرال 
جاىگاه وىژه ای دارد. حساب و هندسه ابزارهای مفىدی برای توصىف روابط بىن کمىت های اىستا و 
استاتىک می باشند؛ لکن درگىر مفاهىمی که بتواند به توصىف تغىىرات کمىت ها کمک کند نمی باشند. 
حساب دىفرانسىل و انتگرال، در واقع اعمالی هستند که برای سنجش راه های مرتبط با تغىىرات کمىت ها 
ابداع شده اند. حساب دىفرانسىل و انتگرال که تحت نام حسابان نىز از آن ىاد می شود، ابزارهای لازم 
را برای مطالعه و بررسی حرکت ها به صورت کمی فراهم می کنند. از منظر تارىخی نىز، کشف حسابان به 

دنبال مطالعه رصد حرکت سىاره ها توسط فىزىکدانان و منجمان اتفاق افتاده است.
کپلر1 رىاضىدان آلمانی پژوهش ها و مطالعاتی را درخصوص ىافته های فىزىکدان دانمارکی به 
نام تىخوبراهه٢ در قرن هفدهم مىلادی انجام داد به دنبال اىن مطالعات، نىوتن و لاىبنىتز همزمان توانستند 
با کشف حساب دىفرانسىل و انتگرال به تبىىن حرکت سىارات ناىل شوند. در واقع بخش اعظمی از 
رىاضىات به طور مستقىم ىا غىرمستقىم درنتىجه مطالعه حرکت اجسام و اجرام سماوی رشد و توسعه 

ىافته است. حرکت جزء ذاتی اشىاء به شمار می رود. 
دىگری  و  گىری(  )مشتق  گىری  ىل  انس دىفر ىکی  که  شد  با ی  م عمل  دو  بر  ل  م مشت حسابان 

Tycho Braho ــ٢                                    Kepler ــ1



انتگـرال گىری نامىده می شوند. همانند جمع و تفرىق که مغلوب ىکدىگرند. کاری که مشتق گىری می کند 
انتگــرال گىری بـرمی گـرداند. مشتق گىری و انتگرال گىری برحسب عمل جدىدتری بـه نام حد تعرىف 
مـی شوند. اىن در حـالـی است کــه واضعان اىن علم، ىعنی اسحاق نىوتن1 و گـاتفرىدلاىبنىتز٢ هىچ ىک 
از آنان، از مفهوم حد در صورت بندی مشتق و انتگرال استفاده نکرده اند. در واقع مفهوم حد، بعد 
از کشف و ابداع حسابان معرفی و توسعه ىافته است. اىن مفهوم به دنبال نابسامانی هاىی که در برخی 
موارد در مسىر استفاده و توسعه حسابان پدىد آمد توسط رىاضىدان آلمانی به نام کارل واىراشتراس 
صورت بندی و تعرىف گردىد. وقتی واىراشتراس مفاهىم حسابان را بر پاىه مفهوم حد تعرىف کرد همه 

بی دقتی ها و به هم رىختگی حسابان رخت بربست. 
حساب دىفرانسىل و انتگرال تا آنجا مورد نىاز دانش آموزان و دانشجوىان است که در فهرست 
دروس دانشگاهی از آن به عنوان رىاضی عمومی و ىا رىاضىات پاىه ىاد می کنند: رىاضىاتی که نه تنها در 
رشته های علوم محض نظىر فىزىک، شىمی، زىست شناسی مطالعه می شود بلکه تقرىباً در همه حىطه های 
علمی دىگر نظىر آمار، راىانه، اقتصاد و امور مالی، کشاورزی و مهندسی پزشکی و همه رشته های علوم 

انسانی به عنوان ىک درس پاىه و اساسی تحصىل می گردد. 
در کتاب حاضر مفـاهىم حـد، مشتق و انتگـرال هسته اصلی و شالـوده محتواىی اىن درس را 
تشکىل مـی دهند. محتوای درس براساس برنامه و محتوای مصوب شورای برنامه رىزی رىاضی دوره 

متوسطه تدوىن گردىده است. 
بر آموزش ارجحىت دارد.  به لحاظ روش شناسی و اصول تدرىس فعال ىادگىری  می دانىم 
بنابراىن ارائه مطالب و مباحث درس به شىوه حل مسأله و با روىکرد فعالىت محور ساماندهی شده اند. 
آموزش به صورت ضعىف و ناکارآمد آن فراىندی است که به شکل ىک طرفه و تحمىلی از 
سوی معلم به دانش آموزان انتقال می ىابد. در حالی که ىادگىری فعالىت محور فراىندی است که در بستر 
اموری هداىت شده با مشارکت دانش آموزان اتفاق می افتد و طی آن آنها ضمن کار و فعالىت کلاسی 
به درک بهتر مفاهىم ناىل شده و بانحوه شکل گىری و صورت بندی موضوع علمی ناىل می شوند. از 
همه همکاران و دبىران محترم رىاضی انتظار می رود تا سعی وافر نموده تا کلاس درس آنان به کلاسی 
فعال تبدىل گردد و از اىن طرىق استعدادهای خدادادی دانش آموزان رشد و تعالی ىافته و در نتىجه 
درک درستی از رىاضىات پىدا کرده و بتوانند از آن در ساىر موارد علمی و کاربردی استفاده بهتری 

داشته باشند. 
                    تهران ــ شهریور 139٠
 مؤلفین

Gottfried Leibniz ــ٢           Isaac Newton ــ1 



1

٠ـ١ـ اعداد حقیقی و خط حقیقی
می دانیم که حسابان بر خواص دستگاه اعداد حقیقی استوار است. منظورمان از دستگاه اعداد 
حقیقی، مجموعه اعداد حقیقی، اعمال جمع و ضرب این مجموعه و خواص جبری آن است. اعداد 
حقیقی اعدادی هستند که بتوان آنها را به صورت اعشاری بیان کرد. برای نمونه هر یک از اعداد ذیل 

یک عدد حقیقی است.
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جبر اعداد حقیقی 
و  دیفرانسیل  در مباحث حساب  پردازیم که  به مرور  مهمّ ترین مطالبی می  این فصل  در 
انتگرال بـدان محتاج هستیم ، این مطالب مشتمل بـر مــروری مجدّد بر خواص اعـداد حقیقـی 
در مطالعه  چنانچه شما  اند ،  بـا آن آشنا شده  بعد  بـه  از دوره دبستان  دانش آمـوزان  کـه  است 
حسابان و دروس      پیش از آن به اندازه کافی با این مباحث آشنا شده باشید، می توانید آنها را بـه 
سرعت مرور کنید ، با این حال باید یادآوری کنیم که تسلط بر این مفاهیم، به ویژه خواص ترتیبی 

اعداد لازمه و پیش شرط درک بهتر و مؤثر مفاهیم و مباحث این درس می باشد. 
در واقع درک علمی این درس، که خود مقدمه دروس عالی تر ریاضیات نظیر آنالیز ریاضی 
با  آشنا شدن  دیگری  و  ها  نابرابری  خواص  بر  تسلط  یکی  است،  استوار  مهمّ  مؤلفه  دو  بر  است، 
شیوه های این درس که مبتنی بر روش های تجزیه و تحلیل و ترکیب منطق وار داده و نتایج آنها 

است. 

فصل  صفر

/π = 3 14159

یادآوری مفاهیم پایه



حساب دیفرانسیل و انتگرال 2

در هر حالت، منظور از سه نقطه »…« آن است که دنباله ارقام همیشه ادامه دارد. البته وقتی 
دنباله ارقام تکراری و از جایی به بعد همیشه برابر صفر باشند از نوشتن آنها صرف نظر می گردد. 
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امّا برای سه عدد بعدی چنین نیست. تفاوت اساسی در باب این اعداد وجود دارد، برای سه تای 
2 و  اولی الگوی تکرار ارقام بدیهی و روشن است و دنباله ارقام  بر ما معلوم می باشد، لیکن برای 
π هیچ الگوی شناخته شده ای برای روند تکرار ارقام وجود ندارد. سه عدد نخست را گویا و دوتای 
2 و π را گنگ یا اصم می نامیم. بنابراین اعداد حقیقی به دو دسته بزرگ یعنی اعداد گویا  آخر یعنی 
و اعداد گنگ تقسیم می شوند. نکته جالب تر آن است که هردو دسته به گونه ای بسیار فشرده و در کنار 

هم باهم به نوعی تنیده شده اند. 
به زبان هندسی، اعداد حقیقی را می توانیم به صورت نقاط یک خط مستقیم نشان دهیم. چنین خط 
مستقیمی را خط حقیقی یا محور حقیقی می نامیم. هر عدد حقیقی، چه گویا و چه گنگ، متناظر نقطه ای بر 

این خط است و برعکس هر نقطه این خط نظیر یک و تنها یک عدد حقیقی است. )شکل زیر( 

خواص اعداد حقیقی را می توان در سه رده دسته بندی کرد، )1( خواص جبری )2( خواص 
ترتیب، )٣( خواص مربوط به پیوستاری اعداد حقیقی. 

شما در طول تحصیلات خود، حتی از دوره ابتدایی با خواص جبری اعداد حقیقی آشنایی 
دارید. امّا باید گفت که این آشنایی شما بیشتر جنبه تجربی داشته تا صورت ریاضی! چرا؟

برای نمونه، شما می دانید که مثلاً جمع اعداد خاصیت جابه جایی دارد. 
2 + ٣ = ٣ + 2  
 -1 + 4 = 4 + )-1( = 4 - 1  

( ) ( )+ + = + +1 1
2 3 2 3

2 2
و یا آنکه  

امّا برقراری این گونه تساوی ها از راه تجربه حاصل شده است. در واقع تساوی های موردی 
را  اعداد  گونه خواص  این  وقتی  امّا  است.  نداشته  استدلال  و  برهان  به  نیاز  فوق  های  تساوی  مانند 
بخواهیم در قالب یک کلیّت و به شکل یک حکم کلی ریاضی بیان کنیم دیگر با تجربه درستی آنها بر ما 

معلوم نخواهد شد. چرا؟ 

−2 −1 1 2 3 40 1
3

2



٣

از حروف  استفاده  محتاج  ناچار  به  داریم.  بیان  را  هایی  تساوی  کلی چنین  بهتر است صورت 
خواهیم شد. 

 a + b = b + a   همواره  
یا آنکه بگوییم 

   a + b = b + a ، b و a  برای هر دو عدد  
به زبان عادی منظورمان این است که برای هر دو عدد حقیقی a و b ، حاصل جمع a با b با 
حاصل جمع b با a برابر است. به عبارت »برای هر دو عدد حقیقی a و b« توجه کنید. اگر ما برای یکصد 
زوج از اعداد حقیقی یا یک میلیون زوج از اعداد a و  b، حاصل دوطرف را حساب کرده و متوجه درستی 
تساوی ها شویم، درستی حکم کلی را محقق نساخته ایم. دلیل آن نامتناهی بودن و یا به اصطلاح عامیانه 
بی پایان بودن مجموعه اعداد حقیقی است. یکصد سال، یک میلیون سال و یا چند میلیارد سال که وقت 
صرف کنیم و تجربه کنیم ادعایمان محقق نمی شود زیرا مجموعه اعداد حقیقی بی پایان و نامتناهی است. 
زیاد ناراحت نباشید! ظاهراً راه حل ساده ای وجود دارد و آن وضع تئوری وار مجموعه اعداد حقیقی به 
صورت سامان یافته می باشد که آن را دستگاه اعداد حقیقی می نامیم. این راه حل ساده از این قراراست که 
وقتی برای درستی یک حکم نتوانیم دلیلی مستدل و منطقی اقامه کنیم و یا آنکه به عللی اصولاً نخواهیم 
دلیلی بیاوریم، آن حکم را تحت عنوان اصل موضوع )اصل( مطرح می کنیم. بنابراین اصل موضوع 
حکم یا گزاره ای است که آن را بدون دلیل و برهان می پذیریم. البته شواهد تجربی برای بسیاری از موارد 
الهام بخش ریاضیدانان و واضح کننده تئوری ها در انتخاب اصل های آن تئوری است. خلاصه کلام آنکه 
شما تاکنون با خواص جبری اعداد حقیقی به صورت تجربی آشنا شده اید، چنین خواصی مدعی اند که 
اعداد حقیقی را می توان باهم جمع کرد و حاصل عددی حقیقی خواهد بود. اعداد حقیقی را می توان باهم 
ضرب کرد و حاصل عددی حقیقی است. همچنین قواعد معمول حساب، از جمله دو قاعده فوق الاشاره، 

برقرارند. اینک برخی از این احکام را در قالب اصل موضوع )اصل( بیان می داریم. 
مجموعه اعداد حقیقی را در مابقی این کتاب به R نشان می دهیم. 

٠ـ٢ـ اصل های جمعی 
)ج 1( در R یک عمل دوتایی وجود دارد که آن را جمع می نامیم. این عمل که در واقع یک تابع 
است با نماد + نشان داده می شود. مقدار این تابع را به ازای زوج مرتب )a , b( به a + b نشان می دهیم 
که در آن b , a و a + b اعداد حقیقی اند. لذا حاصل عمل جمع بر هر زوج از اعداد حقیقی خود یک 
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عدد حقیقی است. 
x + y = y + x داریم y و x ج2( برای هر دو عدد حقیقی(

این اصل را خاصیت جابه جایی جمع می نامیم. 
)x + y( + z = x + )y + z( :داریم z و y و x برای هر سه عدد حقیقی )ج٣(

این اصل را خاصیت شرکت پذیری R می نامیم. 
)ج 4( وجود عضو همانی جمع، R شامل عددی است به نام ٠ )صفر(، به طوری که به ازای هر 

x + ٠ = x ،x عدد حقیقی
)ج ٥( وجود عضو قرینه، به ازای هر عدد حقیقی x، عضوی از R مانند y وجود دارد به طوری 

x + y = که ٠
به دست  را  اعداد حقیقی  از مجموعه  توانیم خواص دیگری  پنج اصل، می  این  از  استفاده  با 
به   R مجموعه اعداد حقیقی یعنی  با یک دستگاه جبری سروکار داریم،  آوریم، اکنون در واقع ما 
انضمام یک عمل دوتایی که در اصل های فوق صدق می کند. اینک به عنوان نمونه برخی نتایج 

منطقی را در باب R اثبات می کنیم. 
�مثال :  ثابت کنید عضو صفر از R منحصر به فرد است. 

  حل :  فرض کنیم O1 و O2 هردو نقش صفر یعنی عضو همانی جمع R را داشته باشند در این 

 O1 = O1 + O2 )O2 با توجه به همانی بودن( صورت  
 = O2 + O1 )با توجه به خاصیت جابه جایی (  
= O2 )O1 با توجه به همانی بودن(  

شما نیز می توانید برخی از خواص اعداد حقیقی را ثابت کنید. 
� مثال : ثابت کنید عضو قرینه هر عدد حقیقی منحصر به فرد است. 

�برهان :  فرض کنیم y1 و y2 هردو قرینه عدد حقیقی x باشند. در این صورت 
y2 = y2 + ٠           )4 با توجه به ج(  
= y2 + )x + y1(     )با توجه به ج ٥(  
 = )y2 + x( + y1     )با توجه به ج ٣(  
 = ٠ + y1               )با توجه به ج ٥(  
= y1                      )با توجه به ج 2 و ج ٣(                                                             



٥

معمولاً قرینه عدد حقیقی x را با نماد x- و همچنین حاصل جمع )x + )-y را به شکل ساده 
x - y می نویسیم و آن را تفاضل x و y می نامیم. 

به عنوان مثال دیگری از خواص اعداد حقیقی به مثال زیر توجه می کنیم. 
-)x + y( = -x - y �مثال : برای هردو عدد حقیقی x و y ثابت کنید .  

 حل :  منظور از )x + y(- قرینه x + y است. پس باید نشان دهیم که: 
)x + y( + )-x -y( = ٠  

داریم: 
x + y + )-x -y( = )y + x( + )-x -y(    )جابه جایی جمع(  
= y + [)x - x( -y]    )شرکت پذیری(  
= y + )٠ - y(  
= y + )-y(  
= ٠  

تمرین در کلاس 

-(-x) = x ، x 1ــ ثابت کنید برای هر عدد حقیقی
2ــ برای هر سه عدد حقیقی z, y, x اگر x + z = y + z آنگاه x = y )قانون حذف( 

٠ ـ٣ـ ضرب اعداد حقیقی
از تجربیاتمان می دانیم که ضرب دو عدد حقیقی، عددی حقیقی است. این ویژگی را به عنوان 
یک اصل می پذیریم، به علاوه برخی از ویژگی های دیگر اعداد حقیقی را در رابطه با عمل ضرب نیز به 

xy = yx، y و x عنوان اصل می پذیریم از آن جمله  برای هر دو عدد حقیقی
x)yz( = )xy(z ، z و y و x برای هر سه عدد حقیقی  

عددی به نام یک )با نِماد 1( وجود دارد به قسمی که ٠ ≠ 1 و برای هر عدد حقیقی x، برای هر 
عدد حقیقی غیرصفر مانند x، عددی حقیقی مانند y وجود دارد به قسمی که y را وارون x می نامیم.

xy = 1  
در رابطه با عمل جمع، خاصیت زیر، به عنوان خاصیت توزیع پذیری ضرب روی جمع برقرار 

است
                y + z( = xy + xz(x      )٭(
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البته منظورمان حکم کلی است وگرنه در باب اعداد خاص، بارها درستی )٭( را تجربه کرده ایم. 
به طور کلی وقتی حکمی مانند )٭( برحسب حروف بیان می شود منظور حکم کلی است. در واقع )٭( 

صورت ساده تر حکم زیر است. 
x)y + z( = xy + xz ، z و  y  و x برای هر سه عدد حقیقی  

اکنون، با داشتن این احکام می توانیم برخی دیگر از ویژگی های ضرب R را ثابت کنیم. 
� مثال :  وارون هر عدد حقیقی )غیرصفر( منحصر به فرد است. 

   حل :   فرض کنیم y1 و y2 هر دو وارون x باشند، پس 
xy1 = 1      ,      xy2 = 1  

می نویسیم: 
y1 = y1 * 1 = y1 )xy2( = )y1x(y2 = )xy1(y2 = 1y2 = y2  

نشان  نیز   
x
1 با  را   x وارون  گاهی  دهیم،  نشان   x-1 نِماد  با  را   x وارون  داریم  ق  ح براین  بنا

می دهیم. 
� مثال :  وارون وارون x برابر x است، به زبان نِمادی 

)x-1(-1 = x  
   حل :  باید نشان دهیم x-1(x = 1( تا طبق تعریف، x نقش وارون x-1 را داشته باشد، امّا این 

تساوی خود طبق تعریف وارون برقرار است. 
x در واقع حاصل تقسیم 

y
x می نویسیم، 

y
.x را به شکل ساده تر 

y
1 قرارداد: حاصل ضرب 

x بر y می باشد. 
، یا  2

0
 ،1

0
تذکر مهم: باید توجه داشت که عدد ٠ وارون ندارد، بنابراین نوشتن عبارت هایی نظیر 

x و کلاً کسرهایی با مخرج صفر بی معنی بوده و از آن باید مؤکداً احتراز گردد. تفسیرهای غلطی 
0

= می شود ناشی از عدم توجه کسانی است که با  ∞1

0
که درخصوص این گونه عبارت ها از قبیل اینکه 

فرایند مفهوم سازی و صورت بندی تئوری ریاضی آشنایی کافی ندارند. 
 )به معنی حدی(، امّا باید گفت که این 

x
lim

x→
= ∞

20

1 البته در بخش های بعد خواهید دید که مثلاً 
1 جایگزین کرده و از این غلط 

0
 را با 

x2

1 تساوی تنها به مفهوم حدی برقرار است تا آنکه در حدگیری 
فاحش استفاده کنیم و آن را برابر ∞ قلمداد نماییم! 
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تمرین در کلاس 

 x)y - z( = xy - xz ، z و y , x 1ــ ثابت کنید برای هر سه عدد حقیقی
2ــ ثابت کنید هرگاه ٠ = xy آنگاه ٠ = x یا ٠ = y و عکس این حکم برقرار است. 

 y و x ٣ ــ برای هر دو عدد حقیقی 
x )-y( = )-x( y = -)x  y( )الف

)-x()-y( = xy )ب

٠  ـ٤ـ بسط اعشاری اعداد گویا
بسط اعشاری یک عدد گویا، یک عدد اعشاری پایان پذیر نظیر 

/ , /= =3 3
1 5 0 75

2 4
 

و یا یک بسط اعشاری پایان ناپذیر متناوب ساده یا مرکب است نظیر
 / ... /= =2

0 666 0 6
3

  بسط اعشاری متناوب ساده 

/ ... /= =5
0 8333 0 83

6
بسط اعشاری متناوب مرکب   

در بسط اعشاری متناوب ساده و یا مرکب، دسته ارقامی که مرتب تکرار می شوند را دوره گردش 
عدد نامند. و بالای ارقامی که دوره گردش اند خط کشیده شده است و تعدادی رقم که بین دوره گردش 

و ممیز قرار دارند ارقام غیرگردش نامیده می شوند. 

/ , /= =7 1
0 538461 0 001785142

13 56  
� نتیجه : اگر یک بسط اعشاری متناوب )ساده یا مرکب( داشته باشید، می توانید از فرمول زیر، 

کسر یا عدد گویای مساوی آن را به دست آورید. 
فرض کنید a1a2...am ارقام غیرگردش و b1b2...bn ارقام دورهٔ گردش عدد باشند، در این 

صورت 
)1(m n m

m n
a a a b b b a a a/ a a a b b b −

= 1 2 1 2 1 2
1 2 1 20

99 900 0

  

 

 

 
مثال های زیر، نحوه استفاده از فرمول )1( را نشان می دهند. 

/ / −= = = =6 2 1785 1 446
0 6 0 01785

9 3 99900 24975  

n تا نه m تا صفر
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هر عدد حقیقی که بسط اعشاری آن، پایان ناپذیر ولی متناوب نباشد، گنگ یا اصم نامیده می شود. 
 بنابراین اعداد گنگ، اعدادی هستند که بسط اعشاری آنها بی پایان است ولی متناوب نیستند مانند:

/ ...=2 1 414213562  
/ عدد پی ...π = 3 141592653  

e عدد نپر  / ...= 2 7182818284  

 b
a a و 

b
a و ab و  b± �  قضیه ١: اگر a عددی گویا و غیرصفر باشد و b عددی گنگ، اعداد 

گنگ هستند. 
همان طور که می دانید در مجموعه اعداد گویا، هر دو عدد گویا را باهم جمع یا تفریق و یا درهم 
به عمل جمع و  گوییم مجموعه اعداد گویا، نسبت  ضرب کنیم حاصل عددی است گویا )اصطلاحاً 
ضرب و تفریق بسته است( و امّا مجموعهٔ اعداد گنگ نسبت به هیچ یک از اعمال جمع، تفریق، ضرب 

و تقسیم بسته نیست زیرا: 
 =3 2 18 3− و  2+ و 2 3 2− و  3 2 عددی گنگ است و بنابر قضیه 1، اعداد 

گنگ هستند ولی
( ) ( ) Q+ + − = ∈3 2 3 2 6   
( )( ) Q+ − = ∈3 2 3 2 7  

 Q= ∈18
3

2  

٠ ـ ٥ ـ تقریب اعداد گنگ 
می دانیم که بسط اعشاری هر عدد گنگ به صورت کسری اعشاری با ارقام نامتناهی و بی پایان 
2 و π )عدد  است که در آن این ارقام طبق هیچ ضابطه و نظم معینی رخ می دهند. به لحاظ تاریخی 
2 در رابطه با محاسبه طول قطر یک مربع به ضلع واحد  ارشمیدس( مشهورترین اعداد گنگ اند. 

ابوریحان بیرونی

اصم کَر بُوَد زیرا جواب ندهد ، جوینده را الّا به تقریب 

مثل 10 که برای آن هرگز نتوان عددی یافت که اگر آن 

را در خود زنی 1٠ بُوَد. 
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پدیدار گشت و π توسط ارشمیدس به عنوان ثابت دایره کشف گردید. همه دوایر موجود در عالم، چه 
کوچک و چه بزرگ، درگیر عدد π هستند، بدین معنی که نسبت محیط هر دایره بر طول قطر آن عددی 
است که به π نشان داده می شود. قرار دادن حرف π برای چنین عددی خود مبین این واقعیت است 
که این عدد گویا نیست. در طول تاریخ ریاضی محاسبه جزء اعشاری π، یعنی شناخت ارقام اعشاری 
آن، یکی از جذاب ترین فعالیت های ریاضی به شمار رفته است، علت این امر را می توانیم درچند جهت 

مطرح کنیم. مثلاً استفاده از π در محاسبه مساحت و محیط دایره . 
داشتن تقریبات بهتر π برای استفاده در محاسبات دقیق تر نجومی است، به هر حال ارقام اعشاری 
π بی هیچ نظمی ادامه دارد و بشر طالب آن است که تا آنجا که برایش مقدور است، این ارقام را شناسایی 

کند. 
در ریاضیات عالی به صورتی تئوریک ثابت می شود که π گنگ است.

محاسبات ارقام اعشاری π طی چندین قرن گذشته مؤید این نتیجه مهم است و لذا می توان ادعا 
کرد که قدرت تئوری پردازی ریاضی مبتنی بر پیش بینی پدیده های ریاضی با تجربیات پیچیده محاسباتی 
سازگاری تام و تمام دارد و این یکی از زیبایی های علوم ریاضی است. ذیلاً به اختصار محاسبه و تولید 
ارقام اعشاری π را به لحاظ تاریخی جهت آشنایی مرور می کنیم: ارشمیدس، که در قرن سوم قبل از 

میلاد می زیسته، نشان داد که:
< π <223 22

71 7
  

وی این امر را با استفاده از 96 ضلعی های منتظم ثابت کرد که درون دایره به شعاع واحد محاط 
می شدند. 

سپس پتولمی1 در قرن سوّم بعد از میلاد، با استفاده از ٣6٠ضلعی منتظم مقدار ...141666/٣ 
را برای π به دست آورد که تا سه رقم اعشار صحیح می باشد در سال 26٣ بعد از میلاد لیوهوی2 با 
آمده عدد  به دست  96 ضلعی منتظم و یک 192 ضلعی منتظم و محاسبه میانگین مقادیر  استفاده از 

٣/141864 را برای π به دست آورد که خطای این تقریب کمتر از ٠/٠1 می باشد. 

Liu Hui ــ Ptolemy                                              2 ــ1
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غیاث الدین جمشید کاشانی
 

کاشانی ریاضیدان مسلمان ایرانی، به جای محاسبه 
درج  اشانی  ک روش  است.  پرداخته   2  π محاسبه  به   π
و  آنها  محیط  تقریبی  محاسبه  و  تظم  من های  چندضلعی 
سپس استخراج نسبت این محیط به شعاع دایره مربوطه 
منتظم  عی  ضل هشت  یک  هرگاه  مثال  برای  است  بوده 
این  و طول ضلع  م  کنی محاط   r شعاع  به  دایره  درون  را 
 L

r
≈ π8

2 هشت ضلعی را L بنامیم، نسبت مربوطه برابر 
خواهد بود. 

کاشانی ارقام π 2 را تا 16 رقم دقیقاً محاسبه کرده است و این محاسبه بسیار 
آمده است. دقت  به دست  او  از  قبل  که  بوده است   π ارقام  از محاسبه  دقیقتر  ر  بسیا
محاسبات کاشانی به گونه ای است که تا 2٠٠ سال بعد از او توسط هیچ کس از او پیشی 
نگرفته بود و فقط لودوف 1 توانست 2٠٠ سال بعد از او عدد π را تا 2٠٠ رقم اعشار 

 است.
9

1

60
محاسبه کند. ماکزیمم خطای کاشانی در محاسبه کمتر از 

و این بدان معنی است که کاشانی عدد π 2 را تا 16 رقم اعشار بعد از ممیز دقیقاً 
به دست آورده است که با محاسبات رایانه های امروزی تطابق دارد! 

منتظم  1٠18×2×٣ ضلعی  یک  محیط  محاسبه  با  را  دقت  ر  مقدا ین  ا نی  کاشا
به دست آورده است و در دوره بعد، که با پیشرفت حسابان پیشرفته )آنالیز ریاضی( اتفاق 
افتاد محاسبه ارقام اعشاری π با استفاده از فرمول های آنالیزی میسر گردید، همچنین 

tan را به دست آورد.  ( ) tan ( )− −π = +1 11 3
2 8

7 79
لئونارد اویلر فرمول 

این  گردید.  شروع   1961 سال  از  ه  رایان از  فاده  است ا  ب  π محاسبه  های  روش 
های  تئوری  از  استفاده  با  را   π محاسبه   های  کارآمدترین روش  و  مؤثرترین  ها  روش 

ریاضی و حساب گرهای فوق مدرن عرضه می کنند. 

Ludolph van culen ــ1

L

r

O
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1 ــ در مدّت نگارش این کتاب ارقام اعشاری π با استفاده از سوپر رایانه ها تا بیش از ٣٠٠٠ میلیارد رقم توسط 
محققین ژاپنی محاسبه شده است. 

2 ــ داستان محاسبه ارقام π را صرفاً جهت آشنایی شما آورده ایم تا متوجه شوید که چگونه محاسبات تکنولوژی 
پیشرفته با نظریه های ریاضی همخوانی دارد و این یکی از قوّت های بارز نظریه پردازی ریاضیات است که در حالی با استفاده 
از تئوری های جبری و آنالیز ثابت می کنند π گنگ است، محاسبه ارقام آن با استفاده از سوپر رایانه ها نیز مؤید این حقیقت 

ریاضی است. 

در اولین پروژه تحقیقاتی تحت نام پروژه گوتنبرگ اعشار π را تا یک میلیون رقم 
محاسبه کردند. سپس یاساما کانادا از دانشگاه توکیو توانست تعداد 12411٠٠٠٠٠٠٠٠ 
رقم اعشار از π را با دقت به دست آورد. این محاسبه در سال 2٠٠2 توسط یک سوپر 
در  پذیرفت.  می داد، صورت  انجام  ثانیه  هر  در  را  تریلیون عمل   2 که  تاچی،  هی رایانه 
نام T2kopen Supercomputer ادعا  به  دسامبر  2٠٠9 یک سوپر کامپیوتر  ژاپنی 
کرده است که عدد π را تا 26٠٠ میلیارد رقم اعشار طی 7٣ ساعت و ٣6 دقیقه به دست 

آورده است. باز هم در این ارقام هیچ گونه نظم و قاعده ای حاکم نیست1. 
این نکته را باید متذکر شویم که تا هر تعداد از ارقام π که محاسبه شود و بقیه 
ارقام را نادیده بگیریم در واقع با تقریبی از π به شکل یک عدد گویا دست یافته ایم. البته 
با مقدار واقعی π به شکل همه ارقام اعشاری آن هرگز کار نخواهیم کرد که این امری 
غیرممکن است. این رویه برای کار عملی با سایر اعداد گنگ نیز مرسوم است. در واقع 

با تقریبات اعداد گنگ در عمل کار خواهد شد. 
کاشانی معتقد بود که مقدار واقعی عدد π را فقط خدا می داند. در واقع کاشانی با 
شهودی الهام گونه دریافته بود که π عددی گنگ است. امّا اثبات گنگ بودن π قرن ها 

بعد انجام گرفت2.

غیاث الدین جمشید کاشانی  ،  ریاضیدان و منجم ایرانی
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 ـ٦ ـ ترتیب و نامساوی ها   ٠
یکی از خواص مهمّ اعداد حقیقی مرتب بودن آنها است. 

تعریف ترتیب خط حقیقی: هرگاه a و b اعداد حقیقی باشند، آنگاه a کوچکتر از b است اگر 
 a یعنی a ≤ b نشان می دهیم. علامت )b > a یا( a < b مثبت باشد. این ترتیب را با نامساوی b - a

 b کوچکتر یا مساوی
a b

x
a b<

عبارت b بزرگتر از a است. هم ارز a کوچکتر از b است. خواص زیرا اغلب در نامساوی ها به 
کار می روند. اگر > را با ≥ و < را با ≥ عوض کنیم، خواص مشابهی به دست می آیند. 

خواص نامساوی ها 
. a < c آنگاه ،b < c و a < b 1( هرگاه

.a + c < b + d آنگاه ، c < d و a < b 2( هرگاه
.a + c < b + c عددی حقیقی باشد، آنگاه c و a < b ٣( هرگاه

 .ac < bc آنگاه ،c > و ٠ a < b 4( هرگاه
 .ac > bc آنگاه ،c < و ٠ a < b ٥( هرگاه

.[⇔ به معنی هم ارزی است.] a b
a b

< ⇔ >1 1 6( )اگر a و b مثبت باشند( 
 .a < b ⇔ a2 < b2 )مثبت باشند b و a 7( )اگر

� تبصره :  توجه کنید که نامساوی ها با ضرب در عددی منفی تغییر جهت می دهد. مثلاً، هرگاه
 ،-٣x > 9 ٣-. این ویژگی در تقسیم بر عددی منفی نیز صادق است. مثلاً، هرگاهx > -1آنگاه ٥ ،x < ٥  

 .x < -آنگاه ٣
اگر سه عدد حقیقی c، b ، a چنان باشند که a < b و b < c، می گوییم b بین a و c است و 

 .a < b < c می نویسیم

٠  ـ ٧ ـ بازه های اعداد 
در حساب دیفرانسیل و انتگرال اغلب تعیین مثبت، صفر یا منفی بودن عبارات اهمیت دارد مثلاً 
y که متغیر y را برحسب متغیر x بیان می کند، چون جذر یک عدد منفی در  x= − 24 برای معادله 
R بی معنی است، باید برای حقیقی بودن y شرط )x2 - 4 نامنفی است( ٠ ≥ x2 - 4 اعمال شود. این 



1٣

شرط معادل عبارت زیر است. 
-2 ≤ x ≤ 2  

در نتیجه، مجموعهٔ اعداد نموده شده با x بازه ای است با نقاط انتهایی 2± بر خط حقیقی )شکل زیر( 

را  متغیر  که یک  اعدادی  یعنی مجموعهٔ  زیرمجموعه های خط حقیقی  اغلب  نظیر شکل فوق 
نمایش می دهند بازه یا اجتماعی از بازه ها می باشند. 

بازه ها چند نوع اند، که هریک نمادی خاص خود دارد. 
 b و کوچکتر از a مجموعهٔ تمام اعدادحقیقی بزرگتر از )a, b( = {x: a < x < b} مثلاً، بازهٔ باز

است، که در آن a و b نقاط انتهایی بازه نام دارند و این نقاط انتهایی در بازهٔ باز قرار ندارند. 
بازه هایی که شامل نقاط انتهایی خود باشند بازه بسته نام داشته و با نماد {x: a ≤ x ≤ b} = [a, b] نموده 
می شوند. در جدول )1( نه بازهٔ اصلی روی خط حقیقی نموده شده اند. که چهارتای اوّل را بازه های 

کراندار و پنج تای دیگر را بازه های بی کران می نامند.
جدول (١)  

نمودار روی خط نماد مجموعه نماد بازه نام 
a, b({x: a < x < b}(بازهٔ باز 

{x: a ≤ x ≤ b}[a, b]بازهٔ بسته 

)a, b]بازه های نیم باز
)a, b]

{x: a ≤ x < b
{x: a < x ≤ b}

بازه های نامحدود

)-∞, a]
)-∞, a(
)b, +∞(
[b, +∞(

)-∞ , +∞(

{x: x ≤ a}
{x: x < a}
{x: b < x}
{x: b ≤ x}

{x :عددی حقیقی استx}

� تبصره :  علائم ∞+ و ∞- نمایش اعدادی حقیقی نبوده و فقط با آنها می توان شرایط بی کران 
را خلاصه تر بیان کرد. 

a b
x( )

a b
x[ ]

a b
x[ )

a b
x( ]

a b
x]

a b
x)

a b
x(  

a b
x[

a b
x

a b
x( )

a b
x[ ]

a b
x[ )

a b
x( ]

a b
x]

a b
x)

a b
x(  

a b
x[

a b
x

a b
x( )

a b
x[ ]

a b
x[ )

a b
x( ]

a b
x]

a b
x)

a b
x(  

a b
x[

a b
x

a b
x( )

a b
x[ ]

a b
x[ )

a b
x( ]

a b
x]

a b
x)

a b
x(  

a b
x[

a b
x

a b
x( )

a b
x[ ]

a b
x[ )

a b
x( ]

a b
x]

a b
x)

a b
x(  

a b
x[

a b
x

منفی است نامنفی است منفی است
−2

x < −2 x <2

x− 24 x− 24

x

2

0

x− 24

x− ≤ ≤2 2
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 b از راست بی کران است. زیرا شامل همهٔ اعداد حقیقی بزرگتر یا مساوی [b, +∞( مثلاً بازه
است. 

�  مثال : با فرض اینکه فشار هوا یک آتمسفر است بازه هایی از خط حقیقی را توصیف کنید که 
نظیر برُد دمای )به درجهٔ سلسیوس( آب در دو حالت زیر باشند. 

حل :  الف( مایع  ب( بخار 
 )٠, 1٠٠( = {x: ٠ < x < 1٠٠} ٔچون آب در شرایط مایع دمایی بیش از °٠ و کمتر از °1٠٠ دارد بازه )الف

را مثل شکل زیر قسمت )الف(، خواهیم داشت. 
 [1٠٠, +∞( = {x: 1٠٠ ≤ x} دمایی بزرگتر یا مساوی °1٠٠ دارد بازه )ب( چون آب در شرایط گاز )بخار

را مثل شکل  زیر  قسمت  )ب( خواهیم  داشت.

400200 300100
[

x

الف) برد دمای آب

ب) برد دمای بخار

a به این بازه تعلق  b+
2

بازه متقارن: فرض کنیم )a, b( یک بازه باشد. معلوم است که عدد 
دارد )چرا؟( این نقطه را نقطه میانی بازه می نامیم زیرا فاصله آن تا نقاط انتهایی a و b یکسان است. 

a b xa b+
2

هرگاه ٠ < δ، بازه )δ + δ , x٠ - x٠( بازه ای با نقطه میانی x٠ و شعاع δ است. چنین بازه هایی را 
بازه متقارن نیز می نامیم. 

اغلب دانستن اینکه نقطهٔ x از خط حقیقی چقدر تا مبدأ فاصله دارد مهم است. همان طور که 
شکل زیر نشان داده، اوّلین حدس ممکن است x باشد. 

0 x

x

x

فاصله   ،x   =  -٥ اگر  مثلاً  زیر(  )شکل  است   -x بلکه  نیست   x فاصله   ،x < ٠ اگر  امّا 
٥ = )٥-(- = x- می باشد. توضیح اینکه فاصله همیشه عددی نامنفی است. 

x 0 x

x−

  x <تا ٠ وقتی ٠ x فاصلۀ

  x >تا ٠ وقتی ٠ x فاصلۀ

7525 100500
( )

x
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x2 می توان برحسب حالات، چنین نوشت:  برای بیان مقدار 
x                                                                            اگر , x

x
x , x

≥
= − <

2 0

0                                                                             اگر 
علامت دیگر استفاده از |x| است که در تعریف زیر دقیقاً عرضه شده است. 

٠   ـ ٨ ـ قدر مطلق 
xهرگاه x ∈ R، قدر مطلق x عبارت است از:        اگر , x

| x | x
x , x

≥
= = − <

2 0

0 اگر   
�  مثال :  با استفاده از دو قسمت تعریف، قدر مطلق ٥- را بیابید. 

| | ( )− = − = =25 5 25 5 حل :  
قضایای زیر چند خاصیت مفید قدر مطلق را بیان می دارند. 

قضیه (اَعمال با قدر مطلق): هرگاه a و b اعداد حقیقی بوده و n عدد صحیح مثبتی باشد، 
آنگاه خواص زیر برقرار می باشند. 

    |an| = |a|n )٣                         aa , b
b b

= ≠0 )2                         |a.b| = |a||b| )1
اثبات به عهده دانش آموز. 

قضیه (نامساوی ها و قدرمطلق): هرگاه a و b اعدادی حقیقی بوده و k مثبت باشد، خواص 
زیر برقرار می باشند. 

-|a| ≤ a ≤ |a| )1
.-k ≤ a ≤ k اگر و فقط اگر |a| ≤ k )2

 .a ≤ -k یا a ≥ k اگر و فقط اگر |a| ≥ k )٣
|a + b| ≤ |a| + |b| :4( نامساوی مثلثی

خواص 2 و ٣ در صورت تعویض ≥ با > نیز درست اند. این احکام را برحسب > بنویسید. 
�  برهان : خاصیت های 2 و 4 را ثابت کرده و اثبات دو خاصیت دیگر را به عنوان تمرین به 

عهده دانش آموز می گذاریم. 
برای برهان خاصیت 2، فرض کنید a| ≤ k|، چون |a| ≤ a ≤ |a|- نتیجه می شود

 -k ≤ -|a| ≤ a ≤ |a| ≤ k  
 -k ≤ a ≤ k  یعنی
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حال فرض کنید k ≤ a ≤ k-، اگر  ٠ ≤ a| = a ≤ a ،a| و اگر ٠ ≥ a| = -a ≤ a، a| از این رو 
 .|a| ≤ k در هر حالت

-)|a| + |b|( ≤ a + b ≤ |a| + |b| بنابراین -|b| ≤ b ≤ |b| و -|a| ≤ a ≤ |a| چون )اثبات 4
 |a + b| ≤ |a| + |b| و بنابر قضیه

 b و a مثال :  نشان دهید برای هر دو عدد حقیقی  �
|a| - |b| ≤ |a - b| ≤ |a| + |b|  
|a| = |a - b + b| ≤ |a - b| + |b|  حل :   طبق نامساوی مثلثی  

 |a| - |b| ≤ |a - b|       )1( پس  
از طرف دیگر طبق نامساوی مثلثی

|a - b| = |a + )-b(| ≤ |a| + |-b| = |a| + |b|   )2(
|a| - |b| ≤ |a - b| ≤ |a| + |b| و از )1( و )2( نتیجه می شود  

تمرین در کلاس

نامساوی مثلثی را برای سه عدد a2 ،a1 و a٣ بیان و اثبات کنید. آیا صورت کلی تری 
)برای n عدد( از این نامساوی می توانید بیان کنید؟ 

 را حل کرده و مجموعه جواب آن را روی خط حقیقی نشان 
x x

< −
−
5 2

1
1ــ نامعادله 

دهید. 
2ــ جواب نامعادله های زیر را به صورت بازه و یا اجتماعی از بازه ها پیدا کنید. 

٥x - ٣ ≤ 7 - ٣x )ب   ٣x + ٥ ≤ 8 )الف
 

x
<

−
1

3
2

د(    x2 < 9 )ج
٣ــ هریک از نامساوی های زیر یک بازه را مشخص می سازد. این بازه را بنویسید. 

 x− < 1
2

2 2
پ(    |2x + ٥| < 1 )ب   |x - 2| ≤ 2 )الف

|   ٣  - ٥ x  | < ث( ٣   |٣x - 7| < 2 )ت

مسا ئل
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 ( , )− +1 1
2 2

10 10
4ــ جواب هایی از نابرابری x2 - 4| <1| را به دست آورید که دربازه متقارن 

قرار داشته باشند. 

x را به دست آورید که در بازه متقارن )2،4(  − <2 1
9

1000
٥ــ جواب هایی از نابرابری 

قرار داشته باشند.  
٠< an≤   a  آنگاه n∈N ٠ و<a<1 6ــ ثابت کنید که اگر

متقارن بازه  در  که  آورید  دست  به  را   x − <2 1
9

100
نابرابری  از  هایی  جواب  7ــ 

( قرار دارند. ,− +1 1
3 3

10 10
(

 |x| < Max {|a|, |b|} ثابت کنید ،a < x < b 8  ــ فرض کنیم
)منظور از Max، ماکسیمم مقدار مجموعه است( 

آیا عکس این حکم درست است؟ 
 a = ٠ ثابت کنید ٠ ≤ a < h ، h 9ــ فرض کنیم برای هر عدد مثبت

1٠ــ ثابت کنید در هر پنج ضلعی منتظم با طول ضلع a، نسبت طول قطر به طول ضلع، 
عددی گنگ است. )قضیه هیپاسوس( 

راهنمایی: ابتدا نشان دهید دو مثلث ABE و FEA در شکل زیر متشابه اند. 
E

AD

C B

F

3 عددی گنگ است.  11ــ ثابت کنید 
12ــ ثابت کنید log٣ گویا نیست. 

1٣ــ ثابت کنید:
نامساوی زیر )نامساوی برنولی( به ازای هر عدد طبیعی n  و هر عدد حقیقی x ≥-1 برقرار 

است.
x(n≥ 1+nx+1(    )راهنمایی: استقرا(  
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١ـ١ـ مقدمه
وقتی در یک برنامه تلویزیونی به حرکات و تکاپوی انبوهی از ماهی ها می نگریم، به این فکر وادار 

می شویم که رشد جمعیت ماهی ها از چه مدل و رابطه ای پیروی می کند.
آیا می توانیم با توجه به شرایط زیست  محیطی و تغییرات آن رشد و زوال گونه خاصی از ماهی ها 

را پیش بینی کنیم؟ فرض کنیم مدل جمعیتی نوع خاصی از ماهی ها از رابطه
n

n
n

bpP
a p+ =

+1  
 b و a ام وn+1 جمعیت ماهی ها در سال Pn  +1  ،امn جمعیت ماهی ها در سال  pn  پیروی کند که در آن

دو عدد ثابت اند که به شرایط محیطی ماهی ها وابسته اند.
با استفاده از این رابطه چنان چه جمعیت ماهی ها در سال اول، یعنی P1 معلوم باشد، جمعیت 

ماهی ها در سال دوم و سال های بعد به دست می آید. یعنی اعداد
nP ,P ,P , ,P ,1 2 3    

حاصل می شوند که اصطلاحاً آن را دنباله می نامیم. مطالعه دنباله ها و خواص آنها موضوع این فصل 
می باشد.

مسأله 
)الف( به نظر شما براساس مدل داده شده فوق تحت چه شرایطی جمعیت ماهی ها افزایش می یابد؟  

)ب( تحت چه شرایطی جمعیت ماهی ها کاهش یافته و جمعیت فنا می شود؟
با مطالعه مبحث دنباله ها و بررسی خواص آنها به این پرسش ها می توان پاسخ داد. 

١فصل

�

دنباله ها
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١ـ٢  ـ دنباله های عددی
در سال های قبل با اعداد اعشاری و تبدیل کسرهای گویا به اعداد اعشاری آشنا شده اید. برای 
1 را بـه کسر اعشاری تبدیل کنیم کافی است عدد 1 در صورت کسر را به عدد 

3
مثال برای آن که کسر 

3 مخرج تقسیم کنیم در ابتدا عدد 0/3 حاصل می شود. اگر تقسیم را ادامه دهیم اعداد 0/33، 0/333 
و نظایر این ها به دست می آیند. چون باقیمانده هرگز صفر نمی شود این اعشار همچنان ادامه دارند. آیا 

1 با اعداد به دست آمده برابر است؟

1 به دست آورده ایم که خطای این 3

3
1 را برابر 0/3 اختیارکنیم، مقداری تقریبی برای 

3
هرگاه 

/تقریب کمتر از 0/1 است: زیرا /− =1
0 3 0 033

3
  

1 را برابر 0/33 اختیار کنیم، خطای تقریب از 0/01 نیز کوچک تر است. 

3
و 0/1>…0/033هرگاه 

1 را برابر 0/333 بگیریم، خطای تقریب از 0/001 کوچک تر است. در عمل و 

3
به همین نحوه هرگاه 

1 را به صورت 

3
محاسبات کاربردی خطای تقریب را از پیش معین کرده و متناسب با آن مقدار تقریب 

اعشاری، با اعشار خاتمه یافته، مشخص می کنند.
مسأله 

ممکن است چنین به نظر رسد که برای آن که خطای تقریب را به صفر برسانیم بهتر است بنویسیم

/=1
0 3333

3
  

امّا نوشتن کسر اعشاری با نمایش 0/3333000 که در آن رقم اعشاری 3، برای همیشه ادامه 
دارد، چه معنا و مفهومی می تواند داشته باشد؟ برخی برای آنکه 3 صدم و 3 هزارم و … را تکرار نکنند 

/=1
0 3

3

 می نویسند. 

اگر منظورمان از نوشتن سه نقطه »…« به دنبال آخرین 3 این است که این رقم تا ابد ادامه دارد 
چگونه می توانیم تساوی فوق را تفسیر کنیم؟

در واقع دنباله ای از اعداد اعشاری به صورت
                        n بار ٣

0/3,0/33,0/333, ..., 0/333...3,...  
a1    a2    a3 , ..., an , ...  

                                                                                                                 n بار ٣
an=0/333...3  ,  ... ,  a2=0/33 ,  a1=0/3 در دست داریم که در آن   

�
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a1 را جمله اول این دنباله، a2 را جمله دوم و در حالت کلی، an را جمله n ام این دنباله یا جمله 

عمومی دنباله می نامیم.

تعریف  چگونه  ریاضی  زبان  به  را  دنباله  یک  که  بفرمایید  احمد  شما  اکنون 
می کنید؟

احمد: یک دنباله عددی مجموعه ای از اعداد است که این اعداد با اعداد طبیعی 
شماره گذاری شده اند.

دبیر: بسیار خوب. آیا می توانی به زبان دقیق تری دنباله را تعریف کنی؟
احمد: آری، هر دنباله عددی، یا به اختصار دنباله، تابعی است با دامنه مجموعه 

.R و هم دامنه مجموعه اعداد حقیقی N اعداد طبیعی
دبیر: بسیار خوب. شما تعریف دقیق دنباله را ارایه دادید. می توانی با علامات 

ریاضی توضیح بیشتری بدهی؟
a:N→R    )1( احمد: فرض کنیم 

 a مقادیر تابع a)n( ،...،a)2( ، a)1( یک تابع، یعنی یک دنباله باشد، در این صورت
 ،a1 می نویسیم a)1( بوده که اعدادی حقیقی اند. در موقعیت کاری با دنباله ها، به جای
بـه جای )2(a می نویسیم a2  و به طور کلی به جای )a)n می نویسیم  an. لذا نماد تابعی 

نمایش داده شده در )1( به صورت ساده تر زیر نوشته می شود:
a1 , a2 , ..., an , ...  

دبیر: اکنون شما حسین دو دنباله دیگر نام ببرید.
حسین: این پرسش ساده ای است؛ می توانم بنویسم:

, , , , , , ,
n

1 1 1 1 1
1

2 3 4 5
   )1(

4
      

1   
ـــ

     ، 
2   
ـــ
 3     ،

3   
ـــ
       5    2   ـــ ،     4 

n, , , , , ,
n +

1 2 3 4

2 3 4 5 1
                                              )2(

دبیر: اکنون این دنباله را در نظر بگیرید:

, , , , , , ,− 5 6 7 8
7 8 9

6 7 8 9
  )3(

یت
عال

ف
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آیا می توانی جمله عمومی این دنباله و یا شکل تابعی آن را بیان کنی؟
 5

6
حسین: آری، ٧ اولین جمله این دنباله است، همین 8- دومین و 9 سومین و 

چهارمین جمله آن است. اگر نام این دنباله را b بنامیم، داریم   
b , b , b , b , b ,= = − = = =1 2 3 4 5

5 6
7 8 9

6 7


اما از شماره ٤ به بعد جملات دنباله، که همان مقادیر تابع اند، منظم هستند، پس 
می نویسیم

n
nb , b , b , b , n
n

+= = − = = ≥
+1 2 3

1
7 8 9 4

2
 )٤(

دبیر: فرق این دنباله با دنباله نموده شده در )2( چیست؟
از  متفاوت اند.  هم  با  نخست  در سه جمله  فقط   )2( و   )3( دنباله های  حسین: 

شماره ٤ به بعد دو دنباله متحدند.
دبیر: آیا می توانیم بگوییم این دو دنباله یکی اند؟

حسین: خیر؛ امّا تفاوت در سه جمله تأثیری کلی در اعداد دو دنباله ندارد.
دبیر: ازدنباله های آشنای دیگر خاطرتان هست؟ دنباله هندسی را به خاطر دارید؟

احمد: آری، می توانم چند مثال بزنم، برای نمونه یک دنباله هندسی می سازم:

n, , , , , , ,−1

1 1 1 1 1
1

2 4 8 16 2
 

 

 q = 1

2
دبیر: درست است. این دنباله یک دنباله هندسی است که قدر نسبت آن 

از  است. جملات آن مرتب کوچک و کوچکتر می شوند زیرا قدر نسبت آن کوچکتر 
واحد است.

حسین: منظورتان از کوچکتر شدن چیست؟
دبیر: منظورمان این است که جملات دنباله به عدد صفر گرایش دارند، اصطلاحاً 

گوییم حد دنباله برابر صفر است.
n−1 ولو n خیلی بزرگ باشد، هرگز برابر صفر 

1

2
حسین: اما هر کسر به شکل 

نمی شود.
دبیر: آری درست است. منظور از آن که حد دنباله برابر صفر است، این نیست که 
جملات دنباله برابر صفر می شوند، بلکه خطای آنها تا صفر به دلخواه کوچک می گردد. 
اجازه دهید به این مبحث بعداً بپردازیم. فعلاً به تعاریف و مقدمات دنباله ادامه می دهیم.

یت
عال

ف
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نماد دنباله: وقتی با یک دنباله مانند
a1,  a2, a3 , ..., an , ...  

} و یا حتی مختصرتر با  }n na =1
} و یا مختصراً  }

nna
=

∞
1

سر و کار داریم، آن را با نماد آکولاد یعنی 

 
nn =

 
 
  1

1       ,
     n

n
n =

 
 +  11

} نشان می دهیم. برای مثال، دنباله هایی را که قبلاً حسین نام برد با  }na

نشان می دهیم، لذا جمله عمومی دنباله را در درون آکولاد قرار می دهیم و n =1 نشانگر آن است که 
شماره جملات از عدد طبیعی 1 شروع می شود.

البته هرگاه دنباله، فاقد ضابطه و قانون مشخص باشد، یعنی جمله عمومی آن را نتوانیم با فرمول 
na بیان کنیم، چاره ای نداریم جز آنکه جملات دنباله را یکی یکی و به دنبال 

n
= 1 ساده و معین مانند 

هم نام ببریم و از نماد دنباله نمی توانیم استفاده کنیم.
از این نوع دنباله ها، می توانیم به دنباله اعدادی که نمایشگر عدد π است اشاره کنیم )یعنی اعداد 

آن به عدد π گرایش دارند(.
3, 3/1٤, 3/1٤15, ...  

یا قانونی که بر طبق آن بتوان جملات دنباله را تولید کرد وجود  برای این دنباله هیچ قاعده و 
ندارد )چرا؟(.

نکته : ممکن است با یک توالی متناهی از اعداد سر و کار داشته باشیم. در این صورت این 
توالی را یک دنباله متناهی می نامیم، مانند

1, 2, 3, ٤,  ...  ,  20  

, , , , ,− −1 1
5 5 2 3

3 4
 

که اولی دنباله ای متناهی با 20 جمله و دومی دنباله ای متناهی با ٦ جمله می باشد. اما وقتی از 
یک دنباله بدون قید نام برده می شود مرادمان یک دنباله نامتناهی است.

اکنون به ذکر مثال جالبی از دنباله ها می پردازیم که نظیر تابع ثابت می باشد.
C, C, C, ... ,   C ,    ...                       عدد ثابتی باشد. دنباله C∈R مثال : فرض کنیم  �

که در آن هر جملهٔ آن برابر C، یعنی برای هر عدد طبیعی Cn = C ،n، دنباله ثابت C نامیده می شود 
, , , ,2 2 2  برای نمونه دنباله                                                                            

}می باشد. }2 2 یعنی  دنباله ثابت 

�
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 ـ ٣    ـ نمودار دنباله ها ١
یک دنباله را به دو صورت می توانیم نمایش دهیم. یک راه آن مشخص کردن جملات دنباله روی 
خط اعداد حقیقی است. برای نمونه دنباله اعداد زوج، یعنی 2n{n=1{ به صورت نقاطی روی محور 

اعداد نمایش داده می شود )شکل 1ــ1(. 

راه دوم نمایش دنباله با استفاده از صورت تابعی آن است، 
همانند یک تابع نقاط دنباله را در صفحه مختصات نشان می دهیم. 

نمودار دنباله an    =  2n در شکل 1ــ2 نشان داده شده است.

شکل 1ــ1ــ جملات دنباله an    =  2n، یعنی اعداد طبیعی زوج با نقاط توپر روی محور اعداد حقیقی مشخص شده است.

به معادله f(x)    =  2x مقایسه می کنیم، ملاحظه می کنیم  با خط  شکل 1ــ2ــ وقتی 
که نمودار دنباله با ضابطه an   =  2n به صورت نقاط مجزا و توپر روی این خط قرار 

31دارند. 20

a1

a2

a3

x

y

١ـ٤ـ انواع دنباله ها
در درس حسابان با انواع مهمّی از توابع آشنا شده اید. مفاهیم تابع صعودی، تابع نزولی، تابع 

کراندار در حسابان از اهمیت اساسی برخوردارند. این مفاهیم را بار دیگر یادآوری می نماییم.
فرض کنیم A زیرمجموعه ای از مجموعه اعداد حقیقی باشد، تابع f را بر A صعودی می نامیم، 
درصورتی که همواره از x1  <   x2 نتیجه  شود )f  )x1(      ≤  f  )x2، همچنین تابع f را بر A از بالا کراندار نامیم 

f)x(      ≤    U ، x    ∈  A یافت شود به طوری که برای هر U درصورتی که عدد حقیقی
مفاهیم نزولی بودن و از پایین کراندار بودن مشابهاً تعریف می شوند تابع f را بر A کراندار می نامیم 
درصورتی که از بالا و از پایین کراندار باشد، یعنی عددی مثبت مانند U یافت شود به طوری که برای 

- U  ≤   f)x(      ≤    U     ، x    ∈  A هر
چون هر دنباله ماهیتاً یک تابع است، همین مفاهیم را می توانید در مورد دنباله ها تکرار کنید. 
در این جا کار ساده تر است، زیرا دامنه هر دنباله مجموعه اعداد طبیعی است که به طور مرتب شده، از 

62 840

a1 a2 a3 a4
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کوچک به بزرگ، در نظر گرفته می شود:
n n< < < < < < +1 2 3 4 1 

                                                                    
n na ,a ,a ,a , ,a ,a ,+↓ 1 2 3 4 1   

} بخواهد صعودی باشد، چون 2   >  1، باید a1≤  a2. همچنین چون 3  >  2  }na پس هرگاه دنباله 
باید داشته باشیم a2  ≤     a3 و به طور کلی  چون n <   n+1، لازم است که  an ≤ an+1، یعنی هرگاه از سمت 

چپ به جملات دنباله بنگریم، هر جمله باید از جمله بعدی کوچکتر یا مساوی باشد.
برای دنباله نزولی وضعیت برعکس است، دنباله ای نزولی است که وقتی از چپ بدان می نگریم 
} صعودی است هرگاه برای  }na هر جمله از جمله بعدی بزرگتر یا مساوی است به عبارت دیگر دنباله

bn   ≥  bn + 1 ،n نزولی است هرگاه برای هر { }nb هر an  ≤   an   +1 ،n و دنباله 
هر دنباله که یا صعودی و یا نزولی باشد یک دنباله یکنوا نامیده می شود.

تمرین در کلاس

به دنباله های زیر توجه کنید.
1, 2, ٤, 8,1٦, 32, ٦٤, ... , 2n-1, ... الف( 

n, , , , , , ,1 1 1 1 1 1

3 9 27 81 243 3
 

ب( 

n, , , , , , , ,
n
+3 4 5 6 7 1

2
2 3 4 5 6

  ج( 

nn, ( ) , ( ) , ( ) ,( ) , , ( ) ,
n
+2 3 4 53 4 5 6 1

2
2 3 4 5

  د( 

اکنون مشخص کنید کدام دنباله صعودی و کدامیک نزولی است.

نکته :  در بحث دنباله، از ویژگی های حسابی دنباله چنان است که با افزایش شماره جمله دنباله، 
مقدار جملات افزایش می یابد، یا آن که وقتی دنباله ای از بالا کراندار است، جملات دنباله از یک عدد 

ثابتی بزرگتر نخواهند شد.
بررسی و مطالعه رفتار دنباله ها و همچنین توابع در واقع پیش بینی رفتار آنها است.

�

n na ,a ,a ,a , ,a ,a ,+↓ 1 2 3 4 1 
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به دنباله های زیر توجه کنید.

n, , , , , , , ( ) ,+− − − − 11 1 1 1 1 1 1  الف(   
n, , , , , ( ) ,− − −1 1 1 1 1

2 4 8 16 2
  ب( 

, , , , , ,− − −2 3 4 5 6 7  ج( 

ویژگی این دنباله ها چنان است که جملات آن یک درمیان مثبت و منفی هستند. جملات دنباله 
)الف( همگی حول دو نقطه 1 و 1- گرد آمده اند و در واقع برابر 1 یا 1- هستند. جملات دنباله )ب( نیز 
حول یک عدد معین گرد آمده اند، درحالی که جملات دنباله )ج( فاقد چنین ویژگی هستند. هیچ یک از 

این سه دنباله نه صعودی  اند و نه نزولی، پس یکنوا نیستند.

1ــ چهار دنباله زیر را در نظر بگیرید:

    { }n
n( ) ∞+

=− 1
1

1 }                               ب(  }nn ∞
=+
1

1 الف( 

n

n
( )

∞

=

 + − 
  1

1
1

2
                                د( 

n

n
n

∞

=

 
 +  11

  ج( 

ابتدا تعدادی از جملات هر دنباله را بنویسید. این که چه تعداد از جمله های نخست را 
انتخاب می کنید به خودتان بستگی دارد. سپس مشخص کنید که کدامیک صعودی و کدامیک 

نزولی اند. همچنین تجمع احتمالی جملات هر دنباله را حول یک عدد معین بررسی کنید.
2ــ یک دنباله بسازید که کراندار باشد امّا صعودی نباشد.

3ــ یک دنباله بسازید که هم کراندار و هم نزولی باشد.

n برابر نیستند.
 
 
 

1 ٤ــ نشان دهید که هیچ کدام از دو جمله از دنباله 

1 واقع باشند.

11
1 و 

10
5  ــ ده عدد گویا معرفی کنید که بین دو عدد 

1 واقع باشند.

11
1 و 

10
٦  ــ دنباله ای از اعداد گویا بسازید که بین دو عدد 

مسا ئل
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را  و حدس خود  زده  را حدس  آنها  رفتار  زیر  دنباله های  )اولیه(  بررسی جملات  با  ٧ــ 
توضیح دهید.

{ }n( )+ −1 1                       ج( 
n

n  
 
  

2

2
)n             ب(   ) + 

 
1

1
2

الف( 

n( )
n

+ + 
 

11
1             ز( 

ncos( )

n

π 
 
 
 
 

2
2

)n                 هـ(   )
n

 + 
 

1
1 د(  

8  ــ دنباله                       را در نظر می گیریم:
 

} می نامیم؛ بنابراین،  }nb اکنون 5 جمله نخست آن را تعویض می کنیم و دنباله جدید را 
برای مثال،

b1=1, b2  =  5, b3   =  10, b٤  =  10, b5  =  -15  
}را مقایسه کنید. چه  }nb ،{ }na و برای ٦  ≤     n، قرار می دهیم bn = an. رفتار دو دنباله 

نتیجه کلی از این بررسی عایدتان می شود؟ آن را بیان کنید. 
cn:1,1,2,3,  5,   8,13,21, 3٤, ... 9ــ دنباله  

را در نظر می گیریم. رابطه بین جملات متوالی این دنباله را پیدا کنید.
}یک نمونه از دنباله هایی است که به دنباله های فیبوناتچی1 معروف اند. }nc

}کراندار باشد، عدد مثبتی مانند M هست به قسمی که  }na 10ــ ثابت کنید هرگاه دنباله 
na و بالعکس. M≤  ،n برای هر

n را تا 2 حساب کنید. n از 
n

 
 + 

2

1
11ــ برای چندین جمله اولیه، فاصله جملات دنباله 

n برقرار باشد.  /
n

− <
+

2
2 0 0001

1
چه عددی باید بزرگتر باشد تا نابرابری 

1ــ لئوناردو فیبوناتچی یک ریاضیدان ایتالیایی بود که در رابطه با مطالعه زاد و ولد خرگوش ها و افزایش جمعیت آنها این گونه 
دنباله ها را شناسایی کرده است. در واقع مدل افزایش جمعیت خرگوش ها را صورت بندی کرده است.

n, , , , , ,
n +

1 2 3 4

2 3 4 5 1
  an= _____n

n +1 
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پرسش های مفهومی
پرسش های زیر را بررسی کنید، اگر فکر می کنید درست اند، آنها را توضیح دهید و اگر فکر 

می کنید نادرست اند مثالی ارائه دهید.
الف( هرگاه n جمله نخست یک دنباله را تغییر دهیم در رفتار آن تغییری حاصل نمی شود.
} نیز صعودی است. }nca } دنباله ای صعودی و C عدد ثابتی باشد دنباله  }na ب( هرگاه 

} نیز صعودی است. }nca } دنباله ای نزولی و C عدد ثابتی باشد دنباله  }na ج( هرگاه 
} نیز یکنوا است.  }nca } دنباله ای یکنوا و C عدد ثابتی باشد دنباله  }na د( هرگاه 

 ـ ٥  ـ همگرایی دنباله ها ١
یا تجربه های  اندیشه های کشف شده قبلی  اندیشه های جدید ریاضی در  از  سرچشمه بسیاری 
گذشته نهفته است. با این حال، در بیشتر موارد چنین سرچشمه هایی در لایه های زیرین مفاهیم مربوطه 
پنهان بوده و به آسانی نمی توان آنها را ملاحظه کرد. در واقع، دیدن و یافتن آنها نگاهی تیزبین و شجاعت 
در تفکر می خواهد؛ در بعضی موارد نیز ظرافت هایی دیده می شود ولی در بدو امر به نظر نمی رسد که 

اندیشه جدید ریاضی در ورای آنها وجود داشته باشد.
کند و کاو  به  و  می گردیم  باز  دنباله ها  به  مربوط  توصیف های  و  بحث ها  به  نگرشی  چنین  با 

سرچشمه ها، ظرافت ها یا اندیشه های نو می پردازیم.
تقسیم  دسته  دو  به  می توانیم  را  دنباله ها  کرده ایم  تعریف  که  مفهومی  یا  و  ویژگی  هر  برحسب 

کنیم:
دنباله های کراندار و دنباله های بیکران )کراندار نیستند(.

دنباله های یکنوا و دنباله هایی که یکنوا نیستند.
یک ویژگی دیگر در مجموعه دنباله های بررسی شده وجود دارد که کمتر خودنمایی می کند. 
برخی از دنباله ها این ویژگی را دارند که جملات آن به یک عدد مشخص نزدیک و نزدیک تر می شوند و 
از روی نمودار نیز شهود می شود که به یک نقطه می گرایند. بنابراین معیار دسته بندی جدید را از این 
دنباله هایی که جملات دنباله، به یک عدد معین می گرایند و دنباله هایی که جملات آنها، به یک عدد معین 

نمی گرایند. برای مثال از دنباله های دسته اوّل به دنباله های زیر توجّه می کنیم:
n( ) − 

 
1

2
)n           دنباله  ) + − 

 
1

1
2

         دنباله 
n

 
 + 

1

1
              دنباله 

n
 
 
 

1 دنباله 
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و به عنوان نمونه از دنباله های دسته دوّم، یعنی دنباله هایی که با افزایش شماره جمله دنباله، به یک عدد 
معین نمی گرایند، دنباله های زیر را نام می بریم:

{ }n( ) +− 11 }، دنباله  }n −2 1 }، دنباله اعداد فرد  }n2 دنباله اعداد زوج 
 به صفر میل می کند به عبارت دیگر جملات این دنباله با افزایش 

n
 
 
 

1 ملاحظه می کنیم که دنباله 
شماره جمله ها، به طرز دلخواهی به عدد صفر نزدیک و نزدیکتر می شوند. همچنین با محاسبه جملات 
)n ملاحظه می کنیم که وقتی n بزرگ و بزرگتر می شود جملات این دنباله به عدد 1  ) + − 

 
1

1
2

دنباله 
نزدیک و نزدیکتر می شوند. برای آنکه این مفهوم »نزدیکی جملات دنباله به عدد 1« را به لحاظ ریاضی 

واضح و روشن کنیم به نمودار این دنباله بار دیگر دقت می کنیم.
قبل از این، جدولی برای تعیین مقادیر این دنباله تنظیم می کنیم.

1 2 3 4 5 6 7

1 5 7 17 31 65 127

2 4 8 16 32 64 128



n

n

a

هرگاه  پس  می شود.  عدد سنجیده  دو  آن  تفاضل  قدرمطلق  با  عدد  دو  نزدیکی  میزان  می دانیم 
)n را قرار دهیم: )+ − 1

1
2

، کافی است به جای an عبارت  na − < 1
1

5
بخواهیم 

n n
na ( ) ( )− = + − − =1 1

1 1 1
2 2

 

n به طور  ≥ = >32 8 2 5 )n پس هرگاه مثلاً  ) >1 2 5 )n کافی است  ) <1 1

2 5
حال برای آن که 

. n ≥ 3 قطع نامساوی )1( نیز برقرار است؛ در این صورت باید 

شکل 1ــ٣

از  که  می کنیم  ملاحظه  نیز  جدول  در 
شماره n = 3 به بعد اختلاف جملات دنباله تا 
این  نمودار  به  است.  کوچکتر   1

5
از   1 عدد 

دنباله نیز توجه می کنیم:

شکل 1ــ3 نقاط معرف جملات دنباله از جایی به بعد در درون نوار به مرکز y  =1 قرار دارند 
1 در نظر می گیریم مقادیر جملات دنباله از مرتبه 3 به بعد در 

5
وقتی نواری به مرکز خط y  =1 و به شعاع 

6
5

4
5

3 41

1

20
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na ( , )∈ 4 6

5 5
، یعنی  na ( , )∈ − +1 1

1 1
5 5

این نوار قرار می گیرند؛ به زبان فنی تر هرگاه n  ≥  3، یعنی 

nn , a= − = − = <7 1 1
3 1 1

8 8 5
 

nn , a= − = − = <17 1 1
4 1 1

16 16 5
 

nn , a= − = − = <31 1 1
5 1 1

32 32 5
 

nn , a= − = − = <65 1 1
6 1 1

64 64 5
 

 برمی گردیم. می دانیم که با بزرگ و بزرگتر شدن n جملات 
n

 
 
 

1 بار دیگر به دنباله

دنباله به عدد صفر می گرایند. اکنون از شما خواسته می شود که با محاسبات ریاضی این 
معنی را روشن تر سازید. برای نمونه به یک مورد توجه می کنیم:

، از چه شماره و یا مرتبه ای به بعد اختلاف جملات دنباله تا صفر  na
n

= 1 هرگاه 

  کوچکتر است؟
1

100
از 

را پیدا کنیم. این  na
n

− = <1 1
0

100
در واقع می خواهیم جواب های نامساوی 

نامساوی معادل نامساوی n   >  100 می باشد، پس داریم.

nn a> ⇒ − < 1
100 0

100

برای مثال  

nn a= ⇒ − = <1 1
101 0

101 100  

nn a= ⇒ − = <1 1
105 0

105 100
 

nn a= ⇒ − = <1 1
1000 0

1000 100
 

یت
عال

ف
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، مرتبه مربوطه را پیدا کنید.  1

100
1 به جای 

1000
حال با اختیارکردن 

1 مرتبه مربوطه را پیدا کنید.

100
 به جای 

, ,
1

1000000
سپس با اختیارکردن 

1 مرتبه مربوطه را پیدا 

100
 به جای 

, , ,
1

1000000000
همچنین با اختیارکردن 

کنید.

سؤال: آیا این وضعیت برای همه اعداد کوچک نظیر یک صد میلیونم، و یک میلیاردم برقرار 
است؟

   می پردازیم. برخی از مقادیر 
n

 
 
 

1 نکته :  برای پاسخگویی به پرسش اخیر به بررسی بیشتر دنباله 
این دنباله را برای nهای بزرگ در جدول زیر درج کرده ایم.

n , , , , , ,

, , , , , ,
n

6 8 9

6 8 9

10 100 1000 10 10 10

1 1 1 1 1 1 1

10 100 1000 10 10 10





 را نشان می دهد.
n
1 این جدول برخی مقادیر دنباله 

 کوچکتر 
n
1 با توجه به مقادیر دنباله مشاهده می کنیم که هر اندازه n بزرگتر اختیار شود مقدار 

نزدیکتر  و  نزدیک  نقطه صفر  به  اعداد،  محور  روی  دنباله،  این  مقادیر  نمایش دهنده  نقاط  و  می شود 
می شوند.

 مثبت هستند و لذا نقاط متناظر این مقادیر 
n

 
 
 

1 از طرف دیگر می دانیم که همه مقادیر دنباله 
روی محور حقیقی سمت راست مبداء، یعنی صفر، قرار دارند. می توان چنین تصور کرد که چون 
مقادیر این دنباله از صفر کمتر نمی شوند، عدد صفر مانند یک نقطه که مانع عبور نقاط دنباله به سمت 
چپ خودش است، ایستادگی می کند و نقاط دنباله هرگز به صفر نمی رسند گرچه به دلخواه به آن نزدیک 
می شوند و گویی نقطه صفر حد نقاط این دنباله است. باید توجه کنیم که شهود بصری، در مواردی، 
 و نمودار هندسی نقاط آن روی محور اعداد به نظر 

n
 
 
 

1 با دقت ریاضی تفاوت دارد؛ در مورد دنباله 
 برای n های بزرگ در نزدیک های نقطه صفر به هم می چسبند و گویی 

n
1 می رسد که نقاط نمایش مقادیر 

طولی پیوسته می سازند! در صورتی که این شهود هندسی کاملاً نادرست است. زیرا هیچ دو نقطه ای از 
این دنباله بر هم منطبق نیستند تا آن که طولی پیوسته به وجود آید، مهم تر از این می دانیم که در واقع بین 

هر دو کسر گویا بی شمار عدد حقیقی گویای دیگر وجود دارد.

�

یت
عال

ف
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با توجه به این که فاصله دو نقطه روی محور با قدر مطلق تفاضل آن دو نقطه سنجش می شود، از 
منظر جبری و محاسباتی قدر مطلق تفاضل دو عدد، اختلاف و نزدیکی آن دو عدد را مشخص می کند. 
بنابراین به جاست که مفاهیم مربوط به رفتار دنباله را با استفاده از نِماد و مفهوم قدرمطلق صورت بندی 

کنیم.
در حالت کلی هرگاه عددی را که تصور می شود جملات یک دنباله به آن می گرایند و یا حول آن 

تجمع می کنند »L« بنامیم، آنگاه به آسانی می توانیم عبارت هایمان را به زبان ریاضی برگردانیم:
na و یا فاصله  L− } با مقدار حدی L به زبان ریاضی می شود }na اختلاف جمله nام دنباله

na L− جمله n ام دنباله تا نقطه حدی دنباله می شود 
، عبارت قدرمطلقی مربوطه به صورت زیر است: na

n
= 1 در حالت خاص دنباله 

na L
n n

− = − =1 1
0

  

بـاشد، بـاید 
 n ,

<1 1

1000000
در انـجــام فـعـالیت قبلـی مـلاحظه کـردیم کــه اگــر بـخـواهیم 

 کافی است مقادیر n در نامساوی n   >109 صدق کنند.
n

<
9

1 1

10
n   >1000,000؛ و هرگاه بخواهیم 

 
 , , ,

1

100000000000
احمد: آیا می توان گفت که اختلاف جملات این دنباله از عدد صفر از مقدار 

)یک صد میلیاردم( نیز کمتر می شود.
 n = +1110 1 دبیر: آری، کافی است که n را از 100،000،000،000 بزرگتر بگیریم، مثلاً 

در این صورت 
n

= <
+11 11

1 1 1

10 1 10  
احمد: آیا این وضعیت برای همه اعداد کوچک و کوچکتر از یکصد میلیاردم نیز صادق است؟

دبیر: آری هر عدد کوچک )مانند ε  >0 اپسیلن( که انتخاب کنیم ازشماره ای به بعد اختلاف 
ε اختیار شد. =

11

1

10
جملات مربوطه از صفر کمتر از ε است که در مثال بالا 

امّا چون نمی توانیم این وضعیت را برای همه اعداد کوچک نظیر یک میلیونم، یک میلیاردم و 
یا یکصد میلیاردم امتحان کنیم به ناچار باید متوسل به ε شویم )بخوانید اپسیلن(

ε در واقع نماینده همه اعداد کوچک و مثبت است و چون در عمل دلخواه فرض می شود 
ما را از تجربه ها و محاسباتی که پایان ندارد بی نیاز می سازد.
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احمد: این بسیار جالب است، امّا شماره جمله ها چگونه عددی خواهد شد؟
 برقرار 

n n
− = < ε1 1

0 دبیر: طبیعی است شماره جملات مربوطه که باید برای آنها نامساوی 

هرگاه  یعنی  آمد،  به دست   M  =101 ، ε = 1

100
وقتی  نمونه  برای  بستگی خواهد داشت.   ε به  باشد 

،M نماینده شماره مربوطه است.
n

<1 1

100
  ،n   ≥  101

، شماره مربوطه یعنی M  =1001 به دست آمد. ε = 1

1000
وقتی 

ε شماره مربوطه یعنی M  =1011 +1 به دست آمد، زیرا دیدیم از این شماره به  =
11

1

10
وقتی 

… ،n  =1011+3 ، n  =1011+2، n  =1011+1 ًمثلا n > 1110 بعد، یعنی هرگاه 

n
= < = ε

+11 11

1 1 1

10 1 10
 

n
= < = ε

+11 11

1 1 1

10 2 10
 

n
= < = ε

+11 11

1 1 1

10 3 10
 

 
n

< ε1  ، n ≥ +1110 و به طورکلی برای هر n که 1
 ریاضی وارتر بیان کنیم، برای هر عدد 

n
 
 
 

1 اکنون می توانیم تجربه مان را در خصوص دنباله 
مثبت )ولو بسیار کوچک( ε فاصله an ها از صفر از شماره ای مانند M به بعد کمتر از ε می شود.

به عبارت دقیق تر
و بالاخره به  na − < ε0   ،n ≥ M هست که هرگاه M عددی طبیعی مانند ،ε  >0 برای هر عدد
} و عدد حقیقی مانند L که تصور می کنیم  }na این مفهوم کلیت داده و آن را برای هر دنباله دلخواه  

جملات دنباله به آن گرایش دارند، بیان می کنیم:

}  دارای حـد L است، هرگـاه بـرای هر عــدد ε  >0، عـددی  }na تعریف    : گوییم دنبالـه
M وجود داشته باشد به طوری که برای هر عدد طبیعی n که n ≥ M، نابرابری  طبیعی مانند 

na برقرار باشد.  L− < ε
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 nn
lim a L
→∞

= } دارای حدی برابر L است« با نماد ریاضی به شکل  }na این جمله را که »دنباله 
نوشته و آن را چنین می خوانیم.

»حد دنباله an وقتی n به ∞ میل می کند برابر L است«
}را یک دنباله  }na }   به L همگراست« و در این صورت دنباله  }na یا آن که می گوییم » دنباله 

همگرا می نامیم.
} چنین عددی حقیقی مانند L که در تعریف فوق صدق می کند  }na وقتی برای دنباله ای مانند 

}را یک دنباله واگرا می نامیم. }na وجود نداشته باشد دنباله 

} را در نظر می گیریم، جملات این دنباله یک درمیان اعداد 1-  }n
n

( )
=

−
1

1 �  مثال :  دنباله 
و 1 را  اختیار می کنند. در واقع جملات این دنباله به عنوان نقاط خط حقیقی روی دو نقطه 1- و 1 
قرار گرفته و لذا به این دو نقطه گرایش دارند. امّا معلوم است که این دنباله همگرا نمی باشد، زیرا مقدار 

L می بایست یک عدد منحصر به فرد بوده و همه جملات به همین یک عدد گرایش کنند.
)به مقدار دلخواه(   L به با n  های فرد هرگز  دنباله  این  حال هرگاه L  =  1 اختیار کنیم جملات 
نزدیک نمی شوند. همین وضعیت برای L  =  -1 نیز صادق است، پس یک عدد مشخص L که در تعریف 

همگرایی صدق کند وجود ندارد.

تمرین در کلاس

1ــ توضیح دهید که چرا دنباله  an  =2n  +1 همگرا نمی باشد.

,  را در نظر بگیرید، ابتدا ضابطه  , , , , , , , , ,− − − − −1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

2 3 4 5 6


2ــ دنباله 

این دنباله را معلوم کنید، سپس از این دنباله دو دنباله استخراج کنید که یکی همگرا و دیگری 
واگرا باشد.

می توان چنین  را  دنباله ها  پیدا کردن حد  یا  و  همگرایی  تشخیص  به  مربوط  مسأله های   : نکته 
طبقه بندی کرد.

الف( مسأله هایی که در آنها از پیش همگرایی دنباله بررسی شده و از شما خواسته می شود تا 
مطابق تعریف تساوی حدی 

nn
lim a L
→∞

=  )1(

�
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را محقق سازید، برای اثبات )1( طبق تعریف می بایست نشان دهیم که حکم منطقی زیر برقرار و درست 
است.

 na L− < ε  ،n  ≥  M هست به قسمی که برای هر M عددی طبیعی مانند ،ε  >0 2( برای هر عدد(
در اثبات )ε  >0 ،)2 به عنوان یک عدد حقیقی مثبت معلوم مسأله است. 

همچنین در اینجا M به عنوان یک عدد طبیعی )شماره جملات مورد نظر( مجهول مسأله است. 
M را باید چنان پیدا کنیم که در گزاره شرطی زیر صدق کند:

na L− < ε اگر n عددی طبیعی و n ≥  M آنگاه   
 na L− < ε معنای این گزاره شرطی آن است که از شماره M به بعد جملات دنباله در نامساوی 

صدق کرده و لذا در اطراف L تجمع می کنند.
na برقرار  L− < ε در مسائل مربوط به اجرای دستورالعمل فوق، چون می خواهیم نابرابری 

باشد و ε بر ما معلوم است. با این نابرابری کار می کنیم تا بتوانیم به نحوی M را پیدا کنیم.
ب( دسته دوم مسأله های مربوط به حد مسأله هایی است که در آن L بر ما معلوم نیست. در واقع 
در این نوع مسأله ها از شما خواسته می شود با بررسی جملات دنباله چنانچه فکر می کنید دنباله مورد 
نظر همگـراست ابتدا L را حدس بزنید و سپس در صورت واقعیت امـر و درست بــودن حـدس خـود، 

nn را ثابت کنید.
lim a L
→∞

= مطابق بند الف تساوی حدی، 
ضمناً همیشه یادتان باشد که:

تسلط بر خواص نابرابری ها و درک درست حکم منطقی )2(، که همان مفهوم حد است، 
از ملزومات اساسی حل مسأله های مربوط به همگرایی است.

n را بررسی کنید.

n
( )

=

 − 
  1

1
3

2
�  مثال : همگرایی دنباله 

عددی  چه  به  همگراست  اگر  و  واگرا  یا  همگراست  دنباله  این  آیا  که  کنیم  معلوم  باید   : حل   
همگراست؟

با اندکی کنکاش در مقادیر این دنباله ملاحظه می کنیم که جملات دنباله، برای n های به قدر کافی 
)n برای n  های بزرگ، کوچک  )1

2
بزرگ، به عدد 3 گرایش دارند. دلیل این امر آن است که مقدارهای 

و کوچکتر شده و مقدار آن به صفر نزدیک می شود.
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.L  =  3 در این جا ، n
n
lim ( ( ) )
→ ∞

− =1
3 3

2
حدس: 

�  برهان :  فرض کنیم ε  >0  عدد دلخواهی باشد باید Mی پیدا کنیم که
 n( ) − − < ε  

1
3 3

2
   ،  n ≥  M که n برای هر  )1(

n n( ) ( ) − − <  
1 1

3 3
2 2

داریم  

)n برقرار می گردد و همین  )1

2
<  ε درنتیجه باید معلوم کنیم که از چه شماره ای به بعد نابرابری

n است. از طرفین  >
ε
1

2 شماره مورد نظر مجهول M را به دست می دهد. این نابرابری معادل نابرابری 

n log>
ε2
1 لگاریتم در پایه 2 می گیریم 

log عددی طبیعی باشد، M را به صورت زیر معرفی می کنیم.
ε2
1 چون معلوم نیست که 

M log = + ε 2
1

1  
و بدین ترتیب مجهول M به دست می آید.

احمد: از کجا معلوم است که این مقدار M در گزاره شرطی )1( صدق می کند؟
دبیر: می توانیم M را آزمون نماییم، برای این کار فرض کنیم n عددی طبیعی و n  ≥  M باید 

نشان دهیم
n( ( ) )− − < ε1

3 3
2

 )2(

n M log ≥ = + ε 2
1

، چون: 1 n
na ( )= − 1

3
2

در اینجا 

n log>
ε2
1 ، پس  [ ]x x+ >1  ،x و برای هر

  logn ε> =
ε

2
1

1
2 2 درنتیجه:  

n < ε1

2
با معکوس کردن جملات، جهت نابرابری تغییر می کند: 

 
n( ) < ε1

2
و یا 

n n( ( ) ) ( )− − = < ε1 1
3 3

2 2
امّا  
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یعنی برای هر n که n  ≥  M، نابرابری )2( برقرار است.
محسن: نیازی به آزمایش M نیست زیرا برای یافتن M، همه عملیات برگشت پذیرند.

به  لزومی  بکنید  توجه  نابرابری ها  با  کار  و  عملیات  برگشت پذیری  به  اگر  است،  دبیر: درست 
آزمایش M به دست آمده نمی باشد.

n همگراست؟
na sin π=
2

} با ضابطه  }na �  مثال :  آیا دنباله 
 حل :  برخی مقادیر این دنباله رابررسی می کنیم.

n , a sin π= = =11 1
2

  

n , a sin= = π =22 0  

n , a sin π= = = −3
3

3 1
2

 

n , a sin= = π =44 2 0  

n , a sin π= = =5
5

5 1
2

 
با ادامه محاسبات ملاحظه می کنیم که مقدارهای این دنباله منحصر به اعداد 1 و 0 و 1- هستند 

پس این دنباله نمی تواند همگرا بوده باشد.
احمد: بسیاری از جملات دنباله برابر 1 بوده و لذا در 1 مجتمع می شوند، آیا ممکن نیست که 

دنباله همگرا به عدد 1 باشد.
دبیر: خیر. در این مورد ساده ترین راه استفاده از نمودار دنباله است و کافی است بازه ای مانند 
را حول خط y  =1 در نظر بگیریم )شکل  ε = 1

2
به شعاع  به مرکز 1 و  ) یعنی نواری  , )− +1 1

1 1
2 2

1ــ٤(

شکل 1ــ4

3
2

1
2

3 4 5 61

1

20

a = −3 1

x

y
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لذا  به صورت n  =2k در نظر گرفت و  هرچقدر M را بزرگ اختیار کنیم، n  ≥  M را می توان 

 ( , )− +1 1
1 1

2 2
a2k=sinkπ  =0 یعنی تعداد زیادی از جملات که با شماره زوج هستند خارج از بازه 

قرار می گیرند.
بازه  لذا در  و  بوده  برابر 1  فرد هستند  با شماره  که  دنباله  از جملات  زیادی  تعداد  امّا  احمد: 

هستند. ( , )− +1 1
1 1

2 2
نظیر  باید  بیفتد  اتفاق 

n

nlim sin
→∞

π =1
2

حدی  تساوی  بخواهد  اگر  امّا  است.  درست  دبیر: 
 ،n  ≥  M هر  برای  که  شود  یافت   M طبیعی  عدد  تعریف  طبق   ، ε = 1

2
اینجا  در  که   ( , )− ε + ε1 1

) na − < ε1 na )و یا  ( , )∈ − ε + ε1 1

توجه کنید که این یک حکم کلی است: برای هر n که n ≥  M باید نابرابری برقرار باشد. درحالی 

na زیرا  − ≥ ε = 1
1

2
که گفته شد هرچقدر که M را اختیار کنیم nهایی هست، n  =2k که n ≥  M امّا 

، و این با تعریف همگرایی در تناقض است. na ( , )∉ − +1 1
1 1

2 2

 را حدس بزنید و سپس حدس خود را به روش ε اثبات کنید.
n

n
n =

− 
 
  1

1 1ــ ابتدا حد دنباله 

} یک دنباله همگرا باشد. همچنین فرض کنیم K عدد صحیح و ثابت  }n na =1
2ــ فرض کنیم 

برای مثال هرگاه  n n kb a += } را چنین تعریف می کنیم:  }n nb =1
است به قسمی که n  +  k  ≥  1، دنباله 

} چنین است: }nb } باشد، دنباله  }na n دنباله  na ,a , a , , a , a ,+1 2 3 1  k  =  2 و 

n nb a ,b a , b a , , b a ,+= = = =1 3 2 4 3 5 2   
a3 , a٤ , a5 , ... ,  an+2 , ... یعنی  

 nn
lim b L
→∞

= nn و آنگاه 
lim a L
→∞

= } است. ثابت کنید هرگاه  }n nb =1
همان دنباله 

3ــ کدامیک از دنباله های زیر همگراست. آنهایی را که فکر می کنید همگرا نیستند، واگرایی 
دنباله را توضیح دهید.

n
log

n =

 
 
  1

1 }   د(  }nlog n =1
}         ج(  }n

n=1
3 n      ب( 

n
( ) −

=

 
 
 

1

1

1

3
الف( 

مسا ئل
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کسانی که مفهوم حد دنباله و حد توابع را به درستی درک کنند ریاضیات را بهتر درک 
 ـ 1289(. می کنند. )استاد دکتر غلامحسین مصاحب 1358ـ

١ـ٦  ـ دنباله های واگرا به ∞ ±
دنباله های واگرا را به دو دسته می توان تقسیم بندی کرد:

}که برای آنها هیچ عدد حقیقی، و ∞ ± یافت نمی شود به طوری که  }n
n( ) =−

1
1 دنباله هایی مانند 

nn
lim a L
→∞

=

بزرگ، حول یک عدد  برای nهای  دنباله،  } گرچه جملات  }nn =1
2 مانند  دنباله های واگرایی 

حقیقی تجمع ندارند، لیکن دنباله به نوعی خوش رفتار است!
ادعای ما از خوش رفتاری این دنباله چیست؟

وقتی برای nهای بزرگ جملات دنباله را بررسی می کنیم )با مقدار دهی به n( ملاحظه می کنیم 
که مقادیر جملات از هر عدد حقیقی که بخواهیم بزرگتر می شوند و این یک نوع خوش رفتاریست!

n   >   500,000 2 کافی استn   >   10مثلاً هرگاه بخواهیم ٦
n   >   50,000,000 2 کافی استn   >   108 هرگاه بخواهیم

عدد   از  بعد   50,000,000 شماره  از  دنباله  جملات  که  است  آن  شرطی  گزاره  این  معنی 
که  می گیریم  نتیجه   n   >   50,000,000 از  بزرگترند، زیرا   100,000,000 شده(  پیش تعیین  )از 

.2n   >   100,000,000

 

kn >
2

به طورکلی فرض کنیم k عدد حقیقی کاملاً دلخواهی باشد برای آنکه 2n   >   k کافی است 
kn اختیار کنیم زیرا واضح   ≥ +  

1
2

و چون می خواهیم n طبیعی باشد )شماره جملات( کافی است که 
. k k  + >  

1
2 2

است که 
حال می توانیم تعریف خاصی از واگرایی ارایه دهیم.

واگرا به ∞ )یا ∞+( است هرگاه گزاره منطقی زیر برقرار 
  
{ }n na =1

تعریف   : گوییم دنباله 
باشد.

بـرای هر عدد حقیقی مثبت K، عددی طبیعی مانند M یافت شود به قسمتی که هرگاه 
.an >  k ، n ≥  M

. nn
lim a
→∞

= در این صورت می نویسیم ∞ ∞−
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به زبان ساده واگرایی به ∞ دلالت بر آن دارد که جملات دنباله بزرگ و بزرگتر می شوند به نحوی 
که برای هر عدد حقیقی )بزرگ( k، از شماره ای به بعد همه جملات از k بزرگترند. 

 nn
lim a
→∞

= −∞ ∞ این است که هرگاه تساوی  ∞ حاصل می شود  به  از واگرایی  نکته ای که فوراً 
بزرگتر  و  بزرگ  بلکه  مثبت اند  تنها  نه  مثبت اند،  الزاماً  بعد  به  جایی  از  دنباله،  جملات  بیفتد،  اتفاق 

می شوند و به  صورتی مجازی می توان گفت که در حول و حوش ∞ گرد می آیند!
نظر  از  لیکن  منفی اند،  بعد  به  جایی  از  دنباله،  جملات  که  است،  وقتی  فوق  وضعیت  مشابه 

قدرمطلقی بزرگ و بزرگتر می شوند.

nn هرگاه 
lim a
→∞

= −∞ } واگرا به ∞ ـ ـ است و می نویسیم  }n na =1
تعریف    : گوییم دنباله 

گزاره زیر برقرار باشد.
برای هر عدد حقیقی منفی K، عدد طبیعی مانند M وجود داشته باشد به طوری که هرگاه 

an <  k آنگاه n ≥  M

nn اتفاق افتد جملات دنباله می بایست از جایی به بعد منفی بوده و از 
lim a
→∞

= −∞ پس هرگاه 
نظر قدرمطلق بزرگ و بزرگتر شوند.

پرسش: آیا دنباله ای که جملات آن به صورت نوسانی مثبت و منفی می شوند می تواند واگرا به 
∞+ یا واگرا به ∞ ــ باشد؟

تمرین در کلاس

 ابتدا با حدسیه سازی مشخص کنید که کدامیک از دنباله ها واگرا به ∞+ یا واگرا به ∞- 
است و سپس حدس خود را ثابت کنید.

n
(n )

∞

=

 + 
 6

1

1
1

10
 )3                  { }n

n
∞

=
− 2

1
1000  )2                  { }n

n
∞

=
2

1
 )1

برای نمونه و راهنمایی به )1( می پردازیم
وقتی n مقادیر بزرگ اختیار می کند، قطعاً n2 نیز بزرگتر می شود، درنتیجه حدسمان این 

)1(      
n
lim n
→∞

= +∞2 است که 



حساب دیفرانسیل و انتگرال ٤0

�برهان )١( : فرض کنیم K  >0 عدد مثبت دلخواهی باشد. باید نشان دهیم از شماره ای 
به بعد n2> K، پس شماره ای مانند M است که هرگاه n2> K ، n    ≥   M در اینجا K معلوم مسأله است.

 M k = +  n می باشد. می توانیم شماره M مجهول را 1 k> امّا نامساوی n2> k معادل 
n k> n پس  k ≥ +  اختیار کنیم. اکنون می توانیم حکم مسأله را آزمون نماییم: فرض کنیم 1

n2  >  K درنتیجه
an   =  n2 > K و یا  

یک بار دیگر حل مسأله رابه اختصار مرور می کنیم. 
هر  برای  )٭(  کنیم  ثابت  می بایست  ادعا،  این  اثبات  برای   ،

n
lim n
→∞

= +∞2 که  داشتیم  ادعا 
عدد  M ، K   >0یی هست که هرگاه n2    >  k ، n    ≥   M در اثبات )٭(، k معلوم و M مجهول است. M باید 

n2    >   k ، n    ≥   M چنان پیدا شود که برای هر
به  و  افتادیم  راه  ماست،  مطلوب  که   ،n2    >   K نامساوی  از  نامساوی ها  خواص  از  استفاده  با 

به عنوان شماره مجهول رسیدیم.
 
M k = +  1

یادتان باشد، که در حل مسأله های مربوط به حد دنباله ها:

استفاده از خواص نابرابری ها و درک صحیح گزاره های شرطی اگر … آنگاه در 
یادگیری حسابان نقش اساسی دارد.

          
n

nlim
n→∞

+ = ∞
2 1 1ــ ثابت کنید الف( 

n نه به ∞+ و نه به ∞- واگراست. n( )
n

 + − 
  

2 1
1  ب( دنباله 

                      

n n
lim

a→∞
=1

0 nn  آنگاه 
lim a
→∞

= ∞ 2ــ ثابت کنید هرگاه 

. nn
lim a
→∞

= ∞ . ثابت کنید 
n n
lim

a→∞
=1

0 3ــ فرض کنیم همواره an >0 و 

. nn
lim a
→∞

= −∞ . ثابت کنید 
n n
lim

a→∞
=1

0 ٤ــ فرض کنیم همواره  an <0 و 

مسا ئل
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 n
nc
n

+=
+

2

2

3 1

2 7
 ، n

nb
n

−=
+

2

3

1

6 1
  ، n

n na
n

− +=
+

25 3 11

2 1
5  ــ فرض کنیم

دنباله هایی از اعداد باشند. ثابت کنید.

 
nn

lim a
→∞

= ∞  ، nn
lim b
→∞

=0 ، nn
lim c
→∞

= 3

2  

١ـ٧ـ اصل موضوع تمامیت
مطالعه حد دنباله ها ارتباط تنگاتنگی با ویژگی های مجموعه اعداد حقیقی یعنی R دارد. پس 
هفدهم  قرن  در  انگلیسی  و  آلمانی  دانشمندان  توسط  انتگرال  و  دیفرانسیل  حساب  نظریه  کشف  از 
نابسامانی هایی در برخی موارد و نتایج آن بروز کرد. ریاضیدانان چندی در رفع این نابسامانی ها تلاش 
کردند و سرانجام پس از طی بیش از یک قرن وایراشتراس توانست به رفع آن نایل شود. وایراشتراس 
دریافت که صورت بندی دقیق و منطقی بحث حساب دیفرانسیل و انتگرال بر شناخت عمیق تر دستگاه 
اعداد حقیقی استوار است. اصل تمامیت یکی از مهم ترین ویژگی های R است که دستگاه اعداد گویا، 
یعنی Q، فاقد آن است، گرچه Q همه خواص جبری و ترتیبی مربوط به R را داراست. در این بخش 
قصدمان این نیست تا نقص Q را بررسی کنیم، لیکن به دلیل نیاز به استفاده از اصل تمامیت، این اصل 
به لحاظ شهودی درکی ساده  بیان خواهیم کرد. اصل تمامیت، همانند بیشتر اصول دیگر، گرچه  را 

دارد، امّا به لحاظ نظری اثبات آن ناممکن جلوه می کند.
 R ترتیبی روی رابطه  از  منبعث  که  بیان می کنیم   R زیر مجموعه های باب  در  ویژگی  دو  ابتدا 

می باشند. در اینجا فرض می کنیم A یک زیرمجموعه ناتهی R باشد.
.x   ≤  u ،x∈A نامیم هرگاه برای هر A را یک کران بالای U تعریف 1: عدد حقیقی

b∈R را کوچکترین کران بالای A می نامیم هرگاه a یک کران بالای A بوده و برای هر کران 
a  ≤  U ،U مانند A بالای دیگر

مشابهاً می توانیم از پایین به مجموعه A نگاه کنیم:
.v   ≤  x ،x∈A نامیم هرگاه برای هر A را یک کران پایین V تعریف 2: عدد حقیقی

b∈R را بزرگترین کران پایین A نامیم هرگاه b یک کران پایین A بوده و برای هر کران پایین 
.v   ≤ b, v مانند A دیگر
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کوچکترین کران بالا را سوپریموم و بزرگترین کران پایین را اینفیموم می نامند.
دقت کنید که تعریف 2 چگونه از روی تعریف 1 ساخته شده است!

: در این صورت 3 یک کران بالای A است.  [ ]A ,= 1 2 برای مثال، فرض کنیم 
3/5 نیز یک کران بالای A است.

2/5 چطور؟ A چند کران بالا دارد؟
کوچکترین کران بالای A کدام است؟ آری a  = 2 کوچکترین کران بالای A است.

 b و هم a است. در این مثال هم A بزرگترین کران پایین b  = 1 مشابهاً به آسانی معلوم است که
به A تعلق دارند، امّا ممکن است کوچکترین کران بالا و یا بزرگترین کران پایین یک مجموعه به آن 

مجموعه تعلق نداشته باشند.
هرگاه )1,2(   =   B )بازه باز( آنگاه کوچکترین کران بالای B برابر 2 و بزرگترین کران پایین B نیز 

برابر 1 است درحالی که هیچ یک به B تعلق ندارند. )چرا؟( 
سؤال: آیا همهٔ زیرمجموعه های ناتهی R دارای کوچکترین کران بالا و بزرگترین کران پایین 

هستند؟ نظرتان را در مورد )∞ +  ,A   =   [1 و )B   =   )- ∞,2 بیان کنید.

تمرین در کلاس

الف( در مورد احکام زیر فکر کنید، می توانید با مثال ها کار کنید. اگر فکر می کنید درست اند 
آنها را توضیح دهید. و اگر فکر می کنید نادرست اند، نیز توضیح دهید.
1ــ هر مجموعه از بالا کراندار دارای کوچکترین کران بالا است.

2ــ هر مجموعه از پایین کراندار دارای بزرگترین کران پایین است.
3ــ هرگاه A یک مجموعه کراندار و ناتهی باشد هم کوچکترین کران بالا و هم بزرگترین 

کران پایین دارد.
٤ــ هرگاه φ  ≠A  ⊆   B و U∈B یک کران بالای B باشد، U  یک کران بالای A نیز می باشد.

5  ــ حکمی نظیر ٤ در باب کران های پایین بیان کنید.

اکنون اصل موضوع تمامیت را بیان می کنیم، باید توجه داشت »اصل موضوع« و یا اختصاراً 
»اصل« در ریاضیات به گزاره ای گفته می شود که بدون اثبات پذیرفته می شود اصل موضوع 

تمامیت در باب اعداد حقیقی.
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یک مجموعه ناتهی از اعداد حقیقی که دارای کران بالا باشد، دارای کوچکترین کران بالا است.

این اصل معادل است با اصل زیر:

یک مجموعه ناتهی از اعداد حقیقی که دارای کران پایین باشد، دارای بزرگترین کران پایین است.

اکنون با استفاده از این اصل به اثبات مهمترین قضیهٔ این فصل می پردازیم
 nn

lim a L
→∞

} یک دنباله صعودی و از بالا کراندار باشد در این صورت = }na �   قضیه ١:  فرض کنیم 
وجود دارد. به عبارت دیگر هر دنباله صعودی و از بالا کراندار همگراست.

دنباله  جملات  عددی  مقادیر  مجموعه   S یعنی   ، { }nS a | n N= ∈ می دهیم  قرار   : �  برهان 
 S تمامیت بنابر اصل موضوع  مانند K است.  بالایی  S  ≠    φ و S دارای کران  مورد بحث است پس 
که  می دهیم  نشان  می نامیم.   L را   S بالای  کران  کوچکترین  این  بالاست.  کران  کوچکترین  دارای 

nn
lim a L
→∞

=

 S یک کران بالای L-  ε عدد دلخواهی باشد. پس ε   >0 حال فرض کنیم a n    ≤  L ،  nبرای هر
نیست، زیرا L -  ε <  L   و L کوچکترین کران بالای S فرض شده است.

چون L  -   ε کران بالای S نیست، حداقل یک عضو S مانند aN وجود دارد.
.n   ≥    N حال برای هر .L -  ε <  aN به طوری که

a n    ≥     aN  >  L-  ε  
n   ≥    N که n درنتیجه برای هر  a n   <    L از طرف دیگر

L -  ε <   an < L + ε  
،n   ≥    N یعنی برای هر

na L− < ε                  

، همچنان که ادعا شده است. nn
lim a L
→∞

= پس 

قضیه فوق یک زوج دارد که از تبدیل مفاهیم موجود در قضیه به مفاهیم زوج آن به دست می آید! 
آن را بیان می کنیم.

� قضیه ٢ : هر دنباله نزولی و کراندار از پایین همگراست.
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 همگراست.
n

sin
n =

π 
 
  12

�  مثال :  ثابت کنید دنباله 

) داریم، معلوم است  , )π
0

2
y  به ویژه در بازه  sin

n
π=

2
حل :  با توجه به شناختی از رفتار تابع 

sin
n
π<0

2
 ،n که این دنباله یک دنباله نزولی است. به علاوه برای هر

پس عدد 0 یک کران پایین این دنباله است. بنابراین بر طبق قضیه 2، این دنباله همگراست.

تمرین در کلاس

ابتدا نشان دهید که دنباله های زیر همگرا هستند

n
 − 
 

1
1                          ب( 

n
 + 

+ 2

1
1

1
الف(  

سپس حد آنها را حساب کنید.

این بخش را با یک قضیه مهم به پایان می رسانیم که در حسابان و آنالیز نقشی کلیدی دارد.
�  قضیه : هر عدد حقیقی حد دنباله ای از اعداد گویا است.

�  اثبات : فرض کنیم u عدد حقیقی دلخواهی باشد. دو حالت وجود دارد.
)n∈N برای هر( ،un   =  u عددی گویا است. قرار می دهیم u :حالت اول

. nn
lim u u
→∞

= } دنباله ای ثابت و متشکل از اعداد گویای U بوده و معلوم است که  }nu پس 
حالت دوم: U>0 عددی گنگ است، بسط اعشاری u را در نظر می گیریم.

nu u / u u u u= 0 1 2 3   
 u گنگ است بسط اعشاری u بوده و عددی صحیح است. چون u جزء صحیح u0که در آن

نامتناهی و البته نامنظم می باشد. قرار می دهیم.

 n n

r U / U
r U / U U

r U / U U U

=
=

=

1 0 1

2 0 1 2

0 1 2







 
لذا هر rn عددی گویا است زیرا بسط اعشاری مختوم دارد: به علاوه 

 n بار صفر
n n n

n
u r / U U+ +< − = 1 20 0 00 0 
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n
n n n kU r /U U+ +− = <110 1  درنتیجه		

n nU r< − < 1
0

10 		
و	یا

	
n < ε1

10
	،n		≥  N	هر	برای	که	هست	یN ،	ε		>0	دلخواه	عدد	ازای	به	،

nn
lim
→∞

=1
0

10
چون	

nn
lim r U
→∞

= 	یعنی	 n nU r− < < ε1

10
	،n		≥  N		که	n	هر	برای	درنتیجه

یکی	از	کاربردهای	این	قضیه،	استفاده	از	آن	برای	تعریف	توان	اعداد	به	نمای	گنگ	است.	فرض	
کنیم	a	عددی	مثبت	و	x	عددی	گنگ	باشد.	بنابر	قضیه	فوق	دنباله	ای	مانند	}xn{	از	اعداد	گویا	هست	

nxx
n

a lim a
→∞

= ،	اینک	توان	ax	را	چنین	تعریف	می	کنیم:	 nn
lim x x
→∞

= که	
	

قواعد	آشنای	توان	که	برای	اعداد	گویا	برقرار	است	به	توان	های	گنگ	نیز	منتقل	می	شود.	

 ـ  8   ـ یک دنبالۀ مهم 1

n

n
( ) : ,( ) ,( ) ,( ) ,( ) ,

n

∞

=

 + 
 

2 3 4 5

1

1 3 4 5 6
1 2

2 3 4 5


          
دنباله	زیر	را	درنظر	می	گیریم

این	دنباله	هم	به	لحاظ	کاربردی	و	همچنین	از	جنبه	نظری	اهمیت	فوق	العاده	دارد.	چرا؟	ثابت	
می	شود	این	دنباله	همگراست	و	هرگاه	حد	آن	را	e	بنامیم،	یعنی

n
n
lim ( ) e

n→∞
+ =1

1

عدد	حقیقی	e	به	صورتی	طبیعی،	در	بیشتر	پدیده	های	خلقت	ظاهر	می	شود.	دو	دسته	از	مهم	ترین	
پدیده	ها	فرایندهای	رشد	و	زوال	هستند.	در	اولی	کمیت	مورد	مطالعه	)نسبت	به	زمان(	رشد	می	کند	و	
در	پدیده	دوم	کمیت	مورد	بحث	رو	به	زوال	دارد.	برای	مثال:	وقتی	تعداد	اندکی	باکتری	را	در	محیطی	
مناسب	قرار	می	دهیم،	به	شدت	رشد	کرده	و	پس	از	زمان	اندکی	تعداد	آنها	2،	3	و	یا	صد	برابر	می	شود.	
در	حالی	که	هرگاه	مقداری	ماده	رادیواکتیویته	مانند	فلزهای	اورانیوم،	پلوتونیوم،	و	یا	انشتانیوم	را	داشته	
باشیم،	پس	از	مدتی	مقدار	آن	کاهش	یافته،	یعنی	بخشی	از	ماده	زوال	یافته	و	به	عناصر	دیگری	مبدل	
می	گردد.	عدد	e	در	چنین	پدیده	هایی	نقشی	اساسی	دارد،	به	گونه	ای	که	در	محاسبات	مربوط	به	رشد	و	
زوال	به	صورتی	طبیعی	بروز	می	کند.	e	در	اقتصاد	نیز	مطرح	می	شود.	از	این	بابت	لگاریتمی	که	پایه	آن	

عدد	e	باشد	لگاریتم طبیعی	نامیده	می	شود.	
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	براساس	اصل	موضوع	تمامیت	امکان	پذیر	است	ابتدا	ثابت	 n( )
n

 + 
 

1
1 اثبات	همگرایی	دنباله	

می	کنیم	که	این	دنباله	صعودی	است،	سپس	ثابت	می	کنیم	که	این	دنباله	از	بالا	کراندار	است.	مثلاً		برای	
n( )

n
+ ≤1

1 4 	،n	طبیعی	عدد	هر

ابتدا	یک	قضیه	کمکی	ثابت	می	کنیم
	صعودی	است. n

nb ( )
n

= − 1
1 � قضیه 1 :	دنباله	}bn{	با	ضابطه	

n

n

b
b

+ >1 1	،n	هر	برای	کنیم	می	برهان ٭ : ثابت  �

n n

n
n nn

( ) ( )b n n ( )
b n( ) ( )

n n
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+
+

− −
+ += = × −
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n
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n n( )
n n

+ ++ > +
− −
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1 1
1 1

1 1
بنابرنامساوی	برنولی:	

nn

n

b n( ) ( ) ( )( )
b n nn n

++ += + − > + −
− −

11
2 2

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1                               
						بنابراین

n

n

b ( )( )
b n n

+ > + − =
−

1 1 1
1 1 1

1

	صعودی	است n
na ( )

n
= + 1

1 �   قضیه 2:	دنباله	}an{	با	ضابطه:	

،	داریم n

n

a
a

+ >1 1 	،n	هر	برای	کنیم	ثابت	است	برهان ٭ : کافی  �

داریم

٭		برهان	های	ستاره	دار	)مربوط	به	قضایای	1	و	2	و3(	برای	مطالعه	آزاد	و	اختیاری	دانش	آموزان	است.
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1
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1                                          
)بنابر	نامساوی	برنولی(

	.an>2	،n≥2	هر	برای	پس	است	صعودی	}an{	دنباله	و	a1=2	چون

	از	بالا	کراندار	است. n
na ( )

n
= + 1

1 �   قضیه 3 :	دنباله	}an{	با	ضابطه	
	 b =2

1
4
	صعودی	است.	چون	 n

nb ( )
n

= − 1
1 �  برهان ٭ : بنابر	قضیه	)2(	دنباله	}bn{	با	ضابطه	

n n na b a> × 1
4
	،n	هر	برای	که	گیریم	می	نتیجه	اینجا	از	، nb > 1

4
	،n	هر	برای	پس

n n n
n na b ( ) ( ) ( )

n n n
= + − = − <

2

1 1 1
1 1 1 امّا	1

an>4		یا	و	 na × <1
1

4
در	نتیجه	

	صعودی	و	از	بالا	کراندار	است	پس	طبق	قضیه	1	همگراست.	 n
na ( )

n
= + 1

1 � نتیجه :	دنباله	
.2>e>3	و	است	}an{	دنباله	بالای	کران	یک	نیز	3	عدد	که	شود	می	ثابت	و

 

تمرین در کلاس

1ــ	حد	دنباله	های	زیر	را	حدس	بزنید.

n
na ( )

n
= + 21

1
  

n
nb ( )

n
= + 31

1
               

n

nc ( )
n

= + 21
1

[(a) ] (a)α β αβ= 					 					 راهنمایی:	از	قاعده	توان	های	مکرر	استفاده	کنید:	
2ــ	از	ماشین	حساب	و	یا	رایانه	خود	استفاده	کرده	و	عدد	e	را	تا	10	رقم	اعشار	به	دست	آورید.

3ــ	حاصل	100)0/01+1(	را	به	دست	آورید	و	با	عدد	e	مقایسه	کنید.
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لئونارد اویلر )Leonard Euler(:	ریاضیدان	مشهور	سوئیسی	که	کارهای	
زیادی	در	زمینه	های	مختلف	ریاضیات	از	جمله	جبر،	آنالیز،	توپولوژی	و	هندسه	انجام	
داده	است.	اویلر	ریاضیدانی	بسیار	پرکار	بوده	است	با	بیش	از	570	کتاب	و	مقاله	در	عالمَ	
ریاضیات	در	زمان	حیات	خود	به	رشته	تحریر	درآورده	است.	برخی	هم	او	را	سودمندترین	

ریاضیدان	همه	قرون	و	اعصار	دانسته	اند.	
،	که	آن	را	عدد	نِپِر	می	نامند	به	افتخار	 n

n
lim ( )

n→∞
+ 1

1 انتخاب	حرف	e	برای	عدد
اویلر	از	حرف	اوّل	اویلر	)Euler(	اقتباس	شده	است.

 ـ 9  ـ جبر دنباله ها 1
دنباله	های	عددی،	را	می	توان	همانند	اعداد	با	هم	جمع	یا	تفریق	کرد	و	دنباله	جدیدی	به	نام	مجموع	
دنباله	 و	 کرد	 درهم	ضرب	 می	توان	 را	 عددی	 دنباله	 دو	 همچنین	 آورد.	 به	دست	 دنباله(	 )دو	 تفاضل	 یا	
جدیدی	به	نام	دنباله	حاصلضرب	به	دست	آورد.	در	مورد	تقسیم	نیز	تحت	شرایطی	می	توان	دو	دنباله	را	

برهم	تقسیم	کرد.
و	 	}an+bn{ دنباله	های	 این	صورت	 در	 باشند،	 دنباله	 دو	 	}bn{ و	 	}an{ کنیم	 فرض	 تعریف:	
	bn	و	an	عددی	جمع	حاصل	همان	}an+bn{	دنباله	امn	جمله	داشت،	خواهیم	را	}anbn{	و	}an-bn{

است.
همگرایی	دنباله	های	}an{	و	}bn{	به	آسانی	به	همگرایی	دنباله	های	به	دست	آمده	منتقل	می	شود.

� قضیه 1:	فرض	کنیم	}an{	و	}bn{	دو	دنباله	همگرا	باشند.	در	این	صورت	
الف(	دنباله	های	}،}an±bn	.bn{	،}an	c.an{{	)c	عددی	ثابت(	همگرا	هستند،	به	علاوه

n nn n
lim ca c lim a
→∞ →∞

= و	
 

n n n nn n n
lim a b lim a . lim b
→∞ →∞ →∞

= 	و	 n n n nn n n
lim (a b ) lim a lim b
→∞ →∞ →∞
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n n nn

lim aalim
b lim b

→∞
→∞

→∞

= 	 	نیز	همگراست	و	 n

n

a
b

 
 
 

	،	دنباله	 nn
lim b
→∞

≠0 ب(	هرگاه	

	، n nn n
lim a lim b L
→∞ →∞

= = � قضیه 2   )قضیه فشردگی(    : فرض	کنیم	}an{	و	}bn{	دو	دنباله	و	
	}cn{	دنباله	صورت	این	در	an≥cn≥bn	،n	هر	برای	که	قسمی	به	باشد	ای	دنباله	}cn{	کنیم	فرض	همچنین

خواندنی
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. nn
lim c L
→∞

= نیز	همگراست	و	
	از	شماره	ای	 nn

lim b L
→∞

= 	فرض	کنیم	ε>0	عدد	مفروض	دلخواهی	باشد.	چون	 �  برهان : 
	)1(						|bn-L|> ε	بعد	به	N1	مانند

		)2(						|an-L|> ε	بعد	به	N2	مانند	ای	شماره	از	 nn
lim a L
→∞

= همچنین	چون	
حال	فرض	کنیم	}N2		,	N=Max}N1،	و	n	عدد	طبیعی	دلخواهی	باشد	که	≥  N		n،	پس	برای	هر	

bn>	L+ε	.داریم	و	برقرارند	هم	با	)2(	)1(،	روابط	،n		≥  N2	و	n		≥  N1

an	L-ε >	)چرا؟(
	،n≥N	که	n	هر	برای	لذا	،an≥cn≥bn	،n	هر	برای	امّا

L-ε >	cn>	L+ε
nn

lim c L
→∞

=
یعنی	cn-L|>ε|،	در	نتیجه	

	که	در	آن	k	عددی	طبیعی	است	در	همگرایی	دنباله	های	زیر	 kn
lim

n→∞
=1

0 	می	دانیم	 �  مثال : 
بحث	کنید.
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n n n
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n
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n→∞
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n n→∞ →∞
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مسا ئل
در	هر	یک	از	تمرین	های	زیر	مشخص	کنید	که	آیا	دنباله	موردنظر	

الف(	)از	بالا	یا	پایین(	کراندار	است.
ب(	جملات	دنباله	مثبت	یا	منفی	اند.

ج(	صعودی	یا	نزولی	است.
د(	همگرا	یا	واگراست؛	و	اگر	واگراست	به	∞+	و	یا	واگرا	به	∞-	و	یا	هیچ	یک.
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nn cos π 
 
 2

7ــ	

؟
n
lim n
→∞

+ = +∞1 .	آیا	از	این	می	توان	نتیجه	گرفت	که	
n
lim n
→∞

= +∞ 10ــ	ثابت	کنید	

11ــ	همگرایی،	واگرایی	و	واگرایی	به	∞+	یا	∞-	دنباله	های	زیر	را	بررسی	کنید.

n
n

 
 

+ 1
										ج(	 	 n n( )

n
+ − 

 
1

1 						ب(	 	 n
n

 − 
 
  

2 1 الف(	

12ــ	اگـر	دنبالـه	هـای	}an{	و	}bn{	بـه	ترتیب	بـه	اعـداد	a	و	b	همگـرا	باشند	و	همواره	
a	≥	b	:کنید	ثابت	،an	≥	bn

	، n
n

n

bpp
a p+ =

+1 13ــ	فرض	کنیم	دنباله	}pn{	همگرا	و	a	و	b	دو	عدد	ثابت	باشند	به	قسمی	که	
)0>a>b(	.کنید	حساب	را	}pn{	دنباله	حد

14ــ	دنباله	}an{	چنین	تعریف	شده	است:

a1=1	و 
n na a+ +1 6 	)n=1,2,3	,...(

الف(	ثابت	کنید	دنباله	}an{	همگراست.

ب(	حد	دنباله	}an{	را	به	دست	آورید.
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2ـ1ـ مقدمه
فرایند گذر از ریاضیات مقدماتی به حسابان

رشد	و	توسعهٔ	بخش	وسیعی	از	حسابان	ریشه	در	دو	مسألهٔ	هندسی	دارد:
بر	 مماس	 خط	های	 کردن	 پیدا	 و	 )صفحه(	 سطح	 یک	 ناحیه	های	 از	 مساحت	هایی	 کردن	 پیدا	
بنیادی	از	 منحنی	ها.	در	این	بخش	نشان	می	دهیم	هر	دو	مسأله	به	طور	تنگاتنگی	براساس	یک	مفهوم	

حسابان	که	به	عنوان	»حد«	شناخته	شده	قابل	بیان	می	باشند.
مسألۀ خط مماس و مساحت:	حسابان	حول	دو	مسألهٔ	بنیادی	زیر	متمرکز	است:

2فصل

T

o x

y

A(x ,y )0 0

y f (x)=

a

S

bo x

y

y f (x)=

	A)x0	و	y0(	نقطه	و	f	تابع	1ــ مسألۀ مماس:
بر	 روی	نمودار	آن	داده	شده	است،		معادله	خط	مماس	

نمودار	f	در	نقطه	A	را	پیدا	کنید.)شکل	2ــ1(

است.	 داده	شده	 	f تابع	 مسألۀ مساحت:	 2ــ 
مساحت	ناحیهٔ	بین	نمودار	f	و	بازهٔ	]b	,	a[	و	محور	xها	

را	پیدا	کنید.	)شکل	2ــ2(	

حد و پیوستگی

خط مماس

شکل 2ــ1

شکل 2ــ2



حساب دیفرانسیل و انتگرال 52

از	منظر	سنتی	و	تاریخی	آن	بخش	از	حساب	که	از	مسألهٔ	مماس	برآمده	است	»حساب	دیفرانسیل«	
نامیده	 انتگرال«	 »حساب	 است	 برآمده	 مساحت	 مسأله	 از	 که	 حسابان	 از	 بخش	 آن	 و	 می	شود	 نامیده	
می	شود.	کشف	رابطه	بین	این	دو	حساب	که	تحت	عنوان	قضیه	اساسی	عرضه	می	گردد	باعث	شده	است	
که	تفکیک	میان	این	دو،	دشوار	بوده	و	مطالعه	هر	دو	مسأله	تحت	عنوان	حساب	دیفرانسیل	و	انتگرال	

انجام	گیرد.
برای	حل	کردن	مسأله	های	مماس	و	مساحت	لازم	است	درک	و	فهم	دقیق	تری	از	مفاهیم	»خط	

مماس«	و	»مساحت«	داشته	باشیم.
مسألهٔ	 مطالعه	 و	 بررسی	 پرداخته،	 حد	 مفهوم	 و	 مماس	 خط	 تبیین	 و	 توضیح	 به	 فصل	 این	 در	

مساحت	را	به	فصل	4	واگذار	می	کنیم.

2ـ2ـ خط های مماس و حد
در	هندسه	مسطحه،	یک	خط	بر	دایره	مماس	است،	هرگاه	آن	خط	دایره	را	دقیقاً	در	یک	نقطه	قطع	
کند	)شکل	2ــ3	قسمت	الف(.	این	تعریف	برای	انواع	دیگر	منحنی	ها	صادق	نیست	)شکل	2ــ3	قسمت	
ب(.	خطی	که	دقیقاً	در	یک	نقطه	منحنی	را	قطع	می	کند،	مماس	نیست.	در	شکل	2ــ3	قسمت	)پ(	این	

خط	بر	منحنی	مماس	است	در	حالی	که	منحنی	را	بیش	از	یک	بار	قطع	کرده	است.

)پ()ب()الف(

برای	اینکه	تعریف	مفهوم	خط	مماس	را	برای	منحنی	هایی	غیر	از	دایره	بیان	کنیم،	باید	با	روشی	
دیگر	خط	های	مماس	را	درنظر	بگیریم.	

	A	با	متمایز	و	دلخواه	نقطهٔ	B	اگر	گیریم.	می	درنظر	x-y	صفحه	در	منحنی	یک	روی	را	A	ٔنقطه
روی	منحنی	باشد،	به	خطی	که	از	نقطهٔ	A	و	B	می	گذرد،	خط	قاطع	می	گوییم	)شکل	صفحهٔ	بعد	قسمت	
الف(.	شهود	ما	پیشنهاد	می	کند	که	اگر	نقطهٔ	B	را	روی	منحنی	به	سوی	A	حرکت	دهیم،	خط	قاطع	به	
سوی	یک	حالت	»حدی«	دوران	می	کند	)شکل	2ــ4	قسمت	ب(.	خط	T	که	این	حالت	)مکان(	حدی	

را	اشغال	می	کند،	را	به	عنوان	خط	مماس	در	نقطه	A	درنظر	می	گیریم.

شکل 2ــ3
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)پ(	 قسمت	 2ــ4	 شکل	 از	 که	 همان	گونه	
معلوم	است،	این	مفهوم	جدید	از	یک	خط	مماس	با	
مفهوم	معمولی	که	برای	دایره	به	کار	می	رود	منطبق	

و	سازگار	است.

A
B

T

o x

y

B

A

T

A

B

o x

y

)الف(

)ب( )پ(

2ـ3ـ مفهوم حد ـ فرایند حد
پیدایش	 موجب	 در	صفحه،	 ناحیه	 یک	 مساحت	 مسألهٔ	 و	 مماس	 مسألهٔ	خط	 بررسی	 و	 مطالعه	
شهودی	و	تقریبی	مفهوم	ریاضی	جدیدی	به	نام	»حد«	شد.	تلاش	های	بعدی	بر	روی	دقیق	کردن	مفهوم	
و	 آن	 از	 نتایج	حاصل	 بررسی	 و	 مطالعه	 گردید.	سپس	 متمرکز	 ریاضیات	 در	 آن	 یافتن	 رسمیت	 و	 حد	
کاربردهای	آن	در	ریاضیات	و	در	علوم	دیگر		در	دستور	کار	قرار	گرفت.	خیلی	زود	مشخص	گردید	
پیدایش	 بسیار،	 مسائل	 حل	 باعث	 مساحت	 مسأله	 و	 مماس	 خط	 مسأله	 حل	 از	 فراتر	 حد	 مفهوم	 که	

اندیشه	های	ریاضی	بسیار	و	به	طور	کلی	رشد	و	توسعه	وسیع	ریاضیات	گردید.
یکی	از	نقش	آفرینی	های	اساسی	مفهوم	حد	که	موجب	کاربردهای	وسیع	و	حل	مسائل	بسیاری	
در	حوزه	های	علمی	دیگر	شد،	بررسی	رفتار	تابع	است.	بسیاری	از	پدیده	های	طبیعی	و	فیزیکی،	بسیاری	

از	مسأله	های	واقعی	پس	از	صورت	بندی	ریاضی	به	صورت	یک	تابع	درمی	آید.
بنابراین	بررسی	رفتار	تابع،	دربرگیرنده	بسیاری	از	پدیده	های	طبیعی،	فیزیکی،	اقتصادی،	زیستی	
به	صورت	 مفهوم	حد	 مطالعه	 و	 بررسی	 به	 این	بخش	 در	 می	باشد.	 مربوطه	 واقعی	 و	…	و	حل	مسائل	

شهودی	و	تقریبی	می	پردازیم.

خطوط قاطع

خطوط قاطع

شکل 2ــ4



حساب دیفرانسیل و انتگرال 54

یت
عال

ف

	و	دو	دنباله	}n)0/1({	و	}n)0/1(-{	را	درنظر	می	گیریم،	)مقادیر	 sin xf (x)
x

= برای	شروع	تابع	
x	برحسب	رادیان	است(.

الف(	سه	جملهٔ	اوّل	هر	کدام	از	دنباله	های	بالا	را	بنویسید	و	حدس	بزنید	هر	کدام	از	دو	
دنباله	به	چه	عددی	همگرا	هستند؟

ب(	جدول	زیر	را	تکمیل	کنید.
																	x	از	راست	به	عدد	…	نزدیک	می	شود						x	از	چپ	به	عدد	…	نزدیک	می	شود

0/10-0/001-0/01-0/1x

0/9983?0/999990/99990/9983f		)x(
										)f)x	به	عدد	…	نزدیک	می	شود 																			)f)x	به	عدد	…	نزدیک	می	شود	

به	صورت	 نشده	است	 تعریف	 	x=0	در	که	 sin xf (x)
x

= تابع	 نمودار	 فعالیت	 این	 در	
	ـ	5	است: شکل	2ـ

نتایج	به	دست	آمده	از	جدول	بالا	را	از	روی	نمودار	تابع	f	بررسی	نمایید.

تمرین در کلاس

	را	درنظر	می	گیریم. xf (x)
x

−=
−

3 1
1
تابع		

1ــ	پنج	جملهٔ	اوّل	هر	کدام	از	دنباله	های	}n-1)0/1(-1{		و		}n-1)0/1(+1{	را	بنویسید	و	حدس	
بزنید	هر	کدام	از	دو	دنباله	به	چه	عددی	همگرا	هستند؟

 ـ 5 شکل 2ـ

0 x

y

1

− π2 −π π2π
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2ــ	جدول	زیر	را	تکمیل	کنید.

x	از	چپ	به	عدد	…	نزدیک	می	شود x	از	راست	به	عدد	…	نزدیک	می	شود		

21/11/011/0011/000110/99990/9990/990/90x

73/313/03013/003001?2/9970012/97012/711f		)x(

		)f)x	به	عدد	…	نزدیک	می	شود 					)f)x	به	عدد	…	نزدیک	می	شود	

3ــ	نمودار	تابع	f	را	در	صفحهٔ	مختصات	رسم	کنید	و	سپس	به	کمک	نمودار	تابع	حدس	بزنید	
که	اگر	x	با	مقادیر	بزرگ	تر	از	1	به	1	نزدیک	شود	و	همچنین	x	را	با	مقادیر	کوچک	تر	از	1	به	1	نزدیک	

کنیم،	)f)x	به	چه	عددی	نزدیک	خواهد	شد؟
در	تمرین	و	فعالیت	بالا	با	تابعی	روبه	رو	بودیم	که	متغیر	x	)در	دامنه	تابع(	به	عددی	مانند	α	نزدیک	
را	 مفهوم	 این	 نزدیک	می	شوند؟	 به	عدد	خاصی	 تابع	 مقدارهای	 آیا	 که	 بود	 این	سؤال	مطرح	 و	 می	شد	

حدگیری	از	تابع	در	نقطه	a	می	نامند	)فرایند	حد(

از	فعالیت	بالا	نتیجه	می	گیریم،	وقتی	متغیر	x	)در	دامنه	f(	بسیار	بسیار	به	صفر	نزدیک	باشد	)با	مقادیر	
بزرگ	تر	از	صفر	و	یا	کوچک	تر	از	صفر(،		مقدارهای	)f)x	به	1	نزدیک	هستند.	میزان	نزدیک	بودن	آنها	به	1،	
بستگی	به	میزان	نزدیک	بودن	x	به	صفر	دارد.	در	حقیقت،	به	نظر	می	رسد	که	می	توانیم	مقدارهای	)f)x	را	هر	
چقدر	که	بخواهیم	به	1	نزدیک	کنیم،	به	شرطی	که	x	را	به	اندازه	کافی	به	صفر	نزدیک	کرده	باشیم	و	این	را	چنین	

می	گوییم	»حد	تابع	f	وقتی	که	x	به	صفر	میل	می	کند	برابر	1	است«	و	می	نویسیم:

x

sin xlim
x→

=
0

1

همچنین	از	تمرین	در	کـلاس	نتیجه	مـی	گیریم،	وقتی	متغیر	x	)در	دامنه	f(	بسیار	بسیار	نزدیک	بـه	
میزان	 نزدیک	هستند.	 به	3	 	f)x( از	1(،	مقدارهای	 یا	کوچک	تر	 و	 از	1	 بزرگ	تر	 مقادیر	 )بـا	 باشد	 	1
نظر	می	رسد	که	 به	 به	1	دارد.	در	حقیقت،	 		x	بودن نزدیک	 میزان	 به	 به	3،	بستگی	 آنها	 بودن	 نزدیک	
می	توانیم	مقدارهای	)f)x	را	هر	چقدر	که	بخواهیم	به	3	نزدیک	کنیم،	به	شرطی	که	x	را	به	اندازه	کافی	
به	1	نزدیک	کرده	باشیم	و	این	را	چنین	می	گوییم	»حد	تابع	f	وقتی	که	x	به	1	میل	می	کند	برابر	3	است«	

و	می	نویسیم:
x

xlim
x→

− =
−

3

1

1
3

1
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به	 	f تابع	دلخواه	 برای	یک	 در	تمرین	و	فعالیت	صفحات	قبل	مفهومی	بررسی	شد	که	می	توان	
صورت	زیر	تشریح	کرد.

فرض	کنید	نمودار	تابع	دلخواه	f	در	حوالی	x=0	به	شکل	2ــ6	باشد.

با	مشاهده	نمودار	f	اگر	مقدارهای	x	که	همان	مقدارهای	دنباله	دلخواه	}xn{	هستند،	همگرا	به	
صفر	باشند،	دنباله	})xn(f{	به	1	همگراست	و	نیز	اگر	متغیر	x	)x	عضو	دامنه	f(	با	مقدارهای	بزرگ	تر	و	

کوچک	تر	از	صفر	به	صفر	میل	کند	)f)x	به	1	میل	می	کند.
در	حالت	کلی	از	نمادگذاری	زیر	استفاده	می	کنیم:

فرض	می	کنیم	مجموعهٔ	D	که	زیر	مجموعه	ای	است	از	مجموعه	اعداد	حقیقی،	
دامنه	تابع	f	باشد.	اگر	مقدار	)x(f	میل	کند	به	عدد	L،	وقتی	که	x	)عضو	D(	به	a	میل	کند.	

x a
lim f (x) L
→

= می	نویسیم	
و	می	خوانیم	»حد	)f)x	وقتی	x	به	a	میل	می	کند	برابر	L		است«.

و	 و	a	کوچک	 	x	اختلاف	و a	≠	x	می	باشد	 میل	می	کند«	 	a به	 	x« که	 تذکر:	وقتی	می	گوییم	
	a	نقطه	دو(	هر	)یا	راست	یا	چپ	همسایگی	یک	در		f	تابع	که	است	این	بر	فرض	شود،	می	تر	کوچک

تعریف		شده	باشد.

f نمودار

شکل 2ــ6

0 x

y

1

x1 x1x2xn

nf (a )

f (x )2

f (x )1
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تمرین در کلاس

دنباله	های	 اوّل	 جملهٔ	 چهار	 ازای	 به	 	 xf (x)
x

=
+ −1 1

	 تابع	 مقادیر	 وضعیت	 و	 ویژگی	ها	
}n)0/1({	و	}n)0/1(-{	را	در	نزدیکی	x=0	با	تنظیم	جدول	و	رسم	نمودار	تابع	توصیف	کنید	و	سپس	

	را	تخمین	بزنید.
x
lim f (x)

→0

حدودی که وجود ندارند.

	و	دنباله	های	}n-1)0/1({	و	}n-1)0/1(-{	را	درنظر	می	گیریم. | x |f (x)
x

= تابع	
الف(	پنج	جملهٔ	اوّل	دنباله	های	داده	شده	را	بنویسید.

ب(	جدول	زیر	را	برای	تابع	f	تکمیل	کنید.
						x	با	مقادیر	کوچک	تر	از	صفر	به	صفر	نزدیک	می	شود 		x	با	مقادیر	بزرگ	تر	از	صفر	به	صفر	نزدیک	می	شود		

	
10/10/010/0010/00010-0/0001-0/001-0/01-0/1-1x

| x |f (x)
x

=

		)f)x	به	عدد	…	نزدیک	می	شود 																							)f)x	به	عدد	…	نزدیک	می	شود	
												

	که	در	)شکل	2ــ7(	آمده	است	 | x |f (x)
x

= پ(	نتایج	به	دست	آمده	خود	را	روی	نمودار	تابع	
توضیح	دهید.

یت
عال

ف

	وجود	دارد؟
x

| x |lim
x→0

ت(	آیا	

شکل 2ــ7

0
x

y

1

−1
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در حالت کلی:
الف(	در	یک	تابع	f	اگر	متغیر	x	)در	دامنه	f(	با	مقادیر	بزرگ	تر	از	عددی	مانند	a	به	a	نزدیک	شود	
و	مقادیر	)f)x	به	عددی	مانند	L1	میل	کند	گفته	می	شود	تابع	f	در	نقطهٔ	a	حد	راست	دارد	و	مقدار	این	

حد	L1	است	و	می	نویسیم:
x a
lim f (x) L

+→
= 1

L1	را	حد	راست	تابع	f	در	a	می	نامیم.

x

| x |lim
x+→

=
0

1 										 	 	 بنابراین	از	این	فعالیت	نتیجه	می	گیریم:		

ب(	در	یک	تابع	f	اگر	متغیر	x	)در	دامنه	f(	با	مقادیر	کوچک	تر	از	عددی	مانند	a	به	a	نزدیک	
شود	و	مقادیر	)f)x	به	عددی	مانند	L2	نزدیک	شود	گوییم	تابع	f	در	نقطهٔ	a		حد	چپ	دارد	و	مقدار	این	

حد	L2	است	و	می	نویسیم:	
x a
lim f (x) L

−→
= 2

x

| x |lim
x−→

= −
0

بنابراین	از	فعالیت	نتیجه	می	گیریم:	1

تمرین در کلاس

و	 	
x
lim f (x)

−→1
مقادیر	 سپس	 و	 کنید	 رسم	 	]0,2( بازه	 در	 را	 	f)x(=x+]x[ تابع	 نمودار	 ابتدا	

	وجود	دارد؟
x
lim f (x)

→1
	را	تخمین	بزنید.	آیا	

x
lim f (x)

+→1

طرح یک مسأله

تابع	 رفتار	 گوییم	 اصطلاحاً	 کنید.	 بررسی	 را	 	
x
lim sin

x−→

π
0

و	 	
x
lim sin

x+→

π
0

حدهای	 وجود	

	را	در	مجاورت	x=0	بررسی	می	کنیم. f (x) sin
x
π=

میل	 صفر	 به	 صفر	 از	 بزرگ	تر	 مقادیر	 با	 که	 می	گیریم	 نظر	 در	 دنباله	هایی	 اوّل	 حد	 مورد	 در	
می	کنند.

دنباله	 این	 مقادیر	 ازای	 در	 را	 تابع	 مقادیر	 به	صفر	است.	 	همگرا	 na
n

= 1 دنباله	 1ــ	می	دانیم	
محاسبه	می	کنیم.	)جدول	1(
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)جدول 1(

…1
4

1
3

1
2

1an

…sin4πsin3πsin2πsinπf)an(

سپس	جملات	دنباله	})f)an{	همگی	برابر	صفر	بوده	و	این	دنباله	به	صفر	همگرا	است.

دنباله	 اوّلیه	 جملات	 می	گیریم،	 درنظر	 	 nb
n

=
+

2

4 1
عمومی	 جمله	 با	 را	 	}bn{ دنباله	 2ــ	

مقادیر	 این	 ازای	 به	 است.	 صفر	 به	 همگرا	 دنباله	 این	 که	 می	دانیم	 و	 بوده	 	 , , , , 
 
 

2 2 2 2

5 9 13 17


جدول)2(	را	تشکیل	می	دهیم:
)جدول 2(

…2
17

2
13

2
9

2
5

bn

…1111f)bn(

پس	دنباله	})f)bn{	دنباله	ثابت	1	بوده	و	همگرا	به	عدد	1	می	باشد.

	که	به	صفر	همگراست	در	نظر	می	گیریم.	 , , , , 
 
 

2 2 2 2
3 7 11 15

 3ــ	دنباله	}cn{	را	با	مقادیر	

مشابهاً	جدول	)3(	را	برای	مقادیر	تابع	به	ازای	این	xها	محاسبه	می	کنیم:
)جدول 3(

…2
15

2
11

2
7

2
3

cn

…-1-1-1-1f)cn(

پس	دنباله	})f)cn{	به	عدد	1-	همگراست.
حالی	که	 در	 	 nn

lim f (c )
→∞

= −1 و	 	 nn
lim f (b )
→∞

=1 و	 	 nn
lim f (a )
→∞

=0 که	 می	کنیم	 ملاحظه	
یعنی	دنباله	های	به	دست	آمده	برای	مقادیر	تابع	به	یک	عدد	ثابت	و	 n n nn n n

lim a lim b lim c
→∞ →∞ →∞

= = =0

مشخص	همگرا	نیستند	در	حالی	که	همه	دنباله	های	عدد	انتخاب	شده	به	صفر	همگرا	بودند.
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همگرایند،	 به	صفر	 از	صفر	 مقادیر	کوچک	تر	 با	 که	 دنباله	هایی	 انتخاب	 با	 فوق	 مشابه	وضعیت	
	را	بررسی	کنید.

x
lim f (x)

−→0
وجود	یا	عدم	وجود	

	را	به	کار	گیرید. nb
n

= −
+

2
4 1

	و	 برای	نمونه	می	توانید	دنباله	های

	ـ	8	 با	استفاده	از	ماشین	حساب	های	علمی	و	یا	رایانه	ملاحظه	می	کنیم	که	نمودار	تابع	f	به	شکل	2ـ
می	باشد.

ملاحظه	می	کنیم	که	مقادیر	تابع	در	مجاورت	x=0		بین	دو	عدد	ثابت	1	و	1-	کم	و	زیاد	می	شوند،	
در	این	صورت	گفته	می	شود	تابع	در	مجاورت	x=0	رفتاری	نوسانی	دارد	و	نیز	نمودار	تابع	به	صورت	

موج	های	فشرده	تری	به	محور	y	گرایش	دارند.
بازه	 بر	 	f نمودار	 قرینه	 	)-∞	,0( بازه	 بر	 	f نمودار	 است	 فرد	 تابعی	 	، f (x) sin

x
π= تابع	 چون	

)∞+,	0(	نسبت	به	مبدأ	مختصات	است.
	وجود	

x
limsin

x→

π
0

پرسش:	براساس	اطلاعات	به	دست	آمده	در	جدول	های	)1(	و	)2(	و	)3(	آیا	
دارد؟

2ـ4ـ حد بی نهایت
� مسأله : تصویری	از	یک	شیء	که	در	مقابل	آینه	مقعر	قرار	گرفته	روی	پرده	افتاده	است،	با	

	)p>f		(	کانونی	فاصله	از	تر	بزرگ	آینه	از	شیء	فاصله	که	فرض	این

y sin
x
π=  ـ 8 ــ  نمودار  شکل 2ـ

x0

y

1 2−2 −1
−

1
2

1
2

y = −1

y =1

a	n=	__
1
n		
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1ــ	رابطه	بزرگ	نمایی	آینه	مقعر	)m(	را	بر	حسب	p	و	f	به	دست	آورید.
2ــ	وضعیت	m	را	وقتی	که	p	به	f	نزدیک	می	شود	بررسی	کنید.

و	 کانونی	 فاصله	 	f اگر	 فعالیت	 این	 در	
p	فاصله	جسم	تا	آینه	و	q	فاصله	تصویر	تا	آینه	
آینه	 فرض	شود	)شکل	2ــ9(،	بزرگ	نمایی	در	

مقعر	برابر	است	با	:

	 A Bm
AB
′ ′

= 	یا	 qm
p

= 	

1ــ	همان	طور	که	در	فیزیک	یاد	گرفته	اید،	داریم:

p q f
+ =1 1 1 		 																																																																														)1(	 	

در	رابطه	)1(	به	جای	،q	mp	را	قرار	می	دهیم	تا	رابطه	)2(	به	دست	آید.
		 fm

p f
=

−                                                                              
)2(

2ــ	در	رابطه	)2(	فاصله	کانونی	)		f(	ثابت	است	و	فاصله	شیء	تا	آینه	متغیر	است	و	مقدار	
.p	متغیر	برحسب		است	تابعی	مقدار	)m(	نمایی	بزرگ

اکنون	اگر	p	با	مقدارهای	بزرگ	تر	از	f	به	f		نزدیک	و	نزدیک	تر	شود،	آنگاه	m	)بزرگ	نمایی(	
بزرگ	و	بزرگ	تر	خواهد	شد.

	p نزدیک	کردن	 از	 حقیقت	 در	
می	توان	 	،f f	به	 از	 بزرگ	تر	 مقادیر	 به	
بزرگ	 را	 	m بخواهیم	 که	 هرچقدر	
بی	کران	 	m )مقدارهای	 کنیم	 انتخاب	

افزایش	می	یابند(	و	از	نمادگذاری

p f

flim
p f+→

= +∞
−

استفاده	می	کنیم.
پرسش: نمادگذاری	بالا	را	به	
کمک	شکل	2ــ10	توصیف	کنید.	

…=		=AnBn	…	=	A2B2	=	A1B1	طول	شیء

یت
عال

ف

A′

B′

A

B

F

طول تصویر
طول شیء

B2 B1

A2 AFS 1

B ′2

B ′1

A′2A′1

آینه مقعر

 ـ 9 شکل 2ـ

 ـ 10 شکل 2ـ
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آن	 دامنه	 که	 را	 	 f (x)
x

= 1 تابع	
}R-}0	است،	درنظر	می	گیریم.	نمودار	
)شکل	 دیده	اید	 حسابان	 در	 را	 تابع	 این	

2ــ11(.

یت
عال

ف

x

y

o

x

y

o

ملاحظه	می	کنیم	که	وقتی	x	با	مقادیر	بزرگ	تر		از	صفر	)از	سمت	راست	صفر(	به	صفر	نزدیک	
که	 بگیریم	 درنظر	 را	 دنباله	ای	 هرگاه	 دنباله	ها	 زبان	 به	 می	شوند.	 بزرگ	 دلخواه	 به	 تابع	 مقادیر	 می	شود	
که	 می	دانیم	 و	 می	آید	 دست	 به	 	 nf (a ) f ( ) n

n
= =1 دنباله	 	 na

n
= 1 دنباله	 مانند	 کند	 میل	 صفر	 به	

x
lim

x+→
= +∞

0

1 	پس	 nn
lim f (a )
→∞

= ∞

مشابهاً	از	روی	نمودار	می	بینیم	که	وقتی	x	با	مقادیر	کوچک	تر	از	صفر	)از	سمت	چپ	صفر(	به	
صفر	نزدیک	می	شود،	مقادیر	تابع	که	همگی	منفی	اند،	از	هر	عددی	کوچک	تر	می	شوند.	به	زبان	دنباله	ها،	
هرگاه	بخواهیم	x	از	سمت	چپ	به	صفر	میل	کند،	باید	دنباله	هایی	را	درنظر	بگیریم	که	با	مقادیر	منفی	به	

،	در	این	صورت	مثلاً	)an(=-n		f	به	دست	آمده	و	 nb
n
−=

2

1 	و	یا	 na
n

= − 1 صفر	میل	کنند،	مانند	دنباله	

	
x
lim

x−→
= −∞

0

1 ،	بنابراین:		 nn
lim f (a )
→∞

= −∞

	در	صفر	حد	ندارد. f (x)
x

= 1 از	این	بررسی	نتیجه	می	گیریم	که	تابع	
	x	محور	بالای	است	منحنی	یک	تابع	این	نمودار	گیریم.	می	درنظر	را	 f (x)

x
=

2

1 اکنون	تابع	
که	در	مجاورت	صفرشاخه	های	آن	به	گونه	ای	مماس	وار	به	محور	y	نزدیک	می	شوند	)شکل	2ــ12(.

 ـ 11 شکل 2ـ

 ـ 12 شکل 2ـ



63

برای	آنکه	رفتار	تابع	را	در	مجاورت	صفر	بررسی	کنیم،	به	عبارت	دیگر	در	خصوص	وجود	یا	
عدم	وجود	حد	تابع	در	صفر	مطالعه	کنیم،	دنباله	هایی	رادرنظر	می	گیریم	که	به	صفر	میل	کنند	)مقادیر	دنباله	

،	در	این	صورت: nb
n

= − 1 	و	 na
n

= 1 عضو	دامنه	f(،	مانند	

nn n
lim f (a ) lim n
→∞ →∞

= = +∞2 	و	 nn n
lim f (b ) lim n
→∞ →∞

= = +∞2

توجه	داریم	که	مقادیر	دنباله	}an{	از	راست	و	مقادیر	دنباله	}bn{	از	چپ	به	صفر	میل	می	کنند.	

x
lim

x−→
= +∞

20

1 	و	
x
lim

x+→
= +∞

20

1 بنابراین:																																																																				

در	نتیجه	اصطلاحاً	می	گوییم	تابع	f	در	نقطه	a=0	دارای	حد	نامتناهی	و	یا	حد	بی	کران	است.	
،	باز	هم	چنین	توصیف	می	کنیم	که	تابع	f	در	نقطه	a	دارای	حد	نامتناهی	است.

x a
lim f (x)
→

= −∞ وقتی	
	استفاده	می	کنیم،	گوییم	f	در	a	دارای	حد	∞+	

x a
lim f (x)
→

= +∞ حالت کلی:	وقتی	از	نماد	
	x	متغیر	که	آن	شرط	به	شوند،	می	تر	بزرگ	و	بزرگ	دلخواه	به	f)x(	مقادیر	که	است	معنی	بدان	این	و	است
)عضو	دامنه	f(	به	قدر	کافی	به	a	نزدیک	شود.	به	زبان	دنباله	ها	این	وقتی	اتفاق	می	افتد	که	برای	هر	دنباله	

. nn
lim f (a )
→∞

= +∞ 	،an→a	که		f	دامنه	عضو	مقادیر	با	}an{

تمرین در کلاس 

x
lim( )

x→
− = −∞

20

1 نشان	دهید	که	

	و	دنباله	های	}n-1)0/1(+1{	و	}n-1)0/1(-1{	را	درنظر	 f (x)
(x )

−=
− 2

1

1
تابع	
می	گیریم:

1ــ	پنج	جملهٔ	اوّل	دنباله	های	بالا	را	بنویسید.
2ــ	جدول	زیر	را	برای	تابع	f	تکمیل	کنید.

-1/1 	-1/01 	-1/001 	-1/0001→1←1/0001 	1/001 	1/01 	1/1x

))x		f←؟→

نزدیک	 خاصی	 عدد	 به	 می	شود،	 نزدیک	 	1 به	 	x وقتی	 	f)x( مقدارهای	 آیا	 3ــ	

یت
عال

ف
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2ــ13	 شکل	 در	 	 f (x)
(x )

−=
− 2

1

1
تابع	 نمودار	 روی	 از	 را	 خود	 جواب	 می	شوند؟	

توضیح	دهید.

یت
عال

ف

این	فعالیت	به	ما	نشان	می	دهد،	وقتی	x	به	1	نزدیک	می	شود،	x-1(2(	به	صفر	نزدیک	خواهد	
	x	کردن	نزدیک	با	توان	می	که	رسد	می	نظر	به	حقیقت	در	شود.	می	منفی	کوچک	بسیار	

(x )
−
− 2

1

1
شد	و	

به	اندازه	کافی	به	1،	مقدارهای	)x(		f	را	به	دلخواه	با	مقادیر	منفی	کوچک	و	کوچک	تر	کرد	)مقدارهای	
))x		f	بی	کران	کاهش		می	یابند(.

	وجود	ندارد.
x
lim

(x )→

−
− 21

1

1
در	نتیجه	مقدارهای	))x		f	به	هیچ	عدد	میل	نمی	کند.	بنابراین	

	
x
lim

(x )→

− = −∞
− 21

1

1
نمادگذاری	 از	 آمده	 این	فعالیت	پیش	 برای	نشان	دادن	وضعیتی	که	در	

استفاده	می	کنیم.
	استفاده	می	کنیم،	گوییم	f	در	a	دارای	حد	∞ -	است.

x a
lim f (x)
→

= −∞ حالت کلی:	وقتی	از	نماد	
و	این	بدان	معنی	است	که	مقادیر	)x(f	با	مقدارهای	منفی	کوچک	و	کوچک	تر	می	شوند	)مقادیر	
	a	به	کافی	قدر	به	)f	دامنه	عضو(	x	متغیر	که	آن	شرط	به	)یابند	می	کاهش	منفی	مقادیر	با )f)x	بی	کران	
	f	دامنه	عضو	مقادیر	با	}an{	دنباله	هر	برای	که	افتد	می	اتفاق	وقتی	این	ها،	دنباله	زبان	به	شود.	نزدیک

. nn
lim f (a )
→∞

= −∞ 	،an→a	که

تمرین در کلاس							

x
lim

(x )→

− = −∞
− 21

1

1
نشان	دهید	که	

 ـ 13 شکل 2ـ
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 ـ 5  ـ حد در بی نهایت 2
تا	اینجا	رفتار	تابع	را	در	حول	و	حوش	عددی	حقیقی	مانند	a	مورد	مطالعه	قرار	داده	ایم،	به			عبارت	
دقیق	تر	وجود	یا	عدم	وجود	حد	تابع	را	در	نقطه	مشخص	a	بررسی	کرده	ایم.	در	این	بخش	علاقه	مندیم	تا	
رفتار	تابع	را	برای	مقادیر	بسیار	بزرگ	x	و	یا	برای	مقادیر	بسیار	کوچک	ولی	از	حیث	قدرمطلق	بزرگ،	
مورد	مطالعه	قرار	دهیم.	رفتار	تابع	را	برای	xهای	بزرگ	و	بی	کران	مثبت،	حد	در	∞+	و	رفتار	تابع	را	
	 f (x)

x
= 1 برای	xهای	بزرگ	و	با	علامت	منفی	)بی	کران	منفی(	حد	در	∞-	نامیده	می	شود.	به	مثال	تابع	

که	نمودار	آن	نیز	در	2ــ11	کتاب	ملاحظه	گردید	برمی	گردیم.	وقتی	x	مقادیر	بزرگ	و	بزرگ	تر	را	اختیار	
می	کند،	یعنی	در	جهت	xهای	مثبت	روی	خط	حقیقی	به	اصطلاح	تغییر	می	کند،	مقادیر	تابع	کوچک	
و	کوچک	تر	شده	و	از	هر	عدد	مشخصی	کوچک	تر	می	شوند.	به	لحاظ	شهودی،	همچنان	که	در	شکل	
نزدیک	تر	 	x محور	 به	 رفته	 رفته	 بزرگ	 xهای	 برای	 و	 راست	 در	سمت	 تابع	 این	 نمودار	 است	 نمایان	

می	شود	یعنی	فاصله	نقاط	این	شاخهٔ	نمودار	از	محور	x،	کوچک	و	کوچک	تر	می	شود.
با	ابزار	دنباله	نیز	می	توانیم	مسأله	را	بهتر	بررسی	کنیم،	منتهی	چون	مرادمان	حد	در	∞+	است،	باید	
	an=n	ضابطه	با	}an{	دنباله	کنیم	فرض	نمونه	برای	باشند.	واگرا	∞+	به	که	کنیم	اختیار	چنان	را	ها	دنباله

x
lim

x→+∞
=1

0 	پس	می	گوییم	
n
lim

n→∞
=1

0 	و	می	دانیم	 n
n

f (a )
a n

= =1 1 یک	چنین	دنباله	ای	باشد	پس	

و	 بزرگ	 قدرمطلق	 لحاظ	 از	 ولی	 دارند	 منفی	 xها	علامت	 یعنی	 می	کنند،	 میل	 	-∞ به	 xها	 وقتی	 مشابهاً	
بزرگ	تر	می	شوند.	بنابراین	دنباله	ها	را	طوری	باید	اختیار	کنیم	که	به	∞-	واگرا	باشند.	برای	نمونه	هرگاه	با	

	،
x
lim

x→−∞
=1

0 	پس	 nn
lim f (a )
→∞

	و	می	دانیم	که	0= n
n

f (a )
a n

= =
− 2

1 1

1
دنباله	an=1-n2	کار	کنیم،	

و	این	واقعیتی	است	که	از	نمودار	نیز	به	خوبی	مشهود	است.
،	منظورمان	آن	است	که	مقادیر	)f)x	را	هرچقدر	

x
lim f (x) L
→+∞

= حالت کلی:	وقتی	می	نویسیم	
که	بخواهیم	به	L	نزدیک	کنیم	به	شرط	آنکه	xهای	عضو	دامنه	f	به	قدر	کافی	بزرگ	باشند.

تمرین در کلاس

	را	حدس	بزنید.
x

xlim
x→+∞ +1

دبیر:	

محسن این	گونه	مسأله	را	بررسی	کرده	است:
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	با	مقادیر	بزرگ	و	بزرگ	تر	x	سرو	کار	
x

xlim
x→+∞ +1

در	رابطه	با	حدسیه	سازی	
	x+1	اگر	پس	است.	ناچیز	x	مقابل	در	دیگری،	ثابت	عدد		هر	یا	و	1	عدد	پس	داریم.
	تقریب	می	گردند،	بنابراین	مقادیر	 x

x
=1 مخرج	کسر	را	با	x	تقریب	کنیم،	مقادیر	تابع	با	

که	 می	زنیم	 نتیجه	حدس	 در	 هستند.	 	1 نزدیک	 عددهایی	 بزرگ،	 xهای	 برای	 تابع	 این	

x

xlim
x→+∞

=
+

1
1

آیا	استدلال	و	تفکر	شهودی	محسن	درست	است؟
می	توانید	دنباله	های	}an{	و	}bn{	با	ضابطه	های	an=n	و	bn=n2+1	را	که	هر	دو	

به	∞+	واگراهستند،	محک	بزنید.
	چگونه	فکر	می	کنید؟

x

xlim
x→−∞ +1

در	مورد	مقدار	

و	 نزدیک	 	L به	 	f		)x( آنگاه	 کوچک	تر		شود،	 و	 منفی	کوچک	 مقادیر	 با	 	x هرگاه	 کلی:	 حالت 
	و	گوییم	حد	تابع	f	در	∞-	برابر	L		است.

x
lim f (x) L
→−∞

= نزدیک	تر	می	شود،	می	نویسیم	
توجه	داشته	باشید	که	وقتی	x	مقادیر	منفی	را	اختیار	کند،	برای	آن	که	مرتب	کوچک	تر	شود	باید	

قدرمطلق	آن	بزرگ	تر	گردد.

تمرین در کلاس

	را	در	صورت	وجود،	حدس	بزنید.
x

xlim
x→−∞ +2 1 	و	 x

xlim
x→+∞ +2 1 1ــ	مقدارهای	

2ــ	نمودار	تابع	f	در	شکل	2ــ14	نشان	داده	شده	است:
حدهای	زیر	را	حدس	بزنید.

x
lim f (x)

−→2
الف(	

x
lim f (x)

+→2
ب(	

x
lim f (x)
→−∞

پ(		

x
lim f (x)
→+∞

ت(	

o x

y

1

1 2

2

 ـ 14 شکل 2ـ
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	و	دنباله	}an{	با	ضابطه	-10n	an=	را	درنظر	بگیرید. xf (x)
x
+= 1 3ــ	تابع		

الف(	وقتی	x	مقادیر	این	دنباله	را	طبق	جدول	زیر	اختیار	کند	))x		f	را	محاسبه	کنید.

-10000-1000-100-10an
f)an(

	وجود	دارد؟
x
lim f (x)
→−∞

ب(	آیا	

	که	در xf (x)
x
+= 1 جواب	خود	را	با	توجه	به	نمودار		

) xf (x)
x x
+= = +1 1

1 توجیه	کنید.) نیز	 آمده	 	ـ	15	 2ـ شکل	

ox

y

x

1

−1

f (x)

1ــ	با	استفاده	از	نمودار	f	که	در	زیر	داده	شده	است،	مقدار	هریک	از	عبارت	های	زیر	را،	در	
صورت	وجود،	مشخص	کنید.	اگر	این	مقدار	وجود	ندارد	توضیح	دهید	که	چرا	وجود	ندارد.	

	
x
lim f (x)
→−1

الف(	

x
lim f (x)

→0
ب(	

	
x
lim f (x)
→2

پ(	

x
lim f (x)
→4

ت(	

مسا ئل

x

y

1

10

2

2

3

3

4

4
−1

−1

−2

−2

 ـ   15 شکل 2ـ
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2ــ	تابع	هِوی	ساید	)Heaviside(	به	صورت	زیر	تعریف	می	شود:	
, t

H(t)
, t

≥
=  <

1 0

0 0 	
از	این	تابع	در	مدارهای	الکتریکی	برای	نشان	دادن	هجوم	ناگهانی	جریان	الکتریکی،	یا	ولتاژ،	در	

لحظه	زدن	کلید	استفاده	می	شود.	
الف(	نمودار	تابع	هوی	ساید	را	رسم	کنید.	

	را	مشخص	کنید.	
t
lim H(t)

+→0
	و	

t
lim H(t)

−→0
ب(	مقدار	عبارت	های	

3ــ	تابع	علامت	)یا	تابع	signum(	به	صورت	زیر	تعریف	می	شود:

, x
sgn(x) , x

, x

>
= =
− <

1 0

0 0

1 0

	

الف(	نمودار	تابع	علامت	را	رسم	کنید.			
	را	مشخص	کنید.	

x
lim sgn(x)

+→0
	و	

x
lim sgn(x)

−→0
ب(	مقدار	عبارت	های	

4ــ	نمودار	تابع	]]-x	+	]x[	=	)x(	f	را	رسم	نموده	و	حدهای	زیر	را	مشخص	کنید.	

	
x
lim f (x)

−→1
الف(	

	
x
lim f (x)

+→1
ب(	

x
lim f (x)

→1
پ(	

،	)به	ازای	هر	a	عضوR			(؟	
x a
lim f (x)
→

= آیا	می	توان	نوشت:	1−
	در	بازه	]1,1-[،	مقدار	هریک	از	عبارت	های	زیر	را،	در	 xf (x)

[x]
= 5ــ	با	رسم	نمودار	تابع	

صورت وجود،	مشخص	کنید.	
	

x

xlim
[x]+→0

																											ب(	
x

xlim
[x]−→0

الف(	
)]	[	علامت	جزءِ	صحیح	است.(	

	را	پیدا	کنید.
x

sin xlim
x→

 
  0

6ــ	مقدار	
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٢ـ٦ـ مفهوم ریاضی حد
g(x) در مجاورت ٠ = x )به ازای  sin

x
π= همان طور که در فعالیت بخش اوّل بررسی شد، تابع 

 ،{xn} و {cn} و {bn} و {an} دارای رفتاری نوسانی است و به ازای دنباله های همگرا به صفر )x ≠ ٠
1 همگرا می شوند 

2
دنباله های {)g)an} و {)g)bn} و {)g)cn} و {)g)xn} به ترتیب به ٠ و ١ و ١- و 

ثابتی میل نمی کند  به ازای هر دنباله دلخواه همگرا به صفر مقدارهای )g)x به سمت یک عدد  یعنی 
 وجود ندارد. 

x
lim sin

x→

π
0

بنابراین 
g(x) جلوی حد داشتن آن را  sin

x
π= البته نباید این ذهنیت به وجود آید که فقط نوسان های 

f در مجاورت ٠ = x خواهیم  (x) x sin
x
π=  ،x ≠ می گیرند. زیرا با بررسی وضعیت تابع ٠ x = در ٠

g(x) دارای نوسان است، امّا در اینجا نوسان ها به وسیلهٔ عامل میرایی  sin
x
π= دید این تابع مانند تابع 

x، مستهلک می شوند. برای یادگیری بهتر مفاهیم »عامل میرایی x« و »مستهلک شدن نوسان ها« ابتدا 
g(x) به کار بردیم، با تابع  sin

x
π= جدول های زیر را به کمک دنباله های فعالیت بخش اوّل که برای تابع 

f تنظیم می کنیم.  (x) x sin
x
π=  ،x ≠ ٠

)5(n

n

x a

f (a )

=

→

1 1 1 1
1

2 3 4 5
0 0 0 0 0 0



  

)6(
n

n

x b

f (b )

=

→

2 2 2 2 2

5 9 13 17 21
2 2 2 2 2

0
5 9 13 17 21





 

)7(
n

n

x c

f (c )

=

− − − − − →

2 2 2 2 2

3 7 11 15 19
2 2 2 2 2

0
3 7 11 15 19





 

)8(
n

n

x x

f (x )

=

→

6 6 6 6 6

13 25 37 49 61
3 3 3 3 3

0
13 25 37 49 61
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با مشاهدهٔ جدول های 5 و 6 و 7 و 8 معلوم می شود که با نزدیک کردن x )مقدار دنباله( به صفر، 
می توان هرچقدر که بخواهیم )f )x را به صفر نزدیک کنیم و عاملی که باعث شده به ازای هر دنباله 
همگرا به صفر نظیر {an} و {bn} و {cn} و {xn} و …، )f )x به صفر میل کند همان عامل »x« است 

sin ضرب شده و )f )x را به وجود آورده است. 
x
π که در 

sin و
x
π− ≤ ≤1 1 ،x ≠ از طرفی به ازای هر ٠ 

x xsin x
x
π− ≤ ≤  ،x < ٠

x xsin x
x
π− ≥ ≥  ، x > ٠

از این رو در هر حالت )f )x بین y = x و y = -x قرار می گیرد و چون تابع f زوج است نمودار 
f و  y = x و  (x) x sin

x
π= f نسبت به محور y تقارن دارد و حد مشترک توابع  (x) x sin

x
π= تابع 

y = -x  وقتی ٠ → x، مساوی صفر است. )شکل 2ــ١6(

f (x) x sin
x
π= نمودار 

 ـ   16 شکل 2ـ

y

x1
2

2
3

1
3

1
4

1 2−
2
3

−2 −1

y x=y x= −
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. در 
x
lim xsin

x→

π =
0

f به طور شهودی نشان داده شد که 0 (x) x sin
x
π= با بررسی رفتار تابع 

 وجود ندارد، از این رو برای طرح مفاهیم حد و اثبات قضایایی در باب حدود، 
x
lim sin

x→

π
0

حالی که 
تعریف حد را با رویکرد دقیق ریاضی بیان می کنیم. 

توضیح اینکه در این بخش با تابع هایی سروکار داریم مانند f:D → R که دامنهٔ آن D، زیرمجموعه ای 
از R  )مجموعهٔ اعداد حقیقی( است. در این کتاب وقتی از حد تابع f در نقطهٔ x=a صحبت می کنیم فرض 

بر این است که تابع f در یک همسایگی چپ یا راست ) یا هر دو( نقطه a تعریف شده باشد. 

تعریف   : فرض کنیم D زیرمجموعه ای از R  و  f:D → R یک تابع باشد، در 
 ،

x a
lim f (x) L
→

= این صورت، گوییم حد تابع f در a، عدد حقیقی L است و می نویسیم، 
 {f )an(} دنباله ،)an ≠ a( همگراست a که به {an} مانند f هرگاه به ازای هر دنباله از نقاط دامنه

به L همگرا باشد. 

دقت کنید چون حد دنباله {)f )an} در صورت وجود یکتا است، حد تابع f در نقطه a نیز در 
 نشان می دهیم. 

x a
lim f (x)
→

صورت وجود یکتا است که آن را با 

 
x

xlim
x→

− =
−

2

1

1
2

1
�  مثال :  به کمک تعریف ثابت کنید: 

f )x( = x + داریم١ x ≠ نامعین است و برای هر ١ x = به ازای ١ (x )(x )f (x)
x

− +=
−

1 1

1
حل :  تابع 

و برای هر دنباله {an} که ١ ≠ an و همگرا به ١ داریم: 
n nn n

lim f (a ) lim (a )
→+∞ →+∞

= + = + =1 1 1 2  
بنابراین

x
lim f (x)

→
=

1
2   

تمرین در کلاس
 

به کمک تعریف ثابت کنید: 

 
x a x a
lim x a , lim c c
→ →

= = ١ــ c عدد ثابت، 

 
x a
lim x a
→

=2 2                                  ٣ــ 
x
lim xsin

x→

π =
0

2ــ 0

 )a ≤ زوج باشد، ٠ n عددی است طبیعی )اگر n ، n n

x a
lim x a
→

= ٤ــ 
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f در نقطه ٠ = x حد ندارد. (x) sin
x
π= � مسأله : به کمک تعریف ثابت کنید تابع 

در فعالیت زیر نشان می دهیم تابع f در ٠ = x حد ندارد: 

١ــ دو دنباله به نام های {an} و {bn} مثال بزنید که هردو مخالف صفر اند ولی به عدد صفر 
همگرا باشند. 

2ــ دنباله های {)f )an} و {)f )bn}  به چه عددی همگرا هستند؟ 
 وجود دارد؟ 

x
lim sin

x→

π
0

٣ــ آیا 

در فعالیت بالا 
nb هردو مخالف صفرند 

n
=

+

1
1

2
2

na و {bn} با ضابطه 
n

= 1 ١ــ دنباله های {an} با ضابطه 
ولی به صفر همگرا هستند. 

nn n n
lim f (a ) lim sin n lim
→+∞ →+∞ →+∞

= π = =0 0 2ــ  

nn n n
lim f (b ) lim sin( n ) lim
→+∞ →+∞ →+∞

π= π + = =2 1 1
2  

٣ــ در این فعالیت 
 وجود ندارد. 

x
lim sin

x→

π
0

n بنابراین طبق تعریف حد  ،  nn n
lim f (a ) lim f (b )
→+∞ →+∞

≠

تمرین در کلاس

ثابت کنید: 
 وجود ندارد. 

x
lim cos

x→0

1 ١ــ 

x در نقطه صفر دارای حد نیست. , xf (x)
x , x

 <= 
− >

2 0

1 0
2ــ تابع f با ضابطه 

قضیه صفحهٔ بعد محاسبه حد بسیاری از توابع را بدون مراجعه مستقیم به تعریف حد   امکان پذیر 
می سازد. 

یت
عال

ف



7٣

که  باشند  هایی  تابع   f و   g:D → R و  باشد    R از  ای  زیرمجموعه   D کنیم فرض   :  1 � قضیه 
 در این صورت 

x a x a
lim f (x) L , lim g(x) L
→ →

= =1 2

 
x a
lim (f g)(x) L L
→

+ = +1 2 الف( 

x a
lim (f g)(x) L L
→

− = −1 2 ب( 

، c عددی ثابت است. 
x a
lim (cf )(x) cL
→

= 1 پ( 

 
x a
lim (f .g)(x) L .L
→

= 1 2
ت( 

x a

Lflim ( )(x)
g L→

= 1

2

ث( اگر ٠ ≠ L2 آنگاه 
�  نتیجه :  با استفاده از استقراءِ ریاضی از قضیه )١( نتیجه می شود: 

n nx a x a x a
lim (f (x) f (x) f (x)) lim f (x) lim f (x)
→ → →

+ + + = + +1 2 1 

 
n nx a x a x a x a

lim (f (x)f (x) f (x)) lim f (x) lim f (x) lim f (x)
→ → → →

= × × ×1 2 1 2   

�  مثال : نشان دهید: 
 n n
x a
lim x a
→

= الف( 
 
x a
lim P(x) P(a)
→

= ب( اگر )P)x یک چندجمله ای دلخواه باشد آنگاه 
پ( اگر )x(P و )x(Q دوچندجمله ای دلخواه باشند و ٠ ≠ )Q)a آنگاه: 

x a

P(x) P(a)lim
Q(x) Q(a)→

=
حل :  

n n n
x a x a x a x a
lim x ( lim x) ( lim x) ( lim x) a
→ → → →

= = = الف(  

ب( اگر a٠ + ... + ١-١xn-anxn + an = )x(P آنگاه طبق قسمت الف و قسمت پ قضیه )١( 
nداریم:  n

n nx a x a x a x a
lim P(x) a lim x a lim x lim a−

−→ → → →
= + + +1

1 0

 
= anan + an-١an-١ + ... + a٠ = P)a(  

پ( طبق قسمت )ث( قضیه )١( و قسمت )ب( مثال )2( داریم: 
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x a

x a
x a

lim P(x)P(x) P(a)lim
Q(x) lim Q(x) Q(a)

→

→
→

= =

 
اثبات قضیه )1(

 
nn

lim f (a ) L
→+∞

= 1
دنباله دلخواه {an}، همگرا به a را که an ≠ a است درنظرمی گیریم چون 

nn پس: 
lim g(a ) L
→+∞

= 2 و 

n n n nn n n
lim (f (a ) g(a ) lim f (a ) lim g(a ) L L
→+∞ →+∞ →+∞

± = ± = ±1 2  

x a
lim (f g)(x) L L
→

± = ±1 2  
در نتیجه

 
n nn n

lim cf (a ) c lim f (a ) cL
→+∞ →+∞

= = 1  
n n n nn n n

lim f (a )g(a ) lim f (a ) lim g(a ) L L
→+∞ →+∞ →+∞

= = 1 2  

x a x a
lim cf (x) cL , lim (f .g)(x) L L
→ →

= =1 1 2  
در نتیجه 

nnn
n n nn

lim f (a ) Lf (a )lim , L
g(a ) lim g(a ) L

→+∞

→+∞
→+∞

= = ≠1
2

2

0

 

x a

Lf (x)lim , L
g(x) L→

= ≠1
2

2

0
در نتیجه  

تمرین در کلاس 

١ــ به کمک قضیه )١( ثابت کنید: 

x a
lim (f (x) L)
→

− =0  اگر و تنها اگر 
x a
lim f (x) L
→

=

2ــ به کمک قضیه )١( ثابت کنید: 
  
x

xlim
x→

=
+

2

2

4
1 3

ب(    
x
lim x
→

=2

2
9 36 الف( 

x
lim(x )(x x)

→
+ + =2 2

1
1 4 پ( 
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٢ـ٧ـ قضیه فشردگی
در بعضی مواقع برای محاسبهٔ حد یک تابع، مقایسهٔ آن تابع با دو تابع که دارای حد معلوم هستند 

مفید می باشد )هرسه تابع باید در حوالی یک نقطه باهم مقایسه شوند(. 
 x ≠ به ازای ٠ f (x) x sin

x
= 1 برای مثال در شکل )١( این بخش مشاهده می شود نمودار تابع 

همواره بین نمودارهای دو تابع x( = x(g و x- = )x(h قرار دارد و با توجه به شکل )١( اگر x به صفر 
 میل کند، هر دو تابع x( = x(g و x- = )h)x به صفر میل می کنند و به طور شهودی نتیجه می شود که اگر
 ٠ → x آنگاه )x( f، که بین )x(g و )h)x فشرده شده است به صفر میل می کند. این ایده محتوای قضیه 

زیر موسوم به قضیه فشردگی است.
)a در خــود  احتمالاً  a،)بـه   جز  بــازی شامل  بــازهٔ  در   x هـر  ازای  بــه  �  قضیه ٢  :    هرگــاه    

 
x a
lim f (x) L
→

=  آنگاه: 
x a x a
lim h(x) L lim g(x)
→ →

= = )h)x( ≤ f )x( ≤ g)x و نیز 

نامند، در شکل 2ــ١7 آورده  توصیف قضیهٔ فشردگی، که گاهی آن را قضیه ساندویج هم می 

x

y

g
f

ah

 ـ   17 شکل 2ـ

 ـ   18 شکل 2ـ

شده است. 
بین   a نزدیکی  در   f )x( اگر  قضیه  این  طبق 
 g و h فشرده شده باشد و اگر حدهای g)x( و h)x(
در a برابر با L باشد، آنگاه تابع f در a حدی برابر با 

L دارد. 

x
lim x sin

x→
=2

0

1
0 �  مثال : نشان دهید 

حل :  ابتدا توجه کنید که نمی توان نوشت: 
 

x x x
lim x sin lim x lim sin

x x→ → →
= ×2 2

0 0 0

1 1

)چرا؟(  نــدارد  وجــود   
x
lim sin

x→0

1 زیـرا 

پس   sin
x

− ≤ ≤1
1 1 کــــه  این  عـلت  بـــه  ولـــی 

 ـ ١8 هم مشاهده می شود  هـمـان طور که در شکل 2ـ

 x x sin x
x

− ≤ ≤2 2 21
0

y

x

y x= 2

y x= − 2
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 پس طبق قضیه فشردگی نتیجه می گیریم: 
x x
lim x lim( x)

→ →
= − =2 2

0 0
و می دانیم 0

 
x
lim x sin

x→
=2

0

1
0  

 اثبات قضیه فشردگی: باید نشان دهیم که برای هر دنباله دلخواه {an} که همگرا به a است و
 an ≠ a، دنباله {)f )an} به L همگراست. 

و امّا برای هر دنباله {an} که به a همگراست، به ازای n های به اندازه کافی بزرگ، an در یک همسایگی 
 n nn n

lim h(a ) lim g(a ) L
→+∞ →+∞

= = محذوف a قرار می گیرد. بنابراین: )h)an( ≤ f )an( ≤ g)an و 

nn )شکل بالا را مشاهده کنید( 
lim f (a ) L
→+∞

= پس طبق قضیه فشردگی در دنباله ها داریم: 
.

x a
lim f (x) L
→

= بنابراین 

 A را بر مجموعه f باشد، آنگاه تابع f زیرمجموعه ای از دامنه A تعریف   : اگر
کراندار می نامیم، در صورتی که عدد مثبتی مانند M یافت شود به طوری که برای هر 

|f )x(| ≤ M، x ∈ A

 ،x ∈ Df هر   ازای  به  زیرا  است.  کراندار  دامنه اش  در   f (x) sin
x

= 1 تابع  لف(  ا  : �  مثال 
sin

x
≤1

1

ب( تابع [x] = )f )x بر مجموعه {١ < x < ١- , x ∈ R} = A کراندار است زیرا به ازای 
|f )x(| ≤ یا صفراست و یا ١- یعنی ١ f )x(، x ∈ A هر

تمرین در کلاس 

f در دامنه اش کراندار است.  (x) x= − 21 نشان دهید تابع 

x

y

10

−1
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f در نقطه صفر حد ندارد ولی  (x) sin
x
π= یادآوری: همان طور که قبلاً نشان داده شد تابع 

g(x) )شکل )١( را مشاهده کنید( که  xsin
x
π= در دامنه اش کراندار است و با مشاهده نمودار تابع 

.
x
lim xsin

x→

π =
0

بین دو تابع y = x و y = -x فشرده شده است. معلوم می شود که 0
و از این ایده می توان قضیه زیر را بیان کرد، که در محاسبه حد بعضی از توابع به کار می رود. 
 و تابع g در یک همسایگی محذوف a کراندار باشد. آنگاه 

x a
lim f (x)
→

� قضیه 3 : اگر 0=
x a
lim f (x)g(x)
→

=0  
�  مثال : بنابر قضیه )٣( داریم: 

١( 
x
lim(x ) sin

x→
− =

−
2

1

1
1 0

1
 

g(x) کراندار است.  sin
x

=
−
1

1
sin یعنی تابع 

x
− ≤ ≤

−
1

1 1
1

 و 
x
lim(x )

→
− =2

1
1 زیرا: 0

٢( [ ]
x
lim x x

→
=2

0
0  

 r = در یک همسایگی محذوف صفر و به شعاع مثلاً ١ g)x( = [x] و تابع 
x
lim x

→
=2

0
زیرا: 0

کراندار است. 
اثبات قضیه )٣(: طبق تعریف حد به ازای هر دنباله {an} که همگرا به a باشد و an ≠ a داریم 
 M کراندار است عدد مثبتی مانند a که در یک همسایگی محذوف g و برای تابع nn

lim f (a )
→+∞

=0

وجود دارد که g)an(| ≤ M| پس طبق قضیه فشردگی نتیجه می شود که دنباله {)f )an( g)an} همگرا به 

x a
lim f (x)g(x)
→

صفر است. بنابراین 0=

تمرین در کلاس 

x a
lim f (x)
→

، آنگاه 0=
x a
lim f (x)
→

١ــ نشان دهید که اگر 0=

x
lim f (x)

→0
٢ــ اگر به ازای هر x ≠ 0 داشته باشیم x٢ + ٣ ≥ )f )x ≥ x٢-٣، مطلوب است 

 
x
lim xD(x)

→
=

0
D(x) داده شده است. ثابت کنید 0


= 



1

0
   

x گویا،
x اصم،٣ــ تابع دیریکله با ضابطه 
                                    

یادداشت
در حالت کلی قاعده زیر درست است که در بخش پیوستگی تابع مرکب می توان آنرا ثابت کرد. 
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n که در اینجا n عددی است  n
x a x a
lim f (x) lim f (x)
→ →

= قاعده ریشه گیری: 
 )

x a
lim f (x) L
→

= ≥0 طبیعی )اگر n زوج باشد، فرض می کنیم 

�  مثال : طبق قاعده ریشه گیری داریم: 
١( 

x

xlim
x→

− = =
−23

2 1 1

25 53 2
 

2( 
x

xlim
x→

− − −= =
+

33
25

6 1 1

27 32
 

تمرین در کلاس 

 را به دست آورید. 
x

xlim
x→

+
−

4
21

15

2 1
مقدار 

٢ـ ٨ ـ حدهای یک طرفه 
و   

x a
lim f (x) L
→

= 1 اگر  یعنی  یکتاست،  تابع  حد  شد،  بیان  حد  تعریف  از  بعد  طورکه  همان 
L١ = L2 آنگاه 

x a
lim f (x) L
→

= 2

با وجود این که تابعی مانند f فقط می تواند یک حد در نقطهٔ مفروض داشته باشد، گاهی لازم 
با   x که  وقتی  یا  و  کند  می  میل   a به   a از  بزرگتر  مقدارهای  ا  ب  x وقتی  را  توابعی  تار  رف توانیم  ب است 

مقدارهای کوچکتر از a به a میل می کند، توصیف کنیم. 
همچنین ممکن است )f )x، با نزدیک شدن x به a از دوجهت راست و چپ به دو مقدار متفاوت 
 ـ ١9( و یا اینکه تابع به ازای xهای کوچکتر از a و یا بزرگتراز a، تعریف  میل کند. )الف، ب در شکل 2ـ

 ـ ١9(.  نشده باشد )پ، ت در شکل 2ـ
 f )x( را، حد راست f )x( میل کند حد a به )از سمت راست( a با مقادیر بزرگتر از x در حالتی که
و حد )x( f، وقتی x با مقادیر کوچکتر از a )از سمت چپ( به a میل کند حد چپ )f )x نامیده می شود 
 و حد چپ تابع )y = f )x در نقطه a را با 

x a
lim f (x)

+→
و حد راست تابع )y = f )x در نقطه a را با نماد 

 نشان می دهیم. 
x a
lim f (x)

−→
نماد 
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با این توضیح ها دو تعریف زیر را بیان می کنیم. همچنین در حد راست تابع f  در نقطه a فرض بر 
این است که تابع در یک همسایگی راست a تعریف شده و برای حد چپ لازم است تابع در یک  همسایگی 

چپ a تعریف شده باشد. 

تعریف   : گوییم تابع )y = f )x در نقطه a دارای حد راست L است و می نویسیم 
 a به  که   {an} مانند   f دامنه  عضوهای  از  دنباله  هر  زای  ا به  هرگاه   ،

x a
lim f (x) L

+→
=

nn
lim f (a ) L
→+∞

= همگراست و an < a داشته باشیم: 

x را درنظر بگیرید. به کمک تعریف حد راست ثابت کنید  , x
f (x)

x , x

− ≤= 
+ >

2

2 1 1

1 1
�  مثال : تابع 

.
x
lim f (x)

+→
=

1
2

f (x)

f (x)

xxx

y

a

L2

L1

y f (x)=

f (x)

f (x)

xxx

y

a

L2

L1

y f (x)=

o

f (x)

xx

y

a

L1

o

f (x)

xx

y

ao

L2

)الف( )ب(

)پ()ت(

 ـ   19 شکل 2ـ
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حل : فرض کنید {an} دنباله ای دلخواه و همگرا به ١ باشد )١ ≠ an( که مقادیر آن همگی از 
١ بزرگتر باشند آنگاه: 

n nn n
lim f (a ) lim (a )
→+∞ →+∞

= + = + =2 1 1 1 2  

x
lim f (x)

+→
=

1
2 پس طبق تعریف 

تمرین در کلاس 

x

x
lim

x+→
=

0
1 به کمک تعریف حد راست ثابت کنید: 

تابع )y = f )x در نقطه a دارای حد چپ L است و می نویسیم  تعریف   : گوییم 
 a به  که   {an} مانند   f دامنه  عضوهای  از  دنباله  هر  ازای  به  هرگاه   ،

x a
lim f (x) L

−→
=

nn
lim f (a ) L
→+∞

= همگراست و an > a داشته باشیم: 

 را به کمک تعریف حد 
x
lim f (x)

−→1
x را درنظر گرفته و  , x

f (x)
x , x

− ≤= 
+ >

2

2 1 1

1 1
�  مثال : تابع 
چپ به دست آورید.

حل : فرض کنید {an} دنباله ای دلخواه و همگرا به ١ باشد )١ ≠ an( که مقادیر آن همگی از 
١ کوچکتر باشند آنگاه: 

n nn n
lim f (a ) lim ( a )
→+∞ →+∞

= − = − =2 1 2 1 1
 

x
lim f (x)

−→
=

1
پس طبق تعریف 1

تمرین در کلاس 

 L موجود و مساوی عدد حقیقی 
x a
lim f (x)

−→
 و 

x a
lim f (x)

+→
به کمک تعریف ثابت کنید که اگر 

 موجود و مساوی L است. 
x a
lim f (x)
→

باشند آنگاه 

� نکته : کلیه قضایایی که در این بخش بررسی شدند، با تغییرات جزئی و بدیهی در مورد حدهای 
یک طرفه نیز برقرار هستند. 



8١

 است. 
x
1  جزءِ صحیح 

x
 
  
1 ، که در آن،

x
lim x

x→

  =  0

1
�  مثال : ثابت کنید: 1

x داریم:  , S
x

≠ = 1
0 حل : می دانیم به ازای هر عدد حقیقیS، S ≥ [S] < ١ - S  و با انتخاب 

( )
x x x

 − < ≤  
1 1 1

1 1
 

رابطه )١( را برای دو حالت زیر درنظر می گیریم. 
١x( طرفین نامساوی های )١( را در ٠ > x ضرب می کنیم.  x

x
 − < ≤  
1

1 1
 

x
lim x

x+→

  =  0

1
، بنابر قضیه فشردگی داریم: 1

x
lim ( x)

+→
− =

0
1  و 1

x
lim

+→
=

0
1 چون 1

2( طرفین نامساوی های )١( را در ٠ < x ضرب می کنیم. 

x x
x

 ≤ < −  
1

1 1
 

، بنابراین طبق قضیه فشردگی داریم:
x
lim ( x)

−→
− =

0
1  و 1

x
lim

−→
=

0
1 چون 1

x
lim x

x−→

  =  0

1
1

  

x
lim x

x→

  =  0

1
در نتیجه 1

تمرین در کلاس 

 موجود نیست. 
x

x
lim

x→ 0
نشان دهید: 

یادآوری: در حسابان دیده اید که اگر x برحسب رادیان باشد نامساوی های زیر به ازای xهایی 
، برقرارند  x π< <0

2
sinکه  xcos x

x
< <1

  )١(

�  نتیجه : نامساوی |sinx| ≤ |x| به ازای هر x )برحسب رادیان( برقرار است. 
، x π< <0

2
برهان  :  نامساوی   بـه     ازای   ٠=x     می شود  ٠≥٠ که این هم درست  است   و     به    ازای 
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x نیز واضح است که برقرار است زیرا  π≥
2

نامساوی به خاطر )١( برقرار می باشد و نامساوی به ازای 
|sinx| ≤ ١

�  مثال : به کمک تعریف حد ثابت کنید: 
 
x a
lim sin x sin a
→

= اگر a یک عدد حقیقی باشد، آنگاه 
اثبات : دنباله دلخواه {an} که همگرا به a است و برای هر عدد طبیعی an ≠ a ، n را درنظر 

بگیرید، در این صورت 
n n n

n n
a a a a a asin a sin a sin cos sin a a− + −− = ≤ ≤ −2 2

2 2 2  
 nn

lim sin a sin a
→ +∞

= بنابراین 
 
x a
lim sin x sin a
→

= در نتیجه طبق تعریف حد، 

تمرین در کلاس  

 
x a
lim cos x cosa
→

= ١ــ ثابت کنید: 
 

x a
a k , lim tan x tan a

→

π≠ π + =
2

2ــ ثابت کنید: الف( 
 )k عدد صحیح است( 

x a
a k , lim cot x cot a

→
≠ π = ب( 

 ـ 9  ـ محاسبه یک حد مهم  ٢
 )x برحسب 

x

sin xlim
x→

=
0

در بخش قبل با جدول و نمودار به صورت شهودی نتیجه گرفتیم که 1
رادیان( 

 را ثابت می کنیم.
x

sin xlim
x→

=
0

اکنون به کمک قضیه فشردگی درستی تساوی 1
sin xcos x

x
< <1 ، x π< <0

2
 و برای هرx که 

x
lim cos x cos
→

= =
0

0 اثبات: می دانیم 1
sin x cos x

x
< − < −0 1 1

و یا  

 پس بنابر قضیه فشردگی داریم:
x
lim ( cos x)
→

− = − =
0

1 1 1  و 0
x
lim
→

=
0
0 از طرفی 0

x

sin xlim ( )
x→

− =
0

1 0
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x

sin xlim
x→

=
0

در نتیجه: 1

)a,b ≠ بیابید. )٠ x → را وقتی ٠ sin axf (x)
bx

= �  مثال : حد تابع 
حل : 

x x x t

sin ax a sin ax a sin ax a sin tlim lim lim lim
bx b ax b ax b t→ → → →

= × = =
0 0 0 0  

 
t

sin tlim
t→

=
0

زیرا، وقتی ٠ → x ،٠ → t = ax و امّا 1

x

sin ax alim
bx b→

=
0  

در نتیجه 

sin(sin را وقتی ٠ → x بیابید.  x)f (x)
x

= �  مثال : حد تابع 
 که در این تساوی ٠ ≠ x و ٠ ≠ sinx بنابراین 

x
lim sin x
→

=
0

حل :    می دانیم 0

x x t x

sin(sin x) sin(sin x) sin x sin t sin xA lim lim lim lim
x sin x x t x→ → → →

= = × = × =
0 0 0 0

1
 

  t = sinx → داریم ٠ x → زیرا اگر ٠

تمرین در کلاس 

 را حساب کنید. 
x

tan xlim
x→ 0

2

3
مقدار 

برای  وقت  آن   
x a x a
lim f (x) lim g(x)
→ →

= =0 اگر  حدود:  از  بعضی  محاسبۀ  های  روش 

 نمی توان از قضیه حد خارج قسمت استفاده کرد. 
x a

f (x)lim
g(x)→

محاسبه 

f را از طریق حذف عامل مخالف صفر مشترک در صورت و مخرج  (x)y
g(x)

= بلکه باید تابع 

کسر )با عمل تجزیه و گویا کردن صورت یا مخرج کسر( با تابعی ساده تر مانند )y = h)x که حدشان برابر 
f و در حالت  (x) h(x) , x a

g
= ≠ است، عوض کرد. این کار به این دلیل درست است که به ازای

کلی نتیجهٔ زیر درست است. 
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به   
x a x a

f (x)lim lim h(x)
g(x)→ →

= صورت  این  در   ، f (x) h(x) , x a
g

= ≠ اگر 
شرط آنکه حدها وجود داشته باشند. 

 را بیابید. 
x

x xlim
x→ −

+ +
+

2

2

2 5 2

2
�  مثال : 

یا و   x ≠ -2 ازای   به  بنابراین   
x x
lim ( x x ) lim (x )
→ − → −

+ + = + =2

2 2
2 5 2 2 0 چون   : حل 

 ٠ ≠ x + 2 داریم: 
x x (x )( x ) x

x (x )
+ + + += = +

+ +

22 5 2 2 2 1
2 1

2 2  
در نتیجه

x x

x xlim lim ( x )
x→ − → −

+ + = + = − + = −
+

2

2 2

2 5 2
2 1 4 1 3

2   

تمرین در کلاس 

 
x

xlim
x→

−
−

3

21

1

1
مطلوب است محاسبه 

 را بیابید. 
x

xlim
x→ + −

2

20 9 3
�  مثال : مقدار 

 x ≠ به صفر میل کند، صورت و مخرج کسر به صفر میل می کنند بنابراین به ازای ٠ x حل :  اگر
داریم: 

x x ( x ) x ( x ) x
xx ( x )( x )

+ + + += = = + +
+ −+ − + − + +

2 2 2 2 2
2

22 2 2

9 3 9 3
3 9

9 99 3 9 3 9 3  
در نتیجه

x x

xlim lim ( x )
x→ →

= + + = + =
+ −

2
2

20 0
3 9 3 9 6

9 3  
تمرین در کلاس

 

 را بیابید. 
x

xlim
x→

−

−

2

31

1

1
مقدار 
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 را بیابید. 
x

cos xlim
sin x→ π

+ 3

2

1 �  مثال : مقدار 
 x ≠ π میل کند، صورت و مخرج کسر به صفر میل می کنند پس به ازای π به x حل : وقتی

)حد را در یک همسایگی محذوف π حساب می کنیم( 
cos x ( cos x)( cos x cos x) cos x cos x

( cos x)( cos x) cos xsin x
+ + − + − += =

+ − −

3 2 2

2

1 1 1 1

1 1 1  
عامل ٠ ≠ )cosx +١( از صورت و مخرج ساده شده است زیرا x ≠ π است. 

در نتیجه
x x

cos x cos x cos xlim lim
cos x ( )sin x→ π → π

+ − + + += = =
− − −

3 2

2

1 1 1 1 1 3

1 1 1 2   

تمرین در کلاس

 را محاسبه کنید. 
x

sin xlim
cos xπ→

−
2

2

1  مقدار 

١ــ به کمک تعریف دنباله ای حد، ثابت کنید 

x

xlim
x→

− =
−

2

3

9
6

3
ب(    

x
lim x
→

=3

2
8 الف( 

  
x a
lim x a , a
→

= ت( 0≤   
x
lim x
→

− =
1

1 پ( 0

[ ]
x

lim x x
+

→

=2

1
2

ث( 0

 وجود داشته باشد، 
x a
lim (f (x) g(x))
→

+ 2ــ الف( دو تابع به نام های f و g مثال بزنید که 

x a
lim g(x)
→

 وجود داشته باشد نه 
x a
lim f (x)
→

ولی نه 
نه  باشد، ولی   وجود داشته 

x a
lim f (x)g(x)
→

بزنید که  مثال   g و f نام های  به  تابع  ب( دو 
 
x a
lim g(x)
→

 وجود داشته باشد، نه 
x a
lim f (x)
→

مسا ئل
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٣ــ با استفاده از قضایای حد، حدهای زیر را در صورت وجود حساب کنید:

 
x

xlim
x→

−
−4

4

2
ب(    

x

(x )lim
x→

+ −2

0

3 9 الف( 

[ ] [ ]
x
lim ( x x x )

−→
− + −

0
1 2 ت(    

x
lim tan x cot x
→ 0

پ( 

، عددی مخالف صفر 
x

x xlim
x ax→

+ − +
+ −22

1 4 1

2 4
٤ــ آیا عددی مانند a وجود دارد که مقدار 

باشد؟ مقدار a و مقدار این حد را پیدا کنید. 

x

ax blim
x→

+ − =
0

2
5ــ عددهای a و b را چنان انتخاب کنید که 1

 را حساب کنید. 
x

x x
lim

x→

− − +
0

3 1 3 1 6ــ 

 را حساب کنید. 
x
lim ( x )

x x→

 −   0

1 1
1 7ــ 

 را حساب کنید. 
x

x xlim ( )
x x x x→

− +−
− +2 20

3 4 2

2
8 ــ 

 را بیابید.
x
lim sin x(cot x cot x)

+→
−

0
4 2 9ــ مقدار 

 را بیابید. 
x

cos x
lim

x+
→

π
−1

2
1 2

١٠ــ مقدار 

xf در چند نقطه دارای حد است؟ )چرا؟( (x)
x

 +=  
+  

2

2

4 3

1
١١ــ تابع 

١2ــ حدهای زیر را بیابید. 

x

tan xlim
sin x cos xπ→

−
−

4

1 ب(    
x

cos xlim
x→

−
20

1 الف( 

 
x

xlim ( x ) tan
→

π−
4

2
8

ت(    
x

cos x cos xlim
x→

−
20

3 پ( 

حل  راه  )می توانید  بیابید  را   
x
lim x cos

x→
2

0

1 مقدار  فشردگی  قضیه  از  استفاده  با  ١٣ــ 
ساده تری برای این مسأله، ارائه دهید؟( 

عددی  چه  به   f ( )
n

 + 
 

1 1

3
دنباله   ، [ ]f (x) x x = + +  

1
3

3
اینکه  فرض  با  ١٤ــ 

همگراست؟ 
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داده شده، حدشان  نقطهٔ  در  زیر  های  تابع  کنید  ثابت  ای حد،  دنباله  تعریف  به کمک  ١5ــ 
موجود نیست. 

 x = در نقطهٔ ١ g(x) cos
x

=
−
1

1
ب(    x = در نقطهٔ ١ x

f (x)
x

−
=

−
1

1
الف( 

ای  نقطه  هیچ  در  دیریکله(  )تابع  زیر  تابع  کنید،  ثابت  ای حد،  دنباله  تعریف  به کمک  ١6ــ 
دارای حد نیست.                                                                x گویا،

 
D(x)


= 



1

0                                                                                            x گنگ،  
، دارای حد است  x = 1

2
١7ــ به کمک تعریف دنباله ای حد، نشان دهید تابع زیر در نقطهٔ 
xو مقدار حد را مشخص کنید.                                             x گویا،

f (x)
x
+

=  +

2

3 1    x گنگ،
x

x
lim ( ) e

x→−∞
+ =1

1 x و 

x
lim ( ) e

x→+∞
+ =1

1 ١8ــ ثابت کنید: 

٢ ـ1٠ ـ پیوستگی تابع 

در  تواند  نمی  است،  حرکت  حال  در  که  فیزیکی  متحرک  شیء،  یک  مقدمه: 
یک  را  متحرک  مسیر  ما  لذا  شود.  ظاهر  دیگر  درجایی  دوباره  و  شده  ناپدید  یک جا 
خط راست یا یک منحنی یکپارچهٔ بدون سوراخ )حفره( و بدون هیچ بریدگی یا جهشی 
این بخش،  »پیوسته« می گوییم. در  را  هایی  یا منحنی  این چنین خط راست  بینیم.  می 
می خواهیم این مفهوم شهودی را به صورت ریاضی بیان کرده و چند خاصیت نمودارها 

و منحنی های پیوسته را توصیف کنیم. 

اوّلین ایده ای که از کلمه پیوستگی به ذهن شما می رسد چیست؟ 

»مسلسل«، »به هم چسبیده«، »بدون بریدگی«: همهٔ اینها از کلمه پیوستگی به ذهن می رسد و 
به طور کلی تصور ذهنی ما از نمودار یک تابع پیوسته، یک خط راست یا یک منحنی صاف و هموار در 
صفحه مختصات است، اگرچه تابع هایی وجود دارد که در یک یا چند نقطه و یا در دامنه اش پیوسته اند 
ولی اطلاق کلمهٔ پیوسته به آنها دور از ذهن به نظر می رسد )مثالی ارائه می شود( و در این بخش خواهیم 
دید، توابع پیوسته آن گونه که احساس و درک شهودی اوّلیهٔ ما بیانگر آن است، خیلی هم ساده نیستند، 

درواقع خیلی از توابع پیوسته هموار نیستند. 
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در شکل 2ــ2٠ رفتار توابع f١ و f2 و f٣ و f٤ را در حوالی نقطه ١ = x بررسی 
کنید. )مقدار تابع و حد تابع را در صورت وجود به دست آورید( 

x , xf (x) x
, x

 − ≠=  −
 =

2

2

1
1

1
0 1

ب(   
x , x

f (x) x
, x

− ≠
= −
 =

1

1 1
1

2 1

الف( 

 , x
f (x) (x )

, x

 ≠= −
 =

2
4

1
1

1

1 1

ت(    , x
f (x)

x , x
≥

=  − <
3

1 1

1 1
 پ( 

، )٣,٤,2,١ = n( در توابع داده شده برقرار  nx
lim f (x) f ( )

→
=

1
1 در فعالیت بالا دیدیم که رابطه 

نیست و به طور شهودی ملاحظه می شود که این توابع در نقطهٔ ١ = x دارای بریدگی و یا پرش هستند و 
می گوییم این توابع در نقطه ١ = x ناپیوسته اند. در سایر نقاط وضعیت چگونه است؟ 

معلوم است که در هر نقطه به طول ١ ≠ x نمودار تابع های بالا بریدگی و یا پرشی ندارند که در این 
حالت، گوییم در نقاط ١ ≠ x پیوسته اند. به زبان نمادی گوییم تابع f در نقطه x = a پیوسته است هرگاه 

یت
عال

ف

x

y

1

2
1

0x

y

10x

y

100

1

x

y

1

−

−1

)الف(

x

y

1

2
1

0x

y

10x

y

100

1

x

y

1

−

)ب(

x

y

1

2
1

0x

y

10x

y

100

1

x

y

1

−

−1 x

y

1

2
1

0x

y

10x

y

100

1

x

y

1

−

)ت()پ(  ـ   2٠ شکل 2ـ
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 این امور ما را به تعریف زیر می رساند. 
x a
lim f (x) f (a)
→

=

)یا  راست  یا  در یک همسایگی چپ  و   a نقطهٔ  در   f کنیدتابع  فرض  تعریف1   : 
هر دو( تعریف شده باشد. در این صورت می گوییم تابع f در نقطهٔ a پیوسته است هرگاه 

شرایط زیر برقرار باشد:  
 وجود داشته باشد. 

x a
lim f (x)
→

الف( 

x a
lim f (x) f (a)
→

= ب( 

تبصره 1: البته شرط »ب« نیز به تنهایی پیوستگی تابع f را در a بیان می کند،

x a
lim f (x) f (a)
→

=  
چرا که سخن از این عبارت متضمن وجود )a( f، وجود حد و تساوی مقدار حد با )f )a است. 

تبصره ٢: اگر تابع f در نقطه a عضو دامنه اش پیوسته نباشد، گوییم f در a ناپیوسته است. 

 در ٠ = x پیوسته 
x

, xf (x) x
m , x


≠= 

 =

0

0

�  مثال : آیا مقداری برای m یافت می شود که تابع 
باشد؟ 

 وجود ندارد. لذا m را هر 
x

x
lim

x→0
، درنتیجه 

x

x
lim

x−→
= −

0
 و 1

x

x
lim

x+→
=

0
1 حل :  می دانیم 

عددی که بگیریم، شرط )ب( در تعریف پیوستگی برقرار نیست و نمی توان تابع f را در ٠ = x پیوسته کرد. 

تمرین در کلاس

 را در ١ = x بررسی کنید. 
x , xf (x) x

, x

 − ≠=  −
 =

2 1
1

1
4 1

پیوستگی تابع 

یا  داریم  سروکار  آنها  با  که  توابعی  اکثر  دامنه  آن:  دامنه  از  نقطه  هر  در  بع  تا پیوستگی 
دامنه  درونی  نقطه  یک  را  دامنه  به  متعلق   c نقطه  هم،  از  جدا  بازهٔ  تعدادی  اجتماع  یا  هستند  بازه 
 f (x) x= − 21 می نامیم هرگاه این نقطه به بازهٔ بازی واقع در دامنه تعلق داشته باشد.مثلاً دامنه تابع 



حساب دیفرانسیل و انتگرال 9٠

بازه بسته [١,١-] است که از نقاط درونی )١,١-( و نقطه انتهایی چپ ١- و نقطه انتهایی راست ١ 
به دامنه اش پیوسته است هرگاه  تابع f در نقطه درونی c متعلق  بنابراین می گوییم  تشکیل شده است. 

 
x c
lim f (x) f (c)
→

=

 در نقطه ٠ = x پیوسته است. 
sin x , x

f (x) x
, x

 ≠= 
 =

0

1 0
�  مثال : نشان دهید تابع 

 پس تابع f در ٠ = x پیوسته 
x
lim f (x) f ( )

→
= =

0
0 حل : ٠ = x نقطه درونی دامنه f است و 1

است. 

تمرین در کلاس

f در نقطهٔ ١ = x پیوسته است.  (x) x= − 24  نشان دهید تابع 

پیوستگی راست و چپ: ممکن است یک تابع در یک نقطه از دامنه اش پیوسته نباشد )شکل 
2ــ2١ را ببینید( 

، در این حالت می گوییم تابع f در x = a پیوستگی چپ 
x a
lim f (x) f (a)

−→
= در قسمت )الف( 

دارد،  پیوستگی راست   x = b در  f تابع  گوییم  می  که   
x b
lim f (x) f (b)

+→
= )ب(  در قسمت  و  دارد 

بنابراین تعریف زیر را بیان می کنیم. 

x c
lim f (x) f (c)

+→
= تعریف٢   : می گوییم f در c از راست پیوسته است هرگاه 

 
x c
lim f (x) f (c)

−→
= می گوییم f در c از چپ پیوسته است هرگاه 

x

y

a0

f
f

b
x

y

0

)الف( )ب(
 ـ   21 شکل 2ـ
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�  مثال : تابع f)x( = [x] در هر عدد صحیح n از راست پیوسته است امّا از چپ ناپیوسته است. 
]زیرا:  ]

x n x n
lim f (x) lim x n f (n)

+ +→ →
= = =

 
[ ]

x n x n
lim f (x) lim x n f (n)

− −→ →
= = − ≠1 امّا  

تمرین در کلاس

پیوستگی تابع x( = [sinx]( f را در نقطه x = π بررسی کنید. )پیوستگی راست و چپ( 

تعریف   : پیوستگی درنقاط انتهایی
١( اگر c یک نقطهٔ انتهایی چپ دامنه f باشد، می گوییم f در c پیوسته است هرگاه 

در c از راست پیوسته باشد. 
2( اگر c یک نقطهٔ انتهایی راست دامنه f باشد می گوییم f در c پیوسته است هرگاه 

در c از چپ پیوسته باشد. 

برای درک بهتر این تعریف به مثال زیر توجه کنید. 

f بازهٔ [١,١-] است، f در نقطهٔ انتهایی راست دامنه خود  (x) x= − 21 �  مثال :  دامنه تابع 
x
lim f (x) f ( )

−→
= =

1
1 یعنی ١ پیوسته است زیرا در آنجا از چپ پیوسته است، زیرا به این سبب که 0

پیوسته  آنجا از راست  پیوسته است زیرا در  یعنی ١-  انتهایی چپ دامنه خود  نقطهٔ  و f در 
است: 

x ( )
limf (x) f ( )

+→ −
= − =

1

1 0

 
البته f در هر نقطه درونی دامنه اش )١< x <١-( نیز پیوسته است

 )شکل 2ــ22 
x c
lim f (x) c f (c)
→

= − =21  یعنی اگر ١< c <١- آنگاه 
نمودار f است( 

پرسش: آیا تابع f در هر نقطه از دامنه اش پیوسته است؟ 
x

y

10−1

fنمودار
 ـ   22 شکل 2ـ
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تمرین در کلاس
f را در نقاط انتهایی دامنه آن بررسی کنید.  (x) x x= − − 24 پیوستگی تابع 

پیوستگی روی بازه: می گوییم تابع f روی بازهٔ I پیوسته است هرگاه f در هر 
نقطهٔ I پیوسته باشد به ویژه می گوییم f تابعی پیوسته است هرگاه f در هر نقطهٔ دامنه اش 

پیوسته باشد. 

f را در دامنه اش یعنی )∞ + ,٠] بررسی کنید.  (x) x= �  مثال :پیوستگی تابع 
حل :  تابع f در نقطهٔ انتهایی چپ دامنه اش یعنی ٠ پیوسته است زیرا در آنجا از راست پیوسته 

x c
lim x c
→

=  همچنین f در هر نقطهٔ ٠ > c پیوسته است زیرا  
x

( lim x f ( ))
+→

=
0

0 است 

تمرین در کلاس 

f را در دامنه اش بررسی کنید.  (x)
x

=
−

1

1
پیوستگی تابع 

٢ـ11ـ مفهوم پیوستگی تابع f در یک نقطه براساس همگرایی دنباله ها
تابع f را در نقطهٔ x=a عضو دامنه اش   پیوسته می نامیم، به شرطی که 

x a
lim f (x) f (a)
→

=
 

 )١(
البته برقراری رابطه )١( به طور ضمنی دو ویژگی زیر را لازم دارد.

 وجود داشته باشد.
x a
lim f (x)
→

١ــ 

x a
lim f (x) f (a)
→

= 2ــ 
با این توضیح و تعریف حد تابع بر اساس همگرایی دنباله ها، می توان تعریف دیگری از پیوستگی 

تابع در یک نقطه را براساس همگرایی دنباله ها بیان کرد.
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تعریف   3   : فرض کنیم D دامنه تابع f زیر مجموعه ای از R باشد، a∈D تابع f:D→ R در 
نقطهٔ a پیوسته است، هرگاه به ازای هر دنباله از نقاط D مانند }an{ که به a همگراست، دنبالهٔ 

}f(an){ به f(a) همگرا باشد. 

محتوی این تعریف این است که پیوستگی تابع در یک نقطه هم ارز این است که با دقیق تر کردن 
ورودی، می توان به خروجی های دلخواه دقیق دست یافت.

به کمک تعریف پیوستگی تابع در یک نقطه براساس همگرایی دنباله ها می توان پیوستگی مجموع، 
حاصل ضرب و خارج قسمت دو تابع پیوسته را نتیجه گرفت.

� قضیه 1 : فرض کنیم بازه D اشتراک دامنه تابع های f و g باشد و f و g هر دو در نقطه a پیوسته 
باشند و c عددی ثابت باشد آنگاه تابع های زیر نیز در a پیوسته اند.

g(a)≠0 به شرطی که f
g

الف) f+g         ب) f-g        پ) cf        ت) f.g         ث) 

�  برهان : همهٔ حکم ها به سادگی از حکم های مشابه برای محاسبه حد مجموع و حاصل ضرب   و 
خارج قسمت در قضیه (1) نتیجه می شوند. 

برای نمونه قسمت (ث) را ثابت می کنیم.
به ازای هر دنباله دلخواه }xn{ از نقاط D که همگرا به a است داریم: 

nn
lim f (x ) f (a)
→+∞

= nn و 
lim g(x ) g(a)
→+∞

=

بنابراین

n
n n

f (x ) f (a)lim
g(x ) g(a)→+∞

= ، g(a)≠0

f در نقطهٔ a پیوسته است.
g

پس طبق تعریف (3) تابع 

� نکته : عکس این قضیه همواره درست نیست.

g(x) در x=0 حد ندارند و بنابراین در 


= 


0

1
f و              (x)


= 



1

0
�  مثال : تابع های           

(f.g)(x)=0 ،x∈R پیوسته نیستند. امّا برای هر x=0

x گویا،
x گنگ،

x گویا،
x گنگ،
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و این تابع ثابت در هر نقطه اش، حد آن با مقدار تابع در آن نقطه برابر است، پس در تمام نقاط 
از جمله x=0 پیوسته است.

 a در  آنها  مجموع  ولی  باشند  ناپیوسته   a نقطهٔ  در  دو  هر  که  بزنید  مثال  تابع  دو 
پیوسته باشد.

 تابع هایی مانند تابع چند جمله ای و یا تابع کسری گویا، در هر نقطه از دامنه، حد 
تابع با مقدار تابع در آن نقطه برابر است و این خود ایده ای است برای بیان قضیه زیر

� قضیه 2 :
الف) هر چند جمله ای همه جا پیوسته است یعنی روی (∞+ , ∞-)=R پیوسته است.

ب) هر تابع گویا در هر نقطه از دامنه اش پیوسته است.
�  برهان : 

الف) هر چند جمله ای تابعی است به شکل 
P(x) = anxn+an-1xn-1 + …+ a1x+a0

که در آن a0 و a1 و … و an-1 و an عددهایی ثابت اند
می دانیم

x c
lim a a
→

=0 0

m m
x c
lim x c
→

=  ، m=1,2,3, … , n 
بنابر قسمت (پ)  نتیجه  در  پیوسته  تابعی است   f(x)= xm تابع  که  آن است  به معنی  تساوی   این 
قضیه g(x)=axm (1) نیز تابعی است پیوسته. چون P(x) مجموع تابع هایی پیوسته نظیر g(x)=axm و 

تابعی ثابت است بنابر قسمت الف قضیه (1) نتیجه می شود تابع چند جمله ای در R پیوسته است.

P(x)f که در آن P(x) و Q(x) چند جمله ای اند و  (x)
Q(x)

= ب) هر تابع گویا تابعی است به شکل 
دامنه f مجموعه }D=}x∈R | Q(x)≠0 است.

از طرفی بنابر قسمت الف قضیه P(x) ،(2) و Q(x) در همه جا پیوسته اند در نتیجه طبق قسمت 
(ث) قضیه (1) تابع f در تمام نقاط دامنه اش پیوسته است.

یت
عال
ف
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x روی چه بازه هایی پیوسته است؟ x xf (x)
x

+ − +=
−

3 2

2

2 1

1
�  مثال : تابع 

حل : دامنه f، مجموعهٔ }D=IR-}-1 ,+1، بنابراین طبق قضیه (1) تابع f به جز در نقاطی که 
مخرج آن صفر می شود، همه جا پیوسته است در نتیجه تابع روی بازه های زیر پیوسته است.

 (∞+,1) و (1,1-) و (1-,∞-)

تمرین در کلاس

xf روی چه بازه هایی پیوسته است؟ (x)
x x x

+= +
− + +2

2 1
3 1

 تابع 

2ـ12ـ پیوستگی توابع مثلثاتی
در حدهای مثلثاتی ثابت شده است که

x a
lim sin x sin a
→

=  و 
x a
lim cos x cosa
→

=

 a ٔدر هر نقطه g(x)=cosx و f(x)=sinx تابع های a ٔبنابراین طبق تعریف پیوستگی تابع در نقطه

 cos xcot x
sin x

= sin بجز در نقاطی که cosx=0 پیوسته است و تابع  xtan x
cos x

= پیوسته اند در نتیجه تابع 
بجز در نقاطی که sinx=0 پیوسته است.

(k∈z) x k π= π +
2

توضیح : در نقاطی cosx=0 که 
(k∈z) x=kπ که sinx=0 و در نقاطی

،  f(0) را چنان تعریف کنید که تابع f در x=0 پیوسته  sin xf (x)
cos x

=
−

2

1
�  مثال : فرض کنید 

باشد.

 
x x x

sin x ( cos x)( cos x)lim f (x) lim lim
cos x ( cos x)→ → →

− += =
− −

2

0 0 0

1 1
1 1

حل : 
وقتی x به صفر میل می کند داریم 0≠(cosx-1) پس 

x x
lim f (x) lim( cos x)

→ →
= + = + =

0 0
1 1 1 2

با انتخاب f(0)=2 تابع f در صفر پیوسته می شود.
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تمرین در کلاس 

tan در چه نقاطی پیوسته است؟ xf (x)
sin x

=
+1

تابع 

به این ترتیب با اتکا به قضیه (1) می توان با عملیات جبری از تابع های پیوسته داده شده، تابع های 
پیوسته جدیدی ساخت و علاوه بر این، روش دیگر، برای تولید تابع های پیوسته، ترکیب تابع های پیوسته 

است.
این کار بنابر قضیه زیر میسر است.

، آنگاه 
x a
lim g(x) b
→

= � قضیه 3 : اگر تابع f در b پیوسته باشد و 

x a
lim f (g(x)) f (b)
→

=

x a x a
lim f (g(x)) f ( lim g(x))
→ →

= به عبارت دیگر   

در حقیقت قضیه (3) بیانگر آن است که وقتی x به a نزدیک شود، g(x) به b نزدیک می شود و 

x a
lim f (g(x)) f (b)
→

= چون f در b پیوسته است، وقتی g(x) به b میل می کند آن وقت 
همچنین در این قضیه می توان نماد حد را به درون نماد تابع برُد، به شرطی که تابع پیوسته باشد 

و حد وجود داشته باشد.
به عبارت دیگر در این قضیه تعویض و جابه جا کردن نماد »f« با نماد »lim« مجاز است.

 بنابراین طبق قضیه (3) 
x a
lim g(x) b
→

= �  مثال : می دانیم تابع |f(x)=|x همه جا پیوسته است. و 
داریم:

x a x a
lim f (g(x)) f ( lim g(x)) f (b) | b |
→ →

= = =

از قضیه (3) نتیجه می گیریم که ترکیب دو تابع پیوسته، خود تابعی پیوسته است.
 a در نقطه fog پیوسته باشد، آنگاه تابع g(a) در f و تابع a در نقطه g و به بیان دقیق تر، اگر تابع

پیوسته است.

xy همه جا پیوسته است. 
x x

−=
+ +

3
2

2

1
�  مثال : نشان دهید تابع 
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حل : مخرج کسر زیر رادیکال همواره مخالف صفر است (0<4-1=∆) بنابراین تابع گویای 

xg(x) همه جا پیوسته است.
x x

−=
+ +2

2

1

(
x a
lim f (x) a
→

= 3 f همواره پیوسته است ( (x) x= 3 از طرفی تابع 

xf همه جا پیوسته است. (g(x))
x x

−=
+ +

3
2

2

1
پس ترکیب دو تابع پیوسته f و g یعنی تابع 

همان طور که در مقدمه پیوستگی تابع، گفته شد، تابع هایی وجود دارد که در یک یا چند نقطه از 
دامنه شان پیوسته اند ولی اطلاق کلمهٔ پیوسته به آنها دور از ذهن به نظر می رسد.

�  مثال : تابع f:R→ R را به صورت زیر تعریف می کنیم.
x

f (x)
x


=  −2     

  x گویا،

                                                                   x گنگ،  
نقاطی از تابع f را تعیین کنید که تابع در آن نقاط پیوسته باشد.

حل : می دانید که در هر بازهٔ باز از اعداد حقیقی هم اعداد گویا وجود دارد و هم اعداد گنگ، 
بنابراین نقاط تابع f یا روی خط y=x (وقتی که x گویا باشد) و یا روی خط y=2-x (وقتی که x اصم 

باشد) قرار دارند.
با مشاهده نمودار به صورت نقطه چین تابع در شکل 2ــ23 هر چقدر به نقطهٔ (1و1) نزدیک تر  شویم 

 ـ   23 شکل 2ـ

x

y

0 1 2

y x= y x= −2
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نقطه چین ها به هم متراکم تر خواهند شد  و به نظر می رسد که تابع در x=1 حد دارد و برای اثبات درستی 
حدس خود، از تعریف حد به شرح زیر استفاده می کنیم.

فرض کنیم }an{ دنباله ای دلخواه از اعداد حقیقی باشد به طوری که an≠1( an→1(، کافی 
 f و تابع 

x
lim f (x) f ( )

→
= =

1
1 1 nn در نتیجه 

lim f (a )
→∞

nn یا 1=
lim | f (a ) |
→∞

− =1 است ثابت کنیم 0
در نقطهٔ x=1 پیوسته است.

.|f)an(-1|=|an-1| که گویا باشند داریم }an{ و اما به ازای مقادیری از جملات دنباله
و به ازای مقادیری از جملات دنباله }an{ که گنگ باشند داریم 

|f)an(-1|=|2-an-1|=|1-an|=|an-1|  
و چون }an{ همگرا به عدد 1 است یا                        نتیجه می گیریم

n nn n
lim | f (a ) | lim | a |
→∞ →∞

− = − =1 1 0
} به f)1(=1 همگراست.  }nf (a ) بنابراین دنباله 

تمرین در کلاس  

xf در نقطهٔ x=0 پیوسته است. (x)
= 


2

0
                      x گنگ،ثابت کنید تابع   x گویا،  

an- 1 0
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1ــ نقاط ناپیوستگی تابع f را پیدا کنید.

 

x ,x
f (x) x

x ,x

 − >= −
 ≤

2

2

1
1

1

1

 
=   )f   )xداده شده است. مقدار a را چنان انتخاب کنید 

 

x , x
x

a , x

 + − ≠

 =

3 8 2
0

0
2ــ تابع 

که تابع در x=0 پیوسته باشد.

 در x=0 پیوسته است.
| x | | x |, x

f (x) x
a ,x

 ≠= 
 =

0

0

3ــ به ازای چه مقدار a، تابع 

4ــ عددهای a و b را چنان انتخاب کنید که تابع f در نقطه x=0 پیوسته باشد.

a [x] ,x
f (x) b ,x

sin x ,x
cos x


 + <
= =

 >
 −

0

0

0
1

xf در چه نقاطی ناپیوسته است؟ (x) [ ]=
2

5 ــ تابع 
] مشخص کنید. ],− π π2 2 ] را در بازهٔ  ]f (x) sin x= 6  ــ نقاط پیوستگی تابع 

7ــ اگر تابع f در نقطه ای پیوسته باشد، ثابت کنید تابع |  f| نیز در آن نقطه پیوسته است. آیا 
عکس این مطلب نیز درست است؟ 

8   ــ دو تابع مثال بزنید که هر دو در یک نقطه ناپیوسته باشند ولی مجموع آنها در آن نقطه 
پیوسته باشد.

9ــ دو تابع مثال بزنید که هر دو در یک نقطه ناپیوسته باشند ولی ضرب آنها در آن نقطه 
پیوسته باشد.

10ــ با برهان خلف، ثابت کنید:
اگر تابع f در نقطهٔ a پیوسته و تابع g در نقطهٔ a ناپیوسته باشد آنگاه f+g در a ناپیوسته است.

مسا ئل
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 R روی   f(x) = [x] sinπx تابع  کنید  ثابت  پیوستگی  و  حد  قضایای  از  استفاده  با   11ــ 
پیوسته است.

12ــ تابع f(x)=[x2] روی بازه (k+2,2] پیوسته است، بزرگ ترین مقدار k  را بیابید.

, در چند نقطه از دامنه اش ناپیوسته است؟ x | x |
f (x)

x ,x | x |

 == 
+ ≠

2

2

4

2
13ــ تابع 

xf در چند نقطه از دامنه اش پیوسته است؟ (x)
x

− +=
+ −3

4 3

1 1
14ــ تابع 

f را در بازهٔ [2,5] رسم کرده و مشخص  (x) [x] x sin( [x])π= − +
2

15ــ نمودار تابع 
کنید، تابع در چند نقطه از این بازه ناپیوسته است.

x را روی R  بررسی کنید. ,x | x |
f (x)

| x |, x | x |

 ≥= 
<

2 2

2

2

2 2
16ــ پیوستگی تابع 

 R روی f(x)=(x2-bx+a)sgn(x2+x-2) را چنان انتخاب کنید که تابع b و a 17ــ عددهای 
 پیوسته باشد. (sgn تابع علامت است)

2ـ13ـ ویژگی های مهمّ تابع های پیوسته
بیشتر ویژگی های تابع های پیوسته ناشی از این خصوصیت شهودی آنها است که نمودار تابع 

پیوسته بر یک بازه به صورتی ملموس دارای اتصال و یکپارچگی است.
اکنون فرض کنید تابع f بر بازه [a,b] پیوسته باشد.

باید  باشد،  و مقدار آن در a مثبت و مقدار آن در b  منفی 
را  صفر  مقدار   c مانند  بازه  این  از  نقطه  یک  در  حداقل، 

اختیار کند.
و  (هموار  است،  پیوسته   [a,b] بازه  بر   f تابع  چون 
 A(a,f(a)) نقطه  از  گذر  در  است  ناچار  است)  یکپارچه 

پایین محور x حداقل در یک جا، محور x را قطع کند. (شکل   B(b,f(b)) نقطه  به   x بالای محور
2ــ24 را ببینید)

xc

B

b

y

a0

A

شکل 2ــ24
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طبق این ویژگی »اتصال و یکپارچگی« تابع، قضیه زیر را بیان می کنیم.

� قضیه4 : (قضیه بولزانو) اگر تابع f در بازه بستهٔ [a,b] پیوسته و f(a)f(b)   >0آنگاه حداقل، 
f(c) =0 وجود دارد که (a,b) در بازهٔ باز c یک عدد مانند

�  مثال : با استفاده از قضیه بولزانو ثابت کنید معادله x4+x-3=0 ریشه ای در بازه (1,2) دارد.
حل : تابع f(x)=x4+x-3 را درنظر می گیریم, می دانیم که تابع چند جمله f که در هر نقطه از 
R یا بازه (∞+,∞-) پیوسته است پس در بازه [1,2] نیز پیوسته است از طرفی  f(1) f(2)>0  (چرا؟) 
بنابراین طبق قضیه بولزانو دست کم یک عدد c در بازه باز (1,2) وجود دارد که f(c)=0 یعنی c ریشه 

معادله  x4+x-3=0 است.

تمرین در کلاس

 نشان دهید معادله x-cosx=0، ریشه ای در بازه (0,1) دارد.

 .g(x)=f(x)-k و (f(a)>f(b)) ،f(b) و f(a) عددی بین k پیوسته و [a,b] در بازه f مثال : اگر تابع  �
g(c)=0 که c∈(a,b) نشان دهید، وجود دارد

حل : طبق فرض داریم g(a)=f(a)-k>0 و g(b)=f(b)-k>0 و تابع g در بازه [a,b] پیوسته 
است. (چرا؟) پس بنابر قضیه بولزانو وجود دارد c∈(a,b) که g(c)=0 و یا f(c)=k ایده مثال فوق قضیهٔ 

مقدار میانی است که در زیر بیان می شود.

� قضیه٥ : (قضیهٔ مقدار میانی): فرض کنیم f روی بازهٔ بسته [a,b] پیوسته باشد و k عددی 
.f(c)=k وجود دارد که [a,b] در بازه c باشد، در این صورت حداقل یک عدد مانند f(b) و f(a) بین

 f(x) ،را بگیرد b و  a همهٔ مقادیر بین x اگر ،f قضیه مقدار میانی می گوید که برای تابع پیوسته
افراد را درنظر  به عنوان مثال ساده ای از این قضیه، قد  بین f(a) و f(b)  را بگیرد.  باید همهٔ مقادیر 
بگیریم. فرض کنید قد پسر بچه ای در 13 سالگی 150 سانتی متر و در 14 سالگی 165 سانتی متر باشد 
پس به ازای هر قد h سانتی متر بین 150 سانتی متر و 165 سانتی متر باید زمانی چون t باشد که قدش 
درست h سانتی متر بوده است. این امر معقول به نظر می رسد زیرا می دانیم رشد افراد پیوسته است و قد 
 [a,b] در بازهٔ بسته c نمی تواند جهشی ناگهانی داشته باشد قضیه مقدار میانی وجود حداقل یک عدد
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از یک  بیش  البته ممکن است  را تضمین می کند، 
عدد مـانند c که f(c)=k وجود داشته باشد (شکل 

 ـ 25 را ببنید) 2ـ

بین خط های   y  =k بالا نشان می دهد خط افقی تعبیر هندسی قضیه مقدار میانی: شکل 
و  پیوستگی  هم  به  ریسمان  یک  مانند  و  بریدگی  بدون   f نمودار  چون  می باشد.   y=f (b) و   y=f (a)
یکپارچگی دارد، برای رفتن از نقطهٔ (a,f (a)) به نقطهٔ (b,f (b)) باید خط y=k را قطع کند و در شکل 

بالا خط y=k نمودار f را در سه نقطه c1 وc2 و c3 قطع کرده است.

�  مثال : نشان دهید که خط y=2 نمودار تابع f(x)=(x-1)2(x-3)2+x را قطع می کند.
حل : چون تابع چند جمله ای f در بازه (∞+,∞-) پیوسته است پس f در بازه [1,3] نیز پیوسته 

f(3) =3 و f(1)=1 است. از طرفی
بنابراین طبق قضیه مقدار میانی خط y=2 که بین خطوط y=1 و y=3 قرار دارد نمودار f را 

قطع می کند.

تمرین در کلاس

xf در بازه [2,2-] مقدار 5 را می تواند داشته باشد؟ (x) sin x= + π +
3

4
4

 آیا تابع 

2ـ14ـ پیوستگی تابع وارون یک تابع پیوسته
(f ٔدامنه D) باشد f مجموعه مقادیر B=}f(x):x∈D{ تابع باشد و f:D→ R فرض کنیم

اگر f یک به یک باشد، به ازای هر عضو B مانند y یک و فقط یک x در D وجود دارد که 
f(x)=y

 f f  -1   را وارون  تابع   ،f    -1(y)=x تعریف می شود که     f  -1:B→   R مانند تابعی  ترتیب،  این  به 

 ـ 25 شکل 2ـ

f (a)

f (b)

x

y

a0 b

y k=

c2c1 c3
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می نامیم و دو حکم زیر درست اند.
f    -1(f(x))=x ،x∈D الف) به ازای هر

f  (f   -1(y))=y ،y∈B ب) به ازای هر
همان طور که در حسابان آموزش داده شده 
است، به خاطر اینکه f  -1   نقش x و y نسبت به f را 
عوض می کند، نمودار f  -1   قرینه نمودار f نسبت به 

خط y=x است (شکل 2ــ26 را ببینید).
و   f(x)=sinx نمودارهای  شکل  این  در 
f   -1(x)=sin-1(x) که نسبت به خط y=x قرینه اند، 
] یک به یک  , ]π π−

2 2
دیده می شوند. تابع f دربازه 

و صعودی است همچنین تابع f  -1 در بازه [1,1-] 
یک به یک و صعودی می باشد و در شکل 2ــ27 
که   f   -1(x)=sin-1(x) و   f(x)=cosx نمودارهای 

نسبت به خط y=x قرینه اند، دیده می شوند.
نزولی  و  یک  به  یک   [0,π] بازه  در   f تابع 
است. همچنین تابع f  -1   در بازه [1,1-] یک به یک 

و نزولی می باشد.

تمرین در کلاس
نمودار و دامنه تابع وارون، توابع زیر را در صفحهٔ مختصات رسم کنید.

g(x)=cotx ، 0>x>π (ب  f(x)=tanx ، xπ π− < <
2 2

الف) 

در مثال های بالا مشاهده می شود وقتی تابع f یک به یک و پیوسته است، تابع وارون آن نیز یک 
به یک و پیوسته است و این خود ایده ای است برای بیان قضیه زیر که کاربرد مهمّی از قضیه مقدار 

میانی است.

شکل 2ــ26ــ نمودار f و نمودار f-1 نسبت به y=x قرینه اند

شکل 2ــ27ــ  نمودار f و نمودار f-1 )نقطه چین( نسبت
 به y=x قرینه اند

x1

y

f

f

π
−

2

π
−

2

π
2

π
2−1

−1
1

−1

y
x=

o

x1

1

y

o

f

π

π

2

π

π2

−1

y x=

f −1
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   f  -1 است. اگر  D تابعی یک به یک و پیوسته باشد که دامنه آن بازه بسته f قضیه 6 : فرض کنیم �
با دامنه B، تابع وارون f باشد، آنگاه تابع f  -1   در هر نقطه از B پیوسته است.

f است. چون تابع f تابعی است  (x) x− =1 3 �  مثال : می دانیم وارون تابع f(x)=x3، تابع 
y نیز یک به یک و پیوسته است. x= 3 یک به یک پیوسته، پس تابع 

D یک به یک و پیوسته است. پس طبق قضیه  [ , ]π π= −
2 2

همچنین تابع f(x)=sinx با دامنه 
(6) تابع f   -1(x)=sin-1(x) با دامنه B=[-1,1] یک به یک و پیوسته است.

ناپیوسته  از دامنه اش  نقطه  f  -1 در چند  تابع   ، x , x
f (x)

x , x
− < <

=  − < <

1 1 2

2 4 3 4
1ــ فرض کنید 

است، نمودار f  -1 را رسم کنید.
2ــ نشان دهید که معادله x3-x-1=0 در بازه [1,2] جواب دارد.

3ــ نشان دهید معادله x5+x4+2x3-x+2=0 در بازه [2,0-] دارای جواب است.
4ــ ثابت کنید معادلهٔ sinx-x2+x+1=0 حداقل دو ریشه در بازه [π, π-] دارد.

5ــ ثابت کنید که اگر P(x) یک چند جمله ای از درجهٔ فرد باشد، آنگاه معادله P(x) =0 حداقل 
دارای یک ریشه حقیقی است.

 ـ 1٥ـ حدهای نامتناهی )حد بی نهایت( 2
(1) 

x a
lim f (x) L
→

= می دانید در عبارت 
L عددی است حقیقی و چنین حدهایی را اصطلاحاً حدود متناهی نیز می نامند.

اکنون عبارت (1) را برای وقتی ∞+ یا ∞- جایگزین L می شوند، تعریف می کنیم. این تعریف ها 
به لحاظ منطقی همان تعریف قبلی حد هستند، با این تفاوت که نشانه نزدیکی f(x)ها به ∞+، بزرگ شدن 
دلخواه آنها است و نیز نشانه نزدیکی f(x)ها به ∞-، کوچک تر شدن دلخواه آنها است و در حقیقت 
یا کوچک  بزرگ  دلخواه  به  مقادیرشان  که  است  توابعی  رفتار  توصیف  برای  نمادگذاری سودمندی 

می شوند.

مسا ئل
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این  به   ـ  28)،  نماییم (شکل 2ـ بررسی  نزدیکی یک  f را در  (x)
(x )

=
− 2

1

1
تابع  هرگاه رفتار 

با   (x-1)2 می شود،  نزدیک   1 به   1 از  کوچک تر  یا  و  بزرگ تر  مقادیر  با   x وقتی  که  می رسیم  نتیجه 
 بدون هیچ محدودیتی افزایش می یابد و یا 

(x )− 2

1

1
مقادیر مثبت به صفر نزدیک خواهد شد و مقدار 

 x به شرطی که (به ∞+ میل می کندf(x) ) را می توان از هر عدد مثبتی بزرگ تر کرد f (x)
(x )

=
− 2

1

1
 بزرگ تر از 1000000 باشد 

(x )− 2

1

1
را به اندازه کافی به 1 نزدیک کنیم. به عنوان مثال اگر بخواهیم 

(x )− <2 1
1

1000000
 داریم:                 

(x )
>

− 2

1
1000000

1
و یا 

| و یا  x |− < 1
1

1000
x− < < +1 1

1 1
1000 1000

(x )− <2 1
1

1000000             
| آنگاه: x |< − < 1

0 1
1000

یعنی اگر 

(x )
>

− 2

1
1000000

1 و یا                                                                                      

یعنی اگر بخواهیم f(x) بزرگ تر از عدد 1000000 باشد کافی است x در همسایگی محذوف 

1 قرار گیرد.
1000

1 و به شعاع 
این  از هر عدد مثبتی بزرگ تر شود. در  بنابراین در یک همسایگی محذوفf(x) ،1 می تواند 
 
x a
lim f (x)
→

= +∞ وضعیت گفته می شود، وقتی x به 1 میل کند، f(x) به ∞+ میل می کند و از نمادگذاری 
استفاده می کنیم.

 N=1000000 برای درک بهتر، مطلب بالا را روی نمودار تابع توضیح می دهیم. (در مثال بالا
( δ = 1

1000
و 

برای هر خط افقی y=N>0 یک همسایگی محذوف 1 و به شعاع δ>0 ایجاد می شود که به 

 ـ  28 شکل 2ـ

x1

y

nf (x )

− δ1 +δ1nx

y N= >0
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ازای هر xn∈Df که در این همسایگی صدق کند، f(xn)>N است (xn مقدار جمله nام دنباله }xn{ است 
که به 1 همگراست).

اکنون به صورت رسمی به تعریف حد نامتناهی (حد بی نهایت) می پردازیم.

تعریف   1   : فرض کنیم تابع D زیر مجموعه ای از R   و f:D→  R یک تابع باشد، در این 

، هرگاه به ازای هر 
x a
lim f (x)
→

= +∞ صورت، گوییم حد تابع f در a، ∞+ است و می نویسیم 
 nn

lim f (x )
→+∞

= +∞  ،xn≠  a است و a که همگرا به }xn{ مانند f دنباله از نقاط دامنه

x
lim

x→
= +∞

20

1 �  مثال : به کمک تعریف ثابت کنید: 
حل : به ازای هر دنباله }xn{، (xn≠0) همگرا به صفر، دنباله }f(xn){ واگرا به ∞+ است (چرا؟)

نتیجه  این  به  2ــ29)  (شکل  نماییم  بررسی   1 نزدیکی  در  را   f (x)
(x )

−=
− 2

1

1
تابع  رفتار  اگر 

 بدون 
(x )

−
− 2

1

1
می رسیم که وقتی x با مقادیر بزرگ تر و یا کوچک تر از 1  به  1 نزدیک می شود، مقدار 

y

f (x)

1 xx

x

y

nf (x )

− δ1 +δ1nx

y N= −

شکل 2ــ29

هیچ محدودیتی و بـا مقادیر منفی کـاهش مـی یابد. 
و یا f(x) را می توان از هر عدد منفی کوچک تر کرد 
اندازه  به   x که  به شرطی  می کند)  میل   -∞ به   f(x))

کافی به 1 نزدیک شود.
این وضعیت تابع را در مجاورت x=1، روی 
نمودار تابع توضیح می دهیم. فرض کنید N یک عدد 
مثبت دلخواه است با رسم هر خط افقی y=-N در 
شکل روبه رو یک همسایگی محذوف 1 و به شعاع 
δ>0 ایجاد می شود که برای هر xn∈Df که در این 

 f(xn)>-N ،همسایگی صدق کند
(xn مقدار جملهٔ nام دنباله }xn{ است که به 

1 همگراست)
اکنون به صورت رسمی به تعریف حدنامتناهی 

(حد منهای بی نهایت) می پردازیم.
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تعریف   2   : فرض کنید D زیرمجموعه ای از R   (مجموعه اعداد حقیقی)، دامنه تابع f باشد. 

 اگر به ازای هر دنباله از نقاط 
x a
lim f (x)
→

= −∞ گوییم حد تابع f در a، ∞- است و می نویسیم 

nn
lim f (x )
→+∞

= −∞  ،xn≠a است و a که همگرا به }xn{ مانند f دامنه

x
lim

(x )→

− = −∞
− 22

1

2
�  مثال : به کمک تعریف (2) ثابت کنید                                      

حل : برای هر دنباله دلخواه }xn{ که همگرا به 2 است و xn≠2 داریم 

nn n n
lim f (x ) lim

(x )→+∞ →+∞

−= = −∞
− 2

1

2

زیرا وقتی دنباله }xn{ به 2 همگرا باشد، دنباله }2(xn-2){ با مقادیر مثبت به صفر همگراست 
بنابراین دنباله }f(xn){ به ∞- واگراست.

 ــ1
x a
lim f (x)

+→
= +∞  ــ2 

x a
lim f (x)

+→
= −∞

                           
                            عبارت های

 ــ3
x a
lim f (x)

−→
= +∞

 
 ــ4                      

x a
lim f (x)

−→
= −∞

مشابه تعریف های 1 و 2، قابل تعریف هستند. به عنوان مثال عبارت (2) به معنی آن است که: اگر 

x a
lim f (x)

+→
= −∞ nn آنگاه 

lim f (x )
→+∞

= −∞  ،xn>a که a همگرا به }xn{ به ازای هر دنباله

تمرین در کلاس

 عبارت های 1 و 3 و 4 را مشابه تعریف 1 و 2 تعریف کنید.

2ـ16ـ حد توابع کسری و مجانب قائم
با توجه به تعریف و مثال های حدهای مثبت بی نهایت و منفی بی نهایت مشخص می شود که در یک 
تابع کسری وقتی x به a میل کند و حد مخرج کسر صفر و حد صورت کسر عددی مخالف صفر باشد، 
حد تابع کسری ∞+ یا ∞- است و این خود یک ایده ای است  برای مطرح کردن قضیه مهّم صفحه بعد
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x a
lim g(x)
→

 و 0=
x a
lim f (x) L
→

= ≠0 � قضیه   1   : فرض کنید: 
الف) اگر L >0 و g(x) در یک همسایگی محذوف a  مثبت باشد آنگاه:

x a

f (x)lim
g(x)→

= +∞

ب) اگر L  >0 و g(x) در یک همسایگی محذوف a منفی باشد آنگاه:

x a

f (x)lim
g(x)→

= −∞

پ) اگر L>0 و g(x) در یک همسایگی محذوف a منفی باشد آنگاه:

x a

f (x)lim
g(x)→

= +∞

ت) اگر L>0 و g(x) در یک همسایگی محذوف a مثبت باشد آنگاه:

x a

f (x)lim
g(x)→

= −∞

توضیح اینکه این قضیه برای حدود یک طرفه (چپ یا راست) نیز برقرار است.
به مثال های زیر  بیشتر آشنا شویم  نامتناهی  به کاربرد قضیه (1) در محاسبه حدود  اینکه  برای 

توجه کنید.

�  مثال : حدهای نامتناهی زیر را مشخص کنید.

x

x xlim
x x−→

+ +
+ −

2

21

1

3 4
        ب) 

x

xlim
x→

+
20

1 الف) 

حل : 
الف) وقتی x→0، حـد صورت کسر یک و حــد مـخـرج کسر صفـر است و مـخرج کسر 
داریم:   (1) قضیه  الف  قسمت  طبق  بنابراین  است  مثبت  صفر  محذوف  همسایگی  یک  در   x2 یعنی 

 
x

xlim
x→

+ = +∞
20

1

ب) وقتی x با مقادیر کوچک تر از 1 به 1 میل کند، حد صورت کسر 3 است و حد مخرج کسر 
یعنی (x+4)(x-1) صفر است و مخرج کسر به ازای x>1، مثلاً در بازه باز (δ,1-1) منفی است بنابراین 

طبق قسمت ب قضیه (1) داریم:

x

x xlim
x x−→

+ + = −∞
+ −

2

21

1

3 4
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تمرین در کلاس
 

حدهای زیر را حدس زده و با استفاده از قضیه (1) جواب حد را پیدا کنید.

x
lim cot x

+→0
4ــ   

x

lim tan x
−π→

2

      3ــ 
x

[x]lim
x−→

−
−21

1

1
       2ــ 

x ( )

xlim
x+→ −

+
+2

1
2

1ــ 

و   
x a
lim f (x)
→

= −∞ و   
x a
lim f (x)
→

= +∞ عبارت های  توصیف  به  تابع:  قائم  مجانب 
شکل  در   

x a
lim f (x)

−→
= −∞ و   

x a
lim f (x)

+→
= −∞ و   

x a
lim f (x)

−→
= +∞ و   

x a
lim f (x)

+→
= +∞

2ــ30 توجه می کنیم.

x

y

a
0

limf (x) = −∞

x

y

a
0

limf (x) = −∞

x

y

a
0

limf (x) = −∞

x

y

a
0

limf (x) = +∞

x

y

a 0

limf (x) = +∞

x

y

a
0

limf (x) = +∞
x a→ x a→ x a+→

x a−→ x a+→ x a−→

x

y

a
0

limf (x) = −∞

x

y

a
0

limf (x) = −∞

x

y

a
0

limf (x) = −∞

x

y

a
0

limf (x) = +∞

x

y

a 0

limf (x) = +∞

x

y

a
0

limf (x) = +∞
x a→ x a→ x a+→

x a−→ x a+→ x a−→

شکل 2ــ30
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در نمودارهای شکل 2ــ30 دیده می شود که تابع f در x=a تعریف نشده است و وقتی x از هر 
دو طرف و یا از طرف راست و یا از طرف چپ به a میل کند، f(x) بی کران افزایش یا کاهش می یابد و 

این خود ایده ای است برای مطرح کردن مجانب قائم تابع که در رسم نمودارها بسیار مفید است.

تعریف   3   : خط x=a را مجانب قائم نمودار تابع f می نامند، هرگاه حداقل یکی از حکم های 
زیر درست باشد.

 ــ1
x a
lim f (x)
→

= +∞   ــ2          
x a
lim f (x)

−→
= +∞  ــ3 

x a
lim f (x)

+→
= +∞

 ــ4
x a
lim f (x)
→

= −∞  ـ 5            ـ
x a
lim f (x)

−→
= −∞  ـ 6   ـ

x a
lim f (x)

+→
= −∞

مثلاً خط x=a مجانب قائم هر یک از شش حالت نشان داده شده در شکل 2ــ30 است. 
 

x
lim f (x)

→
= +∞

1
f است زیرا  (x)

(x )
=

− 2

1

1
�  مثال :  خط x=1 مجانب قائم تابع 

تمرین در کلاس
f را در صورت وجود به دست آورید. (x)

x x
= +

−
1 1

1
1ــ مجانب های تابع 

2ــ مجانب های قائم تابع های زیر را به دست آورید.
g(x)=tanx ،-π  ≥   x  ≥  π (ب     xf (x)

x
+=
−2

1

1
الف) 

2ـ17ـ حد در بی نهایت و مجانب افقی
تاکنون برای بررسی رفتار تابع f در نزدیکی نقطه مانند x=a، از »حد« استفاده کرده ایم و در آنجا 

x  را به سمت a میل می دادیم

x    1= 

x

y

0 1
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امّا هرگاه تابع f در بازه هایی مانند )∞+,c( و یا )c,∞-( تعریف شده باشد، علاقه مندیم که بدانیم، 
اگر x به دلخواه بزرگ )مثبت( و یا کوچک )منفی( می شود، و به بیان دیگر وقتی x به سمت ∞+ و یا به 

سمت ∞- میل می کند، چه بر سر   )f)x می  آید.
دانستن رفتار انتهایی تابع برای رسم نمودار آن بسیار مفید است.

فرض کنید f تابعی باشد که در بازه ای مانند )∞+,c( تعریف شده و L عددی  تعریف   ٤   : 
حقیقی باشد. می گوییم حد تابع f وقتی x به ∞+ میل می کند برابر L است و می نویسیم

x
lim f (x) L
→+∞

=

 L به  }f)xn({ دنباله ،+∞ به  نقاط دامنه f مانند }xn{، واگرا  به ازای هر دنباله از  هرگاه 
همگرا باشد.

تمرین در کلاس

 تعریف مشابه برای حد در منفی بی نهایت را فرمول بندی کنید.

�  مثال :  ثابت کنید، اگر  r یک عدد گویای مثبت باشد آنگاه: 

rx
lim

x→−∞
=1

ب( 0   rx
lim

x→+∞
=1

الف( 0

حل : 

n r
n

f (x )
(x )

= 1 الف( برای هر دنباله دلخواه }xn{ که واگرا به ∞+ است داریم:         

rx
lim

x→+∞
=1

دنباله })xn(f{ همگرا به صفر است )چرا؟( پس             0

n r
n

f (x )
(x )

= 1 ب( برای هر دنباله دلخواه }xn{ که واگرا به ∞- است داریم:            

 rx
lim

x→−∞
=1

nn )چرا؟( بنابر این 0
lim f (x )
→+∞

=0 و 
 ثابت کردیم در مورد حد در بی نهایت نیز برقرارند

x a
lim f (x)
→

تذکر: قوانینی که در مورد 
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 آنگاه: 
x
lim f (x) L
→+∞

= 2  و 
x
lim f (x) L
→+∞

= 1 مثلاً اگر 

 ــ1
x
lim (f (x) g(x)) L L
→+∞

± = ±1 2  ــ2                
x
lim f (x)g(x) L L
→+∞

= 1 2

 ــ3
x
lim cf (x) cL
→+∞

= 1  ــc   4 یک عدد ثابت، 
x

Lf (x)lim
g(x) L→+∞

= 1

2

،(L2≠0) 

 ـ 5  ـ
x
lim c c
→+∞

=

این قوانین برای وقتی که x به ∞- میل کند نیز برقرارند.

بدیهی است که نتایج قضیه های 1 و 2و 3 بخش دوّم با تغییرات جزئی در مورد حد در بی نهایت 

نیز برقرارند. (چرا؟)

 را حساب کنید.
x

x xlim
x x→+∞

+ +
−

2

2

2 5 1

3
�  مثال : مقدار 

حل :  وقتی x بزرگ می شود، بدیهی است که صورت و مخرج کسر هر دو بزرگ می شوند، 
در نتیجه معلوم نیست چه بر سر مقادیر این کسر می آید بنابراین از معلومات جبری مان کمک می گیریم و 

تابع کسری را به شکل دیگری می نویسیم.
تقسیم می کنیم،  از x که در مخرج وجود دارد  توانی  بزرگ ترین  بر  ابتدا صورت و مخرج را 
(چون مقدارهای بزرگ x برای محاسبه این حد به کار می روند پس می توان فرض کرد x≠0) در این 

کسر بزرگ ترین توان x در مخرج 2 است، در نتیجه:

x x x

x x
x x xx xlim lim lim

x x x x
xx

→+∞ →+∞ →+∞

+ + + ++ + = =
− − −

2

2 2 2

2 2

2

2 5 1 5 1
2

2 5 1
13 3 3

x

x

lim ( )
x x

lim ( )
x

→+∞

→+∞

+ +
=

−

2

5 1
2

1
3

x x x

x x

lim lim lim
x x

lim lim
x

→+∞ →+∞ →+∞

→+∞ →+∞

+ +
=

−

2
1 1

2 5

1
3

+ += =
−

2 0 0 2
3 0 3
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 را حساب کنید.
x
lim ( x x x)
→+∞

+ −2 �  مثال : 

x و x هر دو بزرگ اند و بسیار دشوار است که بدانیم چه  x+2 حل : وقتی x بزرگ است، 
بر سر تفاضل آنها می آید، لذا ابتدا از جبرمقدماتی استفاده می کنیم و تابع را به شکل دیگری می نویسیم. 
برای این کار صورت و مخرج را (می توانیم فرض کنیم که مخرج تابع 1 است) در مزدوج صورت یعنی 

) ضرب می کنیم. x x x)+ + ≠2 0

x x

x x x ( x x x)( x x x)lim ( ) lim
( x x x)→+∞ →+∞

+ − + − + +=
× + +

2 2 2

21 1

x

xlim
x x x→+∞

=
+ +2

x

xlim (| x | x,x )
x x

x
→+∞

= = >
+ +

0
1

1

x
lim

x
→+∞

=
+ +

1

1
1 1

= =
+ +
1 1

21 0 1

تمرین در کلاس

1ــ مطلوبست محاسبه:

x
lim cos

x→−∞

1           پ) 
x

xlim
x→+∞

+
−

23 1
2 3

      ب) 
  x

x xlim
x x→−∞

+ +
− +

3

3

5 1

2
الف) 

 را پیدا کنید.
x
lim f (x)
→+∞

x آنگاه  x xf (x)
x x
− +< <

2

2

2 1 2 3  ،x>10 2ــ اگر به ازای هر
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مجانب افقی
f به شکل 2ــ31 است. در نمودار تابع f، وقتی x با مقادیر مثبت بی کران  (x)

x
= 1 نمودار تابع 

افزایش و یا با مقادیر منفی بی کران کاهش یابد، f(x) به ترتیب با مقادیر مثبت یا منفی به صفر نزدیک 
می شود و به عبارت دیگر نمودار تابع در بی نهایت دور مثبت یا منفی به خط افقی y=0 بسیار نزدیک 

می شود و این توصیف، خود ایده ای است برای تعریف مجانب افقی.

 
x
lim f (x) L
→−∞

= تعریف ٥   : خط y=L را مجانب افقی نمودار تابع f می نامند به شرطی که 

x
lim f (x) L
→+∞

= یا 

f است که در شکل 2ــ32 نشان داده شده  (x)
x

= + 1
1 �  مثال : خط y=1 مجانب افقی تابع 

است، زیرا

x
lim ( )

x→+∞
+ =1

1 1

y را به دست آورید.
x

= + 1
1 پرسش: خط مجانب قائم تابع 

نمودار
شکل 2ــ31

شکل 2ــ32

x

f (x)

x

y

0

y
x

=
1

y    1= 

x

y

0
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تمرین در کلاس

 مجانب های افقی تابع های زیر را به دست آورید.

xy ــ1
x

+=
−

2 1
2

xy ــ2        
x

=
+2 1

sin ــ3          xy
x

=

 ـ 18ـ حد بی نهایت در بی نهایت و مجانب مایل 2
 در تابع f(x)=x3 وقتی x بزرگ می شود، x3 هم بزرگ می شود، مثلاً، 

10 100 1000x

1000 1000000 1000000000x3

با بزرگ گرفتن x به اندازه کافی، x3 را به هر اندازه دلخواه بزرگ کنیم و  در واقع می توانیم 

x
lim f (x)
→+∞

= +∞ می نویسیم 
و به طور مشابه، وقتی x کوچک منفی می شود، x3 هم کوچک منفی می شود و می نویسیم

x
lim x
→−∞

= −∞3

درستی این حکم های حدی را می توان به صورت شهودی از روی نمودار  تابع f(x)=x3  حدس زد.

اکنون به صورت رسمی به تعریف حد بی نهایت در بی نهایت می پردازیم.
نمودار

0

y

x

f (x)   x=
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 هرگاه به ازای هر دنباله از نقاط دامنه f مانند 
x
lim f (x)
→+∞

= +∞ می نویسیم  تعریف  6   : 
}xn{ واگرا به ∞+، دنباله }f(xn){ واگرا به ∞+ باشد.

تمرین در کلاس

 
x
lim f (x)
→+∞

= −∞  و 
x
lim f (x)
→−∞

= +∞  و 
x
lim f (x)
→−∞

= −∞  با توجه به تعریف 6، نمادهای 
را به طور مشابه تعریف کنید.

، (c عدد ثابت منفی)
x
lim cx
→−∞

= −∞2 �  مثال : به کمک تعریف ثابت کنید:                   
حل : به ازای هر دنباله دلخواه }xn{ از دامنه تابع f(x)=cx2 که واگرا به ∞- است داریم

n nf (x ) cx= 2

n{x واگرا به ∞+ است) }2 می دانید که دنباله }f (xn){ واگرا به ∞- است (c>0 و دنباله 

x
lim cx
→−∞

= −∞2 بنابراین                                                                                   

 را محاسبه کنید.
x
lim ( x x)
→−∞

+ −2 1 �  مثال : 

x x
lim ( x x) lim (| x | x)

x→−∞ →−∞
+ − = + −2

2

1
1 1

                                   حل :      

x
lim x( )

x→−∞
= − + + = +∞

2

1
1 1

تذکر مهم: همواره نمی توان از قاعده های حدگیری برای حدهای نامتناهی استفاده کرد. زیرا 
∞+ و یا ∞- عدد نیستند.

x x x
lim x x lim x lim x
→+∞ →+∞ →+∞

− = − = +∞ − ∞3 3

                             
مثلاً نوشتن اینکه

غلط است (∞- ∞+ را نمی توان تعریف کرد) با این وجود، می توان نوشت 

x x
lim x x lim x(x )
→+∞ →+∞

− = − = +∞3 2 1



117

زیرا x و x2-1 هر دو به دلخواه بزرگ می شوند در نتیجه حاصل ضرب آنها نیز بزرگ می شود
و یا نوشتن اینکه:

x
x

x

lim ( x )xlim
x lim (x )

→−∞
→−∞

→−∞

++ −∞= =
− − −∞

2 12 1
1 1

∞ را نمی توان تعریف کرد) و برای محاسبه این حد می نویسیم (صورت و مخرج 
∞

غلط است (

x x

x xlim lim
x

x
→−∞ →−∞

++ = =
− −

1
22 1 2

11 11

 
کسر بر x>0 تقسیم شده است)

مجانب مایل: خط L به معادله y=mx+b (m≠0) و تابع y=f(x) را درنظر می گیریم. چنانچه 
شود  نزدیک  صفر  به   x→-∞ یا   x→+∞ وقتی  L؛  مستقیم  خط  تا   A(x , f  (x)) متغیر  نقطه  فاصلهٔ 

(قسمت های الف و ب در شکل 2ــ32 را ببینید) آنگاه خط L مجانب مایل نمودار f نامیده می شود.
y

x0

H

A

f

)ب()الف(

به   L به خط نامتناهی (-∞ یا  تبصره : به بیان نادقیق اگر نمودار تابع f در دور دست ها (∞+   �
دلخواه نزدیک شود، خط L یک مجانب f خواهد بود.

تعریف    : خط y=mx+b ،m≠0 مجانب مایل نمودار تابع f است، هرگاه حداقل یکی از 
شرایط زیر برقرار باشد.

x
lim [f (x) (mx b)]
→−∞

− +                ب) 0=
x
lim [f (x) (mx b)]
→+∞

− + الف) 0=

شکل 2ــ33

y

x

H
A

0 x
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x را (در صورت وجود) به دست آورید. xf (x)
x x

− +=
+ −

3 2

2

3 1

1
�  مثال : مجانب مایل تابع 

حل : چون درجه صورت یعنی 3 بزرگ تر از درجه مخرج کسر است ابتدا عبارت صورت را 
بر مخرج تقسیم می کنیم.

 xf (x) x
x x

−= − +
+ −2

5 3
4

1
در نتیجه 

برای  نتیجه  (همین   
x
lim [f (x) (x )]
→+∞

− − =4 0 پس  (چرا؟)   
x

xlim
x x→+∞

− =
+ −2

5 3
0

1
چون 

حالت ∞-→x نیز درست است)
بنابراین خط y=x-4 مجانب مایل تابع f می باشد.

پرسش: با توجه به راه حل مثال بالا، آیا می توان نتیجه گرفت یک تابع کسری گویا با چه شرایطی 
مجانب مایل دارد؟ و سپس راه حلی کوتاه برای محاسبه مجانب مایل تابع کسری گویا بیان کنید.

مسأله: فرض کنید خط y=mx+b مجانب مایل تابع y=f(x) است. مقادیر m و b را حساب 
کنید.

1ــ فاصله نقطه متغیر A(x,f(x)) تا خطy-mx-b=0 1  را به دست آورید.
 b و m باشد. مقادیر y-mx-b=0 تا خط A(x,f(x)) فاصله نقطه h(x) 2ــ اگر

x
lim h(x)
→+∞

 یا 0=
x
lim h(x)
→−∞

را چنان تعیین کنید که                             0=
پس از انجام فعالیت بالا نتیجه می گیریم که اگر خط y=mx+b مجانب مایل تابع 

x

f (x)m lim
x→+∞

=  یا 
x

f (x)m lim
x→−∞

= y=f(x) باشد آنگاه:                           

x
b lim [f (x) mx]

→+∞
= −  یا 

x
b lim [f (x) mx]

→−∞
= −

x x x x
x x x x

x x
x x

x

− + + −
± −

− + +
± ±

−

3 2 2

3 2

2

2

3 1 1

4

4 1

4 4 4

5 3

| ax by c |d
a b

+ +=
+

1 1
2 2

1ــ فاصله نقطه M(x1,y1) از خط ax+by+c=0 برابر است با 

یت
عال
ف

+- +-

+-
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f را وقتی ∞+→x  به دست آورید. (x) x x= + +22 3 �  مثال : معادله مجانب مایل تابع 
حل : بنابر دستورالعمل های بالا داریم

x x x

f (x) x xm lim lim lim ( )
x x x→+∞ →+∞ →+∞

+ += = = + + =
2

2

2 3 3
2 1 3

x x
b lim (f (x) mx) lim ( x x x)

→+∞ →+∞
= − = + + −22 3 3

x x

x xb lim ( x x) lim
x x→+∞ →+∞

+ −= + − = =
+ +

2 2
2

2

3
3 0

3

  بنابراین خط y=3x مجانب مایل تابع است.

تمرین در کلاس 

در مثال بالا معادله مجانب مایل را وقتی ∞-→x ، به دست آورید.

مسائل مجانب ها: 
الف) معادله مجانب های مایل و افقی تابع های زیر را به دست آورید.

xy ــ1
x

=
−

2

2 1
y ــ2                  x x x= − +2 2

x ــ3 xy
x

+ +=
+

3

2

1

3
y ــ4                  x x x= + + +24 1

y را حساب کنید. x x= +2 4 ب) اندازه زاویه بین دو خط مجانب مایل تابع 
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٣ـ١ـ آهنگ تغییر و خط مماس
است  دیگر  کمیتی  به  کمیت  یک  تغییر  دربارهٔ  که  دیفرانسیل  حساب  مطالعهٔ  به  فصل  این  در 
می پردازیم. مفهوم اصلی حساب دیفرانسیل، مشتق است که تعمیم سرعت و شیب خط مماس است که 

سال گذشته در حسابان آموزش داده شده است.
به  منجر  هردو  متحرک  یک  سرعت  یافتن  و  منحنی  بر  مماس  خط  پیدا کردن  مسألهٔ  می دانید 
یافتن یک نوع حد می شوند که این حد خاص را مشتق می نامند و خواهیم دید که می توان آن را در هر 

شاخه ای از علم ومهندسی به آهنگ تغییر تعبیر کرد.
مسألۀ خط مماس: وقتی می گوییم یک خط بر یک منحنی در یک نقطه مماس است به چه 

معنی است؟ 
در دایره مـی تــوان خط مماس در نقطهٔ A را خط عمود بــر خط شعاع در نقطه A بیان کـرد 

)شکل 3ــ1(.

٣فصل
مشتق و کاربرد آن

C

A

0

y

x

شکل 3ــ1
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ولی مسأله برای یک منحنی کلی مشکل تر است مثلاً، در شکل 3ــ2 قسمت )الف( خط مماس 
چگونه تعریف می شود؟

و امّا مسألهٔ یافتن خط مماس در نقطهٔ A به مسأله یافتن شیب خط مماس در A منجر می شود. این شیب 
را می توان با شیب خطی که از نقطهٔ A و نقطهٔ دیگری که از منحنی مثلاً B1، می گذرد تقریب زد )قسمت 

ب شکل 3ــ2( یک چنین خط را خط قاطع می نامیم.
هرگاه ))a(  a  ,   f(A نقطهٔ تماس و  ))B1)a  +∆x  ,     f    )a  +∆x نقطهٔ دیگری از نمودار f باشد، شیب 

خط قاطع که از دو نقطهٔ A و B1 می گذرد عبارت است از: 
AB

f (a x) f (a)m
x

+ ∆ −=
∆1

 
خارج قسمت تفاضلی می نامیم. x∆ را تغییر x و صورت کسر  طرف راست این تساوی را 

)y  =  f  )a  +∆x(  -  f)a∆ را تغییر y می نامیم.
زیبایی این روند در آن است که با انتخاب دنباله ای از نقاط که به نقطهٔ تماس نزدیک می شوند 

)قسمت ب شکل 3ــ2(، می توان تقریبات دقیق تری به شیب خط مماس به دست آورد. 

تعریف       خط مماس : اگر f بر بازهٔ بازی شامل a تعریف شده و حد زیر 

x

f (a x) f (a)lim m
x∆ →

+ ∆ − =
∆0

 

موجود باشد، آنگاه خطی که از نقطهٔ ))a,  f )a(گذشته و به شیب m می باشد، خط مماس بر 
نمودار f در نقطهٔ ))a,  f )a( نامیده می شود.

اغلب شیب خط مماس بر نمودار f در نقطهٔ ))a,  f )a( را شیب نمودار f در x  =  a می گوییم.

f

A

0

y

x

)ب()الف(
شکل 3ــ2

f

A

0

y

x

B2
B1
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�  مثال : معادله خط مماس بر نمودار x( =  x2(  f را در نقطهٔ )A )1,1 پیدا کنید.

x x

f ( x) f ( ) ( x)lim lim
x x∆ → ∆ →

+ ∆ − + ∆ −=
∆ ∆

2

0 0

1 1 1 1 حل :  

   
x

x( x )lim
x∆ →

∆ ∆ += =
∆0

2
2 شیب خط مماس                     

بنابراین معادله خط مماس می شود:
  y-1   =  2)x  -1(    یا    y   =  2x  -1  
یادداشت: تعریف ما از خط مماس بر یک نمودار خط مماس قائم را در بر نمی گیرد.

برای خطوط مماس قائم تعریف زیر را می آوریم.

 )a,  f )a(( که از x  =  a آنگاه خط ،
x

f (a x) f (a)lim
x∆ →

+ ∆ − = +∞
∆0

اگر f در a پیوسته بوده و 

می گذرد، خط مماس قائم بر نمودار f است )شکل 3ــ3 را ببینید(.

0

y

x

x   a=

f (a)

   باشد،  [ ]c , d یادداشت: اگر دامنهٔ f بازهٔ بسته  
آنگاه تعریف خط مماس قائم را با توجه به پیوستگی f در 
نقاط انتهایی c و d طوری تعمیم می دهیم که نقاط انتهایی 

را در بر گیرد.
مماس  خطوط   ،x  =  ±  1   خطوط مثال،  به عنوان 

f هستند. )شکل 3ــ4( (x) x= − 21 قائم بر منحنی 

شکل 3ــ3

شکل 3ــ4

−1

x    1= = − x      1

0

y

x1
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تمرین در کلاس 

f می باشد.  (x) x= −3 1  نشان دهید خط x  =    1، مماس قائم بر منحنی 

٣ـ٢ـ مشتق تابع
همان طور که گفته شد و نیز در حسابان دیده اید، برای پیدا کردن شیب خط مماس و سرعت یک 

متحرک به یک نوع از حد برمی خوریم. در حقیقت، حدهایی به صورت 

x

f (a x) f (a)lim m
x∆ →

+ ∆ − =
∆0

 
هنگام محاسبه آهنگ تغییر در بسیاری از شاخه های علوم و مهندسی نظیر سرعت واکنش در 

شیمی یا سرعت ذره در فیزیک و یا هزینه نهایی در اقتصاد پیش می آیند.
چون به این نوع از حد، بسیار زیاد برمی خوریم، به این نوع حد نام خاصی داده اند و برای آن از 

نمادگذاری خاصی استفاده می کنند.

 x  =  a در f است. در این صورت مشتق تابع f نقطه درونی از دامنه a تعریف      : فرض کنید
́ f نشان می دهیم، برابر است با  )a( که آن را به

x

f (a x) f (a)f (a) lim
x∆ →

+ ∆ −′ =
∆0

 
به شرطی که این حد وجود داشته باشد.

∆x  =   x  -  a آنگاه x  =    a    + ∆x  اگر فرض کنیم
بدیهی است که وقتی x∆ به صفر میل کند، x هم به a میل می کند.

بنابراین

x a

f (x) f (a)f (a) lim
x a→

−′ =
−

 

فرایند یافتن مشتق یک تابع مشتق گیری نام دارد. گوییم تابع f در x مشتق پذیر 
است. اگر مشتق آن در x موجود باشد و بر بازهٔ باز I مشتق پذیر است اگر در هر نقطه از 

این بازه مشتق پذیر باشد.
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�  مثال : مشتق تابع f با ضابطه x(  =   x2  +  x  +1( f را به وسیلهٔ فرایند حد در ))x , f  )x( بیابید.
حل :  توجه داشته باشیم که x ضمن حدگیری )وقتیx  →0∆( ثابت گرفته می شود. بنابراین 

x

f (x x) f (x)f (x) lim
x∆ →

+ ∆ −′ =
∆0

 

x

(x x) x x (x x )lim
x∆ →

+ ∆ + + ∆ + − + +=
∆

2 2

0

1 1               

x

x( x x )lim
x∆ →

∆ ∆ + +=
∆0

2 1                                                  

x= +2 1                                                                             
́ f شیب خط مماس بر منحنی f است. )x( ، x∈Df توضیح اینکه به ازای هر

تمرین در کلاس 

f به وسیلهٔ فرایند حد به ازای x  >0 بیابید و با استفاده  (x) x= ́  f را برای تابع f با ضابطه   )x(
از نتیجه به دست  آمده، شیب خط مماس در نقطهٔ )1,1( را به دست آورید.

y را در نقطهٔ )1,1( بیابید. )با محاسبه  x= 1ــ معادلات خط های مماس و قائم بر منحنی 
شیب مماس به کمک تعریف(

y را که در آنها خط مماس بر خط y  =  2x عمود است بیابید. 
x

= 1 2ــ نقاطی از منحنی 
)با محاسبه شیب مماس به کمک تعریف(

3ــ آیا تابع های زیر در نقطهٔ مشخص شده خط مماس دارند؟
اگر پاسخ مثبت است معادلهٔ خط مماس را بیابید.

x  =0 در g(x) sin x= ب(    x  =0 در f  )x(  =sinx )الف

مسا ئل
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4ــ آیا تابع های زیر در نقطهٔ مشخص  شده خط مماس دارند؟
اگر پاسخ مثبت است معادلهٔ خط مماس را بیابید.

x  =1 در g(x) x= −2 1 ب(   x  =1 در f  )x(  =|x|  )الف

x  =0 در t  )x(   = xsgn)x(  )ت                                        x  =0 در e(x) x= 3 پ( 

 تابع علامت(
, x

sgn(x) , x
, x

− <
= =
 >

1 0

0 0

1 0

راهنمایی: )

٣ـ٣ـ آهنگ تغییر
پیرامون  تغییر پدیده های دنیای  تعبیر تغییرات و آهنگ  در این بخش چند مثال برای نمایش و 

می آوریم.
طبیعی است که مانند سرعت یک شیء متحرک، تغییر را وابسته به زمان تلقی کنیم، ولی لزومی ندارد 
که خود را تا این اندازه مقید سازیم. تغییر نسبت به متغیرهایی غیر از زمان را نیز می توان به همان ترتیب 
مورد بررسی قرار داد. مثلاً یک پزشک می خواهد بداند چه تغییرات کوچکی در مقدار دارو می تواند 
واکنش بدن را به آن دارو برانگیزد، و یا اقتصاد دانی می خواهد نحوهٔ تغییر سرمایه گذاری خارجی در کشور 
معینی را نسبت به نوسانات موجود در نرخ های بهرهٔ رایج در آن کشور مورد مطالعه قرار دهد. همهٔ این 

مسائل را می توان برحسب آهنگ تغییر یک تابع نسبت به یک متغیر فرمول بندی کرد.
�  مثال : فرض کنیم t(  =  t3-  5t2+6t(  s  =f معادله حرکت )رابطهٔ بین مکان و زمان( ذره ای باشد 
که روی خطی راست حرکت می کند و مکان ذره در زمان های t  =1 و t   = 1  +∆t مشخص است در این 

صورت اندازه جابجایی این ذره برابر است با
∆S  =f  )1+∆t  (  -f  )1(= ∆t)∆t2-2∆t-1(  

 )∆t( از تقسیم اندازه جابجایی بر مدّت جابجایی ،[1  ,  1 +  ∆t] و در بازهٔ زمانی

آهنگ متوسط تغییر مکان ذره به دست می آید، که آن را عموماً سرعت متوسط ذره در فاصله 
زمانی t=1 تا t  =1  +∆t نیز می نامند، یعنی

S t t
t

∆ = ∆ − ∆ −
∆

2 2 1  
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هرچه t∆ کوچکتر شود این سرعت متوسط به سرعت ذره در حول و حوش لحظه t  =1 نزدیکتر 
 ∆t می گردد که در این حالت آن را سرعت لحظه ای می نامند، در واقع سرعت لحظه ای وقتی است که

به صفر میل کند، یعنی
t  =1 حد = سرعت لحظه ای در لحظه S

t
∆
∆

    
                                              ∆t  →0

بدین ترتیب سرعت لحظه ای را آهنگ لحظه ای تغییر مکان ذره در لحظه t  =1 نیز می نامند و با 
استفاده از نمادگذاری ریاضی به شکل زیر نوشته می شود:

t

dS Slim
dt t∆ →

∆=
∆0

 

براساس مثال بالا و این نمادگذاری می توان ایده اصلی این بخش را معرفی کرد. 

تعریف      :
بازه [a   ,   a   + ∆x] عبارت  به x روی  تابع f نسبت  آهنگ متوسط تغییر  الف( 

است از 
f (a x) f (a)

x
+ ∆ −

∆
 

ب( آهنگ آنی تغییر تابع f نسبت به x در x= a عبارت است از 

x

f (a x) f (a)f (a) lim
x∆ →

+ ∆ −′ =
∆0

 

مشروط بر اینکه این حد وجود داشته باشد.

برحسب قرارداد وقتی متغیر x بیانگر زمان باشد به جای کلمه » آنی« واژه »لحظه ای« را به کار 
می بریم و اغلب با حذف واژه »آنی« و یا »لحظه ای« وقتی می گوییم آهنگ تغییر، مقصودمان آهنگ 

آنی یا لحظه ای تغییر است.
ویژگی ضریب زاویه یا شیب یک خط: اگر از نقطه ای بر خطی با ضریب زاویهٔ m، یک 
واحد به سمت راست حرکت کنیم، در این صورت باید m واحد در جهت محور y حرکت نماییم تا به 
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 ـ 5( روی خط باز گردیم. )شکل 3ـ

m

I
A

I

A
m

I
A

بنابراین می توانیم شیب خط را این طور تعریف کنیم:
افزایش یا کاهش عرض نقطه شروع )A( را وقتی که طول آن را یک واحد در جهت مثبت محور 

x افزایش دهیم، شیب خط می نامیم.
 f  )x(   = x3 با ضابطه  f تابع  تغییر  رابطه بین آهنگ تغییر و مسأله مماس: می دانیم آهنگ 

وقتی که x  =2 است برابر است با
f´  )x(  =3x2  
f´  )2(  =12  

نقطه شروعنقطه شروع
نقطه شروع

خط

خط

m مثبتm صفرm منفیخط

 ـ 5 شکل 3ـ

شکل 3ــ6

 12 عدد  هندسی  تعبیر  به   ـ 6  3ـ شکل  در 
می پردازیم.

وقتی   ،x  =2 نقطهٔ  در  یعنی   f´)2(  =12
12 واحد  تقریباً  به x  =2 اضافه شود  واحد  یک 
بنابراین   f   )2(  =  8 امّا   و  می شود  اضافه   y به 
مقدار تابع )y( در نقطه x  =3  تقریباً 20=  12+    8  
است. ولــی مقدار واقعی y در نقطه 3 می شود 

.f   )3(  =  27

x1

1

12

8

27

y

H

N

A

2 3

α

0
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�  مثال : اگر هوا را به داخل بالونی بدمیم، آهنگ تغییر حجم بالون، وقتی که شعاع آن 15سانتی متر 
است، چقدر است؟

حل : اگر V حجم بالون کروی شکل و r شعاع بالون باشد، آهنگ تغییر حجم نسبت به شعاع 
عبارت است از 

dV d ( r ) r
dr dr

= π = π3 24
4

3
 

وقتی r برابر 15 سانتی متر است، حجم بالون با آهنگ 4π * 225 =  900π سانتی مترمکعب بر 
سانتی متر تغییر می کند و به عبارت دیگر، وقتی که شعاع بالون 15 سانتی متر است، اگر یک واحد )یک 

سانتی متر( دیگر به شعاع اضافه شود تقریباً 900π سانتی مترمکعب به حجم بالون افزوده می گردد.

تمرین در کلاس 

حجم آب یک منبع آب، t دقیقه پس از شروع تخلیه، برحسب لیتر برابر است با:
V)t(  =250)16-t(2  

آهنگ لحظه ای تخلیه آب بعد از 4 دقیقه، چقدر است و آن را توصیف کنید.

 x کل مبلغی باشد که کارخانه ای برای تولید C)x( آهنگ تغییر در علم اقتصاد: فرض کنید
C را 

x
∆
∆

واحد از یک نوع کالا، هزینه می کند. تابع C   را تابع هزینه می نامند. اقتصاد  دانان مقدار حد 
وقتی که x  →0∆، یعنی آهنگ لحظه ای تغییر هزینه نسبت به تعداد کالای تولید شده را هزینه نهایی 

تولید می نامند.
چون معمولاً مقدارهای x عددهایی صحیح اند، ممکن است بی معنی باشد که x∆ را به 0 میل 
دهیم. بنابراین هزینه نهایی تولید را سهواً به عنوان هزینه اضافی لازم برای تولید یک واحد دیگر از 

∆C  =    C  )  x+1(  -  C  )  x  ( محصول تعریف می کنند. یعنی
برای بهتر فهمیدن این مطلب، رابطه بین آهنگ تغییر و مسأله مماس را دوباره بخوانید. 

�  مثال : هزینه ساخت x یخچال )  c  )  x تومان است که در آن 
 C  )  x  (  = 8000000  +400000x   -  500x2  
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می باشد. هزینه تولید   101  امین یخچال چقدر است و معنی آن را توضیح دهید.
 C´  )  x  (  = 400000  -1000x      حل :  هزینه نهایی
C´  )  100  (  = 400000  -100000  =  300000  

یعنی وقتی کارخانه 100 یخچال تولید کرده و بخواهد 101 امین یخچال را تولید کند تقریباً 
300000 تومان هزینه می کند. 

تمرین در کلاس 

یک کارخانه پارچه بافی، طاقه هایی از پارچه ای به عرض ثابت تولید می کند. هزینه تولید x متر 
از این پارچه  )C)x تومان است.

الف( معنی  )  C´)  x چیست؟
ب( معنی  900= )  C´)  1000 چیست؟

1ــ حجم یک مکعب به طول ضلع x عبارت است از V=  x3، آهنگ تغییر حجم مکعب 
نسبت به x را وقتی x  =4 است بیابید.

2ــ آهنگ تغییر مساحت دایره را نسبت به قطر آن بیابید.
آنفلوانزا در یک منطقه شیوع پیدا کرده است و مسئولین ادارهٔ بهداری  3ــ فرض کنید 
  P)t(  =60t2-t3را برابر )برحسب روز از زمان شیوع( t تعداد افراد مبتلا به بیماری در زمان

.0≤   t  ≤  40   تخمین می زنند، با شرط اینکه
الف( آهنگ تغییر پخش آنفلوانزا را در t    =30 پیدا کنید.

ب( چه زمانی آهنگ پخش آنفلوانزا 900 نفر در روز است؟
4ــ فرض کنید تابع هزینه تولید x واحد از محصولی C)x(  =0/05x3  -3x و سطح تولید 

روزانه 100 واحد است
الف( هزینهٔ افزایش تولید از 100 به 101 واحد در روز چقدر است؟

ب( هزینهٔ نهایی در این سطح تولید چقدر است؟
5  ــ فرض کنید که درآمد حاصل از تولید x واحد از محصولی R)x(  =0/1x2-3x ، درآمد 

نهایی »آهنگ آنی تغییر درآمد« را در سطح تولید 1800 واحد حساب کنید.

مسا ئل
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٣ـ٤ـ تابع مشتق
می دانیم که مشتق تابع f در نقطه ای ثابت مانند x0 )در صورت وجود(:

x x

f (x h) f (x )f (x ) lim
h→

+ −′ =
0

0 0
0     )1(  

در این بخش دیدگاه خود را تغییر می دهیم و می گذاریم x0 تغییر کند. اگر در رابطه )x0 ،)1 را 
با متغیر x جایگزین کنیم، داریم

h

f (x h) f (x)f (x) lim
h→

+ −′ =
0

      )2(  

به ازای هر x  ای که این حد وجود داشته باشد، x را به )f´)x نظیر می کنیم. به این ترتیب´f را 
می توانیم تابع جدیدی در نظر بگیریم و آن را تابع مشتق f )مشتق f( بنامیم و می دانیم تعبیر هندسی مقدار 

´f به ازای x، یعنی )x(´f، شیب خط مماس بر نمودار f در نقطهٔ ))x , f  )x( است.
نامیدن تابع´f به مشتق f به خاطر این است که به کمک حدگیری در رابطه )2(، از f »مشتق« 

شده است. 
دامنه ´f مجموعه })f´)x وجود دارد: x{است که زیرمجموعه ای از دامنه f است.

 f´)x( مثبت است پس در این جاها O قبل از نقطه f حل : شیب خط های مماس بر منحنی
مثبت است و خط مماس در نقطه O افقی است پس به ازای طول این نقطه مقدار´f صفر است و بین 
 x زیر محور f´منفی است و نمودار f´)x( شیب خط های مماس منفی است پس در این جاها A و O

B

A

x

y

0

f نمودار

شکل 3ــ7

�  مثال : نمودار تابع f در شکل 3ــ7 نشان داده 
شده است.با استفاده از آن نمودار تابع´f را به تقریب 

نشان دهید.
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است و خط مماس در نقطه A افقی است پس به ازای طول این نقطه مقدار تابع´f صفر است درنتیجه 
 Á Ó و  نمودار ´f محور x را در نقاط 

Á با A هم طول اند( قطع می کند. Ó با O و  (
و بعد از نقطه A شیب خط های مماس مثبت است پس 
در این جاها )f´)x مثبت است و نمودار ´f بالای محور 
به صورت شکل  بنابراین نمودار´f را می توان  x است. 
 f´نمودار نقطه´B   روی  کنید،  دقت  داد  نشان   ـ 8  3ـ
نقطه ای است هم طول با نقطهٔ B از نمودار f که بعداً در 

مورد آن توضیح خواهیم داد.

x

y

0
A′

B′

O′

x

y

0

تمرین در کلاس 

 نمودار تابع f به شکل 3ــ9 است، از روی 
آن نمودار´f را حدس زده و آن را رسم کنید.

�  مثال : اگر x(   =  x3(  f، ضابطهٔ    )y  =  f´)x را پیدا کنید.
حد  محاسبهٔ  ضمن  و  است  متغیر   h که  فرض  این  با  می کنیم،  استفاده   )2( رابطهٔ  از   : حل 

مورد نظر x را موقتاً ثابت در نظر می گیریم.

h h

f (x h) f (x) (x h) xf (x) lim lim
h h→ →

+ − + −′ = =
3 3

0 0
 

h

xlim
→

=
3

0

x h h x h x+ + + −2 2 3 33 3

h
                                               

h

hlim
→

=
0

( x hx h )
h

+ +2 23 3                                                                   

h
lim( x hx h ) x

→
= + + =2 2 2

0
3 3 3                                                             

f´)x(   =3x2 بنابراین

f´ نمودار

f نمودار

شکل 3ــ 8

شکل 3ــ9
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′xy به کار می رود. y یا 

x

d
d

́  f، نماد  )x( علاوه بر نماد y=f)x( یادداشت: برای مشتق تابع

تمرین در کلاس 

،ضابطه تابع´f را به دست آورده و به کمک نمودار f، نمودار´f را رسم کنید. f (x) x= اگر

وجود   )
x x

f (x) f (x )lim
x x→

−
−0

0

0

یا  )  و 
 h

f (x h) f (x )lim
h→

+ −0 0

0
وقتی  مشتق ناپذیر:  نقاط 

داشته باشد می گوییم f در x0 مشتق پذیر است و یا f در x0 مشتق دارد. در نقطه ای که f مشتق پذیر 
نیست، می گوییم f مشتق ناپذیر است و یا مشتق f وجود ندارد.

f را در نقطه x  =1 بررسی کنید. (x) x= −2 1 �  مثال : مشتق پذیری تابع 

x x

xf (x) f ( )lim lim
x x→ →

−− =
− −

2

1 1

11

1 1
حل :   

 
x x x

x xlim lim lim (x )
x x+ + +→ → →

− −= = + =
− −

2 2

1 1 1

1 1
1 2

1 1
و امّا  

x x

x (x )lim lim
x x− −→ →

− − −= = −
− −

2 2

1 1

1 1
2

1 1
 

درx  =1 مشتق پذیر نیست  f (x) x= −2 1 ملاحظه می کنید که این حد وجود ندارد بنابراین تابع
)و یا به عبارت دیگر در )1,0( خط مماس وجود ندارد( نمودار تابع f در شکل 3ــ10 نشان داده شده 

است.
در این شکل مشاهده می شود وقتی B از سمت چپ به A میل کند قاطع AB به مماس چپ 

AZ میل می کند که شیب آن 2- است، در این صورت 
می گوییم تابع f دارای مشتق چپ است.

قاطع  کند  میل   A به  راست  سمت  از   B اگر  و 
 2 آن  شیب  که  می کند  میل   At راست  مماس  به   AB
مشتق  دارای   f تابع  می گوییم  صورت  این  در  است، 

راست است.

−1 0

y

BB

z

t

xA( , )10

θ

شکل 3ــ10
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در این وضعیت نقطه A، یک نقطهٔ »گوشه« برای تابع f است. 
بنابراین اگر )  )A) x0  ,  f  )x0 یک نقطهٔ گوشه برای تابع f باشد و مشتق چپ یعنی 

x x

f (x) f (x )f (x ) lim
x x−−

→

−′ =
−0

0
0

0

 
و مشتق راست یعنی

x x

f (x) f (x )f (x ) lim
x x++

→

−′ =
−0

0
0

0

 

 m f (x )−′=1 0 وجود داشته ولی با هم نابرابر باشند، آنگاه یک مماس چپ در نقطهٔ A به شیب 
وجود دارد که معادلهٔ آن می شود

y m (x x ) f (x )= − +1 0 0  

m وجود دارد f (x )+′=2 0 و همین طور، در نقطه A یک مماس راست به شیب 

y m (x x ) f (x )= − +2 0 0 به معادله:  
 θ نشان دهیم، دو حالت برای محاسبه θ و اگر زاویه بین دو مماس چپ و راست در نقطهٔ گوشه را به

در نظر می گیریم:
θ  =  90° آنگاه ،m1.m2  =  -1   1( اگر

2( اگر m1.m2 ≠    -1 آنگاه θ از رابطه زیر به دست می آید.
m mtan

m m
−

θ =
+
1 2

1 21
 

که در مثال بالا اندازه زاویه بین دو مماس چپ و راست )θ( از رابطه زیر به دست می آید. )چرا؟(

tan − −θ = =
−
2 2 4

1 4 3

 
تمرین در کلاس

الف( با محاسبه مشتق چپ و مشتق راست تابع |x|  =  )f)x   در نقطه x  =0  ، نشان دهید مبدأ مختصات 
یک نقطهٔ گوشه برای f است و سپس اندازه زاویه ایجاد شده در نقطهٔ گوشه را به دست آورید.

اندازه  ، می باشد و  x , x
f (x)

x , x

<= 
≥

2

0

0
تابع  برای  ب( نشان دهید مبدأ مختصات یک گوشه 

زاویه ایجاد شده در گوشه را به دست آورید.
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f را درx  =1 بررسی نمایید. (x) x= −3 1 �  مثال : مشتق پذیری تابع 
حل : تابع f در x  =1 پیوسته است )چرا؟( و 

x x x

f (x) f ( ) xlim lim lim
x x (x )→ → →

− −= = = +∞
− − −

3

3 21 1 1

1 1 1

1 1 1  
طبق  امّا  و  نیست  مشتق پذیر    x=1 در تابع  بنابراین 
تعریف مماس قائم، تابع در نقطهٔ )1,0( مماس قائم دارد به 

معادله x  =1 )شکل روبه رو را ببینید(
با مشاهده شکل روبه رو قاطع AB به خط مماس به 

معادله x  =1 میل می کند.
بنابراین تابع f که در نقطه  )  )  x0    ,   f  )x0  ( مماس قائم 

داشته باشد، در آن نقطه مشتق ناپذیر است.
پیوسته     x0 نقطهٔ  در  تابع  اگر  حالت،  سوّمین  در 

نباشد، آن وقت در a مشتق پذیر نیست. بنابراین در هر نقطهٔ ناپیوستگی f مشتق پذیر نیست.
سه حالتی را که برای مشتق ناپذیری ذکر کردیم در شکل 3ــ11 دیده می شوند.

0

y

xA

B

B

′

x

y

x00x

y

0 xx = 0x

y

0 x0

)پ( ناپیوستگی داشتن )ب( مماس قائم داشتن )الف( گوشه داشتن 

تمرین در کلاس

f را در نظر بگیرید. (x) x=
3 2 تابع 

الف( ثابت کنید )f´)0 وجود ندارد.
ب( به ازای هرx ≠0 ،)x(´f را پیدا کنید )ضابطه تابع مشتق(.

پ( نشان دهید که تابع f در )0,0( مماس قائم دارد و نمودار f را رسم کنید.

x=1

شکل 3ــ11
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یادداشت: اگر تابع f در نقطهٔ )  )  x0    ,   f  )x0  ( دارای مماس قائم با نموداری به شکل 3ــ12 باشد 
در آن صورت، )  )  x0    ,   f  )x0  ( نقطهٔ بازگشتی تابع نامیده می شود. 

f

x

y

x00

f

y

x00 x

x x

f (x) f (x )lim
x x−→

− = +∞
−0

0

0  x x

f (x) f (x )lim
x x−→

− = −∞
−0

0

0

x x

f (x) f (x )lim
x x+→

− = −∞
−0

0

0  x x

f (x) f (x )lim
x x+→

− = +∞
−0

0

0

تابع  بازگشتی  نقطهٔ  مختصات  مبدأ  که  می شود  معلوم  بالا  کلاسی  تمرین  در  نمونه  عنوان  به 
f است. (x) x=

3 2

 ـ٥  ـ نتایج اوّلیۀ مشتق پذیری ٣
مشتق،  محاسبه  کار  کنیم  مشتق حساب  تعریف  از  استفاده  با  را  تابعی  هر  مشتق  باشد  بنا  اگر 
قاعدهٔ  تعدادی  به دست  آوردن  آن هم  نیز هست و  دشوار و عذاب آور است. خوشبختانه راه آسانتری 
مشتق گیری، این قواعد ما را قادر می سازند تا مشتق ترکیب های پیچیدهٔ توابع را به آسانی از مشتق 

 xy
x

=
+

2

21
توابع مقدماتی که این توابع را ساخته اند محاسبه کنیم، مثلاً قادر خواهیم بود مشتق تابع 

y را بدانیم. درنتیجه می توانیم  x= را به دست آوریم. با این فرض که مشتق توابع مقدماتی y  =x2  و 
ردهٔ بزرگی از توابع مشتق را معرفی کنیم.

سپس به ذکر پاره ای از خواص ابتدایی مشتق و کاربردهای آن می پردازیم. و امّا برای اثبات 
بعضی از قواعد مشتق گیری، لازم است قضیه ای بدیهی ولی بسیار مهمّ زیر را بدانیم و صرف نظر از 
جزئیات، این قضیه بیان می کند که اگر نمودار یک تابع در نقطه ای هموار )مشتق پذیر( باشد، نمی تواند 

در آن نقطه ناپیوسته باشد.

یا 

شکل 3ــ12

)الف(
)ب(
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� قضیه   ١   : اگر تابع f در a مشتق پذیر باشد، آن وقت در a پیوسته است.
قضیه )1( نشان می دهد که مشتق پذیری در یک نقطه، پیوستگی در آن نقطه را نتیجه می دهد، 
امّا، عکس این قضیه درست نیست. یعنی ممکن است یک تابع در یک نقطه پیوسته باشد ولی در آن 
نقطه مشتق پذیر نباشد. مانند تابع |f  )x(  =|xکه درx  =0 پیوسته است ولی در این نقطه مشتق پذیر نیست 

) f ( )+′ =0 f و  1 ( )−′ = −0 1 (
�  برهان قضیه )١( : چون f در a مشتق پذیر است داریم:

h

f (a h) f (a)lim f (a)
h→

+ − ′=
0

 
برای اثبات پیوستگی f در a باید نشان دهیم که 

h
lim f (a h) f (a)

→
+ =

0
 

با استفاده از قضایا و قواعد حد، داریم

h h

f (a h) f (a)lim f (a h) lim(f (a) h)
h→ →

+ −+ = + ×
0 0

 

f (a) f (a) f (a)′= + × =0                                                            

  x  =0 در (x ) , xf (x)
ax a b , x

 + ≤= 
+ + >

31 0

0
�  مثال : مقادیر a و b را به قسمی تعیین کنید که تابع 

مشتق پذیر باشد.
یعنی  باشد.  پیوسته   x  =0 در f  ابتدا لازم است  ،x  =0 در f تابع  برای مشتق پذیر بودن   : حل 

تساوی های زیر برقرار باشند.
x x
lim f (x) lim f (x) f ( )

− +→ →
= =

0 0
0  

  1=  a  +  b  =1  
  a  +  b  =1       و یا              

f و امّا ( ) f ( )+ −′ ′=0 0 و با به اجرا گذاشتن شرط مشتق پذیری، باید 

xx x

f (x) f ( ) (x )lim lim lim((x ) (x ) )
x x− − →→ →

− + −= = + + + + =
−

3
2

00 0

0 1 1
1 1 1 3

0  

x x x

f (x) f ( ) ax a b axlim lim lim a
x x x+ + +→ → →

− + + −= = =
−0 0 0

0 1

0  
بنابراین با انتخاب a  =3 و b  =-2  تابع f در x  =0  مشتق پذیر است.
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تمرین در کلاس

تابع f در نقطهٔ a پیوسته است، ثابت کنید تابع )g  )x(  =  )x-a(f)x در نقطهٔ a مشتق پذیر است.

همان طورکه گفته شد، محاسبه مشتق توابع به کمک تعریف در بعضی از موارد بسیار دشوار 
است، لذا قضیه زیر که محاسبه مشتق توابع را آسان می سازد، ارائه می شود.

� قضیه   ٢   : هرگاه توابع f و g در نقطهٔ a مشتق پذیر باشند و c یک عدد ثابت باشد.
f(g(a) همگی در نقطه a مشتق پذیر هستند و  )

g
≠0 آن وقت توابع f+g و f.g و cf و 

)f  ±  g( ́)a(  =  f  ́ )a(  ±   g ́  )a( الف(  
)f  .  g( ́)a(  =  f  ́ )a(g)a(  +   g ́  )a(.f)a( ب(  
)cf   ( ́)a(  =  cf  ́ )a(    )پ

f f (a)g(a) g (a) f (a)( ) (a)
g g (a)

′ ′−′ =
2

ت(  

در قسمت )الف( قاعده مجموع را می توان به مجموع هر تعدادی از تابع ها تعمیم داد
�  مثال : معادلهٔ حرکت ذره ای s  =  t3-  4t2 +2t   +3 است. )s برحسب سانتی متر و t برحسب ثانیه است(

شتاب این ذره را به عنوان تابعی از زمان پیدا کنید. پس از گذشت 3 ثانیه شتاب چقدر است. 

dsV(t) سرعت t t
dt

= = − +23 8 2 حل : 

dva(t) شتاب  t
dt

= = −6 8  
پس از گذشت 3 ثانیه شتاب برابر است با:

a )3(  =10 cm  /s2  

تمرین در کلاس

xy را در نقطه )0/2 ,2( پیدا کنید. 
x

=
+2 6

 معادله خط مماس بر منحنی 
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�  برهان قضیه )٢( : اثبات قسمت های )الف(، )ب(، )پ( قضیه )2( در کتاب حسابان آموزش 
داده شده است. بنابراین به اثبات قسمت )ت( می پردازیم. 

f و a نقطه ای باشد که در آن f و g مشتق پذیر باشند وg  )a(  ≠  0 خارج  (x)h(x)
g(x)

= فرض کنیم 
قسمت تفاضلی مربوط به h در نقطهٔ a عبارت است از 

h(x) h(a) f (x) f (a) f (x)g(a) g(x)f (a)
x a x a g(x) g(a) x a g(x)g(a)

 − −= − = × − − − 
1 1  

اکنون با افزودن و کاستن )f  )a(  g )a در صورت کسر، داریم

h(x) h(a) g(a)f (x) f (a)g(a) f (a)g(a) f (a)g(x)
x a (x a)g(x)g(a)

− − + −=
− −

 
   

g(a)(f (x) f (a)) f (a)(g(x) g(a))
(x a)g(x)g(a)
− − −=

−
                           

f (x) f (a) g(x) g(a)g(a). f (a).
g(a)g(x) x a x a

− − = − − − 
1             

x a
lim g(x) g(a)
→

= چون تابع g در a مشتق پذیر است، پس بنابر قضیه )1( در a پیوسته و درنتیجه 

h(x) و با استفاده از قوانین حد مجموع، حد حاصل ضرب  h(a)
x a

−
−

از این رو با محاسبه حد کسر
و حد خارج قسمت نتیجه می شود

x a x a x a

h(x) h(a) f (x) f (a) g(x) g(a)lim g(a) lim f (a) lim
x a x a x ag (a)→ → →

− − − = − − − − 2

1  

و یا 
g(a)f (a) f (a)g (a)h (a)

g (a)
′ ′−′ =

2
 

تمرین در کلاس

 a ٔدر نقطه f.g مشتق پذیر باشند، در این صورت ثابت کنید تابع a ٔدر نقطه g و f اگر تابع های
مشتق پذیر است و 

(f .g) (a) f (a)g(a) f (a)g (a)′ ′ ′= +  
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 ـ ٦  ـ مشتق توابع مثلثاتی ٣
همان طورکه می دانید تابع های مثلثاتی سینوس و کسینوس در دامنهٔ تعریفشان پیوسته اند. اکنون 
بدست  آنها  مشتق  برای  دستورهایی  و  می کنیم  ثابت  تعریفشان  دامنهٔ  روی  را  توابع  این  مشتق پذیری 
می آوریم و بنابر قضیه )2( کافی است مشتق پذیری توابع سینوس و کسینوس ثابت شود زیرا دو تابع 

دیگر tan و cot به صورت خارج  قسمت این دو تابع تعریف می شوند.
یادآور می شویم که در عبارات x ،cotx ،tanx ،cosx ،sinx برحسب رادیان است. همچنین 

، )h برحسب رادیان(
h

sin hlim
h→

=
0

 و 1
h

coshlim
h→

− =
0

1
درفصل حد، نشان دادیم که 0

x( d برحسب رادیان است( (sin x) cos x
dx

= اکنون ثابت می کنیم 

h

d sin(x h) sin x(sin x) lim
dx h→

+ −=
0

�  برهان  : 
 

h

sin x cosh sinh cos x sin xlim
h→

+ −=
0

                                         

h

sinh coshlim ( )cosx ( )sin x
h h→

− = −  0

1                                         

چون در محاسبهٔ حد وقتی h به صفر میل کند، x را ثابت می گیریم، 
بنابراین

h h
lim sin x sin x , lim cos x cos x

→ →
= =

0 0   
درنتیجه

h h

d sinh cosh(sin x) cos x lim sin x lim
dx h h→ →

−= −
0 0

1  

cos x (sin x)( ) cos x= × − =1 0  

تمرین در کلاس
d (cos x) sin x

dx
= − به طور مشابه ثابت کنید: 
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dy
dx

�  مثال : اگر f)x(  =  tan  x، مطلوب است تعیین 
d داریم: (cos x) sin x

dx
= − d و  (sin x) cos x

dx
= حل : چون 

dy d sin x cos x ( sin x)sin x cos x sin x( )
dx dx cos x cos x cos x cos x

− − += = = =
2 2 2

2 2 2

1  

)f عضو دامنه x به ازای هر( dy tan x
dx

= + 21 و یا 

تمرین در کلاس

dy را تعیین کنید.
dx

 ،y  =  cot  x برای تابع

متصل  فنری  انتهای  به  که  جسمی   : �  مثال 
می کند  نوسان  صاف  سطحی  روی  افقی  به طور   است 
 x )t(  =  6sint جسم  این  حرکت  معادلهٔ  3ــ13(  )شکل 
است که در آن t برحسب ثانیه است و x برحسب سانتی متر
 t الف( سرعت و شتاب این جسم را در لحظه

بدست آورید.
t و جهت حرکت در این زمان  π= 2

3
ب( موقعیت، سرعت و شتاب جسم مورد نظر را در زمان 

چگونه است؟ 
حل : الف(

dxV(t) سرعت cos t
dt

= = 6  

dva(t) شتاب sin t
dt

= = −6  

x( ) sin cmπ π= = × =2 2 3
6 6 3 3

3 3 2
ب(  

3 سانتی متری از نقطه سکون است. 3 در موقعیت 

xxo

نقطۀ سکون 

شکل 3ــ13
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)V سرعت ) ( ) cm sπ = − = −2 1
6 3

3 2
 

چون سرعت منفی است، حرکت جسم به سمت چپ است.

a( ) cm sπ = − × = − 22 3
6 3 3

3 2
 

قاعدۀ توانی: یکی از فرمول های قابل توجه حسابان، فرمول
r rd (x ) rx

dx
−= 1  

است، که به قاعدۀ توانی معروف است. وقتی با استفاده از تعریف مشتق مثال هایی مانند:
d (x ) x

dx
=2 2

  
،
  

d (x ) x
dx

=3 23   ،
 

d (x ) x
dx

=4 34  

را حل می کنید، فرمول بالا تداعی می شود، آنچه جالب است این است که قاعده توانی برای هر عدد 
حقیقی r برقرار است. مثلاً، ثابت می کنیم 

d (x ) x
dx

− −= −2 32   ،
  

d (x ) x
dx

−
=

2 1
3 32

3
 

و یا در بحث نماهای گنگ ثابت می شود:
d (x ) x

dx
π π−= π 1  

این قاعده طبعاً محدودیت هایی دارد، مثلاً در: 
d ( x ) x

dx
−

=
1 1
2 21

2
 

دامنه عبارت است از مجموعهٔ xهایی که مثبت اند.
با توجه به حالت های نمای r، قاعده توانی در چند مرحله ثابت می شود.

حالت اول: r  = n، که در آن n عدد صحیح نامنفی است.
 ، d (x ) x

dx
=1 01 d و  (x ) x

dx
−=0 10 )...,n   =0,1,2,3  ( ، وقتی n  = 0 وn  =1، قاعده توانی می گوید 

.x ≠  0 وقتی
 

d (x)
dx

d و 1= ( )
dx

=1 یا ساده تر 0
از این رو، در دامنه پذیرفته شده درست است. البته، هیچکس عملاً  از آن در این حالات استفاده 

d بدون توسل به قاعدهٔ توانی )و در IR( برقرارند. (x)
dx

d و 1= ( )
dx

=1 نمی کند، زیرا فرمول های 0
از این رو، فرض کنیم n ≥  2 و f)x(  =  xn، در این صورت

n n

h h

f (x h) f (x) (x h) xf (x) lim lim
h h→ →

+ − + −′ = =
0 0  
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n n n n n n

h

n(n )(x nx h x h nxh h ) x
lim

h

− − −

→

−+ + + + + −
=

1 2 2 1

0

1
2



  

h

h
lim

→
=

0

n n n nn(n )(nx x h nxh h )

h

− − − −−+ + + +1 2 2 11
2



با حذف عامل h ≠  0، همهٔ جملات باقی مانده جز جملهٔ اوّل دارای عامل h هستند درنتیجه وقتی                  
n nd (x ) nx

dx
−= 1 h →  0 خواهیم داشت:  

، x ≠  0 و m  = -n  >0 عدد صحیح منفی است. با انتخاب n که در آن ،r   = n :حالت دوّم
n m

mf (x) x x
x

−= = = 1                

m داریم: md (x ) mx
dx

−= 1 لذا بنابرقضیه 2 )مشتق خارج قسمت( و 

m m
m m

m
x mxf (x) mx

(x )

−
− −× − ×′ = = −

1
1 2

2

0 1  

f ́ )x(  = n  xn-1  
بعدی(  بخش  )در  می شود  ثابت   

p
qf (x) x= و   باشد 

 

p
q

گویای  عدد   r وقتی  سوم:  حالت 
pبه ازای هر x از دامنه تابع مشتق

qpf (x) x
q

−
′ =

1
 

. فعلاً نمی توانیم به اثبات 
 

d (x ) x
dx

π π−= π حالت چهارم: وقتی که r عدد گنگی باشد، مثل 1

x را تعریف نکرده ایم. 2 آن بپردازیم زیرا هنوز علامتی مانند xπ و یا 

 ، f (x) x=
3 2 �  مثال : فرض کنید 

الف( دامنه تابع مشتق f را تعیین کنید. 
ب( ضابطه تابع مشتق f را به دست آورید.

حل : الف( قبلاً نمودار f به شکل 3ــ14 رسم شده و در مبدأ 
نقطه بازگشتی دارد، پس تابع f در x  = 0 مشتق ناپذیر است.

x

y

0

شکل 3ــ14
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{ }fD IR′ = − 0 بنابراین  
پ( به ازای هر x عضو دامنه تابع ´ f داریم.

d (x ) x x
dx

− −
= =

2 2 1
1

3 3 32 2

3 3
 

بنابراین 
f (x)

x
′ =

3

2

3
 

تمرین در کلاس

 را به دست آورید.
h

f ( h) f ( )lim
h→

+ −3 3

0

1 1 ، حاصل  f (x) x=
9 2 با فرض اینکه 

�  مثال : یک تانک دشمن در صفحهٔ مختصات خودی روی منحنی f)x( = x2-  x حرکت می کند 
)شکل 3ــ15( و یک بسیجی با )آر ــ پی ــ جی ــ 7( در نقطه )8   ,4( منتظر شکار تانک است و زمان 
مطلوب وقتی است که مسیر گلوله خط راستی مماس بر منحنی f باشد، نقطه مطلوب مسیر تانک را 

تعیین کنید. 
حل : فرض کنید )M )a  ,   a2- a نقطه مطلوب باشد. در این صورت، ابتدا معادله خط مماس بر 

منحنی را در نقطهٔ M به دست می آوریم.
 f´)x(  =2x - 1                                           
y-  ) a2-  a(  =  f´ )a( )x-a(
y -   a2+  a  =   )2a-1( )x-a(

خط مماس از نقطه )8  ,4( می گذرد بنابراین
8  - a2 +  a  =  )2a  -1(  )4-a(   
 a2-8  a  +12=0  
  a  =  2  یا   a  =  6

پس مسیر موشک در نقطه )2,2( بر مسیر تانک مماس است.
می توان   ،y   = x2-  x منحنی  نقطهٔ  )A )4,  8خارج  از  که  می دهد  نشان  فوق  مثال  یادداشت: 
دو خط مماس به شیب های 2(  =3(´m1  =  f و 11=  )  m2  =  f´)6 بر منحنی f رسم کرد، با نقاط تماس 

B )6,  30( و M )2,  2(

x

y

M

0

شکل 3ــ15
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یادداشت: به کمک قاعده های مشتق گیری 
و بدون مراجعه به تعریف مشتق علاوه  بر خط های 
کنیم.  پیدا  هم  را  قائم  می توانیم خط های  مماس، 
نقطهٔ A خطی است  بر منحنی )C( در  خط قائم 
 A می گذرد و بر خط مماس بر منحنی در A که از
به زاویهٔ میان  عمود است )در فیزیک بخش نور، 
است(  نیاز  عدسی  بر  عمود  خط  و  نور  پرتوهای 

 ـ 16 را ببینید(. )شکل 3ـ

تمرین در کلاس

)  را پیدا کنید. , )1
0

2
cos در نقطهٔ  xy

sin x
=

+2
1ــ معادلهٔ خط های مماس و قائم بر منحنی 

2ــ از نقطه )0,   -1( A دو خط مماس بر منحنی x2+  x = )f)x رسم شده است معادلات این دو 
خط مماس را به دست آورید.

 ـ   خط    y =2x+1       در     نقطهٔ     x0 =1      بر     منحنی     پیوسته    )y =f  )x         مماس     است    مقدار  3ـ

 را حساب کنید. 
x

f (x) f (x)lim
x→

+ −
−

2

1

3 18

1

٣ـ٧ـ مشتق های مرتبه های بالاتر 
مشتق  دوبار  موقعیت  تابع  از  باید  )مکان(،  موقعیت  تابع  از  شتاب،  بع  تا آوردن  ت  دس به  برای 

گرفت. 
S)t( )تابع موقعیت(

V)t( = S′)t( )تابع سرعت(
a)t( = V′)t( = S′′)t( )تابع شتاب(

)t(a را مشتق دوم )t(s نامیده و آن را با )s′′)t نشان می دهیم مشتق دوّم، مثالی است از مشتق 
مرتبه های بالاتر بنابراین اگر تابع مشتق یعنی ′   f مشتق پذیر باشد، تابع مشتق ′   f را با ′′   f نشان داده و آن 

را مشتق مرتبه دوم )و یا مشتق دوّم( f می نامیم.

(c)

A

خط قائم

ط مماس
خ

شکل 3ــ16
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این در و داد ادامه را ازمشتقات گیری توانمشتق می دارد، پذیریوجود کهمشتق آنجا تا
صورت،مشتقهایمرتبههایبالاترتابعy=f(x)رابهصورتزیرنسبتبهxنشانمیدهیم:

 [ ] x
dy dy ,f (x) , , f (x) , D (y)
dx dx

′ ′   :f مشتق اوّل

[ ] x
d y dy ,f (x) , , f (x) , D (y)
dx dx

′′ ′′
2 2

2
2 2   :f مشتق دوم

[ ]( ) ( )
x

d y dy ,f (x) , , f (x) , D (y)
dx dx

3 3
3 3 3

3 3
  :f مشتق سوم

                    .             .               .                    .           .                                                                          .             .               .                    .           .                                                                            .             .               .                    .           .                                                     

 [ ]
n n

(n) (n) n
xn n

d y dy ,f (x) , , f (x) , D (y)
dx dx

  :f ام n مشتق
�  مثال :اگرf(x)یکچندجملهایدرجهnٔباشد،یعنی

f(x)=a0+a1x+a2x2+...+anxn 
کهدرآنa0,a1,...,an-1,anثابتهستند،(an≠0)مشتقnام،f(x)راحسابکنید.

حل :چونتابعچندجملهایدرجهn،ازهرمرتبهمشتقپذیراستبنابراین:
f′(x)=a1+2a2x+3a3x2+4a4x3+...+nanxn-1 
f′′(x)=2a2+6a3x+12a4x2+...+n(n-1)anxn-2 
f(3)(x)=6a3+24a4x+...+n(n-1)(n-2)anxn-3 ...
f(n)(x)=n(n-1)(n-2)×...*2*1*an=n!an 

f(k)(x)=0،k>nوبرایهر

تمرین در کلاس

مشتقچهارمتابعf(x)=(x2+1)(x2+2)(x2+3)رادرx=1حسابکنید.

�  مثال : مشتقپذیریتابع|f(x)=|xومشتقهایمراتببالاترآنرارویRبررسیکنید.
xحل :میدانیم , x

f (x)
x , x
− <

=  ≥

0

0 
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x x

f (x) f ( ) xf ( ) lim lim
x x− −−

→ →

− −′ = = = −
−0 0

0
0 1

0
چون

x x

f (x) f ( ) xf ( ) lim lim
x x+ ++

→ →

−′ = = =
−0 0

0
0 1

0 
بنابراینتابعfدرx=0مشتقپذیرنیستو

, x
f (x) , x

, x

− <
′ = =
 >

1 0

0

1 0 
تعریفنشده



0

x

y

1

−1

0
x

y

, x
f (x)

, x
<′′ =  >

0 0

0 0 
تابع″   fدرx=0تعریفنشدهاست.

f′′(x)=0,x≠0 ویا
f(n)(x)=0,x≠0 n≤3وبرایهر

تمرین در کلاس

f(x)=|x2-4|فرضکنید
الف)مشتقپذیریتابعfرادر2وx=-2بررسینمایید.

ب)ضابطهتابعمشتقونمودارآنرارسمکنید.
پ)باتعیینضابطهتوابع′′   fوf(3)،ضابطهٔمشتقnامتابعfرابهدستآورید.

0

x

y

1

−1

0
x

y

  f ′نمودار

    f ′′ نمودار
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براییافتنمشتقتابعهایقطعه قطعهتعریفشده(نظیرتابعقدرمطلقوتابعجزءصحیح)قضیه
زیربسیارمؤثراستوحلمسألهراسادهترمیکند.

� قضیه   ٣  :


x x
lim f (x)

−→
′

0

الف)اگرfرویبازه[a,x0)پیوستهورویبازهٔباز(a,x0)مشتقپذیربودهو
وجودداشتهباشد،آنگاه:

x x
f (x ) lim f (x)

−−
→

′ ′=
0

0


وجود
x x
lim f (x)

+→
′

0

ب)اگرfرویبازه(x0,b]پیوستهورویبازهٔباز(x0,b)مشتقپذیربودهو
داشتهباشد،آنگاه:

x x
f (x ) lim f (x)

++
→

′ ′=
0

0


�  مثال :مشتقچپومشتقراستتابع|f(x)=|x-1|+2|x-2رادرx=1حسابکنید.
f(x)=-3x+5،(0,1]ازبازهxپیوستهاستوبرایهرIRرویfحل :تابع

f′(x)=-3،(0,1)ازبازهxپسبرایهر
f(x)=-x+3،[1,2)ازبازهxهمچنینبرایهر

f′(x)=-1،(1,2)ازبازهxپسبرایهر

x
f ( ) lim f (x)

−−
→

′ ′= = −
1

1 3 بنابراین
x

f ( ) lim f (x)
++

→
′ ′= = −

1
1 1


درنتیجهتابعدرx=1مشتقپذیرنیست.

تمرین در کلاس
 

مشتقچپومشتقراستتابعfباضابطهf(x)=x[x3+3]رادرنقطهx=0ٔرادرصورت
وجودبهدستآورید([]نمادجزءصحیحاست).
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،مقدارهایf(1)وf′(1)را
h

f ( h)lim
h→

+ =
0

1
3 1ــفرضکنیدتابعfدرx=1مشتقپذیرو

بهدستآورید.
رابیابید.

h

f ( h)lim
h−→

+ −
0

1 1 ،حاصل x , | x |
f (x)

x , | x |

 ≥= 
− <

3

2

1

2 1 1
2ــفرضکنید

x=πرادرنقطهfمشتقچپومشتقراستتابع، xf (x) sin x cos =   2
3ــفرضکنید

حسابکنید.
4ــالف)ثابتکنید:اگرfدرaمشتقپذیرباشد،حدزیرموجودوبرابرباf′(a)است


h

f (a h) f (a h)lim f (a)
h→

+ − − ′=
0 2 

aٔب)نشاندهیدکهاگرحددرقسمتالفوجودداشتهباشد،لزومینداردکهتابعدرنقطه
مشتقپذیرباشد.

5ــنمودارهریکازتابعهایقسمتهای(الف)تا(ت)رابهنمودارمشتقشدرقسمتهای(1)
تا(4)متناظرکنیدوضمناًدلیلانتخابخودرابیانکنید.

مسا ئل

x

y

0

x

y

0x

y

0

ب(الف(

ت(پ(

x

y

0
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 f ′(4)مقدار،g′(4)=7،g(4)=8، f (x) xg(x)= 6ــاگر
بهدستآورید.

5 اندازه به را آن است، آویزان فنری انتهای به جسمی 7ــ
سانتیمترپایینکشیدهودرلحظهt=0رهایشمیکنیم(مطابقشکلرسمشده
جهتروبهپایین،جهتمثبتاست)موقعیتاینجسمدرزمانtازرابطه
y=f(t)=5costبهدستمیآید.سرعتوشتاباینجسمرادر
tپیداکنیدوسپسبهکمکنتایجبهدستآمدهحرکتجسمرا زمان

تحلیلکنید.

x

y

0
x

y

0

x

y

0
0

x

y

)٢(١

)٤(٣

رابهدستآورید.
h

f ( h) f ( )lim
h→

′ ′+ −
0

1 1 ـفرضکنیدf(x)=x6-2x4-x+1،حاصل 8ـ

y

0

5
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، f ′(x) را حساب کنید.  xf (x) sgn(x x )
x
+= − +21

1 ٩ــ اگر 
 f ′′(1) = 4 و f ′(1) = 3 و f (1) = 2 را چنان انتخاب کنید که f 1٠ــ ضابطه تابع درجه دوّم

باشد. 
11ــ نقطه ای روی نمودار تابع y = x2 + x پیدا کنید که در آن نقطه، خط مماس بر منحنی تابع، 

موازی قاطعی باشد که دو نقطه با طول های x = 1 و x = 3 واقع بر منحنی تابع را به هم وصل کند. 
دست  به   ( , )π

4
6

نقطه  در  را   sin xf (x)
sin x

+= 1 2 تابع  منحنی  بر  مماس  خط  ه  معادل 12ــ 
آورید. 

 x = 1 در نقطه x , x
f (x)

ax bx c , x

 <= 
+ + ≥

3

2

1

1
13ــ به ازای چه مقادیری از b، a و c تابع 

مشتق مرتبه دوّم دارد؟ 
14ــ الف) با محاسبه مشتق اوّل و دوم و سوم تابع f (x) = sinx، مشتق nام تابع f را حدس 

بزنید و سپس درستی حدس خود را به استقراء ثابت کنید. 
ب) با استفاده از قسمت الف، دستور مشتق n ام تابع f (x) = cosx را به دست آورید. 

3ـ ٨ ـ قاعدۀ زنجیری 
 f (x) x= +4 x و x4 + 1 را بیابیم ولی هنوز نمی توانیم مشتق1 با وجود اینکه می توانیم مشتق 

را حساب کنیم. 
 u = g(x) = x4 + 1 و y f (u) u= = توجه کنید که f تابعی ترکیبی است که اگر فرض کنیم

می توانیم بنویسیم:
y = h (x) = f (g(x))  

 h= fog یعنی
قاعدهٔ محاسبه مشتق تابع های f و g را می دانیم، در نتیجه دانستن قاعده ای که براساس آن بدانیم 
چگونه مشتق h = fog را برحسب مشتق های f و g پیدا کنیم، بسیار با اهمیت است. و این قاعده را 

قاعدۀ زنجیری می نامند. 
 f (u)

u
= 1 y برابر است با تابع مرکب y = f (g(x))، که در آن 

x
=

+2

1

1
اکنون فرض کنید تابع 

هستند. f (u)
u
−′ =

2

1  ،g′(x) = 2x و این توابع دارای مشتق های u = g(x) = x2 + 1 و
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بنابرقاعدهٔخارجقسمت(کهحالتخاصیازقاعدهٔزنجیریاست)
d d xf (g(x)) ( ) ( x) f (g(x))g (x)

dx dx x (x ) (x )
− − ′ ′= = = =

+ + +2 2 2 2 2

1 2 1
2

1 1 1 
اینمثالمیگویدمشتقتابعمرکبy=f(g(x))برابراستبامشتقfبهازایg(x)،ضربدر

مشتقgبهازایx،اینهمانقاعدۀ زنجیریاست.
d f (g(x)) f (g(x))g (x)

dx
′ ′=


طرحاینمثالایدهایاستبرایبیانقضیهمشتقتابعمرکب(ویاقاعده زنجیری)

� قضیه   ١: قاعده زنجیری:اگرتابعgدرنقطهxٔوتابعfدرنقطهٔg(x)مشتقپذیرباشند،آنگاه
(fog)′(x)=f′(g(x))g′(x)مشتقپذیراستوxدرنقطهfogتابعمرکب

بااستفادهازنمادگذاریلایبنیتس،اگرy=f(u)،کهدرآنu=g(x)آنگاهy=f(g(x))و
dy
du

آهنگتغییرyنسبتبهuعبارتاستاز
du
dx

آهنگتغییرuنسبتبهxعبارتاستاز

یعنی dy du
du dx

× بنابراین،آهنگتغییرy=f(u)=f(g(x))نسبتبهxعبارتاستاز

dy dy du ( )
dx du dx

= × 1


درu=g(x)محاسبهشدهاست. dy
du

که
بهنظرمیرسدکهبرایرسیدنبهرابطه(1)،نمادduراازصورتومخرجحذفکردهایم،ولی
معرفخارجقسمتدوکمیتنیست،بلکهکلآنمعرفکمیت dy

du
اینکارمعنیدارینیستزیرا

واحدیبهناممشتقyنسبتبهuاست.
بیان یک مثال فیزیکی از مشتق تابع مرکب:درشکل3ــ17مجموعهایازچرخدندهها
رامیبینیدکهچرخدندهٔدوموسومرویمحورواحدیقراردارند.وقتیمحوراولمیچرخد،محور
دوّمراحرکتمیدهد،واینمحورخودمحورسوم(چرخدنده4)راحرکتخواهدداد.فرضکنیم
رایافته dy

dx
و du

dx
و dy

du
u،yوxتعداددورانهایمحورهایاوّل،دوم،وسومدردقیقهباشند.

dy dy du
dx du dx

= × ونشاندهید
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محور ١:yدوراندردقیقه
محور ٢:uدوراندردقیقه
محور ٣:xدوراندردقیقه

حل.چونمحیطچرخدندهٔدوم3برابر
محیطچرخدندهٔاولاست(r2=3r1شعاع)،
چرخدندهٔاولباید3دوربچرخدتاچرخدندهٔ
هٔ دند همچنینچرخ نماید. دوران بار یک دوم
م هار چ دندهٔ چرخ تا بچرخد دور 2 د بای دوم

 du
dx

= 2 و dy
du

= 3 یکباردوراننمایدوداریم

باادغامایندونتیجهمعلوممیشودکهمحوراوّلباید6دوربچرخدتامحورسوم(چرخدنده4ٔ)
dyیکباردوراننماید.درنتیجه dy du( )( ) ( )( )

dx du dx
= = =3 2 6


بهعبارتدیگر،میزانتغییرyنسبتبهxحاصلضربمیزانتغییرyنسبتبهuدرمیزانتغییر

uنسبتبهxاست.
رابااستفادهازقاعدهٔزنجیریپیداکنید. f (x) x= +4 1 �  مثال :مشتقتابع

h(x)=(fog)(x)=f(g(x))مینویسیمکهدرآن fرابهشکل حل اوّل :ابتداضابطه
وg′(x)=4x3پسبنابرقضیه4 f (u)

u
′ = 1

2
چون f (u) u= u=g(x)=x4+1و

xh (x) f (g(x)) g (x) x
x x

′ ′ ′= × = × =
+ +

3
3

4 4

1 2
4

2 1 1 
،آنگاه y u= حل دوم :بااستفادهازتساوی(1)اگرفرضکنیمu=x4+1و

h′(x)یا

dy dy du xx x
dx du dx u x x

= × = × = × =
+ +

3
3 3

4 4

1 1 2
4 4

2 2 1 1 


تمرین در کلاس
 

رابهدستآورید. nd (u )
dx

اگرnعددحقیقیباشدوتابعu=g(x)مشتقپذیر،آنوقت

12

13

چرخ دنده ١

ده٢
خ دن

چر

چرخ دنده٤
ه٣

دند
رخ 

چ

محور ١

محور ٢
محور٣

شکل ٣ــ١7
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موردنظراستقاعدهٔمهمزیربهدستمیآید nd (u )
dx

یادداشت:ازفعالیتبالاکهمحاسبه
وآنراقاعدهٔ توانی کلیمینامیم.

n n nd du(u ) nu nu u
dx dx

− − ′= =1 1


�  مثال :ازتوابعزیرمشتقبگیرید.

y=cos3(x)(بy=sin(x3)(الف
حل :

dyالف)فرضکنیدu=x3وy=sinuپسبنابرقاعدهزنجیری dy du
dx du dx

= ×


dyدرنتیجه (cos u) x x cos x
dx

= × =2 2 33 3


ب)فرضکنیدu=cosxوy=u3،پسبنابرقاعدهتوانیکلی
dy u u cos x( sin x) sin x cos x
dx

′= = − = −2 2 23 3 3


تمرین در کلاس

فرضکنیدu=g(x)تابعیمشتقپذیرباشد.
الف)مشتقتابعهایy=sinuوy=cosuرابیابید.

ب)مشتقتابعهایy=tanuوy=cotu(باشرطاینکهtanوcotدرuمشتقپذیرند)رابیابید.

٣ـ٩ـ مشتق گیری ضمنی 
اکثرتوابعیکهباآنهاسروکارداریم،دارایمعادلهایهستندکهy(مقدارتابع)رابهطورصریح

برحسبمتغیرxبیانمیکندمثلاً
y sin x , y x x= = +2 1 

y=f(x)،یادرحالتکلی
امابعضیاوقاتبهمعادلاتینظیرx3+y3=6xy،x2+y2-4=0برمیخوریمکهyرابهطور
صریحبرحسبمتغیرxبهدستنمیدهند.البتهدربرخیمواردمیتوانچنینمعادلههاییراحلکرد
تاyرابهطورصریحبرحسبxبهدستآوردمثلاًدرمعادلهx2+y2=4(معادلهدایرهایبهمرکزمبدأ
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درنتیجهx2+y2-4=0،معادله y x= ± − 24 مختصاتوبهشعاعR=2جوابهایyمیشوند
میباشد. g(x) x= − − 24 و f (x) x= − 24 ضمنیتابعهای

نمودارهایfوgنیمدایرههایبالاییوپایینیدایرهx2+y2=4ٔهستند.(شکلزیر)

x

y

0

x

y

0 x

y

0 x

y

0

 x٣ + y٣ = 6xy نمودار

−2 20

y

x−2 20

y

x−2 20

y

x

حلکــردنمعادلـهx3+y3=6xyبـراییـافتنyبرحسبمتغیرxکارسادهاینیست(برایسیستمهـای
جبریکامپیوتریچنینکـاریدشوارنیست،امّاعبارتیکهبهدستمیآیدخیلیپیچیدهاست)بههرحال

منحنی را آن که است منحنی یک ه معادل x3+y3=6xy 
برگی دکارتمینامند.(شکلروبهرو)وازاینمنحنیبرگی
آن معادلهضمنی که کرد تعریف تابع دکارتمیتوانچندین
توابعهمانx3+y3=6xyاستدرشکلزیرسهتاازآن

تابعهانشاندادهشدهاند.

g(x) x= − − 24 پ)  f (x) x= − 24 ب) x2+y2=4(الف
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نیازینداریمکهyرابرحسبمتغیرxپیداکنیم، dy
dx

درخورتوجهاستکهبرایپیداکردن
xبهجایاینکارازمشتق گیری ضمنیاستفادهمیکنیم،برایاینمنظورازدوطرفمعادلهنسبتبه
رابهدستمیآوریم،بااینفرضکههموارهمعادلهٔداده dyy

dx
′ = مشتقمیگیریموازمعادلهٔحاصل

شده،yرابهطورضمنیبرحسبتابعیمشتقپذیرازxتعریفمیکند.
رابیابید. dy

dx
،x2+y2=4مثال :الف)اگر  �

بیابید. ( , )1 3 ب)معادلهمماسبردایرهx2+y2=4رادرنقطه
حل :ازطرفینمعادلهx2+y2=4نسبتبهxمشتقمیگیریم.

d d(x y ) ( )
dx dx

+ =2 2 4


d d(x ) (y )
dx dx

+ =2 2 0 
قابلتوجهاینکهy=f(x)تابعیاستمشتقپذیروبنابرقاعده»توانیکلی«درمشتقتابعمرکب

dداریم: (y ) yy
dx

′=2 2


2x+2yy′=0 بنابراین
اکنونازاینمعادله′yراپیدامیکنیم

dy
dx

یا xy , (y )
y

−′ = ≠0 
،مشتقتابع(نیمدایرهبالایی)برابراستبا ( , )1 3 ب)درنقطه

dy
dx

−= = −1 3

33 شیبمماس 
میشود ( , )1 3 بنابراینمعادلهخطمماسبردایرهدرنقطه

y (x )− = − −3
3 1

3


یا

y x= − +3 4 3

3 3 
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تمرین در کلاس 

راپیداکنید. dy
dx

، cos y y sin x= 2 الف)اگر

رادرنقطه(1،1)پیداکنید. d y
dx

2

2
،x+y4+1=y+x2+xy2ب)اگر

پیداکنید. ( , )4 8

3 3
پ)معادلهخطمماسبرمنحنیx3+y3=6xyرادرنقطه

٣ـ١٠ـ مشتق تابع وارون 
فرضکنیمfتابعییکبهیکومشتقپذیرباشد.بایکرویکردهندسیمیتوانیمتابعمشتقپذیر
راتابعیبدانیمکهنمودارشگـوشهیاپیچندارد.درنتیجهنمودارf-1کهقرینهنمودارfنسبتبهخط
y=xاست،گوشهیاپیچندارد.(شکل3ــ18)بنابراینانتظارداریمکهf-1نیزبهجزدرجاهاییکهمماسها

قائماند،مشتقپذیرباشد.وبهصورتشهودی
f-1را بـایکاستدلالهندسیمقدارمشتق
آوریددرشکــل بـهدست دادهشده نقطهٔ در
(3ــ18)نقـطـهA(a,b)روینــمــودار
A′(b,a)قـرینهAنسبتبـه fونـقـطـه
خطy=xروینمودارf-1درنظرمیگیریم

(f-1)′(b)=tanβوf′(a)=tanα

شکل(3ــ18)رادرنظرگرفتهورابطهٔبینf′(a)و(b)′(f-1)رابهدستآورید.

نتیجهبهدستآمدهدراینفعالیتیکایدهایاستبرایبیانقضیهبعدی.

یت
عال

ف

 ـ  ١8ــ  تابع f در نقطه A هموار است و تابع وارون شکل ٣ـ

 آن١- f نیز در  ′ A هموار می باشد

xT H

A

αβ

y

fM

A′

f −1

2

1
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� قضیه   : فرضکنیمIیکبازهوf:I→ IRتابعیباشدکهدرنقاطدرونیبازهIمشتقپذیرو
مشتقآنهمهجامثبتیاهمهجامنفیاست.دراینصورتتابعf-1(وارونf)نیزدرهمهٔنقاطدرونی

b=f(a)کهbمانندf-1دامنهاشمشتقپذیراستوبهازایهرنقطهٔدرونیازدامنه
(f ) (b)

f (a)
− ′ =

′
1 1 

بر مماس خط یعنی f ′(a) = 0 اگر یادداشت:
نمودارfافقیباشدوبهمعادلهy=b،آنوقتخطمماس
درنقطهbازنمودارf-1خطیاستعمودبرمحورxو
بهمعادلهx=bودراینصورتتابعf-1درنقطهbمشتق

ندارد.(شکل3ــ19راببینید)

�  مثال :فرضکنیدf(x)=2x3+3x2+6x+1مقدار(1) ′(f-1)رادرصورتوجودپیدا
کنید.

از پس b = 1 و (چرا؟) است مثبت جا همه آن مشتق و پذیر مشتق همواره f  تابع : حل 
a=0یعنیx=02=1نتیجهمیشودفقطx3+3x2+6x+1

f′(x)=6x2+6x+6=f′(0)=6 
f)بنابراین ) ( )

f ( )
− ′ = =

′
1 1 1

1
0 6 

تمرین در کلاس
 

g(x)اگرf(1)=2و
f (x)−=

1

1 1ــفرضکنیدf-1تابعوارونتابعمشتقپذیرfباشدو
،g′(2)رابیابید. f ( )′ = 1

1
8

Dدرنظربگیرید.مشتقتابعf-1=sin-1رابه ,π π = −  2 2
2ــتابعf(x)=sinxرابادامنه
ازایهرx،عضوبازهٔباز(1،1-)بیابید.

xb

b

0 H
A

y

f
A′

f −1

a

a

شکل ٣ــ١9
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٣ـ١١ـ مشتق توابع نمایی و لگاریتمی طبیعی 
وقتیسرمایهایباآهنگیکنواخت14درصددرسالافزایشمییابدبهنظرمنطقیاستکه
انتظارداشتهباشیمآهنگرشدآندرهرلحظهبامقدارسرمایهدرآنلحظهمتناسبباشدویاوقتی
جمعیتیکجامعهباآهنگیکنواخت3درصددرسالافزایشمییابد،آهنگرشدجمعیتمتناسب

باجمعیتاست.اینهانمونههاییازپدیدهایموسومبهرشد نماییمیباشند.
همانندرشدنمایی،میتوانصحبتاززوال نماییکردمثلاًمقداراورانیمرادیواکتیوU235با
آهنگیمتناسببامقدارموجودU235زوالمییابد.زوالاورانیم(یابهطورکلیعنصرهایرادیواکتیو)

نمونهایازپدیدهایبهنامزوالنماییاست.
اکثرمسائلرشدنماییوزوالنماییبهمدلریاضیf(x)=exمیانجامدکهبرخیازخواصاین

تابعراپیشازاینبهوسیلهمفهومحدوپیوستگیبررسیکردهایم.
اکنونمیخواهیمآهنگتغییرتابعنماییطبیعیf(x)=exرابررسیکنیموقاعدهایبرایمشتق

اینتابعبیابیم.

مشتق تابع نمایی طبیعی: مشتقتابعf(x)=exرابااستفادهازتعریفمشتقپیدامیکنیم
x h x h

x
h h h

f (x h) f (x) e e ef (x) lim lim lime
h h h

+

→ → →

+ − − −′ = = = ×
0 0 0

1


عاملexبهhبستگیندارد،بنابراینمیتوانیمآنرابهپیشازحدببریم:

h
x

h

ef (x) e lim ( )
h→

−′ =
0

1
1


ازتعریفe(عددنِپِر)داریم:

h
h
lim( h) e

→
+ =

1

0
1


h( h) e+ ≈
1

1 ازاینرابطهومفهومحدنتیجهمیشود
h hh(( h) ) e+ ≈

1

1 واینرابطهایجابمیکندکه
h( h) e+ ≈1 ویا

xاینمقداررادررابطه(1)جایگزینمیکنیم x x
h

hf (x) e lim e e
h→

′ = = × =
0

1


xبنابراینمشتقتابعنماییطبیعی xd (e ) e
dx

=
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طبیعـی نـمـایـی تــابع مشتق تــابع نتیجه در
f(x)=exخودشمیباشدوبابیانهندسیشیبخط
yدرهرنقطهبرابربامختصy=exمماسبرمنحنی

هماننقطهاست.(شکل3ــ20راببینید)
m    1= 

x

y

A

0

1

x(x,e )

xm e=

xy    e=

خطy=0مجانبافقیy=exاست. x
x
lim e
→+∞

= +∞ و x
x
lim e
→−∞

=0 یادداشت:
�  مثال : فرضکنیدu=g(x)تابعیمشتقپذیرباشد،مشتقتابعy=euرابیابید.

حل :بافرضu=g(x)وf(x)=exوeu=(x)(fog)،بنابرقاعدهزنجیریداریم:
(fog)′(x)=f′(g(x))g′(x) 

چونf′(x)=exپسf′(u)=eu،بنابراین
u ud (e ) u e

dx
′=


تمرین در کلاس 

معادلهٔخطمماسبرمنحنیy=e2xcosπxرادرنقطهٔ(0،1)پیداکنید.

y′′+6y′+8y=0درمعادلهٔدیفرانسیلy=eλxراپیداکنیدکهبهازایآنهاλمثال :مقدارهاییاز  �
صدقکند.

(معادلهایکهرابطهایبینyومشتقاتاولیابالاترآنرابیانمیکند،یکمعادله دیفرانسیل
نامیدهمیشود).

y′=λeλx حل :
y′′=λ2eλx 

باجایگزینکردن′yو′′yدرمعادلهدیفرانسیلداریم:
λ2eλx+6λeλx+8eλx=0 
eλx(λ2+6λ+8)=0 

نمودار

شیب

شکل ٣ــ٢0
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λ2+6λ+8=0 چونeλx≠0،پس
λ =-2,-4 

y=e-2xوy=e-4xجوابهایمعادلهدیفرانسیلy′′+6y′+8y=0میباشند.
تابع لگاریتمی طبیعی: باتوجهبهویژگیهایf(x)=ex،تابعfپیوستهویکبهیکاست

بنابراینتابعوارونfموجوداستوتابعیاستپیوستهویکبهیک.
وارونتابعy=exرامیتوانبهصورتx=eyنوشت(yتابعx،fتابعf-1استوبالعکس)و
درعبارتy،x=eyرالگاریتمxدرپایهeٔمیخوانیموبانمادy=Lnxنشانمیدهیمواینتابعرا

تابعلگاریتمی طبیعیمینامیم.
،f تابع وارون ابع ت  نمودار اینکه به توجه با
قرینهٔنمودارتابعfنسبتبهنیمسازربعاوّلوسوم
است،بهسادگیمیتواننمودارتابعy=Lnxرا،به

کمکنمودارy=exرسمکرد.(شکل3ــ21)
IR(∞+,0)وبردآن،y=Lnxدامنهٔتابع


xx
lim Lnx , lim Lnx

+ →+∞→
= −∞ = +∞

0
و است

بنابراینخطx=0مجانبقائمتابعy=Lnxاست.
مشتق تابع لگاریتمی طبیعی:تابعلگاریتم
طبیعیy=Lnxرادرنظرمیگیریم.میدانیمکهاین

تابعمشتقپذیراست،زیراوارونتابعمشتقپذیرy=exاست.
فرضکنیدy=Lnx،دراینصورتx=eyاگرازطرفینمعادلهey=xنسبتبهمتغیرxبه

صورتضمنیمشتقبگیریم،بهدستمیآید:
y dye

dx
× =1 

y
dy
dx xe

= =1 1

ویا

d (Lnx) ( )
dx x

= 1
1

درنتیجه

x

y
f

0

xy    e=

e
y x=

f −1

y Lnx=

شکل ٣ــ٢١
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تمرین در کلاس


فرضکنیدu=g(x)>0تابعیمشتقپذیرباشد،بهکمکقاعده(1)وقاعدهٔزنجیریثابت
dکنید: u(Lnu)

dx u
′

=


�  مثال :اگر|f′(x)،f(x)=Ln|xراپیداکنید.
حل :دامنهتابعIR-{0}،fاستپس

Lnx , x
f (x)

Ln( x) , x
>

=  − <

0

0 

بنابراین
, x

xf (x)
( ) , x

x x

 >′ = 
 − = <−

1
0

1 1
1 0


f (x)

x
′ = 1 ،x≠0درنتیجهبهازایهر

dنتیجهمثال(7)ارزشبهخاطرسپردنرادارد: (Ln | x |)
dx x

= 1


تمرین در کلاس

 
1ــاگرu=g(x)≠0تابعمشتقپذیریباشد،بهکمکنتیجهمثال7وقاعدهزنجیرینشان

dدهید: u(Ln | u |)
dx u

′
=


بااستفادهازمشتقگیری لگاریتمطبیعیبگیریدو xy x= ،x>02ــازدوطرفتساوی

راپیداکنید. dy
dx

ضمنی،

دریکآزمونریاضیمسألهایبهشرحزیرمطرحشد.
.f(x)=Ln(Lnsinx)مطلوباستمشتق

اکثریت که شد مشخص آزمون در کننده شرکت آموزان دانش  نامه پاسخ تصحیح جریان در
دانشآموزانمسألهرابهصورتزیرحلکردهاند.
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u(x)=Ln(sinx)⇒f(x)=Ln(u(x)) 
u (x) cos xf (x) , u (x)
u(x) sin x
′′ ′= =

cos x
cos xsin xf (x)

Ln(sin x) sin xLn(sin x)
′ = =


دستهایدیگرازدانشآموزانکهدراقلیتبودندراهحلگروهاولراانجامندادندوبهشیوهای

کاملاًمتفاوتبااینمسألهبرخوردکردهبودندوپاسخیمتفاوتبهاینمسألهدادهبودند.

الف)راهحلگروهنخستدانشآموزانراتجزیهوتحلیلکنید.
ب)سعیکنیدراهحلگروهدومراحدسبزنید!

پ)مستقلازاینراهحلهاوباتفکرواندیشهخودتاناینمسألهرابررسیو
حلکنید.

ت)چهنتایجیازبررسیوحلاینمسألهمیتوانگرفت؟

یت
عال

ف

مسا ئل

1ــدرهرموردf′(x)راپیداکنید.

 f (x) (x x )= + +3 2 21 ب)  xf (x)
x

=
+

4
2 1

الف)

 f (x) sin x= 3 ت) f(x)=sin(cosx)(پ
 f (x) tan x cot x= + ث)

،راتعیینکنیدکهدرآنهامماسبرمنحنی ( x )π π− < <
4 4

،y=tan(2x)2ــنقاطیازمنحنی
باخطy=4xموازیباشد.

3ــثابتکنید:
الف)اگرتابعfزوجومشتقپذیرباشدآنگاهتابعمشتقشفرداست.
ب)اگرتابعfفردومشتقپذیرباشدآنگاهتابعمشتقشزوجاست.
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4ــبافرضاینکهتابعfزوجوتابعgفردوf′(1)=2وg′(1)=3،مقدار(1-)′(f+g)را
حسابکنید.

5ــبافرضاینکهتابعf:R→RدرRمشتقپذیرازمرتبهدومباشدوبهازایهرعددحقیقی
g(x)=f(2-x2)،xوf′(2)=2مقدارg′′(0)راحسابکنید.

6ــاگرfتابعیچندجملهایازدرجهnوتابع′ fofازدرجه12باشدمقدارn2+4nراحساب
کنید.

با را y=f (cotx) باضابطه تابع آنگاهمشتق ،
h

f (x h) f (x)lim
h x→

+ − =
+ 20

1

1
اگر 7ــ

حسابکنید. xπ− < <0
2

شرط
8ــمعادلهخطمماسبرمنحنیy=sin(x°)درنقطهایباطولx=45رابهدستآورید.

رادیاناست) xπ
180

نتیجهمیشود،°xمساوی D R=
π180
(ازرابطه

9ــبااستفادهازاستقرایریاضیثابتکنید،برایهرعددصحیحمثبتn،تساویهایزیر
برقرارند:

n
n

n
d nsin(ax) a sin(ax )

dx
π= +
2

الف)

n
n

n
d ncos(ax) a cos(ax )

dx
π= +
2

ب)

رادرنقطه(4،2)بهدست xf (x)
x

+=
−

2

1
10ــمعادلهخطمماسبرنمودارتابعوارون،تابع

آورید.
مقدار ، f (x) f (x)′ = + 29 و است پذیر ومشتق پذیر وارون Rدر f:R→ Rتابع 11ــ

(4)′(f-1)راپیداکنید.
)Aرابیابیدونشاندهید , )3 3

2 2
12ــمعادلهخطمماسبرنمودارx3+y3=3xyدرنقطه

خطقائمبرمنحنیدرنقطهAازمبدأمختصاتمیگذرد.
bوa.قطعمیکندNوMرادرنقاطx2+y2-xy-1=0نمودارy=ax+b13ــخط

راچنانحسابکنیدکهمماسدرنقاطMوNخطعمودبرمحورxباشد.
14ــدرهرموردf′(x)راپیداکنید.

f(x)=Ln|x2-1|(ب f(x)=etanx(الف
f(x)=Ln|cosx|(ت f(x)=Ln|sinx|(پ
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رادرنقطهٔ(1،0)پیداکنید. Lnxy
x

= 15ــمعادلهخطمماسبرمنحنی

را (x هرعددحقیقی ازای (به ، n
n

xf (x) lim ( )
n→+∞

= +1 باضابطه f تابع دوم مشتق 16ــ
حسابکنید.

17ــدرچهنقاطینمودارf(x)=x2e-x2دارایمماسافقیاست.
18ــمشتقتابعوارون،تابعfباضابطه:f(x)=3x+Lnxرادرx=3بهدستآورید.

19ــ(مدلسازییکبیماریهمهگیر)تعداد(y)افرادیکهبهیکویروسبسیارمسریمبتلا
مدلسازیشدهاستکهدرآنtازلحظهبروز

kt
Ly

Me−=
+1

شدهاندبهوسیلهمنحنیتدارکاتی
بیماری،برحسبماهاندازهگیریمیشود.

یافت. افزایش نفر به1000 تعداد این بعد، ماه بودویک نفر مبتلایان200 تعداد بتدا ا در
سرانجامتعدادمبتلایاندرعدد10000ثابتماند.پارامترهایLوMوKراتعیینکنیدومشخص
کنیدتعدادمبتلایان3ماهبعدازبروزبیماریچندنفرهستندوآهنگرشددرآنلحظهچقدربوده

است.

٣ـ١٢ـ مقدارهای اکسترمم سراسری و مسائل بهینه سازی
اغلبدرزندگیوقتیبامسألهایروبرومیشویم،تلاشمیکنیمبهترینراهحلرابرایآن

مسألهپیداکنیم.
برایمثالیککشاورزمیخواهدترکیبیازمحصولاتانتخابکندکهتاحدامکانتولیدش
بیشترینسودراداشتهباشد.ویایکپزشکعلاقمنداستکهکمترینمقداردارورادرطولدرمان

یکبیمارمعینتجویزکند.
همچنینیککارخانهدارمایلاستهزینهتوزیعکالاهایشرابهحداقلبرساند.گاهیاوقات
یکمسألهازایننوعرامیتوانبانمادگذاری،رابطهای(بهشکلمعادله)بهعنوانضابطهتابعیاز
یکمتغیربیانکردتابااستفادهازروشهایحسابانباماکسیممکردنیامینیممکردنمقدارتابعروی

یکمجموعهٔخاصابزارلازمبرایحلاینمسألهفراهمشود.
بهعنواننمونهباطرحمسألهٔساختنیکجعبهدربازکهدرصنعتبسیارکاربرددارد،شروع

میکنیم.
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�  مثال١ :میخواهیمیکجعبهٔدربازازیکقطعهمقوای75×40سانتیمتربسازیمبااین
روشکهمربعهاییبااندازهمساویازچهارگوشهٔاینمقوابرشمیزنیموجدامیکنیم(شکل3ــ22).

اکنونمیخواهیمبدانیمطولضلعاینمربعهاچقدرباشدتاجعبهساختهشدهبیشترینحجم
ممکنراداشتهباشد.

برایمدلسازیاینمسألهنمادxرابرایطولضلعمربعهاییکهبایدازچهارگوشهمقوابریده
شودانتخابمیکنیم(قسمتالفشکلبالا)ونمادVرابرایحجمجعبهایکهمیخواهیمبسازیم،

درنظرمیگیریم(قسمتبشکلبالا).
بهبیاندیگر

x:طول(برحسبسانتیمتر)ضلعهایمربعهاییکهبایدبریدهشود.
V:حجم(برحسبسانتیمترمکعب)جعبهدربازیکهساختهمیشود.

چونازهرگوشهمقوا،یکمربعبهضلعxازهرگوشهمقوابرشمیدهیم،ابعادجعبهٔدرباز
مطلوبعبارتندازxو(2x-40)و(2x-75)،(شکل3ــ22)

بنابراینحجماینجعبهکهبهشکلمکعبمستطیلاستبهصورتزیربهدستمیآید.
V=(40-2x)(75-2x)*x=4x3-230x2+3000x(1) 

متغیرxدراینمعادلهبامحدودیتهایمعینیروبرواست،زیرابهدلیلاینکهxطولضلعمربع
است،نمیتواندمنفیباشد.همچنینعرضمقوا40سانتیمتراست،پسxنمیتواندبیشترازنصف

آنباشد(چرا؟)
درنتیجهمتغیرxازمعادله(1)بایددررابطهx≤20≥0صدقکند(چرا؟)

xبنابراینمسألهواقعیمابهیکمدلریاضیتبدیلشدکهدراینمدلریاضیبایدمقادیریاز
رادربازه[0,20)پیداکنیمکهمقدارVدرمعادله(1)بیشترینمقدارممکنراداشتهباشد.

میتواناینمسألههارابهپیداکردنمقدارهایماکسیممیامینیممتابعهاتبدیلکرد.ابتداتوضیح
میدهیمکهمنظورمانازمقدارهایماکسیممومینیممچیست؟

x

x−40 2

x−75  2)الف(

xx

xx

x

x

x

x

40

75 )ب(
شکل ٣ــ٢٢
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تعریف ١   :فرضکنیمDدامنهتابعfونقطهcعضودامنهباشد،میگوییم:
الف)f(c)مقدار ماکسیمم(ماکسیممسراسرییامطلق)تابعfرویDاست،

f(x)≤f(c):داشتهباشیمDعضوxبهشرطیکهبهازایهر
به است، D روی f تابع مطلق) یا سراسری (مینیمم مینیمم مقدار  f(c) ب)

f(c)≤f(x):داشتهباشیمDعضوxشرطیکهبهازایهر
پ)f(c)مقدار اکسترمم مطلقتابعfرویDاستکهیامقدارماکسیمممطلق

ویامقدارمینیمممطلقتابعfرویDباشد.

دراینبخشازکتاب(3ــ12)،مقدارماکسیمممطلق،مقدارمینیمممطلق،مقداراکسترمممطلق
تابعرابهاختصارمقدارماکسیممتابع،مقدارمینیممتابعومقداراکسترممتابعبیانمیکنیم.

D = (0, +∞) دامنه با f تابع نمودار 3ــ23 شکل
بازه در f تابع دهد. می نشان را  f (x) ( )

x
= 1 ضابطه و

(∞+,0)نهدارایمقدارماکسیمماستونهمقدارمینیمم
زیرابرُدتابعمجموعهR=(0,+∞)استوf(x)میتوانداز
هرعددمثبتیبزرگترشود(بانزدیککردنxمثبتبهصفر)و
f(x)بامقادیرمثبتمیتواندبهصفرنزدیکشود(باانتخاب
xهایمثبتوبزرگ)ازطرفدیگرتابعfدربازه[1,3]هم

 f ( ) = 1
3

3
دارایماکسیمموهمدارایمینیمماست،مقدارماکسیممتابعf(1)=1ومقدارمینیممتابع

ودراینبازهمقدارماکسیممندارد(چرا؟) f ( ) = 1
3

3
استوامّاتابعfدربازه[1,3)،مقدارمینیممآن

درشکل3ــ24نمودارهایتوابعfوgرادرنظربگیرید.

x

y

1

1

2 30

1
21

3

یت
عال

ف

x

y

1 2 30x

y

1 2 30

f نمودارg نمودار

شکل ٣ــ٢٣

شکل ٣ــ٢٤
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یت
عال

الف)پیوستگیتوابعfوgرادربازه[1,3]بررسینمایید.ف
ب)آیاتوابعfوgدربازه[1,3]دارایمقدارماکسیممومقدارمینیممهستندواگر

جوابمثبتاستآنمقادیررامشخصکنید.

درهربازهبستهنظیربازه[1,3]کهپیوسته f (x) ( )
x

= 1 درمثالبالادیدیمکهتابعfباضابطه
استدارایمقدارماکسیممومقدارمینیمماست.

همچنیندراینفعالیتتابعfدربازهبسته[1,3]پیوستهاست.وتابعدراینبازهدارایمقدار
مینیمموهمچنیندارایمقدارماکسیمماست.واماتابعgدربازه[1,3]ناپیوستهاست(چرا؟)ودر

اینبازهمقدارماکسیممنداردولیمقدارمینیممدارد.
دیدیمکهبرخیتابعهامقداراکسترممدارندوبرخیندارند.اکنونمیخواهیمبهاینسؤالپاسخ
دهیمکهتحتچهشرایطیمیتوانیمتضمینکنیمتابعهمدارایماکسیمموهمدارایمینیمماست.
درقضیهٔزیرشرطهاییراآوردهایمکهبهاعتبارآنهاتابعهممقدارماکسیمموهممقدارمینیممدارد.
� ١ـ قضیه ١ )مقدار اکسترمم مطلق(:اگرتابعfدربازهبستهٔ[a,b]پیوستهباشد،آن

وقتدراینبازههممقدارماکسیمممطلقوهممقدارمینیمممطلقدارد.
ـ25رادرنظربگیریدوبهپرسشهایزیرجواب برایدرکبهترقضیهمقداراکسترمم،شکل3ـ

دهید.
بودن مثبت مینیممدارد؟درصورت نقاطی بسته[3,3-]درچه بازه fدر پیوسته تابع الف)

جواب،مقدارمینیممتابعرابهدستآورید.
نقاطیماکسیممدارد؟درصورتمثبتبودن بازهبسته[3,3-]درچه تابعپیوستهfدر ب)

جواب،مقدارماکسیممتابعرابهدستآورید.

f نمودار

 ـ ٢5 شکل ٣ـ
−1−2−3 x

y

1 2 3

3

0
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� پرسش :آیاشرایطقضیهمقداراکسترممدرنمودارهایشکل3ــ26برقراراست(چرا؟)

x

y

10

 ]0,٢[ بسته  بازه  که  دامنه اش  در  تابع  این  الف( 
است پیوسته نیست و مقدار ماکسیمم ندارد ولی 

f )مقدار مینیمم دارد که برابر ١- = )٢

باز  بازه  که  اش  دامنه  در  تابع  این  ب( 
)0,١( است پیوسته است ونه ماکسیمم 

دارد و نه مینیمم

� پرسش : میخواهیمبدانیمدرچهنقاطیمقادیراکسترممرخمیدهند؟معمولاًمقادیراکسترمم
یکتابعرادربازهایمانندIازدامنهٔآنجستجومیکنیمالبتهممکناستبازهIشاملنقاطانتهایی

خودباشدونباشد.
براینمونهبازهI=[a,b]شاملهردونقطهٔانتهاییخوداست.وبازه(I=[a,bفقطشامل
نقطهانتهاییچپخودمیباشدوبازهI=(a,b)شاملنقطهانتهاییخودنیست.درسهحالتزیر

مقادیراکسترممتابعرابررسیمیکنیم.
حالت اوّل:وقتیکهمقادیراکسترممرادرنقاطانتهاییبازهداشتهباشیم.(شکل3ــ27)

x

min

b

y

a

max

0

شکل ٣ــ٢6

شکل ٣ــ٢7

−1

x

y

1 2 30
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حالت دوم: وقتیکهمقادیراکسترممرادرنقاط
مقدارمشتقصفر نقاط آن در و باشیم داشته بازه درون

ـ28) است.(شکل3ـ

حالت سوم: وقتیکهمقادیراکسترممرادرنقاط
درونبازهداشتهباشیمودرآننقاطتابعمشتقپذیرنباشد.
در و است بازگشتی c1 نقطهٔ در تابع که 3ــ29) (شکل

نقطهc2ٔپرشیوناپیوستهاست.

درسهحالتبالانقاطیرامطرحکردیمکهنقاطکلیدیقضیهمقدار اکسترممهستند.
داشت اکسترمم مقدار تابع که بالا وسوم دوم های ازحالت یک هر در f دامنه از نقطهای

»نقطه بحرانی«تابعfمینامیم.

f′(c)=0مینامیم،هرگاهfرانقطه بحرانیتابعc∈Dfتعریف ٢   : نقطهٔدرونی
ویاf′(c)موجودنباشد.

]بیابید. , ]−1
2

2
�  مثال :نقاطبحرانیتابعfباضابطهf(x)=-2x3+3x2رادربازه

مشتقپذیراستوf′(x)=-6x2+6xکهبهازای ( , )−1
2

2
حل :تابعfبهازایهرxازبازهٔباز

نقطهایوجودنداردکهتابعfمشتقنداشته ( , )−1
2

2
x=0وx=1داریمf′(0)=0وf′(1)=0ودربازه
باشد.بنابراینتابعfدرنقاط1و0بحرانیاست.

شکل ٣ــ٢8

شکل ٣ــ٢9

x

min

b

y

a

max

c1 c20

x

min

b

y

a

max

c1 c20
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تمرین در کلاس

f را در دامنه اش بیابید. (x) x= − 21 نقاط بحرانی تابع f با ضابطه 

2ـ قضیه نقطه بحرانی: فرض کنیم تابع f روی بازه I تعریف شده و c نقطه درونی بازه  �
I است، اگر f    (c) مقدار اکسترمم تابع، آنگاه باید c نقطه بحرانی باشد یعنی c یکی از موارد زیر باشد:

f  ′(c)=0 به طوری که ،I یک نقطهٔ درونی بازه c (الف
ب) c یک نقطهٔ درونی بازه I و f  ′(c) موجود نباشد.

 f  ′(c) و I نقطه درونی بازه c و I روی بازه f مقدار ماکسیمم f  (c) برهان : ابتدا فرض کنیم  �
موجود باشد.

ثابت می کنیم f  ′(c)=0 است
 f  (x)-f  (c)≥0 و یا f(x)≥f(c) ،I در x است. پس برای هر f مقدار ماکسیمم f  (c) چون

fاگر x>c یا x-c >0 آن وقت  (x) f (c)
x c

− ≥
−

0

fو اگر x>c  آن وقت (x) f (c)
x c

− ≤
−

0

و امّا f  ′(c) موجود است بنابراین

x c

f (x) f (c)lim f (c) f (c)
x c−

−
−

→

− ′ ′= = ≥
−

0 (1)
(چرا؟)

x c

f (x) f (c)lim f (c) f (c)
x c+ +

→

− ′ ′= = ≤
−

0  (2)
(چرا؟)

f  ′(c)=0 از (1) و (2) نتیجه می شود

تمرین در کلاس

 در حالتی که f  (c) مقدار مینیمم تابع است، قضیه را ثابت کنید.
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البته باید توجه داشت که هر نقطه بحرانی لزوماً نقطه اکسترمم نیست.
به عنوان نمونه برای تابع f با ضابطه f(x)=x3 داریم f  ′(0)=0 پس x=0 نقطه بحرانی تابع f است 

و این تابع نه مقدار ماکسیمم و نه مقدار مینیمم دارد (شکل3ــ30قسمت الف)
f است زیرا f  ′(0) موجود نیست.  (x) x= 3 همچنین نقطه x=0 نقطه بحرانی تابع f با ضابطه 

(شکل 3ــ30 قسمت ب)

�  مسأله : چگونه می توانیم مقادیر اکسترمم تابع را پیدا کنیم.
با استفاده از قضایای 1 و 2 می توانیم مقادیر اکسترمم تابع f را که روی بازه بسته I پیوسته است 

به شرح زیر پیدا کنیم.
I روی بازه بسته f گام اوّل: پیدا کردن نقاط بحرانی

گام دوم: محاسبه مقدار f در هر یک از نقاط بحرانی و نقاط انتهایی در بازه بسته I و از بین 
مقادیر به دست آمده، بزرگ ترین آنها مقدار ماکسیمم و کوچک ترین آنها مقدار مینیمم تابع f روی بازه 

بسته I می باشد.

 [ , ]−1
2

2
بازه  روی  را   f(x)=-2x3+3x2 با ضابطه   f تابع  مینیمم  و  ماکسیمم  مقادیر   : �  مثال 

بیابید.
حل : در مثال (2) نقاط بحرانی این تابع را که عبارت اند از 1و 0 به دست آوردیم، و به ازای 

این اعداد داریم:

)الف( )ب(
شکل 3ــ30

0

y

x

f (x) x= 3

0

y

x

f (x) x= 3
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   f  (0)=0 و f  (1)=1    
مقادیر تابع در نقاط انتهایی عبارتند از:

f ( )− =1
1

2
f(2)=-4 و     

برابر 1 می باشد که  تابع  بنابراین مقدار ماکسیمم 
مقدار   -4 و  می دهد  رخ   x=1 و   x = −1

2
نقاط  در 

مینیمم تابع است که در نقطهٔ 2 اتفاق می افتد.
بازه  روی   f تابع  نمودار  3ــ31  شکل  در 

] رسم شده است. , ]−1
2

2

θ

تمرین در کلاس

را  بیشترین مقدار ممکن   (V) کنید که مقدار حجم مثال 1، مقدار x را چنان حساب  در 
داشته باشد.

قابل ذکر است که یکی از مهم ترین کاربردهای مشتق در مسائل »بهینه سازی« است که در آنها 
با فعالیت)، مثال هایی از این نوع در زندگی  یا مینیمم گردد (مانند مثال 1 همراه  باید ماکسیمم  کمیتی 

روزمره فراوان است.

نرده  در شکل 3ــ31 یک   : �  مثال 
به  زمین،  بر  قائم  به طور  و  متر  ارتفاع 2  به 
فاصلهٔ 1 متر از یک دیوار قائم قرار دارد. 
طول کوتاه ترین نردبانی را تعیین کنید که از 
روی نردهٔ به ارتفاع 2 متر گذشته و یک سر 
آن روی زمین و خارج نرده و سر دیگر آن 

مماس بر دیوار قائم باشد.

دیوار

٢ متر

1 متر

نردبان

نرده

زمین

شکل 3ــ31

شکل 3ــ31

−4

x

y

1

1

2

30
−

1
2
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 AB زاویــه  انــدازهٔ   : حـل 
و  می کنیم  فرض   θ را  زمین  با  (نردبان) 
از  تابعی  به صورت  را   (L) نردبان  طول 
(شکـــل3ــ32) مـی  آوریم  بـه دست   θ 

.( π< θ <0
2

)
AB=BT + TA

TCB داریم:
∆

AHT و 
∆

در مثلث های قائم الزاویه 
sin

AT
θ = 2 cos و 

BT
θ = 1

بنابراین
L L( )

cos sin
= θ = +

θ θ
1 2

sin cos sin cosL ( )
cos sin sin cos

θ θ θ − θ′ θ = − =
θ θ θ θ

3 3

2 2 2 2

2 2

L ( ) sin cos tan′ θ = ⇒ θ − θ = ⇒ θ =3 3 30 2 0 2 tan یا  θ = 3 2

tan که نقطهٔ بحرانی تابع L است. ( )−θ = 1 3
0 2 و یا 

π
2

tan ( )−1 3 20θ

+0-L′(θ)

+∞L(θ0)+∞L(θ)

tan مقدار مینیمم L(θ) به دست می آید. و اگر بخواهیم طول  ( )−θ = 1 3
0 2 در نتیجه به ازای 

کوتاه ترین نردبان را حساب کنیم، به صورت زیر عمل می کنیم:

tan
cos

= + θ = +
θ

2 3
2

1
1 1 4

cosθ =
+ 3

1

1 4

A
O H

T

B

C

O

B

C

θ

θ

2

1

نردبان

نرده

زمین

Min

شکل 3ــ3٢
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و 
sin tan .cosθ = θ θ =

+

3

3

2

1 4

) عبارت است از  , )π
0

2
در نتیجه، مقدار مینیمم مطلق L(θ) روی بازه 

L( ) /+θ = + + ≈
3

3
0 3

2 1 4
1 4 4 16

2

بنابراین طول کوتاه ترین نردبانی که بتوان یک سر آن را از بالای نرده به دیوار تکیه داد و سر 
دیگرش بر زمین و خارج نرده باشد، تقریباً 4/16 متر است.

تمرین در کلاس

مثلث  دارند،  یکسانی  محیط  که  متساوی الساقینی  مثلث های  همه  بین  در  که  دهید  نشان 
متساوی الاضلاع دارای بیشترین مساحت است.

A

S

A

S

B
N

Cx x−3

شکل 3ــ33

�  مثال : (مسأله کوتاه ترین مسیر عنکبوت) مطابق 
اتاق  از سقف   S شکل 3ــ33 یک عنکبوت در گوشه
و  دارد  قرار  است  متر   3 آن  هر ضلع  که  مکعب شکل 
می خواهد یک سوسک که در گوشه مقابل او (A) روی 
کف اتاق خوابیده است را شکار کند. عنکبوت مجبور 
است روی سقف اتاق حرکت کند (نمی تواند پرواز کند) 
و سپس روی دیوارها یا کف اتاق راه برود، او می خواهد 
او  کند.  پیدا  را  سوسک  شکار  برای  مسیر  کوتاه ترین 
را راهنمایی کنید. فراموش نکنید که معمولاً موجودات 

به طور غریزی کوتاه ترین مسیر را انتخاب می کنند.
مسیر  کمترین  تعیین  و  مشتق  کمک  به   : حل 
فرض کنیم مسیر عنکبوت از S به N و از N به A باشد

d=SN + NA طول مسیر
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اگر BN=x فرض کنیم، آنگاه NC=3-x بنابراین

d(x) تابع طول مسیر ( x) x= − + + +2 23 9 9

( x) x x ( x)( x) xd (x)
( x) x ( x) x

− − + + + −− −′ = + =
+ − + + − × +

2 2

2 2 2 2

3 9 9 32 3 2

2 9 3 2 9 9 3 9

d (x) x ( x) ( x) x′ = ⇒ + − = − +2 20 9 3 3 9

 طرفین معادله را به توان 2 رسانده و پس از ساده کردن و حذف جمله های مساوی از طرفین 
معادله داریم:

x x= ⇒ = 3
2 3

2
نقطه بحرانی بازه (3و0)       

33
2

0x

+0-d′(x)

( )+3 1 23 5( )+3 1 2d(x)

 3 5 بنابراین کوتاه ترین مسیر وقتی است که N وسط ضلع BC باشد. مقدار مینیمم طول مسیر 
است.

قابل ذکر است که این مسأله با یک راه حل کوتاه و سادهٔ هندسی حل می شود. حل مسأله را از 
راه هندسی انجام دهید.

�  مثال : می خواهیم در کره ای به شعاع R یک استوانه دوار قائم محاط کنیم که بزرگ ترین حجم 
را داشته باشد، در این صورت شعاع قاعده و ارتفاع استوانه را بیابید.

 h و ارتفاع r حل : فرض کنیم استوانه موردنظر دارای شعاع
 KH وسط O و به علت تقارن مرکز کره نقطه AH=r و KH=h می باشد و

است (شکل 3ــ34). بنابراین 
hOHA : r R

∆
+ =

2
2 2

4 و حجم استوانه برابر است با:

                                        

hV r h h(R )= π = π −
2

2 2

4
، 0≥     h    ≥  2R 

A

O
R

K

H

شکل 3ــ34



177

تابع حجم استوانه را  نقاط بحرانی  بنابراین   ،V=0 ،باشد h=2R یا  h=0 واضح است که اگر
برحسب متغیر h در بازه (2R, 0) پیدا می کنیم.

h h RV (h) (R ) h′ = π − − = ⇒ =
2 2

2 2
0

4 2 3
نقطه بحرانی   

2RR2

3
0h

-0+V′(h)

0Rπ 34

3 3
0V(h)

Rr مقدار ماکسیمم  = 2

3
Rh و  = 2

3
بنابراین تابع حجم استوانه در بازه ]0,2R[ به ازای 

Rπ است. 34

3 3
حجم آن 

مسا ئل بهینه سازی

1ــ مجموع دو عدد مثبت برابر 9 است. بزرگ ترین مقدار ممکن برای حاصل ضرب آنها را 
پیدا کنید.

2ــ حاصل ضرب دو عدد مثبت برابر 8 است. کمترین مقدار ممکن برای مجموع آنها را پیدا کنید.
3ــ مساحت بزرگ ترین مستطیلی را بیابید که در نیم دایره ای به شعاع R محاط شده است و یک 

ضلع مستطیل روی قطر نیم دایره قرار دارد.
دیواری)  نقاشی  یک  از  دید  (بهترین  4ــ 
دیواری  نقاشی  یک  از  فاصله ای  چه  در  باید  شخصی 
داشته  آن  از  را  دید  بهترین  تا  بایستد  متر   3 ارتفاع  به 
باشد (شکل روبه رو)، با این فرض که پایین نقاشی 1 متر 

بالاتر از خط  دید شخص است.
5  ــ قرار است محوطه ای مستطیل شکل برای نگهداری گوسفندها ساخته شود، یک طرف این 
محوطه دیوار طویلی است که از قبل وجود داشته است و سه طرف دیگر آن را باید نرده گذاری کنیم. 
اگر 150 متر نرده در اختیار داشته باشیم، بیشترین مساحت ممکن برای محوطه مورد نظر چقدر است؟

θ

x

3 متر

1 متر
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تابع های صعودی اکید و نزولی اکید: با   مشاهده 
امتداد  در  نقطه ای  وقتی   ـ 35  3ـ شکل  در   f تابع  نمودار 
با افزایش طول کاهش  تابع  منحنی از A به C برود مقادیر 
برود،   B به  C از منحنی  امتداد  نقطه در  و وقتی  می یابند، 
مقادیر تابع با افزایش طول افزایش می یابند در این صورت 
گوییم f بر بازهٔ ]a, c[ نزولی اکید و بر بازه ]c, b[ صعودی 

اکید است.
ذیلاً تعاریف تابع های صعودی اکید و نزولی اکید و تابع ثابت بر یک بازه را بیان می کنیم.

تعریف 3   :
 ،I در x2 و x1 صعودی اکید است، اگر برای هر دو عدد I  روی بازه f الف) تابع

x1>x2⇒ f(x1) > f(x2)
 ،I در x2 و x1 نزولی اکید است، اگر برای هر دو عدد I روی بازه f ب) تابع

x1>x2⇒ f(x1) >f(x2)
 ،I در x2 و x1 ثابت است، اگر برای هر دو عدد I روی بازه f پ) تابع

f(x1)=f(x2)

I=]a,b[ .برای یادگیری بهتر تعریف بالا نمودارهای شکل 3ــ36 را ببینید

xb

y

a c

C

A
B

0

xba0xb

y

a

A

B

f

0

y

A

B
f

xb

y

a

A Bf

0xba0xb

y

a

A

B

f

0

y

A

B
f

xb

y

a

A Bf

0xba0xb

y

a

A

B

f

0
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f صعودی اکید استf نزولی اکید استf ثابت است

با توجه به تعریف بالا، تابع f روی بازه I اکیداً یکنواست، اگر روی بازه I یا صعودی اکید و 
یا نزولی اکید باشد.

 ـ 35 شکل 3ـ

شکل 3ــ36
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نمودار تابع f در شکل 3ــ37 را درنظر بگیرید.
الف) با رسم مماس هایی در نقاط مختلف نمودار 
f تعیین کنید در چه بازه ای شیب مماس ها مثبت و در چه 

بازه ای شیب مماس ها منفی است.
ب) تعیین کنید در چه بازه ای مشتق f مثبت است 

و در چه بازه ای مشتق f منفی است.
پ) از اینکه f  ′(x)، میزان تغییر مقادیر f(x) نسبت 

به x است، با درنظر گرفتن علامت f  ′ (x)، معلوم کنید تابع f در چه بازه ای صعودی اکید است 
و در چه بازه ای نزولی اکید است.

نتایج به دست آمده در فعالیت بالا به ما کمک می کند که قضیه زیر را بیان کنیم.

� 3ـ قضیه 3: فرض کنیم تابع f بر بازهٔ بسته ]a,b[ پیوسته و بر بازهٔ باز (a,b) مشتق پذیر باشد. در 
این صورت

الف) اگر به ازای هر x در f  ′(x)>0 ،(a,b)، آنگاه تابع f بر ]a,b[ صعودی اکید است.
ب) اگر به ازای هر x در بازهٔ f  ′(x)>0 ،(a,b)، آنگاه تابع f، بر بازه ]a,b[ نزولی اکید است.

پ) اگر به ازای هر x در بازهٔ f  ′(x)=0 ،(a,b)، آنگاه تابع f بر بازه ]a,b[ ثابت است.
این قضیه به ما اجازه می دهد که بررسی کنیم، یک تابع در چه بازه هایی صعودی اکید و در چه 

بازه هایی نزولی اکید و در چه بازه ای ثابت است.

�  مثال : مشخص کنید تابع f با ضابطه f(x)=2x3-3x2-12x+7 در کجاها صعودی اکید و در 
کجاها نزولی اکید است.

حل : ابتدا مشتق تابع را حساب می کنیم:
f  ′(x)=6x2-6x-12=6(x+1)(x-2)

عبارت f  ′(x) را تعیین علامت می کنیم:

+∞2-1-∞x

+0-0+f  ′(x)

یت
عال

ف

x

y

c

شکل 3ــ37
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طبق قضیه فوق تابع f در بازه (2, 1-) نزولی 
اکید و در هر یک از بازه های (1-, ∞-) و (∞+ ,2) 
 ـ  38  3ـ شکل  به   f نمودار  و  است  اکید  صعودی 

است:
تابع صفر است  در نقاط 1- و 2 که مشتق 

خط مماس افقی است.

تمرین در کلاس

اکید  نزولی  بازه ای  اکید و در چه  بـازه ای صعودی  f در چه  (x) x= 3 2 بـا ضابطه   f تـابع   
است؟

3ـ13ـ مشتق دوم و تقعر نمودار تابع
نمودارها  این  I رسم شده اند. هر دوی  بازه  اکید روی  تابع صعودی  دو  نمودار  در شکل 3ــ39 
دو نقطه A  و B را بهم وصل می کنند. امّا متفاوت به نظر می  رسند زیرا نمودار f پایین خط های مماسی است 
که در نقاط مختلف f رسم شده اند و منحنی f را روی بازه I مقعر رو به پایین می نامیم. و امّا نمودار g بالای 
خط های مماسی است که در نقاط مختلف g رسم شده اند و منحنی g را روی بازه I مقعر رو به بالا می نامیم.

x

y

A

a b

f

B

0x

y

A

g

B

0

ب( مقعر رو به بالاالف( مقعر رو به پایین

 ـ  38 شکل 3ـ

شکل 3ــ39

−4

x

y

20
−1
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تعریف 4   :
آنگاه نمودار f را  باشد  بالای همهٔ مماس هایش   I ٔبازه الف) اگر نمودار f روی 

مقعر رو به بالا می نامیم.
ب) اگر نمودار f روی بازهٔ I پایین همهٔ مماس هایش باشد، آنگاه نمودار f را مقعر 

رو به پایین می نامیم.

اکنون ببینیم مشتق دوم چه کمکی به مشخص کردن تقعر نمودار در یک بازه می کند.

با مشاهده شکل (3ــ39) به موارد زیر پاسخ دهید.
الف) در قسمت (الف)  (شکل3ــ39) بـا حـرکت از چپ بــه راست شیب مماس هــا 

کم    می شوند یا زیاد و در نتیجه تابع  ′  f (تابع مشتق) تابعی است نزولی اکید یا صعودی اکید.
ب) در قسمت (ب) (شکل3ــ39)  با حرکت از چپ به راست شیب مماس ها کم می شوند 

یا زیاد و در نتیجه تابع ′  g تابعی است نزولی اکید یا صعودی اکید.
پ) علامت f  ″ (x) و g  ″ (x) را در بازه (a,b) تعیین کنید. نتایج به دست آمده در فعالیت 

بالا به ما کمک می کند که قضیه زیر را بیان کنیم.

� 4ـ قضیه تقعر: فرض کنیم  f  ″ (x)  به ازای هر x از بازهٔ باز I موجود باشد 
الف) اگر به ازای هر x از f  ″ (x) >0 ،I  آنگاه نمودار f روی بازه I تقعر رو به بالا دارد.
ب) اگر به ازای هر x از f  ″ (x) >0 ،I  آنگاه نمودار f روی بازه I تقعر رو به پایین دارد.

یا  اکید  بازه هایی صعودی  f روی چه  (x) x x x= − − +3 21
3 4

3
با ضابطه   f تابع   : �  مثال 

نزولی اکید است و روی چه بازه هایی نمودار f تقعر رو به بالا دارد یا مقعر رو به پایین است.
حل :

f  ′(x)=x2-2x-3=(x+1)(x-3)
f  ″(x)=2x-2=2(x-1)

با تعیین علامت عبارت (x-3)(x+1) معلوم می شود تابع f روی بازه ]3, 1-[ نزولی اکید و روی 
هر یک از بازه های ]1-, ∞-) و (∞+, 3[ صعودی اکید است. و روی بازه f  ″(x) >0 ،(-∞ ,1) و تقعر 

یت
عال

ف
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 f  ″(x) >0 ،(1 ,+∞) منحنی رو به پایین است و روی بازه
و تقعر منحنی رو به بالا است . شکل 3ــ40 نمودار تابع 

f است.

تمرین در کلاس

و روی چه  اکید  نزولی  یا  اکید  بازه هایی صعودی  xg(x) روی چه 
x

=
+ 21

با ضابطه   f تابع 
بازه هایی تقعر رو به بالا دارد یا مقعر رو به پایین است.

)I تغییر می کند، به طوری که روی بازه (1, ∞-)  , )1
1

3
در مثال (9) جهت تقعر نمودار f در نقطه 

تقعر نمودار رو به پایین است و روی بازه (∞+, 1) تقعر رو به بالا است و خط مماس در نقطهٔ I  به معادله 

y می باشد چنین نقطه ای را نقطه عطف نمودار تابع می نامیم. x= − +13
4

3

تعریف 5   : فرض کنیم تابع f در x=c پیوسته باشد 
در این صورت نقطهٔ (c , f(c)) نقطۀ عطف نمودار تابع f است (یا تابع f در c نقطه 

عطف دارد) هرگاه دو شرط زیر برقرار باشند:
الف) نمودار f در نقطهٔ (c , f(c)) خط مماس داشته باشد.

ب) تقعر f در نقطه (c , f(c)) از رو به بالا به رو به پایین (یا به عکس) تغییر نماید.

شکل 3ــ40
−4

x

I

y

3

4

0−1 1
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از  که  باشید  داشته  توجه 
 f شرط (الف) نتیجه می شود که یا
در c مشتق پذیر است یا نمودار آن 
در این نقطه خط مماس قائم دارد 

0(شکل 3ــ41)

y

xc

f (c)

x    c=

0

y

xc

f (c)

ب( x=c مماس قائمالف(  )m=f  ′)cشیب خط مماس

(شکل  می کند.  عبور  نمودار  از   c در  تابع  نمودار  بر  مماس  که خط  می شود  نتیجه  (ب)  از شرط 
3ــ41)

چون نقطهٔ عطف جایی است که تقعر نمودار تغییر می کند، باید علامت f  ″(x) در این نقاط تغییر 
نماید. بنابراین در نقاط عطف تابع یا f  ″(c) =0 (شکل 3ــ41 قسمت الف) و یا f  ″(c) تعریف نشده است 

(قسمت ب شکل 3ــ41)
تابع f در  نمودار  برای  نقطه عطف  امّا شرط f  ″(c) =0 وجود 
c را نتیجه نمی دهد. به عنوان مثال در تابع f با ضابطه f  (x) =x4 داریم 
f  ″(x) =12x2 و f  ″(0) =0 ولی f  ″(x) در 0 تغییر علامت نمی دهد و 

در دامنه اش تقعر آن رو به بالا است پس (0,0) نقطه عطف f نیست. 
(شکل 3ــ42)

�  مثال : جهت تقعر نمودار تابع f با ضابطه f(x)=x4-4x3 را در 
دامنه اش بررسی نموده و نقاط عطف آن را به دست آورید.

حل : 
f  ′(x)=4x3-12x2

f  ″(x)=12x2-24x=12x(x-2)

0

y

x

f

        -∞                 0                           2           +∞x
f″ )x( علامت

جهت تقعر fروبه بالاروبه پایینروبه بالا

شکل 3ــ41

شکل 3ــ4٢
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x

y

40
2

f در  بر منحنی  m=f  ′(0)=0 شیب خط مماس 
نقطهٔ 0 و m=f  ′(2)=-16 شیب خط مماس بر منحنی 

f در نقطهٔ 2 
مماس  خط   (2,-16) و   (0,0) نقاط  در  چون 
منحنی عوض  تقعر  نقاط جهت  این  در  و  دارد  وجود 
می شود، لذا (0,0) و (16-,2) نقاط عطف f هستند. و 

نمودار f به شکل 3ــ43 است.

تمرین در کلاس

f را در دامنه اش بررسی نموده و نقطه عطف  (x) x= + 32  جهت تقعر نمودار تابع f با ضابطه 
آن را به دست آورید.

3 ـ14ـ ماکسیمم و مینیمم موضعی )نسبی(
می دانید که مقدار ماکسیمم تابع (درصورت وجود) 
روی مجموعه ]D=]a,b به عنوان دامنه، بزرگ ترین مقدار 
تابع روی مجموعه D است که آن را مقدار ماکسیمم (و یا 

مقدار ماکسیمم سراسری یا مطلق) می نامیم.
 f مقدار ماکسیمم مطلق f(a) ،44در شکل 3ــ

روی بازه ]a,b[ است.
با توجه به مطالب بالا در مورد f(d) چه می توان 

گفت؟
اگر f(a) را به عنوان قهرمان دوی 100 متر در سراسر کشور ایران تصور کنیم، f(d) را می توان 
قهرمان دو 100 متر در یک منطقه از کشور تصور کرد و به زبان ریاضی f(d) مقدار ماکسیمم موضعی 

(نسبی) تابع f در یک همسایگی به مرکز d نامیده می شود.

x

y

a0 bdc

f

e

شکل 3ــ43

شکل 3ــ44
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به طریق مشابه f  (e) مقدار مینیمم سراسری مجموعه D است و آن را مقدار مینیمم مطلق f روی 
مجموعه D نیز می گویند. و f  (c) مقدار مینیمم موضعی (نسبی) تابع f در یک همسایگی به مرکز c است 

بدیهی است که f  (e) نیز مقدار مینیمم موضعی (نسبی) تابع f در یک همسایگی به مرکز e می باشد.

تعریف ٦   : فرض کنیم D دامنه تابع f که شامل نقطهٔ c است، می گوییم: 
 r>0 است، هرگاه عددی مانند f یک مقدار ماکسیمم موضعی تابع f(c) (الف

f(x)≥f(c) ،|x-c|>r و f متعلق به دامنه x وجود داشته باشد به طوری که به ازای هر
ب) f(c) یک مقدار مینیمم موضعی تابع f است، هرگاه عددی مانند r>0 وجود 

f(x)≥f(c) ،|x-c|>r  و f متعلق به دامنه x داشته باشد به طوری که به ازای هر
پ) f(c) یک مقدار اکسترمم موضعی (نسبی) تابع f است که یا مقدار ماکسیمم 

موضعی و یا مقدار مینیمم موضعی تابع f باشد.

در شکل 3ــ44 مشاهده می شود که تابع f در نقاط a و d و b دارای ماکسیمم موضعی و در 
اکسترمم موضعی  نقاط  بازه،  درون  بحرانی  نقاط  بین  از  و  است  مینیمم موضعی  دارای   e و   c نقاط 
 ـ 45  3ـ است. شکل  اکسترمم موضعی  بحرانی، یک  نقطه  هر  که  نمی کنیم  ادعا  ولی  می آیند  به دست 

قسمت (پ) این را روشن می کند.

 ـ 45 معلوم است که در قسمت (الف) روی بازه (a,c) مشتق منفی است و روی بازه  از شکل 3ـ

شیب )+(
شیب )-(

شیب )0(

شیب )0(

شیب )+( شیب )-(

شیب )0(
شیب )+(

شیب )+(

)پ( مقدار اکسترمم موضعی وجود ندارد)ب( ماکسیمم موضعی)الف( مینیمم موضعی

x

y

a0 bc x

y

a0 bc x

y

a0 bc

 ـ 45 شکل 3ـ
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(c,b) مشتق مثبت است و در نقطهٔ c مینیمم 
موضعی داریم و در قسمت (ب) که روی بازه 
مشتق   (c,b) بازه  روی  و  مثبت  مشتق   (a,c)
موضعی  ماکسیمم   c نقطهٔ  در  است  منفی 
داریم و البته در نقاط اکسترمم موضعی شکل 
 ـ f  ′(c)=0 ،45 است و امّا قابل ذکر است  3ـ
که لزومی ندارد در نقاط اکسترمم موضعی تابع 

مشتق داشته باشد (شکل 3ــ46 را ببینید).

069-page 187

x

y

0
A′

B′

O′

x

f

y

a0 bd c

شکل 3ــ46ــ تابع در x=c مشتق ندارد و در این نقطه مینیمم موضعی دارد.

در این شکل، روی بازه (c,b) مشتق مثبت و روی بازه (d,c) مشتق منفی است و f  ′(c) موجود 
نیست (تابع در نقطه c بازگشتی است) و f  (c) مقدار مینیمم موضعی است. روی بازه (d,c) مشتق تابع 
منفی و روی بازه (a,d) مشتق مثبت است و f  (d) مقدار ماکسیمم موضعی است ضمن اینکه تابع در 

نقطهٔ d ناپیوسته و در نتیجه مشتق ندارد.
این تجربیات مبنای آزمون زیر است.

آزمون مشتق اوّل
فرض کنیم c نقطهٔ بحرانی تابع f باشد که بر بازهٔ باز I=(a,b) شامل c پیوسته است. 

هرگاه بر این بازه، جز احتمالاً در نقطه c، مشتق پذیر باشد، در این صورت:
 x و به ازای تمام مقادیر f  ′(x)>0 ،(a,c) در بازه x الف) اگر به ازای تمام مقادیر

در بازه f  ′(x)>0 ،(c,b)، آنگاه f(c) یک مقدار ماکسیمم موضعی f است.
ب) اگر به ازای تمام مقادیر x در بازه f  ′(x)>0 ،(a,c) و به ازای تمام مقادیر x در 

بازه f  ′(x)>0 ،(c,b)، آنگاه f(c) یک مقدار مینیمم موضعی f است.
پ) اگر ′  f در c تغییر علامت ندهد آنگاه f(c)، نه مقدار مینیمم موضعی است و نه 

مقدار ماکسیمم موضعی است.

با تجسم کردن نمودارهای شکل های صفحه بعد و شکل 3ــ47 به سادگی می توان آزمون مشتق 
اوّل را به خاطر سپرد.
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اکسترمم موضعی ندارد)c(f مقدار مینیمم موضعی )c ( ′  fموجود نیست)f)c مقدار ماکسیمم موضعی

 ( , )π π− 2
6 3

f را روی بازه  (x) sin x= 3 2 �  مثال : مقادیر اکسترمم موضعی تابع f با ضابطه 
پیدا کنید.

حل :  
cos xf (x)
sin x

′ =
3

2

3
 ، x≠0

 f یک نقطه بحرانی تابع x π=
2

) است، f  ′(x)=0 پس  , )π π− 2
6 3

x که در بازهٔ  π=
2

به ازای 
است و x=0 ریشهٔ مخرج کسر f  ′(x) است پس f  ′(0) موجود نیست و x=0 نقطهٔ بحـرانی f است کـه 

) قرار دارد. , )π π− 2
6 3

در بازه

) ، f  ′(x)>0 بنابراین طبق  , )π
0

2
، f  ′(x)>0 و برای هر x از بازه  ( , )π− 0

6
به ازای هر x از بازه 

آزمون مشتق اوّل f(0)=0   یک مقدار مینیمم موضعی تابع f است.

برای  و   f  ′(x)>0  ، ( , )π
0

2
بازه  از    x هر  ازای  به  چون 

اوّل  مشتق  آزمون  بنابر  پس   f  ′(x)>0  ، ( , )π π2
2 3

بازه  از   x هر 

 f نمودار تابع f است.  f یک مقدار ماکسیمم موضعی  ( )π =1
2

 ـ  48 است. ] به شکل3ـ , ]π π− 2
2 3

روی بازه 

069-page 187

x

y

0
A′

B′

O′

x

y

0 c x

y

0 c x

y

0 c

f (x)′ <0

f (x)′ <0
f (x)′ <0 f (x)′ >0 f (x)′ >0

f (x)′ <0

f (c)    0′ =

f (c)    0′ =

شکل 3ــ47

 ـ  48 شکل 3ـ

x

y

0 π
2

π
−

6
π

−
2

π2
3
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تمرین در کلاس

f را روی بازه  (x) x cos x= −3 2 مقدارهای ماکسیمم و مینیمم موضعی تابع f با ضابطه 
(0,2π) پیدا کنید.

مقادیر  برای  ساده ای  آزمون  انجام  برای  دوم  مشتق  از  می توان  گاهی  دوم:  مشتق  آزمون 
ماکسیمم و مینیمم موضعی استفاده کرد.

این آزمون مبتنی بر این است که اگر تابع f چنان باشد که f  ′(c)  =0 و بازهٔ بازی شامل نقطه c باشد 
که نمودار f بر آن تقعر رو به بالا داشته باشد، f  (c) یک مقدار مینیمم موضعی f است و به همین نحو، 
اگر تابع f چنان باشد که f  ′(c)  =0 و بازهٔ بازی شامل c باشد که نمودار f بر آن تقعر رو به پایین داشته 

باشد، f  (c) یک مقدار ماکسیمم موضعی f است. (شکل 3ــ49 را ببینید)

x

y

0

f  (x)′′ <0

f  (x)′′ >0

xbc ca

y

0 x

y

0

f  (x)′′ <0

f  (x)′′ >0

xbc ca

y

0

مینیمم موضعیماکسیمم موضعی

آزمون مشتق دوم برای اکسترمم های موضعی
فرض کنیم (c,f(c)) نقطهٔ بحرانی تابع f باشد که در آن f  ′(c)  =0 و ′  f به ازای جمیع 

xهای بازهٔ باز I، شامل c موجود باشد. هرگاه f  ″(c)وجود داشته و
الف) f  ″(c)>0، آنگاه f در c ماکسیمم موضعی دارد.

ب) f  ″(c)>0، آنگاه f در c مینیمم موضعی دارد.

شکل 3 ــ 49
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�  مثال : به فرض آنکه f(x)=x2e-x، با اِعمال آزمون مشتق دوم، اکسترمم های موضعی f را بیابید 
و نمودار f را رسم کنید.

حل : ابتدا نقاط بحرانی f را به دست می آوریم:
f  ′(x)=2xe-x -e-x*x2=x(2-x)e-x=0⇒x=0  یا x=2

نقاط بحرانی 2 و c=0 که f  ′(0)  =0 و f  ′(2)  =0 و ′  f به ازای هر x از بازه (∞+,∞-)=I موجود 
است.

f  ″(x)=(x2-4x+2)e-x

پس   f  ″ (2)=-2e-2>0 و  است   f موضعی  مینیمم  مقدار   f  (0)=0 پس   f  ″(0)=2>0 چون 
f(2)=4e-2 مقدار ماکسیمم موضعی f است و نمودار f به شکل 3ــ50 است.

A و B نقاط عطف f هستند.

تمرین در کلاس

 به فرض آنکه f(x)=x4-2x3، با اعمال آزمون مشتق دوم، مقادیر اکسترمم های موضعی f را 
بیابید و نمودار f را رسم کنید.

شکل 3ــ50

x

y

A

B

0 −2 2 2 2 2+
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1ــ اگر تابع f دارای ماکزیمم مطلق بوده و |g(x)=|f(x) باشد، آیا g حتماً ماکزیمم مطلق دارد؟ 
برای پاسخ خود دلیل بیاورید.

2ــ نقاط بحرانی تابع f با ضابطه |f(x)=x|x2-1 را پیدا کنید.
f را پیدا کنید. (x) | x | x= − 3 21 3ــ نقاط بحرانی تابع f با ضابطه 
4ــ نقاط بحرانی و نقاط اکسترمم مطلق توابع زیر را به دست آورید.

f(x)=x3-3x+1 ، x− ≤ ≤3
3

2
الف) 

f(x)=sin2x+2cosx ،0≥x≥2π (ب
5  ــ ارتفاع یک توپ (به متر) در لحظهٔ t (به ثانیه) از تابع مکان به معادله S(t)=30t-5t2 به دست 
می آید. بازهٔ زمانی بازی را بیابید که بر آن توپ به بالا می رود و بازهٔ زمانی بازی را بیابید که بر آن توپ 

پایین می آید. ارتفاع ماکسیمم توپ چقدر است؟
f را به کمک قضیه تقعر بررسی نموده و نقطه  (x) x= −3 1 6  ــ جهت تقعر منحنی f با ضابطه 

عطف تابع را در صورت وجود پیدا کنید.
7ــ به ازای چه مقادیری از a، تقعر منحنی f با ضابطه f(x)=x4+ax3+3x2 همواره رو به بالا 

است.
8   ــ نشان دهید که نقطه عطف تابع f با ضابطه f(x)=x(x-6)2 وسط پاره خطی است که نقاط 

ماکسیمم و مینیمم موضعی تابع را به هم وصل می کند.
کنید. چرا در  f بحث  (x) x x= − 24 با ضابطه   f تابع  اکسترمم  مقادیر  و  یکنوایی  9ــ در 

x=±2 مماس های عمود بر محور طول ها وجود دارند؟
10ــ غلظت c یک داروی شیمیایی در جریان خون t ساعت پس از تزریق در ماهیچه مساوی 

tcاست با: 
t

=
+ 3

3

27
چه وقت غلظت ماکزیمم  است؟

11ــ یک تابع چند جمله ای از درجه 3 بیابید که در (4 ,2) ماکسیمم نسبی، در (2 ,4) مینیمم 
نسبی داشته باشد.

مسا ئل
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12ــ شکل مقابل نمودار تابع f است در مورد 
مقادیر اکسترمم نسبی ′  f (تابع مشتق f) بحث کنید.

  f تابع  مشتق،  تابع  نمودار  مقابل  شکل  13ــ 
بیان  تابع f چند نقطه عطف دارد؟ دلیل خود را  است 

کنید.
14ــ تابع f با ضابطه f(x)=xex را در نظر بگیرید 
با استفاده از هر نوع اطلاعاتی که می توانید از خود تابع 
و مشتق های اوّل و دوم آن به دست آورید، نمودار f را 

رسم کنید.

f

y

0

f ′

x

نمودار

نمودار

نمودار

15 ــ نمودار تابع ′  f (تابع مشتق، تابع همواره پیوسته f) به شکل زیر می باشد. تابع f در چه 
نقاطی ماکسیمم نسبی و یا مینیمم نسبی دارد؟ و نقاط عطف تابع f را در صورت وجود مشخص کنید.

1

f ′

x

y

a0

1
2−

1
2

−1

x =2x = −2
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 ـ 15ـ آهنگ های تغییر وابسته 3
اگر هوا را به درون بالن بدمیم و تغییرات حجم بالن را وابسته به تغییر شعاع بدانیم، وقتی که 
اندازه شعاع r0 سانتی متر است و یک سانتی متر به شعاع بالن افزوده شود، آهنگ تغییر حجم بالن به 

صورت زیر حساب می شود.

V(r) r= π 34
3

V′(r)=4πr2

وقتی اندازه شعاع بالن r0 است و یک سانتی متر به شعاع بالن افزوده شود، آهنگ تغییر حجم 
rπ سانتی متر مکعب افزوده می شود)  2

04 rπ است. (به حجم بالن تقریباً  2
04 بالن 

در مثال بالا کمیت حجم وابسته به کمیت شعاع است، اکنون اگر کمیت شعاع وابسته به زمان 
(متغیر t) باشد،  آنگاه کمیت حجم نیز به زمان وابسته خواهد شد.

بنابراین حجم و شعاع بالن دو کمیت وابسته به هم هستند که نسبت به متغیر سومی به نام زمان تغییر 
می کنند و امّا محاسبه مستقیم آهنگ افزایش حجم بالن از محاسبهٔ آهنگ افزایش شعاع بالن ساده تر 
است، لذا برای مطالعه پدیده های طبیعی و مسائل واقعی مربوط به آهنگ های وابسته، ایده این است که 
آهنگ تغییر کمیتی را که حساب کردن آن ساده تر است، برحسب کمیت دیگر حساب می کنیم و برای 
انجام این عمل، معادله ای پیدا می کنیم که این دو کمیت را به هم مرتبط کند و سپس با استفاده از قاعدهٔ 

زنجیری از طرفین این معادله نسبت به زمان مشتق می گیریم.
بررسی این ایده را همراه با حل کردن مثال های زیر توضیح می دهیم.

�  مثال : بالنی را از هوا پر می کنیم، به طوری که حجم آن با آهنگ 80 سانتی متر مکعب بر ثانیه 
افزایش می یابد، وقتی شعاع بالن 20 سانتی متر است، شعاع بالن با چه آهنگی افزایش می یابد؟

حل :  خواندن دقیق صورت مسأله و تشخیص معلوم و مجهول و استفاده از نمادگذاری 
مناسب. 

معلوم: آهنگ افزایش حجم هوا 80 سانتی متر مکعب بر ثانیه است.
مجهول: آهنگ افزایش شعاع وقتی که شعاع 20 سانتی متر است کمیت های حجم و شعاع را 

با نماد ریاضی می نویسیم.
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V حجم بالن و r شعاع آن
می دانید که آهنگ تغییر، مشتق است و در این مثال کمیت های حجم و شعاع وابسته به زمان 

(t) هستند.
dvبنابراین: cm

dt s
=

3

80
 
 معلوم:

، وقتی که r = 20cm است. dr
dt

مجهول: 
dr را به هم مربوط کنیم، ابتدا V و r را با دستور حجم کره به هم مربوط 

dt
dv و 

dt
برای اینکه 

می کنیم:
V r= π 34

3

می گیریم  مشتق   t به  نسبت  معادله  این  طرف  دو  از  کنیم  استفاده  مسأله  معلوم  از  اینکه  برای 
(مشتق گیری از سمت راست با استفاده از قاعده زنجیری انجام می شود)

dv drr
dt dt

= π 24

dr
dt

= π× ×80 4 400

dr /
dt

= ≈
π

1
0 016

20

بنابراین شعاع بالن با آهنگی در حدود 0/016 سانتی متر بر ثانیه افزایش می یابد.
برای اینکه به ظرافت های بیشتر در بررسی این گونه مسائل پی ببریم، نیاز به تجربه واقعی است 

که فعالیت زیر این فرصت را فراهم می کند.

تمرین در کلاس

مردی که قدش 180 سانتی متر است با سرعت 0/4 
متر بر ثانیه روی زمین مسطحی به سمت تیر چراغ برق قدم 
می زند. اگر لامپ چراغ برق از زمین 4 متر ارتفاع داشته 
باشد طول سایه مرد وقتی که در فاصله 2/4 متری تیر چراغ 
زمان  این  در  می یابد؟  کاهش  چه سرعتی  با  دارد  قرار  برق 

سایه سر او با چه سرعتی حرکت می کند؟
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همان گونه که در فعالیت (1) دیده شد، مدل سازی این گونه مسأله ها از اهمیت بالایی برخوردار 
است و نیازمند مهارت در استفاده از مشتق یا آهنگ تغییر است که در مثال بعدی فرصت را برای هر 

دو هدف فراهم می کند.

�  مثال : (دوربین راداری) پلیس راهنمایی 
یک  از  و  است.  ایستاده  بزرگراهی  نزدیک  در 
دوربین راداری برای ثبت سرعت های غیرمجاز 
استفاده می کند (شکل 3ــ51 را ببینید) و دوربین 
همین  در  که  می رود  نشانه  اتومبیلی  سمت  به  را 
راستای  وقتی  می گذرد.  او  جلوی  از  لحظه 
می سازد،   45° زاویه  بزرگراه  راستای  با  دوربین 
ملاحظه می کند که فاصله بین اتومبیل و  دوربین 

با آهنگ 90 کیلومتر بر ساعت افزایش می یابد. اتومبیل با چه سرعتی در حرکت است؟
درنظر  مقابل  به صورت  را  شکل   : حل 
می توان   PAB قائم الزاویه  مثلث  در  می گیریم 

نوشت: 
x2 +k2 = y2 (1)

 (t) زمان  به  نسبت   (1) رابطه  طرفین  از 
مشتق می گیریم.

dx dyx y
dt dt

+ =2 0 2

 dx dyx y
dt dt

=
                                                                                                          

و یا
y k= 2 P سپس x=k و  B

∧ ∧
= = 45  ،PAB در مثلث قائم الزاویه

 dy km
hdt

= 90 طبق صورت مسأله دوربین رادار نشان می دهد که 
بنابراین 

dx k km
hdt k

×= = ≈2 90
90 2 127

پس سرعت اتومبیل در حدود 127 کیلومتر بر ساعت است.

x

y
k

p

A B

x

y
k

p

A B

شکل 3ــ51
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تمرین در کلاس

شکل 3ــ52، یک دوربین تلویزیون را (که 
در 5 متری خط پایان روی یک مسیر مستقیم قرار 
دارد) نشان می دهد که دونده المپیک M راتعقیب 

می کند. 
وقتی دونده در 5 متری خط پایان است با 

سرعت 10 متر بر ثانیه می دود. سرعت چرخش دوربین در این لحظه چقدر است؟

برای یادگیری و تسلط بیشتر در حل مسائل آهنگ های وابسته مثال دیگری را مطرح می کنیم.

�  مثال : (چرخ و فلک) شخصی بر چرخ و فلکی به شعاع 10 متر سوار شده است که در هر دقیقه 
یک دور می زند. وقتی فاصلهٔ افقی آن شخص از خط قائم گذرنده از مرکز چرخ و فلک برابر 5 متر 

است، سرعت بالا رفتن یا پایین آمدن آن شخص چقدر خواهد بود؟
حل : فرض کنیم M محل نشستن شخص روی چرخ و فلک 
مرکز  از  که  قائمی  خط  از   ،t لحظهٔ  در  افقی شخص  فاصله   x و  باشد 
می گذرد  و y ارتفاع نقطهٔ M از خط افقی که از مرکز می گذرد (طبق 

شکل 3ــ53) و θ زاویه نشان داده شده در شکل باشد. 
در مثلث قائم الزاویه AHM داریم:

x=10cosθ و y=10sinθ
اکنون از دو طرف معادله y=10sinθ نسبت به زمان (t) مشتق می گیریم.

dy dcos
dt dt

θ= θ10  
و امّا بنابرصورت مسأله معلوم می شود:

d
dt
θ رادیان بر دقیقه 2π= دور بر دقیقه 1=

cosθ = =5 1
10 2

و در لحظه ای که، x برابر 5 متر است، داریم 
dy m/ mindt

= × × π = π ≈1
10 2 10 31 4

2
بنابراین 

x

y

H

M

A

m10

θ

شکل 3ــ5٢

شکل 3ــ53
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یعنی در لحظه ای که x برابر 5 متر است، سرعت بالا یا پایین رفتن حدود 31/4 متر بر دقیقه است.

تمرین در کلاس

و  سانتی متر   20 ارتفاع  با  شکل  قیفی  ظرف 
که  است  گرفته  قرار  چنان  سانتی متر   9 قاعده  شعاع 
رأس آن در پایین است و ظرف به شکل مخروط دوار 

است. (شکل 3ــ54)
فرض کنید آب با سرعت 1/8 سانتی متر مکعب 
بر ثانیه در این ظرف ریخته شود آهنگ افزایش ارتفاع 

آب را وقتی ارتفاع آب 6 سانتی متر است پیدا کنید.

 ـ  17٦8) آنالیز ریاضی به اندازه خود طبیعت گسترده است )فوریه 1820ـ

r

h

m20

cm9

مسا ئل

فاصله های  نسبت  اگر  می گردد،  نزدیک  عدسی  به  ثانیه  بر  سانتی متر   8 با سرعت  1ــ جسمی 

2 باشد، تصویر جسم با چه سرعتی و در کدام جهت تغییر می کند؟ (در 

2
جسم و تصویر آن از عدسی 

 برقرار است، که در آن s فاصلهٔ جسم از عدسی و S فاصلهٔ تصویر 
s S f

+ =1 1 1 عدسی های نازک رابطه 
از عدسی و f فاصلهٔ کانونی عدسی است)

2ــ مخزنی استوانه ای به شعاع 3 متر را با آهنگ 2 متر مکعب بر دقیقه از آب پر می کنند. ارتفاع 
آب با چه آهنگی بالا می آید؟

 60 کره  قطر  که  لحظه ای  در  می شود.  بزرگ  ثانیه  بر  میلی متر   3 آهنگ  با  کره ای  شعاع  3ــ 
میلی متر است، حجم کره با چه آهنگی افزایش می یابد.

شکل 3ــ54
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4ــ اگر ارتفاع بادبادک شما از زمین 20 متر باشد و فاصله افقی آن از شما 30 متر و با آهنگ 
8 متر در دقیقه به طور افقی از شما دور شود طول ریسمان با چه آهنگی افزایش می یابد؟

r

h

m10

m2/5

3ـ 1٦ـ رسم نمودار توابع
تاکنون نمودار توابعی به صورت خط راست و یا خط شکسته مانند نمودار تابع  |y =|x-1در 
y را  x= 3 2 یا  y و  x= 1 کتاب های  ریاضی سال های قبل دیده اید. نمودار توابعی نظیرy = x3 و 
امّا مشکلی که در  ترسیم کنیم.  و  نقطه یابی در یک صفحه مختصات شطرنجی شناسایی  با  می توانیم 
اینجا وجود دارد، از پیش نمی توانیم رفتار این گونه توابع را پیش بینی کنیم، در نتیجه فقط با افزایش 
نقاطی از صفحه که مختصات آنها در معادلهٔ این توابع صدق می کند، شکل دقیق تری از نمودار ترسیم 

 ـ 55  را ببینید) می گردد.(شکل 3ـ

0

y

xx

y

0

y
x

=
1

f

x

y

0

y x= 3 2 y x= 3

5  ــ آب با سرعت 9 متر مکعب بر ساعت وارد منبعی 
می شود که نشتی دارد. این منبع به شکل مخروطی است که 
رأس آن به طرف پایین است و عمق آن 10 متر و قطر قاعده 
آن 5 متر است. وقتی عمق آب 5 متر است، سطح آن با آهنگ 
18 سانتی متر بر ساعت بالا می رود، در این لحظه آب با چه 

آهنگی به خارج نشت می کند؟

 ـ 55 شکل 3ـ



حساب دیفرانسیل و انتگرال 198

رایانه ها با یافتن نقاط بیشتری از توابع نمودار نسبتاً دقیق تری از توابع مربوطه به دست می دهند.
اکنون که مفهوم مشتق و شگردهای مربوط به آن را در بخش های پیشین بیان کردیم، به کمک 
آن می توانیم به آسانی رفتار بسیاری از توابع را مشخص کرده و حتی بدون رسم نمودار هندسی خواص 
آن را تعیین کنیم. برای نمونه با استفاده از حد تابع، پیوستگی، مجانب ها، مشتق و کاربرد آن، می توان 

نمودار هندسی توابع زیر را با دقت بیشتری در صفحهٔ مختصات رسم کرد.
و   

x
lim x

→ +∞
= +∞3 و  است  پیوسته  دامنه اش  نقاط  تمام  در   y  =  x3 ضابطه  با   f تابع  الف( 

بر  مثبت اند و در x=0 شیب مماس   ،x ≠0 نقاط تمام   در   و شیب های خط مماس 
x

lim x
→ −∞

= −∞3

منحنی صفر است در نتیجه نمودار تابع در مبدأ بر محور طول ها مماس است.
 در بازه (∞+ , f ′′ )x) =6x >0، )0، پس تقعر منحنی در این بازه رو به  بالا است و در بازه 
(f ′′ )x) <0 ، )-∞ , 0، پس تقعر منحنی در این بازه رو به پایین است بنابراین (0و0( نقطه عطف تابع 

 ـ 56 قسمت الف( است. (شکل 3ـ

، پس 
x
lim x−→

= −∞
0

1  و
x
lim x+→

= +∞
0

1  در x=0 تعریف نشده است و y x= 1 ب( تابع f با ضابطه  

 پس خط y=0 مجانب افقی تابع است 
x
lim x→ −∞

=1 0  ، 
x
lim x→ +∞

=1 0 خط x=0 مجانب قائم تابع است و 

 و تقعر منحنی در این بازه رو به شکل 3ــ56 است در بازه ( 0و  ∞-(، f (x)
x

′′ = >
3

2  در بازه (∞+ , 0(، 0

  f ′′ )x) <0 و تقعر منحنی در این بازه رو به پایین است (شکل 3ــ56 قسمت ب را ببینید(
و  

x

f (x) f ( )lim x
+→

− = +∞−
0

0
0

و  است  پیوسته   IR   در y x= 3 2 ضابطه  با   f تابع  پ( 

بازگشتی دارد و در این نقطه تابع مشتق پذیر 
 
 پس نمودار تابع در x=0 نقطهٔ

x

f (x) f ( )lim x−→

− = −∞−0

0
0

نیست و (0و0( نقطه مینیمم نسبی و در این نقطه مینیمم مطلق خود را می گیرد.

)پ( نمودار)ب( نمودار)الف( نمودار

شکل 3ــ56

y = x 3   y = ___1
x

0

y

xx

y

0

y
x

=
1

f

x

y

0

y x= 3 2 y x= 3x 2 y =3

0

y

xx

y

0

y
x

=
1

f

x

y

0

y x= 3 2 y x= 3
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، و تقعر منحنی در این  بـازه  رو بـه  پایین است. و در     بازه f (x)
x x
−′′ = <
3
2 0

9
در بازه (0 , ∞ -(،

(∞+ ,f  ′′)x) <0،)0   و   تقعر   منحنی در این بازه رو به پایین است.(شکل 3ــ56 قسمت  پ    راببینید.(
تاکنون اکثر موارد مربوط به رسم نمودارها را بررسی  کرده ایم: دامنه تابع، تقارن، حد و پیوستگی، 
مجانب ها، مشتق و مماس، نقاط ماکسیمم و مینیمم نسبی و مطلق، صعودی و نزولی بودن تابع در یک 
بازه، جهت تقعر و نقاط عطف منحنی. همهٔ این اطلاعات را به شرح زیر جمع بندی کرده تا بتوانیم با 

استفاده از آنها نمودار تابع را با دقت نسبتاً خوبی رسم کنیم.
الف( دامنه تابع را مشخص می کنیم. 

ب( تقارن
1( اگر تابع زوج باشد، نموار نسبت به محور y تقارن دارد. بنابراین کافی است ابتدا نمودار را 

به ازای  x ≥ 0 رسم کنیم و سپس قرینهٔ آن را نسبت به محور y پیدا کنیم تا نمودار تابع کامل شود.
2( اگر تابع فرد باشد،نمودار نسبت به مبدأ تقارن دارد. در این حالت نمودار را به ازایx ≥ 0 رسم 

کرده و سپس قرینهٔ آن را نسبت به مبدأ مختصات پیدا می کنیم تا نمودار تابع کامل شود.
3( اگر تابع f  متناوب و با دوره تناوب اصلی T باشد. ابتدا نمودار تابع را در یک دوره تناوب 
مثلاً در بازه [T,0] یا [α , α+T] رسم می کنیم و اگر بدانیم نمودار تابع در بازه ای به طول T چه شکلی 
است، آن وقت می توانیم کل نمودار را با انتقال رسم کنیم. مانند شکل زیر برای تابع f )x) =sinx با 

 T=2π دوره تناوب اصلی

پ( نقطه برخورد با محورهای مختصات
ت( مجانب های قائم و افقی و مایل تابع را در صورت وجود پیدا می کنیم.

تعیین علامت استفاده  (با  می کنیم  پیدا  است،  نزولی  یا  آنها صعودی  در  تابع  که  بازه  هایی   ث( 
 (f ′)x در بازه های بدست آمده(

ج( نقاط ماکسیمم و مینیمم نسبی را پیدا می کنیم (نقاط بحرانی درون بازه را پیدا کرده و از آزمون 
مشتق اوّل استفاده کرده تا نقاط ماکسیمم و یا مینیمم نسبی تابع به دست آیند(

x

y

0− π2 −π
π2 π4

π
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چ( تقعر و نقطه های عطف تابع f را به کمک (f ′′ )x و آزمون تقعر مشخص می کنیم.
ح( تنظیم یک جدول به نام جدول رفتار تابع که کلیه اعمال انجام شده در قسمت های بالا در آن 

درج شده باشد.
خ( رسم نمودار تابع با استفاده از اطلاعات قسمت های الف تا چ و یا با استفاده از جدول رفتار تابع

�  مثال : جدول رفتار و نمودار تابع f با ضابطهٔ f )x) = 3x3-9x را رسم کنید.
  )0,0)  ، limf (x) , limf (x)

x x
= −∞ = +∞

→ −∞ → +∞
و است  حقیقی  اعداد  مجموعه  تابع  دامنه   : حل 

 نقاط برخورد نمودار  ( , )3 0 ) و   , )− 3 0 نقطه  برخورد نمودار تابع با محور y است و (0 , 0( و 
تابع با محور x هستند. از طرفی مشتق تابع برابر است با f ′ )x) = 9x2 - 9 به ازای  f ′ )x) >0 ، x <-1 و 
به ازای f ′ )x)<0 ،-1<x< 1 و به ازای f ′)x) >0 ،x >1 در بازه هایی که f ′ )x) >0، تابع صعودی 

اکید است و در بازه هایی که f ′)x) <0، تابع نزولی اکید است.
با f ′)x) =0 داریم x=-1 و x=1 که نقاط بحرانی تابع اند. چون ′  f در x=  -1 از مثبت  به منفی 
 x=1 در f ′ تغییر علامت می دهد، لذا بنابر آزمون مشتق اوّل (6 , 1-( نقطه ماکسیمم نسبی تابع است.و
از منفی به مثبت تغییر علامت می دهد، پس  بنابر آزمون مشتق اوّل، (6- , 1( نقطه مینیمم نسبی است.

مشتق دوم تابع f برابر است با 
f ′′ )x) =18x                

f ′′ )x) =0 ،x=0 و به ازای f ′′ )x) <0  ،x <0 و به ازای هر f ′′ )x) >0 ،x >0 به ازای هر
منحنی تابع در بازه (0, ∞ -( تقعرش روبه پایین است. و در بازه (∞+ ,0( تقعر منحنی رو به بالا 
است. و در نقطه (0 ,0(مماس وجود دارد با شیب m = f ′)0) = -9 پس (0 ,0( نقطه عطف منحنی است.

نتیجه محاسبات و اعمال فوق را در جدول رفتار تابع درج می کنیم.

x

y

y

y

−∞ − +∞

′

′′

−∞ − +∞

1 0 1

0 0

0

6 0 6

Minنقطهٔ عطفMax
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با استفاده از جدول رفتار تابع، نمودار تابع را رسم می کنیم.

x

y

−
−

تمرین در کلاس

جدول رفتار و نمودار تابع f با ضابطه f )x) = x4-8x2+7 را رسم کنید.

را رسم کنید.
 

xf (x) x
+= −

1
2
�  مثال : جدول رفتار و نمودار تابع f با ضابطه 

حل : 
Df=IR-{2}  الف: دامنه تابع

 و (0 و 1-( نمودار تابع محورها را قطع می کند. ( , )−10
2

ب( در نقاط 
پ( چون x=2 ریشه مخرج کسر است، حدهای زیر را حساب می کنیم.

x
limf (x)

−→
= −∞

2

و
 x
limf (x)

+→
= +∞

2

بنابراین x=2 مجانب قائم تابع است.
 

x
limf (x)

→ +∞
=1

 
و
 
limf (x)

→ −∞
چون 
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پس خط y=1 مجانب افقی تابع است.
ت( مشتق تابع برابر است با:

f (x) , x
(x )

−′ = ≠
− 2
3 2
2                       

به ازای هر x  از بازه های (2, ∞ -( و (∞+ ,f ′ )x) < 0 ،)2 تابع f در هر کدام از بازه های 
(2, ∞ -( و (∞+ ,2( نزولی است. 

ث( مشتق دوّم تابع f برابر است با 
f (x) , x

(x )
′′ = ≠

− 3
6 2
2  

به ازای هر x از بازه (f ′′ )x) <0 ،)- ∞ ,2 پس تقعر منحنی f در این بازه رو به پایین است و 
برای هر x از بازه (∞+ ,f ′′ )x) >0 ،)2 پس تقعر منحنی f در این بازه رو به بالا است.

ج( جدول رفتار تابع
x

y

y

y

−∞ − +∞

′

′′

−

1 0 2

11 0 1
2

+∞

_  ∞

چ( با استفاده از جدول رفتار تابع، نمودار تابع را رسم می کنیم.

x

y

0
−

x =

y = O′
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a تابع هموگرافیک  b
c d≠ ax را که c ≠0  و  by cx d

+= +
یادداشت: مانند تابع بالا، تابعی با ضابطه 

می نامیم و ′o نقطه تلاقی مجانب ها مرکز تقارن نمودار تابع است. در مثال بالا )o′ (2, 1  مرکز تقارن 

است.
 

xy x
+= −

1
2

نمودار تابع

تمرین در کلاس

xy را رسم کنید. x
−= 2  جدول رفتار و نمودار تابع 

را رسم کنید. xf (x)
x

=
−

2

2 1
�  مثال : جدول رفتار و نمودار تابع 

حل :  
Df =IR-{-1, 1} الف( دامنه تابع

ب) طول و عرض نقطه برخورد منحنی با محورها هر دو صفرند.

  

پ) چون x = ±1 ریشه های مخرج کسر هستند، حدهای زیر را حساب می کنیم.

 x x
limf (x) , limf (x)

+ −→ →
= +∞ = −∞

1 1  

x ( ) x ( )
limf (x) , limf (x)

+ −→ − → −
= −∞ = +∞
1 1  

بنابراین x=1 و x=-1 مجانب های قائم تابع هستند.

x x
limf (x) , limf (x)

→+ ∞ →−∞
= =1 1 ، 

x x
limf (x) , limf (x)

→+ ∞ →−∞
= =1 1 چون 

پس خط y=1 مجانب افقی تابع است.
xf (x)

(x )
−′ =

−2 2
2

1
ت) 

بـه ازای f ′(x( >0 ،(x ≠ -1( x <0 و بـــه ازای f ′ (x( <0،(x ≠ 1(  x >0 در بــازه هـایی 
کـهf ′(x( >0، تابع f صعودی اکید است و در بازه هایی که f ′ (x( <0، تابع f نزولی اکید است.

ث) با f ′ (x( =0 داریم x =0 پس تنها نقطه بحرانی x=0 است.
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چون ′ f  در 0 از مثبت به منفی تغییر علامت می دهد، لذا بنا بر آزمون مشتق اوّل f )0) =0، مقدار 
ماکسیمم نسبی است.

xf (x)
(x )

+′′ =
−

2

2 3
6 2

1
ج( مشتق دوّم تابع f برابر است با 

چون به ازای هر 6x2+2 >0 ،x پس:
f ′′ )x) <0 داریم |x| <1که x و به ازای هر f ′′ )x) >0 داریم |x| >1که x به ازای هر

 (1-, ∞ -(و (∞+ ,1( تقعرش رو بـه بالا است و در بازه  بنابراین منحنی تـابع در بـازه هـای 
(1 ,1-( تقعر منحنی رو به پایین است و تابع نقطه عطفی ندارد.

چ( جدول رفتار تابع                                                  

ح( نمودار تابع

x

y

0

x

y

y

y

−∞ − +∞

′ + −

′′

1 0 1

0

1 0 1+∞ +∞

Max _  ∞_  ∞
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تمرین در کلاس

 را رسم کنید. x xy x
−= −

2 3
4

جدول رفتار نمودار تابع 

 را رسم کنید.  xf (x) e=
1

�  مثال : جدول رفتار و نمودار تابع 
} است. پس برای مجانب های قائم حدهای چپ  }x x IR ,x∈ ≠0  ،f حل :  الف( دامنه تابع
 t → + ∞ داریم ،x → 0+ وقتی که  t

x
= 1 و راست تابع را وقتی x → 0 حساب می کنیم با انتخاب 

در نتیجه: 
tx

tx
lim e lim e

+ →+∞→
= = +∞

1

0  
بنابراین x = 0 مجانب قائم است. 

وقتی که  -x → 0، داریم ∞ - → t در نتیجه: 
tx

tx
lim e lim e

− →−∞→
= =

1

0
0  

x
x
lim e e
→−∞

= =
1

0 1 ،  x
x
lim e e
→+∞

= =
1

0 از طرفی دیگر 1

که این هم نشان می دهد y = 1 مجانب افقی است. 
ب( مشتق تابع را با استفاده از قاعده زنجیری به دست می آوریم. 

xf (x) e
x

′ = −
1

2

1
 

به ازای هر x از بازه های (∞+ ,0( و (f ′)x) < 0، )-∞ , 0 پس تابع f در این بازه ها نزولی اکید 
است و هیچ نقطه بحرانی وجود ندارد، در نتیجه تابع f ماکسیمم یا مینیمم ندارد. 

پ( مشتق دوم تابع f برابر است با: 
x x

xx e ( ) e ( x) e ( x )xf (x)
x x

− − +′′ = − =

1 1
12

2

4 4

1
2

2 1

 
f (x) x′′ = ⇒ = − 1

0
2  

 بنابراین تقعر منحنی  f (x)′′ <0 ، x < − 1

2
 و به ازای  f (x)′′ >0 ، (x ) x≠ > − 1

0
2
به ازای 

 روبه پایین است.  ( , )−∞ − 1

2
 روبه بالا است. و تقعر منحنی روی بازه  ( , )+∞0  و  ( , )− 1

0
2

در بازه های 

 نقطه عطف منحنی است. ( ,e )−− 21

2
پس 
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ت( جدول رفتار تابع 

-∞            
−1

2                   0                               +∞x
y´
y´́

+∞                           11               e−2                0y

ث( با استفاده از جدول رفتار تابع، نمودار تابع را رسم می کنیم. 

x

y

0

−

y =

x
lim f (x)

−→
=

0
توجه کنید که تابع در x = 0 تعریف نشده است و امّا 0

تمرین در کلاس
 

 را رسم کنید.  xf (x)
e−=

+
1

1
جدول رفتار و نمودار تابع 

 را رسم کنید.  xf (x)
(x )

=
−

3

21
�  مثال :  جدول رفتار و نمودار تابع 

حل :

 
x

xlim
(x )→

= +∞
−

3

21 1
الف( دامنه تابع تمام اعداد حقیقی به جز x = 1، چون 
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بنابراین x = 1 مجانب قائم f است. 
 و f تابع کسری گویا است به طوری که درجه 

x
lim f (x)
→−∞

= −∞  و 
x
lim f (x)
→+∞

= +∞ چون 
تقسیم  از  مایل دارد که  f مجانب  تابع  بنابراین  از درجه مخرج کسر است،  بیشتر  صورت یک واحد 

صورت بر مخرج کسر به دست می آید. 
مجانب مایل 

x xx
x

x x x
x x
x x

x

− +
+

±
−
±

−

2
3

3 2

2

2

2 1

2

2

2
2 4 2

3 2

 

 

ب( مشتق تابع f برابر است با 
،  x ≠ 1                                           x (x x ) x (x )f (x)

(x ) (x )
− + −′ = =
− −

2 2 2

4 3

4 3 3

1 1   
بازه  تابع اند و در   نقاط بحرانی  ( , )27

3
4

 داریم x = 0 و x = 3 پس (0،0( و  f (x)′ =0 اگر 
 پس f نزولی اکید و در بازه ( ∞+,f ′)x) > 0 ، )3 پس f صعودی اکید است و بنابر  f (x)′ <0  ،)1،3)
 f ′)x) > 0 ،)0،1) است  و در بازه های  (0 , ∞-( و f نقطه مینیمم نسبی  ( , )27

3
4

آزمون مشتق اول 
پس f صعودی اکید است در نتیجه (0,0( نه نقطه ماکسیمم است و نه نقطهٔ مینیمم. 

پ( مشتق دوّم تابع f برابر است با 
، x ≠1     ( x x)(x ) (x ) (x x ) xf (x)

(x ) (x )
− − − − −′′ = =

− −

2 3 2 3 2

6 4

3 6 1 3 1 3 6

1 1  
به ازای f ′′)x) = 0 ، x = 0 است.

 f ′′)x) > 0 ،)0,1) لذا تقعر منحنی روبه پایین است. و در بازه f ′′)x) < 0، )-∞ , 0) در بازه
پس تقعر منحنی روبه بالا است  و منحنی در (0،0( بر خط y = 0 مماس است بنابراین (0،0( نقطه 

عطف منحنی است. 
ت( جدول رفتار 

x
y
y

y

−∞ +∞
′ + + − +
′′ − + +

−∞

0 1 3

0 0

0

27
0

4  +∞ +∞ 
Min

+∞ 
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ث( با اطلاعات جدول رفتار تابع، نمودار آن را رسم می کنیم. 

x

y

0

27
4

3

تمرین در کلاس
 

  را رسم کنید.  y x x= + −2 1 جدول رفتار و نمودار تابع 

 را تنظیم کرده و به کمک آن نمودار تابع را رسم  f (x) tan ( )
x

−= 1 1 �  مثال : جدول رفتار تابع 
کنید. 

حل :
U داریم: 

x
= 1  است با انتخاب  { }IR − 0 الف( دامنه تابع 

Ux
lim f (x) lim tan (U)

+

−
→+∞→

π= =1

0 2  

Ux
lim f (x) lim tan (U)

−

−
→−∞→

π= = −1

0 2  
 
x U
lim f (x) lim tan (U)

+

−
→+∞ →

= =1

0
 تعریف نشده است و امّا 0 ( , )π−0

4
 و  ( , )π

0
2
تابع f در نقاط 

 
x U
lim f (x) lim tan (U)

−

−
→−∞ →

= =1

0
و 0
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بنابراین خط y = 0 مجانب افقی تابع است. 
 پس با استفاده از قاعده زنجیری مشتق تابع  y

x
′ =

+ 2

1

1
ب( مشتق تابع (y = tan-1)x می شود 

 برابر است با:  f (x) tan ( )
x

−= 1 1
xf (x)

x
x

− −′ = = <
++

2

2

2

1
1

0
1 11

 
 نزولی اکید است و نقطه بحرانی ندارد.  ( , )+∞0 تابع در هریک از بازه (0 , ∞-( و 

  xf (x)
( x )

′′ =
+ 2 2

2

1
پ( مشتق دوّم تابع برابر است با:                                          

در بازه (f ′′)x) < 0، )-∞ , 0 و تقعر منحنی روبه پایین است. 
، f ′′)x) > 0 پس تقعر منحنی روبه بالا است.  ( , )+∞0 و در بازه 

ت( جدول رفتار تابع 

تمرین در کلاس
 

 را رسم کنید.  y sin ( )
x

−= 1 1  جدول رفتار و نمودار تابع f با ضابطه 

0
xx

y

π
−
2

π
2

ث( نمودار تابع به صورت زیر است. 

x
y
y
y

−∞ + ∞
′ − −
′′ − +

π π−

0

0
2 2

0
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1ــ جدول رفتار و نمودار توابع با ضابطه های زیر را رسم کنید. 

  x xy
x x

+=
+ −

2

2

2

2 3
ب(     x xy

x
− +=

−

2 4 8

2
الف( 

  y sin x cos x= + 3 ، 0 ≤ x ≤ 2π  )ت    y x x x= + − +2 3 2 پ( 
sin xy
cos x

−=
+

1

1
  ، 0 ≤ x ≤ 2π  )ث

 به صورت  x axy
x b
+ +=

+

2

2

1

2
2ــ a و b را چنان اعدادی انتخاب کنید که نمودار تابع f با ضابطه 

زیر باشد. 

مسا ئل

x

y

0
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٤ـ١ـ مسأله مساحت 
فرمول های مربوط به مساحت چندضلعی ها، نظیر مربع، مستطیل، مثلث و ذوزنقه از زمان های 
شروع تمدن های نخستین به خوبی شناخته شده بوده است. با این حال، مسأله یافتن فرمولی برای بعضی 
نواحی که با مرزهای منحنی الخط هستند )که دایره ساده ترین آنهاست( برای ریاضیدانان اولیه در خور 

مشکلاتی بوده است. 
اولین پیشرفت واقع بینانه محاسبه چنین مساحت هایی توسط ریاضیدان یونانی به نام ارشمیدس 
صورت گرفت. ارشمیدس توانست مساحت ناحیه هایی با مرزهای محدود به قوس های دایره، سهمی و 
منحنی های دیگر را با استفاده از روش خارق العاده ای، که امروزه به روش اِفنا مشهور است، محاسبه 
کند. در چنین روشی برای محاسبه دایره از درج چندضلعی های منتظم در درون دایره استفاده می شود 
و تعداد اضلاع این چندضلعی ها متوالیاً زیاد و زیادتر شده و به نحو نامحدودی افزایش می یابد )شکل 

٤ــ1(

٤فصل
انتگرال

جدول و شکل ٤ــ١ــ هرچه تعداد اضلاع چندضلعی بیشتر شود مساحت چندضلعی به مساحت دایره نزدیک و نزدیک تر می گردد.

100         3.139525976٤7
200         3.1٤107590781
300         3.1٤136298250
٤00         3.1٤1٤63٤6236
500         3.1٤15099708٤

1000         3.1٤157198278
2000                3.1٤1587٤8588
3000         3.1٤159035683
٤000            3.1٤159136166
5000            3.1٤159182676

10.000         3.1٤1592٤٤688
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همچنان که تعداد اضلاع چنین چندضلعی هایی افزایش می یابد، چندضلعی به پرکردن ناحیه درون 
دایره  متمایل شد و در نتیجه مساحت این چندضلعی ها تقریب های بهتر و بهتری از مساحت دقیق دایره به 

دست می دهد. 
برای آنکه ملاحظه کنیم که چگونه این روش کار می کند، فرض می کنیم )A)n نمایش مساحت 

چندضلعی با n ضلع بوده باشد که درون دایره به شعاع واحد محاط شده است. 
جدول ٤ــ1 مقادیر )A)n را برای انتخاب های مختلف n نشان می دهد. می بینیم که برای مقادیر 
بزرگ n مساحت )A)n ظاهراً به عدد π نزدیک می گردد و این چیزی است که انتظارش را داریم. این 
تجربه به ما می گوید که برای مساحت دایره ای به شعاع 1، می توانیم روش افنا را معادل تساوی حدی  

ارزیابی کنیم.
n
lim A(n)
→∞

= π  
اما یونانیان باستان از مفهوم »بینهایت« خوششان نمی آمد و لذا در بررسی های مربوط به ریاضیات از آن 
احتراز می کردند؛ در نتیجه محاسبه مساحت با استفاده از روش افنا یک فرایند سرانگشتی به حساب می آمد. 
در واقع این روش تا زمان نیوتن و لایبنیتز باقی ماند ــ کسانی که روشی کلی برای محاسبه مساحت با استفاده 

ضمنی از مفهوم حد ارائه کردند. ما روش این دانشمندان را در بررسی مسأله زیر به کار خواهیم گرفت. 

�  مسأله مساحت : با داشتن تابع پیوسته و نامنفی f که بر بازه ]a . b[ تعریف شده 
است، مساحت بین نمودار f و بازه ]a . b[ بر محور x را پیدا کنید )شکل ٤ــ2(

پرسش: همچنان که در شکل ٤ــ1 ملاحظه می کنیم تعدادی چندضلعی منتظم در درون دایره به 
شعاع واحد محاسبه شده اند. در جدول سمت راست برای مقادیر بزرگ n که تعداد اضلاع چندضلعی 
 n نشان داده شده است. آیا می توان گفت که وقتی A)n( را نشان می دهد، مساحت چندضلعی ها با نماد

بزرگ و بزرگ تر می شود مساحت n ضلعی محاطی با مساحت دایره برابر می گردد؟ 
به زبان دنباله ها، برای هر A)n(، n ≥ 3 که مساحت n ضلعی است عددی است حقیقی. در 
نتیجه n = 1{)A)n} دنباله ای از اعداد حقیقی است که جمله n ام آن مساحت n ضلعی منتظم محاط در 
درون دایره است. می دانیم که مساحت دایره S = πr2 = π * 1 = π می باشد. آیا به زبان حدی می توانیم 

بگوییم که: 
n
lim A(n)
→+∞

= π  
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a b0 x

y
y f (x)=

شکل ٤ــ٢ــ ناحیه تحت نمودار
 x = b  و x = a و دو خط x محدود به محور f تابع

ما در این فصل به مطالعه و بررسی مسأله مساحت می پردازیم و لذا از این طریق مفهوم مهمّ انتگرال 
معین را فرمول بندی خواهیم کرد. امّا ذکر این نکته نیز جالب است که گرچه انتگرال در رابطه با مسأله 
مساحت مفهوم سازی شده است، لکن از این مفهوم برای بررسی و مطالعه مسأله های دیگری در ریاضیات، 
فیزیک و سایر علوم دقیقه استفاده می شود، نظیر مسأله پتانسیل الکتریکی، مسأله کار انجام شده توسط 

نیروها، مطالعه و تعیین معادله مسیر متحرک ها با استفاده از سرعت های داده شده و نظایر این ها. 
نماد  با مجموع های متناهی و  بپردازیم لازم است  ه مطالعه و بررسی مساحت  ب قبل از آن که 

سیگما آشنا شویم. 
با آن درگیر  مجموع ها و نماد سیگما: در محاسبه و مطالعه مساحت ها که در بخش بعدی 
می شویم، با مجموع هایی متناهی از مقدارهای یک تابع سروکار خواهیم داشت. در این بخش برآنیم تا 
نماد مناسبی برای نمایش یک مجموع با تعداد متناهی جمله معرفی کنیم. همچنین به روش هایی برای 
نمایش یک  برای  Σ )سیگما(  نماد  محاسبه حاصل جمع چنین مجموع هایی محتاج خواهیم بود. از 

مجموع استفاده می کنیم. 

تعریف   ١   : نماد سیگما هرگاه m و n دو عدد صحیح m ≤ n و همچنین f تابعی باشد که بر 
n تعریف شده باشد، نماد Σ نشانگر حاصل جمع مقادیر تابع f  در این اعداد

i m
f (i)

=
∑  اعداد صحیح 

m .  m + 1. m + 2. ... . n n می باشد:

i m
f (i) f (m) f (m ) f (n)

=
∑ = + + + +1 

 
با سیگمای سمت  داده شده  تأثیر  تساوی بسط مجموع  این  مجموع سمت راست 

چپ نامیده می شود. 
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i
i

=
∑ = + + + + =
5

2 2 2 2 2 2

1
1 2 3 4 5 55 �  مثال :                                                       

n را اندیس جمع بندی می نامیم. 

i m
f (i)

=
∑ حرف i ظاهر شده در نماد 

، اندیس i را با اعداد m .  m + 1. m + 2. ... . n متوالیاً جایگزین 
n

i m
f (i)

=
∑ پس برای محاسبه 

کرده و مقادیر حاصله را جمع می کنیم. ملاحظه می کنیم که مقدار حاصل جمع به اندیس جمع بندی 
بستگی ندارد؛ چرا که این اندیس در سمت راست تعریف وجود ندارد. 

n n

i m k m
f (i) f (k)

= =
∑ = ∑   :k برای هر

k
k

=
∑ = + + + + =
5

2 2 2 2 2 2

1
1 2 3 4 5 55  

n به دو عدد جمع m و n بستگی تام دارد، این دو عدد را حدود    

i m
f (i)

=
∑ لکن حاصل جمع 

جمع بندی می نامیم؛ m را حد پایین و n را حد بالا می نامیم. 

�  مثال : نمایش حاصل جمع ها با استفاده از نماد سیگما 

j
j

=
∑ = + + + + + +
20

1
1 2 3 18 19 20

 
n

i n n

i
x x x x x x−

=
∑ = + + + + +0 1 2 1

0


 
n

m
n

=
∑ = + + + +

1
1 1 1 1 1



 

k k=−
∑ = + + + + +

+

3

2

1 1 1 1 1 1 1

8 6 7 8 9 10 11  

نکته : در اکثر اوقات به جای استفاده از نماد تابعی)f )i  از یک متغیر اندیس دار مانند ai برای 
نمایش جمله iام یک حاصل جمع عمومی استفاده می کنیم: 

i m m m n
i m

a a a a a
∞

+ +
=
∑ = + + + +1 2 

 
به خصوص وقتی تعداد جملات نامتناهی باشد. چنین مجموعی را یک سری نامتناهی می نامیم: 

n

i
i

a a a a
=
∑ = + + +1 2 3

1


 

بار

i m m m n
i m

a a a a a
∞

+ +
=
∑ = + + + +1 2 
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پس وقتی جمله ای به عنوان جمله آخر به دنبال سه نقطه … نمی آید، باید این معنی را داشته باشد 
که جملات برای همیشه و به طور نامتناهی ادامه دارند. 

پرسش: اکنون این پرسش پیش می آید که وقتی تعداد جملات متناهی باشد، استفاده از نماد 
سیگما چه ویژگی هایی دارد؟ 

چون نماد سیگما تعمیم عمل جمع به تعداد متناهی جمله است، پس ویژگی های اساسی عمل 
جمع را به ارث می برد. برای مثال، وقتی تعداد متناهی عدد را جمع می کنیم، ترتیب قرار گرفتن جملات 
تأثیری در مقدار حاصل جمع ندارد و یا آنکه هرگاه همه جملات دارای عامل مشترک باشند، این عامل 
مشترک را می توان از جملات جدا کرده و به صورت فاکتور ضرب در نماد سیگما لحاظ کرد همانند 

ca + cb = c)a + b( وقتی که تعداد جملات فقط 2 جمله است:  
لذا قوانین اولیه حساب ویژگی هایی به نماد سیگما می دهد که اینک اهم آن را بیان می کنیم. 

n n n

i m i m i m
(Af (i) Bg(i)) A f (i) B g(i)

= = =
∑ + = ∑ + ∑

الف(  

که B، A اعدادی ثابت و مستقل از اندیس i هستند. 
n دارای یک بسط هستند؛ در واقع هر یک برابر 

i o
f (i m)

=
∑ + m و  n

i m
f (i)

+

=
∑ ب( دو عبارت 

)m( + f )m + 1( + ... + f )m + n( f هستند )امتحان کنید!(. پس
m n n

i m i o
f (i) f (i m)

+

= =
∑ = ∑ + د(  

این قانون را قانون لغزاندان اندیس ها می نامیم. 

n بنویسید. 

i
f (i)

=
∑

1
 را به صورت 

i
i

=
∑ +
17

2

3
1 �  مثال : 

حل : باید در عبارت داده شده اندیس های پایین و بالا را 2 واحد کم کنیم تا اندیس پایین از 1 
شروع گردد؛ در عین حال به همان مقدار، یعنی 2 واحد به اندیس عبارت تحت Σ باید اضافه کنیم: 

i i
i (i )

= =
∑ + = ∑ + +
17 15

2 2

3 1
1 1 2

 
n )چرا؟( n m

i m i i
f (i) f (i) f (i)

= + = =
∑ = ∑ − ∑

1 1 1
نکته : ملاحظه کنید که 

تمرین در کلاس 

 بنویسید. 
n

i
f (i)

=
∑

1
  را به صورت 

i a
(b i)

= +
∑ +
12

3

1
اکنون شما عبارت 
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n داده می شود 

i
S i n

=
= ∑ = + + + +

1
1 2 3 

محاسبه مجموع ها: وقتی یک مجموع مانند 
که درگیر تعداد زیادی جمله می باشد، داشتن فرمولی که مقدار این مجموع را به شکلی بسته نشان دهد 

بسیار ضروری می باشد. 
منظورمان از شکل بسته چنین فرمولی آن است که از شکل بسط آن )شامل سه نقطه( استفاده 

n می باشد. 

i

n(n )S i
=

+= ∑ =
1

1

2
نشده باشد. برای مجموع بالا فرمول به صورت 

دانش آموزان، در این مورد خاص، مشکلی ندارند. می توانید به شکل زیر عمل کنید. 
S = 1 + 2 + 3 + ... + )n - 1( + n  
S = n + )n - 1( + )n - 2( + ... + 2 + 1  

ایم. دو  به صورت عقب گرد نوشته  بار  به جلو هریک  به صورت معمولی  بار  پس جمع را یک 
ردیف را همچنان که زیر هم نوشته شده اند با هم جمع می کنیم: 

2S = )n + 1( + )n + 1( + )n + 1( + ... + )n + 1( + )n + 1( = n)n + 1(  
فرمول S فوق الاشاره با تقسیم طرفین تساوی اخیری بر 2 به دست می آید. 

امّا همیشه محاسبه یک مجموع و یافتن فرمولی برای آن به این آسانی نخواهد بود. این مسأله 
یکی از مسأله های چالش برانگیز در مباحث ریاضیات است. لیکن چنین فرمول هایی که در بخش بعدی 

بدان نیاز داریم، فرمول هایی سرراست و ساده بوده که در قضیه بعدی گردآوری شده اند. 

قضیه   ١   : فرمول های جمع بندی 
n

i n
n

=
∑ = + + + + =

1
1 1 1 1 1

 الف(  
n

i

n(n )i n
=

+∑ = + + + + =
1

1
1 2 3

2
 ب(  

n

i

n(n ) ( n )i n
=

+ +∑ = + + + + =2 2 2 2 2

0

1 2 1
1 2 3

6
 ج(  

nn
i n

i

rr r r r r , (r )
r

− −

=

−∑ = + + + + + = ≠
−

1 2 3 1

1

1
1 1

1
 د(  

� برهان :
 الف( بدیهی است حاصل جمع n بار عدد 1 برابر n است. یک راه حل برای )ب( قبلاً ارایه 

گردید. برای اثبات )ج( n بار اتحاد زیر را 
)k + 1(3 - k3 = 3k2 + 3k + 1  
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به ازای هر k که k ≤ n ≥ 1 نوشته و جمع می کنیم. 
 

با استفاده از )ب( 

  

 
 از تساوی اخیر به دست می آید.

n

i
i

=
∑ 2

1
در نتیجه به آسانی 

n

i

n(n )i (n ) n
=

+∑ = + − − −2 3

1

3 1
3 1 1

2   
n(n )n n n += + + −3 3 3 1

3 2
2  

n

i

n(n n ) n(n ) n(n )( n )i
=

+ + + + +∑ = − =
2

2

1

3 2 1 1 2 1

3 2 6  
د( همان مجموع جملات یک دنبالـه هندسی بـا قـدرنسبـت r می باشد که از قبل با آن آشنایی 

دارید. 

در برهان قسمت ج، قسمت های سمت چپ n تساوی را باهم جمع کردیم و هر 
جمله اول یک تساوی با جمله دوم تساوی بعدی حذف گردید )به دلیل قرینه بودن( و 
از همه جملات، فقط جمله اول تساوی n ام )آخر( و جمله دوم تساوی اول باقی ماندند 
که همان عبارت n + 1(3 - 13( سمت چپ، حاصل جمع  تساوی ظاهر گردید. در واقع 
 )k + 1(3 - k3 می توانستیم از نماد سیگما استفاده کنیم: هر عبارت در سمت چپ به شکل کلی
n است. اما حاصل 

k
((k ) k )

=
∑ + −3 3

1
1 است که در آن k ≤ n ≥ 1. پس جمع آن به شکل 

آن، با حذف جملات قرینه، برابر n + 1(3 - 13( شد. بنابراین: 
n

k
((k ) k ) (n )

=
∑ + − = + −3 3 3 3

1
1 1 1

 
)1(

یت
عال

ف

n

i

k

k

k

k n n (n ) (n ) (n )

k n (n ) n n n

n(n )(n ) ( i ) n
=

= − = × + × +

= − = × + × +

= − = × + × +

= − − − = − + − +

= + − = + +

++ − = ∑ + +

3 3 2

2 3 2

3 3 2

3 3 2

3 3 2

3 2

1

1 2 1 3 1 3 1 1

2 3 2 3 2 3 2 1

3 4 3 3 3 3 3 1

1 1 3 1 3 1 1

1 3 3 1

3 1
1 1 3

2
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این یک مثال از حالت کلی جمعی است که جمع تلسکوپی نامیده می شود. 
فرم جمع تلسکوپی به صورت کلی: 

n

i m
(f (i ) f (i)) f (n ) f (m)

=
∑ + − = + −1 1  )2(

می باشد، زیرا همه جملات آن به جز اولی و آخری حذف می شوند. قاعده جمع 
تلسکوپی را برخی قاعده ادغام نیز می نامند. 

 m ابتدا تساوی )1( را به استقراء ثابت کنید. سپس )2( را به استقراء ابتدا از
ثابت کنید. 

n

k m
( k k )

= +
∑ − +2

1
6 4 3 �  مثال : محاسبه کنید: 

1≤  m  ≤  n که در آن

حل : از قواعد جمع بندی و فرمول های قضیه قبل استفاده می کنیم:
n n n n

k k k k
( k k ) k k

= = = =
∑ − + = ∑ − ∑ + ∑2 2

1 1 1 1
6 4 3 6 4 3 1  

            
n(n )( n ) n(n ) n+ + += − +1 2 1 1

6 4 3
6 2

                          

n n n= + +3 22 2                                                                
n n m

k m k k
( k k ) ( k k ) ( k k )

= + = =
∑ − + = ∑ − + − ∑ − +2 2 2

1 1 1
6 4 3 6 4 3 6 4 3 بنابراین 

n n n m m m= + + − − −3 2 3 22 2 2 2                            

به دست می دهد.  را  از جمع ها  برخی  فرمولی  بسته  میپل )Maple ( شکل  برنامه ریزی   : نکته 
برای مثال:

Sum(i ,i n);factor(%);
∧

> =4 100  

(n ) (n ) (n ) n= + − + + + − −5 4 31 1 1 1 1
1 1 1

5 2 3 30 30
 

n(n )( n )( n n )= + + + −21
1 2 1 3 3 1

30
 

یت
عال

ف
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در تمرین های 8  ــ1 جمع را بسط دهید:

 ــ1
i

i
=
∑
4

3

1
 ــ2  

j

j
j=

∑
+

3100

1 1
n ــ3 

j
j

=
∑

1
3

 ــ٤
in

i

( )
i

−

=

−∑
+

1

1

1

1
 ـ5    ـ

in

i

( )
(i )=

−∑
+ 23

2

2
 ـ6   ـ

n

j

j
n=

∑
2

31

k ــ7

n

nsin
k=

π∑
1 3

 ـ 8    ـ
kn

k

e
nk

−

=
∑

2
 

به فرد  منحصر  جواب  که  می شویم  نِماد     ∑     بنویسید.)متذکر  از  استفاده  با  را  زیر  جمع های 
نمی باشد(

 ـ9 9+8+7+6+5  ـ  ـ10       )200 بار( 2+ ... +2+2+2+2 ـ
992-...+52-٤2+32-22  ــ11  ـ12   ٤x3+ ... +100x99+2x+3x2+1 ـ
x+x2+x3+...+  xn+1  ــ13  ـ1٤                                        x+x2-x3+...+x2n-1 ـ

)n ــ15  )
n

−−− + − + +
1

2

1 1 1 1
1

4 9 16


+ ــ 16  + + + +1 2 3 4

2 4 8 16
      

٤ـ2ـ مساحت به عنوان حد مجموع
به مطالعه و بررسی مشتق  بر یک منحنی خاص  تعریف حد، مماس  از  با استفاده  در فصل 3 
پرداختیم. در اینجا نیز بیشتر دوست داشتیم تا با استفاده از تعریفی از مساحت یک ناحیه در صفحه به 

مطالعه انتگرال بپردازیم. امّا ارائه تعریفی از مساحت بسیار مشکل تر از تعریفی برای مماس است.
بنابراین فرض می کنیم که منظورمان از مساحت به گونه ای ملموس بر ما معلوم بوده و از این رو 

برخی از ویژگی های آن را یادآوری می شویم.
الف( مساحت یک ناحیه در صفحه عددی حقیقی و نامنفی برحسب واحدهای سطح )مربع ها( 

می باشد.
ب( مساحت یک مستطیل با عرض w و ارتفاع h برابر A=wh است.

ج( مساحت ناحیه های صفحه ای که برابر باشند یکی است.
د( هرگاه ناحیه S درون ناحیه R باشد، مساحت S کمتر از مساحت R است.

مسا ئل
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مجموع  برابر   R مساحت  باشد،  مجزا  ناحیه های  از  متناهی  اجتماعی   R ناحیه  هرگاه  هـ( 
مساحت های این ناحیه های مجزا است.

با استفاده از این ویژگی های شهودی مساحت می توانیم مساحت خیلی از اشکال هندسی را 
بررسی و یا محاسبه کنیم. شما در شکل های زیر می توانید بگویید که نتیجه حاصله که درزیر هر شکل 

نوشته شده است بر طبق کدام یک از ویژگی های )الف( ــ )هـ( می باشد. 
D C

A Bw

h

D C

A Bw

h

D C

A Bw

h

D C

A Bw

h

D′ C′

شکل ٤ــ3ــ ویژگی مساحت ها

D C

A Bw

h

D C

A Bw

h

D C

A Bw

h

D C

A Bw

h

D′ C′

ABC مساحت مثلث = 1
2

 wh ABC′D′ مساحت = w.hمساحت S > مساحت RABCD مساحت = w.h

مجموع مساحت مثلث ها مساوی مساحت چندضلعی

امّا فراتر از چند ضلعی ها نمی توان رفت، مگر آنکه از مفهوم حد کمک بگیریم. شما با مفهوم 
حد در سال قبل و همچنین در فصل 1 این کتاب به خوبی آشنا شده اید. هرگاه یک مساحت دارای 
با استفاده از مساحت  مرزی منحنی وار بوده باشد، محاسبه ساده آن فقط می تواند به صورت تقریبی 

مثلث ها و مستطیل ها به دست آید؛ محاسبه دقیق این گونه مساحت ها محتاج محاسبه یک حد است.
روش مستطیل بـرای مـحاسبه مساحت: در این بخش قصدمان این است که نشان دهیم 
چگونه می توان مساحت یک ناحیه مانند R را که تحت نمودار تابع پیوسته و نامنفی )y=f  )x و محدود 

به دو خط قائم x=b . x=a است به دست آوریم.
نقاط  با استفاده از  بازه جزء  به n زیر  بازه ]a .b[ را  به طرز زیر عمل می کنیم.  این کار  برای 

افرازی
a  =  x0 <  x1 <  x2  <  ...  <  xn-1 <  xn  =  b  

] را به xi∆ نشان می دهیم:  ]i ix , x−1 )n+1( نقطه تقسیم می کنیم، طول بازه iام 
∆xi  =  xi  -  xi  -1     .    )i=1 . 2. 3. ... n(  

Rs
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] مستطیلی با عرض xi∆ و ارتفاع )f )xi می سازیم. پس مساحت  ]i ix , x−1 بر روی هر بازه جز 

این مستطیل برابر f  ) xi  (  ∆xi می باشد. مجموع این مساحت ها را تشکیل می دهیم.

Sn  = f  )x1( ∆x1 + f  )x2( ∆x2  +  ... +  f  ) xn  (  ∆xn  
n

i i
i

f (x ) x
=

= ∑ ∆
1

                                                                                              

x∆ 1

x1 x2 x3

x∆ 2 x∆ i x∆ nx∆ 3

a x= 0 nb x=ix −1 nx −1ix

شکل ٤ــ٤ــ حاصل جمع مساحت مستطیل ها برابر                       است.  

واضح است که Sn تقریبی از مساحت ناحیه R است و با افزایش n این تقریب به مقدار واقعی 
مساحت R نزدیک تر می شود، مشروط بر آنکه نقاط x0  =  a  <  x1 <  x2  <  ...   <  xn  =  b را چنان انتخاب 

کنیم که عرض xi∆ ها نیز به صفر میل کند.
کوچک تر  بازه  دو  به  بازه جزء،  یک  تقسیم  که  می کنیم  ملاحظه  بعدی،  در شکل  مثال،  برای 
خطای این تقریب را، با کاهش قسمتی از مساحت تحت نمودار که مشمول در مستطیل ها شده است، 

کاهش می دهد )شکل ٤ــ5(.

در شکل ٤ــ٤ مستطیل های مربوطه را یک تابع نزولی سایه 
زده ایم، اگر تابع مان صعودی می بود، نوک بالایی این مستطیل ها در 

بالای نمودار تابع قرار می گرفت.
در حالی که در شکل نشان داده شده )تابع نزولی( این نوک ها 

در زیر نمودار قرار دارد.

a b0 x

y
y f (x)=

a b0 x

y
y f (x)=

 شکل ٤ــ5ــ استفاده از مستطیل های بیشتر خطای محاسبه را کوچکتر می کند. 

n

i i
i

f (x ) x
=

= ∑ ∆
1

New errorOld error
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بنابراین برای یافتن مساحت R معقول آن است که حد دنباله Sn را وقتی ∞→  n به دست آوریم 
)با این شرط که طول بزرگترین xi∆ ها نیز به صفر میل کند(.

nn مساحت
R lim S

→∞
=

نکته مهم: برای آنکه، درحد گیری xi∆ ها همگی به صفر میل کنند، اغلب اوقات مناسب تر آن 
است که طول همه بازه های جز مساوی اختیار شوند. در این صورت داریم:

i
b ax x
n
−∆ = = ∆      ,

     
i

ix a i x a (b a)
n

= + ∆ = + −  

که در آن، چون همه xi∆ ها را مساوی اختیار کرده ایم و طول مشترک را به x∆ نشان داده ایم.
مساوی، به عنوان افراز منظم یاد خواهیم کرد.  از این نوع تقسیم بازه، به بازه های جزء 
معلوم است که در مورد افرازهای منظم، وقتی ∞→  x  →0 ,  n∆ و دیگر نیازی به شرط آن که طول 

بزرگترین بازه جزء به صفر میل کند، نمی باشد.
محاسبه برخی مساحت ها: در این بخش به عنوان نمونه به محاسبه تقریبی برخی مساحت ها 
با استفاده از روش فوق می پردازیم. ابتدا با ناحیه ای شروع می کنیم که مساحت آن را از قبل می دانیم و 

از این راه بیشتر قانع می شویم که روش توصیف شده مان مقدار دقیق را به دست می دهد.

�  مثال : مساحت ناحیه ای را بیابید که تحت خط مستقیم به معادله y  =  x+1 بوده و محدود به 
خطوط  x=2  ,    x=0 می باشد.

حل : ناحیه مورد نظر در شکل زیر هاشور زده شده است. این ناحیه یک ذوزنقه است. به علاوه 
می دانیم که مساحت این ناحیه ٤ واحد سطح است )چرا؟(. اینک مساحت این ناحیه را به عنوان حد 

مجموع مساحت مستطیل هایی که به روش فوق ساخته می شوند به روش زیر می توانید حساب کنید.
1ــ بازه ]0,2[ را به n بازه جزء با طول مساوی تقسیم کنید:

n
nx ,x ,x ,x , , x

n n n n
= = = = = =0 1 2 3

2 4 6 2
0 2

 

 i
ix
n

+ = +2
1 2ــ پس مقدار تابع f  )x(  =  x  +1 در نقطه دلخواه xi برابر است با          1

ix است. n
∆ = 2 i) دارای طولی برابر  ) i,

n n
− 

  
2 1 2 و بازه جزء i ام 

3ــ ملاحظه می کنیم که مجموع مساحت های مستطیل های نشان داده در شکل ٤ــ6 )الف( 
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برابر است با:
n

n
i

iS ( )
n n=

= ∑ +
1

2 2
1

 
n n

i i
i

n n = =

 
= ∑ + ∑ 

 1 1

2 2
1

 
n(n )( ) n

n n
+ = +  

2 2 1

2  
n

n
+= +1

2 2
 

  بنابراین مساحت A با حدگیری از این دنباله به دست می آید. 
nn n

nA lim S lim ( )
n→∞ →∞

+= = + = + =1
2 2 2 2 4 واحد سطح  

 ،x=b<0 ، x = 0 ، y = 0 و خطوط y = x2 مثال : مساحت ناحیه ای را که محدود به سهمی  �
می باشد به دست آورید. 

 ){Sn}n = 1 دنباله( Sn برابر حد مجموع های A ،بنامیم A حل : هرگاه مساحت ناحیه مورد بررسی را
 n + 1 مربوط به مساحات مستطیل های نشان داده شده در شکل ٤ــ6  )ب( می باشد. با استفاده از افراز منظمی با
)ib است. بنابراین  )

n
b می شود. پس ارتفاع مستطیل i ام برابر 2

n
نقطه افرازی، طول هریک از بازه ای جز، برابر 

بنابر قضیه )ج(

n n

n
n i

ib b b b n(n )( n )S ( ) i
n n n n= =

+ += ∑ = ∑ =
3 3

2 2
3 31 1

1 2 1

6  

شکل ٤ــ6

ناحیۀ مربوط به مثال ١

ناحیۀ مربوط به مثال ٢

)الف(

)ب( 0 x

y

0 x

y

y x= +1

n
2

n
4

n
6 n

n
2

b
n
2b

n

y x= 2

nb
n

(n i)b
n
−

0 x

y

0 x

y

y x= +1

n
2

n
4

n
6 n

n
2

b
n
2b

n

y x= 2

nb
n

(n i)b
n
−
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از این رو مساحت موردنظر با حدگیری به دست می آید: 
واحد سطح

nn n

(n )( n ) bA lim S lim b
n→∞ →∞

+ += = =
3

3
2

1 2 1

36  

تمرین در کلاس 

1ــ با استفاده از اتحاد ٤k + 1 + ٤k3 + 6k2 = k٤ - ٤)k + 1( و قاعده تلسکوپی نشان دهید 
 k

i

k(k )i ( )
=

+∑ =3 2

1

1

2
که 

 x = b < 0. x = 0. y = 0 و خطوط y = x3 2ــ مساحت ناحیه ای را که محدود به نمودار
می باشد به دست آورید.  )راهنمایی: از اتحاد به دست آمده در مسأله 1 استفاده کنید(

گرچه ممکن است به نظر باطل نما جلوه کند، امّا همه علوم دقیق )علوم محض( 
تحت تسلط ایدهٔ تقریب هستند. )برتراندراسل ــ ریاضی دان انگلیسی( 

یک پرسش اساسی
به لحاظ هندسی کاملاً مشهود است که مساحت تحت نمودار تابع f به شکل نمودار f بستگی 

دارد. نمودار هر تابع در واقع رفتار هندسی مقادیر تابع را نمایان می سازد. 
مقدار  البته  د  بع درمرحله  دارد.  بستگی  موردنظر  تابع  به  اول  مرحله  در  احت  مس مقدار  پس 
مساحت به بازه ]a .b[ که تابع در آن تعریف شده است، یعنی خطوط x = a و  x = b  که مرزهای 
بیشتر وارد جزئیات جبری مسأله  آنکه  برای  بستگی خواهد داشت.  نیز  ناحیه را می سازند  عمودی 
شویم، به مثال 2 مراجعه می کنیم. ملاحظه کردیم که مساحت ناحیه محدود به نمودار y = x2 و خطوط 

x = 0 و x = b )یعنی بازه ]b . 0[( برابر است با:
 bA =

3

3
  

پس هرگاه بخواهیم مساحت محدود به نمودار y = x2 را با پایه ]x.0[حساب کنیم، این مساحت 
xA(x) =

3

3
برابر  
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خواهد شد. حال سؤال اساسی در این جا چنین است که مدل )A)x چه رابطه ای با تابع y = x2 دارد؟ 
همین سؤال را در مورد مثال 1 نیز می توان مطرح کرد. در این جا f )x( = x + 1 و برای محاسبه 

مساحت آن بر بازه ]b , 0[ )به جای ]0,2[ در مثال( داریم: 

n
b b nbx , x , x , , x b
n n n

= = = = =0 1 2
2

0 

 

i i
ibf (x ) x
n

= + = +1 1 داریم:  
n

n
i

ib bS ( )
n n=

= ∑ +
1

1
بنابراین: 

n n

i i

b b i
n n = =

 
= ∑ + ∑ 

 1 1
1

 
b b n(n ) n
n n

+ = +  
1

2  
(n ) b b
n
+= × +

21

2  
nn n n

b nA(b) lim S lim lim b
n→∞ →∞ →∞

+= = × +
2 1

2
و با حدگیری به دست می آوریم:  

b b= +
2

2

 

به دست   x تابعی از به عنوان  بازه )a , x[ را منظور کنیم مساحت موردنظر  و هرگاه بخواهیم 
xA(x)خواهد آمد:   x= +

2

2  

a x0 x

y

y f (x)=

A(x)

شکل ٤ــ7ــ وقتی a ثابت باشد A(x) به x بستگی خواهد داشت.
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برای هریک از توابع f، مساحت )A)x محصور به نمودار f و بازه ]x . 1-[ را به دست 
آورید. سپس مشتق تابع A یعنی )A′)x را محاسبه کرده و با تابع f مقایسه کنید. 

 f )x( = 2x + 3 )ج   f )x( = x + 1 )ب   f )x( = 2 )الف
برای راهنمایی نمودار تابع f و بازه ]x . 1-[ در هر مورد در شکل زیر نشان داده شده 

است. 

یت
عال

ف

مسا ئل
در  که  را  نواحی  این درس مساحت   2 و  مثال های 1  همانند  مناسب  افرازهای  از  استفاده  با 

تمرین های 7ــ1 آمده اند محاسبه کنید: 
. x = 1 تا x = 0 از y = 0 بالای ،y = 3x 1ــ ناحیه تحت

. x = 3 تا x = 0 از y = 0 بالای ،y = 2x + 1 2ــ ناحیه تحت

. x = 3 تا x = 1 از y = 0 بالای ،y = 2x - 1 3ــ ناحیه تحت
. x =2 تا x = -1 از y = 0 بالای ،y = 3x + ٤ــ ناحیه تحت ٤

. x = 3 تا x = 1 از y = 0 بالای ،y = x2 5ــ ناحیه تحت
. x = a < 0 تا x = 0 از y = 0 بالای ،y = x2 + 1 6ــ ناحیه تحت

. x = 2 تا x = -1 از y = 0 بالای ،y = x2 + 2x + 3 7ــ ناحیه تحت
در تمرین های 11ــ 8 مساحت ها را محاسبه کنید. به خاطر داشته باشید که مساحت همواره 

عددی مثبت خواهد بود. 
 . y = 0 زیر y = x2 -1 8  ــ ناحیه بالای

xx

y

y =2

−1 xx

y

y = x +1
y = x+ 32

−1 xx

y

−1xx

y

y =2

−1 xx

y

y = x +1
y = x+ 32

−1 xx

y

−1xx

y

y =2

−1 xx

y

y = x +1
y = x+ 32

−1 xx

y

−1

شکل ٤ــ 8

)x(A یک ذوزنقه است                              )x(A یک مثلث است                              )A)x یک مستطیل است
)الف(  )ب( )ج(
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.x = تا ٤ x = 2 از y = 0 زیر ،y = 1 - x 9ــ ناحیه بالای
.y = 0 زیر ،y = x2 - 2x 10ــ ناحیه بالای

.y = 1 بالای y = ٤x - x2 + 1 11ــ ناحیه تحت
12ــ مساحت ناحیه محدود بــه y = x3 را کــه بــالای مـحــور x بــوده و بین خـطوط x = 0 و 

n استفاده کنید.( 

i

n (n )i
=

+∑ =
2 2

3

1

1

4
x = b < 0. است به دست آورید )راهنمایی از فرمول 

y را که بالای y = 0 و محدود به x = a < 0 و 
x

= 1 13ــ مساحت تحت منحنی به معادله 
x = b < a است به دست آورید. 

٤ـ٣ـ انتگرال معین 
هدفمان در این بخش تعمیم آن چیزی است که در بخش قبلی برای محاسبه مساحت ها به کار 
بردیم. با استفاده از چنین تعمیمی مفهوم انتگرال معین تابعی مانند f را که بر بازه I تعریف شده است 
به  دنباله {Sn} و حدگیری  ها و تشکیل  از روش مستطیل  با استفاده  قبلی  کنیم. دربخش  تعریف می 
محاسبه مساحت پرداختیم. در این بخش برای محاسبه مساحت از دو راه وارد می شویم: از یک 
طریق مستطیل های کوچک را طوری انتخاب می کنیم که همگی زیر نمودار f واقع شوند و در طریق 
دیگر مستطیل های کوچک را طوری می گیریم که همگی بالای نمودار f قرار گیرند. این روش به ما این 
امکان را می دهد که با تقریبات نقصانی و همچنین تقریبات اضافی به مساحت تحت نمودار نگاه کنیم. 
در سرتاسر این بخش فرض می کنیم که تابع f کراندار باشد امّا به این فرض که مقادیر f نامنفی باشند 
 ]a . b[ بر بازه f نیازی نخواهیم داشت. در واقع از ایده اولیه محاسبه مساحت عدول کرده و به تابع
عددی وابسته خواهیم کرد که انتگرال معین f بر بازه ]a . b[ نامیده خواهد شد. در این جا، گرچه هنوز 
شهود و نگرش هندسی کمک ساز خواهد بود اما استدلال و فرایند جبری نقش مهم تری را عهده دار 
خواهد بود؛ و این چاشنی تعمیم در ریاضیات است که به تجربه و جبر نقش اساسی تری می دهد تا با 

موارد مجردتر بهتر و مؤثرتر برخورد گردد. 
 {x0 . x1. x2. .... xn-1 . xn} مجموعه ای از اعداد P باشد. بنابراین ]a . b[ افرازی از بازه P فرض کنیم
است که در آن xn = b . x0 = a . xi-1 < xi. عدد n که نشانگر تعداد بازه های جزء ]xi-1. xi[ است به افراز 

P بستگی دارد. درشت ترین افراز. 
بازه ]a . b[ افرازی است که فقط شامل یک بازه جزء یعنی خود بازه ]a . b[ است. در این 
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 n برابر 1 است. هرچه تعداد نقاط افراز بیشتر باشد، افراز ظریف تر خواهد بود و عدد n  صورت عدد
 ∆xi = xi - xi-1 افزایش خواهد یافت. ضمناً یادآوری می کنیم که عدد

پس  است،  پیوسته  نیز   ]xi-1. xi[ بازه جزء  هر  بر   f تابع  باشد. چون  می  ام   i جزء  بازه  طول 
 ]xi-1. xi[ از Ui و Li ماکسیمم و مینیمم )مطلق( خود را در این بازه اختیار می کند. یعنی نقاطی مانند

f )Li( ≤ f )x( ≤ f )ui( و xi-1 ≤ x ≤ xi است که برای هر
هرگاه x( ≥ 0( f بر ]a . b[، آنگاه xi∆)Li( f و  xi∆)f )ui نشانگر مساحت مستطیل های با قاعده 
)عرض( ]xi-1. xi[ بوده که نوک مستطیل اول زیر نمودار f و نوک مستطیل دوم بالای نمودار f قرار 
دارند )شکل ٤ــ9( به عبارت دیگر هرگاه ناحیه با قاعده ]xi-1. xi[ محدود به نمودار تابع f از Ai بنامیم،  
Li(∆xi( f نمایشگر مساحت مستطیلی است که درون Ai محاط شده، در حالی که  xi∆)f )ui نمایشگر  

مساحت مستطیلی است که محیط بر Ai می باشد. به زبان جبری: 
f )Li(∆xi ≤ Ai ≤ f )ui(∆xi   )1(

هرگاه f مقادیر منفی نیز اختیار کند آنگاه  Li(∆xi( f و یا  xi∆)f )ui و یا هردوی آنها ممکن است 
 x منفی باشند، در چنین صورتی این عبارت ها نمایشگر قرینه مساحت مستطیلی هستند که زیر محور
واقع است، در هر صورت که f همواره مقادیر نامنفی اختیار کند و یا مقادیر منفی نیز بگیرد نامساوی 

)Li( ≤ f )ui( f برقراربوده و لذا همواره xi∆)f )Li(∆xi ≤ f )ui برقرار است. 
مجموع های بالا و پایین: اکنون به تعریف مجموع های بالا و پایین می پردازیم. قبل از این، 
برای ساده تر کردن نمادهایمان همواره فرض می کنیم که افراز چنان باشد که طول همه بازه های جزء 
حاصله مساوی باشند، پس هرگاه افراز P  شامل n + 1 نقطه بوده و در نتیجه n بازه جزء پدید آورد طول 

b می باشد.  a
n
− هر بازه جزء برابر 

این گونه افرازها را افرازهای منظم می نامیم. عدد طبیعی n مشخص کننده افرازی با n + 1 نقطه 
 n است. پس به جای آن که از افرازها به عنوان متغیر یاد کنیم از عدد طبیعی b a

n
− با طول بازه ای جزء 

یاد می کنیم. در سرتاسر بحث f نمایشگر یک تابع است که در طول بحث ثابت فرض می شود. 
الف( مجموع پایین که با نماد )L)f. p و یا نماد ساده تر Ln نشان داده می شود چنین تعریف 

می گردد. 
Ln = f )l1( ∆x1 + f )l2( ∆x2 + ... + f )ln( ∆xn  

n

n i i
i

L f (l ) x
=

= ∑ ∆
1 یعنی  
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1ــ L حرف اول Lower به معنی پایین و U حرف اول Upper به معنی بالا می باشد. 

xix −1 ixiLiU

y f (x)=

شکل ٤ــ 9  ــ مستطیل کوچک تر سهم li(∆xi( f و مستطیل بزرگ تر سهم xi∆)f )ui متناظر با بازه جزء [xi ,١-xi] را نشان می دهد. 

ب( مجموع بالا که با نماد )U)f. p و یا نماد ساده شده Un 1 نشان داده می شود چنین تعریف 
Un = f )u1(∆x1 + f )u2(∆x2 + ... + f )un( ∆xn  .می گردد

n

n i i
i

U f (u ) x
=

= ∑ ∆
1  

چپ(  )سمت  بالا  جمع  حاصل  یک  و  راست(  )سمت  پایین  جمع  حاصل  یک  زیر  شکل  در 
برای یک تابع نزولی نشان داده شده است. مساحت مستطیل های رنگی به صورت مثبت و مساحت 

مستطیل های با رنگ آبی هاشور زده شده به صورت منفی در مقدار انتگرال لحاظ خواهند شد. 

y f (x)=

x

xnU= n

x

y f (x)=

x0 x1 x2
l= 2

x3
l= 3

xn
l= n

l= 1

x0 x1 x2
U= 3

U= 2U= 1

nx −1

شکل ٤ــ١0ــ الف( یک مجموع پایین و ب( یک مجموع بالا را برای یک تابع نزولی نشان می دهند. ناحیه های رنگی سهم های 
مثبت و ناحیه های آبی سهم های منفی به مقدار مجموع ها می دهند. 

y f (x)=

x

xnU= n

x

y f (x)=

x0 x1 x2
l= 2

x3
l= 3

xn
l= n

l= 1

x0 x1 x2
U= 3

U= 2U= 1

nx −1

)ب( )الف( 
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f بر بازه ]1,2[ با افراز منظم P مستطیل  (x)
x

= 1 �  مثال : مجموع های پایین و بالا را برای تابع 
از 5 نقطه و 4 بازه جزءِ محاسبه کنید.

x و  =2
3
2

و  x =1
5
4

حل : چنین افرازی می بایست مشتمل بر نقاط به طول های x0=1 و 
x و x4=2 بوده باشد. )چرا؟( =3

7
4

 و 
ix

1 f بر این بازه نزولی است مینیمم و ماکزیمم آن بر بازه به ترتیب برابر  (x)
x

= 1 چون تابع 
 می باشد. سپس مجموع های پایین و بالا چنین اند:

ix −1

1

L (f ( ) f ( ) f ( ) f ( ))= + + +4
1 5 3 7

2
4 4 2 4

( ) /= + + + = ≈1 4 2 4 1 533
0 6345

4 5 3 7 2 840

U (f ( ) f ( ) f ( ) f ( ))= + + +4
1 5 3 7

1
4 4 2 4

( ) /= + + + = ≈1 4 2 4 319
1 0 7595

4 5 3 7 420

 ،n=4 ،n=2 ،n=1 بر بازه ]1,2[ به ازای f)x(=x2 مثال : مجموع های پایین و بالا را برای تابع  �
n=8 محاسبه کنید.

حل : می دانیم تابع f بر ]1,2[ صعودی است، پس بر هر بازه جزءِ آن نیز صعودی است. لذا 
.ui=xi و li = xi-1 و ]xi-1  , xi[ ام یعنی i ِبرای بازه جزء

وقتی n=1، فقط یک بازه جزءِ وجود دارد و آن هم بازه ]1,2[ است:
L1=)2-1(f)1(=1 و U1=)2-1(f  )2(=4

] خواهیم داشت. پس , ]3
2

2
] و  , ]3

1
2

برای n=2، دو بازه جزءِ 

L (f ( ) f ( )) ( ) /= + = + =2
1 3 1 9

1 1 1 625
2 2 2 4

U (f ( ) f ( )) ( ) /= + = + =2
1 3 1 9

2 4 3 125
2 2 2 4
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[ , ]5
2

3
[ , ]4 5
3 2

[ , ]4
1

3
برای n=3، سه بازه جزء داریم 

L (f ( ) f ( ) f ( )) ( ) /= + + = + + = =3
1 4 5 1 16 25 50

1 1 1 851
3 3 3 3 9 9 27

U (f ( ) f ( ) f ( ))= + +3
1 4 5

2
3 3 3

( ) /= + + = =1 16 25 77
4 2 651

3 9 9 27

با انتخاب n=4 مشابهاً مقادیر U4=2/718 و L4=1/968 را به دست می آوریم.
بالاخره با انتخاب n=8 مقادیر L8=2/148 و U8=2/534 را به دست می آوریم.

تمرین در کلاس 

در رابطه با تابع مثال L7 ،L6 ،L5 ،L3 ،2 و همچنین U7 ،U6 ،U5 ،U3 را محاسبه کنید.

در حالی که  است،  دنباله ای صعودی   }Ln{n=1 دنباله  که  آنند  نشانگر   L8 تا   L1 مقادیر   : نکته 
مقادیر U1 تا U8 نشان می دهند که دنباله Un{n=1{ دنباله ای نزولی است. البته این حدسی بیش نیست، 
امّا می توانید آن را به طریق ملموس و شهودی با استفاده از مستطیل های محاطی و محیطی برای یک 
 Ln+1، Ln نمودار دلخواه از تابعی پیوسته و به تعیین نزدیک نمایید. کافی است دو جمله متوالی مانند

را با هم مقایسه کنید.
پرسش: آیا می توانیم بگوییم که دنباله های Ln، Un به یک عدد همگرا هستند؟

کنید؛  محاسبه   ]0,α[ بازه  بر   f)x(=x2 تابع  برای  را  بالا  و  پایین  مجموع های 
مجموع هایی که متناظر افرازی منظم از این بازه متشکل از n+1 نقطه و n بازه جزء بوده 
باشند. بدین سان جملات عمومی دنباله ای }Un{، }Ln{ را محاسبه خواهید کرد. سپس 

nn را به دست آورید. چه نتیجه ای می گیرید؟
lim L
→∞

nn و 
lim U
→∞

یت
عال

ف
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این مثال ها و بررسی ها ما را به صورت بندی تعریف مهم زیر رهنمون می کند:
 A همگرا باشند، عدد A به یک عدد مانند f هرگاه دنباله های عددی مجموع های بالا و پایین تابع

b
aA f (x)dx= ∫ را انتگرال معین این تابع بر بازه ]α,b[ می نامیم و می نویسیم.                       

∫ که صورت کشیده حرف S است از حرف اول کلمه مجموع )Sum( اقتباس شده است و آن 
b را انتگرال معیّن f بر ]a,b[  و یا انتگرال 

aA f (x)dx= ∫ معادل حرف سیگما Σ یونانی است. بنابراین 
معین f از a تا b می نامیم.

باید توجه کنیم وقتی f تابعی نامنفی است تعبیر هندسی انتگرال معین مساحت تحت نمودار f و 
محدود به بازه ]a,b[ است امّا ما این شرط را نداشته ایم، بنابراین انتگرال معین، در حالت کلی عددی 

حقیقی است که می تواند مثبت، منفی و یا برابر صفر باشد.

a را  x dx∫ 2
0 �  مثال : ثابت کنید تابع f)x(=x2 بر بازه ]a<0 ،]0,a، انتگرال پذیر است و مقدار 

به دست آورید.

به دست  را  دنباله ها  این  حد  است  کافی  کردیم.  محاسبه  را   Un، Ln دنباله های  قبلاً   : حل 
آوریم.

nn n

(n )( n )a alim L lim
n→∞ →∞

− −= =
3 3

2

1 2 1

36

nn n

(n )( n )a alim U lim
n→∞ →∞

+ += =
3 3

2

1 2 1

36

a ax dx∫ =
3

2
0 3

بنابراین:              

نکته : باید توجه داشته باشیم که تعریف انتگرال به شکل فوق مستقل از مفهوم مساحت است، 
گرچه این مفهوم در آغاز از مفهوم مساحت به وجود آمده است. وقتی تابع f بر بازه ]a  ,0[ تابعی نامنفی 
باشد، یعنی نمـودار آن بـالای محور x باشد، مـقـدار انتگـرال معین برابر مساحت محدود به نمودار 
 x یعنی نمودار تابع پایین محور ،f)x(≥0 است. بـرای وقتی که همواره x=b و x=a و خطوط f تابع
b برابر قـرینه مساحت مـحدود به نمودار f و خطوط x=a و x=b می باشد. در حالت 

a f (x)dx∫ است، 
b برابر است بــا مساحت قسمتی از ناحیه R )یعنی ناحیه تحت نــمـودار و محدود 

a f (x)dx∫ کلی، 
 x که زیر محور R است منهای مساحت بخشی از x کـه بالای محور )x=b و x=a بــه خـطـوط
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است. )شکل 4ــ11(

b برابر است با R3 مساحت + R2 مساحت - R1 مساحت
a f (x)dx∫ شکل 4ــ11ــ 

تمرین در کلاس

a را که در آن a<0 ، محاسبه کنید. xdx∫0 1ــ 
b را محاسبه کنید. توجه کنید که در اینجا f)x(=1 تابع ثابت با مقدار 1 است.

a dx∫ 2ــ 
b را، که در آن f)x(=c تابع ثابت با مقدار c است، محاسبه کنید.

a cdx∫ 3ــ 

تعمیم: در تعریف انتگرال معین فرض کردیم که تابع f بر ]a,b[ پیوسته است. اکنون یک گام به 
جلو بر می داریم و فرض می کنیم که تابع f بر ]a,b[ کراندار بوده امّا لزوماً پیوسته نباشد. می دانیم که هر 
تابع پیوسته بر یک بازه بسته کراندار است امّا عکس این حکم در حالت کلی برقرار نمی باشد. قصدمان 

این است که انتگرال معین را برای توابع کراندار نیز تعریف کنیم.
فرایند تعریف را که برای توابع پیوسته به کار گرفتیم در اینجا نیز می توانیم اعمال کنیم. تنها یک 
 f .باشد ]a,b[ یک افراز P تفاوت کوچک وجود دارد که در نتیجه کار بلااثر می باشد. فرض کنیم
بر ]a,b[ کراندار است پس بر هر بازه جزء ]xi-1,xi[ نیز کراندار است. چون )مقادیر( f بر این بازه یک 
مجموعه کراندار است، پس از بالا کراندار است. پس دارای سوپریممی مانند Mi است. مشابهاً چون 

f بر این بازه کراندار است از پایین کراندار بوده و در نتیجه دارای اینفیممی مانند mi است.
mi∆xi≥f)xi(∆xi≥Mi∆xi در نتیجه .mi≥f)xi(≥Mi ،x∈ ]xi-1,xi[ واضح است که برای هر

اکنون مجموع های بالا و پایین را چنین تعریف می کنیم.
n

n i i
i

U M x
=

= ∑ ∆
1

 ، 
n

n i i
i

L m x
=

= ∑ ∆
1

x

y

0

y f (x)=

R

a b
1

R2

R3
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 ]α,b[ بر  f همگرا باشند گوییم تابع A هر دو به یک عدد مانند }Un{ و }Ln{ هرگاه دنباله های
انتگرال پذیر است و عدد A را مقدار انتگرال معین f بر این بازه می نامیم. به زبان نمادی می نویسیم.

b
a f (x)dx A∫ =

اینک این تعریف را با تعریف قبلی در باب توابع پیوسته مقایسه کنید.
وقتی تابع پیوسته است، mi به ازای نقطه ای مانند li از ]xi-1,xi[ حاصل می شود.

mi=f  )li(
Mi=f  )ui(       .به دست می آید ]xi-1,xi[ از ui به ازای Mi همچنین

و ماجرا عیناً به حالت قبل برمی گردد.
امّا تعریف اخیر کلی است و نیازی ندارد که f پیوسته فرض شود، بلکه کافی است f کراندار 

فرض گردد.
تعمیم های دیگری نیز می توان صورت بندی کرد لیکن از حوصله این درس خارج است. به مثال 

زیر توجه کنید.
�  مثال : تابع f بر بازه ]0,1[ چنین تعریف شده است.

f وجود ندارد. (x)dx∫10 ثابت کنید انتگرال معین 
حل : فرض کنیم P افرازی دلخواه از ]0,1[ با n+1 نقطه افرازی باشد.

x
n

∆ = 1 بنابراین        
هرگاه mi و Mi را به ترتیب مینیمم و ماکزیمم تابع f بر بازه  جزء iام بنامیم، چون در هر بازه اعداد 

گویا و گنگ وجود دارد،
mi=0 ، 1≥i≥n 
Mi=1 ، 1≥i≥n 

n n

n i i
i i

L m x
n= =

= ∑ ∆ = ∑ × =
1 1

1
0 0

در نتیجه:     

n n n

n i i
i i i

U M x n
n n n= = =

= ∑ ∆ = ∑ × = ∑ = × =
1 1 1

1 1 1
1 1 1

nn زیرا Ln دنباله ثابت صفر و Un دنباله ثابت 1 است. در 
lim U
→∞

=1  ، nn
lim L
→∞

=0 بنابراین 
نتیجه تابع f بر ]0,1[ انتگرال پذیر  نمی باشد.

, x Q
f (x)

, x Q
∈

=  ∉

1

0
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تمرین در کلاس
تابع f را بر بازه ]1,1-[ چنین تعریف می کنیم.

 وجود دارد و مقدار آن را به دست آورید. )نمودار تابع را رسم کنید(. f (x)dx−∫
1

1 ثابت کنید 

قضیه زیر را بدون اثبات می پذیریم.

�قضیه   ١   : هر تابع پیوسته بر یک بازه بسته، انتگرال پذیر است.
نتیجه: هرگاه f پیوسته باشد می توانیم با یکی از دنباله های }Ln{ یا }Un{ کار کنیم و با حدگیری 

مقدار انتگرال را به دست آوریم.

نکته : در حساب مقدماتی آموخته اید که نامساوی های هم جهت را می توان با هم جمع کرد؛
a1≥b1 ،a2≥b2          یعنی       هرگاه
a1+ a2 ≥ b1+b2          آنگاه              

ویژگی  این  است.  اکید  نیز  آمده  به دست  نامساوی  باشد،  اکید  فرض  نامساوی های  از  یکی  اگر  و 
نامساوی ها به آسانی قابل تعمیم است:

نامساوی ها  ویژگی  این  از   .
n n

i i
i i

a b
= =
∑ ≤ ∑

1 1
آنگاه  باشند  نامساوی   n  )1≥i≥n(  αi≥bi هرگاه 

استفاده می کنیم و یکی از خواص توابع پیوسته را در رابطه با مقدار انتگرال به آسانی به دست می آوریم؛ 
در مابقی این بخش مجدداً همه جا f را پیوسته فرض می کنیم.

�قضیه   2   : هرگاه تابع f بر بازه ]a,b[ پیوسته باشد و m و M به ترتیب مقادیر مینیمم و ماکزیمم مطلق 
b
am(b a) f (x)dx M(b a)− ≤ ∫ ≤ −          f بر این بازه باشند، آنگاه 
� برهان : فرض کنیم P افرازی منظم با n بازه جزء از بازه ]a,b[ باشد.

برای هر Li( ،  f)Ui(≥M ،i(m≥f )چرا(.
          nپس:  n

n i i
i i

b a b aL f (L ) f (L )
n n= =

− −= ∑ = ∑
1 1

           

 

n n

i i

b a b am m
n n= =

− −≥ ∑ = × ∑
1 1

1
   

 

b a m n m(b a)
n
−= × × = −

x ,x
f (x)

x ,x
≥

=  − <

0

1 0
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n

n i
i

b aU f (U )
n=

−= ∑
1

همچنین:                                      

n n

i
i i

b a b af (U ) M (b a)M
n n= =

− −= ∑ ≤ ∑ = −
1 1

bدر نتیجه، با حدگیری،
a nx

f (x)dx lim L m(b a)
→∞

∫ = ≥ −

b
a nn

f (x)dx lim U M(b a)
→∞

∫ = ≤ −

اکنون دو نامساوی را با هم می نویسیم
b
am(b a) f (x)dx M(b a)− ≤ ∫ ≤ −   )1(

آیا می توانید این نامساوی ها را در شکل 4  ــ12 تعبیر کنید؟ مستطیل های با پایه b-a و ارتفاع 
m و M را درنظر بگیرید.

b
am f (x)dx M

b a
≤ ∫ ≤

−
1 نامساوی های )1( را به صورت زیر نیز می توان نوشت      

b
af f (x)dx

b a

−
= ∫

−
1 تعریف: قرار می دهیم                                                           

f را مقدار متوسط یا میانگین تابع f بر بازه ]a,b[ می نامیم.
−

میانگین تابع f برابر ارتفاع مستطیلی با پایه b-a است که مساحت آن برابر مساحت ناحیه تحت 
f )برای f    ≤0( محدود به خطوط x=a و x=b می باشد. 

x) کران بالا و  x )dx∫ − +3 3 2
1 3 1 �  مثال : می خواهیم بدون محاسبهٔ انتگرال معیّن، برای 

کران پایینی بدست آوریم.

حل : تابع f)x( = x3 - 3x2 + 1 در بازه ]1,3[ دارای مقدار ماکسیمم مطلق 1 و مینیمم 
مطلق 3- است )چرا؟(

( ) f (x)dx ( )− − ≤ ∫ ≤ −3
13 3 1 1 3 1 پس، طبق قضیهٔ 2 داریم:                

  
و یا 

(x x )dx− ≤ ∫ − + ≤3 3 2
16 3 1 2
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تمرین در کلاس

x dx
x

≤ ∫ ≤
+

3
0

3
0

21
نشان دهید که،      

بازه  این  از   x هر  برای  یعنی  باشد،   ]-a,a[ بر  زوج  تابعی   f کنیم  فرض   1ــ 
a a

a f (x)dx f (x)dx−∫ = ∫02 )f  )-x(=f)x ثابت کنید: 
f)-x(=-f)x( از این بازه x باشد، یعنی برای هر ]-a  ,   a[ تابعی فرد بر f 2ــ فرض کنیم

ثابت کنید.
a

a f (x)dx−∫ =0                                                                                                    

یت
عال

ف

شکل )ب( تابع f زوج است.

شکل )الف( تابع f فرد است.

 )تعبیری دیگر از انتگرال معین(ــ فرض کنیم تابع f بر بازه ]α,b[ پیوسته باشد؛

     P:x0=α<x1<x2<…<xi-1<xi<…< xn=b                                      همچنین

x

y

R1

R2

a
a

−
x

y

0

R1 R2

a a−

x

y

R1

R2

a
a

−
x

y

0

R1 R2

a a−

)ب(

)الف(
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افرازی دلخواه از این بازه باشد. هرگاه ]i≥n( ci∈]xi-1,xi≤1( نقطه دلخواهی از بازه جزء iام 
باشد، ثابت کنید.                  

n
b

i i an i
lim f (c ) x f (x)dx
→∞ =

∑ ∆ = ∫
1

          

n مجموع مساحت مستطیل های رنگی منهای حاصل جمع مستطیل های با رنگ 

i i
i

f (c ) x
=
∑ ∆

1
 

خاکستری است.
از  استفاده  با  سپس  کنید.  استفاده  است  پیوسته  جزء  بازه  هر  بر   f اینکه  از  راهنمایی: 

حاصل جمع های بالا و پایین و قضیه فشردگی، تساوی فوق به آسانی به دست می آید.

. برای  b ax
n
−∆ = در تمرین های 6ــPn ،1 یک افراز منظم از بازه ]a,b[ است به طوری که 

این تمرین ها، Un، Ln را برای مقدار مفروض n به دست آورید.
.n=8 بر ]0,2[، با انتخاب f  )x(=x 1ــ

.n=4 بر ]0,4[، با انتخاب f  )x(=x2 2ــ
.n=4 بر ]2,2-[، با انتخاب f  )x(=ex 3ــ

.n=  5 بر ]1,2[، با انتخاب f  )x(=Ln )x(4ــ
5  ــ f  )x(=sinx بر ]π,0[، با انتخاب n=6. مقدار انتگرال را با مساحت توضیح دهید.

6  ــ f  )x(=cosx بر ]0,2π[، با انتخاب n=4. مقدار انتگرال را با مساحت توضیح دهید.
در تمرین های 8  ــ7 ابتدا Un، Ln را برای افراز منظم با n بازه جزء محاسبه کنید.

مسا ئل

x

y

x0

Cn

Ci

x n

x i

C2C1

a= b=

ix −1
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n از این رو انتگرال معین مربوطه را به دست آورید. nn n
lim L lim U
→∞ →∞

= سپس ثابت کنید که 
]a,b[=]0,2[ برf  )x( =1-x 7ــ
]a,b[=]0,1[ بر f)x(= x3 8  ــ

x dx−∫ −3 2
3 9 9ــ انتگرال را محاسبه کنید. 

10ــ فرض کنیم f تابعی پیوسته و صعودی اکید بر ]a,b[ و P افراز منظم با n بازه جزءِ از این 
بازه بوده باشد. ثابت کنید.

n n
(b a)(f (b) f (a))U L

n
− −− =

چون سمت راست این عبارت را می توانیم با انتخاب n به قدر کافی بزرگ از هر عدد مثبتی 
از کدام قضیه  اثباتی ساده  )این مسأله  باشد.  انتگرال پذیر   ]a,b[ بر f می بایست  تابع  کوچک تر کنیم، 

به دست می دهد؟(
11ــ دو تمرین جفت برای تمرین های 5 و 6 به شکل زیر می تواند مطرح شود:

. این مقادیر را حساب کرده و آنها را به ترتیب با اعداد به دست  cos xdxπ∫20 sin و  xdxπ∫0
آمده در 5 و 6 مقایسه کنید.

4ـ4ـ ویژگی های انتگرال معین
ریاضیدانان را عادت بر این است که وقتی مفهومی را برای موارد ملموس و فیزیکی فرمول بندی 
 b

a
f (x)dx∫ می کنند، آن را به صورتی کلی تر و در واقع در نهایت کلی آن، تعمیم دهند. ما انتگرال معین 

را با محدودیت هایی مطرح و بررسی کردیم:
ابتدا فرض کردیم f تابعی پیوسته بر بازه ]a,b[ باشد، سپس آن را به توابع کراندار تعمیم دادیم.

چون بازه ]a,b[ نقش کلیدی در تعریف انتگرال داشت )افرازها چنین نقشی داشتند( پس a<b؛ 
و این یک فرض الزام آور به حساب آمده است!

سخن از وقتی که f ناپیوسته باشد و یا آنکه f  بر ]a,b[ بی کران باشد خارج از برنامه این درس 
است.

امّا برای وقتی که a=b و یا a<b، به آسانی می توانیم مفهوم انتگرال معین را تعمیم دهیم.
a
a f (x)dx∫ =0 )الف( قرار می دهیم     
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در واقع در چنین صورتی هر افراز از بازه ]a,b[ فقط شامل یک نقطه است و لذا طول بر بازه 
Σ ظاهر می شدند، پس تعریف فوق که حالت خاص از  جزء xi=0∆ است. xiها به شکل ضریب در 

انتگرال معین است، طبیعی می نماید.
b a
a bf (x)dx f (x)dx∫ = − ∫ ب( هرگاه a<b، تعریف می کنیم.   

� قضیه   3  )خواص خطی انتگرال( : فرض کنیم f و g توابعی انتگرال پذیر ]a,b[ و c1 و c2 دو 
عدد ثابت باشند. در این صورت تابع c1f+c2g نیز بر ]a,b[ انتگرال پذیر است؛ به علاوه 

b b b
a a a(c f (x) c g(x))dx c f (x)dx c g(x)dx∫ + = ∫ + ∫1 2 1 2                         )1(

عبارت c1f+c2g را اصطلاحاً یک ترکیب خطی از g و f می نامیم.
رابطه )1( را با رابطه مشابه در خصوص سیگماها مقایسه کنید.

n n n

i i i i
i i i

(c a c b ) c a c b
= = =
∑ + = ∑ + ∑1 2 1 2

1 1 1                        
  )2(

اثبات )1( نیز اساساً براساس مفهوم انتگرال و خواص مشابه برای Σ انجام می شود.

(x x )dx x dx x dx∫ + = ∫ + ∫1 3 2 1 3 1 2
0 0 04 4 �  مثال :                                                    

= + =1 4 19

4 3 12

. x∫ =1 2
0

1
3

 ، x∫ =1 3
0

1
4

زیرا قبلاً ملاحظه کرده ایم که 

 α≥x≥b توابعی انتگرال پذیر و برای هر g،f قضیه   4   : فرض کنیم �
f)x(≥g)x(
b b
a af (x)dx g(x)dx∫ ≤ ∫ در این صورت                                                                  

انتگرال ها  اثبات می گردد، قضیهٔ مقدار میانگین در  به کمک قضیه مقدار میانی  قضیه زیر که 
نامیده می شود. 

نقطه ای  باشد،  پیوسته  تابعی   ]a,b[ بر  f انتگرال ها( هرگاه  میانگین در  � قضیه   5   : )قضیه مقدار 
مانند c از این بازه هست به قسمی که 

b
a f (x)dx (b a)f (c)∫ = −
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b
am f (x)dx M

b a
≤ ∫ ≤

−
1 �  برهان : می دانیم:                                                         

که در آن M و m به ترتیب ماکزیمم و مینیمم مطلق تابع f بر ]a,b[ هستند.
)قضیه 2( چون f پیوسته است،  بنابرقضیه مقدار میانی فصل 2، هر مقدار بین ماکزیمم و مینیمم 

  b
a f (x)dx f (c)

b a
∫ =

−
1 خود را در نقطه ای مانند ]c∈]a,b می گیرد، یعنی:                          

و یا
b
a f (x)dx (b a)f (c)∫ = −  

 ـ 5  ـ قضیه اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال 4
 Fʹ)x(=f)x( چنان باشد که ]a,b[ بر بازه F همچنان که در فصل 3 خوانده ایم، هرگاه تابع مشتق پذیر
F ، را یک پادمشتق و یا یک تابع اولیه تابع f می نامیم. در این بخش سعی مان این است تا ارتباطی 
سازیم.  برقرار  پادمشتق  مفهوم  و  گردید،  تعریف  پیشین  بخش  در  که  معین،  انتگرال  مفهوم  دو  بین 
چنان که قبلاً نیز گفته ایم، خواهیم دید که این ارتباط به نحوی چشمگیر محاسبه بسیاری از انتگرال های 
معین را میسر می سازد. این ارتباط که در واقع ارتباطی بین مفهوم های مشتق و انتگرال معین برقرار 
می کند، به طرزی شایسته به عنوان قضیه اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال نامگذاری شده است.

� قضیه   6   : )قضیه اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال( فرض کنیم تابع f بر بازه I که شامل نقطه 
a است پیوسته باشد، در این صورت احکام ذیل برقرارند.

x
aF(x) f (t)dt= ∫ الف( هرگاه تابع F را بر I با ضابطه:                                               

می باشد؛                 f اولیه  تابع  یک   F یعنی   ،Fʹ)x(=f)x( و  است  F مشتق پذیر  تابع  آنگاه  کنیم  تعریف 

x
a

d ( f (t)dt) f (x)
dx

∫ = به عبارت دیگر:                                                                                  

x

y

M

f(c)

m

0 a L c U b

y f (x)=

b-a و قاعده f(c) شکل 4  ــ12 ــ مقدار انتگرال برابر مساحت مستطیلی به ارتفاع
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اگر I در یک طرف یا دو طرف بسته باشد، در هر نقطهٔ انتهایی مشمول بازه، مشتق یک طرفه 
)مشتق راست، مشتق چپ( منظور می شود.

ب( هرگاه G تابع اوّلیه دیگری برای f باشد، به طوری که )Gʹ)x(=f)x، آنگاه برای هر دو نقطه از 
b
a f (x)dx G(b) G(a)∫ = −                                                             ،)a<b( ،b و a مانند I

�  برهان : با استفاده از تعریف مشتق، مشتق F را محاسبه می کنیم:

h

F(x h) F(x)F (x) lim
h→

+ −′ =
0

x h x
a ah

lim ( f (t)dt f (t)dt)
h

+
→

= ∫ − ∫
0

1

x h
xh

lim f (t)dt
h

+
→

= ∫
0

1 بنا بر قضیه 3                                                              

          h
lim h.f (c)

h→
=

0

1

که در آن )h(c=c به h بستگی داشته امّا بین x و x+h می باشد )قضیه 5( بنابراین:

c x
F (x) lim f (c)

→
′ =

          =f)x(
زیرا وقتی c→x ،h→0 و f پیوسته می باشد.

از  است.  ثابتی  مقدار   C آن  در  که   x∈I هر  برای   F)x(=G)x(+C  ،Gʹ)x(=f)x( چون  ب( 
x
a f (t)dt F(x) G(x) C∫ = = +         این رو                     
0=G)a( + C                                                                پس ،x=a اکنون فرض کنیم

یعنی )C=-G)a. بار دیگر، فرض می کنیم x=b؛ به دست می آوریم.
b
a f (t)dt G(b) C G(b) G(a)∫ = + = −

البته می توانیم t را با x )و یا با هر متغیر دلخواه دیگری( در سمت چپ تساوی فوق تعویض 
کنیم.

نکته : هر دو قسمت قضیه اساسی را باید به خوبی به خاطر داشت. قسمت الف به شما می گوید 
که چگونه می توان از یک انتگرال نسبت به حد بالایی آن مشتق گیری کرد. قسمت )ب( راه محاسبه 
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یک انتگرال معین را به دست می دهد مشروط بر  آنکه بتوان یک تابع اولیه برای تابع تحت انتگرال گیری 
پیدا کرد.

نماد محاسباتی: برای آنکه محاسبه انتگرال های معین را با استفاده از قضیه اساسی تسهیل 
b
aF(x) | F(b) F(a)= − کنیم نِماد محاسباتی زیر را معرفی می کنیم.                                      

b b
a af (x)dx ( f (x)dx) |∫ = ∫ f نشان دهیم.         (x)dx∫ بنابراین اگر )F)x را با نِماد 

انتگرال نامعین یا اختصاراً انتگرال f نیز می نامیم. هر تابع اولیه را که برای  f را  (x)dx∫

محاسبه انتگرال معین به کار گیریم تأثیری در مقدار انتگرال معین نخواهد داشت زیرا مقدار ثابت در 
محاسبه حذف خواهد شد.

زیرا فرض کنیم به جای )x(F از C+)G)x(=F)x استفاده کنیم:
b
a(F(x) C) | F(b) C (F(a) C) F(b) F(a)+ = + − + = −

b
aF(x) |=

پس از هر تابع اولیه برای محاسبه انتگرال معین می توان استفاده کرد.
به چند مثال ذیل توجه کنید. آیا قبل از آنکه حل آنها را ملاحظه کنید می توانید خودتان به حل 

آنها بپردازید، کوشش کنید!

�  مثال : انتگرال های معین زیر را محاسبه کنید.
(x x )dx−∫ − +2 2

1 3 2 ب(    a x dx∫ 2
0 الف( 

حل :       
a ax dx x | a∫ = = −2 3 3 3
0 0

1 1 1
0

3 3 3
  )الف(                                                              

a=
3

3
d x( ) x
dx

= =
3

2

3                  
زیرا 

(x x )dx ( x x x) |− −∫ − + = − +2 2 3 2 2
1 1

1 3
3 2 2

3 2                                            
)ب(

( ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ))= − + − − − + −1 3 1 3
8 4 4 1 1 2

3 2 3 2

= 9
2
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�  مثال : مساحت ناحیه ای از صفحه را که تحت نمودار تابع y=3x-x2 بوده و در نقاط تقاطع با 
محور  xها به این محور محدود می باشد محاسبه کنید.

حل : ابتدا لازم است نقاط تقاطع منحنی نمودار تابع را با محور xها مشخص کنیم
0=3x-x2=x)3-x(

ریشه های این معادله x=0 و x=3 می باشند )شکل فوق(. پس مساحت ناحیه مورد تقاضا برابر 

A ( x x )dx ( x x ) |= ∫ − = −3 2 2 3 3
0 0

3 1
3

2 3
است با:                                                           

( )= − − −27 27
0 0

2 3     

= =27 9
6 2                

  واحد سطح

تمرین در کلاس 

الف( مساحت یک طاق تحت y=sinx را محاسبه کنید. )شکل زیر(
ب( در شکل )ب( مساحت ناحیه A را با استفاده از انتگرال به دست آورید.

y=sinx شکل )ب(الف( یک طاق تحت نمودار تابع

آیا حدس می زدید که مساحت یک طاق برابر 2 واحد سطح باشد؟

x

y

A

0 3

y x x= − 23

x

y

0x

y

A

0 πππ 2

y sin x= y sin x=

x

y

0x

y

A

0 πππ 2

y sin x= y sin x=
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معین یک عدد است، مساحت یک کمیت هندسی است  انتگرال  دارید که در حالی که  توجه 
 y و x که به طور ضمنی با واحدهای اندازه گیری مربوط می شود، هرگاه واحدهای اندازه محورهای
برحسب متر باشد، واحد سطح مساحت مربوطه بر حسب متر مربع خواهد بود. در صورتی که واحد 
محورهای x و y مشخص نباشد، اندازه مساحت ناحیه را می بایست به صورت واحد سطح بیان کرد.

به دست  می باشد   y
x

=
+2

5

1
نمودار  تحت  و   y=1 خط  بالای  که  را   R ناحیه  مساحت  ج( 

آورید. )شکل زیر(
راهنمایی: ناحیه R مورد بحث در شکل زیر هاشور زده شده است. برای آنکه نقاط تقاطع 

x
=

+2

5
1

1
y را بیابیم باید معادله زیر را حل کنیم.   

x
=

+2

5

1
y=1 و 

پس x2+1=5 و یا x2=4، در نتیجه طول نقاط تقاطع  x=±2 می باشد.
مساحت ناحیه R برابر است با مساحت زیر نمودار تابع

شکل ناحیه مورد محاسبه و به صورت رنگی مشخص شده است.

y و محدود به محور xها و خطوط به معادله های x=-2  و x=2 منهای مساحت 
x

=
+2

5

1
مستطیل به طول 4 و عرض 1. اکنون معادله مساحت را برحسب انتگرال نوشته و به محاسبه آن  بپردازید.
هرگاه جواب 2(-4(A=10tan-1 )واحد سطح( را به دست آورده باشید، کاملاً موفق شده اید.

و  گرفته  را صفر  پایین  می توانید حد  )تابع زوج(  تابع  تقارن  از  استفاده  با  که  دارید  توجه  نکته: 
ضریب   2 را در انتگرال لحاظ کنید؛ قطعاً کار با صفر در محاسبه انتگرال معین ساده تر است از کار با 2-

] به دست آورید. , ]π− 0
2

�  مثال : مقدار میانگین تابع f)x(=e-x+cosx را بر بازه 

x

y

0−2 2

y
x

=
+2

5

1

y =1
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بعضی انتگرال های مقدماتی: چنانچه ملاحظه کرده ایم انتگرال معین را به ساده ترین شکل 
ممکن می توان محاسبه کرد مشروط بر آنکه بتوانیم تابع اوّلیه )انتگرال نامعین( تابع تحت علامت انتگرال 
را محاسبه کنیم. در آنالیز مقدماتی روش هایی برای محاسبه انتگرال ها ارائه می گردد. معهذا باید اذعان 
ناشی  آنجا  از  امر  این  نمی باشد،  آسانی  برخلاف مشتق گیری، همیشه کار  انتگرال گیری  کرد که عمل 
می شود که می توان به آسانی توابعی عرضه کرد که برای آنها نتوان تابع اوّلیه ای پیدا کرد. برای مثال 

Fʹ)x(=f)x( پیدا کرد به قسمی که F نام ببریم که نمی توان تابعی مانند  xf (x) e=
2 می توانیم از تابع 

در اینجا برای تسهیل بیشتر کار، تابع اوّلیه برخی از توابع را عرضه می کنیم. از این به بعد از 
تابع اوّلیه به عنوان انتگرال نامعین یا به طور خلاصه انتگرال نام برده و از علامت انتگرال )S کشیده( ولی 

بدون حدود بالا و پایین برای انتگرال استفاده می کنیم و با فرض اینکه C عدد ثابتی است داریم:

 ــ1 dx x c∫ = +1    ــ2                               xdx x c∫ = +21
2

 

 ــ3 x dx x c∫ = +2 31
3

   ــ4                dx c
xx

∫ = − +
2

1 1  

 ـ 5  ـ xdx x c∫ = +
3
2

2
3

   ـ 6                 ـ r rx dx x c
r

+∫ = +
+

11
1

 ، r≠ 1ــ

ــ7 dx Ln | x | c
x

∫ = +1    ـ  8                 ـ sin axdx cosax c
a

∫ = − +1

 ــ9 cosaxdx sin ax c
a

∫ = +1    ــ10 tan axdx Ln | cosax | c
a
−∫ = +1

 ــ11 cot axdx Ln | sin ax | c
a

∫ = +1    ــ12 ax axe dx e c
a

∫ = +1

تمرین در کلاس

 اکنون با استفاده از خواص خطی انتگرال و جدول انتگرال فوق بسیاری از انتگرال ها 
و    x(x x e )dx∫ − + −5 33 3 انتگرال های  نمونه  برای  کنید.  محاسبه  می توانید  را 

 را محاسبه کنید. (sin x cos x)dx∫ −3 2
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دوم  طرف  از  مشتق گیری  با  انتگرال ها  جدول  در  را  فوق  تساوی های  درستی 
محقق سازید. یت

عال
ف

1ــ پرسش های مفهومی
f را توضیح دهید. (x)dx∫ الف( معنی انتگرال نامعین 

ب( کدام یک از گزینه های زیر درست و کدام نادرست است؟
ب( 1ــ انتگرال نامعین یک عدد و انتگرال معین یک تابع است.
ب( 2ــ انتگرال نامعین یک تابع و انتگرال معین یک عدد است.

ب( 3ــ انتگرال معین و انتگرال نامعین فرقی با هم ندارند و تفاوت آنها فقط در یک عدد ثابت 
است.

ب( 4ــ برای محاسبه انتگرال معین، در بیشتر موارد، از انتگرال نامعین استفاده می کنیم. مجوز 
این کار در قضیه … آمده است.

ج( فرض کنیم f تابعی انتگرال پذیر بر بازه ]a,b[ باشد، میانگین آن، یعنی 

b
af f (x)dx

b a

−
= ∫

−
1

را تفسیر هندسی کنید.
د( فرض کنیم تابع f بر بازه ]a,b[ تعریف شده و جزء در تعداد متناهی نقطه از این بازه در سایر 
نقاط آن پیوسته باشد. چنین تابعی را یک تابع قطعه ای پیوسته می نامند. )حد چپ و راست تابع f در 
نقاط ناپیوستگی موجود باشد( آیا f بر ]a,b[ انتگرال ناپذیر است؟ در صورتی که جوابتان مثبت است، 

مقدار انتگرال f را توضیح دهید.
2ــ انتگرال های معین زیر را محاسبه کنید.

(sin x tan x)dx
π

∫ +3
0 2 ب(     x xdx∫4 3

0 الف( 
| x | [ x]dx∫ −1

0 3 1 3 ت(     | x | dx∫ −2
0 1 پ( 

مسا ئل
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3ــ انتگرال های زیر را محاسبه کنید.

x x dx
x

+ +∫
2

2

1

2
ب(    sin x cos xdx∫ 4 2 الف( 

x

x
e dx

e
+∫

21 ت(    ( x ) xdx∫ − +21 4 پ( 

cos را بر بازه ]π,0[ حساب کنید. xf (x) += 1
2

4ــ مقدار میانگین تابع f با ضابطه 
5  ــ انتگرال های زیر را محاسبه کنید.

x dx
x
+∫

2 1 ب(     (x ) dx
x
+∫

32 الف( 

6  ــ با مشتق گیری از طرف دوم تساوی های زیر درستی آنها را محقق کنید.

 xdx sin c a
aa x

−∫ = + >
−

1

2 2

1
0 الف( 

xdx tan c a
a aa x

−∫ = + >
+

1
2 2

1 1
ب( 0

cos و محورxها و خطوط x=0 و  xf (x)
cos x

−=
+

2 2

1 2
7   ــ مساحت سطح محصور بین منحنی 

x را حساب کنید. π=
4

8   ــ مساحت سطح محصور بین منحنی های y2=4x و x2=4y   را حساب کنید.

 x=k<3 و x=3 و y=x و خطوط xf (x)
x

−=
3

2

4 9ــ مساحت سطح محصور بین منحنی تابع 
را برحسب k حساب کرده و سپس حد این مساحت را وقتی ∞+ →k به دست آورید.

sin را به دست آورید. )از نمودار y=sin-1x در بازه ]0,1[ و نمودار  (x)dx−∫
1 1
0

10ــ حاصل 

] کمک بگیرید( , ]π
0

2
y=sinx در بازه 



حساب دیفرانسیل و انتگرال 250

خواندنی

عبارت های  و  انتگرال گیری  بازه  افراز  معین  انتگرال  تعریف  در  که  کردیم  ملاحظه 
i و یا Mi∆xi نقش اساسی داشتند. وقتی تعداد نقاط افراز زیاد و زیادتر می شود  im x∫ ∆

. بنابراین هر یک از mi یا Mi را  i
b ax

n
−∆ = xi∆ کوچک و کوچک تر می گردد زیرا 

 
n

i i
i

m . x
=
∑ ∆

1
می توان با عرض هر نقطه در بازه جزء ]xi-1,xi[ مانند li تقریب کرد. در نتیجه مثلاً 

 ،∆xi →0 به ∞ میل می کند n در خواهد آمد. از طرف دیگر وقتی 
n

i i
i

f (l ). x
=
∑ ∆

1
به صورت 

b میل می کند. شامل تعداد بسیار زیاد 
a f (x)dx∫ پس سیگمای مورد بحث ما که در حد به 

جمله به صورت li( ∆xi(f است که در آنها xi∆ فوق العاده کوچک اند )زیرا حد آنها صفر است(. 
اما عرض ها یعنی )li(fها محدودند پس xi∆ )f)li  نیز فوق العاده کوچک اند. ریاضیدانانی که در 

آغاز انتگرال را کشف کردند. بدان، بدین گونه می نگریستند:
مجموعی با بی نهایت جمله از جملات بی نهایت کوچک: در واقع نیوتن و 
لایبنیتز که هر دو واضعان حساب مشتقات و حساب انتگرال )حسابان( به شمار می روند، 

این حساب را با حساب بی نهایت کوچک ها و عبارت هایی از این دست سامان دادند.
به دلیل مشکلات و نابسامانی هایی که در حساب دیفرانسیل و انتگرال با مفاهیم 
این  تا  کوشیدند  و   لایبنیتز  نیوتن  از  بعد  ریاضیدانان  کرد،  بروز  کوچک ها  بی نهایت 
از کشف حساب  از حدود یکصد سال  بزدایند. سرانجام پس  آنالیز  از  را  نابسامانی ها 
دیفرانسیل و انتگرال، ریاضیدان آلمانی به نام کارل وایراشتراس توانست حسابان را به 

شکل امروزی با استفاده از مفهوم حد سامان دهد.
الهیثم  ابن  میلادی  و لایبنیتز حدود سال 1041  نیوتن  از  پیش  درواقع خیلی 
کوچک ها  بی نهایت  حساب  کشف  به  مسلمان  ریاضیدان  یک   )Ibn al- Haitam(
بررسی های  و  مطالعه  در  قره  بن  ثابت  و  کوهی  ابوسهل  وی  متعاقب  و  بود  نایل شده 

a درگیر شدند. t dt∫ 4
0 مربوط به محاسبه حجم سهموی با انتگرال 
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