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 بنام خدا 
 جلد سوم حسابان 

 فصل اول دنباله ها و سری 
 

توانيد به سايت رياضی سرا مراجعه   برای اطلاع می به همين قلم تا کنون منتشر شده است. 
   کنيد.

 کتاب کامل جبر 
 جلد اول حسابان با نام حساب ديفرانسيل آرمان 

 نام انتگرال آوا  جلد دوم حسابان با
 اصول مثلثات

 
  يلورت يهو قض یچند جمله ا يبیتقرمحاسبه - ١.١

Polynomial Approximation and Taylor’s Theorem 
 

تابع  يمکه با آنها سرو کار دار  يیها يشترتابعب است.  ياضیر یها يدها يناز جالب تر  يکی  يلورت يهقض
هر  یپس برا هموار هستند.  یها هم تابع ها یچند جمله ا هستند.  Smooth Functions  هموار یها

 .يمبدست آور يقدق  يلیآنرا خ يبیکه مقدار تقر یبطور يسيمبنو یچند جمله ا يک يمبتوان يد، با یتابع هموار
  یتابع اصل یمساو يقادق یجمله  باشد ، آن چند جمله ا  یتعداد کاف یما دارا ی، اگر چند جمله ا يقتحق   در

 يناست  ، پس به ااز تابع ها  ياریها آسان تر از کار کردن با بس یچون کار با چند جمله ا  خواهد بود.
   شود.  یم يلمساله آسان تر تبد يکمساله مشکل به  يقطر

 دهد.  یبه ما م  یهر تابع هموار یبرا یچند جمله ا یتساو يکفرمول ،  ينا کار است.  يدکل يلورفرمول ت
   .يسيمجمله ها بنو یرا به صورت مجموع نا متناه  یهر تابع هموار است که اساس ينبرا يلورت يهقض

مشتق  لهيها بوس یچند جمله ا ني.  اميبر  یبکار م يبیمحاسبه تقر یها را برا یپس چند جمله ا
   مرتبه بالا را دارد. یمشتق ها ميشوند ، پس لازم است که فرض کن  یساخته م یمرتبه بالا یها
 

  Taylor Polynomials لوريت یها یچند جمله ا
 یگيرا در همسا   ريکه مقادثابت  یو چند جمله ا  عدد ثابت است. ینوع چند جمله ا ينساده تر

   است. ريکند ، مطابق ز  یحساب م بيصفر به تقر
١  

 بيتقر نيموارد بهتر شتريدر ب  مقدار دارند. کيدر صفر و هم ، هم  ينوسمثلا در مورد س
   .ديآ  یبدست م ريز مطابق

١ ٢  

٢ ٢
٢ ٣  
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٣ ٢
٢

٣

۶
٣ ۴  

 
 یبا رنگ ها یو هم به صورت چند جمله اهم به صورت تابع  نوسينمودار س ريتصو

   دهد.  یمختلف نشان م
  ريتصو

 
 

   .دياوريرا بخاطر ب ، لازم است مفهوم فاکتو ریال ميدار شيپ که در یدرک مطالب یبرا
 

  Factorial  فاکتو ریال : یآور ياد
   .يمکرد يفتعر ينچنرا    ریال فاکتو  ینا منف يحهر عدد صح یکه برا يديمدر جبر د

 
١ ٢ ٣ ٣ ٢ ١ برای ١ 

١ 
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 پس 
١ ١ ٢ ٢ ١ ٢ ٣ ٣ ٢ ١ ۶  

۴ ۴ ٣ ٢ ١ ٢۴ ۵ ۵ ۴ ٣ ٢ ١ ١٢  
   است. ريشود ، مطابق ز  یم جهينت  فيکه از تعر از خواص فاکتو ریال  یکي
 

١ ١ ،  
 

   .ميکن  یم فيتعر ريرا در زبا درجه  یچند جمله ا يکحالا 
 

٢
٢

٣

٣
٣  

 لوريام ت درجه   یچند جمله ابنام  ميکرد فيکه در بالا تعر یچند جپمله ا
 nth Taylor Polynomial  شود.  یم دهيصفر نام یگيدر همسا یبرا 

   
   است.مشتق درجه  یبلکه به معن . ستينبه توان  یبه معنکه  ديتوجه داشته باش

 
و   یبرا لوريت  ام    درجه یفرمول چند جمله ا کي  باشد. ديفرض کن – ١مثال 
۵و سپس  ديکن دايپ١    .ديرا محاسبه کن١

 پاسخ 
 یعني ميدار  یمنفنا  حيهر عدد صح یباشد ، براکه اگر  ديدان  یم
که چند  ديفراموش نکن  است.١ نيهمچن  است.خود  یمشتق ها هيکل

   .مياطلاعات دار نيا   صفر است.با یگيدر همسا لوريت یجمله ا

٢
٢

٣

٣
٣  

١
٢

٢

٣

٣
 

  جهيو در نت

١ ١ ١
١
٢

١
٣

١
 

  . ميدار۵ یو برا

۵ ١ ١ ١
١
٢

١
٣

١
۴

١
۵

١۶٣
۶

٢ ٧١۶۶٧ 

۵که محاسبه  ميامتحان کن دياست ، با یبيمحاسبه تقرچون هدف محاسبه  تا چه ١
٢ یتا شش رقم اعشار  یقيمقدار حق  است. کينزد١  یقياندازه به مقدار حق ٧١٨٢٨ 

۵ یاست ، پس خطا    است.١۶١ بايتقر١
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     یبرا ام  لوردرجهيت یافرمول چند جمله  کي باشد. ١ ديفرض کن – ٢مثال 
۵و سپس  ديکن دايپ  . ديرا محاسبه کن١
 پاسخ 

  . ميکن  یرا محاسبه مابتدا پنج مشتق 
١  
١

١
١ 

١

١
٢

١ 

٣ ١
٢
٢

١
٣

٣ ٢  

۴ ١
٣
٣

١
۴

۴ ٣  

   یو بطور کل

١
١

١

١
١

١
١  

  جهيدر نت

٢
٢

٣

٣
٣  

٢

٢

٣

٣

۴

۴
١

١

 

  تيدر نها

۶ ١ ١
١
٢

١
٣

١
۴

١
۵

١
۶

٣٧
۶

۶١۶۶۶٧ 

١چون   کند. دايپ بيبه تقرتابع  ميانتظار دار ٢ است و ۶٩٣١۴٧
۶چون  ١ ۶پس  است،۶١۶۶۶٧   یمحاسبه م٧۶۴٨ی را با خطا٢تابع ١

  کند.
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١ ديفرض کن– ٣مثال 
١

 دايپ  یبرا لوريام ت  درجه یافرمول چند جمله  کي باشد. 

 .ديرا محاسبه کن٢سپس   و  ديکن
 پاسخ 

 عبارتند از  یمشتق ها
١

١
١ 

١

١
٢

١ 

٢

١
٣

٢  

٣ ٣

١
۴

٣ ٣  

   یو بطور کل

١
١

 

  جهيدر نت

٢
٢

٣

٣
٣  

١ ٢ ٣  
 و 

٢ ١ ٢ ٢
٢

٢
٣

٢  
ما  اريداده شده ، در اخت یتابع ها یبرا  یمنطق بيتقر کي لوريت یچند جمله ا ٢ و١ یدر مثال ها

 باشد ، پس که اگر  ميمتوجه شد قتيدر حق  گذاشت .
١ ۵ ١ ۵ ١ ١۶١ 

 باشد ، پس ١و اگر 
١ ۶ ١ ٢ ۶ ١ ٧۶۴٨ 

١است. اما بر عکس ، اگر 
١

   .ميدار١ یبرا٣باشد ، مانند مثال 

٢ ٢
١

١ ٢
١ ٢ ٢

٢
٢

٣
٢  

١ ١ ٢ ٢
٢

٢
٣

٢ ٢  
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تر باشد  بزرگهرچه  قتيدر حقهر عدد  یبرا ستين٢ کينزد٢ جهيدر نت  است.
 تر است.  بد٢ یبرا٢ بيتقر

 بيتقر  یخطا و درست یرياندازه گ یباشد ، برا مرتبه بالا در صفر یتابع با مشتق ها کياگر 
   .ميکن  یم راستفادهياز فرمول ز،

٢
٢  

  ماندهيباق ايمانده  یاست ، به معنحرف اولدر فرمول بالا 
  

  Taylor’s Theorem لوريت هيقض
شامل صفر ، بازه باز  کيدر ١باشد و   ینا منف حيعدد صح کي ميکن  یفرض م

 که  یوجود دارد بطورصفر و  نيب قايدقعدد  کيدر هر  یبرا وجود داشته باشد. 
١

١
١ ۵  

 و 
١

١
١ ۶  

فرمول بنام ۶و فرمول شماره  Taylor’s Formula  لوريفرمول تبنام ۵فرمول شماره 
  موسوم است.  Lagrange Remainder Formula لا گرانژ  ماندهيباق
١تر به بخش   یکل هيو قض هيقض نياثبات ا یبرا    .ديمراجعه کن٩

   .ديبدست آور١از  کمتر یرا با خطا عدد– ۴مثال 
 پاسخ 

١اگر   باشد. ميکن  یفرض م  ، ميبدست آور بيبه تقر١ لهيبوس١
١خواهد بود اگر ١خطا کمتر از  ١ ١ اگر  جهيدر نت  باشد.١

١که  ی، بطور ميکن دايپ کي بر   دلخواه ما است. بيتقر١  پس  باشد ،١
 که  یدارد بطور   وجود کيصفر و  نيب١عدد  کي ميدان  یم لوريت هياساس قض

١
١

١

١
١

١
 

١چون 
١

١قلم بخش  نيدر کتاب انتگرال آوا توسط هم و١  یتميلگار انتگرال توابع٧
 پس  است ،۴گفته شد 

١ ۴ ١ ۴
١

۴  
   که یبطور

١
١

١
۴

١
٧  
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۴محاسبه   با
١

١ یبرا ٢ ٣ ١که   ميکن  یملاحظه م۶ اگر    است١

۶     پس ,  باشد۶  یبرا  یبر اساس فرمول کلپس   است. یبرا  دلخواه بيتقر١
   .ميدار١مثال  در١

۶ ١ ١ ١
١
٢

١
٣

١
۴

١
۵

١
۶

١٩۵٧
٧٢

٢ ٧١٨ ۶ 

٢      ميريگ  یم جهينت ٧١٨  ١کمتر از  یاست با خطا یبيمقدار تقر۶
 

 شود که   یم جهينت٧از شماره 

١ ١ ١
١
٢

١
٣

١ ۴
١

٨  

۴شود ،   یم اديزکه  یچون هنگام
١

و مقدار  نياختلاف ب ميتوان  یشود ، پس م  یکوچک م

   .ميبزرگ کن   یرا به اندازه کافاگر  ميکم کن  ميبخواه هر قدر١
 

چون 
١
 یکه برا لوريت یها یهمان چند جمله ا از    یبيمقدار تقر ميتوان  یاست ، پس م٢

١از ١ یبجا یاما برا  .مي، استفاده کن ميبکار بردتابع 
٢

   .ميکن  یاستفاده م
 

 . ديکن دايپ١کمتر از  یبا خطا٢ یبيمقدار تقر– ۵مثال 
 پاسخ 

 لهيبوسرا ١ یبيمقدار تقر۴مانند مثال  باشد. ١ ميکن  یفرض م
با ٢در مثال فرمول  اساس بر . ميکن  یم دايپ یمقدار مناسب برا کي یبرا١
   .ميدار یبجا١کردن  نيجانش

١ ١

١
١
 

 که  یوجود دارد ، بطور کيصفر و  نيب١عدد  کي١با ۶بر اساس فرمول شماره  

١
١

١

١
١

١ ١
١

١

١

١ ١
١

١
 

  ميپس دار است ،١چون 

١
١

١
٩  
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١ ، ميانتخاب کن٩پس اگر  ٩لذا   است.١  یبا خطا٢ یبيمقدار تقر١
   دهد.  یما م به را ريز جهينت٢ در مثال  یکل فرمول  کند.  یم محاسبه١از  کمتر

٩ ١ ١
١
٢

١
٣

١
۴

١
۵

١
۶

١
٧

١
٨

١
٩

٧۴۵۶٣۵ 

  ما است. دلخواه یبيمقدار تقر نيا
   است. ريمعادل نا معادله ز٩نا  معادله شماره 

٢ ١ ٢ ١
١
٢

١
٣

١
۴

١
١ ١ ١

١
١  

 
 
 
 
 

 ١.١ ناتيتمر
١ ینمودار ها باشد.   ديفرض کن - ١ ٣ صفحه مختصات رسم  کي یرا رو۵
   .ديکن

٢ ناتيدر تمر   . ديسيبنو یبرا لوريت یچند جمله ا کي۵
٢ ٢ ٢ 

٣
١

١
 

۴  
۵  

۶  ناتيدر تمر   . ديکن دايپو مقدار داده شده تابع ام یچند جمله  ا٨

۶
٢

٣ 
٨ ٢ 
٧ ٢ 
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 ١.١ ناتيپاسخ تمر
١ ینمودار ها باشد.   ديفرض کن - ١ ٢ ٣ صفحه مختصات  کي یرا رو۵

   .ديرسم کن
 پاسخ 
 ٣است ، پس چون 

  ميبخش گفت نيا یهمان طور که در ابتدا
١ ١  

   گذرد.  یاست و از مرکز مختصات م ميخط مستق کيکه   ميکن  یرا رسم م ريپس نمودار ز
 

٣ ٢
٢

٣

٣
٣ 

٢
٢

٣
٣

٣

٣

٣

٣
 

  . ميکن  یرا رسم م ريز یدو جمله ا جمله  کي پس نمودار
٣

٣
 

  ميدار قيطر نيبه هم

۵

٣

٣

۵

۵
 

   .ميکن  یرا رسم م ريز ینمودار سه جمله ا
٣

٣

۵

۵
 

 
 

١که  ديکن  یملاحظه م    است. ٢
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٢ ناتيدر تمر   . ديسيبنو یبرا لوريت یچند جمله ا کي۵
٢ ٢ ٢ 

 پاسخ 
٢ ١ ٢ برای ٣ 

٢ ١ ٢  

٢
٢ ٢

٢
٢ ٢ برای ٢ 

 

٣
١

١
 

 پاسخ 
١

١
٢

٢

١
٣

٣ ۶

١
۴
 

١

١
١

١  

١
٢
٢

٢ ٣
٣

٣ ١
 

١ ٢ ٣ ١  
 

۴  
 پاسخ 

٣ ١  
١  

١
٢

٢

٣

٣
١

 

 
۵  

 پاسخ 
٢ ٢ ١  

٢ ١ ٢ ١  

٢ ١ ٢ ١
٢

٢

۴

۴

٢

٢
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۶  ناتيدر تمر   . ديکن دايپو مقدار داده شده تابع ام یچند جمله  ا٨

۶
٢

٣ 
 پاسخ 

٢
٢

٢
٢

۴ ٢ ٢
 

٣ ١٢
٢

٨ ٣ ٢
 

٢ ٣  

٣ ١
٢

٢
٢ ١ ٢ 

٨ ٢ 
 پاسخ 

٢ ٣  
١ ١ 

٢ ٣ ١
١
٢

٢ 

٧ ٢ 
 پاسخ 

٢  

١ 

٢
١
٢

٢ 
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   Sequencesها دنباله - ٢.١
دنباله ها واگرا بودن  يا که در مورد همگرا يندهآ یبخش و بخش ها يندر ا چون: یآور ياد

حساب ، از کتاب  رسد یچند نمونه که لازم به نظر م ير، در ز يمدار ياج، به قواعد حد احت
هم لازم  يگریدکه موارد   یدر صورت  شود.  یقلم ذکر م يننگارش همآرمان  يفرانسيلد

   کرد. يمخواه یآور يادباشد ، 
 
 
 

٢  

 
١ 

 
 

  L’Hopital’s  Rule Theorem   تاليلا پ ونقان هيقض
   باشد. ايو  ايو   یقيعدد حق کي ديفرض کن

  یباشد برا، و   باشند ريمشتق پذدر بازه و ديفرض کن  -الف
 

 اگر 

و  

 باشد ، پس 

 

  از طرف چپ هم صادق است. به     شدن کينزد یموضوع برا نيهم
 

 یباشد براباشند ، و  ريمشتق پذزه در باو ديفرض کن -  ب 
 اگر 

و  

 باشد ، پس 

 

  صادق است. به شدن  کينزد یع براموضو نيهم
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١در بخش     .ميبکار برد یبيمحاسبه تقر یرا برا رياعداد ز١

١ ١
١
٢

١
٣

١
برای ١  

اعداد شماره   .ميبزرگ کن  یرا به اندازه کافشود ، اگر  کينزدتواند به مقدار   یم بيکه تقر ميديو د
 توان نوشت   یپس م  است.  یدهد که دامنه آن مجموعه تمام اعداد نا منف  یبه ما م  یتابع١

١ ١
١
٢

١
٣

١
برای  

  . ديريرا در نظر بگ رياعداد ز نيهمچن

١ ١ برای ٢  

 رهيذخمرتبه در سال درصد سود مرکب ۵حساب با  کي، در   یپول هر واحد ايتومان ،  کياگر 
تر شود  اديزهر قدر تعداد   است.١، پس در آخر سال تعداد تومان ها در حساب  ميکن

ه دامنه آن مجموعه تمام ک دهديبه ما م یتابع٢اعداد شماره   تر خواهد بود. ادي، مقدار پول در حساب ز
   توان نوشت.  یپس م  اعداد مثبت است.

١ برای ١  
   است.و دارد که دامنه آنها مانند دامنه  یبخش اختصاص به توابع نيا

 
-فيتعر ٢ ١ بزرگ تر از  حيعداد صحتابع است که دامنه آن مجموعه ا کي  Sequence  دنباله  کي  

   .کي ايصفر است و  ايمعمولا   است.عدد داده شده مانند   کي
 

١    یها شماره یهاپس تابع  و    هستند.   دنباله٢
  گريد یمثال ها

١
٢

،  

٢ ۴ 
  يماگر داشته باش  یبطور کل

١ ٣  
١پس مجموعه اعداد مرتب  ٢، و  ميکن  یم حذف را جهيدر نت  کند.  یدنباله را مشخص م 

 ١،  ميسينو  یم٣نشان دادن دنباله شماره  یبرا
  مياگر داشته باش قيطر نيبه هم

 
  يسيمنو  یم

   .ميکن  یم انيب ريرا مطابق زو یو دنباله ها
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١ ١
١
٢

١
٣

١
 

١ ١ ،
١
٢

، ٢
۴ 

 
  است.  ريمطابق زه چهار جمله اول دنبال

١
٢

١ ١
١
٢

١
١
٢

 

٢
١
٢

٢
١
۴ ٣

١
٢

٣
١
٨

 

١هر کدام از  ٢ ٣  دهينام …م ، جمله چهارم ، سو ، جمله اول ، جمله دوم ، جمله بيترت به 
   شوند.  یم

٢چهار جمله اول  بيترت نيبه هم
   است. ريمطابق ز۴

۴ ۴
٢

١۶ ۵ ۵
٢

٢۵ 

۶ ۶
٢

٣۶ ٧ ٧
٢

۴٩ 
۴هم  نجايا ۵ ۶ ٧،  دهينام …سوم ، جمله چهارم ،  جمله جمله اول ، جمله دوم،  ، بيبه ترت 
   شوند.  یم

  یم Initial Index  هياول سياند را و نامند.  یم  Index   سياند رادر نماد 
   د باشد.توان  یم  یحرف هر سياند نماد که ديباش داشته توجه  نامند.

   دنباله هستند. کي شينما ريسه اشکال ز  داد. شيطرق مختلف نما توان به  یدنباله را م کي

١ ٢ ١ ١ 
  Caonvergent Sequencesهمگرا  یدنباله ها

  یم اديبطور نا محدود ز که یهنگام ميبدان ميبخواه  است ممکن یا ر دنبالهه یبرا
   .ديريبگ در نظر را  ريمثلا دنباله ز  کند.  یم دايپ یچه حالتشود ، 

١ ١
١
٢

١
٣

١
 

  ميکن  یم ملاحظه ، ميکن دايرا پ دنباله نيا جمله اگر شش

١ ١
١
٢

١
٣

١
۴

١
۵

١۶٣
۶

٢ ٧١۶۶٧ 

   شود.  یم تر کينزد دنباله به نيا ، ميکن را اضافه پس هر قدر
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  یاما برا

١
۵

 

  یمشخص عدد کيبه کند،   دايپ شيبطور نا محدود افزاکه  ی، هنگامايکه آ ستيکاملا واضح ن
   .نه اي شود  یم کينزد

 
٢فيتعر ٢  

 یاست ، اگر براحد عدد  کي  دنباله باشد. کي ميکن  یفرض م
 که   یبطور وجود داشته  باشد حيعدد صح کيهر 

۴ است پس باشد اگر  
  يسيمنو  یصورت م يندر ا  است.

 
 

 یبه سو ايهمگرا است و  مييگو  یوجود داشته باشد ، معدد  نياگر ا  است.
 مييگو  یم ناداشته باشد ، وجودعدد   نياگر ا  وجود دارد. ايو   همگرا است.

   .وجود ندارد ايو  است گرا وا
 

  Convergeبودن  همگرا
  Divergeوا گرابودن   

   Convergentهمگرا
  Divergentوا گرا 

دنباله هم اگر وجود داشته باشد ، منحصر به  يکتابع منحصر به فرد است ، حد  يکهمان طور که حد 
   است. فرد

 
 که دينشان ده١ یبرا باشد ، ديکن و فرض عدد باشد ، کي يدفرض کن – ١مثال 

 
 پاسخ 

 باشد ، پس که اگر  ديکن  یملاحظه م  باشد.١ ميکن  یفرض مهر  یبرا
 

  ريتصو  ت.اس جهيدر نت است.
مثلا   .ميکن  یدستگاه مختصات مشخص م یرا رونقاط رسم نمودار دنباله  یبراتوجه 

١دنباله نقاط  نيا یبرا ١ ، ١ ٢ ١ ٣  . ميدار،
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   .ميسينو   یم ريرا به صورت ز جهينت١در مثال 

 
  ميسينو  ی، م ميکن انيرا ب جهينتبطور مشخص  مير بخواهاگ

١ ١ ، ۵ ۵  
 

١ دينشان ده – ٢مثال 
   است.١همگرا است و ١

 پاسخ 
باشد ، پس اگر   باشد.١بزرگ تر از  حيعدد صح کي ميکن  یفرض م یبرا
  ميدأر

١ ١ ١
 

 دهد که   ینشان م نيا
١

 
  ريتصو است. 

 
 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



هادنباله  انوشـيروان صراف  جلد سوم حسابان ١.٢   

17 
 

١که  يدنشان ده– ٣مثال     وا گرا است.١
 پاسخ 

  يمدار 

١
١ باشد زوج اگر

١ باشد فرد اگر
 

  ميدارفرد  ريمقاد یباشد ، پس برااگر   نشان داده شده است. ريپس نمودار در تصو
١ ١ ١ 

   .ميدارزوج  ريمقاد یباشد ، پس برااما اگر 
١ ١ ١ 

٢ فيوجود ندارد که تعرمانند  یعدد چيد ، هباش١اگر    جهياست. در نت را بر قرار ٢
   کند.

 
 

حد  کيپس به   در نوسان هستند.١و ١ نياعداد دنباله ب رايوا گرا است ، ز٣دنباله مثا ل 
  و مرز حد مطلق دنباله بدون قدرعلت که  نيبه ا تواند وا گرا باشد  یدنباله م کي  .ميشو  ینم کينزد

   شود.  یبزرگ م
٢ يفتعر ٣ 

وجود  حيعدد صح کيهر عدد  یاگر برا دنباله باشد.  کي ميکن  یفرض م
 که یبطور دارد ،

 ۵است.باشد ، پس اگر 
  ميسينو  یم وطرف گرا است به  وا مييگو  یصورت م نيدر ا  

 
که اگر  یوجود داشته باشد ، بطورمانند  حيعدد صح کيهر عدد  ی، اگر برا قيطر نيبه هم

 گرا واطرف  به مييگو  یصورت م نيدر ا  است.باشد ، پس 
   .ميسينو  ی. و ماست
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٢ فياما مراجعه به تعر ١ یدنباله وا گرا است و مانند مثال ها کيکه  نينشان دادن ا یبرا٣ ٣ 

٢ فيبه تعر مراجعه احتراز  یراه برا کي  مشکل است. دنباله همگرا است. کيکه  نياثبات ا یبرا٢
و     که ديکن وجهت قتيحق   نيبه ا،   ددار دوجو فيتعردو  نياز مراجعه مکرر به ا

 نيهم  است. هيشب ، ميديآرمان د ليفرانسيکه در مبحث حد تابع در کتاب حساب د  .
 طور 

و  
   رساند.  یم ريز هيمشاهدات   ما را به قض نيا

 
٢ هيقض ١ 

شده در  فيتابع تعر کيعدد ، و  کيدنباله باشد ، و  کي ميکن  یمفرض  
 باشد ،  اگر  یبرا  باشدکه  یبطور

   است.  است و   همگراپس 
          اي  واگر 
   اي  وو   است  وا گرا  پس
   لذا

 
 

 اثبات 
 حيعدد صح کيپس  ميکن  یو فرض م  باشد. يمکن  یفرض م ابتدا

   یعني نيا  است.باشد ، پس که اگر  یدارد ، بطور وجود
    شمارهلذا بر اساس   است.باشد ، پس     اگر

 کيهر  یبرا  پس   باشد ،اگر   است. ميدار۴
 اگر که یبطور استباشد پس که اگر  یبطور  دارد ،  وجود حيصح عدد

 
 ، یعني نيا۵    شمارهاساس بر   است.باشد ، پس 

  یعنيطرق  نيبه هم 
 

   است.٢ يدنشان ده – ۴مثال 
 پاسخ 

، یباشد ، برا٢ ميکن  یفرض م  ١ یاست برا٢پس ١
٢ هياساس قض است ، بر٢چون   ٢که  ميريگ  یم جهينت١

 
  دينشان ده – ۵مثال 
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١
برای  

 پاسخ 
 بر اساس و١ یبرا است١پس ١ یباشد برا١ يمکن  یفرض م
 که  ميدان  یم ميگفت  یمورد توابع توان آرمان در ليفرانسيحساب د کتاب آنچه در

  جهينت در  است.
١

 

 و١ یبرا١دنباله  دينشان ده  باشد. یهر عدد ديفرض کن – ۶مثال 

 با   است. دنباله همگرا   نيا ريمقاد هيبق یو برا   گرا وا١
١ برای ١

برای ١
 

 پاسخ 
  ميکن  یفرض م  .ميکن  یم یبررس را  ینا منف ريابتدا مقاد

برای ١ 
 پس 

برای ١ 
   .ميدار ، ميا دهيد يینما یبر  اساس آنچه در مورد تابع ها  پس

برای ١
١ برای ١

برای ١
 

٢ هيقض پس بر اساس   ميدار١
برای ١

١ برای ١
برای ١

۶  

   همگرا است.١ یوا گرا است و برا١ یبرا١لذا 

١شود به   یم ليتبد١باشد ، پس ١اگر   که بر اساس مثال١

  shaved  یم جهينت۶ هشمار زا تاس نچو سپ  ، است وگرا٣
برای ١

برای ١
 

 دندار دوجو و ،است ١ هک  یوقت  است تينها رد
   .است۶ لمثا  خپاس هخاتم نيا  .است١ هک  یوقت
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   نامند.  یم یهندس را دنباله١دنباله ،هر عدد  یبرا
  Geometric Sequence یدنباله هندس

 
 که  دينشان ده - ٧مثال  

١
١

 

 پاسخ 
  مياگر فرض کن

١
١

برای ١ 

 باشد ، پس 

١
١

برای ١ 

٢در بخش   است.   ميآرمان ثابت کرد ليفرانسيکتاب حساب د٩مثال  تاليقانون لا پ١٣
 

٢ هيقض ساسا رب سپ ١ 
١

 

   .ميآور  یم ريآن مثال را در ز،  یآور ادي یبرا  است.
 

٢بخش  آرمان ليفرانسيکتاب حساب د٩مثال   تاليقانون لا پ١٣
 که  دينشان ده

١
١

 

  پاسخ
 که  یبه طور ميکن  یم دايرا  پعدد  یعني. ميکن  یم دايسمت چپ را پ تميابتدا حد لگار

١
١

 

 پس 

١
١

١
١

١ ١

١
 

  رايز . تاليقانون لا پ یاعبارت حالا آماده  است بر نيا
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١
١ ١

 

  جهيدر نت

١ ١

١

١

١ ١
١
٢

١
٢

١

١ ١
١

١
١ 

 است و لذا ١پس 

١
١ ١  

 که  دينشان ده – ٨مثال 
١ برای  

 پاسخ 
 توان نوشت   یم 

١ ١

 
  ميکن  یپس فرض م

١

برای ١ 

است و  وستهيپ پس
١

 ١ یاست برا
   .مياست ، پس دار١پس ، چون 

١

١ 

٢ هيبر اساس قض ١ 
١ 

  که دين دهنشا – ٩مثال 
١ 

 پاسخ 
   .ميدار٨از حل مثال  ديبا تقل

١ ١

 
  ميکن  یپس فرض م
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١

برای ١ 

است و  وستهيپ  چون باشد. 
١

، یاست برا  و چون ١
 

  .  ميدار تاليبر اساس قانون لا پ
١

١
١

 

 و لذا 
١

١ 

٢ هيپس بر اساس قض ١ 
١ 

 
 
 

١ ناتيتمر ٢ 
   .يسيدچهار جمله اول دنباله را بنو يرز يناتدر تمر

١
١

٣ 

٢
١
١ ١ 

٣
١

٢ ١ 

   .ديرا نشان ده یتساو  یبخش ، درست نيذکر شده در ا یها فيبا استفاده از تعر ريز ناتيدر تمر
۴ ٢ ٢ 

۵
٣ ١

٣ 

۶  

٧  

وا گرا ،به طرف  ايعدد همگرا است و  کيکه دنباله به  دي، مشخص کن ريز ناتيدر تمر
   است.

٨
١
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٩  

١  

١١
٣

٢ ٢
 

١٢
٢ ٢ ۴

۵
 

١٣  

١۴ ١  

١۵ ١
١

٢  

١۶
١

٢

١
 

١٧
١

١
 

  . ديکن داياگر همگرا است ، حد آنرا پ  وا گرا. ايدنباله همگرا است و  ايکه آ ديمشخص کن ريز ناتيدر تمر
١٨ ۴ ٢ 

١٩
١

٢ ١ ٢ 

٢
١
٣ ١ 

٢١
٢ ٧ ٣

١ ١ ۴ ٢ ٣ 

٢٢
١

٢

۴ ٣
 

٢٣
۵

٣ ٢ ١ 
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١ ناتيپاسخ تمر ٢ 
   .يسيدچهار جمله اول دنباله را بنو يرز يناتدر تمر

١
١

٣ 

١
٣

،
١
۴

،
١
۵

،
١
۶

 

٢
١
١ ١ 

،
١
٣

،
١
٢

،
٣
۵

 

٣
١

٢ ١ 

٢ ،
٣
۴

،
۴
٩

،
۵

١۶
 

   .ديرا نشان ده یتساو  یبخش ، درست نيذکر شده در ا یها فيبا استفاده از تعر ريز ناتيدر تمر
۴ ٢ ٢ 

  پس باشد ،اگر   باشد.  حيصح عدد کيو  ميکن  یفرض م
٢ ٢  

 لذا 
٢ ٢ 

۵
٣ ١

٣ 

باشد ، پس اگر   باشد.١بزرگ تر از  حيعدد صح کيو  ميکن  یفرض م
١  که  یبطور است ،١

٣ ١
٣ ٣

١
٣

١ ١
 

 پس 
٣ ١

٣ 

۶  
که  یمثبت باشد ، بطور حيعدد صح کي ميکن  یباشد ، و فرض م یهرعدد ميکن  یفرض م

 باشد ، پس اگر   باشد.٢
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٢  
 پس 

 

٧  
که  یمثبت باشد ، بطور حيعدد صح کي ميکن  یباشد ، و فرض م یهر عدد ميکن  یفرض م

 باشد ، پس اگر   باشد.
 

 پس 
 

 
وا گرا ،به طرف  ايعدد همگرا است و  کيکه دنباله به  دي، مشخص کن ريز ناتيدر تمر

   است.

٨
١

 

 ١ یاست برا١پس ١ یباشد ، برا١ ميکن  یفرض م
 چون 

١
 

٢ هيپس بر اساس قض است.  ١ 
١

 

 
٩  

   .ميدار۶است ، بر اساس مثال چون 
 

 
١  

١است و ١چون     .ميدار١و ۶    شمارهاست پس بر اساس   ١
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١١
٣

٢ ٢
 

٣ ميکن  یفرض م
٢ ٢

٣پس ٢ یباشد ، برا
٢ ٢

 ٢ یاست برا
 چون 

٣
٢ ٢

١ ٣
٢

١ ٢
٢

١
 

٢ هيپس بر اساس قض ١   
٣

٢ ٢
 

١٢
٢ ٢ ۴

۵
 

٢ ميکن  یفرض م ٢ ۴
۵

٢پس ١ یباشد ، برا ٢ ۴
۵

 ١ یبرا است
 چون 

٢ ٢ ۴
۵

٢ ۴

١ ۵
 

 پس 
٢ ٢ ۴

۵
 

١٣  

 ١ یاست براپس ١ یباشد ، برا ميکن  یفرض م
  تاليبر اساس قانون لا پ

١
٢

١
٢

 

 
 پس 
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١۴ ١   

است ١پس  ١ یباشد ، برا١ ميکن  یفرض م

 و ١ یاست برا١چون ١ یبرا

١
١

 
   .ميدار تاليپس بر اساس قانون لا پ

١
١

١
 

١

١ ٢

١
٢

١
 

٢ هياست ، پس بر اساس قضپس  ١ 

١  

١۵ ١
١

٢  

١ ميکن  یفرض م
١

١ پس١ یباشد ، برا٢
١

 یاست برا٢

١چون ١
٢

١  و ١ یبرا  

١ ٢  
   تاليپ اساس قانون لا پس بر

١
٢

١
١

٢
١

٢ ١
 

٢ هياساس قض بر لذا١پس  ١ 

١
١

٢ ١ 
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١۶
١

٢

١
 

١ ميکن  یفرض م

٢
cos ١پس ١ یباشد ، برا١

٢

 یاست ، برا١

   .مياست ، پس دار وستهيدر صفر پ نوسيچون تابع کس١
١

٢

١ ١

٢

١

٢
 

١در   نوسيسچون تابع آرک  باشد. ميکن  یحالا فرض م است ،  وستهيپ١

١با  ینيجانش هيپس بر اساس قض

٢

   .ميدار١

١

٢

١
١

٢

١

٢
۴

 

 پس 

١

٢

١
۴

 

١٧
١

١
 

 که  ديدان  یم
١

١

١ ١
١

١
 

 است و چون 
١

 

 پس 
١

١ 
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  پس 
١

١

١ ١ ١ ١
١

١
١
١

 

 
  . ديکن داياگر همگرا است ، حد آنرا پ  وا گرا. ايدنباله همگرا است و  ايکه آ ديمشخص کن ريز ناتيدر تمر

١٨ ۴ ٢ 

۴  
  پس دنباله وا گرا است. 

١٩
١

٢ ١ ٢ 

١
٢ ١

 

 پس دنباله همگرا است به طرف صفر.
 
 

٢
١
٣ ١ 

 ۵بر اساس مثال 
١
٣

 

  فر همگرا است. پس دنباله به طرف ص

٢١
٢ ٧ ٣

١ ١ ۴ ٢ ٣ 

   .ميکن  یم ميتوان مخرج تقس نيابتدا صورت و مخرج را بر بزرگ تر

٢ ٧ ٣
١ ١ ۴ ٢

١ ٧ ٣
٢

١
٢

١ ۴
 

١ ٧ ٣
٢

١
٢

١ ۴

١
۴
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٢٢
١

٢

۴ ٣
 

   .ميکن  یم ميتوان مخرج تقس نيابتدا صورت و مخرج را بر بزرگ تر

١
٢

۴ ٣

١
٢

۴
٣

١

١
٢

۴
٣

١
 

١
 

٢٣
۵

٣ ٢ ١ 

   .ميکن  یم ميتوان مخرج تقس نيابتدا صورت و مخرج را بر بزرگ تر

۵

٣ ٢

٣

٣
٢

١

٣

٣
٢

١
 

١
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  Convergence Properties of Sequencesدنباله ها  يیخواص همگرا - ٣.١
چون دنباله ها تابع   .يمده  یها ادامه م دنبله يیگرا و وا يیبخش بحث خود را در مورد همگرا يندر ا

   .يمکن يم، ضرب و تقس يقدنباله ها را هم مانند تابع ها با هم جمع ، تفر يمتوان  یهستند ، م
 پس مجموع  همگرا باشند. یدنباله هاو  يمکن  یفرض م

 
  ميو تقسو  یضرب ها 
 

    .ميو دار  همگرا هستند.  یباشد ، همگکه   یدر صورت
 

١  

٢  

٣  

۴  

 
 

  . يدکن يدارا پ يرحد ز – ١مثال 
٢ ١
٣ ۵

 

 پاسخ 

٢ ١
٣ ۵

٢ ١

٣ ۵

٢ ١

٣ ۵ ١
٢
٣

٢
٣

 

 
  The Squeezing Theorem for Sequencesدنباله ها  یبرا  يچیساندو يهقض

 که یدنباله باشد ، بطور کيباشد ، و اگر اگر 

 را است و همگباشد ، پس  یبرا 
۵  
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 که  دينشان ده – ٢مثال 
٢

 
 پاسخ 

٢که  ميدان  یم  که  یاست ، بطور١
٢ ١

 
 چون 

و
١

 
  . ميدار یچيساندو هيپس بر اساس قض

 
٢

 
 که  يدنشان ده– ٣مثال 

 
 پاسخ 

  . ميدار١ یکه برا ميده  یابتدا نشان م
٢

 

١ ميدار١ یشود که برا  یهدف ملاحظه م نيبه ا دنيرس یبرا   که یاست ، بطور١
 

١ ١

١١
٢ ١ ٢ ١ ٢  

 پس 
٢ ٢

۶  

 چون 

و
٢

 

 پس 
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  دينشان ده - ۴ثال م

١ ١
١
٢

١
٣

١
 

 پاسخ 
١در بخش    ميگفت٨فرمول شماره ١

١ ١
١
٢

١
٣

١ ۴
١

 

 چون 
۴

١
١

 

بر  پس است ،١و و چون ٣ حيهر عدد صح یاست برا
   .ميدنباله ها دار یبرا یچيساندو هياساس قض

١ ١
١
٢

١
٣

١
 

   است. رياست ، رابطه بالا معادل رابطه ز

١ ١
١
٢

١
٣

١
 

  دينشان ده – ۵مثال 

١
١
٢

١
٣

١
۴

١
١ ١

٢ 

 پاسخ 
١در بخش    ميگفت١ فرمول١

٢ ١
١
٢

١
٣

١
۴

١
١ ١ ١

١
١

 

  ميدنباله ها دار یبرا یچيساندو هيپس بر اساس قض است  ،

٢ ١
١
٢

١
٣

١
۴

١
١ ١

 

 پس  است ،

١
١
٢

١
٣

١
۴

١
١ ١

٢ 
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 Bounded Sequencesکران دار  یدنباله ها
که    یوجود داشته باشد ، بطورعدد مانند  کياست اگر  کران داردنباله 

  کران  یبآن دنباله  مييگو  یصورت م نيا ريدر غ ريتصو یبرا باشد

١ یمثلا دنباله ها  است.
١و ٢ ٢کران دار هستند ، اما ١

  یب۴
   کران است.

  
 
 

 
 

گرا   وا شهيهم کران ،  یب یه هاکران دار هستند و دنبال  شهيهمهمگرا ، یکه دنباله ها ميده  یحالا نشان م
   هستند.

  
٣ هيقض ١ 
  دنباله کران دار است.  نيهمگرا باشد ، پس ااگر   - الف

   دنباله وا گرا است. نيکران باشد ، پس ا  یباگر     -ب
 

 اثبات 
اگر   که یوجود دارد ، بطور کي یعنيباشد ، پس  ميکن یفرض م –الف 

 باشد ، پس لذا اگر   است.١باشد ، پس 
١  

١باشد بزرگ تر از  یعدد ميکن  یفرض م ١ ، و ١ 
   و لذا دنباله کرن دار است. یاست براپس 

   ثابت شد. هيمعادل قسمت الف است ، پس قض  یلحاظ منطقچون قسمت ب هم از 
 

٣ هيپس بر اساس قض    وا گرا هستند.٢و ٢کران   یب یدنباله ها١

٣ هيقض  –  ه توج ١مثلا   کران دار ، همگرا هستند. یتمام دنباله ها ديگو  ینم١ ١ 

١بخش ٣کران  دار است ، اما در مثال     دنباله وا گرا است. نيکه ا ميثابت کرد٢
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 ١ یعني باشد. یتابع صعود کياست اگر مثل  یصعود دنباله  مييگو  یم
  ريتصوهر  یباشد برا

 
هر  یباشد ، برا١است اگر  ینزولدنباله  مييگو  ی، م قيطر نيبه هم

  ريتصو

 
مثلا  باشد.  ینزول ايو  یودندارد که صع یدنباله هم لزوم کي،  ميا دهيتابع د یهمانطور که برا
   کند.  یمنوسان ١و ١ نيب رايز  .یاست و نه نزول ینه صعود١

 
 

٣ هيقض ٢ 
 یاگر دنباله صعود همگرا است.  باشد ،  ینزول اي یصعودخواه دار    کران دنباله

 یاگر دنباله نزول یاست براکه  یاست بطور نياست ، پس حد آن کوچک تر
  یاست براکه  یاست بطورعدد  نيتربزرگ   آن است ، پس حد 

 
 اثبات 

   .ميآور  یم ريرا در ز نييکران  بالا و کران پا فيتعر یآور ادي یابتدا برا
عدد  کياست اگر  Bounded from above از طرف بالا کران  دار  یقيمجموعه اعداد حق کي

 ريدر تصوها در تمام  یباشد ، براکه  یوجود داشته باشد ، بطور  یقيحق
 یکران بالا  .است تابع از طرف بالا کران دار  نيا  .ديکن  یرا ملاحظه م٢نمودار 

 رياز مقاد کي چيه ريتصو نيدر ا  .نديگو  یم  Upper Bound خط را  نيا  است.بع محور تا نيا
   .نديگو  یتابع م نيا یرا کران  بالامحور  ايو و خط   .ستيبزرگ تر از صفر ن
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کران دار است ،  نيياز طرف پاتابع   نيا  .ديکن  یرا ملاحظه م٢نمودار  ريدر تصو

مثال  نيدر ا در هاتمام  یبرا استکه  یبطور وجود دارد  ،  یقيعدد حق کي  یعني
   تابع است. نيا نييکران پامحور  ايو خط   از صفر بزرگ تر هستند. ريتمام مقاد

  
  نييپا کران نيکران  بالا و بزرگ تر نيکمتر فيتعر

 چيباشد و ه یکران بالا کياگر است مجموعه  کي  یکران بالا نيکوچک ترعدد  کي
   نباشد.از کوچک تر  یکدام از کران بالا

 چيباشد و ه نييکران پا کياست اگر مجموعه  کي نييکران پا نيبزرگ ترعدد  کي
   نباشد.بزرگ تر از  نيياز کران پا کدام

   کران بالا دارد. نيکوچک تر کيدار  باشد ،  که از بالا کران  یقيهر مجموعه اعداد حق
  هيحالا اثبات قض

کران بالا  نيکمتر  فيتعر اساسبر  باشد.  یکران دار و صعوددنباله  کي ميکن  یفرض م
١شامل از مجموعه  یکران بالا نيکوچک تر کي ٢  ميکن  یثابت م  وجود دارد.٣

   است.
عدد  کيپس   .ستين یکران بالا کيباشد ،  یکران بالا نيتر کوچک ميکن  یفرض م

است ،  یشده ، صعود چون دنباله داده  باشد.ه ک یوجود دارد بطوردر 
 پس ،هر  یاست براو لذا  ميپس دار

،  
  جهيدر نت

 
  . ، همگرا است یو نزولدار  ان نشان  داد هر دنباله کر توان  یم قيطر نيبه هم
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  ميباش هداشت ديکن ضفر – ۶ لمثا

١
١

١ ١
١

٢ ٢
١

٣ ٣
١

برای ١ 

   .است اهمگر١ ديده ننشا
  خپاس
  نچو

١
١

١ ١
 

  یم ربکا ار۴ لمثا ،است  ردا نکرا هدنبال نيا هک نيا نداد ننشا یبرا  .است یصعود هدنبال سپ ،است 
  ميکن  یم هملاحظ و ميبر

١
١

١ ١
١

٢ ٢
١

٣ ٣
١

 

١ ١
١
٢

١
٣

١
 

، هيقض ساسا رب سپ ،است  ردا نکرا و یصعود١ هدنبال نچو ٣   همگرا هدنبال نيا٢
   .است

 
 حيهر عدد صح یهمگرا باشد ، پس برا١گرفت که اگر   جهيتوان نت  یز مطالب گفته شده ما

 هم همگرا است و ١دنباله مثبت 

٧  

 که  مينيب  یمباشد ، ٢   و ١مثلا ، اگر 
١

٢
١

٨  

  ميباشد ، دار١و و اگر 
١ برای ١ ١ ٩  
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 ٣.١ ناتيتمر
  کران.   یب ايان دار است دنباله کر ايآ ديمشخص کن ريز ناتيدر تمر

١ ١
٢

١ 

٢
١

٢ ١ 

٣ cosh ١  
   .ديکن دايرا پ، حد   ريز ناتيدر تمر

۴ ٢
١

 

۵
١ ١

١
 

۶
٢

١

۵
٢
 

٧
١

 

٨
۴ ٣ ۵
۶ ٣ ٣

 

٩ ٣  

١
١
١

 

١١ ١  

١٢
١

 

١٣
١

 

١۴
١ ١
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٢قلم ، بخش  نيآرمان به هم ليفرانسير اساس آنچه در کتاب حساب دب - ١۵   ميگفت کيبال پريتوابع ه١٢
١ ٢

١ ٢
٢

 

  ديفرمول ثابت کن نياستفاده از  ا با
١ 

 
 

 ٣.١ اتنيپاسخ تمر
  کران.   یب ايدنباله کران دار است  ايآ ديمشخص کن ريز ناتيدر تمر

١ ١
٢

١ 

١چون  ١ ٢ ، یاست برا٣    کران دار  است. دنباله ، پس١

٢
١

٢ ١ 

١چون 
٢

   کران است.  یدنباله ، ب است ، پس

٣ cosh ١  

١چون 
٢

١
٢

، یاست ، برا ١و چون ١
٢

 
   کران است.  یپس دنباله ب

 
   .ديکن دايرا پ، حد   ريز ناتيدر تمر

۴ ٢
١

٢
١

٢ ٢ 

 

۵
١ ١

١
١ ١

١
١ ١

١
 

۶
٢

١

۵
٢

٢ ٢

۵
٢

۵

٢
٢۵

٢
۵

٢
٢۵

٢
۵

٢
٢۵

 

۶بخش و مثال نيهم٢بالا بر اساس فرمول شماره  اتيملع ١بخش    انجام شد.٢
   

٧
١

١
١

١
١

١ ١ 
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٨
۴ ٣ ۵
۶ ٣ ٣

۴ ۵
٣

۶ ٣
٣

۴ ۵ ٣

۶ ٣ ٣

٢
٣

 

   

٩ ٣ ٣ ١ ١ ١ 

٨بخش و مثال نيهم٣بالا بر اساس فرمول شماره  اتيعمل و ٩ ١بخش    انجام شد.٢
  

١
١
١

١ ١

١ ١
١
١

١ 

١١ ١ ١
١

١
 

١

١ ١
 

١

١ ١ ١

١
١ ١

١
٢

 

١٢
١

 
 که   ديکن  یملاحظه م

١ ١ ١
برای ١ 

 و چون 
١ ١

 
   .ميها دار دنباله یبرا یچيساندو هيپس بر اساس قض

١
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١٣
١

 
  ميچون دار

١ ١
برای ١  

 و چون 
١

 
  . ميدار یچيساندو هيپس بر اساس قض

١
 

١۴
١ ١

 

 چون 

١ ١
٢

برای ١ 

 و چون 
٢

 

   .ميدار یچيساندو هيپس بر اساس قض

١ ١
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٢قلم ، بخش  نيآرمان به هم ليفرانسيبر اساس آنچه در کتاب حساب د - ١۵   ميگفت کيبال پريتوابع ه١٢
١ ٢

١ ٢
٢

 

  ديفرمول ثابت کن نياز  ااستفاده  با
١ 

 اثبات 
 چون 

٢ برای ١ 
 و چون 

 

١بخش ١شماره  نيپس بر اساس تمر ٢ 
٢  

 پس 
١ ٢

١ ٢

١
١

١ 

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف                            سری های نا متناهی   ۴.١ جلد سوم حسابان

43 
 

  Infinite Series یمتناه نا یها یسر - ١.۴
به کتاب کامل جبر توسط    هندسی های یسر و ها دنباله و  یحساب یدنباله ها یآور ياد یبرا :توجه 

  . يدقلم مراجعه کن ينهم
مجموعه  يمخواه  یم يداما تصور کن  .يمعدد را با هم جمع کن یچگونه تعداد محدود يمدان  یمسلم است که م

 اعداد  یمتناهنا 
١
٢

١
۴

١
٨

١
١۶

،  

  . ميآور  یبدست م ري، اعداد ز ميبا هم جمع کن بياگر آنها را به ترت  .ميرا با هم جمع کن
١
٢

٣
۴

٧
٨

١۵
١۶

،  

   شود.  یم کينزد کيبه  رسد یکه به نظر م
 مجموع  ميياست اگر بگو  یپس منطق

١
٢

١
۴

١
٨

١
١۶

 

   است. کي
١در بخش  نيهمچن   مينشان داد۴مثال ٣

١ ١
١
٢

١
٣

١
 

 شود   یم ريمجموع ز ميياست که بگو  یعيطب

١ ١
١
٢

١
٣

 

 ميکن فيتعررا ١توان مجموع اعداد در دنباله   یم ايآ ميکه مشخص کن نيا ی، برا  یبطور کل

١اعداد  ٢   نه. اي ميشو  یم کيحد نزد کيبه  ايآ مينيتا بب ميکن  یبا هم جمع م بيبه ترت٣
   خواهند بود. ريز بيترت به ميآور  یم که بدست  يیجمع ها

١ ١ 

٢ ١ ٢ 

٣ ١ ٢ ٣ 
 

اگر دنباله حاصل   نامند.  یم   یمجموع جزئ اي  یا حاصل جمع جزئبالا ر یهاجمع 
نشان  رينماد زو با  مينام  یم  جمع  حاصل اي مجموعد ، آن حد را حد داشته باش یجزئ یجمع ها

 .ميده  یم

١
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، تا  ميبر  یرا بکار م  ريز یها نشود ، عبارت ايبشود و  کيحد نزد کيبه  یاما ، خواه حاصل جمع جزئ
  ند.  با هم جمع شده ا یچه اعداد مينشان ده

١

و ١ ٢ ٣  

 مثلا   .مينام  یم یسر کيبالا را  یهر کدام از عبارت ها
١

٢

١
٢

١
۴

١
٨

١
١۶

١

و ١ ١ ١ ١ ١ ١
١

 

 
   شود.  یتلفظ م گمايسنماد  

 
 ١.۴ فيتعر

، حيهر عدد صح یبرا  دنباله باشد. کي ميکن  یفرض م   ام    یجزئ مجموع 
Jth partial sum  آن دنباله. یجمله ها ني، عبارت است از مجموع اول ميده  ینشان مکه با نماد 

   است. Converges  همگرا  یسر مييگو  یوجود داشته باشد ، ماگر  
 . مينام  یم Sum of the Series یحاصل جمع سررا و 

   است.   Diverges  ا واگر یسر مييگو  یم  صورت نيا ريدر غ
١اعداد     نامند.  یمیسر Terms  جملاترا ،٢

 
هم منحصر به فرد  یسر کيدنباله منحصر به فرد است ، پس حد  کي، حد  ميچون همانطور که قبلا گفت

   است.
  هستند. ايو ١به شکل  ميو کار داربا آنها سر ندهيکه در آ يیها  یتمام سر بايتقر
   است. ريام به صورت ز یجزئمجموع  ١ یبرا

١ ٢  
   است. ريام به صورت ز یجزئمجموع  یو برا

١ ١ 
 که  دينشان ده – ١مثال 

١
١ ١

١
٢

١
٣

 

 پاسخ 
١در بخش   که  مينشان داد۴مثال ٣

١ ١
١
٢

١
٣

١
١  

 پس  یباشد  ، برا١اگر 
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١ ٢ ١ ١ ١
١
٢

١
١

 

   .ميبالا دار١پس بر اساس فرمول شماره   است.
 

 پس
١

 

 
 که  دينشان ده ٢مثال 

١
١ ١

١
١
٢

١
٣

١
۴

٢
١

 

 پاسخ 
١در بخش     ميثابت کرد۵مثال ٣

١
١
٢

١
٣

١
۴

١
١ ١

٢ ٢  

١اگر 
١ ، یباشد ، برا١  پس ١

١ ٢ ٣ ١ ١
٢

١
٣

١
۴

١
١
 ١ 

 
 لذا   است.٢بالا ، ٢بر اساس فرمول شماره 

١
١ ١

٢
١

 

 
  دينشان ده – ٣مثال 

١
١

١
١ ٢

١

١
٢ ٣

١
٣ ۴

 

   .ديهمگرا است و مجموع آنرا حساب کن
 پاسخ 

 که  ديدانيم
١

١
١ ١

١
برای ١ 

 پس 
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١
١
٢

١
٢

١
٣

١
٣

١
۴

١
١

١ ١ ١
١

٣  

 پس 

١
١

١
 

 و چون   است.

١
١

١
١ 

 پس  .است 
١

١
١

١

 

١ یسر
که مجموع  یهنگام راينامند ، ز  یم Telescoping Series   یادغام یسررا ١١

  شوند.   یجمله اول و آخر ،همه حذف م  بجز،  ميسينو  یم٣فرمول شماره   مانند یجزئ
  نامند.   یم  هم رونده هم یتو یرا سر  یادغام یسر
 

  واگرا است.  ريز یسر دينشان ده - ۴مثال 
١

١
١
٢

١
٣

١

 

 پاسخ 
 که  ميده  ینشان م

٢
١

١
٢

، هر برای ۴  

،اثبات شماره  یبرا وا گرا باشد.  دياست و با کران یب یجزئ و لذا دنباله مجموع  ديکن  یملاحظه م۴
 که 

٢
١ ٢ ١

١
٢

 

٢
٢ ۴ ١

١
٢

١
٣

١
۴

١
١
٢

١
۴

١
۴

١
٢
٢

 

٢
٣ ٨ ١

١
٢

١
٣

١
۴

١
۵

١
۶

١
٧

١
٨

 

١
١
٢

١
۴

١
۴

١
٨

١
٨

١
٨

١
٨

١
٣
٢

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف                            سری های نا متناهی   ۴.١ جلد سوم حسابان

47 
 

جمله ها را در چند  گروه   یبطور کل
٢

١که مجموع هر گروه  یبطور , ميده  یم بيترت
٢

   بشود.

٢
١

١
٢

١
٣

١
۴

١
۵

١
۶

١
٧

١
٨

١

٢
١

١

١

٢
 

١
١
٢

١
۴

١
۴

١
٨

١
٨

١
٨

١
٨

١

٢

١

٢
 

١
١
٢

 

 چون 

١
١
٢

 

،  ميثابت کن  ميخواست  یهمان طور که مکران است ،   یب١   یجزئ  مجموع است. پس دنباله

١ جهيو در نت
   واگرا است.١

١ ی، سر ميديهمانطور که د
 نيا  آن به طرف صفر همگرا است. یمله هاواگرا است ،گر چه ج١

 یجمله ها  رايز شود.  یم دهينام Harmonic Series   گهما هن یسر اي کيهار مون یسربنام  یسر
   دهند.  یم ليتشک کيمون دنباله هارآن  ، 

 
 سهيمقا

١
و 

٢
 

هر  یبرا ديملاحظه کن  .ميکن سهيبا هم مقا۵و ٢ یدوسر یمجموع جزئ ميخواه  یم
 ۵مثبت  حيعدد صح

١

٢
٢

١

٣
٢

١
٢

جزئی جمع ١
٢٢

١

٢
٢

١

٣
٢

١

۴
٢

١

۵
٢

١

۶
٢

١
٢

۵

جزئی جمع ١
٢۵

 

١ اگر    شود  یم جهينت۵از فرمول شماره 
١باشد ، پس   همگرا٢٢

است  همگرا هم٢۵
   است. ريرابطه ز یجمع آنها دارا همگرا باشند ، یسر اگر هر دو نيو همچن و بر عکس ،

١
٢

١

٢
٢

١

٣
٢

١

۴
٢

١
٢

۵٢

 

٢توان نشان داد اگر   یم قيطر نيبه هم  یباشد ، پس سر١
١

 به همگرا است، فقط
که  یشرط

٢
 همگرا باشند ، پس  یاگر هر دو سر نيعلاوه بر ا  همگرا باشد.
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١ ١ ١ ٢ ١ ۶
٢١

 

 یسر يیبه همگرا  یشود ،ربط  یآغاز م یسرجمع   که با  آن سياند،  نيابنا بر 
   .ستين نيچن۶چه در فرمول  گر  ندارد.

  
  A Divergence Test Theorem  يیواگرا آزمون  هيقض

   است.همگرا باشد ، پس ١اگر  -  الف 
   وا گرا است.١وجود نداشته باشد ، پس  ايصفر نباشد و اگر  – ب 

 
 اثبات 

  ميدار١ یاثبات الف ، برا یبرا
١ ٢ ١ ٢ ١ ١ ٧  

پس بر   وجود دارد.که  ميدان  ی، پس م همگرا است یسر نيچون بر اساس فرض مساله ا
١در آخر بخش آنچه  اساس   هم وجود دارد و ١ مييگف٣

١  

 شود که   یم جهينت٧پس از فرمول شماره 

١ ١  
  کامل است.  هيچون قسمت ب هم منطقا معادل قسمت الف است ، پس اثبات قض  اثبات قسمت الف. نيا

 
 نيا.   نامند می  يیواگرا یبرا امآزمون جمله ،  اوقات  یگاه  را ب  قسمت يیآزمون واگرا هيقض

   واگرا هستند. ريز یها یکه سر ديگو  ین به ما مآزمو

۶١ ، ١
١

، ، ٢
٢

، ١ ، sin
١
٢

١۴١١

 

  Geometric Series یهندس یها یسر
عدد ثابت باشند و که   یدر صورت،است به شکل  یسر کي یهندس یسر کي

   دارد.به انتخاب  یتنها بستگ یهندس یها یسر يیواگراو 
  Geometric Series Theorem یهندس یسر هيقض

ا است همگر یهندس یسرو و   باشد. یهر عدد ميکن  یم  فرض
   .ميدار١ یبرا  باشد.١فقط و فقط اگر 

١
٨  

 اثبات 
 باشد ،پس ١اگر   .ميکن  یم   یبررس جدا گانه١ و١ یحالت ها
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  واگرا است. ی، سر يیآزمون واگرا هير اساس قضها ، و لذا بتمام  یاست برا

  ميبر  یرا بکار م ريباشد ، پس اتحاد ز١اگر 
١ ١ ٢ ١ ١  

  یعني،  نيا
١ ١ ١ ٢ ١  

١
١

 

،بخش ۶است بر اساس مثال چون  ١  پس ٢

١
١

١
 

دو   شترکم خارج قسمت  گريبه عبارت د.   یهندس یسر Ratio  نسبت شود   یم دهينامعدد 
آن  ميکن ميرا بر هم تقس یاگر هر کدام از دو جمله متوال رايز  است. یهندس یسر کيدر  یجمله متوال

 یعني  هستند. یخارج قسمت ها با هم مساو
١

 

 یعنيبرابر است با جمله اول  یهندس یهمگرا یسر کي، مجموع  یهندس یسر هياساس قض بر
 ١بر  ميتقس

 

١که  دينشان ده – ۵مثال 
۴

۴
٣

   است.
 پاسخ 

،نسبت   با ،است یهندس یسر کي یسر نيا ١
۴

 یسر ني، ا یهندس یسر هيپس بر اساس قض

١چون جمله اول   همگرا است.
۴

  پس است ،١

١
۴

١

١ ١
۴

۴
٣

 

 یآب هيمساحت ناح Archimedes  س ديکه ارشم یهنگام  مهم است.  یخياز نظر تار۵در مثال  یسر
 جيو به تدر هيداخل ناح  يیکرد ، شروع کرد به محاط کردن مثلث ها  یرا محاسبه م ريز ريرنگ تصو

 یآب هيگرفت مساحت ناح جهيمثلث ها را با هم جمع کرد و نت نيتعداد مثلث ها را اضافه کرد و مساحت ا
۴با  یرنگ مساو

٣
اما   استفاده نکرد. ميبر  یکه اکنون ما بکار م یاز موضوع سر دسيالبته ارشم  است.

   .ميکن  یکار م با ان که ما اکنون است یموضوع سر او مقدمه کار
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 که  دينشان ده – ۶مثال 

١۴ ٣ ١ ٨
٢

 

  است. 
 پاسخ 

 چون جمله اول  ٣است با خارج قسمت مشترک  یهندس یسر کياده شده د یسر

١۴ ٣
٢
 

 است ، پس 

١۴ ٣
١۴ ٣

٢

١ ٣
١ ٨

٢

 

 قتيدر حق  .ستنديهمگرا ن یهندس یها یهمه سر ديگو  یبه ما م یهندس یها یسر هيالبته ، قض
٣ ۵ ۵ رايز .وا گرا است ۴۶ ۴    است.١

 ريمطابق ز٣٣٣٣مثلا   مکرر وجود دارد. یو اعشار ها یها هندس یسر نيب  یکيرابطه نزد
   شود.  یم فيتعر

٣٣٣ ٣
١

١
٣

١
١

٢

٣
١

١

٣

٣
١

١
١
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  نيهمچن

۴۵۴۵۴۵ ۴۵
١

١
۴۵

١
١

٢

۴۵
١

١

٣

۴۵
١

١
١

 

 کي جهيکسر و در نت کيمکرر را بصورت  یهرعدد اعشار که کنند   یرا قادر م ما یهندس یها یسر
 . ميسيبنو ايعدد گو

  هستند. اياعداد گو یکه اعداد مکرر اعشار ديگو  یکسر ، به ما م کيبه  یاعداد مکرر اعشار ليتبد 
اما   کسر نوشت. کيتوان به صورت   یرا م ايهر عدد گو یعني  موضوع هم صادق است. نيعکس ا

 مثلا عدد   .ستنديمکرر قابل استفاده ن ريغ یاعشار اعداد یمراحل ذکر شده بالا برا
٢ ٧١٨٢٨  

   نوشت. ريز یتوان به صورت سر  یرا نم ستيمکرر ن یکه اعشار

٢ ٧
١

١
١

١
١

٢

٨
١

١

٣

٢
١

١

۴

٨
١

١

۵

 

  . ستين یهندس یسر کي یسر نيهمگرا است ، اما ابالا به  یسر قتيدر حق
 

   Combinations of Series   ها یسر بيترک
 ني، همچن ميآنها را جمله به جمله باهم جمع کن ميتوان  یباشند ، م یدو سر١و ١اگر 

به ما  ديجد یدو سر اتيعمل نيا  .ميضرب کنعدد  کيها در  یتمام جملات هر کدام از سر ميتوان  یم
١و ١ یعني  دهد.  یم  يیبه همگرا یبستگ ديها جد یسر نيا يیهمگرا 

   دارد. هياول یها یسر
 

  Combinations of Series Theoremها  یسر بيترک هيقض
 هم همگرا است و ١همگرا باشند ، پس ١و ١اگر  –الف 

١ ١ ١

 

 م همگرا است و ه١همگرا باشد ، پس ١اگر  –ب 

١ ١

 

 
 اثبات 

 یها یام سر یجمع  جزئ حاصل بيترت به ميکن  یقسمت الف ، فرض م اثبات یبرا
، ،  پس   باشند.١١١

١ ١ ٢ ٢  

١ ٢ ١ ٢  
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  جهيدر نت

١

 

١١

 

  . ميکن  یرا دنبال م دهيا نياثبات قسمت ب هم هم یبرا
 توان گفت   یم نيهمچن  داد. ميهم تعم یتوان به سه سر  یها را م یسر بيترک هيقض

 

١١١

٩  

  . ديکن دايهمگرا است و مجموع آنرا پ ريز یسر ديده نشان– ٧مثال 
۴

٢

٢
١

١

 

 پاسخ 
  ميدار یهندس یها یسر هيقض بر اساس

۴

٢

۴ ١
٢

١ ١
٢

۴
١

 

  ميها قسمت دوم دار یسر بيترک هيو قض٣بر اساس مثال 
٢

١
٢

١
١

٢
١١

 

  ميدار٩بر اساس شماره  جهيدر نت
 
  

۴

٢

٢
١

۴ ٢ ٢
١

 

  Change od Indexesها  سياند رييتغ
   .ميپس دار صفر.  سي، با اند ميفرض کن یرا به صورت سر یسر ميتوان  یم

١  
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  ۴.١ ناتيتمر
١ ناتيدر تمر   . ديها را حساب کن یاز سر کيهر  چهارم یجزئمجموعه  ٣

١ ١
١

 

٢
١
٣

 

٣
١

٢

 

۴تمرينات در   یها یسر ايآ دي، قسمت دوم ، مشخص کن يیوا گرا آزمون هيبا  استفاده از قض٧
   وا گرا. ايهمگرا هستند  ريز

۴ ١
١

١

 

۵ ١
١
٢

٢

 

۶
٢

١

١

 

٧
١

١

 

٨ ناتيدر تمر ص مشخ یهر سر  ی. براديکن دايپ یسر یجزئ یها مجموعه يک فرمول برای١١
   .ديکن دايرا پ یاست ، حاصل جمع سر نيدارد  ، اگر چن  حد یجزئ یمجموعه ها ايکه آ ديکن

٨ ١
١

 

٩ ١  

١
١

١
١

٢
١

 

١١ ٣ ١
٣

١
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١٢ ناتيدر تمر نه ، اگر همگرا است مجموع  اياست  داده شده همگرا  یسر ايکه آ ديمشخص کن١۶
  . ديکن دايآنرا پ

١٢ ۵
۴
٧

١

 

١٣ ١ ٣  

١۴ ۵
١
٢

١

١

 

١۵
٣

٣

۵
١

١

 

١۶ ١
٣

٢
٢

١

 

 
١٧ ناتيدر تمر  ۴است ، به صورت ١که به صورت  داده شده یسر١٩

   .ديسيبنو

١٧
١
٧

١

٧
٢

١

٧
٣

 

١٨
١

٢ ١
١

 

١٩
١
٢

١

 

 
٢ ناتيدر تمر   . ديسيمکرر را به صورت کسر بنو یاعشار ها٢٣
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،که   مينشان داد – ٢۴ ١
١

 دايرا پ ري، حاصل جمع ز قتيحق نيبا استفاده از ا٢١
   .ديکن

١
١

۴

 

 
 ۴.١ ناتيپاسخ تمر

١ ناتيدر تمر   . ديها را حساب کن یسراز  کيهر  چهارم یمجموعه جزئ ٣

١ ١
١

١ ١ ١ ١ ۴ 

٢
١
٣

١
١
٣

١
٩

١
٢٧

۴
٢٧

 

٣
١

٢

١
٢

١
٣

١
۴

١
۵

١٣
۶

 

۴تمرينات در  ٧  یها یرس ايآ دي، قسمت دوم ، مشخص کن يیوا گرا آزمون هيبا  استفاده از قض 
   وا گرا. ايهمگرا هستند  ريز
 

۴ ١
١

١

 

١
١

١ 

  وا گرا است.  یسر  پس  ، ستين صفر بالا حد چون

۵ ١
١
٢

٢

 

١
١
٢

 

   . دباش  همگرا  تواند یم  یسر  پس  ، است صفر بالا حد چون

۶
٢

١

١

 

٢
١

٢
١ 
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  وا گرا است.  یسر  پس  ، ستين صفر بالا حد چون
  

٧
١

١

 

١
١ 

  وا گرا است.  یسر  پس  ، ستين صفر بالا حد چون
  ريز ليبه دل چرا؟ دييممکن است بگو  

١
١

١
 

   .ميدار تاليپبا استفاده از قانون لا 

١

١

١

٢

١
٢

١
١ 

 
٨ ناتيدر تمر مشخص  یهر سر  ی. براديکن دايپ یسر یجزئ یها مجموعه يک فرمول برای١١

   .ديکن دايرا پ یاست ، حاصل جمع سر نيچندارد  ، اگر   حد یجزئ یمجموعه ها ايکه آ ديکن

٨ ١
١

 

؛  

  واگرا است.  یپس سر

٩ ١  

٢ و ٢ ١ ١ برای ١ ؛ ندارد وجود  

   ا است.وا گر یپس سر

١
١

١
١

٢
١

 

١
٢

١
٣

١
٣

١
۴

١
١

١
٢

١
٢

١
٢
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١
٢

١
٢

١
٢

 

 پس 
١

١
١

٢
١
٢

١

 

١١ ٣ ١
٣

١

 

١ ٨ ٨ ٢٧ ٣ ١
٣

١ ١
٣
 

١ ١
٣

 

 وا گرا است.  یپس سر
 

١٢ ناتيدر تمر نه ، اگر همگرا است مجموع  اياست  داده شده همگرا  یسر ايکه آ ديمشخص کن١۶
  . ديکن دايآنرا پ

١٢ ۵
۴
٧

١

 

،است با نسبت  یهندس یسر کيداده شده  یچون سر ۴
٧

   .ميهمگرا است و دار یپس سر١

۵
۴
٧

١

۵ ۴
٧

١ ۴
٧

٢
٣

 

١٣ ١ ٣  

،است با نسبت  یهندس یسر کيداده شده  یچون سر ٣ ٣ همگرا  یپس سر١
   .مياست و دار

١ ٣
١

١ ٣
١
١٣
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١۴ ۵
١
٢

١

١

 

،است با نسبت  یهندس یسر کيداده شده  یچون سر ١
٢

   .ميهمگرا است و دار یپس سر١

۵
١
٢

١

١

۵
٢

١
٢

۵
٢

١
٢

١ ١
٢

١

۵
٢

 

١۵
٣

٣

۵
١

١

 

،است با نسبت  یهندس یسر کيداده شده  یچون سر ٣
۵

  .ميهمگرا است و دار یپس سر١

٣
٣

۵
١

١

٢٧ ۵
٣
۵

١٣۵ ٣
۵

١ ٣
۵

۴ ۵
٢

١

 

 

١۶ ١
٣

٢
٢

١

 

٣است با نسبت  یهندس یسر کيده ، داده ش یچون سر
٢

،و ٣
٢

وا گرا  یسر نيپس ا١
   است.

 
١٧ ناتيدر تمر  ۴است ، به صورت ١داده شده که به صورت  یسر١٩

   .ديسيبنو

١٧
١
٧

١

٧
٢

١

٧
٣

١
٧

١

٧
٢

١

٧
٣

١
٧

۵٧
٣۴٣

١
٧

۴۴

 

١٨
١

٢ ١
١

١
٢

١
۵

١
١

١
٢ ١

۴
۵

١
٢ ١

۴۴

 

١٩
١
٢

١

١
١
۴

١
٩

١
٢

۴٩
٣۶

١
٢

۴۴

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف                            سری های نا متناهی   ۴.١ جلد سوم حسابان

59 
 

 
٢ ناتيدر تمر   . ديسيمکرر را به صورت کسر بنو یاعشار ها٢٣

 

 

 

 

 

 

 

 
 

،که   مينشان داد – ٢۴ ١
١

 دايرا پ ري، حاصل جمع ز قتيحق نيبا استفاده از ا٢١
   .ديکن

١
١

۴

١
١ ١

١
١
٢

١
٣

٢
۵
۶
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  يسهمقا یآزمون انتگرال و آزمون ها  -ینا منف یها یسر 
Nonnegative Series – The Integral Test and the Comparison Tests 

اما   .يمکرد  یمحاسبه مقدار آن عمل م يقهمگرا است ، از طر یسر يککه  يناثبات ا یتا کنون ، برا
 موضوع هم ينا مشکل است.  ياممکن و  يرغ ياآن  يقکردن مقدار دق يداهمگرا ،  پ یها یسر يشترب یبرا
١مانند   يیها یسر  برای یحت

١و ٢١
  يیفرمول ها ندهيآ یدر بخش ها   صادق است. ٣١

 یها یعجالتا توجه خود را به سر  .ميآور  یها بدست م یسر يیو وا گرا  يیمشخص کردن همگرا یبرا
  یآسان بودن کار فرض م یبرا  .ستندين  یآنها منف جملات که   يیها یسر  یعني  .ميکن  یمتمرکز م  ینا منف

 کي ليتشک١  ینا منف یسر کياز ١ یمجموع جزئ  باشد. کي هياول سياند ميکن
  یعني  دهد.  یم یصعود دنباله

١ ٢ ١ ٢ ١ ١ برای ، ١ 
٣ هيکران دار باشد ، پس بر اساس قض١اگر  جهيدر نت ١بخش ٢    وجود دارد. ريحد ز٣

 

تواند   ینمکران باشد ، پس   یب١بر عکس اگر   همگرا است.١و لذا 
٣هيپس بر اساس قضوجود داشته باشد ،  ١بخش ١    وا گرا است.١ یسر٣

    .ميکن  یبحث م يیهمگرابخش در مورد دو نوع آزمون   نيدر ا
  . ينمع انتگرال نا يکداده شده با   ینا منف یسر  يک يسهمقا – ١
  . يگرد یسر يکداده شده با   ینا منف یسر يکمقايسه  – ٢
  

  Integral Test Theoremآزمون انتگرال  يهقض
 ی، و نزول وستهيتابع پ کي ميکن  یباشد ، و فرض م  یدنباله نا منف کي١ يمکن  یفرض م

 که  یطورشده باشد ب فيتعر١باشد که در بازه 
برای ١ ١  

 همگرا است اگر فقط و فقط انتگرال ١ یپس سر  باشد.

١
 

  همگرا باشد. 
 اثبات 

  مياست ، پس دار ینزولکه  قتيحق نيو ا١بر اساس شماره  

٢ ٣ برای ٢
١

٢  

 و 

١ ٢ ١ برای ٢
١

٣  

 و  یها ريتصو
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همگرا است اگر انتگرال ١ جهيو در نت٢ یکه سر ميريگ  یم جهينت٢از شماره 
   همگرا باشد.١انتگرال همگرا است اگر  ميريگ  یم جهينت٣باشد ، و از شماره همگرا 

 
 
 
 

 
 ايو ١    شود که اگر  یم جهيدر اثبات آزمون انتگرال نت٣و ٢ یاز شماره ها

  ميدار نيهم همگرا است. علاوه بر ا یگريهمگرا باشد ، د١

١١٢

 

١هستند و به شکل  یها نا ممف یسر نيامناسب است.  یها یسر یآزمون انتگرال برا
  یم١

  عدد ثابت است.  کي  باشند.
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  شد. با١همگرا است اگر فقط و فقط  ريز یسر دينشان ده – ١مثال 
١

١

 

 پاسخ 
   کنند  ینم ليبه طرف صفر م١    کند،  جملات  یداميپ شيافزا که  یباشد ،هنگاماگر 

١بخش  يیآزمون واگرا هي، پس بر اساس قض ١ یسر۴
   وا گرا است.١

 ميدان  یاست ، که م کيهار مون یسر کيما  یسر١ یبرا باشد.  ميکن  یحالا فرض م
استفاده از آزمون انتگرال مطابق  یآال برا دهيتابع ا  باشد.١ ميکن  یپس فرض م  .وا  گرااست 

   است. ريز
١

برای ١  

١رايز     است. یو نزول وستهيپ١در بازه و چون ١ یاست برا  
  ايآ ميمطمئن شو ديهمگرا است ، با١ ايکه آ ميمشخص کن نکهيا یبرا

١

١
 

  مياست ، پس دار١چون  نه.  ايوجود دارد 
١ ١

١ ١ ١١

١
١

١
١

١  

١چون 
باشد ، پس ١باشد و وجود ندارد اگر ١وجود دارد اگر ١

 جهيدر نت  باشد.١اگر  باشد ، و واگرا است١اگر  همگرا است١

١ ديگو  یآزمون انتگرال م
 ١اگر  باشد ، و واگرا است١همگرا است اگر ١

  باشد. 
 که  ميريگ  یم جهينت١از مثال 

است همگرا  

 و 

است گرا وا  
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١ نيهمچن
١و ٢١

 حيصح عدد هر یبرا همگرا است١  یبطور کل  ند.همگرا هست٣١
دانان   یاضير یموضوع برا نيا  دهد.  ینم ما را به ها یسر نيا حاصل جمع١اما مثال ١

 ثابت کرد  جدهميقرن ه اواسط لريمساله بود تا لئونارد آ
١
٢

٢

۶
١

 

 
   است.

١امروزه حاصل جمع 
عدد  چيه یمثبت زوج شناخته شده است ، اما برا حيهر عدد صح یبرا١

١ ميدان  یمثلا ، گر چه م  .ستيشناخته ن کيفرد بزرگ تر از  حيصح
همگرا است ، اما حاصل ٣١

   .ميدان  ینم  جمع آنرا
 

  وا گرا است.  ريز یکه سر دينشان ده – ٢مثال 
١

٢

 

 پاسخ 
  ميکن  یفرض م

١
برای ٢ 

  ميو دار  است. یو نزول وستهيپ٢در بازه پس   باشد.
١

برای ٢ 
 که  ديکن  یحال ملاحظه م

١
٢٢٢

 

٢  

   داده شده ، وا گرا است. یآزمون انتگرال ، سر هيبر اساس قض  وا گرا است.٢ یعني
   ، موثر است. ميکن یريانتگرال گ  یبه اسان راتابع  ميکه بتوان یآزمون انتگرال هنگام
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  The Comparison Tests Theorem سهيآزمون مقا هيقض
 ١پس ١ یبرا ميهمگرا باشد و داشته باش١اگر  –الف 

   است.١١و  است همگرا
 ١پس ١ یبرا ميوا گرا باشد و داشته باش١اگر  –ب 

   وا گرا است.
 

 اثبات 
و  ١  ام  یجزئ مجموع  بيبه ترتو  يمکن  یاثبات قسمت الف ، فرض م یبرا

  یمحد را  نيم اوجود دارد ، و ،  هيبر اساس فرض قض چون  باشد.١
 هستند و  یصعود١و ١ها ، پس همه  یاست براچون   .مينام

١ برای ۴  
٣ هياست ، پس بر اساس قض یدنباله کران دار و صعود کي١ یعني نيا ١بخش ٢   یم٣

از فرمول شماره  نيعلاوه بر ا  همگرا است.١ جهيدر نت  وجود دارد.که  ميدان
  شود که  یم جهينت۴

١١

 

  کند.   یقسمت الف را ثابت م ن،يا
همگرا باشد ، پس بر اساس قسمت ١که اگر قرار باشد  ديکن  یاثبات قسمت ب ، ملاحظه م یبرا

 وا ديبا١پس   قسمت ب است. مخالف فرض نيو ا  همگرا باشد. ديبا١ یالف سر
    باشد. گرا

 
  همگرا است.  ريز یکه سر دينشان ده – ٣مثال 

١

٢ ١١

 

 اثبات 
١که  يمدان  ی، م یهندس یها یسر يهبر اساس قض

  ميو چون دار  همگرا است.٢١

١

٢ ١

١

٢
برای ١ 

  داده شده همگرا است.  ی، سر سهيآزمون مقا هيپس بر اساس قض
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  وا گرا است.  ريز یسر دينشان ده – ۴مثال 
١

٢ ١
١

 

 اثبات 
 که  ديکن  یملاحظه م

١
٢ ١

١
٢

برای ١ 

١و چون  است. 
١است با  یسر کي١

٢
پس   وا گرا است. ميدان  یکه م

١
١ سهيآزمون مقا هيپس بر اساس قض  هم وا گرا است.٢١

٢ ١١    وا گرا است. 
 

   همگرا است. ريز یکه سر دينشان ده – ۵مثال 
٣ ٢

 

 پاسخ 
 که  ديکن  یملاحظه م

٣ ٢ ٣
برای  

١بخش ١در مثال   است. پس بر   همگرا است.٣پس   همگرا است.١که  ميديد۴
  داده شده همگرا است.  ی، سر سهيآزمون مقا هياساس قض

 
   همگرا است. ريز یکه سر دينشان ده -۶مثال 

١

٢ ١١

 

 پاسخ 
١

٢ ١

١

٢
برای ١ 

 یبا سر سهيمقا قيداده شده را از طر یسر يیوا گرا ايو  يیو امکان ندارد همگرا  است.
١

 اما چون   .ميمشخص کن٢١

١

٢ ١

١

٢ ٢
١

١

٢
١

برای ١ ۵  
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١است ، و چون 

٢
  داده شده ، همگرا است. ی، سر سهيآزمون مقا هيهمگرا است ، بر اساس قض١١

 
  Limit Comparison Test Theoremحد  سهيمقا آزمون هيقض

 ميکن  یفرض م  باشند.  ینا منف یها یسر١و ١ ميکن  یفرض م

 

   عدد مثبت است. کي  باشد.
  هم همگرا است. ١همگرا باشد ، پس ١اگر  –الف 
   هم ، وا گرا است.١وا گرا باشد ، ١اگر  –ب 
 

 اثبات
 که  یوجود دارد ، بطور حيعدد صح کي، پس  استچون 

١
٢

٢ برای  

١و ٢ جهيدر نت است. 
٢

 یدو نا مساو نيبر اساس ا یاست ، برا
  جهيرا باشد ، پس در نتهمگ١اگر   ميدار سهيآزمون مقا  هيوقض

٢ و و
١

 

 وا گرا باشد ، پس ١اگر  قيطر نيبه هم  هستند.هم همگرا 

١
٢

و و
١

 

   هم وا گرا هستند.
 

  همگرا است.  ريز یسر دينشان ده – ٧ل مثا
۴ ٣

٣ ۵ ٧
١

 

 همگرا است. 
 پاسخ 

که با آن ،  یسر کيکردن  دايپ یبرا  هستند.بر حسب  ياگو یداده شده ، تابع ها یسر یجمله ها
که در صورت    انتو نيشتريبجز ب ميريگ  یم ددهيرا  نا د ، همه جمله ها ميکن سهيداده شده را مقا یسر

   .ميپس دار  و مخرج وجود دارد.
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۴
٣

۴
٢
 

۴داده شده را با  یپس سر
١چون   .ميکن  یم سهيمقا٢١

 ٢ است با یسر کي٢١

۴     پسهمگرا است ،   يمدان   یم که 
  ميچون دار  را است.همگ٢١

۴ ٣
٣ ۵ ٧

۴
٢

۴ ٣ ٣ ٢

۴ ٣ ٢ ٢٨
 

۴ ٣

۴ ٢
٢

٢٨
٣

١ 

    داده شده همگرا است. یسر ديگو  یحد قسمت الف م سهيمقاآزمون  هيقض
 

  ا گرا است. و ريز یسر دينشان ده – ٨مثال 
١

٨ ٢ ۵
٣

١

 

 اثبات 
   .ميپس دار  .ميريگ  یم دهيدر مخرج را نا دتوان  نيهمه جمله ها را بجز بالا تر

١

٨ ٢
٣

١

٢
٢
٣

 

١داده شده را با  یپس سر

٢
٢
٣

١چون   .ميکن  یم سهيمقا١

٢
٢
٣

گرا است با  وا یسر کي١

٢
٣

  ميدار و  چون

١

٨ ٢ ۵
٣

١

٨ ٢
٣

٨ ٢

٨ ٢ ۵

٣ ٨

٨ ۵
٣

١ 

   داده شده وا گرا است. یحد ، قمت ب ، سر يسهبر اساس آزمون مقا
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 ۵.١ يناتتمر
١ يناتردر تم حد و آزمون انتگرال ،  سهي، آزمون مقا سهيآزمون مقا یايبا استفاده از قضا١۴

   وا گرا. ايداده شده همگرا است و  یسر ايکه آ ديمشخص کن

١
١

١
٢

١

 

٢
١

٣ ١١

 

٣
١

٢ ١١

 

۴
١

٢

١

 

١با -    يیراهنما
   .ديکن سهيمقا١

۵
١

١ ٢
٣

 

۶
٢ ١

٣ ١
٢

 

٧
٧١

 

٨
٢ ٣

۴

 

٩
٣ ١

٣
٧١

 

١
١

٢ ١٢
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١١
٢ ١

١

 

١٢
٢

١

 

 ٢ - يیراهنما

١٣
١

٢

 

١۴
١

١

 

 
 

 ۵.١ ناتيپاسخ تمر
١ يناتدر تمر حد و آزمون انتگرال ،  سهين مقا، آزمو سهيآزمون مقا یايبا استفاده از قضا١۴

   وا گرا. ايداده شده همگرا است و  یسر ايکه آ ديمشخص کن

١
١

١
٢

١

 

١چون 

١
٢

١
١و چون ١ یاست برا٢

است و همگرا ٢با  یسر کي٢١

١  ديگو  یم سهيپس آزمون مقااست ، 

١
    همگرا است.٢١

٢
١

٣ ١١

 

١چون 

٣ ١

١
٣
٢

١و چون ١ یاست برا
٣
٢

٣با  یسر کي١
٢

است و همگرا 

١  ديگو  یم سهيپس آزمون مقا است ،

٣ ١
   همگرا است.١
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٣
١

٢ ١١

 

١چون 

٢ ١

١

٢ ٢ ١

١
١

١و چون  است١ یاست برا
١

١
٢١  

١ ديگو  یم سهيمقاآزمون  است  ،   گرا وا

٢ ١
   هم وا گرا است.١

۴
١

٢

١

 

١با -    يیراهنما
   .ديکن سهيمقا١

١چون 
٢

١ ١و چون ١ یاست برا١
همگرا  یهندس یسر کي١

١ ديگو  یم سهيپس آزمون مقا است ، 
    هم همگرا است.٢١

۵
١

١ ٢
٣

 

١چون 
١ ٢

١

٢
١است و چون ٣ یاست برا٢

٢
٢

١
همگرا ٢١٣

١ ديگو  یم سهيپس آزمون مقا است ،
١    همگرا است.٢٣

۶
٢ ١

٣ ١
٢

 

 چون 
٢ ١

٣ ١
١

٣

٣ ١

١ ١
٢

١ ١
٢

١
٣

١ 

١و چون 
 ديگو  یم حد  سهيوا گرا است ، پس آزمون مقا٢

٢ ١
٣    گرا است. وا١٢
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٧
٧١

 

چون 
٧ ۶ ٢

١

٣

١
٣

١و چون ١ یاست برا
 یهندس یسر کي٣١

 ديگو  یم سهيهمگرا است ، پس آزمون مقا
   ست.همگرا ا هم٧١

٨
٢ ٣

۴

 

 چون 

٢ ٣
١
٣
٢

٢

٢ ٣
١

١ ٣
٢

١ 

١و چون 
٣
٢

٣با  یسر کي۴
٢

 ديگو   یم حد سهيو همگرا است ، پس آزمون مقا

٢ ٣۴ 
   هم همگرا است.

٩
٣ ١

٣
٧١

 

 چون 

٣ ١
٣
٧

١
٢
٧

٩
٧

٣ ١
٣
٧

١

١ ١
٣

٣
٧

١ 

١و چون 
٢
٧

٢با  یسر کي١
٧

 ديگو  یم حد سهيو وا گرا است ، پس آزمون مقا

٣ ١
٣
٧

   است.  وا گرا١
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١
١

٢ ١٢

 

 چون 
١

٢ ١

١
٢

٢ ١

١

١ ١
٢

١ 

١و چون 
 ديگو  یحد م سهيو همگرا است پس آزمون مقا٢با  یسر کي٢٢

١

٢ ١
   همگرا است. هم٢

١١
٢ ١

١

 

٢چون  ١ ٢ و چون ١ یاست برا٢
٢ همگرا است ، ١بر اساس مثال ٢١

٢ ديگو  یم سهيآزمون مقا هيپس قض    هم همگرا است.١١

١٢
٢

١

 

 ٢ - يیراهنما
٢چون 

٢
٢

٢
٣
٢

٢و چون ١ یاست برا
٣
٢

همگرا است ، پس ١بر اساس مثال ١

   هم همگرا است.٢١ ديگو  یم سهيآزمون مقا هيقض

١٣
١

٢

 

١چون  ١

٣
١و چون ٣ یاست برا

٣
١است و چون ١

٣٣ 

١ ديگو  یم سهيهمگرا است ، پس آزمون مقا یهندس یسر کي
 همگرا است و لذا٣

١
   است. همگرا٢
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١۴
١

١

 

 چون 
١

١
١ 

١و چون 
١ ديگو  یحد م سهيوا گرا است ، پس آزمون مقا١

 وا گرا است. ١
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  يشهآزمون نسبت و آزمون ر -  ینا منف یها یسر -١.۶  
Nonnegative Series – The Ratio Test and the Root Test 

نسبت و آزمون   ، آزمون يمده  یارائه م  ینا منف یها یسر یبرا يگرد  يیهمگرا بخش دو آزمون يندر ا
و  يمکن يداپ يگرید یسر يک يستزم نلا ينجاا  شوند.  یم یسر یتست ها فقط شامل جمله ها ينا . يشهر

١دو آزمون از دو آزمون که در بخش  ينا  .يمکن يسهداده شده را با آن مقا یسر آسان تر  ميبحث کرد۵
  یم سهيمقا یهندس یسر کيداده شده را با  یآزمون ها ، سر نيبودن ا حياثبات صح یاما برا  هستند.

  وابسته هستند. سهيکه در هر حال به آزمون مقا  .ميکن
  

  The Ratio Test Theoremآزمون نسبت  هيقض
ها و تمام  یباشد برا ميکن  یفرض م باشد.   ینا منف یسر کي١ ميکن  یفرض م

 که  نيا
١ احتمالا  

  همگرا است. ١ باشد ، پس١اگر  –الف 
  وا گرا است. ١باشد ، پس ١اگر  –ب 

 جهينت١ يیوا گرا ايو  يیدر مورد همگرا ميتوان  یآزمون نم نيباشد ، پس از ا١اگر 
  . ميکن یريگ
 

 اثبات 
 ١که  یباشد بطور یهر عدد ميکن  یباشد و فرض م١ يمکن  یابتدا فرض م

  ميدارچون   باشد.
١ و  

به  ايو ١ ميدار    یبرا که یوجود دارد بطورمانند  حيعدد صح کيپس 
   است.١ گريعبارت د

 ١مياگر فرض کنسپس  و١داشت  ميباشد ، خواه ميگر فرض کنا
 داشت  ميباشد ، خواه

٢ ١
٢ 

  ميدارمثبت  حيهر عدد صح ی، برا  یبطور کل

١ ٢
٢

١
١ ١  

و آزمون ١بر اساس شماره   همگرا است. یهندس یاست ، سر١چون 
 يیاز همگرا  است.  هم همگرا  یکه همان سرکه  ميريگ  یم جهينت سهيمقا

اثبات قسمت ب هم   اثبات قسمت الف است. نيا  همگرا است.١ ميريگ  یم جهينت
که در قسمت الف   يیها  ینامساو  وارونه همراه با ١، اما با  ديآ  یبدست م قيطر نيبه هم

  يیو وا گرا ميثابت کرد
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١ ميکه گفت دياوري، به خاطر ب هيجمله آخر قض  یان دادن درستنش یبرا
وا گرا است و ١

١
 وا گرا است  ريز یسر   :    مربوطه  یهمگرا است ، و محاسبه نسبت ها٢١

١

١

 

  ميو دار
١

١
١ ١

١

١ ١
١ 

 همگرا است  ريز یسر
١
٢

١

 

  ميو دار
١

١
٢

١
٢

٢

١
٢

١

١ ١
٢

١ 

١لذا ، اگر   یسر يیو وا گرا يیهمگرا ميتوان  ینسبت ، نم آزمون لهيباشد ، تنها بوس١
   .ميرا مشخص کن

   همگرا است. ريز یسر دينشان ده   - ١  مثال
٢

١

 

 پاسخ 

١

٢
١

١

٢

٢
١

 

   مگرا است.داده شده ه یاست ، پس سر١چون 
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    وا گرا است. ريز یسر ديدهنشان  – ٢مثال 
٢

٢
١

 

 پاسخ 

١

٢
١

١
٢

٢
٢

٢
١ ٢

١
٢

٢
 

٢ ٢
١ ٢

١
٢

٢
٢

١

٢

٢ 

  داده شده وا گرا است.  یاست ، پس سر١چون 
 

  همگرا است.  ريز یسر دينشان ده – ٣مثال 

١

 

 پاسخ 

١

١

١
١

١

١
١
 

١
١

١

١

١

١

١ ١

١
 

١بخش ٧بر اساس مثال  یتساو نيآخر  داده شده همگرا یسر پس است ،١چون   است.٢
   است.
  است. همگرا١بطرف ١ ميدر مثال نشان نداد  .دياشتباه نکن یريگ جهينت٣  ازمثال:توجه 

   است. همگرا١به طرف  یجمله متوال نسبت دو ميفقط گفت
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  Root Test Theorem شهيآزمون ر هيقض
  ميکن  یم و فرض  باشد.  ینا منف یسر کي١ ميکن  یفرض م

احتمالا  
  باشد.
   است. همگرا١باشد ، پس ١اگر  –الف 
   وا گرا است.١پس  باشد ،١اگر  –ب 

 یيوا گرا ايو  يیتوان در مورد همگرا  ینم يیبه تنها شهيآزمون ر قيباشد ، پس از طر١اگر 
   کرد. یريگ جهينت١ یسر

 
  –اثبات 

 ١که  یباشد بطور یهر عدد ميکن  یباشد ، و فرض م١ ميکن  یفرض م
 چون   باشد.

و  

است و  ميردا    یبراکه  یوجود دارد بطور حيعدد صح کيپس  ،است  
همگرا  یهندس یاست ، پس سر١چون   است. گريبه عبارت د اي

  هم همگرا است.١ جهياست و در نت  همگرا سهياساس آزمون مقا پس بر  است.
نشان دادن صحت   یبرا      ميکن  یاستدلال م قيطر نيهم به هم١ یبار  اثبات قسمت الف. نيا

١  یسر يیوگرا  دياوري، بخاطر ب هيآخر قض جمله 
١ یسر يیهمگرا  و١

محاسبه و ٢١
١ بخش٩مربوطه با کمک مثال  یها شهير ٢ 

١
است واگرا

١

 

   و

١ ١
١ 

١
٢

است همگرا
١

 

 و 

١
٢

١
٢

١ ١
١ 
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 شهيآزمون ر   با١ يیاباشد ، امکان ندارد در مورد همگر١اگر  پس
   گرفت. ميتصم

 
   وا گرا است. ريز یسر دينشان ده – ۴مثال 

١
١

 

 پاسخ 

١

١

١
 

   داده شده وا گرا است. یپس سر
 

   همگرا است. ريز یسر ديدهنشان  – ۵مثال 

٢١

 

 پاسخ 

٢ ٢
١
٢

 

   داده شده ، همگرا است. ی، سر شهياساس آزمون ر پس بر
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  ۶.١ ناتيتمر
   گرا.وا  ايداده شده همگرا است و  یسر ايآ ديمشخص کن ريز ناتيدر تمر

١
٢

 

٢
٣

١
١

 

٣
٢ ۵

 

۴
٢

٢
١

 

۵ ١  

۶
١

١١

 

٧  

٨
١

٢

 

٩
١ ٣ ۵ ٢ ١

٢ ۴ ۶ ٢
١

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



آزمون نسبت و آزمون ريشه -سری های نا منفی  انوشـيروان صراف  جلد سوم حسابان ۶.١  

80 
 

 ۶.١ ناتيپاسخ تمر
   وا گرا. ايداده شده همگرا است و  یسر ايآ ديمشخص کن ريز ناتيدر تمر

١
٢

 

١

٢
١

٢

١
٢

 

    داده شده وا گرا است. یپس سر

٢
٣

١
١

 

١ ٣
١

١ ١

٣
١

٣ ١
١

 

 گرا است.  داده شده وا یپس سر

٣
٢ ۵

 

٢ ۵ ٢ ۵
١
٢

١ 

   داده شده همگرا است. یپس سر

۴
٢

٢
١

 

٢ ٢

١
٢

٢
٢

٢ ٢ ٢ ١

١
٢

۴ ١ 

 وا گرا است.   داده شده یپس سر
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۵ ١  

١ ١ ١ ١ ١ 
 داده شده همگرا است.  یپس سر

۶
١

١١

 

١
١ ١ ١

١
١ ١

١ 

   داده شده همگرا است. یسر پس

٧  

١
١ ١

٢
 

   داده شده وا گرا است. یپس سر

٨
١

٢

 

١ ١
 

   داده شده همگرا است. یپس سر

٩
١ ٣ ۵ ٢ ١

٢ ۴ ۶ ٢
١

 

 چون 
١ ٣ ۵ ٢ ١

٢ ۴ ۶ ٢
٣
٢

۵
۴

٢ ١
٢ ٢

١
٢

١
٢

 

 
١و چون  است ،

   است. گرا شده وا داده یسر ، سهيآزمون مقا بر اساس گرا است ، وا٢١
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 مطلق  يیمتناوب و همگرا یها یسر – ٧.١
Alternating Series and Absolute Convergence  

 یدر مورد سر  يمهستآماده  ،  يمصحبت کرده ا  ینا منف یها یسر يیو وا گرا يیحال که در مورد همگرا
   .يمهستند بحث کن  یکه شامل اعداد مثبت و منف  يیها
 

 یسررا   یسر ين، اباشند    یبطور متناوب مثبت و منف یسر يکاگر جملات  –متناوب  یها یسر
  متناوب هستند.  یها ی، سر يرها ز یمثلا سر . يمنام  یممتناوب 

١
١
٣ ٣ ٩ ٢٧ ٨١

١

 

١
١

٢
١
٢

١
٢۴

١
٧٢

١

 

 
 Alternating Series Test Theoremمتناوب  یها یسر  آزمون هيقض

  باشد.که  یاعداد مثبت باشد بطور یدنباله نزول کي١ يمکن  یمفرض 

١و ١١متناوب  یها یپس سر
١

در هر  نيعلاوه بر ا  همگرا هستند.١
   کنند.  یرا بر قرار م رينا معادله ز١ یباله مجموع جزئو دندو مورد ، مجموع 

١ ١  
 

 اثبات 
ملاحظه  يرز يراما با توجه به تصو يمکن  یصرفنظر م است از اثبات آن فعلا یطولان يهقض ينچون اثبات ا

   متناوب ، همگرا هستند. یها یکه سر يدکن  یم

 
 
 
 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 جلد سوم حسابان ١.٧   سری های متناوب و همگرائی مطلق انوشـيروان صراف

83 
 

 همگرا است. يرز Alternating Harmonic Series   متناوب يکهارمون یسر يدنشان ده– ١مثال 

١
١

١

١
١

١

١

١
١

١
٢

١
٣

١
۴

 

 پاسخ 
است است و  ینزول  یدنباله نا منف کي١که  یبطور١ ميدار

همگرا  ديکند و با  یمتناوب را بر قرار م یها یآزمون سر طيشرا ،متناوب  کيهارمون یسر نيا پس 
   باشد.

 
  همگرا است.  ريز یسر دينشان ده– ٢مثال 

١

٢

 

 پاسخ 
١چون 

است پس بر اساس آزمون ١و  است ینزول  یمنف دنباله نا کي٢
   همگرا است. یسر نيمتناوب ، ا یها یسر
 

  . ديمحاسبه کن١کمتر از  یبا خطا يرز یسر يبمقدار تقر – ٣مثال 

١
١ ١

٣
١

 

 پاسخ 
بدست ١کمتر از  یبا خطا  را یسر  نيا حاصل جمع  یبيمقدار تقر یجزئمجموعه  کي
١هک  ميکن  دايپ یطور را اگر مقدار   باشد.١دهد اگر   یم باشد ١

 ١داشت  ميخواه١، پس بر اساس شماره 

١چون 
١

١
 که  ميکن دايپ یرا بطورمقدار است که  نياست ، پس هدف ما ا٣

 
١

١
٣

١  

   .ميباشد ، دار١اگر  باشد. 
١

١
٣

١

١١
٣

١ 

   است. ريمورد دلخواه ما مطابق ز یبيمقدار تقرو لذا 
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١
١ ١

٣

١

١
٣

١

٢
٣

١

٣
٣

١

۴
٣

١

۵
٣

١

۶
٣

١

٧
٣

١

٨
٣

١

٩
٣

١
١ ٣

١

 

٩ ١١١۶ 
  

  Absolute Convergence Theoremمطلق  يیهمگرا هيقض
  همگرا است. ١همگرا باشد ، پس ١اگر 

 اثبات 
از آنها همگرا هستند.   کياست ، که هر   یمنفنا  یتفاضل دو سر١که  يمده  یابتدا نشان م

  ميکن  یفرض  م
اگر
اگر

و اگر
اگر

 

  ميکه داشته باش یباشد ، بطور
   .ميدارو  فيعربر اساس ت

و  
  ها. تمام  یبرا

و ١ ديگو  یم سهيهمگرا است ، پس آزمون مقا١ هيبر اساس فرض قض

 نيا  است ، همگرا است.١همان  که١پس   هستند. هر دو همگرا١
   است. هياثبات قض

 
نا  یهمگرا است تنها اگر سر١گرفت  جهيتوان نت  یمطلق ، م يیهمگرا هيقض با استفاده از 

   همگرا باشد.١  یمنف
 

   همگرا است. ريز یسر ديشان دهن – ۴مثال 

٣
١

 

 پاسخ 
 است و نه متناوب.  ینا منف  نهداده شده  یکه سر ديکن  ی، ملاحظه م ميکن ديرا پ اگر چند مقدار از  

  دهد.   یموضوع را نشان م نيهم ا ريز  ريتصو
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  يمچون دار  اما برد ندارند.  کار يمامستق  یقبل یکدام از آزمون ها يچلذا ه

٣

١
٣

برای ١ 

١و چون 
،است با  یسر کي رايهمگرا است ز٣١  سهيپس بر اساس آزمون مقا٣

   شده همگرا است.داده  یمطلق ، سر يیهمگرا هيهمگرا است و لذا بر اساس قض٣١
 

  هم همگرا است.١همگرا است پس ١ یسر چون ميياشتباه است اگر بگو: اطياحت

١متناوب  کيهارمون یمثلا سر
١ ١

١همگرا است اما ١
 سپ   گرا است. وا١

    .نباشد اهمگر تاس نممک اي دباش اهمگر تاس نممک١ ،باشد  اهمگر١ راگ
 

 ٧.١ فيتعر
 یسر مييگو  یهمگرا باشد ، م١اگر  همگرا باشد.  یسر کي١ ميکن  یفرض م

  Converges Absolutely  مطلقا همگرا است.١
 مشروط همگرا است. بطور١ مييگو  یوا گرا باشد ، م١اگر 

 Converges Conditionally 
 

که   یدر صورت  مطلقا همگرا است.٣١ یسر ييمگو  یبالا ، م يفتعربنا بر 

١
١ ١

   همگرا است.  بطور مشروط١
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  Generalized Convergence Tests Theorem افتهي ميتعم يیهمگرا یآزمون ها هيقض

  باشد.  یسر کي١ ميکن  یفرض م
  Generalized Comparison Test افتهي ميتعم سهيآزمون مقا – الف

مطلقا ١همگرا باشد ، پس ١و اگر ١ یباشد برااگر  
  همگرا است. 

  Generalized Limit Comparison Test افتهي ميمحد تع سهيآزمون مقا –ب 
همگرا باشد ، پس ١عدد مثبت ، و اگر  کيباشد ، اگر 

   مطلقا همگرا است.١
  Generalized Ratio Test افتهي ميآزمون نسبت تعم –ج 

  ميو داشته باش١ یباشد ، برا ميکن  یفرض م
١ احتمالا  

وا گرا ١باشد ، پس ١اگر   مطلقا همگرا است.١باشد ، پس ١اگر 
   است.
 جهينت شده داده یسر يیدر مورد همگرا ميتوان   ینم  يیآزمون به تنها نياباشد ، پس از ١اگر 

   .ميکن یريگ
  Generalized Root Test افتهي ميتعم شهيآزمون ر –د 

  ميکن  یفرض م
احتمالا  

١باشد ، پس١اگر   باشد.  ١باشد ، پس ١اگر   گرا است.مطلقا هم  
 داده یسر يیدر مورد همگرا ميتوان   ینم  يیآزمون به تنها نيباشد ، پس از ا١اگر  وا گرا است. 

   .ميکن یريگ جهينت شده
 اثبات 

و آزمون  يشهر، آزمون نسبت ، آزمون  يسهآزمون مقا يایاست از قضا  یبالا کاف يهاثبات قض یبرا
  . يممطلق استفاده کن يیهمگرا
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بطور مشروط ١ یمطلقا همگرا است ، برا١ یبرا يرز یسر يدنشان ده – ۵مثال 

   وا گرا است.١و ١ یهمگرا است ، و برا
٢

٢

٣

٣

۴

۴
١

 

 پاسخ 
   ، همگرا است. یباشد ، پس واضح است که سراگر 
 باشد ، پس اگر 

١

١
١

 

 ١ یهمگرا است و برا١ یداده شده برا یسر،  افتهي ميپس بر اساس آزمون نسبت تعم
١ کيهارمون یبه سر ليداده شده تبد یسر١ یراب  وا گرا است.

 شود که وا گرا است.  یم١
 شود   یم ليتبد ريز یبه سر یسر١ یبرا 

١

١

 

 اما چون  همگرا است.  تيو متناوب است که در نها  کيهارمون یسر  یمنف ،یسر نيا
١ ١

١١

 

١ ميدان  یاست و م
١ ميريگ  یم جهيوا گرا است ، پس نت١

بطور مشروط ، همگرا ١
   است.

 
بطور مشروط ١ یمطلقا همگرا است ، برا١ یبرا ريز یسر دينشان ده– ۶مثال 

   گرا است.وا ١ یهمگرا است ، و برا
١

٢ ١
٢ ١

٣

٣

۵

۵

٧

٧
 

 پاسخ 
  ميباشد ، دارداده شده همگرا است. اگر  یباشد ، واضح است که سراگر 
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١
١

٢ ١
٢ ١ ١

١
٢ ١

٢ ١

٢ ١
٢ ٣

٢ ٢  

است ، و   همگرا مطلقا١ یداده شده برا ی،سر افتهي ميبر اساس آزمون نسبت تعم جهيدر نت
   وا گرا است.١ یبرا
  شود.   یم ليتبد ريز یداده شده به سر یسر١ یبرا

١
٢ ١

١
١

٢ ١
 

 ريز یبه سر یسر١ یبراها متناوب ، همگرا است.  یآخر بر اساس آزمون سر یسر نيو ا
   شود.  یم ليتبد

١
٢ ١

 

   متناوب ، همگرا است. یها یکه بر اساس آزمون سر
  حد ، وا گرا است.  سهيبر اساس آزمون مقا ريز   یسرتوان نشان داد   یم  یبه اسان

١
٢ ١

 

   بطور مشروط ، همگرا است.١ یداده شده برا یلذا سر
 

  Corollary یتبع هيقض
 دنباله باشد ، اگر  کي١ ميکن  یفرض م

١ ١ يا ١ 
 باشد ، پس 

 
 است.

 
   ها.تمام  یاست برا يدنشان ده – ٧مثال 

 پاسخ 
  ميکن  یباشد ، فرض مباشد ، واضح است که حد صفر است. اگر اگر 

 
 باشد ، پس 
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١

١

١ ١
١

 

 بالا  یفرع هياست ، بر اساس قض١چون 

 
 
 

 ٧.١ ناتيتمر
 وا گرا. ايهمگرا هستند  ريز یها یسر ايآ ديکنمشخص 

١ ١
١

١

١
٢ ١

 

٢ ١
١

٢ ١
۵ ١

 

٣ ١
١

٢
٢ ٣ ۵

 

۴ ١
١

 

۵ ١
١

، ،  

۶ ١
١

١
١

 

٧ ١
١

١

٢

٢ ١
 

 و کدام مطلقا همگرا است.  , همگرا ، کدام بطور مشروط همگرا یکدام سر ديمشخص کن ريز ناتيمردر ت
  

٨ ١
١

١

١
٣ ۴
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٩ ١
١

 

١٠ ١
١

١

١
١

 

١١ ١
١

٢

١
٢
 

١٢ ١
١

٢

١
 

١٣ ١
١

١ ٣ ۵ ٢ ١
٢ ۵ ٨ ٣ ٢

 

    .ديحد داده شده را نشان ده  یبخش ، درست نيا یتبع هيبا استفاده از قض ريز ناتيدر تمر

١۴
١

٢

 

١۵
٢

، ١ 

١۶ ،  
 
 

 ٧.١ ناتيتمرپاسخ 
 وا گرا. ايهمگرا هستند  ريز یها یسر ايآ ديکنمشخص 

١ ١
١

١

١
٢ ١

 

١چون 
٢ ١ ١است با   یو نا منف یدنباله نزول کي١

٢ ١
همگرا  یسر نيس اپ

   است.

٢ ١
١

٢ ١
۵ ١

 

٢چون  ١
۵ ١

٢
۵

   وا گرا است. یپس سر
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٣ ١
١

٢
٢ ٣ ۵

 

٢ ميکن  یفرض م
٢ ٣ ۵

پس   باشد.
٢ ۴ ١

٢ ٣ ۵
  یاست برا٢

٢پس   است. ینزول١بازه  درپس 
٢ ٣ ۵ و   است.  یو نا منف یدنباله نزول کي١

٢ ميدار
٢ ٣ ۵

 همگرا است.   شده  ،   داده یسر لذا

۴ ١
١

 

١چون   باشد. ميکن  یفرض م
تابع   پس یاست برا٢

و   است.  یو نا منف یدنباله نزول کي١پس   است. ینزول در بازه

 ١١  و لذا  همگرا است.١٣  پس    است.
 .است   همگرا

۵ ١
١

، ،  

 باشد ،  ميکن  یفرض م
١

٢

١

٢
برای  

  تالياساس قانون لا پ ، بر نيعلاوه بر ا
١

 

 لذابا   است    یو نا منف یدنباله نزول کي٣پس 

١
٣

  است.  همگرا١١ يجهنت  است و در همگرا
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۶ ١
١

١
١

 

 چون 

١

١
١ ١

١

١
١

١ برای ١  

   داده شده وا گرا است. یاست.  پس سر

٧ ١
١

١

٢

٢ ١
 

 چون 
٢

٢ ١
 

   داده شده وا گرا است. یپس سر  است.
 

  و کدام مطلقا همگرا است.  , همگرا ، کدام بطور مشروط همگرا یکدام سر ديمشخص کن ريز ناتيدر تمر

٨ ١
١

١

١
٣ ۴

 

١چون 
٣ ۴ ١است و   یو نا منف یدنباله نزول کي١

٣ ۴
است پس 

١
١

١
١

٣ ۴
١که  ديکن  یاما ملاحظه م  ست.همگرا ا

٣   رايوا گرا است ، ز۴١

١
٣ ۴

١
٧

برای ١ 

١است و 
١ نيبنا بر ا .  وا گرا است ٧١

١
١

١
٣ ۴

   بطور مشروط همگرا است.

٩ ١
١

 

١

١
١

١ ١
١

١
١ 

   داده شده وا گرا است. یپس سر
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١٠ ١
١

١

١
١

 

 چون 
١
١

١ 

  شده وا گرا است.  داده  یپس سر است. 

١١ ١
١

٢

١
٢
 

 چون 
١

٢

١
٢٢٢

١
٢ 

١ ١
٢

١
٢

 

١ ديگو  یاست ، پس آزمون انتگرال م
 همگرا است ، پس ٢٢

١
١

٢

١
٢
 

   مطلقا همگرا است.

١٢ ١
١

٢

١
 

١ ١
 

١پس 
١

٢
   قا همگرا است.مطل١
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١٣ ١
١

١ ٣ ۵ ٢ ١
٢ ۵ ٨ ٣ ٢

 

١ ٣ ۵ ٢ ٣
٢ ۵ ٨ ٣ ۵
١ ٣ ۵ ٢ ١
٢ ۵ ٨ ٣ ٢

٢ ٣
٣ ۵

٢ ٣

٣ ۵
٢
٣

 

   داده شده مطلقا همگرا است. یپس ، سر
 

    .ديحد داده شده را نشان ده  یبخش ، درست نيا یتبع هيبا استفاده از قض ريز اتنيدر تمر

١۴
١

٢

 

٢
٢

١

١
٢

٢
٢

١
٣

 

 پس 

١
٢

 
   است.

١۵
٢

، ١ 

٢ ٢
٢ 

٢باشد ،١اگر      پس  ،است ١
٢

 باشد ، پس ١اگر   است.
٢ ١

 

است ، پس 
٢

   است.
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١۶ ،  

١ ١

١
١

١
 

١

١ ١
 

 باشد ، پس اگر 

 
  است. 
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  Power Series  یتوان یها یسر – ٨.١
 – Definition  يفتعر
   .مينام  یم   یتوان یرا سربه شکل  یسر  يک

 ميداشته باش  نيهمچن و اگر ميسينو  یم١را به صورت   یتوان یباشد ، سراگر  

  یم  یتوان یسر کي  هياول سياند  یبطور کل  .ميسينو  یم٢ه صورت را ب یسر١
 ميکن  یم فرض شهي، هم  یتوان یها یدر نوشتن سر یکنواختي یبرا  باشد.  یمنف تواند هر عدد نا

 که یبطور یاز جمله برا, هاتمام  یاست برا١
 

١ ٢
٢

٣
٣  

 
  است.با درجه  یچند جمله ا کي،   یتوان یها ، پس سرتمام  یباشد برااگر 
 مثلا 

٢ ٣ ۴ ٢  

  ميبالا دار یدر سر
٢ ١ ٣ ، ٢ ۴ برای ٣ 

 
 ميمشخص کن ديوا گرا است ، با ايهمگرا و   یتوان یسر کي ايآ ميکه مشخص کن نيا یبرا 

داده شده وا گرا  یسراز  ريکدام مقاد یداده شده همگرا است و برا یسراز  یريچه مقاد یبرا
تابع  کي،   یتوان یپس هر سر  همگرا است. یبرا  یتوان یکه هر سر ديتوجه داشته باش  است.

   همگرا است. ی، سر ريآن مقاد یاست که برا ريدامنه آن مجموعه مقاد کند که  یم فيرا تعر
 

 همگرا است.   یفقط برا ريز یکه سر دينشان ده– ١مثال 

١ ٢ ٢ ۶ ٣ ٢۴ ۴  

 پاسخ 
 باشد ، پس اگر 

١ ١
١  

   وا گرا است. یسر نيا ديگو  یم افتهي ميآزمون نسبت تعم
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   همگرا است.، ريتمام مقاد یبرا ريز یسر دينشان ده – ٢مثال 

١
١
٢

٢ ١
۶

٣ ١
٢۴

۴  

 پاسخ 
 باشد ، پس اگر 

١

١ ١
١

 

 ريتمام مقاد یبرا جهيهمگرا است و در نت یبرا یسر نيا، افتهي ميپس بر اساس آزمون نسبت تعم
   مگرا است.ه

 
،و ١مثال دو   خلاف  بر صفر همگرا هستند و  ريغ ريچند مقاد یهستند ، که برا  یتوان یها یسر٢
است  یسرها ،  ینوع سر نيمهم ا یاز مثال ها  یکي  وا گرا هستند. ريمقاد هيبق یبرا

 یسر هيو بر اساس قضاست با نسبت  یهندس یسر کيکه صفر نباشد ، هر مقدار از  ی،که  برا
 همگرا است ، با ١ یوا گرا است و برا١ یبرا یسر نيکه ا ميدان  یم یهندس یها
 

١
١

١  

 ها در بازه باز اطراف صفر ، همگرا است.تمام  یبالا برا یکه سر يدتوجه داشته باش
 

  Lemmaاصل موضوع 
  یمطلقا همگرا است براپس  همگرا باشد ،اگر  –الف 

  یوا گرا است براباشد ، پس  گراوا اگر  -  ب

 
 اثبات 

 یسيباز نو ريرا به شکل زو  باشد ، يمکن  یثبات قسمت الف ، فرض ما یبرا
   .ميکن  یم

 

 بخش یاگرائو  آزمون هيبر اساس قض همگرا است ، هيچون بر اساس فرض قض
١  وجود دارد ،مثبت حيعدد صح کي  پس  است.که  ميدان  یم۴
  یعني  ها.تمام  یاست برا١که  یبطور

برای  
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مطلقا همگرا  یهندس یسر ميدان  یاست ، م١ یعنياست ، چون 
 جهيو در نت مطلقا همگرا است ، افتهي ميتعم سهيبر اساس آزمون مقا   است.

   الف. اثبات قسمت نيا  هم همگرا است.
 که اگر ميلازم است که توجه کن و فقط وا گرا باشد ، ميکن  یفرض م ب ، قسمت  یبرا

  یم متوجه ، ميالف وارون کن در قسمتو نقش  اگر پس باشد ،  همگرااست  قرار
   گرا است. والذا   است. هيقض خلاف فرض نيباشد ، ا همگرا ديبا ميشو

  
  Fundamental Theorem of Power Series   یتوان یها یسر  یاساس هيقض

   بر قرار است. ريز طياز شرا  یکيپس فقط  باشد.   یتوان یسر کي يمکن  یفرض م
   همگرا است. یفقط برا   -الف
   ها همگرا است.تمام  یبرا -ب 
همگرا است و  یبراکه  یوجود دارد ، بطورعدد مانند  کي –ج 
   وا گرا است. یبرا

   نامند.  یم یسر Radius of Convergence   يیرا شعاع همگراعدد 
 

اگر   است. ميکن  یبالا را بر قرار کند ، پس فرض م هيشرط الف قضاگر 
   است. ميکن  یپس فرض م شرط ب را بر قرار کند ،

مجموعه   است.∞ اياست و   یعدد نا منف کي ايکه  دارد ، يیشعاع همگرا کي  یتوان یپس هر سر
  Interval of Convergenceيیهمگرابازه همگرا است ، آنها  یکه برا ريمقاد
   است. رياز اشکال ز  یکي يیازه همگراب  شود.  یم دهينام یسر

، ، ، ، ،  
   آورد.  یم یبالا مثال یبازه ها یبرا ريز جدول

 بازه  مثال 

 
 

 
١ ١  

١

 
١ ١  

١

 
١ ١  

١
٢ ١

٢ ١ 
١ ١  
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، ستيلازم ن يیهمگراشعاع  ١ ، يا   ريز یهندس یمثلا ، سر باشد. ∞

٢ ٢
 

٢ازه ها در بتمام  یبرا  تمثب دعد  هر قتيدر حق است. ٢پس   همگرا است ، ٢
   .باشد یيهمگرا عشعا دتوان  یم

 
   .ديمشخص کنرا  ريز  یتوان یسر يیبازه همگرا – ٣مثال 

١ ٢
 

 پاسخ 
١شود به   یم ليتبد یسر١ یبرا ١

١  یها یکه بر اساس آزمون سر٢١

١شود به   یم ليتبد یسر١ یبرا  متناوب ، همگرا است.
١ است با  یسر کيکه ٢١

١
٢

وا گرا است ١ یاست و برا همگرا١ یبرا  یاصل یچون سر  که وا گرا است.
 يیهمگرا شعاع یممکن برا سازد که تنها مقدار   یما را مطمئن م  یتوان یها یسر  یاساس هي، قض

١ يیبازه همگرا جهياست ، و در نت١    است.١
 

کردن بازه  دايپ یمعمولا برا  .ستيممکن ن٣مثال   یسانبه ا يیکردن بازه همگرا دايمورد پ شتريدر ب
را  يیتا شعاع همگرا ميکن  یاستفاده م افتهي ميتعم شهيآزمون ر ايو  افتهي مي، از آزمون نسبت تعم يیهمگرا

 . ميکن  یامتحان مرا جداگانهٴ و  يیو سپس دو نقطه انتها ميکن دايپ قيبطور دق
 

  . ديکن دايرا پ ريز  یتوان یسر يیبازه همگرا – ۴مثال 

١

 

 پاسخ 
  ميدار یبرا

١ ١ ١
 

 یهمگرا است ، و برا١ یداده شده برا یکه سر ميدان  یم افتهي ميپس بر اساس آزمون نسبت تعم
  است.١ يی، شعاع همگرا  یتوان یها یسر  یاساس هيبر اساس قض  وا گرا است.١

١و ١دو مقدار  ديحال با و ١ یها یسر ريدو مقاد نيا یبرا  .ميرا جداگانهٴ امتحان کن 
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طرف صفر  به یسردو  نيا یمله هاج رايگرا هستند ، ز دو وا که هر ميآور  یبدست م١١
١ يیلذا بازه همگرا  .ستنديهمگرا ن    است.١

 
  Differentiation of Power Series  یتوان یها یاز سر یريمشتق گ

مشتق آن وجود دارد ؟ با کامل تعجب ،  ايآ ميتابع است ، ممکن است سوال کن کيچون 
، مشتق  نيعلاوه بر ا  است. ريمشتق پذ شهيصفر ، هم ريغ يیبا شعاع همگرا   یتوان یسر کي

 یاز چند جمله ا که قيبه همان طر  .ديآ  یگرفتن جمله به جمله بدست م مشتق قياز طر
   .ميريگ  یمشتق م ها
 

 Differentiation theorem for Power Series  یتوان یها یسر یبرا یريمشتق گ هيقض
پس   باشد. يیبا شعاع همگرا  یتوان یسر کي ميکن  یفرض م

١
 دارد ، و  يیشعاع همگرا همان١

١ برای
١١

 

   .ميکن  یاست ، لذا از ذکر آن صرفنظرم دهيچيپ هيقض نياثبات ا
 

 که  دينشان ده – ۵مثال 

٢  

 پاسخ 
 یبرا یريمشتق گ هيقض ريتمام مقاد یهمگرا است برا که ميدان  یم٢بر اساس مثال 

که  ديگو  یم  یتوان یها یسر
١

  ميهمگرا است و دار  هم١
١ ١

١
١١

 

  ميکن فيعرت ريابق زرا مطتابع  کياگر 

ها تمام  برای

 توان نوشت   یم٢پس بر اساس شماره 
ها تمام  برای

 گرفت جهيتوان نت  یاست ، م١چون 
ها تمام  برای

 لذا 
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١
٢

٢

٣

٣
٣  

 
   .ميکرد دايپ  یتوان یسر کيبر حسب  یفرمول برا کيپس 

   .آورد تبدس نتوا   یمهم  ريز یتابع ها
١ ١ ١

 

١
 

٢ ١ ٢ ١ ٢  

 یسر يیشعاع همگرا ديگو  یم  یتوان یها یسر یبرا یريمشتق گ هيچه قض گر – اطياحت
١و 

  یکي یدو سر نيا يیهمگرا یهابازه  ديگو  یاست اما نم  یکي١

١بازه ١ يیبر عکس بازه همگرا  است. مشتق  يیبازه همگرا که  یاست ، در صورت١

١آن 
١بازه ١    است.١

 
 

   یتوان یها یسر یمرتبه بالا برا یمشتق ها هيقض
Higher Derivatives for Power Series Theorem 

  ميکن  یفرض م  باشد. يیشعاع همگرا یدارا  یتوان یسر کي ميکن  یفرض م

برای ۴  

 است ، و مشتق تمام مرتبه ها در  یداراپس  باشد. 
برای ۵  

  جهيدر نت  است.

برای  
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 اثبات 
نا  يیبا شعاع همگرا  یتوان یسر کي ديگو  یم  یتوان یها یسر یبرا یريمشتق گ هيقض
،  يیشعاع همگرا است با همان  یتوان یسر کياما چون مشتق ، خودش   توان مشتق گرفت.  یرا م  یمنف

مرتبه بالا  یمشتق ها یدارا  یتوان یسر کيپس  بيترت نيبه هم  توان مشتق گرفت.  یپس از مشتق هم م
 یبجا۴اگر در فرمول شماره در بازه مرتبه بالا است  یمشتق ها یداراو لذا   است.

  ميصفر ، پس دار ميبگذار
 

   .ميريگ  یمشتق م۴، از دو طرف فرمول  یريگمشتق  هيسپس با استفاده  از قض

١ ٧
١

 

   .ميدارباز با بکار بردن  
١ ١ ١ 

   .ميدار٧تن از دو طرف فرمول با مشتق گرف

١ ٢

٢

 

   .ميدارباز با بکار بردن 
٢ ١ ٢ ٢ ٢ 

در فرمول کردن  نيو سپس جانش۴مرتبه مشتق گرفتن از فرمول با  قيطر نيبه هم
  . ديآ  یبدست م۶فرمول  تيدر نها  .ديآ  یبدست م۵بدست آمده ، فرمول 

 
 

  Corollary یتبع هيقض
  یتوان یها یسرو  ميکن  یباشد و فرض م ميکن  یفرض م

  مياگر داشته باش  همگرا باشند. یباشند که برا

برای  

 هر  یاست براپس 

 
 اثبات 

  ميکن  یفرض م

برای  

   مي، دار  یتوان یها یسر یمرتبه بالا برا یمشتق ها هيپس بر اساس قض باشد. 
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  یدو چند جمله ا  ديگو  یبالا م یتبع هيقض

١
١

١  
 و 

١
١

١  
تابع هستند اگر  کي، صفر باشد ،  یودآنها ، بجز معد یها بيهستند ، تمام ضر  یتوان یها یکه البته سر

  ميو فقط داشته باشفقط  
و برای ١  

 Integration of Power Series  یتوان یها یسر یريانتگرال گ
 ميدان  یپس م  همگرا باشد. یبراو  ميکن  یفرض م 

است از تابع  ريپس امکان پذ  است. وستهيو لذا پ ريمشتق پذدر 
طور  همان  ديگو  یبعد م هيقض  .ميريانتگرال بگبازه بسته در بازه  در هر

   .ميريبه جمله انتگرال بگ  جمله توان   یم تابع هم  ني، از ا ميريگ  یکه جمله به جمله مشتق م
 
 

  Integration Theorem for Power Series  یتوان یها یسر یبرا یريانتگرال گ هيقض
 پس   باشد. يیهمگرا  باشعاع   یتوان یسر کي ميکن  یفرض م

١
١  

 د ، و دار يیهمان شعاع همگرا

١
١ برای  

   .ميکن  یصرفنظر م فعلا یدگيچيبالا هم بخاطر پ هياز اثبات قض
 

 که  دينشان ده – ۶مثال 

١
١

١
١ ١

١

برای ١
١

٨  

       است.
    پاسخ

 که  ميدان  یم١بر اساس فرمول شماره 
١

١
برای ١ 

  ميپس دار ميگذار  یبالا م یدر تساو یاست. بجا
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١
١

١ رایب ١ ٩  

   .ميبالا ، دار یريانتگرال گ هيو قض٩با استفاده از فرمول 

١
١

١
١  

١
١

١ برای ١ 

   بسط داد. ريتوان به صورت ز  یرا م۶مثال  جهينت

١
٢

٢

٣

٣

۴

۴
 

١ یبرا١ یبالا برا  یتوان یبسط سر  Mercator’s    مرکا تور  یسربنام ١
 Seriesمعروف است.   

 
 که  دينشان ده – ٧مثال 

١
٢ ١

٢ ١ برای ١ ١  

   است.
 پاسخ 

٢باشد ، پس ١اگر   ميبگذار یبجا٩در فرمول شماره  ميتوان  یپس م  است.١
  داشت ميپس خواه٢

١
١ ٢

١ ٢ برای ١ 

  ديگو  یها م یانتگرال سر هيپس قض
١

١ ٢
١ ٢  

١
٢ ١

٢ ١ برای ١ 

   شود.  یم یبرا  یتوان یشکل بسط داده شده سر
٣

٣

۵

۵

٧

٧
 

  است. وفمعر Gregory’s Series یگور گر یسر بالا بنام یسر
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هم صادق ١ یبرا نيهمچن یبرا یگر گور یاست ،اما سر مشکل چه  اثبات آن گر
 یرا برا ريعبارت ز١مقدار  نيا  است.

۴
   دهد.  یم بدست

۴
١ ١

١
٢ ١

١
١
٣

١
۵

١
٧

 

 توان نوشت   یم نيهمچن

۴
۴

١
۵

١
٢٣٩

١١  

 
 

 ٨.١ ناتيتمر
  . ديکن دايداده شده را پ یسر يیبازه همگرا ريز ناتيدر تمر

١
٢

١

 

٢
١

٣١

 

٣
١

١
٢  

۴
١

٢ ١
١

١

 

۵
١

١

 

۶
٢

 

٧
٢

 

٨
٢

٢

 

٩
٢
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   .ديکن دايداده شده را پ یسر يیهمگرا   رشعاعيز ناتيدر تمر

١
١

 

١١
١

٢
٣

٢
۵

٢
٢ ١

٢

٢
٢

۴
٢

۶
٢

٢
٢

٢

١

 

١٢
١ ٣ ۵ ٢ ١

٢ ١ ۴ ٧ ٣ ٢١

 

 و مطلوب است   باشد.  یسر مجموع  ديفرض کن ريز ناتيدر تمر

١٣ ١
١

 

١۴
۵ ٢

١

 

 
 ٨.١ ناتيپاسخ تمر

  . ديکن دايداده شده را پ یسر يیبازه همگرا ريز ناتيدر تمر

١
٢

١

 

٢ ٢
 

١چون   وا گرا است.١ یهمگرا است و برا١ یبرا یسر
 .همگرا است٢١

١لذا 
١ يیبازه همگرا  همگرا است ،٢١    است.١

٢
١

٣١

 

١

٣ ٣
١ ٢ ٣
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١چون   وا گرا است.٣ یهمگرا است و برا٣ یبرا یسر
و  گرا است وا١

١
٣ يیهمگرا است، بازه همگرا  ١    است.٣

٣
١

١
٢  

٢ ١

٢
٢

١

١
٢

٢ ٢ 

١چون   وا گرا است.١ یهمگرا است و برا١ یبرا یسر
١

همگرا است 

١ يی، پس بازه همگرا    است.١

۴
١

٢ ١
١

١

 

٢

٢ ١
١

٢ ١

٢ ١
٢ ١

 

 متناوب  یسر  وا گرا است.١ یهمگرا است و برا١ یبرا یسر

١
٢ ١

١ ١
١

٢ ١
١١

 

 و همگرا است 

١
٢ ١

١ ١
١

٢ ١
١١

 

١ يیوا گرا است ، پس بازه همگرا    است.١

۵
١

١

 

 

  است.  يیبازه همگرا
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۶
٢

 

١ ١

٢ ٢

٢

١
٢ ١ ٢ ٢

 

   است. يیبازه همگرا

٧
٢

 

  تاليپ بر اساس قانون لا

١
١

١
١ ١

 

  ميپس دار
١ ١ ١

 

   وا گرا است.١ یهمگرا است و برا١ یبرا یپس سر
١ يیدو وا گرا هستند ، پس بازه همگرا هر١٢و ٢چون     است.١

٨
٢

٢

 

١ تاليبر اساس قانون لا پ  است ، پس ١
١ ١

١
٢

٢
١

٢ ١
 

بخش ١٢شماره  نيبر اساس تمر  وا گرا است.١ یهمگرا است و برا١ یبرا یسر
١ ١همگرا است و لذا ٢٢ یسر۵  يیبازه همگرا  همگرا است.٢٢

١    است.١
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٩
٢

 

١
٢

٢
٢ ١ 

٢و   .باشد ١است اگر ١
٢و     باشد.١است اگر ١

 ١ یو وا گرا است برا١ یهمگرا است برا یلذا سر

١چون 
٢

١و 
٢

١ يیهر دو وا گرا هستند ، بازه همگرا    است.١
 

   .ديکن دايداده شده را پ یسر يیهمگرا   رشعاعيز ناتيدر تمر

١
١

 

١ ١

١
١

١

١ ١
 

      است.پس 

١١
١

٢
٣

٢
۵

٢
٢ ١

٢

٢
٢

۴
٢

۶
٢

٢
٢

٢

١

 

١
٢

٣
٢

۵
٢

٢ ١
٢ ٢ ٢

٢
٢

۴
٢

۶
٢

٢
٢

٢ ٢
٢

١
٢

٣
٢

۵
٢

٢ ١
٢ ٢

٢
٢

۴
٢

۶
٢

٢
٢

٢ ١
٢

٢ ٢
٢

٢ ٢ 

   است.١پس 
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١٢
١ ٣ ۵ ٢ ١

٢ ١ ۴ ٧ ٣ ٢١

 

١ ٣ ۵ ٢ ١ ٢ ١ ١

٢
١

١ ۴ ٧ ٣ ٢ ٣ ١
١ ٣ ۵ ٢ ١
٢ ١ ۴ ٧ ٣ ٢

٢ ١
٢ ٣ ١ ٣

 

   است.٣پس 
 

  ومطلوب است   باشد.  یسر مجموع  ديفرض کن ريز ناتيدر تمر

١٣ ١
١

 

١
١

، ١ ١  

١ ١

١

١ ١  

١ ١ ١
١

 

١۴
۵ ٢

١

 

۵ ٢

١

١ ١  

۵ ٢ ١ ١ ١
١

 

۵
٢ ١

٢ ١ ١ ١
١
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  Taylor Series يلورت یسر- ٩.١
  يمدر بخش قبل نشان داد

ها تمام برای ١  

١
١

١
١ برای ١ ١ ٢  

١
٢ ١

٢ ١ برای ١ ١ ٣  

    .ميدار،  تابع داده شده یبرا  یتوان یسر شينما کي مييگو  یمبالا  یاز حالت ها کيدر هر 
 بازه باز که شامل صفر است باشد ، و اگر  کيتابع باشد ، و اگر  کياگر   یکلبطور 

برای  

   .ميداردر   یتوان یسر شينما کي مييگو  یباشد ، م
A Power Series Representation of  f  on I 

عبارت است از در هر نقطه است که مقدار  نيادر   یتوان یسر  يشنما  يکداشتن  يدهفا
چون    کرد. دايپ  آن یجزئمجموعه  لهيآن را بوس یبيتوان مقدار تقر  یو لذا م  , همگرا یسر کي مجموع

 یها یسر  شينماکه  يیتابع ها ريمقادپس   ،است   ی، چند جمله ا  یتوان یسر کي یمجموعه جزئ
 یها یسر  شينماکه   يیبخش تابع ها نيدر ا  شوند.  یم محاسبه بيبطور تقر ی، به آسان  داردد یتوان
   .ميده  یقرار م مورد مطالعه دارند  یتوان
 کهبازه باز  کي و  یتوان یسر کي ايآ ميمشخص کن ميخوه  یمتابع  کي یبرا

  ميکه داشته باش یدارد بطور شامل صفر باشد ، وجود

، ۴  

  یتوان یها یسر یبالا برا یمشتق ها هيقض رايز , ميکن را حذفازتابع ها مانند  یاريبس ميتوان  یم
  باشد. را داشته ها مرتبه تمام قمشت ديباباشد ، پس  داشته  یتوان یسر شينما کياگر  ديگو  یم

اگر  ديگو  یم  یتوان یها یسر  یبرا بالا مرتبه یمشتق ها هيقض در۵شماره  ، فرمول نيعلاوه بر ا

 تواند  یتابع م کيپس   است. پس باشد ، داشته بالا۴شماره    مانند شينما کي
   نوشته شود. ريتواند به صورت ز  یم۴و  باشد ، داشته  یتوان یسر شينما کي فقط

، ۵  
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  Definition فيتعر
 یسر لوريت یسرپس   باشد. داشتهرا در  مرتبه ها تمام یمشتق ها یدارا ميکن  یفرض م

   است. ريز  یتوان

 

 
  یتوان ی، آن سر يمکرد يداتابع را پ يک  یتوان  یسر  يشکه هر گاه نما يمدان  یمطالب گفته شده بالا ، ماز 
 یکه در شماره ها  يیها یپس واضح است که سر  آن تابع باشد.  یبرا  يلورت  یسر يدبا

١ ، ٢ اگر  ، نيا علاوه بر  هستند. مربوطه یابع ها  لوريت یها یسر  یهمگ ، ميکرد ذکر٣
 مثلا   باشد ، یا چند جمله کي

١ ٢
٢  

  خودش است.  لوريت یسراست ، و لذا   یتوان یسر کيپس  , باشد
ام  مانده یباق کيو  لوريام ت یچند جمله ا يک،  يستن یچند جمله ا يکالزاما تابع که  يک یبرا

   یعني ميبر  یبکار م یبرا لوريت

٢
٢

٣

٣
٣  

 و 
 

   است.مشتق مرتبه سوم   یبلکه به معن  .ستين٣به توان   یبه معن٣    توجه
٩به بخش   . یآور ادي یبرا    .ديمراجعه کن لوريت هيقض١
 

 که  نيو ا لوريت یسر یعبارتند از مجموعه جزئ لوريت یها یپس چند جمله ا
 

فقط و فقط اگر ۶  

همگرا است به طرف  لوريت یسرمقدار داده شده  يک یکه برا ينا نشان دادن  یپس برا
لا گرانژ  که در بخش  ماندهيکار معمولا فرمول باق نيا یاست. برا مينشان ده ديبا

٩   یعني  .ميبر  ی، بکار م ميگفت١
١

١
١ ٧  

 
   است.صفر و  نيببالا ٧در فرمول شمار ه 
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  ديده نشان – ١مثال 
٣

٣

۵

۵

٧

٧
١

٢ ١
٢ ١ ها تمام  برای

 
   است.
 پاسخ 

 

 
 
 

 نمودار قرمز رنگ نمودار   .ديتوجه کن ريابتدا به تصو
٣

٣

۵

۵

٧

٧

٩

٩
 

هر دو نمودار در بازه  ديکن  یملاحظه م  است.رنگ نمودار  ینمودار آب   است.

٢ ٢
  .ميبکار برد یکه فقط چهار جمله از چند جمله ا نيبا وجود ا  هم منطبق هستند.  یکاملا رو

   .نيحالا پاسخ تمر
   شوند.  یچهار گانه تکرار م یدر گروه ها یمشتق ها  باشد. ميکن  یفرض م

، ، ، ٣  
۴ ، ۵ ، ۶ ، ٧  

هستند و مشتق مرتبه زوج شامل  یپس مشتق ها  شود.  یهر چهار مشتق تکرار م بيترت نيبه هم
    .ميدار    ینا منف حيهر عدد صح ی، برا مييتر بگو قيدقهستند.  اگر    مرتبه فرد شامل  یها

٢ ١ و ٢ ١ ١ ٨  
 لذا 

٢ و ٢ ١ ١  
 یبرا لوريت یبا توان زوج در سر یها یها بياست ، پس تمام ضر٢چون 

به صورت  یبرا  لوريت یو سر ميکن  یزوج صرفنظر م یپس از توان ها  صفر هستند.
   .ميسينو  یم ريز
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٣

٣

۵

۵

٧

٧
١

٢ ١
٢ ١ 

  ميده  یاست ، نشان م همگرا به طرفهر  یبرا لوريت یسر مينشان ده که نيا یبرا
ها تمام  يرای

 که  ميريگ  یم جهينت،و اعداد  اي حيبدون در نظر گرفتن عدد صح٨از فرمول 
١ ١ 

   .ميدار٧پس بر اساس  است. 
١

١
١

١

١
٩  

١بخش ٧بر اساس مثال    شود  یم جهينت٧
١

١
 

تابع  یبرا لوريت یسر ديگو  یم۶ جهيدر نت  ها.تمام  یاست برالذا 
   ها.تمام   یبرا همگرا است  طرف به نوسيس
 

  که ميريگ  یم جهينت٩از شماره 

٢

١

١
 

ها در تمام  یاست برا
٢ ٢

 که  ميشو  یمتوجه  م ، ميريدر نظر بگ١اگر 

١ ۴ 

ها در تمام  یاست برا
٢ ٢

در  ريکردن مقاد دايپ  یپس برا
٢ ٢

رقم  دقت پنج با
  یعني ، ميکن را حساب لوريت یا چند جمله نيدهم رياست مقاد  یکاف ، یاعشار

٣

٣

۵

۵

٧

٧

٩

٩
 

 توان نشان داد که   یم قيطر نيبه  هم

١
٢

٢

۴

۴

۶

۶
١

٢
٢  
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بازه  در ريتوان جدول مقاد  یلذا م  است. هم معتبر نوسيکس یبرا٩شماره  یبيتقر یخطا

٢ ٢
   کرد. هيته یبرا  لوريت  یچند جمله ا نيبا استفاده از دهم یاعشار با دقت پنج رقم

١
٢

٢

۴

۴

۶

۶

٨

٨

١

١
 

 نمودار قرمز رنگ ، نمودار  ريدر تصو

١
٢

٢

۴

۴

۶

۶

٨

٨

١

١
 

   است.، نمودار رنگ   یاست ، و نمودار آب

 
 
 

هر دو نمودار در بازه  ديکن  یهم ملاحظه م ريدر تصو
٢ ٢

   هم منطبق هستند. یکاملا رو
 مربوط به  رنگ  اهينمودار س ريدر تصو

١
٢

٢

۴

۴

۶

۶

٨

٨

١

١
 

   است.است و نمودار زرد رنگ مربوط به 
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 رنگ مربوط است به  اهينمودار س ريدر تصو
٣

٣

۵

۵

٧

٧

٩

٩
 

 و نمودار زرد رنگ مربوط است به 

 
 

، پس در هستند  مشتق در  تينها یب یتمام تابع ها که دارا یبرا لوريت یسر ديتصور نکن – اطياحت
   است. ريتصور  ، مثال ز مثال خلاف  که شامل صفر است ، به طرف تابع همگرا است. یبازه باز

١ ٢ ،
،

 

   است. تاليو با استفاده از قانون لا پدر بالا ،  فيبر اساس تعر
٢بخش ۵مثال به      .ديمراجعه کنقلم  نيآرمان به هم ليفرانسيکتاب حساب د١٣

 است و  مشتق تمام مرتبه ها در صفر یداراتوان نشان داد که   یم اديبا کوشش ز
ها تمام  برای

طرف  به یبرا لوريت یسر یعني نيصفر است ، ا   یبرا لوريت یسر جهيدر نت
   .ستيهمگرا ن

 
  Taylor Series about an Arbitrary Point یاريعدد اخت کيدر  لوريت یسر

  لوريت یسر کيقرار است تابع   يکاگر 

١  

 باشد. صفر داشته یگيهمسا بازه باز در کي در جهيدر نت در صفر و  يیمشتق ها ديباداشته باشد ، پس 
به شکل  لوريت یسر  کيپس  ، ستين شده فيتعر صفر باز اطراف بازه کي درچون  

 ١ یبرا لوريت یسر کي٢اما در شماره   ندارد. یبرا١ شماره
  ارائه شد.

١
١

١
١ ، ١ ١ ١١  

١پس  باشد ،٢حال اگر  ١    .ميدار١١ اساس پس بر است ،١
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١ ١
١

١
١

١
، ٢ ١٢  

، ميدار یاست ، اما بجا  یتوان یسر کيهم ١٢شماره  یسر  آن يیهمگرا مرکز بازه و١
   است. کيصفر ،  یبجا

  م؟يسيبنو ريز  یتوان یتابع را به صورت سر کيامکان دارد  ايآ ميبدان ميهست لي، ما  یبطور کل

١٣  

  یتوان یها یسر یکه برا  یجيتمام نتا  باشد. یتواند هر عدد ثابت  یمعدد ١٣شماره  یدر سر
تمام اگر   یبطور کل  صادق است. هم١٣نوع شماره  یها یسر ی، برا ميبدست آورد یمعمول

 داشته باشد ، پس مرتبه بالا در  یمشتق ها

١۴  

 
 

 Taylor Series of f about the Number a  . نامند یمعدد در   لوريت یسررا 
   شود.  یم فيتعر ريمطابق ز یبرا لوريام ت n یچند جمله ا

 

٢
٢  

 
 
   شود.  یم فيتعر ريمطابق زدر  به  مربوط لوريام ت ماندهيباقو 

 
١در بخش     .ميآور  یم یارياخت عدد کي  در  هيقض همان نکيا  .ميصفر آورد  در لوريت هيقض١
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  Taylor Theorem about an Arbitrary Number یارياخت عدد کي  در لوريت هيقض
وجود داشته باشد ١   ميکن  یباشد ، و فرض م  ینا منف حيعدد صح کي ميکن  یفرض م

 قايدقعدد  کي،در هر  یبرا  است.که شامل بازه باز  کيدر هر  یبرا
 که  یوجوددارد ، بطورو  نيب

١

١
١ ١۵  

 و 
١

١
١ ١۶  

  لا گرانژ  ماندهيفرمول باق١۶شود و   یم دهينام Taylor Formula  لوريفرمول ت١۵ یتساو
Lagrange Remainder Formula نامند   یم. 

 
 اثبات 

 ريتابع را به صورت ز ميبتوان یعني  باشد.در   یتوان یسر  شينما یداراتابع  ميکن یفرض م
  .ميسيبنو

١ ٢
٢ ١٧      

دو فرض گفته شده  اگر تابع  مرتبه بالا باشد.  یمشتق ها یداراتابع  ميکن  یباز فرض م
   .ميسيبنو لوريت یآن تابع را به صورت سر ميتوان  یبالا را نداشته باشد ، پس نم

   کدام هستند. ميحالا اگر تابع ما دو فرض بالا را شامل باشد ، لازم است مشخص کن
   .ميپس دار  .ميکن  یمحاسبه م یبرا را١٧شماره  یمقدار تساو   ابتدا 

 
  یعنيصفر هستند ، بجز جمله اول ١٧تمام جمله ها در فرمول  رايز

 .مي، پس دار ميريگ  یمشتق م١فرمول  نياز طرف حالا

١ ٢ ٢ ٣ ٣
٢ ۴ ۴

٣ ١٨  
   .ميپس دار تمام جمله ها بجز جمله اول صفر هستند،   .ميده  یقرار م١٨در شماره حالا 

١ 
  یمشتق م١٨از دو طرف شماره  یعني،  ميريگ  یو مشتق مرتبه دوم م ميده  یرا ادامه م دهيا نيا
 .ميريگ

٢ ٢ ٣ ٢ ٣ ۴ ٣ ۴
٢ ١٩  

  . مي، تمام جمله ها بجز جمله اول صفر هستند. پس دار ميکن  یم نيرا جانشباز 

٢ ٢ يا ٢ ٢
 

   شود.  یم١٩پس شماره   .ميريگ  یمشتق مرتبه سوم م
٣ ٢ ٣ ۴ ٣ ٢ ۴ ٢  
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   .ميپس دار  .ميگذار  یم٢را در شماره باز 

٣ ٢ ٣ يا ٣ ٣ ٢ ٣
 

   شود.  یم ليتبد ريبه صورت ز٢پس شماره   .  ميريگ  یمشتق مرتبه چهارم م
۴ ۴ ٣ ٢ ۴ ۵ ۴ ٣ ٢ ۵ ٢١  

   شود.  یم ليتبد ريز صورت به٢١شماره   .ميگذار  یم٢١را در شماره باز 

۴ ۴ ٣ ٢ ۴ ۴

۴

۴ ٣ ٢

۴

۴
 

   .ميدار  یبطور کل

 
 پس 

 

٢
٢

٣
٣  

از   یکي نيا  مشکل است.  یودرک آنها کم دهيچيبه طرق مختلف اثبات شده است ،که اکثرا پ لوريت یسر
 همه ساده تر است. 

 
   .ديسيبنو٢بر حسب  یصورت چند جمله ا را به ريز یجمله ا  چند – ٢مثال 

٢ ٣ ٩ ٢ ١١ ١ 
 پاسخ 

،با  ميسيبنو١۴را به صورت شماره   ميخواه  یم  یها مشتق ديکار با نيا یو برا٢
   .ميحساب کن٢در 

٢ ٣ ٩ ٢ ١١ ١ ٢ ١ 
٢ ١٨ ١١ ٢ ١ 

١٢ ١٨ ٢ ۶ 
٣ ١٢ ٣ ٢ ١٢ 

٢ برای ۴ 
 پس 

١ ١ ٢
۶
٢

٢
٢ ١٢

٣
٢

٣
 

١ ٢ ٣ ٢
٢

٢ ٢
٣
 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف تيلور سری  ٩.١        جلد سوم حسابان

120 
 

در  یبرا لوريت یسر کي – ٣ مثال 
۶

ها به تمام  یبرا یسر که آن ديو نشان ده ديکن دايپ
  همگرا است. طرف 
 پاسخ 

  با  ميسيبنو١۴شماره  را به صورت ميخواه  یم .باشد ميکن  یفرض م
 

۶
١
٢

 

۶

٣

٢
 

۶
١
٢

 

٣ ٣

۶

٣

٢
 

۴ ۴

۶
١
٢

 

 که ميريگ  یم جهياست ، پس نت۴چون 
١ ١ ها تمام  برای

  مي، پس دار ميرا بکار بر١۶شماره  ميتوان  یاطلاعات م نيبا ا

١

١ ۶

١
۶

١

١
٢٢  

 
١بخش ٧مثال  جهينت رييتغ  یبا کم  که  ميريگ  یم جهينت٧

۶

١

١
۶

 

  یعني
ها تمام  برای

  نيهمگراا است. علاوه بر ابه طرف  یبرا لوريت یسر جهيدر نت
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۴

۶
١
٢

۴ ١

۶

٣

٢
 

۴ ٢

۶
١

٢
۴ ٣

۶

٣

٢
 

 لذا 

١
٢

٣

٢ ۶
١
٢

١
٢ ۶

٢ ٣

٢
١
٣ ۶

٣

 

١
٢

٣

٢ ۶
١
۴ ۶

٢ ٣

١٢ ۶

٣

 

 
٧ بيمقدار تقر٣مثال  جهيبا استفاده از نت– ۴مثال 

٣۶
بدست ٣کمتر از  یرا با خطا

 .ديآور
 

 پاسخ 
 حساب  نيبا استفاده از ماش

٧
٣۶

٣ 

 ٣ یاست برا

٣
٧
٣۶

١
٢

٣

٢ ٣۶
١
۴ ٣۶

٢ ٣

١٢ ٣۶

٣

۵٧٣۵٧۵ 
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  ٩.١ ناتيتمر
 .  ديکن دايپتابع داده شده در  لوريت یچند جمله ا ني، سوم ريز ناتيدر تمر

١ ۴ ٢ ١ 
٢ ۴ 
٣

۴
 

۴
٢

 

که  یلوريت ی، سر دي. در هر مورد ، نشان دهديکن دايپدر  یبرا لوريت یسر کي ريز ناتيدر تمر
 یاست ،برا ديکار نشان ده نيا یبرا .همگرا است به طرف  ديکرده ا دايپ

  ها. تمام 
۵ ۴ ٢ ٢ ١ ٣ 
۶  
٧

٣
 

٨ ٢  
   .نديک دايپتابع داده شده در  یبرا لوريت یسر کي ريز ناتيدر تمر

٩ ٢  
١ ١ ٢  

 
 

 ٩.١ ناتيپاسخ تمر
 .  ديکن دايپتابع داده شده در  لوريت یچند جمله ا ني، سوم ريز ناتيدر تمر

١ ۴ ٢ ١ 
۴ ٢ ، ١ ۴ 

۴ ٣ ١ ، ١ ۵ 
١٢ ٢ ، ١ ١٢ 

٣ ٢۴ ، ٣ ٢۴  

٣ ۴ ۵ ١
١٢
٢

١
٢ ٢۴

٣
١

٣
 

۴ ۵ ١ ۶ ١
٢

۴ ١
٣
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٢ ۴ 
، ۴ ٢ 

١
٢

، ۴
١
۴

 

١
۴ ٣ ٢

، ۴
١

٣٢
 

٣ ٣
٨ ۵ ٢

، ٣ ۴
٣

٢۵۶
 

٣ ٢
١
۴

۴
١

٣٢
١
٢

۴
٢ ٣

٢۵۶
١
٣

۴
٣
 

٢
١
۴

۴
١

۶۴
۴

٢ ١
۵١٢

۴
٣
 

 
٣

۴
 

،
۴

٢

٢
 

،
۴

٢

٢
 

،
۴

٢

٢
 

٣ ، ٣

۴

٢

٢
 

٣

٢

٢

٢

٢ ۴

٢

٢
١
٢ ۴

٢ ٢

٢
١
٣ ۴

٣

 

٢

٢

٢

٢ ۴

٢

۴ ۴

٢ ٢

١٢ ۴

٣
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۴
٢

 

،
٢

١  

،
٢

 

٢ ٣ ،
٢

١ 

٣ ٣ ۵ ٣ ، ٣

٢
 

٣ ١
١
٢ ٢

٢

١
١
٢ ٢

٢

 

 
که  یلوريت ی، سر دي. در هر مورد ، نشان دهديکن دايپدر  یبرا لوريت یسر کي ريز ناتيدر تمر

 یاست ،برا ديکار نشان ده نيا یبرا .همگرا است به طرف  ديکرده ا دايپ
  ها. تمام 

۵ ۴ ٢ ٢ ١ ٣ 
 

۴ ٢ ٢ ١ ، ١ ، ٣ ۴٣ 
٨ ٢ ، ٢ ٣ ٢۶ 

٨ ، ٨ ، ٣ ٨ 
، ، ٣ ، برای ٣ 

 است  ريمطابق زحول  لوريت یپس سر

١ ٢
٨
٢

٢ ١ ٢ ۴ ٢ ، ، برای ٣ 

 است.  ريمطابق ز٣حول  لوريت یسر

۴٣ ٢۶ ٣ ٨
١
٢

٣
٢
 

۴٣ ٢۶ ٣ ۴ ٣
٢

، برای ٣  
 ها و تمام 
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۶  
، ١ 

، ، ٣ ، ۴  
٢ ١ و ٢ ١ ١

١
 

 پس 
٢ ١ و ٢ ١ ، ،  

   است. ريمطابق زحول  لوريت یسر

١
١
٢

٢ ١
۴

۴ ١
۶

۶ ١
١

٢
٢  

١
٢

٢  

١

١
١

١

١
 

١بخش ٧و بر اساس مثال     .ميدارهر  یبرا٧
١

١
 

 لذا 
 

  ها. تمام  یاست ، براها ، لذا تمام  یاست برا
 

٧
٣

 

، ، ٣ ، ۴  
٢ ١ و ٢ ١ ١  

  ميدارپس 

٢

٣
١

٣

٢
و ٢ ١

٣
١

١
٢

، ،  

حول  لوريت یسر
٣

   .ديآ  یبدست م ريمطابق ز

٣

٢
١
٢ ٣

٣

٢
١
٢ ٣

٢ ١
٢

١
٣ ٣

٣
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١
٢

٣

٢ ٣

٢ ١
٢ ١ ٣

٢ ١

 

١

١ ٣

١
٣

١

١
 

 و 

٣

١

١
 

   ها.تمام  یاست برااست و لذا پس 
 

٨ ٢  
و ٢ ٢ ،  

   است. ريمطابق ز٢حول  لوريت یپس سر

٢ ٢ ٢ ٢ ١
٢

٢
٢ ٢ ١

٣
٢

٣
 

٢
٢  

١

١
٢

١ ١
١

٢
١
 

 و 
١

١
٢

١
 

   ها.تمام  یاست برااست ، پس است ، پس 
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   .نديک دايپتابع داده شده در  یبرا لوريت یسر کي ريز ناتيدر تمر
٩ ٢  

٢ ١
٢

٢
٢ ١

٢
۴  

 
١ ١ ٢  

١ ٢
١

١
٢

١ ٢
١

١
١ 
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١  تمرينات دوره ای فصل اول ١
١در تمرينات  و   مجموعه جزئی اولين سه جمله دنباله داده شده را بنويسيد.  ٢

١ ٢
١

 

٢
٢

٢
٣

 

٣در تمرينات  و کنيد آيا مشخص   داده شده است.ام يک سری مجموعه جزئی جمله ۴
   سری همگرا است و يا وا گرا ، اگر همگرا است مقدار سری را پيدا کنيد.

٣
۵ ٨ ٢

٢ ٧ ٢
 

۴
٢

۵ ٢
 

۵ ناتيتمر یبرا و   وا گرا است.  یکه ، سر دينشان ده۶

۵
٣
٢ ١

 

۶
۶ ٨ ٩ ٢

٣ ٢ ٢
۵

 

٧ ناتيهر کدام از تمر یبرا  ديده حيتوض  .وا گرا  ايداده شده همگرا است و  یسر ايآ ديمشخص کن٩
   چرا.

٧
٣

۵ ٣
١

 

٨
٣

۴ ۴١

 

٩
٢١

 

 
 
 
 

 یسراز  یچه مقدار یبرا -١٠
٢   همگرا است؟ ٣١
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١ یبا استفاده ازمجموع  ده جمله اول سر ميخواه  یم -١١

۴ را  یسر نيمجموع ا یبيمقدار تقر٣١

١کمتر از   بيتقر نيا یخطا ديده  نشان  .ميکن دايپ
٣

١را با مجموع  یسر نيکار ا نيا یبرا  است.
۴ 

   .ديکن سهيمقا
 

   وا گرا؟ ايهمگرا است و  ريز یسر ايآ- ١٢
١

٣
١

 

 
 وا گرا است؟  ايمطلقا همگرا است ، مشروط همگرا است و  ريز یسر ايآ - ١٣

١
١

١

 

 . ديرا مشخص کن ريز یسر يیشعاع همگرا - ١۴
٣ ٣

۴ ١
 

   .ديريرا در نظر بگ ريدنباله ز - ١۵
١

١
 

 اگر همگرا است ، حد آن چه مقدار است؟   دنباله همگرا است؟ نيا ايآ
 

  . ديکن دايرا پ ريز یمقدار سر - ١۶
١ ٢

٣
١

١

 

 گرا؟  وا ايهمگرا است  ريز یسر ايآ - ١٧
۵

٣١

 

 وا گرا؟  ايهمگرا است  ريز یسر ايآ - ١٨
٣

١

 

 وا گرا است؟  ايمطلقا همگرا است ، مشروط همگرا است ،  ريز یسر ايآ - ١٩
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١
١

٢ ١
 

 وا گرا است؟  ايت ، مطلقا همگرا است ، مشروط همگرا اس ريز یسر ايآ  - ٢٠

١
١
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 پاسخ تمرينات 
١در تمرينات  و   مجموعه جزئی اولين سه جمله دنباله داده شده را بنويسيد.  ٢

١ ٢
١

 

 پاسخ 

١ ١ ٢
١

٢ 
٢ ١ ٢

١
٢ ٢

٢
١  

٣ ١ ٢
١

٢ ٢
٢

٣ ٢
٣

٣۴ 

٢
٢

٢
٣

 

 پاسخ 

٣
٢ ٣
٣ ٢

۶
۵

 

۴
٢ ٣
٣ ٢

٢ ۴
۴ ٢

٣٨
١۵

 

۵
٢ ٣
٣ ٢

٢ ۴
۴ ٢

٢ ۵
۵ ٢

۴١۶
١ ۵

 

 
٣در تمرينات  و مشخص کنيد آيا   داده شده است.ام يک سری وعه جزئی جمله مجم۴

   سری همگرا است و يا وا گرا ، اگر همگرا است مقدار سری را پيدا کنيد.

٣
۵ ٨ ٢

٢ ٧ ٢
 

 پاسخ 

۵ ٨ ٢

٢ ٧ ٢

۵
٢

٨ ٢

٢

٢
٢

٧ ٢

٢

٨
٧

 

٨به طرف  یپس ، سر
٧

   همگرا است.
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۴
٢

۵ ٢
 

 پاسخ 
٢

۵ ٢
 

   وا گرا است. یپس ، سر
 

۵ ناتيتمر یبرا و   وا گرا است.  یکه ، سر دينشان ده۶

۵
٣
٢ ١

 

 پاسخ 
واگرا ، بلکه گفته شده است که  ايهمگرا است و  یسر ايکه از ما خواسته نشده است که آ ديتوجه داشته باش

 مينشان ده ديبا یعني . ميکن  یاستفاده م يیحالت از آزمون وا گرا نيدر ا  وا گرا است. ی، سر دينشان ده
   .ستين صفر ايوجود ندارد و  اي یحد سرکه 

٣
٢ ١

 

   وا گرا است. یپس ، سر

۶
۶ ٨ ٩ ٢

٣ ٢ ٢
۵

 

 پاسخ 
ده است که واگرا ، بلکه گفته ش ايهمگرا است و  یسر ايکه از ما خواسته نشده است که آ ديتوجه داشته باش

 مينشان ده ديبا یعني . ميکن  یاستفاده م يیحالت از آزمون وا گرا نيدر ا  وا گرا است. ی، سر دينشان ده
   .ستين صفر ايوجود ندارد و  اي یکه حد سر

۶ ٨ ٩ ٢

٣ ٢ ٢
٩  

  ، وا گرا است.  یپس سر
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٧ ناتياز تمر هر کدام یبرا  ديده حيتوض  .وا گرا  ايداده شده همگرا است و  یسر ايآ ديمشخص کن٩
   چرا.

٧
٣

۵ ٣
١

 

 پاسخ 
 که  ميدان  یم

٣

۵ ٣

٣

۵

١
٢

ها تمام  برای

١چون 
٢است با  یسر کي٢١ و لذا همگرا است ، پس ١

٣

۵ هم  ٣١
  . سهيبر اساس آزمون مقا همگرا است. 

٨
٣

۴ ۴١

 

 پاسخ 
 که  ميدان  یم

٣

۴ ۴

٣

۴

٣
۴

ها تمام  برای

٣چون  پس
۴١ ٣با  یهندس یسر کي 

۴
و همگرا است ، لذا بر اساس آزمون ١

٣،  سهيمقا

۴    هم همگرا است.۴١

٩
٢١

 

 پاسخ 
 . ميدار شهيبا استفاده از آزمون ر

٢ ٢
٢

١
٢

١ 

   داده شده مطلقا همگرا است. ی، سر شهيپس بر اساس آزمون ر
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 یسراز  یچه مقدار یبرا -١٠
٢   همگرا است؟ ٣١

 پاسخ 
   .ميحد دار سهيبا استفاده ازمقا

٢ ٣

١
٣

٣

٢ ٣

١
٢

 

١داده شده همگرا است اگر فقط و فقط  یپس سر
که  افتد  یم اتفاق یهنگام نيهمگرا باشد ، ا٣١

٣ که  یداده شده همگرا است هنگام یلذا سر  باشد.٢ که یهنگام یعنيباشد ، ١
   باشد.٢
  

١ یبا استفاده ازمجموع  ده جمله اول سر ميخواه  یم -١١
۴ را  یسر نيمجموع ا یبيمقدار تقر٣١

١کمتر از   بيتقر نيا یخطا ديده  نشان  .ميکن دايپ
٣

١را با مجموع  یسر نيکار ا نيا یبرا  است.
۴ 

   .ديکن سهيمقا
  پاسخ

 که  يدکن  یملاحظه م
١

۴ ٣
١
۴

ها تمام  برای

 پس   است.
١

۴ ٣
١
۴

١١١١

 

  است. 
١
۴١

١
۴١

١
٣ ٣ ١

١
٣

 

١خطا کمتر از  ديکن  یپس ملاحظه م
٣

   است.
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   وا گرا؟ ايهمگرا است و  ريز یسر ايآ - ١٢
١

٣
١

 

 پاسخ 
  . ميبا استفاده از آزمون نسبت دار

١ ٢
٣ ٣

١
٣

١ ٢
٣ ٣

٣
١

 

١ ٢
٣ ٣ ٣ ٢ ٣ ١

٢ ٣ ٢
٢٧ ٣ ۵۴ ٢ ٣٣ ۶

 

١ ٣
٢

٢
٣

٢٧ ۵۴ ٣٣
٢

۶
٣

١ 

   داده شده مطلقا همگرا است. یپس بر اساس آزمون نسبت ، سر
 

 وا گرا است؟  ايمگرا است و مطلقا همگرا است ، مشروط ه ريز یسر ايآ  - ١٣

١
١

١

 

 پاسخ 
 که  ديکن  یملاحظه م

١ ١ ١
١ 

  ريز یاست ، پس جمله ها وستهيتابع پ کي نوسيچون تابع کس

١
١

 

   وا گرا است. یسر ني، ا يیروند ، پس برا اساس آزمون و گرا  ینم به طرف صفر
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 . ديرا مشخص کن ريز یسر يیشعاع همگرا - ١۴
٣ ٣

۴ ١
 

 پاسخ 
  . ميبا استفاده از آزمون نسبت دار

١
٣ ٣ ٣

١
۴

١
٣ ٣

۴ ١

۴ ١ ١
٣ ٣

٣ ١
۴

١
 

٣
۴ ١ ١

٣

٣ ١
۴

١
٣

٧

٧
٣ 

٣باشد ، ١اگر     .است١ يیاست ، پس شعاع همگرا١
 

 .ديريرا در نظر بگ ريدنباله ز - ١۵
١

١
 

 اگر همگرا است ، حد آن چه مقدار است؟   دنباله همگرا است؟ نيا ايآ
 پاسخ 

١

١

١ ١

١ ١

١
١

١
١

١
١

١ 

   همگرا است.١پس ، دنباله داده شده به طرف 
 

  . ديکن دايرا پ ريز یمقدار سر - ١۶
١ ٢

٣
١

١

 

  خپاس  
   .کرد یسينو زبا ريز تصور هب نتوا  یم ار اه هجمل

١ ٢

٣
١

١

٣
١

٢

٣
١

١
٣

١

٢
٢
٣

١
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  سپ

١ ٢

٣
١

١

١
٣

١

٢
٢
٣

١

١١

 

   .بود دخواه ريز تصور هب بالا یتساو تراس تسم ، ميگردان رب بعق هب  یکي ار اگميس سياند راگ
١
٣

٢
٢
٣

 

   .کرد اديپ ار اآنه ريمقاد توان  یم سپ  .هستند یهندس یها یسر ،آماده  تبدس یسر دو ره
 

١
٣

٢
٢
٣

١

١ ١
٣

٢

١ ٢
٣

٣
٢

۶
١۵
٢

 

 
 وا گرا؟  ايهمگرا است  ريز یسر ايآ - ١٧

۵

٣١

 

 پاسخ 
   .ميده  یانجام م١حد با  سهيمقا

۵

٣

١
۵

٣

٣ ٢ ۵ ١ ٢

٣ ٣ ٢

 

١
٣ ٢

٣ ٢ ۵ ١ ٢

١
٣ ٢

٣ ٣ ٢

١ ۵

١
٣

٣ ٣ ٢

 

١ ۵

١ ٣
١ 
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١لذا چون  ١
١ ١است با  یسر کيکه ٢

٢
 ست ، پس بر اساس و وا گرا ا١

  داده شده وا گرا است.  یحد ، سر سهيآزمون مقا
 

 وا گرا؟  ايهمگرا است  ريز یسر ايآ - ١٨
٣

١

 

 پاسخ 
 که  ديکن  یمملاحظه 

٣ ۴ 
   پس ها. تمام  یاست برا

٣ ٣ ۴
۴

١
 

١چون  ها. تمام  یاست برا ۴ یاست ، پس سر١ همگرا است ، پس بر اساس آزمون ١

  مطلقا همگرا است. ٣ یهم همگرا است.  و لذا سر٣ یسر سهيمقا
 

 وا گرا است؟  ايهمگرا است ، مشروط همگرا است ، مطلقا  ريز یسر ايآ - ١٩

١
١

٢ ١
 

 پاسخ 
١ یجمله ها

٢ ١
متناوب  یها یپس آزمون سر  .ديامتحان کن  روند.  یهستند و به طرف صفر م ینزول

است   ی، کاف ستيمگرا نمطلقا ه یسر نيا ميکه نشان ده نيبر ا داده شده همگرا است.  یسر ديگو  یم
 که  مينشان ده

١
١

٢ ١

١

٢ ١
 

   .ميده  یانجام م١ یحد با سر سهيکار آزمون مقا نيا یبرا  وا گرا است.
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١

٢ ١

١ ٢ ١

١

١ ٢ ١
 

١

١
٢

٢ ١

١

١ ١
٢

١  

١ ديگو  یحد م سهي، آزمون مقا ستيچون حد صفر ن

٢ ١
   وا گرا است.

 
 وا گرا است؟  ايمطلقا همگرا است ، مشروط همگرا است ،  ريز یسر ايآ  - ٢٠

١
١

 

 پاسخ 
  . ميبا استفاده از آزمون نسبت دار

١
١ ١

١

١

١
 

   داده شده ، وا گرا است. یپس بر اساس آزمون نسبت ، سر
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 جلد سوم حسابان 
  یفصل دوم مقاطع مخروط

Conic Sections 
مورد علاقه  Apollonius     ينوسآپول که از زمانشناخته  شده هستند   اشکال از يکی یمقاطع مخروط

در است ، هشت رساله  يزيستهم يلاداو که در قرن سوم قبل از م دانان بوده است.  ياضیمخصوص ر
  شد.  یدانان آن عصر،  به عنوان هندسه دان بزرگ شناخته م ياضیر يننوشت و ب یمورد مقاطع مخروط

 
   نامند.  یم یمقاطع مخروطشوند را   یم يجادمخروط مدور ا يکصفحه با  يککه از تقاطع   يیها یمنحن

 
 
 است. یهذلول ياو  يضی، دائره ، ب یکند ، مقطع بدست آمده سهم یکه صفحه با مخروط چگونه تلاق ينا

 
  The Parabola یسهم - ١.٢

  است.  یسهم یمنحن يککند ،   یم  یتوپ فوتبال ط که يریمثلا مس
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  باشد. ینقطه ثابت رو کيصفحه و  یخط ثابت رو کي يمکن  یفرض م – یسهم يفتعر
خط را خط    نامند.   یم ی،  سهمفاصله باشند کيبه و صفحه که از  ینقاط رو مجموعه

  نامند.   یم Focus  کانون  راو نقطه   Directrix   یهاد
 :Equal Distances یمساو یمسافت ها

 
   

که از   ینسبت به خط شهيهم یسهم کيشود که   یم جهينت نيچنمسطحه ، و هندسه  یسهم فياز تعر
  Axisمحور خط را   نياست. ا نهيعمود است ، قر یگذرد و بر خط هاد  یکانون م

 Vertexراس را  یراه کانون و خط هاد مهيمحور و ن ی، نقطه رو فينامند. طبق تعر  یم یسهم
 است ، Standard Position   محل متعارفدر  یشود که سهم  یگفته م  نامند.  یم یسهم

   ريتصو   باشد.محور  ايو محور  اي , مبدا مختصات و محور آن  یاگر راس آن رو
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  Parabolas in Standard Positionدر مکان متعارف  ها یسهم
 یاگر محور سهم  .ميکن دايدر مکان متعارف پ یسهم کي یبرا یتساو ايمعادله  کي ميخواه  یحالا م
  است.خط  یاست و خط هاد،باشد ، پس کانون آن نقطه محور 

 و     یرهايتصو

   
 
 

 یمساوو خط  نياست اگر فقط و فقط فاصله ب یسهم یرونقطه  کي،  فيطبق تعر
  یعني  باشد.تا فاصله 

٢ ٢ 

٢ ٢ ٢ 
   توان نوشت.  یپس م .هستند   یها نا منف کاليداخل راد یعبارت ها چون

٢ ٢ ٢ 
  اي

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ 
   .مي، دار مياگر ساده کن

٢ ۴ ١  
   .مي، دار ميحل کن یرا برا١اگر معادله 

٢

۴
 

  . ميريگ  یمشتق م

٢
و

٢

٢

١
٢

 

 
 ايباشد و تعقر تعقر به طرف بالا دارد ، اگر  اي یفرو رفتگ١شده در  فيتوص یپس سهم

از  اديز یبزرگ باشد ، کانون و خط هاداگر   باشد.دارد اگر  نييبه طرف پا یفرو رفتگ
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 هم به یهاد خط و کانونکوچک باشد ،رسد و اگر   یبه نظر م  ضيعر یهم فاصله دارند و سهم
  ريتصو  رسد.  یبه نظر م کيبلند و بار  یسهم و  هستند کينزد

 
آن خط  یاست. و خط هادباشد ، پس کانون آن ، محور  یمحور سهم ميحال اگر فرض کن
   .ميپس دار  .ميريگ  یو مشتق م ميکن  یم ضيرا تعوو  یجا  است.

٢ ۴  
به طرف راست باز  یباشد ، سهماگر   است. نهيقرنسبت به محور  یحالت ، سهم نيدر ا

  ريتصو  شود.  یبه طرف چپ باز م یباشد ، سهمو اگر   شود.  یم

 
 

  . ميکن  یدر مکان متعارف خلاصه م یدو شکل سهم ليدر ذ
 

٢ ۴
کانون

هادی خط
محور به نسبت قرينه

٢  

٢ ۴
کانون

هادی خط
محور به نسبت قرينه

٣  

 که  ديالبته توجه دار
٢ هادی خط تا کانون از فاصله  
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٢ یسهم یکانون و خط هاد – ١مثال    . ديو آنرا رسم نمائ ديکن دايرا پ١۶

 پاسخ 
٢معادله داده شده به صورت  است و خط ۴پس کانون نقطه ۴است ، با ۴

  . ديکن  یملاحظه م ريدر تصو ینمودار سهم۴ یهاد

 
و  ديکن دايرا پ یمعادله سهم  است.٣ یو خط هاد٣کانون  یدارا یسهم کي – ٢مثال 

   .ديآنرا رسم کن
 پاسخ 
٢ ميبکار بر ديکه با یفرمول ٢ یپس معادله سهم٣است ، با ۴  است.١٢

   .ديکن  یملاحظه م رينمودار آن در تصو 

 
٣که کانون آن  یسهم یمعادله برا کي – ٣مثال  و سپس  ديکن داياست پ١آن  یوخط هاد١

  . ديآنرا رسم نمائ
 پاسخ 
مختصات را جابجا کرد در  یتوان محور ها  یم  .ميده  ینشان مبا مختصات را   یمحور ها :توجه 

   .ميده  ینشان مرا با  ديجد  یصورت محوراها نيا
٣است که از کانون   یخط یچون محور سهم عمود است ، پس ١ یگذرد و بر خط هاد  یم١

 یو رو یوسط کانون و خط هاد قاي، دق یچون راس سهم  است.١خط  یکه محور سهم ميدان  یم
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٢نقطه  یمحور قرار دارد ، پس راس سهم نقطه مختصات  یلذا مبدا محور ها است.١
٢   ريتصو  است.١

 

 
 

   ستميس   در١   ی، کانون سهم ميقرار ده   ستميس یرا در مکان متعارف رو یاگر سهم
 یدر محور ها یمعادله سهم٣بر اساس فرمول   است.١ یخواهد بود. و خط هاد

٢عبارت است از مختصات    ريتصو  .ميرا رسم کن یسهم ميتوان  یم جهيدر نت۴
   است. ريمطابق ز ستميدر س یاست ، معادله سهم١و ٢چون 

١
٢

۴ ٢  
    .مي، دار مياگر معادله بالا را بسط ده

٢ ٢ ۴ ٩  
   است. ريمطابق ز یسهم  ینه هر دو ، پس معادله کلاما ،  اياگر 

٢ ٢  
   .ميکن دايمحور را پو  یراس ، کانون ، خط هاد ميتوان  یبا کامل کردن مربع ، م

 
٢که  دينشان ده – ۴مثال  ٢ ۶ و  دينمودار آنرا راسم کن  است. یسهم کيمعادله ١٧

   .ديو محور آنرا مشخص کن یهاد کانون ، خط
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 پاسخ 
   .ميدار یبا کامل کردن مربع رو

٢ ٢ ١ ۶ ١٧ ١ 

١
٢

۶ ١٨ 

١
٢

۶ ٣  
١که مبدا مختصات آن جابجا شده  ستميدر س  و١ مياست ، دار٣

٣  
  است.  يرپس معادله به صورت ز

٢ ۶  
٣که کانون  ديکن  یملاحظه م٢با استفاده از فرمول 

٢
٣ یاست و خط هاد

٢
است در 

١کانون  يستملذا در س ستميس ٣
٢

٩ یخط هاد و
٢

 یو راس سهم

١    .ديکن  یملاحظه م ريتصو در نمودار  است.١خط  یمحور سهم و٣

 
  Applications of Parabolas یسهم یکار برد ها
   .يمآور  یچند نمونه از آنها را م يلاست ، در ذ يادز یسهم  یو عمل يکتئور یکاربرد ها

  یم بر خورد ينبه زم يتکند و در نها  یجاذبه حرکت م يروین يرفقط تحت تاث  یش يککه  یهنگام - ١
پس   است. یشکل سهم به يکنزد يرکند ، مس حرکت یاگر عمود است و یسهم شکل به آن يرکند ، مس

   است. یسهم شکل نباشد ، به ، و فوتبال اگر اصطکاک هوا يسبالبگلف ،  يرتوپمس
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 ينهها را آئ ينهنوع آئ ينا . يدآ  یحول محورش بدست م یسهم يکها که از داوران  ينهاز آئ یبعض - ٢
 از لامپ که در کانون که ی، نور يلدر  چراغ اتومب. يلمانند چراغ جلو اتومب  نماند.  یشکل م یسهم یها

 يشو دکننده  در تلسکوپ منعکس ينشود. همچن  یمنعکس م شود ، به موازات محور  یمتشر مقرار دارد 
   ماهواره.

  
 
  يزانآو يامعلق  یپل  ها - ٣

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



سوم حسابانجلد  ٢.١    سهمی انوشـيروان صراف  

148 
 

 ١.٢ يناتتمر
   .يدکن يدابا مشخصات داده شده پ یسهم يکمعادله  يرز يناتدر تمر

 ٢ یو خط هاد٢کانون  - ١
 ۶ یو خط هاد۶کانون  - ٢
 ۵    یهاد و خطکانون  - ٣
 ٢ یو خط هاد١کانون  - ۴
٣کانون  - ۵ ٣و راس ٣ ٢ 
١و از نقطه نسبت به محور  ينهدر مکان متعارف ، قر یسهم - ۶     کند.  یعبور م١

٣از    نقطه فاصله هر  کهيبطور است مجموعه نقاط  یسهم - ٧ است با فاصله  یمساو۴
 ٢نقطه  تا خط  آن
 

و  یو کانون ، راس ، خط هاد  .ديکه معادله آن داده شده است راسم کن ینمودار سهم ريز ناتيدر تمر
   .ديمحور آنرا مشخص کن

٩ ٢ ٣  
١ ٢  

١١ ١
٢

٢ 

١٢ ٢
٢

٣ ٣  
 

 با معادله داده شده در مکان متعارف قرار یکه در آن سهم ديکن دايپ ستميس کي ريز ناتيدر تمر
   .ديکن راسم هم نمودار آنرا  .رديگ

١٣ ٢ ۶ ٢ ١  

١۴ ٣ ٢ ۵ ٣
١٧
۴

 

١۵ ۴ ٢ ٢ ٢
١

٢
١ 
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 ١.٢ ناتيپاسخ تمر
   .يدکن يدابا مشخصات داده شده پ یسهم يکمعادله  يرز يناتدر تمر

 ٢ یو خط هاد٢کانون  - ١
 پاسخ 

٢ ؛ ٢ ٨  

 
 ۶ یو خط هاد۶کانون  - ٢

 پاسخ 
۶ ؛ ٢ ٢۴  

 
 ۵    یهاد و خطکانون  - ٣

 پاسخ 

راس
۵
٢

؛
۵
٢

؛ ٢ ١
۵
٢
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 ٢ یو خط هاد١کانون  - ۴
 پاسخ 

٣ ؛ ٢ ١٢ ١  

 
٣کانون  - ۵ ٣و راس ٣ ٢ 

 پاسخ 

١ ٣
٢

۴ ٢  

 
 
 
١و از نقطه نسبت به محور  ينهدر مکان متعارف ، قر یسهم - ۶     کند.  یعبور م١

 پاسخ 

٢ ۴ و ١
٢

۴ ١ ، پس
١
۴

 

٢  
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٣از    نقطه فاصله هر  کهيبطور است مجموعه نقاط  یسهم - ٧ است با فاصله  یمساو۴
 ٢تا خط نقطه   آن

 پاسخ 

٣
٢

۴
٢

٢  

٣
٢

۴
٢

٢
٢
 

٣
٢ ٢ ٨ ١۶ ٢ ۴ ۴ 

٣
٢

۴ ٣  

 
 
 

و  یو کانون ، راس ، خط هاد  .ديکه معادله آن داده شده است راسم کن ینمودار سهم ريز ناتيدر تمر
   .ديمحور آنرا مشخص کن

٩ ٢ ٣  

 
٣
۴

، کانون
٣
۴

راس ، هادی خط
٣
۴

 

محور  
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١ ٢  

 
١
۴

، کانون
١
۴

، راس ، هادی خط
١
۴

 

محور  

١١ ١
٢

٢ 

 
١
۴

، کانون ١
٧
۴

، راس ١ ٢ ، هادی خط
٩
۴

 

محور ١  

١٢ ٢
٢

٣ ٣  

  
٣
۴

، کانون ٢
١۵
۴

، راس ٢ ٣ ، هادی خط
٩
۴

، محور ٢  
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 با معادله داده شده در مکان متعارف قرار یکه در آن سهم ديکن دايپ ستميس کي ريز ناتيدر تمر
   .ديکن راسم هم نمودار آنرا  .رديگ

١٣ ٢ ۶ ٢ ١  
٢ ۶ ٢ ١ ٢ ۶ ٩ ٢ ١ ٩ 

٣
٢

٢ ۴  
٣ ، ۴ ٢ ٢  

 
 

١۴ ٣ ٢ ۵ ٣
١٧
۴

 

٣ ٢ ۵ ٣
١٧
۴

٣ ٢ ٣
٣
۴

۵
١٧
۴

٣
۴

 

٣
١
٢

٢

۵ ١  

١
١
٢

؛ ٣ ٢ ۵ يا ٢ ۵
٣

 

 
 
 
 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



سوم حسابانجلد  ٢.١    سهمی انوشـيروان صراف  

154 
 

١۵ ۴ ٢ ٢ ٢
١

٢
١ 

 اگر 

۴ ٢ ٢ ٢
١

٢
١ 

 باشد ، پس 

۴ ٢ ١
٢

١
١۶

٢
١

٢
١

١
۴

 

  که یبطور  است.

۴
١
۴

٢

٢
١
٢

٣
۴

٢
١
٢

٣ ٢

٨
 

١
٢

٣ ٢

٨
؛

١
۴

؛ ۴ ٢ ٢ يا ٢
٢

۴
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  The Ellipse  يضیب
  قرار گرفت. يشتریمورد  توجه ب  Kepler کپلر يلهشناختند ، اما بوس  یرا م  يضیب يونانيانچه  گر
  چرخاند.   یم يدشکل بدور خورش يضیب یدر مدار ها ياراتکشف کرد که ساو
  

  يفتعر
باشد بزرگ تر از  یعدد ميکن  یو فرض م,صفحه باشد  یدو نقطه رو٢و ١ يمکن  یفرض م
  ميکه داشته باش یصفحه بطور یرومجموعه نقاط ٢و ١ نيفاصله ب

١ ٢  
   نامند.  یم یضيب Foci  یرا کانون ها٢و ١نقاط   نامند.  یم  يضیب 

   است ثابت. یبا دو کانونش  مقدار يضیب يطمح یقطه رونهر  فاصله حاصل جمع :به عبارت ساده تر 
  . ديرا ملاحظه کن يرتصو

 
 

گذرد ،   یکه از دو کانون م  ینسبت به خط يضیکه ب يدکن  یو هندسه مسطحه ، ملاحظه م يفبر اساس تعر
 مکان در يضیب مييگو  یم نامند.   می يضیب  Center  مرکز دو کانون را  ينب يانینقطه م است.  ينهقر

محور  یرو ايو محور   یرو ياو کانون ها مبدا مختصات  یاست اگر مرکز آن رو متعارف
  ريباشند.تصو

صورت  ني، در ا رنديهم قرار گ یکانون ها رو گريبه عبارت د اينقطه باشند ، و  کياگر کانون ها   
   داشت. ميخواه رهيدا
 Ellipses in Standard Positionف ها در مکان متعار يضیب

و اگر کانون ها نقاط  . يمکن يدادر مکان متعارف پ يضیب یمعادله برا يک يمخواه  یحالا م
آسان بودن کار  یبرا  است.٢کانون ها  نيپس مسافت ب ريتصوباشند و 

٢ ميکه کرد  یاس فرضبر اس  باشد.٢ ميکن  یفرض م پس بر اساس   است.٢
   مياست اگر فقط و فقط داشته باش یضيب یرونقطه مانند  کيمسافت ،  فيتعر

٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ 
  مي، پس دار ميکن  یمشابه را حذف م یها و جمله ميريگ  یم شهير

٢ ٢ ٢ 
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   .ميريگ  یم شهيمجددا ر
۴ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

 توان نوشت   یکه م
٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ١  

 حالا اگر 
٢ ٢ ٢  

  ميقرار ده
٢را بر ١شماره است ، و پس   ميپس دار  .ميکن  یم ميتقس٢

٢

٢

٢

٢
١ ٣  

 

 
 
 

 ینقطه روتوان نشان داد هر   یم  را بر قرار کند.٣معادله شماره  يدبا يضیب یپس هر نقطه رو
  کند.   یرا بر قرار م٣معادله ،  یضيب
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 ٢و و  یاست با کانون ها یضيب کيمعادله ٣لذا شماره 
و مکان   است.و نقاط با محور  یضيمکان بر خورد ب که ميريگ  یم جهينت٣از شماره 
 Vertices یراس هارا و نقاط   است.و نقاط با محور  یضيبرخورد ب

 نيخط بپاره  و Major Axis  محور بزرگ تر را و  نيپاره خط ب . مينام  یم یضيب
  ريتصو  .مينام  یم  یضيب Minor Axis  محور کوچک تر را و 

 که ميکن  یاست ، اولا مشاهده م٣معادله  شينما ريکه نمودار تصو نيا دييتا یبرا
 

نسبت به محور  یضيکه ب ميابي  یدر م٣، از شماره  ايثان . یضيب یروهر نقطه  یبرا است
قرار   محور یکه بالا یضيت از باگر آن قسم یعني نيا  است. نهيو مبدا مختصات قرو  یها

   .ميکن دايرا پمحور  نيريقسمت ز نهيقر یاز رو ميتوني، م ميکن دايدارد پ
 ميتوان  یم،و و در نقاط  یعنيباشد ، محور  یرو یضيب یاگر کانون ها

   .ميرا بدست آور ريمعادله ز٣در شماره و  ضيتعو با
٢

٢

٢

٢
١ ۴  

   .ديکن  یملاحظه م ريرا در تصو۴شماره  یضينمودار ب
  ريتصو

 
   .يمآور  یم یمراجعه بعد یرا برا يضیخلاصه دو شکل بذيل  در

٢

٢

٢

٢
١ ،

ها کانون و با ٢ ٢

ها راس و
مبدا و و های محور به نسبت قرينه

۵  

 

٢

٢

٢

٢
١ ،

ها کانون و با ٢ ٢

ها راس و
مبدا و و های محور به نسبت قرينه

۶  
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   هستند. ريز یهندس اتيخصوص یدارا،اعداد 
٢ تر بزرگ محور طول ٧  

٢ تر کوچک محور طول ٨  
٢ ها کانون بين فاصله ٩  

 
 

  . ديانون ها را مشخص نمائو ک ديرا رسم کن ريز یضيب – ١مثال 
٢ ۴ ٢ ٨ 

 پاسخ 
   .ميپس دار . ميکن  یم ميتقس٨هر دو طرف معادله را بر 

٢

٨

٢

٢
١ 

٨چون  ٨است ، با ۵است ، پس معادله داده شده به شکل شماره ٢ ٢ و ٢

٢    .ميکردن مختصات کانون ها دار دايپ یبرا  هستند.محور  یلذا کانون ها رو 

٢ ٢ ٨ ٢ ۶ 

   .ديکن  یملاحظه م رينمودار در تصو  هستند.۶و ۶پس کانون ها نقاط 
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   .يدآنرا مشخص کن ی. و  کانون ها و راس هايدرا راسم کن يرز يضیب– ٢مثال 
٣ ٢ ٢ ٣ 

 پاسخ 
   .ميپس دار  .ميکن  یم ميتقس٣معادله را بر  ينطرف

٢

١

٢

٣
١ 

پس کانون ها و محور بزرگ تر ١   و٣است ، با ۶شکل فرمول شماره  یسيب نيا

هستند و ٣و ٣است ، پس راس ها ٣چون   قرار دارند.محور  یرو

 چون 

٢ ٢ ٣ ١ ٢ 

 .ديکن  یملاحظه م ريدر تصو یضينمودار ب  هستند.٢و ٢پس کانون ها 

 
 

 یبرا  .ميرسم کن را یضيب فورا توان  یم معلوم باشد ،٢ یعنياگر کانون ها و طول محور بزرگ تر 
به  سمانير کي یسپس هر دو انتها ديهر کدام از کانون ها بگذار یآن رو هيشب یزيچ اي خيم کيکار  نيا

 یو رو ديآنراکاملا بکش و ديمتصل کن سمانير را به مداد کي سپس و ديبزن گرهها   خيم به٢طول 
  ريتصو  .ديکاغذ بچرخان
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  ريتصو

                     
  Translation of Ellipsesها  يضیب يیجابجا 
 ينا یبرا  .يمن بدست آور ا یمعادله برا يک يمتوان  ی، باز هم م يستدر مکان متعارف ن يضیکه ب یهنگام

 ييرمختصات را تغ یو سپس محور ها يمآور  ینقاط لازم را بدست م يگرمرکز و د  ،  مشخصاتکار
   .يمده  یم مکان

 
٢آن  یکه کانون ها يدکن يداپ يضیب يک یمعادله برا يک – ٣مثال  ٢و ١ و طول محور ٧

   .ديسپس نمودار آن را راسم کن  باشد.١٢بزرگ تر آن 
 پاسخ 
٢ ها کانون چون ٢ و١  خط یرو تر  بزرگ محور پس ، دارند قرار تر بزرگ محور یرو٧

٢ هنقط لذا و است کانون دو وسط یضيب مرکز  .دارد قرار٢  در   .است  یضيب مرکز٣
، مبدا با ستميس ٢   محور یرو ، تر بزرگ محور با است متعارف مکان در یضيب٣

   را دارد. يرشکل ز پس معادله 
٢

٢

٢

٢
١ 

٢ ميردا٧است ، پس بر اساس ١٢بزرگ تر براساس فرض مساله ، طول محور  چون  ١٢ 
٢ ميريگ  یم جهينت٩است ، بر اساس ٨دو کانون  نيچون فاصله ب۶ ايو   اي و٨
  ميدار۶اساس  بر جهينت در۴

٢ ٢ ٣۶ ١۶ ٢  
   است. ريز مطابق ستميدر س یضيلذا معادله ب

٢

٢

٢

٣۶
١ 

   است. ريمطابق ز یضيمعادله ب ستميدر س یعني نيا

٢
٢

٢
٣

٢

٣۶
١ 

   .ديکن  یملاحظه م ريدر تصو یضينمودار ب
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  يربه شکل ز  معادله يک

٢ ٢  
 یضيب کياست ، معادله باشند ، پس   یهر دو منف ايهر دو مثبت و  ايو در آن   که

 یمکان محور ها رييرا با کامل کردن مربع ها و تغ یضيب یمرکز ، راس ها و کانون ها ميتوان  یم  .است
   .ميمختصات بدست آور

 
   .ديآنرا راسم کن  است , یضيب کي، معادله  ريکه معادله ز دينشان ده – ۴مثال 

٩ ٢ ١٨ ۴ ٢ ١۶ ١١ 
 پاسخ 

   .ميبا کامل کردن مربع ها ، دار
٩ ٢ ٢ ١ ۴ ٢ ۴ ۴ ١١ ٩ ١۶ ٣۶ 

١
٢

۴
٢

٢

٩
١ 

١با مبدا  يستمدر س    است. ريمعادله به صورت ز٢
٢

۴

٢

٩
١ 

و ۵ یو کانون ها٣و ٣ یاست با راس ها یضيب کيمعادله  نيا

١ یضيمرکز ب ستميدر س لذا ستميدر س۵ ١ ها راس٢ و ۵
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١ ١  ها و کانون١ ٢ ١و ۵ ٢  ريتصو در یضينمودار ب  است.۵

   .ديکن  یملاحظه م

 
 

  Applications of Ellipses یضيب یکاربرد ها
  چرخند.   یم ديشکل گرد خورش یضيدر مدار ب اراتيس Kepler ‘ s Law  انون کپلر طبق ق - ١

 
Earth revolving around the sun 

 
  چرخند.   یشکل اطراف هسته م یضيب یالکترون  ها در مدار ها - ٢
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   کاربرد دارد. یدر معمار - ٣

 
Bridge with elliptical  ارچ 

 
 

 ٢.٢ ناتيتمر
   .ديو سپس آنرا راسم کن ديسيداده شده بنو اتيبا خصوص یضيمعادله ب ريز ناتيدر تمر

   هستند.٣و ٣و راس ها ٢و ٢کانون ها  - ١
٢کانون ها  - ٢ ٢و ١    است.۴و طول محور بزرگ تر  هستند١
   است.٩کوچک تر  هستند و طول محور۴و ۴کانون ها  - ٣

٢از  یضيهستند و ب١۶و ١۶راس ها  - ۴ ٣  گذرد.    یم۴

   هستند.۵ و١راس ها  و۴و کانون ها   - ۵ 
۶مرکز  - ۶ ٣ها  کانون از  یکي١ ١ها  از راس  یکيو ١    است.١

١قاط از ن يضیب - ٧ ١و ١
٢

   دارد. کند و در مکان متعارف قرار  یم عبور٢

٣محور بزرگ تر از  – ٨ ٣ تا۴    کند.  یمختصات عبور م مبدا از یضيدارد و ب امتداد۴

۴از نقطه  یضيامتداد دارد و ب۵تا ١محور کوچک تر از   - ٩ ٢  کند.  یم عبور٣

   
   .ديکن دايپ معادله آن داده شده که یضيب یو راس ها کانون ها ريز ناتيدر تمر

١
٢

٩

٢

٢۵
١ 

١١
٢

۶۴

٢

۴٩
١ 

١٢
٢

٣
٢ ٣ 

١٣ ۴ ٢ ٢ ١ 

١۴ ٢۵ ١
٢

٣
٢

١ 
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، و کانون ها ،  ديآنرا رسم کن  است. یضيب کيده ، معادله که معادله دادن ش دينشان ده ريز ناتيدر تمر
  . ديآنرا مشخص کن یمرکز و راس ها

١۵ ٢ ٢ ٢ ٢ ۴ ١ 
١۶ ٢ ٨ ٢ ٢ ١٢  
١٧ ٢ ٢ ٢ ٢ ۴ ١ 

 
ت و نقاط گذرد و عمود بر محور بزرگ تر اس  یم یضيب یاز کانون ها  یکيکه از   یپاره خط - ١٨

که طول  دينشان ده شود.   یم دهينام Latus Rectum  یوتر کانونقرار دارند  یضيب یآن رو يیانتها

یضيب یوتر کانون
٢

٢

٢

٢ ١ ،است با  یمساو   ٢ ٢
  یرا نشان م یضيب یوتر کانون ريز ريتصو

   دهد.
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 ٢.٢ ناتيپاسخ تمر
   .ديو سپس آنرا راسم کن ديسيداده شده بنو اتيبا خصوص یضيمعادله ب ريز ناتيدر تمر

   هستند.٣و ٣و راس ها ٢و ٢کانون ها  - ١

٣ ، ٢ ، ۵ ،
٢

٩

٢

۵
١ 

  
٢کانون ها  - ٢ ٢و ١    است.۴ل محور بزرگ تر و طو هستند١

مرکز ٢ ، ٢ ، ١ ٣ 

٢
٢

٣

٢

۴
١ 
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 است.٩کوچک تر  هستند و طول محور۴و ۴کانون ها  - ٣

مرکز ،
٩
٢

، ۴ ،
٨١
۴

١۶
١۴۵

٢
 

۴ ٢

١۴۵
۴ ٢

٨١
١ 
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٢از  یضيهستند و ب١۶و ١۶راس ها  - ۴ ٣   گذرد.    یم۴

١۶
٢

٢

٢

٢۵۶
١ 

٢چون  ٣    توان نوشت.  یقرار دارد ، پس م یضيب یرو۴

١٢
٢

١۶
٢۵۶

١ يا
١٢

٢

١۵
١۶

 

٢ ١٢
١۶
١۵

۶۴
۵

 

 شود   یم یضيپس معادله ب
۵ ٢

۶۴

٢

٢۵۶
١ 
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   هستند.۵ و١راس ها  و۴و کانون ها   - ۵ 

مرکز ٢ ، ٣ ، ٢ ، ٩ ۴ ۵ 

٢
٢

٩

٢

۵
١ 

 
 
 
 

۶مرکز  - ۶ ٣ها  کانون از  یکي١ ١ها  از راس  یکيو ١    است.١

۴ ، ٣ ، ١۶ ٩ ٧ 

۶
٢

١۶
١

٢

٧
١ 
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١از نقاط  يضیب - ٧ ١و ١
٢

   دارد. کند و در مکان متعارف قرار  یم عبور٢

 یضيه بمعادل ميکن  یم فرض
٢

٢

٢

٢ ١چون   باشد.١ توان   یاست ، پس م یضيب یرو١

١نوشت 
٢

١
٢ ١و چون ١

٢
 توان نوشت   یپس م است ، یضيب یرو٢

١
۴ ٢

۴
٢

١ 

١
٢

۴
١۶

٢
 

  ميپس دار

١
١
٢

١
٢

۴
١۶

٢
 

٣پس  ١۵
 جهياست و در نت۵است ، لذا ٢

۵

٢
    است. ريمطابق ز یضيمعادله ب  است.

۴ ٢

۵

٢

۵
١ 
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٣محور بزرگ تر از  – ٨ ٣ تا۴    کند.  یمختصات عبور م مبدا از یضيدارد و ب امتداد۴
مرکز ٣ ، ۴  

٣شکل  به یضيمعادله ب کي
٢

٢

٢

١۶
 مياست  ، پس دار یضيب یروو چون   است.١

٩
٢ ١۶

   است. ريمطابق ز یضيو معادله ب  است.٣لذا   است.١

٣
٢

٩

٢

١۶
١ 

 
 

۴از نقطه  یضيامتداد دارد و ب۵تا ١محور کوچک تر از   - ٩ ٢   کند.  یم عبور٣

مرکز ٣ ، ٢ 

٣شکل به   , یضيمعادله ب کي
٢

۴

٢

٢ ۴  چون   است.   ١ ٢ قرار دارد  یضيب یرو٣

١ مي، پس دار
۴

١٢
٢    است. ريبه شکل ز یضيباست و معادله ۴ لذا١

٣
٢

۴

٢

١۶
١ 
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   .ديکن دايپ معادله آن داده شده که یضيب یو راس ها کانون ها ريز ناتيدر تمر

١
٢

٩

٢

٢۵
١ 

۵ ، ٣ ، ٢۵ ٩ ۴ 

ها کانون ۴ و ۴ ، ها راس ۵ و ۵  

١١
٢

۶۴

٢

۴٩
١ 

٨ ، ٧ ۶۴ ۴٩ ١۵ 

ها کانون ١۵ و ١۵ ، ها راس ٨ و ٨  

١٢
٢

٣
٢ ٣ 

   است. ريمعادله به صورت ز
٢

٩

٢

٣
١ 

 پس 

٣ ، ٣ ، ٩ ٣ ۶ 

ها کانون ۶ و ۶ ، ها راس ٣ و ٣  

١٣ ۴ ٢ ٢ ١ 
٢

١
۴

٢

١
١ 

١ ،
١
٢

، ١
١
۴

٣

٢
 

ها کانون
٣

٢
و

٣

٢
، ها راس ١ و ١  
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١۴ ٢۵ ١
٢

٣
٢

١ 

١
٢

١
٢۵

٣
٢

١
١ 

١ ،
١
۵

، ١
١

٢۵

٢ ۶

۵
 

 
 

، و کانون ها ،  ديآنرا رسم کن  است. یضيب کيکه معادله دادن شده ، معادله  دينشان ده ريز ناتيدر تمر
  . ديآنرا مشخص کن یمرکز و راس ها

١۵ ٢ ٢ ٢ ٢ ۴ ١ 
٢ ٢ ١ ٢ ٢ ٢ ١ ۴  

١
٢

٢ ١
٢

۴ 

١
٢

۴
١

٢

٢
١ 

٢ ٢ ، ۴ ٢ ٢ 

مرکز ١ ١ ، ها راس ١ ١ و ٣ ١ ، ها کانون ١ ٢ ١ و ١ ٢ ١  
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١۶ ٢ ٨ ٢ ٢ ١٢  
٢ ٨ ١۶ ٢ ٢ ١۶ ١٢ ۴ 

۴
٢

٢ ٢ ۴ 

۴
٢

۴

٢

٢
١ 

٢ ، ٢ ، ۴ ٢ ٢ 

مرکز ۴ ، ها راس ٢ و ۶ ، ها کانون ۴ ٢ و ۴ ٢  
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١٧ ٢ ٢ ٢ ٢ ۴ ١ 

٢ ٢ ١ ٢ ٢ ٢ ١ ۴ 

١
٢

٢ ١
٢

۴ 

١
٢

۴
١

٢

٢
١ 

٢ ، ٢ ، ۴ ٢ ٢ 

مرکز ١ ١ ، ها راس ٣ ١ و ١ ١  

، ها کانون ١ ٢ ١ و ١ ٢ ١  
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گذرد و عمود بر محور بزرگ تر است و نقاط   یم یضيب یاز کانون ها  یکيکه از   یپاره خط  -  ١٨

که طول  دينشان ده شود.   یم دهينام Latus Rectum  یوتر کانونقرار دارند  یضيب یآن رو يیانتها

یضيب یوتر کانون
٢

٢

٢

٢ ١ ،است با  یمساو   ٢ ٢
  یرا نشان م یضيب یوتر کانون ريز ريتصو

   دهد.
 

 
 باشد ، پس اگر  باشد.  یضيب یرو يمکن  یفرض م

١
٢

٢
٢ ٢

٢
 

   پسباشد ، اما اگر 

١
٢

٢
٢ ٢

٢
 

   .ديآ  یم تبدس ريز قمطاب یکانون روت لطو الذ
٢ ٢ ٢ ٢
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  The Hyperbola یلول هذ – ٣.٢
  Definition يفتعر

عدد مثبت  کي ميکن  یصفحه باشد ، و فرض م یرو زيدو نقطه متما٢و ١ يمکن  یفرض م
  یصفحه بطور یروپس مجموعه تمام نقاط   باشد.٢و ١ نيکوچک تر از فاصله ب

١ ٢  
 شوند  یم دهينام یلول هذ Foci     یکانون ها٢و ١نقاط  شود.   یم يدهنام یلول هذباشد ، 

 نيدر اهر نقطه  یکه برا یمجموعه نقاط ، بطور کيعبارت است از یلول هذ کي گريبه  عبارت د
١مجموعه ، قدر مطلق تفاضل فواصل  ، ١ت به دو نقطه ثابت نسب٢ ،  یمقدار٢

١است ثابت ،  ، فاصله ٢ ريز ري، در تصو ريز ريتصو  شوند.  یم دهينام یلول هذ یکانون ها٢
   است. یلول دو راس هذ نيب

 
 

      ريتصو   است. نهيگذرد ، قر  یدو کانون ماز  که  ینسبت به خط یضيهم مانند ب یهذلول

 
 
  Centerمرکز دو کانون ،  ينب يانیو نقطه م است یلول هذ Principal Axis  یمحور اصلخط  نيا

  يرتصو است.  یلول هذ
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دو راس را  ين، و پاره خط ب یلول هذ  Vertices  یراس هارا   یو محور اصل یلول نقاط بر خورد هذ

           مکان متعارفدر  یلول هذ ييمگو  یم  نامند.  یم یلول هذ Transverse Axis یمحور کانون
Standard Position یرو ايو محور  یرو يامبدا مختصات و کانون ها  یاست اگر مرکز آن رو 

   باشد.محور 
 

 Hyperbolas in Standard Positionها در مکان متعارف  یلول هذ
قرار داشته و ر مکان متعارف ، در نقاط د یلول هذ يک یکانون ها يمکن  یفرض م
باشد ، ٢ مياگر فرض کن  است.٢دو کانون  نيکه فاصله ب یبطور  باشد.باشند و 

٢،  ميبر اساس فرض که کرد پس  بر اساس   خواهد بود.که  یاست ، بطور٢
 است اگر فقط و فقط  یلول هذ یرونقطه  کي،  فيتعر

٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

 ميده رييتغ معادله بالا را  ميتوان  ی، م ميدادانجام  یضيهمانند آنچه در مورد ب یجبر اتيبا انجام عمل  باشد.
   .ميکن دايپ ريمطابق ز یلول هذ یمعادله  برا کي و

٢

٢

٢

٢
١ ١  

٢ ٢ 
و محل   کند.  یرا قطع نممحور  یلول هذ نيشود که ا  یملاحظه م١با توجه به معادله شماره 

هر نقطه  یاست برا نيعلاوه بر ا  است.و نقاط آن با محور  یتلاق
 است.  نهيمختصات و مبدا مختصات قر ینسبت به محور ها ی، و هذ لول یلول هذ یرو

   .ميدار یبرا
٢ ٢ ٢  

٢ ٢
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٢

٢ ٢ ٢ ٣ ٢
 

 آن  قيرسم دق یبرا  .دارد  نيياست ، تعقر به طرف پاآن  یراکه ب یپس آن قسمت از هذ لول
بخش ٣و مثال ٢با استفاده از فرمول که دور از مرکز قرار دارد ،  یقسمت  از هذ لول

٣  که  ميريگ  یم جهينت،  مقل نيبه هم آرمان  ليفرانسيکتاب حساب د تينهايمبحث حد در ب٧
٢ ٢  

  یم کينزد تينها یبه بکه  یشود هنگام  یم کينزدبه خط  یهذ لول یعني نيا  است.

 کينزدهم به خط  یاست ، پس هذ لول نهيقرنسبت به محور  یچون هذ لول  شود.
  یخط هاما   شود.  یم

و ٣  
  ريتصو . مينام  یم یهذ  لول Asymptotesخطوط مجانب را 

 
 

و   قرار داشته باشند.محور  یروو در نقاط  یهذ لول یکانون ها ديحالا فرض کن
 شود   یم یهذ لولپس معادله    باشد. ٢ ميکن  یباز فرض م

٢

٢

٢

٢
١ ۴  

٢ ٢ ۵  
  ريتصو  هستند.و حالت خطوط مجانب خطوط  نيدر ا
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**************************************************************************** 

٣بخش  ٣مثال شماره  ريز در    .ميکن  یذکر م یآور ادي یآرمان برا ليفرانسيکتاب حساب د٧
  که ديده نصح  باشد. ديفرض کن– ٣ مثال

٢ ٢  
   است.
 پاسخ 

   .ميکن  یم یسيباز نو داخل پرانتز را ابتدا عبارت

٢ ٢ ٢ ٢
٢ ٢

٢ ٢

٢ ٢ ٢

٢ ٢

٢

٢ ٢
٢

١
٢

٢
١

 

 چون 
٢

١
٢

٢
١ ١ ١

 

 پس  , است
٢ ٢  
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  . يدکن  یدر مکان متعارف ملاحظه م یدو شکل معادله هذ لول يلدر ذ
 

٢

٢

٢

٢
١

ها کانون و ، ٢ ٢

ها راس و

جانبی خطوط و ۶

مختصات مبدا و مختصات محورهای به نسبت قرينه

 

٢

٢

٢

٢
١

ها کانون و ، ٢ ٢

ها راس و

جانبی خطوط و ٧

مختصات مبدا و مختصات محورهای به نسبت قرينه

 

 
  را دارند.  ريز یهندس یها ريتفسو   اعداد

٢ کانونی محور طول
٢ ها کانون بين فاصله

٨  

   .ديکن راسمنمودار آنرا  و سپس  .ديکن دايرا پ ريز یکانون ها و خطوط مجانب هذ لول – ١مثال 

٢
٢

۴
١ 

 پاسخ 

١لذا ٢و ١است ، با ۶معادله ، شکل شماره  ۴  کانون جهيدر نت ۵

 هستند.٢و ٢مجانب  خطوط نيا علاوه بر  هستند.۵ و۵ها 

    .ديکن  یم ملاحظه ريدر تصو ینمودار هذ کول 
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   .يدو سپس نمودار آنرا راسم کن يدکن يدارا پ يرز یکانون ها و خطوط مجانب هذ لول – ٢مثال 
٩ ٢ ١۶ ٢ ١۴۴ 

 پاسخ 
   .ميکن  یم ميتقس١۴۴بر را معادله  نيطرف

٢

١۶

٢

٩
١ 

١۶لذا ٣و ۴است ، با ٧معادله بدست آماده به شکل شماره  ٩ ۵ 

۴هستند و خطوط مجانب ۵و ۵، کانون ها  ينابنا بر 
٣

۴و 
٣

 
   .ديکن  یملاحظه م يرنمودار در تصو  هستند.

 
 

٢آن  یکه کانون ها ديکن دايپ یهذ لول یمدادله برا کي – ٣مثال  ٢و ١ ر وطول محو٩
   .ديآنرا راسم کن  سپس نمودار  باشد.۶  آن  یکانون

 پاسخ 
٢دو کانون  نيب یانينقطه م یعني،  یو مرکزهذ لول٢  یمحور اصل چون فاصله   است.۴

،با مبدا  ستميدر س  است.۵است ، پس ٢دو کانون  نيب ٢ مکان  در یهذ لول۴
معادله  جهيدر نت محور  یرو یکانون و با محور۵و ۵ یها با کانونمتعارف است 

   است. ريمطابق ز ستميس در یلول هذ
٢

٢

٢

٢
١ 
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 ميدار٨است ، پس بر اساس ۶طول  یدارا یکه محور کانون ديکن  یملاحظه مکردن  دايپ یبرا
٢     .ميکن  یم دايرا پحالا   است.٣ ايو ۶

 
 

٢ ٢ ۵
٢

٣
٢

۴ 
   است. ريمطابق ز ستميدر س یمعادله هذ لول جهيدر نت

٢

٩

٢

١۶
١ 

٣   با خطوط مجانب 
۴

٣و 
۴

   است. ريق زمطاب ستميدر س یمعادله هذ لول

۴
٢

٩
٢

٢

١۶
١ 

   است. ريمطابق ز ستميدر س  مجانبو خطوط 

۴
٣
۴

٢ و ۴
٣
۴

٢  

   .ديکن  یملاحظه م ريدر تصو ینمودار هذ لول

 
 شکل   هب یامعادله   هر

٢ ٢  
 یهذ لول کي معادله، یعني  ،مخالف داشته باشند  یعلامت هاو که   یدر صورت

 .ميرارسم کن یلول هذ ميتوان  یمختصات ، م یبجا کردن محور ها بعد از کامل کردن مربع ها و جا  است.
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 که  دينشان ده – ۴مثال 
١۶ ٢ ٢ ٣٢ ۶ ۵٧ 

  . ديکنآنرا راسم  است و سپس نمودار یهذ لول کيمعادله 
 پاسخ 

  . ميبا کامل کردن مربع ها دار
١۶ ٢ ٢ ١ ٢ ۶ ٩ ۵٧ ١۶ ٩ ۶۴ 

١
٢

۴
٣

٢

۶۴
١ 

١با مبدا  ستميپس معادله در س    است. ريمطابق ز٣
٢

۴

٢

۶۴
١ 

 و ٨و ٢است ، با ۶معادله به شکل شماره  نيا

٢
٢

٨
٢

٢ ١٧ 

٢کانون ها   است. یهذ لول  کيپس معادله نمودار  ٢و ١٧   ستميدر س١٧

کانون ها  ميدار ستميدر س  هستند.۴و ۴خطوط  مجانب  نيعلاوه بر ا

١ ٢ ١٧ ١و ٣ ٢ ١٧  عبارتند از  و خطوط مجانب٣

٣ ۴ ١ و ٣ ۴ ١  
   .ديکن  یملاحظه م ريتصو نمودار در
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 Applications of Hyperbolas یهذ لول یکار برد ها
   شکل است. یها هذ لول يماحرکت فضا پ يرمس - ١

 
 لیشکل به طرف هذ لو یشکل و سهم يضیبآن از  ير، مس يردگ  یشتاب م يارهس يک که یهنگام - ٢

   کنند.  یم ييرشکل تغ

 
حجم گاز و فشار آن رابطه عکس دارند و نمودار آن به  يلطبق قانون بو Boyle’s law يلقانون بو - ٣

  است.  یشکل هذ لول
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  ٣.٢  يناتتمر
  . يدنمودار آنرا رسم کنو سپس  يدکن يدابا مشخصات داده شده پ یمعادله هذ لول يرز يناتدر تمر

   هستند.۴و ۴و راس ها ٩و ٩کانون ها  - ١

١و راس ها ١و ١کانون ها  - ٢
٣

١و 
٣

   هستند.

   است.۶ یهستند و طول محور کانون۵و ۵کانون ها  - ٣
   هستند.٣و ٣وخطوط  مجانب ١و ١کانون ها  - ۴

۴و خطوط مجانب ١و ٩کانون ها  - ۵
٣

۴و ۴
٣

   هستند.۴

٢از نقاط  یهذ لول - ۶ ٨و ٨  گذرد و در مکان متعارف قرار دارد.  یم۴

 
  . ديا کن ديداده شده را پ ی، راس ها و خطوط مجانب هذ لولکانون ها  ريز ناتيدر تمر

٧
٢

٩

٢

١۶
١ 

٨
٢

٢۵

٢

۴٩
١ 

٩ ٢ ٩ ٢ ٢۵ 
١ ۴ ٢ ٢ ٢۵ 

١١
٣

٢

٢۵
١

٢

١۴۴
١ 

 
مرکز و  دينمودار آنرا رسم کن  است. یهذ لول کيمعادله که معادله داده شده ،  دينشان ده ريز ناتيدر تمر

   .ديو راس ها و خطوط مجانب را مشخص کن
١٢ ٢ ٢ ۶ ١٢ ٣۶ 
١٣ ۴ ٢ ٩ ٢ ٨ ٣۶ ۶٨ 

١۴ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ١ 
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آن  يیاست و دو نقطه انتها  یور اصلگذرد و عمود بر مح  یم یکانون هذ لول کيکه از   یپاره خط - ١۵
 یاگر معادله هذ لول دينشان ده  شود.  یم دهينام Latus Rectum   یوتر کانوناست ،  یهذ لول یرو

 باشد  ريمطابق ز
٢

٢

٢

٢
١ 

٢ یکانون پس طول وتر ٢
   است.
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 ٣.٢ يناتپاسخ تمر
  . يدو سپس نمودار آنرا رسم کن يدکن يدابا مشخصات داده شده پ یمعادله هذ لول يرز يناتدر تمر

   هستند.۴و ۴و راس ها ٩و ٩کانون ها  - ١

۴ ، ٩ ، ٨١ ١۶ ۶۵ 
٢

١۶

٢

۶۵
١ 

 
 
 
١و راس ها ١و ١کانون ها  - ٢

٣
١و 

٣
   هستند.

١
٣

، ١ ١
١
٩

٢ ٢

٣
 

٩ ٢ ٩ ٢

٨
١ 
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   است.۶ یهستند و طول محور کانون۵و ۵کانون ها  - ٣

٣ ، ۵ ، ٢۵ ٩ ۴ 
٢

٩

٢

١۶
١ 

 
 
 
   هستند.٣و ٣وخطوط  مجانب ١و ١ها کانون  - ۴

 ٣ ايو ٣  ميخطوط مجانب هستند پس دار٣چون 

١پس ١ ميدار گرياز طرف د ٢ ٣
٢ ٢ ١  ١لذا  , است ٢

٣و  ١ 
٢

٩

٢

١
١ 
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۴و خطوط مجانب ١و ٩کانون ها  - ۵
٣

۴و ۴
٣

   هستند.۴

۴چون   است.۵و ۴مرکز 
٣

۴خطوط مجانب هستند ، پس ۴
٣

 ايو 
۴
٣

   .ميدار لذا است ،

٢۵
۴
٣

٢
٢ ٢۵ ٢

٩
 

   .تينها و در  است.٣و ۴پس 

۴
٢

١۶

٢

٩
١ 

 
 
 

٢از نقاط  یهذ لول - ۶ ٨و ٨  گذرد و در مکان متعارف قرار دارد.  یم۴

 یاگر معادله هذ لول
٢

٢

٢

٢ ٢ ميپس دار باشد ،١
٢

۶۴
٢ ١ ٨

٢
١۶

که  یبطور٢
١٢

٢

۴٨
٢  لذا    است.٢ ١

۴
١  .ميپس دار  است.٢ ٨

١
۴

٢

١۶
٢

١۶
 ۴که  یبطور٢

    خواهد بود. ريصورت ز معادله به ، اتياست و در نه٢و 
٢

۴

٢

١۶
١ 
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 یاما اگر معادله هذ لول
٢

٢

٢

٢ ١۶ ميدار پس باشد ،١
٢

٨
٢ ١ ۶۴

٢
٢

که  یبطور٢
١٢

٢
۴٨

٢ و  است٢ ۴ ١۶ ميدار صورت نيدر ا  است.٢
۴ ٢

٨
٢  ممکن ريغ نياما ا  است.١

به شکل  یمعادله ا چيه رايز  است. 
٢

٢

٢

٢    کند.  قرار مساله را بر یوجود ندارد که فرض ها١

 
 
 
 

  . ديا کن ديداده شده را پ یکانون ها ، راس ها و خطوط مجانب هذ لول ريز ناتيدر تمر

٧
٢

٩

٢

١۶
١ 

٣ ، ۴ ، ۵ ، ها راس ٣ و ٣  

ها کانون ۵ و ۵ ، مجانب خطوط
۴
٣

 

 

٨
٢

٢۵

٢

۴٩
١ 

۵ ، ٧ ، ٢۵ ۴٩ ٧۴ ، مجانب خطوط
٧
۵

 

ها راس ۵ و ۵ ، ها کانون ٧۴ و ٧۴  
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٩ ٢ ٩ ٢ ٢۵ 
٢

٢۵

٢

٢۵
٩

١ 

۵ ،
۵
٣

، ٢۵
٢۵
٩

۵ ١

٣
 

ها راس ۵ و ۵ ، ها کانون
۵ ١

٣
و

۵ ١

٣
 

مجانب خطوط ٣  
 

١ ۴ ٢ ٢ ٢۵ 
٢

٢۵
۴

٢

٢۵
١ 

۵
٢

، ۵ ،
٢۵
۴

٢۵
۵ ۵

٢
 

ها راس
۵
٢

و
۵
٢

، ها کانون ۵ ۵

٢

و
۵ ۵

٢
 

مجانب خطوط ٢  
 

١١
٣

٢

٢۵
١

٢

١۴۴
١ 

مرکز ٣ ١ ، ۵ ، ١٢ ، ٢۵ ١۴۴ ١٣ 

ها راس ٨ ١ و ٢ ١ ، ها کانون ١۶ ١ و ١ ١  

مجانب خطوط ١
١٢
۵

٣ و ١
١٢
۵

٣  
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و مرکز  دير آنرا رسم کننمودا  است. یهذ لول کيکه معادله داده شده ، معادله  دينشان ده ريز ناتيدر تمر
   .ديو راس ها و خطوط مجانب را مشخص کن

١٢ ٢ ٢ ۶ ١٢ ٣۶ 
٢ ۶ ٩ ٢ ١٢ ٣۶ ٩ 

٣
٢

۶
٢

٩ 

٣
٢

٩
۶

٢

٩
١ 

٣ ، مرکز ٣ ۶ ، ها راس ۶ ۵ و ۶  
مجانب خطوط ۶ ٣ و ۶ ٣  

 
 

١٣ ۴ ٢ ٩ ٢ ٨ ٣۶ ۶٨ 
۴ ٢ ٢ ١ ٩ ٢ ۴ ۴ ٣۶ 

۴ ١
٢

٩ ٢
٢

٣۶ 

١
٢

٩
٢

٢

۴
١ 

مرکز ١ ٢ ، ٣ ، ٢ ها راس ٢ ٢ و ۴ ٢  

مجانب خطوط ٢
٢
٣

١ و ٢
٢
٣

١  
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١۴ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ١ 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ١  

٢
٢

٢
٢

١ 

 

مرکز ٢ ٢ ، ١  

ها راس ٢ ١ ٢ و ٢ ١ ٢  

مجانب خطوط ٢ ٢ و ٢ ٢  
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آن  يیاست و دو نقطه انتها  یگذرد و عمود بر محور اصل  یم یکانون هذ لول کيکه از   یپاره خط - ١۵
 یاگر معادله هذ لول دينشان ده  شود.  یم دهينام Latus Rectum   یوتر کانوناست ،  یهذ لول یرو

 باشد  ريمطابق ز
٢

٢

٢

٢
١ 

٢ یکانون پس طول وتر ٢
   است.

 
 پاسخ 

 باشد ، پس اگر   باشد. یهذ لول یرو ميکن  یفرض م
٢

٢
١

٢
 

 باشد ، پس اگر   است.
٢

٢
١

٢
 

  است.  ريمطابق  ز ینونلذا طول وتر کا است. 
٢ ٢ ٢ ٢
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 جلد سوم حسابان 
 فصل سوم 

  بردار ها ، خط ها و سطح ها
Vectors, Lines and Planes 

توان آنها را با اعداد نشان   یدارند ، پس م Magnitude فقط اندازه    Quantities ها يتاز کم ياریبس
ها هم  يتّاز کم ياریاما بس ، مساحت ، طول ، حجم.  Speed، سود ، سرعت  يمتمثلا ، جرم ، ق  داد.

که نه  تنها شامل سرعت  است  Velocity  یتند  ،  مثال ينمهمتر  هستند که هم اندازه دارند و هم جهت.
  ياضیکه هم اندازه دارند و هم جهت ، از نظر ر يیها  يتّکم  باشد.   یاست بلکه شامل جهت حرکت هم م

   شوند.  یبا بردار نشان داده م
  . يمکن  یخطوط و سطح ها در فضا صحبت مفصل در مورد بردار ها و  يندر ا

 
 

 Vectors in Two Dimensional System یدو بعد يستمدر سبردار ها  - ١.٣
دو  ستميدر س ديکن  یملاحظه م ريکه در تصو یبردار  .ميده  ینشان مبردار را معمولا با حرف 

   است. یبعد

 
 

طول خط ، اندازه   دارد. Direction  جهت و   Magnitude  اندازه همان طور که گفته شد ، بردار 
  دهد.   یبردار را نشان م ، جهت  يکاندهد ، و نوک پ  یبردار را نشان م

 . يمکن  یمتصل م يگرید یرا به انتها  يکیکار راس  ينا یبرا با هم جمع کرد. توان دو بردار را   یم
  يرتصو
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  يرتصو

 
وزد ، را در نظر    یم یکند ، اما باد در جهت شمال غرب  یکه در جهت شمال پرواز م مايهوا پ کيمثلا 

کند  رييتغ  یکم مايشود جهت هوا پ  یم جهيباد نت یو تند مايهوا پ Velocity یتند یعنيدو بردار  . ديريبگ
  ريتصو شود.   یمنحرف م  یکم مايرسد که هوا پ  ی، به نظر م ديکن  ینگاه م نيو اگر شما از رو زم

  ريتصو

 
آن گونه قابل مشاهده  ايو  ديباش دهيشد ، ند فيرا آن گونه که در بالا توص ماياست لغزش هوا پممکن 
مشاهده  ديشدباد  وزد و تلاش آنها را در مقابل   یکه باد تند م یاما پرواز پرندگان را هنگام  نباشد.
   .ديا کرده

   بردار هستند. گريد ینمونه ها Force روين و Acceleration  شتاب
   ريتصو کرد.  قيتوان دو بردار را از هم تفر  یم
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را ، ابتدا جهت  ميکم کنرا از که  نيا ی، برا ديکن  یملاحظه م ريکه در تصوهمان طور 
  . ميکن  یرا با هم جمع مدو  ، و سپس مطابق معمول ان ميکن  یمعکوس م
  Calculationمحاسبه 

  . ميده  یعمل جمع را چگونه انجام م مينيحالا بب
 ريز ري. در تصوميکن کيتفکو    یها مولفهبردار ها را به است که  نيا قيطر  نيتر متداول
   .ميکرده ا کيتفکو     یها مولفهرا به بردار 

 
  Adding Vectorsجمع کردن بردار ها 

  . ميکن  یرا با هم جمع م یرا با هم و قسمت ها یقسمت هاحالا 

 
٨بالا بردار  ريدر تصو ٢۶و بردار ١٣   یعني،  ميبا هم جمع کرده ا٧

٨ ٢۶ ٣۴ ، ١٣ ٧ ٢  
  . مينشان ده Bold  برجسته بهتر است بردار ها را با حروف 

 
  .  ديکنرا با هم جمع  يردو بردار ز – ١مثال 

٨ ١٣ ، ٢۶ ٧  
 پاسخ 

 
٨ ١٣ ٢۶ ٧ ٨ ٢۶ ١٣ ٧ ٣۴ ٢  

 
  Subtracting Vectorsبردار ها  يقتفر

  . يمکن  یجمع م يگرو سپس با بردار د يمکن  ی، معکوس م يمکسر کن يمخواه  یرا که م یابتدا بردار
۴- ٢مثال  ١٢را از ۵   . ديکم کن٢

 پاسخ 
 

١٢ ٢ ۴ ۵ ١٢ ٢ ۴ ۵ ١٢ ۴ ٢ ۵ ٨ ٣  
 

  Magnitude of a Vectorبردار  کياندازه 
در دو  یکه با قدر مطلق  اشتباه نشود با دو خط عمود ينا یبرا يابردار را با نماد قدر مطلق و  يکاندازه 

  شود.   یطرف آن نشان داده م
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يا  
  . يمکن  یاستفاده م يثاغورثف يهمحاسبه اندازه بردار ، از قض یبرا

٢ ٢ 

۶اندازه  -  ٣مثال    . ديکن دايرا پ٨
 پاسخ 

۶
٢

٨
٢

٣۶ ۶۴ ١ ١  
  نامند.   یم  Unit Vector  بردار واحدرا  يکبردار با اندازه  يک

 
 Vector vs Scalar یعدد يتّبردار در مقابل کم
 ۴١و ٢عدد است مانند  يکفقط  Scalar  یعدد يتّکمفراموش نشود که 

 يسيمنو  یم  یمثلا وقت شود.   یو با حروف برجسته نشان داده م اما بردار هم  اندازه دارد و هم جهت. 
 در بردار  ضرباست که عدد  نيمنظور ما ا

 
 Multiplying a Vector by a Scalarبردار  يکعدد در  يکضرب کردن 

 يک يعنی بردار.  يک ياسمق ييرتغ ييمگو  ی، م يمکن  یعدد ضرب م يکبردار را در  يککه   یهنگام
  چه مقدار کوچک باشد.  يابردار چه مقدار بزرگ و 

٧بردار  ييمگو  یمثلا م   یعني،  ديضرب کن٣را در عدد ٣
٣ ٣ ٧ ٣ ٣ ٢١ ٩  

 
  را دارد ، اما سه برابر بزرگ تر شده است.  يهبالا ، بردار همان جهت اولدر مثال  

  کوچک تر.  ياو  يمکن  یبزرگ تر م يابردار ، آن بردار را  يکعدد در  يکپس هنگام ضرب کردن 
 

 Multiplying a Vector by a Vectorبردار  يکبردار در  يکضرب کردن 
 يا  یضرب بردار يگریو د یضرب نقطه ا  يکی . يمبردار دار يکبردار در  يکضرب دو نوع 
  یضربدر

 
  Dot Product یضرب نقطه ا - ١

 يکنه  ,است Number عدد  يک يجه، نت يمده  یدر مورد دو بردار انجام م یکه ضرب نقطه ا یهنگام
 مانند  . يمگذار  ینقطه م يکدو بردار  ينب ،  ینشان دادن ضرب نقطه ا یبرا  بردار .

٠  
 و  یضرب نقطه ا یعنينماد بالا 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 روان صرافيانوشـ    بردار در سيستم دو بعدی  ١.٣        جلد سوم حسابان

199 

  ممکن است.  يقدو بردار از دو طر یمحاسبه ضرب نقطه ا
 دو بردار  یاول ضرب نقطه ا يقطر

 
٠  

 بردار  Length طول  يا   Magnitude اندازه  یعنيدر فرمول بالا 
 و  نيب هيزاوو بردار  Length طول  يا   Magnitude اندازه  یعني

 
 دو بردار یاول ضرب نقطه ا يقطر

 
٠  

هر بردار را در هم ضرب و سپس جمع   مولفهر را در هم ضرب و هر بردا  مولفه يعنیفرمول بالا 
   .ميکن  یم

  کنند.   یکار م يقطر هر دو
 

   .ديرا محاسبه کنو  یبردار ها یانقطه  ضرب– ۴مثال 

 
 اول  يقطر

٠  
٠ ١ ١٣ ۵٩ ۵ ١ ١٣ ۵ ٧۵ 
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۶۵ ٩٨ ۶۶ 
 دوم  يقطر

٠ ۶ ۵ ٨ ١٢  
٣ ٩۶ ۶۶  

  . يمرس    یم يجهنت يکبعد از گرد کردن به  يقدو طردرهر 
محور   یبردار در جهت منف نيجهت ا ري، ز ميبکار برد۶عدد  یکه برا يدکن  یملاحظه م

  است. 
 چرا 
 يحصح یهنگام يناما ا . يمضرب کردن دو بردار ، طول آنها را در هم ضرب کن یاست که برا يحصح

آنرا  يمقرار ده يگربردار را در جهت بردار د يککه  ينا یبرا  جهت باشند. يکهر دو بردار در است که 
  . ميکن  یضرب مدر 

 
   .ميده  یقرار مبه موازات مولفه  راکار مولفه  ينبا ا

 
  . ميقرار دهرا به موازات مولفه مولفه  ميتوان  یم اي

   .ديدقت کن ريز یتساوبه 
 

  Right Anglesقائمه  یايزوا
   صفر است. یقائمه دارند ، ضرب نقطه ا هيدو بردار نسبت به هم زاوکه  یهنگام

 

a · b = |a| × |b| × cos(θ) 

a · b = |a| × |b| × cos(90°) 
a · b = |a| × |b| × 0= 0 
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   .ديرا فراموش نکنمولفه  . يرمانند مثال ز  کند.  یهم کار م یسه بعد يستمس یبرا ینقطه اضرب 

 
a · b = 9 × 4 + 2 × 8 + 7 × 10 
a · b = 36 + 16 + 70 

a · b = ax × bx + ay × by + az × bz 

a · b = 122 
 

را در که مولفه  يدهم فراموش نکنباز  . يمده  یانجام م یدو بعد يستمس  يقهم به همان طر يگرروش د
  . ميکن  یعمل م ريکردن طول بردار ها مطابق ز دايپ یمثلا برا . ديرينظر بگ

۴
٢

٨
٢

١ ٢ ١۶ ۶۴ ١ ١٨  

٩
٢

٢
٢

٧
٢

٨١ ۴ ۴٩ ١٣۴ 

a · b = |a| × |b| × cos(θ) 

٠که  يمدان  یاز محاسبه بالا م   پس  است. ١٢٢

a · b = |a| × |b| × cos(θ) 

١٢٢ ١٨ ١٣۴  

١٢٢

١٨ ١٣۴
٧٨۵۵ 

٧٨۵۵ ٣٨ ٢  
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  Cross Product یضربدر يا  یضرب برادر - ٢
  و جهت دارد.   “طول  “بردار اندازه  يک  فراموش نشود.

 يلقائمه تشک يهبردار ، زاواست که نسبت به هر دو  يگربردار د يک،  دو بردار  یحاصل ضرب برادر
  افتد.   یاتفاق م یسه بعد يستمدهد. که  در س  یم

 
، دو ضلع آن را  يهکه دو بردار اول  است الاضلايی یمتوازمساحت  یمساو یضرب بردارطول  يااندازه 

   است.و دو بردار   یرنگ حاصل ضرب بردار یبالا ، بردار آب يردر تصو دهند.   یم يلتشک
و طول  مخالف باشند.  یدر جهت ها ايجهت و  کيدر  وصفر  است اگر  یطول ضرب بردار

  دهند. ليقائمه تشک هيبردار نسبت به هم زاو  دورسد اگر   یبه حد اکثر م یضرب بردار
  

  Calculation of Cross Product یمحاسبه ضرب بردار

 

a × b = |a| |b| sin(θ) n 

دو  نيب هيزاواست.  طول بردار  ايندازه ا  .است a طول بردار  ايندازه ا|a|در فرمول بالا 
   عمود است.و هم بر هم بر  بردار واحد است کهاست.  و بردار 

 نيب هيزاو نوسيس در ضرب طول در ضرب طول با است یمساو یبردار ضرب طول پس
   .است عمود بردار دو هر بر ضرب حاصل ميشو مطمئن تا ميکن  یم ضرب در سپس و و

 
   .کرد عمل توان  یم هم ريز قيطر به

   .شود  یم عمل ريز مطابق  یبردار ضرب ، شوند شروع راس از دو هر و اگر
� cx = aybz − azby 

� cy = azbx − axbz 

� cz = axby − aybx 
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٢ یبردار ضرب – ۵ مثال ٣ ۵ و۴ ۶    .ديکن محاسبه را٧
  پاسخ

� cx = aybz − azby = 3×7 − 4×6 = −3 

� cy = azbx − axbz = 4×5 − 2×7 = 6 

� cz = axby − aybx = 2×6 − 3×5 = −3 
٣ ۶ ٣  

  Right Hand Rule راست دست قانون
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 Cartesian Coordinates in Spaceدر فضا  یدکارتمختصات  - ٢.٣
که  ينا یحالا برا  .يدو کاملا با آن اشنا هست يدا کار کرده  یدو بعد یمختصات دکارت يستمس تا کنون با

سه  یاست از فضا یريتصو نيا  .ديکن توجه ير، به تصو يدرا مجسم کن یسه بعد يستمس يدبتوان
   .یبعد

  ريوتص

 
  Mutually Perpendicular عمود  يکديگرمتقابلا بر که  يريدسه خط را در نظر بگحالا 

  ريتصو رند.  گذ  یم Origin  مبدا موسوم به هستند و از نقطه 
 

  ريتصو

 
  یعمل م یدو بعد ستميهمان طور که در س  .مينام  یمو محور محور ،محور سه خط را اين 
معمولا قسمت   .ميکن  یارتباط بر قرار م  یقيمحور ها و مجموعه اعداد حق ینقاط رو نيهم ب نجاي، ا ميکرد
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به سمت راست و محور ، محور  نندهيبه طرف بمحور   .ميکن  یمثبت محور ها را رسم م
  ريتصو  طرف بالا.

 بر سه محور هستند ،    عمودکنند و   یعبور مفضا باشد ، پس سه صفحه که از نقطه در  کياگر 
  ريکنند ، تصو  یقطع م،در نقاط  بيرا به ترت یهامحور 

  ريتصو

  
در را مختصات و  ميده  یارتباط ممرتب  گانه را به اعداد سهپس نقطه 

   .مينام  یفضا م
و چون هر نقطه در فضا سه مولفه دارد   شود.  یمشخص مسه گانه مرتب   کيپس هر نقطه در فضا ، با 

 .مينام  یم یسه بعد یپس ، ما فضا را فضا
وجود دارد،  صفحه  Three Coordinate Planes ت  سه صفحه مختصا،  یبعدسه  یدر  فضا

صفحه  است. و  یکه شامل محور هاصفحه   است.و  یکه شامل محور ها
  ريتصو است. و  یکه شامل محور ها 

  ريتصو
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 يهکند ، پس سه صفحه مختصات ، فضا را به هشت ناح  یم يمفضا را به دو قسمت تقسچون هر صفحه 
     يرهایتصو  .ييمگو  یم  Octants  هشت گانه هاکه به آنها  کند  یم يمتقس

   یرهايتصو
 

 
 

  Fisrt Octantهشتم   کي نياولاست ، و و   که شامل قسمت مثبت  یا يهآن ناح
  یها ريتصو شود.   یم دهينام

  یها يرتصو

 
  

مختصات  یمحور ها،   یدو بعد يستمسدر  يمگفت که ياوريدم ، بخاطر بهشت يک يندرک مفهوم اول یبرا
   . يديمنام  یم Quadrant  ربع صفحهکند ، که هر کدام را   یم يمصفحه را به چهار قسمت تقس

  يرتصو
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٢نقطه  يمخواه  یم يدحالا فرض کن ٣ ابتدا دو   .ميمشخص کن یصفحه مختصات سه بعد یرا رو۵
به سپس از آن نقطه سه واحد به موازات محور   .ميکن  یحرکت م  مثبت محور قسمت  یروواحد 

به از آن نقطه پنج واحد به موازات محور  تيو در نها . ميکن  یم  حرکت مثبت یعني راست طرف 
  یها ريصوت  نقطه دلخواه ما است. نجايا . ميکن  یحرکت مبه طرف مثبت  یعنيطرف بالا 

   يرهایتصو

  
نقطه دو  نيب Distance مسافت يافاصله ،  فرمول یدو بعد يستمهم مانند س یسه بعد يستمدر س

١و  ١      یرهايتصو  .ديآ  یبدست م ريمطابق ز١

١
٢

١
٢

١
٢

١  
 

     یرهايتصو
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 اثبات 
  يرتصو

 
 یسه بعد یکه در فضا ديتوجه دار  هستند.  هيقائم الزاوو  یمثلث ها يردر تصو
   .ميپس دار عمود هستند.  گريکديسه گانه متقابلا بر  یمحور ها

٢ ١ ، ٢ ١ ، ٢ ١ 
 . ميدار يهقائم الزاودر مثلث 

٢ ٢ ٢ 
٢

٢ ١
٢

٢ ١
٢

٢  
   .ميداردر مثلث 

٢ ٢ ٢ ٣  
   .ميپس دار کرد.  نيجانش٣ یرا در تساو٢توان   یم٢ یا استفاده از تساوب

٢
٢ ١

٢
٢ ١

٢
٢ ١

٢
 

٢ ١
٢

٢ ١
٢

٢ ١
٢
 

   اثبات تمام.
 

١ ميشته باشاگر دا -١مثال  ٣ ۴و ۶ و و مطلوب است ۵
 

 پاسخ 

۴ ١
٢

٣
٢

۵ ۶
٢

٣۵ 
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١
٢

٣
٢

۶
٢

۴۶ 

۴
٢ ٢ ۵

٢
۴١ 

 
  ر فضا ، صادق است. هر دو نقطه د نيب فاصله در مورد  ريز نيقوان

فقط و فقط اگر  
 

  باشد.   ینقطه سوماگر 
 

 
هندسه در مورد روابط  هيقانون سوم هم از قض شود.   یدرک م مايمستق١دو قانون اول از شماره 

 ريتصو کمتر است.  گريز مجموع طول دو ضلع دضلع ا کيطول  یعني شود.   یممستفاد  اضلاع مثلث 
 

  ريتصو

 
 یعبارت است از مجموعه تمام نقطه هاوشعاع مرکز  با Sphere کره 

 که  یبطور
 

  يرتصو  است.
 

  . ميفقط داشته باشکره قرار دارد اگر فقط و  یرونقطه  يکپس   

٢ ٢ ٢  
  ايو 

٢ ٢ ٢ ٢ 
  است. معادله کره معادله بالا 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 جلد سوم حسابان ٣.٢    مختصات دکارتی در فضا انوشـيروان صراف

210 
 

 
 که  يددهنشان  – ٢مثال 

٢ ٢ ٢ ٢ ۴ ۶  
   .ديکن دايمرکز و شعاع آنرا پ کره است.  کيمعادله 
 پاسخ 

٢ ٢ ١ ٢ ۴ ۴ ٢ ۶ ٩ ١ ۴ ٩ 

١
٢

٢
٢

٣
٢

١۴ 

١کره است با مرکز  کيپس معادله داده شده ، معادله  ٢   ريتصو١۴و شعاع ٣
   يرتصو
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عبارت است از مجموعه نقاط و شعاع با مرکز  Ball توپ  يک
 

  اياست و که  یبطور

٢ ٢ ٢  
  ايو 

٢ ٢ ٢ ٢ 
١لذا  اگر  ١  ١و شعاع داخل توپ است با مرکز     اشد ،پسب١

  یعنيباشد ، ١که   یدر صورت

١
٢

١
٢

١
٢

١ 
  ريتصو

 

 
 
 ستميدر س متناظر آن هيناح  کره احاطه شده است. کي لهياست که که به وس یجسم سه بعد کيتوپ  کي

مرکز   به سکيد  .مييگو  یم Disk سکيدآن  است ، و ما به احاطه شده دائره کي لهي، بوس یددو بع
  که یطور بهعبارت است از مجموعه ننقاط  و شعاع

٢ ٢  
  ايباشد و 

٢ ٢ ٢ 
  يرتصو
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   ٢.٣ يناتتمر
  . ديکن دايرا پو نقاط  ينفاصله ب يرز يناتدر تمر

١ ٢ ؛ ١ ١  

٢ ٣ ۴ ۵ ؛ ٨ ٧  
٣ ١ ٣ ۶ ؛ ۴ ٢ ٧  
۴ ٢ ؛ ٢  

 
٣نقطه    اگر - ۵ ١ونقطه ٢ ١ ۵و نقطه ۵ ١ باشد ، نشان ١

  است. که  ديده
 
٢و مرکز ۵با شعاع  یمعادله کره ا - ۶ ١    .ديکن دايرا پ٧
 
   .ديص کنشعاع و مرکز آنرا مشخ کره است.  کيمعادله  ريکه معادله ز دينشان ده - ٧

٢ ٢ ٢ ٢ ۴ ۶ ١  
 
و مرکز ۶توپ به شعاع  کينقاط داخل تمام  توسط که یبطور  ديکن ا دينا معادله پ کي - ٨

٢    باشد. برقرار  ٣
 
١ ديفرض کن - ٩ ١ ٢و ١ ١ با محاسبه طول   باشد.و ١

 است.  هيمثلث قائم الزاو کيکه مثلث  دين دهاضلاع مثلث ، نشا
 

٢که از نقاط  ديکن دايرا پ یمجموعه نقاط معادله - ١٠ ۴و ١ ١    فاصله باشند. کيبه ٣
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 ٢.٣ ناتيپاسخ تمر
  . ديکن دايرا پو نقاط  ينفاصله ب يرز يناتدر تمر

١ ٢ ؛ ١ ١  

  خپاس

٢
٢

١
٢

١
٢

٢ ١ ١ ٢ 

 
٢ ٣ ۴ ۵ ؛ ٨ ٧  

  خپاس
 

٣
٢

٨ ۴
٢

٧ ۵
٢

٩ ١۶ ١۴۴ ١٣ 

 
٣ ١ ٣ ۶ ؛ ۴ ٢ ٧  

  خپاس
 

۴ ١
٢

٢ ٣
٢

٧ ۶
٢

٢۵ ١ ١ ٣ ٣ 

 
۴ ٢ ؛ ٢  

  خپاس
 

٢
٢

٢
٢ ٢ 

٢ ٢ ٢ ١ ٢  
 
٣نقطه    اگر - ۵ ١ونقطه ٢ ١ ۵ه و نقط۵ ١ باشد ، نشان ١

  است. که  ديده
  خپاس

 

١ ٣
٢

١
٢

۵ ٢
٢

١۴ 
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۵ ٣
٢

١
٢

١ ٢
٢

١۴ 
 

 
٢و مرکز ۵با شعاع  یمعادله کره ا - ۶ ١    .ديکن دايرا پ٧

  خپاس

٢
٢

١
٢

٧
٢

٢۵ 
 
   .ديشعاع و مرکز آنرا مشخص کن کره است.  کيمعادله  ريکه معادله ز دينشان ده - ٧

٢ ٢ ٢ ٢ ۴ ۶ ١  
  خپاس

٢ ٢ ١ ٢ ۴ ۴ ٢ ۶ ٩ ١ ١ ۴ ٩ 

١
٢

٢
٢

٣
٢

۴ 
١کره است با مرکز  کي  که معادله ٢  ٢ و شعاع٣

 
و مرکز ۶توپ به شعاع  کيتمام نقاط داخل  توسط که یبطور  ديکن ا دينا معادله پ کي - ٨

٢    باشد. برقرار  ٣
  خپاس

٢ ٢
٢

٣
٢

٣۶ 
 
١ ديفرض کن - ٩ ١ ٢و ١ ١ با محاسبه طول   باشد.و ١

 است.  هيمثلث قائم الزاو کيکه مثلث  ديان دهاضلاع مثلث ، نش
  خپاس

٢ ١
٢

١ ١
٢

١ ١
٢

١ ۴ ۴ ٣ 

١
٢

١
٢

١
٢

٣ 

٢
٢

١
٢

١
٢

۶ 
 پس 

٢ ٢ ٣ ۶ ٩ ٢ 
   است. هيمثلث  قائم الزاو کيلث، مث ني، ا ثاقورثيف هيلذا بر اساس قض
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٢که از نقاط  ديکن دايرا پ یمجموعه نقاط معادله - ١٠ ۴و ١ ١  فاصله باشند. کيبه ٣
  خپاس
٢تا فاصله    اگر ۴فاصله آن تا  یمساو١ ١    .ميدار پس است ،٣

٢
٢

١
٢ ٢ ۴

٢
١

٢
٣

٢
 

  ميپس دار
۴ ۴ ۶ ٢١ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 جلد سوم حسابان ٣.٣    بردار ها در فضا انوشـيروان صراف

216 
 

  Vectors in Spaceبردار ها در فضا  - ٣.٣
   یم  داده نمايش يکانپ يک يلهدر فضاکه  معمولا بوس خط جهت دارپاره   يکبردار عبارت است از  يک

  يرتصو  شود.

 
را در   یش کيحرکت مثلا   ، ميکن  یم  درمثلا  فضا از برداراستفاده   حرکت مطالعه هنگام معمولا

باشد ، در نقطه    یش،اگر در زمان   .ديرينشان داده شده در نظر بگ ريکه در تصو یريمس
  Velocity Vector ريبردار سرعت س اي یبردار تند، بنام  مياختصاص دهبردار  کيبه  ميتوان  یم
   است.  یش Speed   سرعت یطول آن مساو  دهد و  یرا نشان م  یبردار جهت حرکت ش نيا
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صورت جهت بردار ، جهت اعمال  نيدر ا روند.   یهم بکار م روين فيو تعر فيتوص یبردار ها برا
   کند.  یم فيوارده را توص یرويدهد و طول بردار ، مقدار ن  یرا نشان م روين

است مختصات نقطه شروع و خاتمه پاره خط جهت دار مربوط به آنرا   یبردار کاف کينشان دادن  یبرا
٢از نقطه   ی،ش ديکن  یرا که ملاحظه م یبردار ريتصو   در.ميمشخص کن ٣ کرده  حرکت۴
٢نقطه  است و به ١ جهت  در واحد١و واحد در جهت مثبت ٢ یعني  است. دهيرس ٣

   است. جا بجا شده واحد در جهت مثبت٣ و  یمنف
  ريتصو

 
٢سه عدد  ١ پاره خط  کينقطه شروع پس اگر   کنند.  یجهت و طول بردار را مشخص م٣

١ يیو نقطه انتها ١  يی بجا واحد جا١مربوطه،     پس بردار باشد ،١
 سمت مثبت در واحد١و مثبت  در سمت يیبجا  جا واحد١و در جهت مثبت 
    .ميآور  یم جا کيرا در  شده ذکر گانه سه یتفاوت ها  کند.  یم را مشخص

١ ١ ١  
  بردار  فيتعر

١مرتب سگانه   کيبردار  کي ٢  دهنده   ليتشک اجزا٣ و٢و ١اعداد   اعداد است.٣
Component   يیخط با نقطه ابتدا بردار مربوط به پاره   شوند.  یم يدهنامبردار  

١ یانيپا و نقطه ١ ١از  است عبارت١ ١  نماد و با١
   شود.   یم داده  نشان

١ دو بردار  ٢ ١و ٣ ٢  دهنده لياجزائ تشک  و فقط  فقط   اگر  هستند یهم مساو با٣
  یعني باشند. یآنها مساو
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١ ١ ، ٢ ٢ ، ٣ ٣ 
١ ديفرض کن– ١مثال  ٣ ١ و٧ ١و ۶  و ٢

٢ ۴    است. دينشان ده  باشند. ٣
 پاسخ 

،دهنده  لياجزا تشکبردار در مورد  فيتعربا استفاده از  ،     .ميدار،
٢ ٣ ١  

*** 
به شخص و  یاما انتخاب حروف بستگ  .ميسينو  یهنگام نوشتن ، معمولاً بردار ها را با حروف برجسته م

اول الفبا و  حروف کوچک را با بردار عدد ، کيبردار و  کي  انيم صيتشخ یبرا  کتب دارد. سندهينو اي
،مانند   .ميده  یبرجسته نشان م  نشان نماد بردار صفر را با اي وبردار ،

 کينماد بردار  یپس رو ندارد ، امکان  برجسته حرف نوشتن  دست ، با نوشتن چون هنگام  .ميده  یم
  ميسينو  یمنوشتن  یمثلا بجا  .ميگذار  یم کانيپ علامت

 
١مانند  یهر بردار ٢  يینقطه ابتدا  کيپاره خط جهت دار با  کيتواند مربوط به   یم٣

  یها ريتصو  هستند.   یکيهر دو بردار  در فضا باشد.  یگريد يیابتداهرنقطه   اي و دلخواه 
     یرهايتصو

  
 

  Definition of the Length or Norm of a Vector بردار  کينورم  ايطول  فيتعر
١بردار  کينورم  ايطول  ٢ شود ، مطابق   ینشان داده م ايو که با نماد ٣

  . ديآ  یبدست م ريفرمول ز

١
٢

٢
٢

٣
٢ 

 ١است به طول  یبردار Unit Vector  بردار واحد 
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١مثلا اگر  ٣ ١باشد ، پس ۶
٢

٣
٢

۶
٢

۴۶ 

١طول عبارت است از فاصله مرکز تا نقطه  نيکه ا ديچک کن ريتصو یاز رو ديتوان  یم ٣ ۶ 
 

  ريتصو

 
      یرهايتصو کنند.   یم آسان  بردار ها را یرو اتيسه بردار واحد وجود دارد که  عمل

١ ، ١ ، ١  
    یرهايتصو
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  . ميطول دار فيبر اساس تعر
١ 

 
  Combinations of Vectorsبردار ها  بيترک

بردار ها هم به همان ،  ميکن  یدر هم ضرب م ايو  قياز هم تفر ايهمان طور که اعداد را با هم جمع و 
   کرد. بيبا هم ترک توان   یم قيطر

 
 Combinations of Vectorsبردار ها  بيترک

١ ميکن  یفرض م ٢ ١و ٣ ٢  کي ميکن  یو فرض م   بردار باشند.٣
  . ميکن  یم فيتعر ريرا مطابق ز یمضرب عددو و تفاضل جمع پس   عدد باشد.

١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣  

١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣  

١ ٢ ٣  
 

 : Sumجمع 
 : Difference قيتفر

 : Scalar Multiple یمضرب عدد
 

١ ديفرض کن– ٢مثال  ٣ ۴و ٢ و مطلوب است   باشد.١

١و 
٢

 
 پاسخ 

١ ۴ ٣ ١ ٢ ٣ ۴ ٢  
 

١ ۴ ٣ ١ ٢ ۵ ٢ ٢  
 

١
٢

١
٢

٣
٢

١  

 
١اگر  ٢ را بدست  ريو فرمول ز ميکن بيواحد ترک یآنرا با بردار ها ميتوان  یباشد م٣
   .ميآور

١ ٢ ٣ ١  
 مثلا 

١ ٣ ٢ ٣ ٢  
١و اگر  ١ را به شکل شماره  ميتوان  یباشد ، م١
 . ميسيبنو١
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١ ١ ١  
بردار  یمولفه ها رايز .ميسيبنو١بردار ها را به شکل شماره   اگربهتراست   که  ديد ميخواه ندهيدر آ

را مولفه ٢و را مولفه ١اوقات  یهستند ، و گاه،واحد  یبردار ها یها بيضر
   .مينام  یمرا مولفه ٣و 

   .ميکن یسيبردار ها را بازنو یو مضرب عدد قيجمع ، تفر ميتوان  یم١با استفاده از فرمول 
 

١ ٢ ٣ ١
٢

٢
٢

٣
٢ 

١ ٢ ٣ ١ ٢ ٣  

١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣ ٢  

١ ٢ ٣ ١ ٢ ٣  

١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣  

١ ٢ ٣ ١ ٢ ٣  
 

 که  شود  یم جهينت٢ یاز فرمول ها

١ ١ ٢ ٣  

٢ ١ ٢ ٣  

٣ ١ ٢ ٣  
  Geometric Interpretation of Vector Operationsبردار یرو اتيعمل یهندس  ريتفس
 بردار موضوع نيو ا  کرد. انيبردار ب یها  بيترک یبراتوان   یم یفراوان یکيزيف و یهندس یها ريتفس

   سازد.   یم دانشمندان یبرا یقدرتمند ابزار ها را
١ ميکن  یم فرض جمع دو بردار،  یهندس ريتفس ٢ ١و ٣ ٢ ٣ 

  یشروع م که از مبدا مختصات ميکن  یفرض م یجهت دار یرا پاره خط هاپس   باشد.
١مختصات  یدارا بيترت شوند و به  یختم مشوند و به نقاط  ٢ ١و ٣ ٢ ٣ 

١و  ١ ٢ ٢ ٣   ريتصو  هستند.٣
١مختصات  یشود و دارا  یختم مدر نقطه لذا بردار  ٢    است.٣

١مختصات  یشود و دارا  یختم مدر نقطه بردار  ٢  است.٣
١مختصات  یشود و دارا  یختم مدر نقطه و  ١ ٢ ٢ ٣  است.٣

  ند.  برجسته نشان داده شده ا یهستند و با رنگ ها کانيپ یکه بردار ها دارا ديتوجه دار
 

 یاني، پس نقطه پا رديقرار گ یآن رو يیکه نقطه ابتدا ميقرار ده یرا طورحالا اگر خط جهت دار 
   برجسته و نازک نشان داده شده است. ريبا رنگ غ ندهيخط نما نيا  است.آن نقطه 
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  .ميقرار ده یانينقطه پا یرا رو ندهينما يیابتدا نقطه ميتوان  یمکردن  دايپ یپس برا
دهند   یالضلاع م یمتواز کي ليتشک هيهمراه با دو برداراولو  یها ندهيکه دو نما ديکن  یملاحظه م

   است.آن  که قطر
 

 
کند.   ینم ريياما جهت آن تغ  شود.  یضرب مضرب شود ، طول آن در  عدد مثبت  کي دراگر 
    است.کند اما جهت آن مخالف   ینم رييطول آن تغ ميضرب کن١را در اگر  ريتصو

١ کيو اگر در  ريرنگ تصو اهيبردار س کند و هم   یم رييهم جهت تغ ميضرب کن١
  ريطول ، بردار سبز رنگ  در تصو

١اگر  ٢    .ميطول دار في، پس بر اساس تعر یهر عددبردار باشد و  کي٣
٣  
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  Definition of Parallel Vectors یمواز یبردار ها فيتعر
 که  یوجود داشته باشد ، بطورعدد  کيهستند اگر فقط و فقط  یموازو دو بردار 

   باشد.
۶ ديفرض کن - ٣مثال  ٢ ٣و ۴ دو بردار  نيا ايآ  باشد.٢
   هستند؟ یمواز

 پاسخ 
١که  ديکن  یملاحظه م

٢
  ريتصو هستند.  یپس مواز است. 

 
مهم است و در  یبردار نيچناست از  عبارت صفر  ريغ بردار کيبردار واحد در جهت  کي

  . ميپرداز  یبعد به آن م یفصل ها
۴بردار واحد در جهت  کي – ۴مثال    . ديکن دايپ٣

 پاسخ 

۴ ٣ ۴
٢

١
٢

٣
٢

٢۶ 
  است.  ريپس بردار دلخواه مطابق ز

١

٢۶
۴ ٣  

 
   .ميکن  یعمل م ريبه صورت ز،کردن تفاضل   دايپ یبرا

 
عبارت است از پاره باشند ، پس  يیابتدا اينقطه شروع و  کي یهر دو داراو پس اگر 

  یانيآن نقطه پا یانيشود و نقطه پا  یشروع م یانيپا   ازنقطه آن  يیکه نقطه ابتدا یخط جهت دار
  ريتصو  است.
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قطر بزرگ تر  . ميده ليالضلاع ، آنطور که در بالا ذکر شد ، تشک یمتواز کي، اگر  تيدر نها
  ريتصو است. است و قطر کوچک تر 

 

   

 
  Applications of Vector Additionجمع بردار  یکار برد ها

  ینقطه ش کيدر   روينمثلا اگر چند   کنند.  یم تيها از قانون جمع بردار تبع تيّ از کم یاريبس کيزيدر ف
ها بر آن  رويمجموع تمام ن یمساو روين کي نکهياست مثل ا یبه نحو  یشعکس العمل  وارد شود ، پس

  وارد شده است.   یش
 

جلو سرتمه بسته شده فوت که به ۴بطول  کيرا با دو قطعه طناب هر   سرتمه کي بچه دو – ۵مثال 
طرف نقطه اتصال  کيدر  فوت٢سرتمه و  یفوت بالا ٢طناب را بچه کوچک تر   کشند.  یاست ، م
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 گريد طرففوت  ٢سرتمه و  یفوت بالا٣بچه بزرگ تر طناب را   دارد.  یطناب به سرتمه نگه م
 پوند و بچه بلند تر۵اندازه  به ١ یرويتر ن بچه کوچک  دارد.  ینگه م سرتمهبه   محل اتصال طناب

 یعنيسرتمه ،  ها بر روين نديبر آ مطلوب است  کند.  یوارد م پوند به سرتمه٧به اندازه ٢ یروين

١ ٢ 
 

 پاسخ 
بچه  دنيجهت کش شينمابردار   .ميکن  یرسم م    یرهايتصومختصات مطابق  ستميس کيابتدا 

   بچه بزرگ تر. دنيجهت کش شينماکوچک تر و بردار 

  
 

   .ميبر اساس فرض مساله دار
٢ ٢ ٢ و ٢ ٢ ٣  

  . ميفوت طول دارد ، پس دار۴چون هر طناب   .ميکن دايرا پ٢و ٢ ديحالا با

۴
٢ ٢ ٢

٢
٢
٢ ٢

٢
و ۴

٢ ٢ ٢
٢

٢
٢ ٣

٢
 

٢لذا  ٢ ٢و ٢ ١بر اساس فرض مساله ٣  ١و است ، و چون ۵

  ميريگ  یم جهياست ، پس نت۴و هستند  یمواز

١
۵
۴

۵
۴

٢ ٢ ٢ ٢  

٢هستند ، با  یموازو ٢،  قيطر نيبه هم ،و ٧  پس ۴

٢
٧
۴

٧
۴

٢ ٣ ٣  

  تيدر نها
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١ ٢
۵
۴

٢ ٢ ٢ ٢
٧
۴

٢ ٣ ٣  

١
۴

۴ ١ ٢ ٧ ٣ ٣١  

 . ديکن  یملاحظه م ريمثال را در تصو نيا    نمودار

 
 

 
 

 Coulomb ‘s Law کولن ايقانون کلمب 
 بار  کي لهيبوس  شده جاديا یکيالکتر یروين ايو  یدو بار نقطه ا نيب یروين یرياندازه گ یبرا

Electric Force Exerted by a Charge 
و  ميبا حاصلضرب اندازه بار ها نسبت مستق ینقطه ا  یکيدو بار الکتر نيب  یسيالکترو مغناط یروياندازه ن

   دو بار نسبت معکوس دارد. نيبا مربع فاصله ب
١

۴ ٢
۴  

در نقطه   واقع١است که از شارژ   یسيالکترو مغناط یروياندازه ن وتنيبر حسب نبالا در فرمول 

  شأرژ است. دو نيفاصله ب متر ، حسب بر  شود.  یم واردنقطه  در واقعشارژ  بر١
    است با یآزاد و مساو یفضا  یده گذر
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 پس ،  یمنف هر دو اي دو مثبت و  هر اي یعني داشته باشند ،  یکيبار الکتر کيهردو  و ١اگر 
بر   شود.  یدور م٢از  یعني نيا  است.در جهت است و  بالا مثبت در فرمول بيضر

 دارد. مخالف   جهتو  است   یمنف بيپس ضر باشند ، مخالف یها بار  یدارا  و١عکس اگر 
  ريتصو  شود.  یم دهيکش١ به طرف  لذاو 

 
١ یاگر شارژ ها ١در نقاط ٢      یبر هم نهاصل قرار داشته باشند ، پس ٢

Principle of Superposition یشارژ ها بر رو نيتوسط ا  یسيالکترو مغناط یروين ديگو  یم 
١که توسط   يیاست با مجموع شارژ ها یمساودر نقطه شارژ  شود و   یاعمال م٢

   .ديآ  یبدست م ريمطابق ز
١

۴ ٢
١

۵  

و  

  و بار الکترون   کولن باشد.پروتون  کيبار  دينکفرض  – ۶مثال 
  یدر مبدا وارد م واقعبار واحد مثبت  کيکه بر   یسيالکترو مغناط یروينمطلوب است   کولن باشد.

واقع شده و الکترون در شود ، اگر پروتون در 
 پاسخ   باشند.

پروتون و الکترون فرض  یبراو و ١ ميکن  یبار واحد در مبدا ، فرض م یبرا
  ميکن  یم
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 باشد ، پس 
 

 
 پس 

 

 

   .ميدار۵، بر اساس شماره  تيو در نها

 

 

 

 
 Vectors in the Plane یدو بعد یبردار ها در فضا

١ یهر بردار یبرا  ٢   ميسيباشد ، آسان تر است بنو٣که   یدر صورت٣

١ ٢ ۶  
١صورت نقطه  نيدر ا    قرار دارد.در صفحه مختصات ۶در رابطه با بردار شماره ٢
که نسبت به  هيو زاو طول لهيتوان آنرا بوس  یاگر بردار صفر نباشد ، پس م ريتصو

   کرد. انيسازد ، ب  یممثبت محور  قسمت
٧  

٣در بخش  یدو بعد یدر مورد بردار ها در فضا    .ميمفصل صحبت کرد١
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با  نيپوند بر زمبه اندازه  یفشار پوند ،ورزشکار پرش ارتفاع به وزن  کي – ٧مثال 
 هيزاو

٣
 نيبر زم نييبه طرف پا  مايوزن ورزشکار مستق مياگر فرض کن ريتصو  کند.  یموارد  

   شود.  یوارد م نيکه بر زم یآورد ، مطلوب است مجموع فشار   یفشارم
 پاسخ 

 هياست و چون زاو نييبه طرف پا١جهت     چون . ميکن  یرسم م ريمختصات مطابق تصو ستميس

 یشود مساو  یم جاديانسبت به قسمت مثبت محور ٢ لهيکه بوس
٣

۴
٣

است ، پس 
   .ميدار

١  

 

   است. ريشود مطابق ز  یوارد م نيکه بر زم یرويلذا مجموع ن
 

 

 
 

   کنند.  یرا قطع م گريکديالضلاع  یمتواز کي یقطر ها ديده نشان – ٨مثال 
 پاسخ 

 ريهمانطور که در تصوقرار دارد ، صفحه مختصات  یالضلاع رو  یکه متواز ميکن  یفرض م
 مبدا باشند که شامل یضلعدو  یباشند که رو  يیبردار هاو  ديفرض کن و  .ديکن  یملاحظه م

١قطر ها قرار دارند. بردار  یروو مختصات هستند. پس 
٢

 نقطه به را مبدا

١بردار  کند و  یمتصل مقطر  یانيم
٢

 متصل گريد قطر یانيم را به نقطه مبدا
 چون   کند.  یم
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١
٢

١
٢

 

   کنند.  یرا قطع م گريکديقطر ها  جهينتدر   هم قرار دارند. یرو یانيم یدو نقطه ها نيپس ا

 
 
 
 
 
 

 
 ٣.٣ ناتيتمر

   .ديسيبنوبردار به شکل  کيرا به صورت  ريز ناتيدر تمر
١ ، ٣ ۴ ١  

٢ ١ ، ٣ ١ ٧  

 
   .ديکن دايرا پو و  ريز ناتيدر تمر

٣ ٢ ۵ ١ ، ٢ ٩ ، ٢ 

۴ ٢ ،
١
٣

 

 
  . ديکن داي، طول بردار را پ ريز ناتيدر تمر

۵  
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۶ ٣ ۴ ١٢  

٧ ٢  
 

   .ديکن دايبردار واحد هم جهت با بردار داده شده پ کي ريز ناتيدر تمر
٨ ٣ ۴ ١٢  
٩ ٢ ٣  

 
١٠ –  
قسمت   نيب هيزاو ديکنفرض  و ، ستميصفر است در س ريبردار غ کي ديکنفرض  - الف

 که  دينشان ده در جهت خلاف عقربه ساعت باشد.   ومثبت محور 
 

  است. 
 
 که  ديبا استفاده از قسمت الف ، نشان ده  است. ستميواحد در س بردار کي ديفرض کن –ب  

 
 هر عدد  یاست ، برا

 
،سه بچه که در نقاط  - ١١   یتوپ را که در مبدا مختصات قرار دارد ، م کي , قرار دارند،

    یبه طرف منف پوند٢ یرويقرار دارد ، توپ را با نکه در نقطه  یبچه ا  کشند.
 هيجهت زاوپوند در ١ یرويقرار دارد ، توپ را با نکه در نقطه  یبچه ا  کشد.  یم

٣
به  نسبت

وارد  بر توپ صفر باشد ، مطلوب   یروهاياگر قرار است مجموع ن  کشد.  یمقسمت مثبت محور 
 ديکه آن بچه با یا هيتانژانت زاو نياعمال کند و همچن ديبا قرار ،که در  یکه بچه ا  یروياست ن

   ريتصو را وارد کند. رويآن ن
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 ٣.٣ ناتيپاسخ تمر
   .ديسيبنوبردار به شکل  کيرا به صورت  ريز ناتيدر تمر

١ ، ٣ ۴ ١  
٣ ۴ ١  

٢ ١ ، ٣ ١ ٧  

٣ ٢ ٧  
 

   .ديکن دايرا پو و  ريز ناتيدر تمر
٣ ٢ ۵ ١ ، ٢ ٩ ، ٢ 

٣  
٣ ٧ ١٩  

۴ ١ ٢  

۴ ٢ ،
١
٣

 

٢  
٢  

٢
٣

 

 
  . ديکن داي، طول بردار را پ ريز ناتيدر تمر

۵  

١
٢

١
٢

١
٢

٣ 

۶ ٣ ۴ ١٢  

٣
٢

۴
٢

١٢
٢

١٣ 

٧ ٢  

٢
٢

١
٢

١
٢

٢ 
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   .ديکن دايبردار واحد هم جهت با بردار داده شده پ کي ريز ناتيدر تمر
٨ ٣ ۴ ١٢  

١٣
٣

١٣
۴

١٣
١٢
١٣

 

٩ ٢ ٣  

١٣

٢

١٣

٣

١٢
 

 
١٠ –  
قسمت   نيب هيزاو ديو فرض  کن، ستميصفر است در س ريبردار غ کي ديفرض کن - الف

 که  دينشان ده در جهت خلاف عقربه ساعت باشد.   ومثبت محور 
 

 است.
    پاسخ

آن  یانينقطه پا آن در مبدا مختصات و که نقطه شروع ميقرار ده یطور ستميس را دراگر بردار 
١ ١باشد ، پس ٢   .ميدارو  فيبر اساس تعر  است.٢

 
 

١ و ٢  

 پس 
١ ٢  
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 که  ديبا استفاده از قسمت الف ، نشان ده  است. ستميواحد در س بردار کي ديفرض کن –ب  
 

 هر عدد  یاست ، برا
 پاسخ 

پس بر اساس قسمت الف ١چون   باشد.و قسمت مثبت محور  نيب هيزاو ميکن  یفرض م
   .ميدار

 
 

،سه بچه که در نقاط  - ١١   یتوپ را که در مبدا مختصات قرار دارد ، م کي , قرار دارند،
    یبه طرف منف پوند٢ یرويقرار دارد ، توپ را با نکه در نقطه  یبچه ا  کشند.

 هيپوند در جهت زاو١ یرويقرار دارد ، توپ را با نکه در نقطه  یبچه ا  کشد.  یم
٣

به  نسبت
وارد  بر توپ صفر باشد ، مطلوب   یروهاياگر قرار است مجموع ن  کشد.  یمقسمت مثبت محور 

 ديکه آن بچه با یا هيتانژانت زاو نياعمال کند و همچن ديبا قرار ،که در  یبچه ا   یروياست ن
   ريتصو را وارد کند. رويآن ن

 
 

 پاسخ 
١ميکن  یفرض م ٢ وارده توسط بچه    یرويون باشد. وارده توسط بچه در نقطه  یروين   

   باشد. ريمطابق ز   در 

٢ ١
٣ ٣

۵ ٣  

نسبت به باشد که  یا هيزاوباشد ، و در  وارده توسط بچه سوم یروين مياگر فرض کن
 سازد ، باشد ، پس   یمقسمت مثبت محور 

 
  .ميداشته باش ديباشد ، پس با وارد بر توپ ،  یها روياگر قرار است مجموع ن  است.

١ ٢  
  اي
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٢ ۵ ٣  

   .ميدارو  یها بيضر  قيتلفبا 

۵ و ٢ ۵ ٣  
 پس 

۵ و ٢ ۵ ٣  
 لذا 

٢ ۵ ٣

۵

۵ ٣ ٢

۵
 

 و 
 

۵ ٢ ۵ ٣  
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 The Dot Product یضرب نقطه ا - ٣.۴
۴نوشتن  یمثلا برا نقطه ، نماد ضرب است.  کي یعني٠نماد  يسیدر زبان انگل– توجه  ٣ ١٢ 

۴٠٣ سندينو  یم ١٢ 
نقطه  يکآنها  ينضرب کردن دو بردار ب یبرا يراشود ،  ز  ینام داده م یبخش بنام ضرب نقطه ا ينا

   .يمپرداز  یکه در بخش بعد به آن م يمضرب دو بردار دار یهم برا يگرینوع د البته  شود.   یگذاشته م
 

همان طور  . يمدر هم ضرب کن يببردار ها را به ترت یاست که مولفه ها ينضرب دو بردار ا يقطر يک
 دارد و  یکم  يزيکیف   اهميت ینوع ضرب بردار يناما ا  .يمکرد  یدو بردار عمل م يقکه در جمع و تفر

   .بردار يکعدد است و نه  يکدو بردار ،  یحاصل ضرب نقطه ا،  ينهمچنندارد.  یکار برد يباتقر
 

  Definition of Dot Product یضرب نقطه ا يفتعر
١ يمکن  یفرض م ٢ ١و ٣ ٢   یضرب نقطه ا  دو بردار باشند.٣

  Dot Product یضرب داخل اي    Inner Product با  است٠عدد و  یبردرار ها 
  . ريز  فيتعر

٠ ١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣ ١  
 

 شود که   یم جهينت١از شماره 
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٢ ٠ ٠ ٣ 

   یور کلو بط
٠ ٠ ٠ و ٠ ٠ ٠ ١ 

 
 

٣ ديفرض کن – ١مثال  ٢و ٢ ٣ ١
٢

 ٠مطلوب است   باشد.
 پاسخ 

٠ ٣ ٢ ١ ٣ ٢
١
٢

٨ 

   بردار. کيعدد است و نه  کيبردار ،  دو یکه حاصل ضرب نقطه ا ديکن  یملاحظه م
 مثلا   .کند   یرا بر قرار م  یقياعداد حق نياز قوان یاري، بس یضرب نقطه ا

٠ ٠ ٠ ٠ ٠  
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠  

 
 

    که یر، بطوشود    یم فيتعر هيزاوو صفر  ريدو بردار غ نيب Angle  هيزاو
 

  شود.  یم ليتشک آنها مبدا مختصات است يیاز دو پاره خط جهت دار که نقطه ابتدا هيزاو نيو ا  است.
  ريتصو
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   شود.  یداده م حيتوض یبعد هيدو بردار در قض نيب هيو زاو یضرب نقطه ا نيرابطه ب

 
  هيقض

١ ميکن  یفرض م ٢ ١ و٣ ٢  فرضصفر باشند ، و  ريغ یبردار ها٣
 باشد ، پس و  نيب هيزاو ميکن  یم  

٠ ٢  
 اثبات 

   اضلاع آن که یدر مورد مثلث ها  نوسيقانون کسبکاربردن ٢راه اثبات فرمول  نيآسان تر
، ،    .ميآور  یرا بدست م ريقانون رابطه ز نياز ا  است.  

٢ ٢ ٢ ٢ ٣  
 که  قتيحق نيطول بردار و ا فيبا استفاده از تعر  است.و  نيب هيزاو

١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣  
   .ميکن  یم یسيباز نو ريرا به صورت ز٣است ، شماره 

١ ١
٢

٢ ٢
٢

٣ ٣
٢
 

١
٢

٢
٢

٣
٢

١
٢

٢
٢

٣
٢ ٢  

 معادله ، نيمتشابه از طرف یمله هامربع در سمت چپ معادله بالا و حذف کردن ج یبا بسط دادن جمله ها
   داشت. ميخواه

٢ ١ ١ ٢ ٢ ٢ ٢ ٣ ٣ ٢  
   .ميريگ  یم جهيکه نت

١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣  
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  یفرع هيقض
 توجه باشد.٠فقط  و اگر فقط هستندعمود  گريد کي بر وصفر  ريدو بردار غ –الف 

  ايو مانند  آن.  یرو کانيپ  کي ايبرجسته باشد و  ديبردار صفر با که نماد ديداشته باش
٠ ميدارهر بردار  یبرا –ب  ٢ 
 

   بر هم عمود هستند. ريکه دو بردار ز ديدهنشان  – ٢مثال 
۴ ۵ ٧ و ٢ ٢  

 پاسخ 
    .ميدار یو محاسبه ضرب نقطه ا١با استفاده از شماره 

٠ ۴ ١ ۵ ٢ ٧ ٢  
 بر هم عمود هستند.و بالا  یفرع هيپس بر اساس قض

 
   .مي، دار ميحل کن یرا برا٢شماره    اگر

 
٠

۴  

   شود.  یمنحصرا مشخص مو  نيب هيزاو۴شماره  لهياست ، پس بوسچون 
 

    .ديکن دايرا پ ريدو بردار ز نيب هيزاو -٣مثال 
٢ ٢ و  

 پاسخ 
 چون 

٢
٢

١
٢

٢
٢

٣ و ١
٢

١
٢

٢ 
 و 

٠ ٢ ١ ١ ١ ٢ ٣ 
   .ميدار۴پس بر اساس شماره 

٣

٣ ٢

١

٢

٢

٢
 

، یعني
۴

  ريتصو۴۵
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، یها هيزاو  یمثبت محور ها یبا قسمت ها بيبه ترتصفر  ريبردار غ کيکه  ،

    یرهايتصو  شوند.  یم دهينام       ی راهنما یها هيزاوام بن سازد ،  یم
  : Direction Anglesراهنما    یها هيزاو
  : Direction Cosinesراهنما   یها سنويکس
 

    یها ريتصو

 
  

 
١اگر ٢    .ميدار١و ۴ یها شماره باشند ، پس بر اساس٣
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٠ ١ ،
٠ ٢ ،

٠ ٣  

 
 و لذا   شوند.  یم دهينام  یرهنما یها نوسيکسبنام و 

١ ، ٢ ، ٣  
   .ميسيهم بنو ريز شکل را به ميتوان  یپس م

 
 

٢ ديکن فرض – ۴مثال  ٣    .ديکن دايرا پ  یراهنما یها نوسيکس  باشد.۵
 پاسخ 

  ميچون دار

٢
٢

٣
٢

۵
٢

۴ ٩ ٢۵ ٣٨ 
 پس 

٢

٣٨
،

٣

٣٨
،

۵

٣٨
 

 
  Projection of One Vector Onto Another گريبردار د یبردار رو کي ريتصو

 ديو خورش  قرار دارند. ريتصو ايو  ريتصومطابق    و   صفر ريدو بردار غ ديفرض کن
 اندازد.  یم   هياست  ، ساشامل   بردار  که  یخط یرو

  
و  مينام  یم یرو  ري، که ما آنرا تصو ميتصور کن یبردار مواز کيرا  هيآن سا ميتوان    یم

و حرف اول کلمه دکه  ديکن  یملاحظه م  .ميده  یم نشان نماد آنرا با
 یمضرب عدد کي ديبا پس است.  ، ايو  است یمواز ايچون   است.

 است ، و نيب هيزاو و است ، یمساوطول  که است واضح باشد.
   .ميدار پس  باشد. که یبطور
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١
برای

٢
١ ١

برای
٢

 

  که ميريگ  یم جهينت۴شماره  از هيزاوبازه   در نظر گرفتن  بدون جهيدر نت
١ ١

٢
 

   .ميکن فيتعر یا حسب ضرب نقطه بر را  ريتصو ميتوان  یپس م
 

  فيتعر
که  ستا بردار، یروبردار   ريتصو صفر باشد. ريبردار غ کي ميکن  یفرض م
   شود.  یم فيتعر ريز مطابق

٠
٢

۵  

 
٣کنيم  می فرض – ۵مثال  ٢و ٢ ٣ ١

٢
  .ديکن دايرا پ  باشد.

 پاسخ 
٠که  ميدان  یم١بر اساس مثال  ٢که  ميکن  یم دايمحاسبه ساده پ کياست و با ٨ ١۴ 

  يمدار جهيدر نت  است.
٨

١۴
٣ ٢

۴
٧

٣ ٢  

 
با استفاده از شماره   .ميکن  یم دايپو بر حسب طول  یفرمول برا کي،  ندهياستفاده آ یبرا
   .ميدار۵

٠
٢

٠
٢

٠
 

 پس 
٠

۶  

 نيب هيکه زاو نيا یبرا , مينماد قدر مطلق بکار برد۶در شماره ٠ یکه برا يدکن  یملاحظه م
   که در هر صورت مقدار مثبت آن در نظر است. منفرجه باشد.  ايدو بردار ممکن است حاد و  نيا
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  Resolution of a Vectorبردار  کي هيتجز
قرار صفحه  همان   که درصفر  ريدو بردار عمود بر هم باشند ، پس هر بردار غو اگر 

 بيدو بردار به ترت نيشود و ا انيبو مجموع دو بردار تواند به صورت   یمدارد ، 
  یها ريتصو  هستند.و  یمواز

 
 

،  یاز نظر هندس  شده است. Resolved  هيتجزو  یمواز   يیها برداربه    گوييم یم
 و  یو اضلاع آن موازهستند که وتر آن  یا هيمثلث قائم الزاواضلاع و 

  ی، پس م ميبدانو اگر  يراز . يممحاسبه کن مستقيما يرراهر دو تصو ندارد  یلزوم  هستند.
   .ميبدست آور  قيتفر عمل انجام را با  ميتوان

٧  
 

٣و و  ميکن  یفرض م – ۶مثال    يیبردار هارا به   باشند.۴
    .ديکن هيتجز و یمواز

 پاسخ 
عمود بر هم هستند ، و قرار دارند و که بردار ها در صفحه مختصات  ديکن  یملاحظه م

٠که  ديکن  یملاحظه م هيتجز یبرا است. ٠چون  ٢و ١ پس بر ٢
   .ميدار۵اساس شماره 

٠
٢

١
٢

١
٢

 

٣ ۴
١
٢

٧
٢

٧
٢

٧
٢

 

 پس 
١
٢

٧
٢
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   Work Done by a Constant Force ثابت یروين کي لهيانجام شده بوسکار 
  یشئ کي یبر رو روين کيشده توسط    با  کارانجام رابطه بردار ها ، در ريتصو یاز کاربرد ها  یکي

عمل در حال  حرکت در طول خط    یشئ کيبر ثابت  یروين کي ديفرض کن  متحرک است.
٣کار که در بخش  فيطبق تعر  آن خط است. یمواز رويکند و جهت ن  یم کتاب انتگرال آوا توسط ۶

 قلم ، گفته شد  نيهم
 

کار نيرو  مسافت
بودن   یمثبت و منف  است. یمساو اياست و یانجام شده مساوکار 

   آن  . در جهت مخالف اياست و در جهت  ايدارد  که آ نيبه ا یکار بستگ
 هيتجزبردار عمود بر  کيو  یبردار مواز کيرا به نباشد ، پس  یموازاگر 

گذرد و در   یاثر م  یسرعت شئ یاست ، رو یکه موازبردار  ريتصو . ميکن  یم
در    ندارد و لذا بر سرعت اثر،عمود بر ار بر عکس ، برد  دهد.  یکار انجام م  یشئ یرو جهينت

عبارت است از کار انجام شده کار انجام شده توسط   پس  . ميانگار   یم دهيبا کار آنرا ناد رابطه
   .ميباشد ، دار و نيب  هيزاوپس اگر   است. یمواز یرويتوسط ن

برای
٢

٨

برای
٢

 

 

 
   .ميدار۶اما بر اساس شماره 
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٠

٠
برای

٢
٩

٠
برای

٢

 

   یعنيبا هم ٩و ٨ یفرمول ها
٠ ١  

   .ميسيبنو ريرا به صورت ز١شماره  ميتوان  یم٢با استفاده از شماره 
١١  

کار تر باشد ،  کيبه جهت حرکت نزد رويچه جهت ن متحرک وارد شود ، هر  یشئ کيبه   يیرويلذا اگر ن
تر  یرو افقجهت هنگام برف پارو کردن هر قدر دسته پا  نيهم به شود.   یانجام م  یشئ یرو یشتريب

   که دسته پارو بالا نگاه داشته شود. یباشد،  کار آسان تر است تا هنگام
 

 هيفرقان با زاو کيپوند بر ۵به اندازه  یروين کي ديفرض کن - ٧مثال 
۶

  ینسبت به افق وارد م

 شده بر کار انجام مطلوب است ريتصو  شود.  یجا بجا م فوت١شود و فرقان در جهت افق 
 . فرقان

 Hتصوير 
 

 
 

 پاسخ 
در صفحه  یرويشود ، و ن  یجا بجا م١از صفر تا فرقان در طول محور  ميکن  یفرض م

لذا    باشد.١و که  یبطور ريتصو  کند.  یعمل ممختصات 
 یمساوو  نيب هيو زاو۵ چون  است.١و ١

۶
   .ميدار١١شماره  پس بر اساس است ،

۵ ١
٣

٢
٢۵ ٣ پوند  فوت
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  ۴.٣ ناتيتمر
 . ديکن دايرا پو  نيب هيزاو نوسيو س ريز ناتيدر تمر

١ ، ٢ ٣ ۴  

٢ ٢ ۴ ٣ ، ٢ ٣ ٢  
 

   .ديکن دايپو قسمت مثبت محور ۶بردار  نيب هيزاو - ٣ 
 

   هستند؟بر هم عمود و  ايآ ريز ناتيدر تمر
۴  

۵ ٢ ٣ ، ٢ ۵  
 

   .ديکن دايرا پ ريز ناتيدر تمر
۶ ٢ ٢  
٧ ، ٢ ۴  

 
م بر هو  دينشان ده  صفحه مختصات قرار دارند. کي یروو و  ريز ناتيدر تمر

   .ديکن هيتجزو  یمواز  يیرا به  بردار هاعمود هستند ، و سپس 
٨ ٢ ، ٢ ٣ ١٣  
٩ ٢ ۴ ۵ ، ٢ ۶ ۴ ١٣  

 
 یهر بردار یبرا ريکه اظهارت ز دينثابت  ک،  یضرب نقطه ا فيبا استفاده از تعر ريز ناتيدر تمر

   صادق است.
١ ٢ 
١١    

 
  عمود است. بر  ديثابت کنعمود باشد ، و بر اگر  - ١٢

 
  ريز ازدومعادله با استفاده  - ١٣

٢  
 ٢ 

  ديثابت کن یعني . ديرا ثابت کن Parallelogram Law  الضلاع  یمتوازقانون 
٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ 

   است. ريمطابق ز جهينت نيا یهندس ريتفس
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است با  یباشد ، مساوو الضلاع که دو ضلع آن  یمتواز یطول قطر ها یمجموع مربع ها
  ريتصو چهار ضلع آن.  یع مربع هامجمو

 
 هيفرقان با زاو  کيبر  یپوند١  یروين کينفر  کي - ١۴

۶
کند و فرقان را   ینسبت به افق وارد م

   .ديفرقان را حساب کن یکار انجام شده رو  کند.  یفوت جابجا م۵
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 ۴.٣ ناتيپاسخ تمر
 . ديکن دايرا پو  نيب هيزاو نوسيو س ريز ناتيدر تمر

١ ، ٢ ٣ ۴  
١ ٢ ١ ٣ ١ ۴ ۵ 

۵

٣ ٢٩

۵

٨٧
 

 

٢ ٢ ۴ ٣ ، ٢ ٣ ٢  

٢ ٢ ۴ ٣ ٣ ٢ ٢ ٢ ٣ 

٢ ٢ ٣

٢١ ٣

٢ ١ ٣

٣ ٢١
 

 

   .ديکن دايپو قسمت مثبت محور ۶بردار  نيب هيزاو - ٣ 
 پاسخ 

 پس   باشد.و  نيب هيزاوو ١و ۶ ميکن  یفرض م

۶

٨ ١

۶

٨

٣
۴

١
٢

٣ 

پس 
۶

   است.
 

   بر هم عمود هستند؟و  ايآ ريز ناتيدر تمر
۴  

١ ١ ١ ١  
   دو بردار بر هم عمود هستند. نيپس ا

 
 

۵ ٢ ٣ ، ٢ ۵  
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٢ ١ ٣ ٢ ١ ۵ ٢ ٢ ۵  

   .ستنديهم عمود ن دو بردار بر نيپس ا
 

   .ديکن دايرا پ ريز ناتيدر تمر
۶ ٢ ٢  

٢

٢
٩

٢ ٢
۴
٩

٢
٩

۴
٩

 

 
٧ ، ٢ ۴  

٢

١
٢

 

 
بر هم و  دينشان ده  صفحه مختصات قرار دارند. کي یروو و  ريز ناتيدر تمر

   .ديکن هيتجزو  یمواز  يیرا به  بردار هاعمود هستند ، و سپس 
٨ ٢ ، ٢ ٣ ١٣  

٢ ٢  
   هستند. عمود هم برو پس 

٢

١٨
۶

٣ ٣ ٢  

٣ ١٣ ٣ ٢ ۵ ١ ۵  
 س پ

٣ ۵  
 

٩ ٢ ۴ ۵ ، ٢ ۶ ۴ ١٣  
۴ ٢۴ ٢  

 هستند. عمود هم برو پس 

٢

۴۵
۴۵

٢ ۴ ۵  

١٣ ٢ ۴ ۵ ٣ ٩ ۶
٣
٢

 

٣
٢
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 یهر بردار یبرا ريکه اظهارت ز دي، ثابت  کن یضرب نقطه ا فيبا استفاده از تعر ريز ناتيدر تمر
   صادق است.

١ ٢ 

١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣ ١
٢

٢
٢

٣
٢ ٢ 

 
١١    

١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣  

١ ١ ١ ٢ ٢ ٢ ٣ ٣ ٣  

١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣ ١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣  
 

  عمود است. بر  ديعمود باشد ، ثابت کنو بر اگر  - ١٢
 پاسخ 

 ١١ نيکه بر اساس تمر یبطور ميعمود باشد ، پس دارو بر اگر 
   .ميدار

 
  عمود است. بر پس 

 
  ريز با استفاده ازدومعادله  - ١٣

٢  
 ٢ 

  ديثابت کن یعني . ديرا ثابت کن Parallelogram Law  الضلاع  یمتوازقانون 
٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ 

   است. ريمطابق ز جهينت نيا یهندس ريتفس
است با  یباشد ، مساوو الضلاع که دو ضلع آن  یمتواز یطول قطر ها یمجموع مربع ها
  ريتصو چهار ضلع آن.  یمجموع مربع ها

 پاسخ 
٢ ٢  

 
٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ 
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 هيفرقان با زاو  کيبر  یپوند١  یروين کينفر  کي - ١۴
۶

کند و فرقان را   ینسبت به افق وارد م

   .ديفرقان را حساب کن یکار انجام شده رو  کند.  یفوت جابجا م۵
 پاسخ 

  . ميدار٧از همان راه حل مثال با استفاده 

۵ و ١
۶ ۶

۵ ٣ ۵  

 پس 

۵ ٣ ۵ ٢۵ ٣ پوند  فوت
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  The Cross Product and Triple Products یضربدر يا یضرب بردار- ٣.۵
 ضربدر  اي بيصل یعني یسيدر انگلکلمه   

بردار  کيدو بردار ،  یعدد است ، حاصل ضرب بردار کيکه حاصل آن  یبر خلاف ضرب نقطه ا
   است.

 
  Definition of Cross Product  یضرب بردار فيتعر

 دوبردار   Vector Product  یبردار ضرب اي Cross Product یضرب ضربدر
١ ٢ ٣ و ١ ٢ ٣  

  شود.   یم فيتعر ريمطابق ز
٢ ٣ ٣ ٢ ٣ ١ ١ ٣ ١ ٢ ٢ ١ ١  

   .ميده  یراشرح م   ها سيماتر نانيترميد،  ديبخاطر بسپار را١فرمول شماره  ديکه بتوان نيا یبرا
  :Determinant نانيترميد

  :Matrix سيماتر
 نانيترميکلمه  د ماحال  در هر  است.  و جدا گر نيمب یبه معن  یاضيدر ر  , معلوم  کننده یعني  نانيترميد

٢دو در دو  سيماتر کي نانيترمي. ابتدا  دميبر  یار مرا بک    .ميده  یرا مورد بحث قرار م٢
 

 
 –مثال 

ديترمينان ٢ ۴
۵ ۶

٢ ۶ ۴ ۵ ١٢ ٢ ٨ 

٣سه در سه  سيماتر کياگر    ميداشته باش٣

 
١اگر  پس    ٢ ٣ و ١ ٢   ميباشد ، دار٣

١ ٢ ٣

١ ٢ ٣
٢ ٣ ٣ ٢ ١ ٣ ٣ ١ ١ ٢ ٢ ١  

٢ ٣ ٣ ٢ ٣ ١ ١ ٣ ١ ٢ ٢ ١    
 

که  یدر ستون  جمله هاآن  دي، با ميکن دايرا پ     بيضر  ميخواه  یکه مثلا اگر م ديکن  یملاحظه م
 و  یبرا بيترت نيهم به نباشد. هست ،
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، ديده نشان – ١مثال  ، 
 پاسخ 

١
١

١ ١ ١ ١  

   .قيطر نيهم به هم هيبق
 

٢ ديفرض کن – ٢مثال  ٢و ٣  و    باشد.۴
   .ديرا محاسبه کن

 پاسخ 

٢ ١ ٣
١ ٢ ۴

١ ۴ ٣ ١ ٣ ١ ٢ ۴
٢ ٢ ١ ١

٢ ١١ ۵
 

١ ٢ ۴
٢ ١ ٣

٢ ٣ ۴ ١ ۴ ٢ ١ ٣
١ ١ ٢ ٢

٢ ١١ ۵
 

از  نيا قتيدر حق  .ستين یتصادف نيا  هستند. گري کدي  یمنفو  که ميديد٢ در مثال 
  پس باشند ، بردار دوو  اگر  یعني  شود.  یم جهينت یبردار ضرب فيتعر

 
 

 .هستند  ريمطابق ز یضرب بردارخواص  گريد
 

 
 

 
  ميدار نيهمچن

 
 پس 

 
   .ستندين یمعمولا مساوو لذا 
  Theorem on Cross Product یضرب بردار هيقض

  صفر باشند.  ريدو بردار غو  ميکن  یفرض م
 پس   –الف 

و  
   عمود است.و هم بر هم بر باشد ، پس اگر  جهيو در نت

 باشد ، پس که  یباشد ، بطورو  نيب هيزاواگر  –ب 
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  اثبات
   .ميکن  یاستفاده م یو ضرب بردار یضرب نقطه ا فياثبات قسمت الف ، از تعر یبرا

١ ٢ ٣ ٣ ٢ ٢ ٣ ١ ١ ٣ ٣ ١ ٢ ٢ ١  

١ ٢ ٣ ١ ٣ ٢ ٢ ٣ ١ ٢ ١ ٣ ٣ ١ ٢ ٣ ٢ ١ 
 

 و 
١ ٢ ٣ ٣ ٢ ٢ ٣ ١ ١ ٣ ٣ ١ ٢ ٢ ١   

١ ٢ ٣ ١ ٣ ٢ ٢ ٣ ١ ٢ ١ ٣ ٣ ١ ٢ ٣ ٢ ١ 
 

   .ميکن  یبردار استفاده م کيو طول  یضرب بردار فياثبات قسمت ب ، از تعر یبرا
٢

٢ ٣ ٣ ٢
٢

٣ ١ ١ ٣
٢

١ ٢ ٢ ١
٢
 

٢
٢

٣
٢ ٢ ٢ ٣ ٢ ٣ ٣

٢
٢
٢

٣
٢

١
٢ ٢ ١ ٣ ١ ٣ ١

٢
٣
٢ 

١
٢

٢
٢ ٢ ١ ٢ ١ ٢ ٢

٢
١
٢ 

١
٢

٢
٢

٣
٢

١
٢

٢
٢

٣
٢

١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣
٢
 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ 
٢ ٢ ١ ٢  

 پس 
٢ ٢ ٢ ٢  

، پس  ميريمعادله بالا جذر بگ نياز طرف  ميتوان  یپس م   یاست براچون 
   .ميدار

 
  

  یفرع هيقض
 باشد.هستند ، اگر فقط و فقط  یمواز با هم و صفر  ريدو بردار غ

 
٣طور که در بخش همان  کردن  دايدو بردار و پ نيب هيکردن زاو دايپ یبرا ی، ضرب نقطه ا ميگفت۴
   یم نشان ، یبردار ضرب  هيقض  .رديگ  یقرار م استفاده مورد گريد بردار کي بر بردار کي ريتصو
 ما به موضوع نيا  .ميکن دايپ گريد بردار عمود بر بردار کي ميتوان  یم یضرب بردار قيکه از طر دهد

   .ميکن دايپ فضا در راصفحه ها  یمعادله ها تا کند  یکمک م
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۴ ميکن  یفرض م – ٣مثال  ٢و ٣   عمود بر بردار کي  باشد.٣
   .ديکن دايپو 

 پاسخ 

۴ ١ ٣
٢ ٣ ١

١ ٩ ۶ ۴ ١٢ ٢ ٨ ١ ١۴  

 که  ميريگ  یم جهينت یضرب بردار هياز قض
هستند و ان مجاور ضلع دو که الاضلاعی متوازی مساحت ٢  

 نيب هيزاوالضلاع است و  یارتفاع متواز،عمود بر  نيخط نقطه چ،  ريتصو نيدر ا ريتصو
 ، طول ارتفاع برابر است با  ديکن  یهمان طور که ملاحظه ماست.  و 

 
 

 
 نيا تمساح  است. و طول ارتفاع طول قاعده   یدارالاع الض ی، متواز  یبطور کل

   .است ريز قمطاب عالضلا یمتواز
 

مساحت نصف مساحت  یاست ، داراو که دو ضلع آن  یشود ، مثلث  یم جهينت٢از شماره 

١ یعني  الضلاع است. یمتواز
٢

 

٣ ديفرض کن – ۴مثال  ٢ ١ ٧و   ٣ ۵و ۴  مساحت  است.١
   .ديکن دايرا پمثلث 
 پاسخ 
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۴ ميکن  یفرض م ٢و ٣  دايپ٣در مثال   باشد.٣
 که  ميکرد

٨ ١ ١۴  
 پس 

١
٢

١
٢

٨
٢

١
٢

١۴
٢

٣ ١  

 
  Triple Productsسه گانه   ضرب ايسه گانه  حاصلضرب 

 ميکن  یفرض م
١ ٢ ٣  

١ ٢ ٣  

١ ٢ ٣  
 یکار برد هاو و و  یضرب ها  باشد.

 نامند ،   یم Triple Scalar Products یحاصلضرب سه گانه عدددو ضرب اول را   دارند.  یکيزيف
  Triple Vector Productsسه گانه  یضرب بردار گررايحاصل آنها عدد هستند و دو ضرب د رايز
  نامند.   یم

 و  یقسمت الف دو حاصلضرب سه گانه عدد   یار ردضرب ب هيدر قض
هر بردار  یبرا قتيدر حق  هستند. یمساو جهيصفر هستند. و در نت شهيکه هم ديديو د  .ديرا ملاحظه کرد
   .ميدار

٣  
  رايدارد ، ز یاديمورد استفاده زعدد  نيا

اضلاع با السطوح متوازی حجم ۴  
  ريتصو

 
لسطوح است و ا   یمتواز نيا قاعده  مساحتکه  ديکن  یملاحظه م    ريبا توجه به تصو

   است. ريارتفاع است و لذا حجم مطابق زد ، پس باشو  نيب هيزاواگر 
 

  . مياستفاده کن نانيترميآسان کردن کار از د یبرا ميتوان  یم
١ ٢ ٣

١ ٢ ٣

١ ٢ ٣
١ ٢ ٣ ٢ ٣ ١ ٣ ١ ٢ ٣ ٢ ١ ٢ ١ ٣ ١ ٣ ٢ ۵  
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٢و  ديفرض کن – ۵مثال   یحجم متواز  باشد.٢و ٣
،السطوح مشخص شده توسط   .  ديکن دايپرا  ،

 پاسخ 
  . ميدار۵اساس شماره بر 

 
١ ١
٢ ٣ ١
١ ٢

۶ ١ ۴ ٩ 

 چرا ؟ 
   .ميده  یاول ، بسط م فينسبت به رد نانيترميد

٣ ١
٢

٢ ١
١ ٢

۶ ۴ ١ ۶ ٣ ٩ 

 
   .ميکن  یذکر م،  رديگ  یمورد استفاده قرار م ندهيرا که در آ گريسه فرمول د

۶  
٧  

٢ ٨  
 

 ۵.٣ ناتيتمر
  . ديکن دايرا پ٠و     ريز ناتيدر تمر

١ ٣ ۴  
٢ ٢ ٣ ، ۴ ۵ ، ٢ ٣ ۴  

 
   است. ديثابت کن،  یبردار  ضرب فيتعر با استفاده از  - ٣
  . ديکن ديرا پ ريز یبردار ها لهيمشخص شده بوس السطوح یحجم متواز - ۴

٢ ٣ ۴  
 

۴  
٢ ديفرض کن - ۵ ٣ ١و ۴

٢
۴ و  ۵ مطلوب  باشد ،۶

   .ديده را انجام ضرب همان٧ شماره استفاده از باو سپس  ميمستق قياز طراست 
 
   .ديکن اديپ ،است  هشد هاحاط ريز ربردا ود هليبوس هک عالضلا یمتواز تمساح  - ۶

٣ ٣ ١ ، ۴ ٩ ٢  
 .ديکن اديپ ،است  هشد هاحاط ريز ربردا ود هليبوس هک عالضلا یمتواز تمساح - ٧

٣ ٣ ١ ، ١٢ ١٢ ۴  
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 ۵.٣  ناتيتمر پاسخ
  . ديکن دايرا پو     ريز ناتيدر تمر

١ ٣ ۴  
 پاسخ 

١ ١
١ ١

 

٠ ١ ١ ٣ ١ ۴ ١ ۶ 
 

٢ ٢ ٣ ، ۴ ۵ ، ٢ ٣ ۴  
 پاسخ 

٢ ٣ ١
١ ۴ ۵

١٩ ٩ ١١  

٠ ٢ ١٩ ٣ ٩ ۴ ١١ ۵۵ 
 
   است. ديثابت کن،  یبردار  ضرب فيتعر با استفاده از  - ٣

 پاسخ 
٢ ٣ ٣ ٢ ٣ ١ ١ ٣ ١ ٢ ٢ ١  

٢ ٣ ٣ ٢ ٣ ١ ١ ٣ ١ ٢ ٢ ١  
 

 
  . ديکن ديرا پ ريز یبردار ها لهيمشخص شده بوس السطوح یحجم متواز - ۴

٢ ٣ ۴  
 

۴  
 پاسخ 

٠  

٠
٢ ٣ ۴
١ ١ ١
۴ ١ ١

٢ ١٢ ۴ ١۶ ٣ ٢ ١۵ 

١۵ 
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٢ ديفرض کن - ۵ ٣ ١و ۴
٢

۴ و  ۵ مطلوب  باشد ،۶

 .ديده را انجام ضرب همان٧ شماره استفاده از باو سپس  ميمستق قياز طراست 
    پاسخ

١
٢

١ ١

۴ ۵ ۶

٧
١٣
٢

 

٢ ٣ ۴

١ ٧
١٣
٢

٩۵
٢

١٧ ١١  

٠ ٠ ۴٧ ۶
٩۵
٢

١٧ ١١  

 
   .ديکن اديپ ،است  هشد هاحاط ريز ربردا ود هليبوس هک عالضلا یمتواز تمساح  - ۶

٣ ٣ ١ ، ۴ ٩ ٢  
  خپاس

٣ ٣ ١
۴ ٩ ٢

٣ ٠ ٢ ١ ٠ ٩ ٣ ٠ ٢ ١ ٠ ۴ ٣ ٠ ٩ ٣ ٠ ۴  

١۵ ٢ ٣٩  
  سپ

١۵
٢

٢
٢

٣٩
٢

۵ ١  

 
 
 .ديکن اديپ ،است  هشد هاحاط ريز ربردا ود هليبوس هک عالضلا یمتواز تمساح - ٧

٣ ٣ ١ ، ١٢ ١٢ ۴   
  خپاس

٣ ٣ ١
١٢ ١٢ ۴

 

  ؟چرا   .است رصف عالضلا یمتواز نيا تمساح سپ ،  است رصف ،صفر  ربردا رمقدا هک ميدان  یم
  هک ديکن  یم هملاحظ ديکن هتوج راگ

۴  
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 کي رمجاو عاضلا ديبا و ربردا ود٢ هشمار ساسا رب  .هستند یمواز ربردا ود نيا یعني
 هشد ليتشک عالضلا یمتواز تمساح یبردار بضر قيطر زا ميبتوان ات ددهن ليتشک ار عالضلا یمتواز

   .دهند  ینم ار رمجاو عاضلا ليتشک سپ ،هستند  یمواز ربردا ود نيا اام  .ميآور تبدس ار
   .است دعمو ربردا ود ره رب هک تاس ربردا کي ،بردار  ود یبردار بضر هک ميدان  یم ، گريد فطر زا

   .است هنشد ليتشک يیالضلا یمتواز هک ديکن  یم هملاحظ ريز ريتصو هب هتوج  با
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  Lines in Spaceدر فضا  خط- ٣.۶  
خط  و بردار با  هم  ييم، پس تعجب ندارد که بگو يمکن  یتصور مدار پاره خط جهت  يکچون بردار را 

   دارند. يکارتباط نزد
 

  Equations of Lines in Spaceمعادله خطوط در فضا 
دو نقطه    باشد. بردار  یوازمهستند ، اگر  یموازو خط بردار  يک ييمگو  یم

  ريتصو  کند.  یرا به هم متصل م یروو  زيمتما

 
است ، بردار  یگذرد و مواز  یمکه از نقطه خط  یدسيبر اساس هندسه اقل

  یموازاست اگر فقط و فقط خط  یروس نقطه پ  منحصر به فرد است.
٣بخش  یمواز یبردار ها فيپس بر اساس تعر  باشد.   یعني نيا٣

١  
 عدد مناسب  کي یبرا

پس   است.باشد ، پس و اگر 
  کرد.  یسيباز نو ريصورت ز را به ١توان شماره   یم

٢  
نقطه  کيباشد که مبدا را به  یتواند هر بردار  یمچون  است.  یمعادله بردار کي٢شماره 

 یمعادله ها یاديباشد ، پس تعداد ز یمواز یتواند هر بردار  یمکند و چون   یمتصل م یرو
   دارد. وجودخط  کيبردار  یبردار

 
 خط در فضا  کيکردن معادله  دايدوم پ قيطر

  یدسيپس بر اساس هندسه اقل  باشد. یمواز صفر  ريو بردار غ یرونقطه  ميکن  یفرض م
  یموازو فقط فقط  است ، اگر  یرومانند  یگرينقطه د  منحصر به فرد است.خط 
   باشد.
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   .ميدارعدد مناسب  کي یبرا ايو 
 

  ندارد.   یمبدا شروع شود. فرقتواند از   یمبردار  که  ديکن  یملاحظه م ريتصو
  ريتصو

 
 

١که شامل نقطه   یخط یبرا یمعادله بردار کي– ١مثال  ٢ یاست و مواز٣ ٣ 
   .ديکن دايباشد ، پ
 پاسخ 

   .ميدار٢شماره  بر اساس
٣ ٢ ٣  

  اي
١ ٢ ٣ ٣  

از مبدا شروع و ٢عدد  ريتصودر   .ميفرض کرد١ ريتصو نيدر ا ريتصو
   .ميرس  یم حيصح جهيپس هر دو حالت به نت نشده.

 
 

 یسيباز نو ريتوان به صورت ز  یرا م٢پس شماره    باشد. ديفرض کن  
 کرد. 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



صرافانوشـيروان  فضا در خط   جلد سوم حسابان ۶.٣ 

262 
 

  
  ايو 

، ، ٣  
 

و اگر   نامند.  یمپارامتر  کيرا و  یپارامتر یمعادله هارا ٣شماره  یمعادله ها
   را دارد. ريز یپارامتر یو معادله ها دارد قرارصفحه مختصات  درباشند ، پس 

، ،  
٣بخش ٣شماره  یپارامتر یهمان معادله هابالا  یمعادله ها    کتاب انتگرال آوا است.۴

 
٢که شامل   یخط یپارامتر یمعادله ها – ٢مثال   ۴ ٣ یو مواز١ ١

٢
 دايپ باشد ، 

   .ديکن
 پاسخ 

٢ مياگر فرض کن ۴ ٣و ١ ١
٢

در  شماره 

   .ميباشد ، دار٣

٢ ٣ ، ۴
١
٢

، ١  

  ريتصو
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١که از نقطه خط  یپارامتر یمطلوب است معادله ها– ٣مثال  ٢ و  گذرد  یم یبرا٣
٣که از نقطه ١ یبرا    گذرد.  یم۴

 پاسخ 
 ١ یاست برا٣و  یاست برا١باشد ، پس چون اگر 

    .ميپس دار
١ و ٣ ١  

٣ ميه دوم دارپس از معادل  است.١از معادله اول  ٣ ١ پس ٢
١  است.٢

 است ، پس    اگر
٢ و ١  

٢لذا ٢ ميپس بر اساس معادله دوم دار٢ ميبر اساس معادله اول دار ٢ 
   .ميباشد ، پس داراگر  تيو در نها  است.

٣ و ۴ ١  
 یپارامتر یمعادله ها جهيدر نت٣پس ١و٣ ميبالا ، دار قيبه همان طر

  است.  ريداده شده را بر قرار کند ، مطابق ز  طيکه شرا
١ ٢ ، ٢ ٢ ، ٣  

 
،کدام از  چيه٣اگر در شماره  باز  ريرا به صورت ز٣شماره  ميتوان  ینباشند ، م ،

   .ميکن یسينو
۴  

 
 ديتوجه داشته باش  نامند.  یمخط  Symmetric Equations    یتقارن یمعادله هارا ۴شماره 
 یموازبردار  کي یدر صورت کسر ها و مولفه ها۴در شماره  یروصات نقطه که مخت

   شوند.  یم ظاهر۴شماره  یدر مخرج کسر ها
 

١که شامل نقاط خط  یتقارن یمعادله ها– ۴مثال  ۴ ۶ ٢و ۵ ٢ است ، ٣
   .ديکن دايپ

 پاسخ 
دو نقطه ٢و ١چون   .ميکن  یم دايپ یموازبردار  کيابتدا ۴شماره کار بردن ب یبرا

١هستند ، بردار  یمتفاوت رو    .ميپس دار  مورد نظر باشد. تواند بردار  یم٢

١ ٢ ٢ ٣ ۵  
۴ ميکناگر فرض انتخاب  نيا یبرا ۶ قرار دارد ، پس بر اساس شماره  یرو۵
   است. ريمطابق ز یتقارن یمعادله ها۴
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۴
٢

۶
٣

۵
۵

 

٢ مي، اگر فرض کن قيطر نيهم به    است. ريمطابق ز یتقارن یباشد ، معادله ها یرو٣
٢

٢
٣

٣ ۵
 

  ريتصو

 
  باشد.  ريز یمعادله ها یدارا ميکن  یمفرض  -۵مثال 

٣
٢

١
١

٢ 

  . ديکن دايپ یرو و دو نقطه یبردار مواز کي
 پاسخ 

 پس   هستند. یموازبردار  کي یها ، مولفه ها معادله یاعداد داده شده در مخرج ها
٢  

٣نقطه  ١  ميفرض کن ميتوان  یم یرو١کردن  دايپ یقرار  دارد ، برا یرو٢
 پس باشد ، ١

١ ٣
٢

١
١

٢ 

١لذا ١و .ميدار ١    قرار دارد. یرو هم١
 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



صرافانوشـيروان  فضا در خط   جلد سوم حسابان ۶.٣ 

265 
 

 صفر،کدام از اعداد  چيه ميفرض کرد۴شماره   یتقارن یبدست آوردن معادله ها یبرا
مثلا فرض   کنند.  یم رييتغ یتقارن یاعداد صفر باشد ، پس معادله ها نيااز  دو تا اي و  یکياگر   .ستندين
   شود.  یم ريبه صورت ز٣صفر نباشند ، پس شماره و    اماباشد ، ميکن  یم

، ،  
   .ميآور  یبدست م ريز ی، معادله ها ميحل کن یبالا را برا یاگر معادله ها

 

٢که از نقطه  یتقارن یمثلا معادله ها ١ ٢ یگذرد و مواز  یم١ است ، مطابق  ٣
 است.  ريز

٢ ،
١

٢
١

٣
 

 شود   یم٣باشد ، پس شماره و  ميکن  یو فرض م ميرو  یقدم جلو تر م کي
، ،  

 است.  ريبه صورت ز یتقارن یمعادله ها جهيو در نت
،  

 کيلذا   است.آن است و مختصات آن مختصات  یرو ی، هر نقطه ا یعني نيا
 باشد. ايو اگر  بيترت نيبه هم  گذرد.  یماست که از نقطه  یخط عمود

  
١که شامل نقطه  یتقارن یمعادله ها– ۶مثال  ١ ٢ بردار یو مواز١  دايباشد ، پ٣

   .ديکن
 پاسخ 

   است. ريبه صورت ز٣است ، پس شماره حالت  نيدر ا
١ ٢ ، ١ ، ١ ٣  

   داشت. ميخواه یبالا را برا یاگر معادله ها

١ ،
١

٢
١

٣
 

 
،  لياز قب  یمثال خوب  شود.  یاستفاده از بردار ، آسان م قي، از طر دهيچياز مسائل مشکل و پ یاريبس

   نقطه خارج آن خط است. کيخط و  کي نيفاصله ب محاسبه
  

  Distance From a Point to a Line Theoremخط  کينقطه تا  کيفاصله   هيقض
 خارج خط  یا نقطه١ ميکن  یو فرض م  باشد.بردار  یخط مواز کي ميکن  یفرض م

   است. ريمطابق زو ١ نيپس فاصله ب  باشد.

١ ۵  

   باشد. ینقطه رو کيکه   یدر صورت
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 اثبات 

  ريتصو  .باشدکه  یباشد ، بطور١و  نيب هيزاو يمکن  یفرض م
 پس 

١  
  . ميچون دار

١ ١  
 پس 

١  

 
  ثابت  شد.  هيقض

٢است فاصله نقطه  مطلوب – ٧مثال  ١    .ريز یپارامتر یبا معادله هاتا خط ١
٣ ١ ٢ ، ۵  

  پاسخ
١که  ديکن  یم ملاحظه  ٢است ، اما خط  یرو۵ ١ و بردار   . ستينخط  یرو١

٣ ١ ميکن  یپس فرض م  است.خط  یمواز٢ ١و ۵ ٢ ١ ١ 
٣و     .ميدار۵پس بر اساس شماره   باشد.٢

١ ٣ ٢ ٢ ۴
٣ ٢
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٣ ٢ ٣
٢

٢
٢

١
٢

١۴ 

٣ ٢ ٢ ۴ ٣ ٢ ١
٢ ۴

٨ ١۴ ۴  

٨ ١۴ ۴ ٨
٢

١۴
٢

۴
٢

٢٧۶ 
  تيدر نها

٢٧۶

١۴

١٣٨

٧
 

 
  Circular Cylinderاستوانه مدور اندازه باشد ،  کيبه خط  کيکه فاصله آنها تا  یمجموعه نقاط

  ريتصو  است.و شعاع   محور  یاستوانه دارا نيا نامند.   یم

 

٢است با  یمساوتا محور چون فاصله هر نقطه  استوانه  یروپس ٢
   .مياست ، اگر فقط و فقط داشته باشو شعاع آن قرار دارد که محور آن ، محور  یا

٢ ٢  
  ريتصوو محور استوانه است با شعاع   کي، معادله  ريپس معادله ز

٢ ٢ ٢ ۶  
   دائره. کيمعادله  یدو بعد ستمياستوانه است ، اما در س کيمعادله  یبعد  سه ستميدر س۶شماره 
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 کي یسه بعد ستميدر س  اما است.  یضيب کي، معادله  ريمعادله ز یدو بعد ستميدر س اقيس نيبه هم

  ريتصو است.  یضوياستوانه ب
٢

٢

٢

٢
٢ ٧  
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 ۶.٣ ناتيتمر
 یمعادله بردار کياست ، بردار  یگذرد و مواز  یکه از نقطه داده شده م  یخط یبرا ريز ناتيدر تمر

   .ديکن دايپ یتقارن ی، و معادله ها یپارامتر ی، معادله ها
١ ٢ ١ ؛ ٣ ٣  

٢ ٣ ۴ ۵ ؛
١
٢

١
٣

١
۶

 

٣ ٢ ۵ ؛ ٢ ٣  
 
١که شامل نقاط  ديکن دايپ  یخط یبرا یپارامتر یمعادله ها - ۴ ٢و ١ ۵    است.٧
 
١که شامل نقاط  ديکن دايپ  یخط  یتقارن یمعادله ها - ۵ ١و ١ ١    است.٧
 
٢که شامل نقاط   یخط ديشان دهن - ۶ ١ ٧و ٣ است که شامل   یاست ، عمود بر خط٩

١نقاط  ٢و ۴ ٣    است.١
 
١و ۵که شامل نقاط   یخط دينشان ده - ٧ ١  یاست با معادله ها  ی، عمود بر خطاست۴
   .ريز

٧
٣

۴
٩

٣
 

 
١است که از نقاط   یخط ديفرض کن - ٨ ١ ٢ ٢و ٣ ٢   گذرد.  یم١

  را بر قرار کنند.  ريز طيکه شرا ديکن دايرا پ یپارامتر یمعادله ها
 مربوط  است به  ١ 

 ٢مربوط  است به  ٢
٣که شامل نقطه   یمبدا مختصات و خط نيفاصله ب – ٩ ٣ ٢بردار  یو مواز٣ ٣ ۵ 
  . ديکن دايپ
 

  . ديکن دايرا پ ريز یدو خط مواز نيفاصله ب - ١٠
١

٢
١

١
٢

٢ ٢
٢

١
٣

٢
 

   .ديکن دايباشد ، پکه محور آن محور  یبطور٢معادله استوانه با شعاع  - ١١

١نقاط  ايآ - ١٢ ۴ ۴و ٢ ٣ ۵و ۵ ١  .ديده حيخط هستند؟ توض کي یرو٨
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 ۶.٣ ناتيتمرپاسخ 
 یمعادله بردار کياست ، بردار  یگذرد و مواز  یکه از نقطه داده شده م  یخط یبرا ريز ناتيدر تمر

   .ديکن دايپ یتقارن ی، و معادله ها یپارامتر ی، معادله ها
١ ٢ ١ ؛ ٣ ٣  

 پاسخ 
  ميمساله دار اساس فرضبر    

٢  
   است. ريخط مطابق ز یبردارپس معادله 

٢ ٣ ١ ۵  
  است. ريمطابق ز یپارامترمعادله 

٢ ٣ ، ١ ، ۵  
   است.  ريمطابق ز یمعادله تقارن

٢
٣

١
١ ۵

 

 

٢ ٣ ۴ ۵ ؛
١
٢

١
٣

١
۶

 

 پاسخ 
  ميمساله دار بر  اساس فرض

٣ ۴ ۵  
   است. ريخط مطابق ز یبردارپس معادله 

٣
١
٢

۴
١
٣

۵
١
۶

 

  است. ريمطابق ز یپارامترمعادله 

٣
١
٢

، ۴
١
٣

، ۵
١
۶

 

   است.  ريمطابق ز یمعادله تقارن
٣

١
٢

۴
١
٣

۵
١
۶
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٣ ٢ ۵ ؛ ٢ ٣  
 پاسخ 

  ميمساله دار بر  اساس فرض
٢ ۵  

   است. ريخط مطابق ز یبردارپس معادله 
٢ ٢ ۵ ٣  

  است. ريمطابق ز یپارامترمعادله 
٢ ، ٢ ، ۵ ٣  

   است.  ريمطابق ز یمعادله تقارن

٢ و
٢

۵
٣

 

 
١که شامل نقاط  ديکن دايپ  یخط یبرا یپارامتر یمعادله ها - ۴ ٢و ١ ۵  است.٧

    پاسخ
١ ، ١ ،  

٢ ١ ١ ، ۵ ١ ۴ ، ٧ ٧ 
   است. ريمطابق ز یپارامتر یپس معادله ها

١ ، ١ ۴ ، ٧  
 
١که شامل نقاط  ديکن دايپ  یخط  یتقارن یمعادله ها - ۵ ١و ١ ١    است.٧

 پاسخ 
١ ، ١ ،  

، ، ٧ 
   .است ريمطابق ز یتقارن یپس معادله ها

١ ، ١ 
  

٢که شامل نقاط   یخط دينشان ده - ۶ ١ ٧و ٣ است که شامل   یاست ، عمود بر خط٩
١نقاط  ٢و ۴ ٣  است.١
    پاسخ

٢که از نقاط   یخط ١ ٧و ٣    .ريزاست ، با معادله  ١ یگذرد ، مواز  یم٩

١ ٢ ٧ ١ ٩ ٣ ٢ ٨ ۶  
١که از نقاط   یخط ٢و ۴ ٣  .ريز  است ، با معادله٢ یگذرد ، مواز  یم١

٢ ٢ ١ ٣ ١ ۴ ٣ ٣ ٣  
   .ميچون دار

١٠ ٢ ٢ ٣ ٨ ٣ ۶ ٣  
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   .ريز رين دو خط هم بر هم عمود هستند. تصوپس آ عمود هستند ، بر هم ٢و ١پس 
 

 
 
١و ۵که شامل نقاط   یخط دينشان ده - ٧ ١  یاست با معادله ها  یاست، عمود بر خط۴
   .ريز

٧
٣

۴
٩

٣
 

 پاسخ 
١و ۵که از نقاط    یخط ١    است. ريزمعادله   با١بردار  یگذرد مواز  یم۴

١ ١ ١ ۴ ۵  
  ريز یبا معادله هاخط 

٧
٣

۴
٩

٣
 

   است. ريزمعادله  با ٢بردار  یمواز

٢ ٧ ۴ ٣  
 و چون 

١٠ ٢ ١ ٧ ١ ۴ ١ ٣  
   ا آن دو خط بر هم عمود هستند.بر هم عمود هستند و لذ٢و ١است ، پس 
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١است که از نقاط   یخط ديفرض کن - ٨ ١ ٢ ٢و ٣ ٢   گذرد.  یم١
  را بر قرار کنند.  ريز طيکه شرا ديکن دايرا پ یپارامتر یمعادله ها

 مربوط  است به  ١ 

 ٢مربوط  است به  ٢
 پاسخ 

 باشند   یم ريبه شکل ز یمعادله پارامتر٣اساس شماره بر   
،  

 .  ميپس دار٢مربوط است به ٢و مربوط است به ١چون 
١ ٠ ، ٢ ٠ ، ٣ ٠  

٢ ٢ ، ١ ٢ ، ٢  
 پس 

١ ، ٢ ، ٣  
١
٢

٢
٣
٢

،
١
٢

١
١
٢

،
١
٢

٣
٢

 

   هستند. ريمطابق ز یپارامتر یپس معادله ها

١
٣
٢

، ٢
١
٢

، ٣
٣
٢

 

 
٣که شامل نقطه   یمبدا مختصات و خط نيفاصله ب – ٩ ٣ ٢بردار  یو مواز٣ ٣ ۵ 
  . ديکن دايپ

 پاسخ 
   است. ريز یبردارمعادله  یخط دارا

٣ ٢ ٣ ٣ ٣ ۵  
٣ ميکن  یفرض م   .ستيآن خط ن یرو١باشد ، پس ١اگر و  ٣ ٣ 

٢ ميکن  یو فرض م  باشد. ٣       پس  .باشند   یموازو که  یبطور باشد ،۵

١ ٣ ٣ ٣  
   است. ريمطابق ز و خط داده شده ،١ نيفاصله ب۵و بر اساس شماره   .است

٢ ٣ ۵ ٣ ٣ ٣

٢
٢

٣
٢

۵
٢

٣ ٢ ٧ ۵

٣٨
٣

٣٩
١٩
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  . ديکن دايرا پ ريز یدو خط مواز نيفاصله ب - ١٠
١

٢
١

١
٢

٢ ٢
٢

١
٣

٢
 

 پاسخ 
١که  ديکن  یملاحظه م ١ ٢  خط اول قرار دارد. یرو٢     . مدوخط  یرو٣

٢دار بر  پس   خط اول است. یمواز٢
٢ ٢ ٣

٢ ٢
 

۵ ۵
٣

۵
٣

٢ 

 

   .ديکن دايباشد ، پکه محور آن محور  یبطور٢معادله استوانه با شعاع  - ١١
 پاسخ 

٢ ٢ ٢ ٢ 
٢ ٢ ٢ 
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١نقاط  ايآ - ١٢ ۴ ۴و ٢ ٣ ۵و ۵ ١  .ديده حيخط هستند؟ توض کي یرو٨
    پاسخ

١که از   یخط ۴ ۴و ٢ ٣ ٣یگذرد ، مواز  یم۵ ٧ که از   یو خط  است.٧
١ ۴ ۵و ٢ ١ ۶ یمواز گذرد ،  یم٨ ١۴ دو  نيچون ا  است.١

   ندارند. قرار خط کي یرو سه نقطه نيا ، ستندين یمواز بردار
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  Planes in Spaceصفحه در فضا - ٧.٣
  

صفحه  يک، فقط  يقطر ينبه هم خط باشد.  يکبر نقطه وعمود  يکصفحه وجود دار که شامل  يکفقط 
 کي،  گريبه عبارت د يرتصو  صفر باشد. يربردار غ يکوجود دار که شامل نقطه و عمود بر 

  شود.   یصفر مشخص م ريبردار غ کينقطه و  کيصفحه توسط 

 
  Equation of a Planeصفحه  يکمعادله 
.باشد صفر ريغبرداريک  و نقطه  کي يمکن  یفرض م

 اگر بر عمود و است شامل  که ، است صفحه یرو مانند نقطه کيپس 
 بردار فقط و فقط

 
  است.  ريز یمعادل تساو نيکه ا  است.٠ یعني نيا   ريباشد.تصوعمود بر 

١  
 

  یرا بدست م ريمعادله زو فرض ١با بسط دادن سمت چپ شماره 
   .ميآور

٢  
 

است و شامل هستند که عمود بر صفحه  یمعادله ها٢و ١ یشماره ها یهر دو معادله ها
  Normal to  نامند.  یمبردار عمود بر را بردار   است.نقطه 

و   ند. ظاهر شده ا٢و ١ یمعادله ها یها بيبه عنوان ضر یکه مولفه ها يدکن  یملاحظه م
   ند. ظاهر شده ا١معادله شماره  یداخل پرانتز هامختصات نقطه 
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٢که شامل نقطه  ديکن دايرا پ یمعادله صفحه ا – ١مثال  ۴ ٧است و بردار  ۵ عمود بر ۶
   آن صفحه است.

   پاسخ 
   .ميکن  یم نيرا جانش رياعداد ز١در معادله شماره 

٢ ۴ ، ۵ ، ٧ ، ، ۶ 
  . ميپس دار

٧ ٢ ۴ ۶ ۵  
٧ ۶ ۴۴ 

 
١که شامل نقطه  ی، بطور ديکن ديرا پمعادله صفحه  – ٢مثال 

٢
 باباشد و عمود بر خط ٣

 . ريمعادله ز
١

۴
٢

١ ۵
 

 پاسخ 
۴مثلا   خواهد بود.عمود بر  یمواز یاست ، هر بردارعمود بر چون  ۵ 

۴ ميکن  یپس فرض م است. عمود بر  بدست  ريپس معادله صفحه مطابق ز,باشد ۵
  ريتصو . ديآ  یم

۴
١
٢

١ ۵ ٣  

۴ ۵ ١٧ 
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٢بردار عمود بر صفحه  کي – ٣مثال  ٣ ٧   . ديکن دايپ٣۵
 پاسخ 

  . ميپس دار از معادله داده شده خواند.  مايتوان مستق  یرا م یبردار نيچن
٢ ٣ ٧  

  ريتصو

 
٣نمودار صفحه  -۴مثال  ٢   . ديرا رسم کن۶

 پاسخ 
، محل برخورد با  ميکن  یرا که استفاده م ینقاط شود.   یآن مشخص م یرو زيسه نقطه متما لهيصفحه بوس

صفر و    ميکن   یم فرضبا محور    یتلاقکردن محل  دايپ یبرا  است. یمحور ها
    .ميکن  یم حل یباشند، و سپس معادله داده شده را برا

٣ ٢ ۶ 
٢ 

 هستند.۶و ٣و ٢نقاط  نيپس ا۶و٣ يمدار ياقس ينبه هم
   ريتصو
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٣صفحه نمودار  – ۵مثال  ٢  .  ديرا راسم کن۶
 پاسخ 

است و با ٢نقطه با محور  یکه محل تلاق ميشو  ی، متوجه م ميعمل کرد۴همانطور که در مثال 
   .ميکن  یعمل م ري، مطابق ز ميکن دايپبا محور  یمحل تلاق ميبخواهاگر   است.٣نقطه محور 

٣ ٢  
  ريتصوو ٣و ٢.  ميلذا دار  کند.  ینم یتلاقپس صفحه با محور 

   است.صفحه عمود بر صفحه 

 
،سه نقطه  ١    کنند.  یصفحه را مشخص م کيخط نباشند ،  کي یکه رو  یدر صورت٢

و سپس  ميده  یم ليتشک٢و ١بردار عمود بر صفحه ، ابتدا دو بردار  کيکردن  دايپ یبرا
 یبردار صفحه هستند ، ضرب یمواز٢و ١چون   .ميکن  یآنها را محاسبه م یضرب بردار
  ريتصو  و لذا عمود بر صفحه خواهد بود. عمود استبردار  آنها بر هر دو
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١شامل نقاط  که ديکن دايصفحه را پ کيمعادله  – ۶مثال  ١و ٢ ١ ٣ و ۴

٢ ٣ ۵    باشد.٧
 پاسخ 

  . ستندين یمواز ريگانه زدو  یکه بردار ها ديکن  یابتدا ملاحظه  م

١ ٢ ٣ ٢  

٢ ٢ ۵ ۵  
١نقاط و لذا   ميبردار عمود خواه کيکردن  دايپ یبرا کنند.   یصفحه را مشخص م کي٢

 داشت.

١ ٢ ٢ ٣ ٢
٢ ۵ ۵

۵ ١۴ ١۶  

١عمود بر صفحه است و چون  و  ميبر  یرا بکار م١صفحه قرار دارد ، شماره  یرو٢
   است. ريمعادله صفحه مطابق ز کي ميريگ  یم جهينت

۵ ١ ١۴ ١۶ ٢  
  ايو 

۵ ١۴ ١۶ ٢٧ 
  ريتصو
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   Distance from a Point to a Plane Theoremصفحه  کينقطه تا  کي نيب فاصله هيقض
    خارج نقطه کي١ ميکن  یو فرض م  عمود بر آن.بردار و   صفحه باشد کي ميکن  یفرض م

  است.  ريمطابق زو ١ نيپس فاصله ب٠
٠ ١ ٣  

   تواند باشد. یم یرو ینقطه ا ريهدر فرمول بالا ، 
 
 

 اثبات 
    ميکه داشته باش یباشد ، بطور١و  نيب هيزاو ميکن  یفرض م

اگر 
٢

   .ميباشد ، پس دار

١  
  ريتصو

      اگر  اما
٢

  ميدار باشد ، پس    

١ ١  
  است. ريچه باشد ، مسافت مطابق زهر پس    ريتصو

١  
 اما 

٠ ١ ١  
 که  یبطور

١

٠ ١  
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١نقطه  نيبفاصله  – ٧مثال  ١ ١ ٣ و صفحه٢ ٢    .ديرا محاسبه کن١
 پاسخ 

  یعني دهد ،  یبه  ما مبردار عمود  کيمعادله صفحه ، 
٣ ٢  

   ميکن  یکار فرض م نيا ی. براميکن دايآن پ ینقطه رو کي ميتوان  یم نياز معادله صفحه همچن  
محاسبه  کي  صفحه است. یرو١که  یاست ، بطور١پس   باشد.

   دهد.  یرا به ما م ريساده بردار ز

١ ١ ١ ٢ ١  
 و 

٠ ١ ٣ ١ ٢ ١ ١ ١ ٣ ٢ ١ ۴  
 پس 

٠ ١ ۴

٣
٢

٢
٢

١
١

۴

١۴
 

 
 

  ٧.٣ ناتيتمر
   بر آن عمود باشد.باشد و بردار که شامل  ديکن دايصفحه را پ کيمعادله  ريز ناتيتمردر 

١ ١ ٢ ٣ ۴ ١۵
١
٢

 

٢ ٩ ١٧ ٧ ٢ ٣  
٣ ٢ ٣ ۵  

 
١که شامل نقطه  ديکن دايرا پ یمعادله صفحه ا - ۴ ١    باشد. ريز یتقارن یها و خط با معادله٢

٢ ١
۵

٢
 

 
٢که شامل نقطه  ديکن دايپ را یمعادله صفحه ا - ۵ ١

٢
١
٣

 یباشد با معادله ها  یبر خط و عمود باشد
    .ريز یپارامتر

٢ ،٢ ٢ ۵ ، ٩  
 
   باشد. ريز صفحه دو  یمحل تلقخط  ديفرض کن - ۶

٢ ٣ ۴ ٢ و ١ 
   .ديکن دايرا پ یمعادله بردار –الف 
٩نقطه  شامل وعمود بر  که ديکن دايپ را یا معادله صفحه –ب  ١٢    باشد.١۴
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٣نقطه  نيفاصله ب - ٧ ١ ٢صفحه  و۴    .ديکن دايرا پ۵
 
   است. ريز مطابقمبدا و صفحه  نيفاصله ب که دينشان ده - ٨

٢ ٢ ٢
 

 
٣از  فاصله آنها که ینقاط یمکان هندس - ٩ ١ ۵و ۵ ١ صفحه  کياندازه باشد ،  کيبه  ٣

   .ديکن دايمعادله آن صفحه را پ  است.
 
 

   .دينمودار صفحه داده شده را راسم کن ريز ناتيدر تمر

١
١
٢

١
٣

١ 

١١ ۴ ٣ ۶ 
 

٢که نقاط  دينشان ده - ١٢ ٣ ١و ٢ ١ ١و ٣ ۵و ١ ٩  کي یرو  یهمگ۵
   صفحه قرار دارند.

 
و و ١ یروو  ديو فرض کن  دارند. یبا هم تلاق٢و ١ یصفحه ها ديفرض کن - ١٣

 است.٢ و١ یمحل تلاق یمواز ديده  نشان  دارند. قرار٢ یرو
 

 ها صفحه کدام و هستند ، یبا هم مواز ها صفحه کدام هستند ، یو مساو رهماننديز یها کدام صفحه - ١۴
  عمود هستند؟ بر هم

٣  
٢  

٢ 
۵ 

 
۴که شامل نقطه  ديکن دايرا پ یمعادله صفحه ا - ١۵ ۵  باشد و ٣

   باشد.صفحه  یمواز  - الف    
   باشد.صفحه   یمواز - ب   
   باشد.عمود بر محور  –ج    

 
   .ديکن دايسه صفحه را پ ی، تمام نقاط تلاق ريز ناتيدر تمر

١۶ ١ ٢ ٣ 
١٧ ٢ ٣ ١ ٣ ٢ ٢  
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 ٧.٣ ناتيپاسخ تمر
   بر آن عمود باشد.باشد و بردار که شامل  ديکن دايصفحه را پ کيمعادله  ريز ناتيتمردر 

١ ١ ٢ ٣ ۴ ١۵
١
٢

 

 پاسخ 

١ ٢ ٣ ۴ ١۵
١
٢

 

۴ ١ ١۵ ٢
١
٢

٣  

٨ ٣ ۶۵  
 

٢ ٩ ١٧ ٧ ٢ ٣  
 پاسخ 

٩ ١٧ ٧ ٢ ٣  
٢ ٩ ١٧ ٣ ٧  

٢ ٣ ٣٩ 
٣ ٢ ٣ ۵  

 پاسخ 
٢ ٣ ۵ ١  

٢ ١ ٣ ۵  
٣ 

  
١که شامل نقطه  ديکن دايرا پ یمعادله صفحه ا - ۴ ١    باشد. ريز یتقارن یو خط با معادله ها٢

٢ ١
۵

٢
 

 پاسخ 
٢نقطه  ١ ١ ميکن  یم  فرض  صفحه. یاست و لذا رو  خط یرو۵ ١ ١ ٢ 

٠ ميکه داشته باش یباشد ، بطور ١ ٣ خط است ، اما  یمواز٢بردار ٧
  ميکن  یفرض م بر صفحه ، بردار عمود کيکردن  دايپ یبرا  .ستين١ یمواز

١ ٢ ٣ ٧ ٢ ٧ ٣  
   است. ريپس معادله صفحه مطابق ز

٧ ٢ ١ ١ ٣ ۵  
٧ ٣ ٢ 
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٢که شامل نقطه  ديکن دايپ را یمعادله صفحه ا - ۵ ١
٢

١
٣

 یباشد با معادله ها  یبر خط و عمود باشد
    .ريز یپارامتر

٢ ،٢ ٢ ۵ ، ٩  
 پاسخ 

٢ بردار عمود بر صفحه کي ۵    است. ريمعادله صفحه مطابق ز کيپس   است.٩

٢ ٢ ۵
١
٢

٩
١
٣

 

۴ ١ ١٨ ١٩ 
 
   باشد. ريز صفحه دو   یتلاقمحل خط  ديفرض کن - ۶

٢ ٣ ۴ ٢ و ١ 
   .ديکن دايرا پ یمعادله بردار –الف 
٩نقطه  شامل وعمود بر  که ديکن دايپ را یا معادله صفحه –ب  ١٢    باشد.١۴

 پاسخ 
٢ یعمود بر بردار هاخط  – الف  ٣   است ، که عمود بر دو صفحه هستند.و ۴
٢ یموازپس  ٣ ۴ ٣ ۶  یمواز جهياست و در نت٣

  یبرا یمعادله بردار کيدو صفحه است ،  یمحل تلاق یرو١چون   است.٢
   است. ريمطابق ز

٢ ١ ٢ ٢  
صفحه مطابق  یمعادله برا کيکه  یاست ، بطور٢بردار عمود بر صفحه  کي – ب 
   است. ريز

١ ٩ ٢ ١٢ ١ ١۴  
٢ ٢٩ 

 
٣نقطه  نيفاصله ب - ٧ ١ ٢صفحه  و۴    .ديکن دايرا پ۵

 پاسخ 
١نقطه  ٣ ١ پس   صفحه است. یرو۵اما نقطه   .ستيصفحه ن یرو۴

١ پس بر   عمود بر صفحه است. باشد ، پس ٢اگر   است.٣
   .مينقطه تا صفحه دار کيفاصله  هياساس قض

٠ ١ ٢ ٠ ٣

٢
٢

١
٢

١
٢

۶

۶
۶ 
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   است. ريز مطابقمبدا و صفحه  نيفاصله ب که دينشان ده - ٨

٢ ٢ ٢
 

 پاسخ 
مبدا تا صفحه و عدد  نيکه فاصله ب یاست ، بطوراگر صفحه از مبدا عبور کند ، پس 

٢ ٢ ٢
 ١ ميکن  یم اگر صفحه از مبدا عبور نکند ، فرض   هر دو صفر هستند.

  صفحه باشد. یروکه  یباشد ، بطورو  ميکن  یفرض م نيباشد و همچن
   .مينقطه و صفحه ، دار نيفاصله ب هيبر اساس قض

٠ ١

٢ ٢ ٢

٠

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢
 

   .ميرس  یم جهينت نيباشند ، باز به هم ايو اگر 
 
 
٣از  فاصله آنها که ینقاط یمکان هندس - ٩ ١ ۵و ۵ ١ صفحه  کي، اندازه باشد   کيبه  ٣

   .ديکن دايمعادله آن صفحه را پ  است.
 پاسخ 

 پس  صفحه باشد.  یرو ميکن  یفرض م

٣
٢

١
٢

۵
٢

۵
٢

١
٢

٣
٢
 

  . ميرسان  یرا به توان دو م نيطرف

٣
٢

١
٢

۵
٢

۵
٢

١
٢

٣
٢
 

   .ميکن  یساده م
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   .دينمودار صفحه داده شده را راسم کن ريز ناتيدر تمر

١
١
٢

١
٣

١ 

 
 

١١ ۴ ٣ ۶ 
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٢که نقاط  دينشان ده - ١٢ ٣ ١و ٢ ١ ١و ٣ ۵و ١ ٩  کي یرو  یهمگ۵
   صفحه قرار دارند.

 پاسخ 
٢ ميکن  یفرض م ٣ ١و ٢ ١ ١ ٢و ٣ ١    باشد.١

١پس  ۴ ٢و ۵ ٣ عمود بر صفحه که بردار   است.٣
  . ديآ  یبدست م ريشامل سه نقطه نام برده باشد ، مطابق ز

١ ٢ ۴ ۵ ٣ ٣ ٣ ٢  
 معادله صفحه  کيپس 

٣ ٢ ٢ ٣ ١ ٢  
  ايو 

٣ ٢ ٢ 
 چون  است. 

٣٠۵ ٢٠٩ ۵ ٢ 
۵ یعنياست ، پس نقطه چهارم  ٩  یهر چهار نقطه داده شده رو تيصفحه است و در نها یهم رو۵

   صفحه است.
 

و و ١ یروو  ديو فرض کن  دارند. یبا هم تلاق٢و ١ یصفحه ها ديفرض کن - ١٣
 است.٢ و١ یمحل تلاق یمواز ديده  نشان  دارند. قرار٢ یرو
 پاسخ 
عمود بر  بيبه ترت جهياست ، و در نتو عمود بر چون 

و هم ١ یرو هم است که  يیتمام بردار ها یمواز است ، و لذا٢و ١
   است.٢و ١ یمحل تلاق یمواز تينها و در قرار دارند٢ یرو
 

 ها صفحه کدام و هستند ، یبا هم مواز ها صفحه کدام هستند ، یو مساو رهماننديز یها کدام صفحه - ١۴
  عمود هستند؟ بر هم

٣  
٢  

٢ 
۵ 

 پاسخ 
 عبارتند از  یعمود بر معادله ها یبردار ها
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  .ستندين یمواز ايو   یمساو  یدو  صفحه ا چي، پس ه ستندين یگري، مضرب د نهايکدام از ا چيو چون ه
  و یصفحه ها هستند ، پس٠و ٠چون 

 و  نيبر هم عمود هستند و همچن
 

۴که شامل نقطه  ديکن دايرا پ یمعادله صفحه ا - ١۵ ۵  باشد و ٣
   باشد.صفحه  یمواز  - الف    
   باشد.صفحه   یمواز - ب   
   باشد.عمود بر محور  –ج    

 پاسخ 
   است. ري، پس معادله صفحه مطابق ز است صفحه عمود بربردار    –الف 

١ ۴ يا ۴ 
   است. ريعمود بر صفحه است ، پس معادله صفحه مطابق زبردار  – ب 

١ ۵ يا ۵ 
  است.  ريعمود بر صفحه است ، پس معادله صفحه مطابق زبردار  – ج 

١ ٣ يا ٣ 
 

   .ديکن دايسه صفحه را پ ی، تمام نقاط تلاق ريز ناتيدر تمر
١۶ ١ ٢ ٣ 

 پاسخ 
٠و ١،  ميمعادله دار نيو دوم نياز اول   یدو را در معادله سوم قرار م نيحالا ا٢

   .ميپس دار  .ميده
٣ ١ ٢ ٣ ٢  

٠و ١ ميو لذا دار  است.پس  ١ یمحل تلاق تيو در نها٢    است.٢
 

١٧ ٢ ٣ ١ ٣ ٢ ٢  
 پاسخ 

٣  .مي. دارميکن  یمعادله را با هم جمع م نيو دوم نياول ٠ ايو ١ ١
٣

  یمعادله م نيدوم

٠شود  ٣ ۵
٣

١١  .مي.  ، پس دارميکن  یمعادله کم م نياز ا معادله سوم را
۶

و لذا 
٢٣
۶

   است. ريمطابق ز یتلاق ، محل تيو در نها

١
٣

١١
۶

٢٣
۶
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 جلد سوم حسابان    
  یبردار یفصل چهارم تابع ها

Vector-Valued Functions 
 يندر ا هستند.   يقیکه هم دامنه و هم برد آنها ، اعداد حق يمرا مورد مطالعه قرار داده ا   يیتا کنون تابع ها

و برد آنها   يقیکه دامنه آنها اعداد حق  يیتابع ها يعنی. يمده  یتابع را مورد بحث قرار م يگریفصل نوع د
  Vector-Valued Functions یبردار یتابع هانوع تابع ها ،  ينبه ا شامل بردار ها است. 

 يکماهواره از  يکحرکت  يفتوص یمثلا ، برا  دارند. يادیز ینوع تابع ها ، کاربرد ها ينا . يندگو  یم
 بردار است کي   آن در  زمان  است و برد  یبازه زمان يککنند ، که دامنه آن   یاستفاده م یتابع بردار

   کند.  یمشخص مماهواره را در زمان   مکان یعني
 : Domainدامنه 
  :Rangeبرد 

 
  یبردار یتابع ها یو مثال ها يفتعر - ۴.١

Definition and Examples of Vector-Valued Functions 
هنگام   .يندگو  یاز اعداد را تابع م يگریمجموعه از اعداد و مجموعه د يک ينکه ارتباط ب يددان  یم

 ينا  .يمکن  یمجموعه از بردار ها برخورد م يکمجموعه اعداد و  يک ينمطالعه حرکت به ارتباط ب
  شود.   یمشخص م یتابع بردار يک يلهارتباط بوس

 
  Definition of Vector-Valued Function یتابع بردار يفتعر

  A Domainدامنه  يکشامل دو بخش است. A Vector-Valued Function   یتابع بردار يک 
بردار  يکهر عدد در دامنه فقط  یکه برا A Rule قانون  يکو  از اعداد است.  یکه مجموعه ا
   دهد.  یاختصاص م

  
 شترياست که در ب نيآن هم ا ليدل شود.   یمشخص م يلهمعمولا بوس یتابع بردار يکاعداد دامنه 

حروف برجسته  لهيمعمولا بوس یبردار یتابع ها  است.  یبازه زمان کيتابع ها معمولا  نيموارد  دامنه  ا
،مانند  به اعداد دامنه    یتابع بردار لهيکه بوس  يیمجموعه بردار ها  شوند.  ینشان داده م،

 شوند.  یم دهينام تابع Range  برد شود   یاختصاص داده م
است که  یشود ، دامنه آن معمولا تمام اعداد  یم فيفرمول تعر کي لهيبوس یتابع بردار کيکه    یهنگام
 مثلا   دارد. یآنها آن فرمول معن یکه برا

٢ ٣ ١ ٢  
   است.بازه دامنه 

١  

   است.١بازه دامنه 
١ برای ۴  
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   است.۴بازه دامنه 
  یقيحق یتابع هاهستند ،   یقيکه دامنه و برد آنها ، اعداد حق  يیبه بعد ، به تابع ها نياز ا

Real-Valued Functions داده شوند. زيتم یبردار  یتا نسبت به تابع ها ,ميگو یم   
١ یعني، مرتبط است   یقيحقبا سه تابع   یبردارهر تابع  ، ٢ ، ٣ 

 دامنه  در عدد هر یبرا
 باشد. مربوط است به مولفه ١ يمکن  یفرض م
 باشد. مربوط است به مولفه ٢ يمکن  یفرض م
 باشد. مربوط است به مولفه ٣ يمکن  یفرض م

١ یپس دامنه هر کدام از تابع ها ، ٢ ،  و   است.همان دامنه ٣

١ ٢ ٣  
 در دامنه  یبرا

١ یتابع ها ، ٢ ،  Component Functions of F  نامند.  یم مولفه یتابع هارا ٣
 

  ديکنفرض  – ١مثال 

١ ۴  
  . ديمولفه آنرا مشخص کن یو تابع هادامنه   باشد.

 پاسخ 

پس دامنه   شده باشند. فيتعر۴و ١و آنها  یاست که برا  ريمقاد هيشامل کلدامنه 

   هستند. ريمولفه مطابق ز یتابع ها  است.١تابع بازه  نيا

١ ، ٢ ١ ، ٣
۴ 

 
 ستميبه س اجياحت قتيدر حق رايز  .ميرا رسم کن یتابع بردار کينمودار  ميممکن است بتوان ريغمعمولا 

با   فقط را  یتابع بردار کي ميتوان  یاما ، م  برد. یدامنه و سه تا هم برا یبرا  یکي  .ميدار یچهار بعد
که  ی، پس هنگام ميدر فضا تصور کن نقطه کيرا به عنوان اگر   .ميرسم برد آن نشان ده

  یم یمنحن نيفراموش نشود که ا   گذارد.  یدر فضا بجا م یمنحن کيکند ،   یم دايپ شيافزا
  ريتصو  باشد. یخط منحن کي ايو  ميخط مستق  کيتواند 

١که از نقطه   یخطدر تصوير  ٣ ٢شود و به طرف   یشروع م٢ ١ ٣ 
٢   یهاد بردار کي یدهد ، دارا  یمکان م رييتغ ١ ١ ٣ ٣ ٢ ١ ۴ ۵ 

١،  ميآورد ريتصو یکه برا یدر مثال ٣ ٢ ١ ۴ ۵ ١ ٣ ۴ ٢ ۵ 
  است.  ريآن مطابق ز یپارامتر یو معادله ها

١ ، ٣ ۴ ، ٢ ۵  
   .ابدي  یم شيافزاکه  یدهد هنگام  یجهت خط  را نشان م ريدر تصو کانيپ
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  مياگر داشته باش  
١ ٢ ٣  

   .ميمشخص کن ريز یپارامتر یرا با معادله ها یمنحن ايخط  ميتوان  یپس م٠در دامنه  یبرا
١ ٢ ٣  

 یمعادله ها لهيبوس اينشان داد و  یتابع بردار کي لهيبوس ايتوان   یدر فضا را م یمنحن کيپس 
   .یپارامتر

 
٢ ديفرض کن – ٢ مثال ٣ ١  که  ینمودار منحن  باشد.٢

   .ديگذارد را رسم کن  یبر جا م
 پاسخ 

  ميباشد ، پس دارمربوط به  یمنحن ینقطه رو کي مياگر فرض  کن
٢ ٣ ، ١ ، ٢  

٣بخش ٣بر اساس شماره  شامل  که است  یخط یپارامتر یمعادله  ها ها نيا که ميکن  یملاحظه م۶
٢نقطه  ٣بردار  یو مواز است١ ٢   ريتصو است. 
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  ميداشته باش ديکن فرض  یبطور کل
 

بلکه ممکن است  , ستندين همه صفراعداد ثابت هستند و در معادله بالا 
بجا مانده  یدهد منحن  ینشان م٢مثال  هيشب ليو تحل هيتجز    دو تا صفر باشند اما نه همه آنها. ايو    یکي

 بردار  یگذرد و مواز  یماست که از نقطه  ميخط مستق کي لهيبوس
  نامند.   یم Linear Function   یتابع خط کيرا  ليدل نيبه هم  است.

 
 ديفرض کن – ٣مثال 

 
کند که   یم ميترس ستميدائره واحد در س کيخلاف عقربه ساعت ،  در جهت دينشان ده باشد. 

   مرکز آن مبدا مختصات است.
 پاسخ 

 و چون   صفر است.مولفه  رايقرار دارد ، ز ستميکند در س  یرسم مکه  یمنحن
٢ ٢ ١ 

نسبت به ، چون  نيعلاوه بر ا  دائره واحد قرار دارد. یرو یها ، پس منحنتمام  یاست برا
  یرا در بر م  یقيتمام اعداد حقکند و   یم جاديا انيرادبه اندازه  هيزاو کيقسمت مثبت محور 

و   شود.  یم  یط لهيدائره بوسدر نتجه تمام   است.  ,دائره واحد یرو یهر نقطه اپس    ، رديگ
در جهت خلاف عقربه ساعت اطراف کند ، بردار   یم دايپ شيافزاکه  ی، هنگام تيدر نها

  ريتصو  چرخد.  یدائره م
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 تصوير 

            
 

   .مينام  یم استاندارد واحد رهيدارا ٣بعد دائره مثال  به نياز ا
 ٢ ريتصو.ميکن  یاستفاده م رياز فرمول  ز ميدائره واحد موافق جهت عقربه ساعت رسم کن ميبخواهاگر 

١  

 
  ميداشته باش ديکنفرض  – ۴مثال 

٢  
   .ديشود ، رسم کن  یم جادياکه توسط  ینمودار منحن

 پاسخ 
 ینقطه رو کي ميکن  یموضوع ، فرض م نينشان دادن ا یبرا دائره است.  کيهم  یمنحن نيا

 پس   باشد.مربوط به  یمنحن
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، ٢  
   .ميآور  یرا بدست م ريمعادله ها معادله ز نياز ا

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ 
  نيو همچن

 

که  ميريگ  یم جهيو نت قرار دارد. صفحه  یو رو٢کره با شعاع  یرولذا نقطه 
 قتيدائره ، در حق یرو یتوان نشان داد که هر نقطه ا  یم نيهمچن  قرار دارد. دائره کي یرو  یمنحن نيا

  ريتصو  است.شده توسط  جاديا  یمنحن
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  Combinations of Vector-Valued Functions یبردار یتابع ها یها بيترک
  Definition فيتعر

و پس  .  یقيحق یتابع هاو   . باشند یبردار یتابع هاو  ميکن  یفرض م
   شوند.  یم فيتعر ريمطابق زو و ٠و و 

٠ ٠  
 

 
 

  . ميداشته باش ميکن  یفرض م -۵مثال 
 
 

 
 مطلوب است 

 و و ٠و و و 
  پاسخ

٢  
 

٣ ٢  
٠ ٢ ٢ 

 
 

 دامنه است.   یقياعداد حق هيشامل کلو بالا بجز  یهادامنه هر کدام از تابع 
   است.شاملو 
 

 یکه منحن نيا یبرا ميکن  یم هيتجز گريد یبه مجموع دو تابع برداررا  یتابع بردار کيدر مثال بعد ، 
   .ميشده را رسم کن  یط
 

 را راسمشده توسط   یط یمنحن، ميداشته باش ديکنفرض  ۶مثال 
   .ديکن

 پاسخ 
   .ميپس دار  باشد.و  ميکن  یفرض م

 
 نقطه مربوط به  نييپا ايبالا و  مايواحد مستقبه اندازه که نقطه مربوط به  یبطور
 یمنحن   ريتصو است ، واحد استاندارد دائره لهيشده بوس جاديا یمنحن ميدان  یچون م  دارد. قرار

   نشان داده شده است. ريدر تصوشده توسط   جاديا
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  یملاحظه م  شود.  یم دهينام Circular Helix مدور چيمار پ ايو  مدور کسيهل ريدر تصو یمنحن
٢مدور  استوانه یرو یمنحن نيا که ديکن ٢    قرار دارد.١

  ريتصو

 
 

نقطه  کي لهيبوس یمنحن ني. انديگو  یم Cycloid  ديکلويس یمنحن نيبه ا . ديرا ملاحظه کن ريز ريتصو
   شود.  یم جاديا , خورد  یمغلت  ميخط مستق کيدائره در امتداد  نيدائره قرار دارد،  و ا کي یکه رو

  . ديمراجعه کن ديکلويس  ليمتحرک ، فا ینمودار متحرک به فصل نمودار ها دنيد یبرا

 
 

در واحد زمان  انيراد کيبا سرعت در امتداد قسمت مثبت محور به شعاع  دائره کي – ٧مثال 
مبدا مختصات  یرودائره باشد که در زمان  ینقطه رو کي ميکن  یفرض م   .خورد  یغلت م

   کند.  یم فيرا توص لهيشده بوس جاديا   یمنحنکه  ديکن دايپ یتابع بردار کي  قرار دارد.
 پاسخ 

توان   یرا مدر زمان از مبدا تا ، بردار  ديکن  یملاحظه م ريهمان طور که در تصو
جهت بردار  از مبدا مختصات است به طرف مرکز دائره وجهت بردار  , نوشتبصورت 

 تا  است مرکز دائره از
 دائره در امتداد محور در زمان  ديکن  ی، ملاحظه م ميسيبنورا برحسب که  نيا یبرا

 محور  تافاصله  واحد  چون  است.مولفه  بيضرپس    است. دهيغلتمسافت 
 ،  ميدار جهيدر نت  است.مولفه  بيضراست ، پس 

در واحد  انيراد کيدائره با سرعت  ميکن  ی، ابتدا فرض م ميسيبنورا بر حسب که  نيا یبرا
  دهياز زمان صفر چرخ آن یکه ط است  يیها انيتعداد راد توان گفت  یم  یعني   غلتد.  یزمان م
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٣به اندازه  هيزاو کيبردار زمان  پس در  است.
٢

محور قسمت مثبت   نسبت به انيراد

٠ ريتصو کردأه است.  جاديا   ميريگيم جهينت پس یعني است ، دائره شعاعچون طول   
 

٣
٢

٣
٢

 

  اتيو در نه
٣
٢

٣
٢

 

١  
 است١ ميفرض کرد ريتصو نيدر ا ريتصو

 
توان   یرا مدر زمان از مبدا تا ، بردار  ديکن  یملاحظه م ريهمان طور که در تصو

بردار جهت  از مبدا مختصات است به طرف مرکز دائره وجهت بردار  , نوشتبصورت 
 تا  است مرکز دائره از

 دائره در امتداد محور در زمان  ديکن  ی، ملاحظه م ميسيبنورا برحسب که  نيا یبرا
 محور  تافاصله  واحد  چون  است.مولفه  بيضرپس    است. دهيغلتمسافت 

 ،  ميدار جهيدر نت  است.مولفه  بيضراست ، پس 
در واحد  انيراد کيدائره با سرعت  ميکن  ی، ابتدا فرض م ميسيبنورا بر حسب که  نيا یبرا

از زمان صفر داوران  آن یکه ط است  يیها انيتعداد راد توان گفت  یم  یعني   غلتد.  یمزمان 
٣به اندازه  هيزاو کيبردار زمان  پس در  کرده است.

٢
 محور  نسبت به انيراد

٠ ريتصو کردأه است.  جاديا   ميريگيم جهينت پس یعني است ، دائره شعاعچون طول   
٣
٢

٣
٢

 

  اتيو در نه
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٣
٢

٣
٢

 

١  
   است.١ ميفرض کرد ريتصو نيدر ا ريتصو

 
 

 

 
  

که  بود Bernoulli  یبرنول نيشناخته شده بود ، اما ا Galileo   لهيتوسط گال دييکلويس دهيگر چه فا
که در  یکردن منحن دايمساله عبارت است پ را مشهور کرد.  زمان نيحل مساله کوتاه تربا  را دييکلويس

مدت از نقطه  نيو در کوتاه تر حرکت کند ديجاذبه قرار دارد ، با ريکه فقط تحت تاث  یشئ کيطول آن 
است.   دييکلويس یزمان لازم دارد منحن نيکه کمتر ینشان داد منحن یبرنول  برسد.نقطه  به

  یها ريتصو
  یها ريتصو
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 ١.۴  يناتتمر
   .يدکن يداداده شده را پ یمولفه تابع ها یدامنه و تابع ها يرز يناتدر تمر

١ ٢ ٣  

٢
١

٢ ۴
 

٣ ٢ ٢  
۴ ٢ ٣  

 اگر 
٢ ٣ و  

 .باشد 
۵  

 اگر 
١

و ١  

 .باشد 
۶  

 اگر 

٢ و ١ ٣ 
 باشد. 

 
  . ديرا هم ذکر کن یجهت منحن . ديرا رسم کن یشده توسط تابع بردار جاديا یمنحننمودار  ريز ناتيدر تمر

٧ ، ١
١
٢

 

٨  
٩ ٢ ١ ١ ٣  
١ ١۶ ٢ ،  
١١ ،

٢
 

١٢ ٢ ٣ ،  

١٣ ٣ ٣ ٣ ٢  

٢کره  یمحل تلاق - ١۴ ٢ ٢    .ديکن دايرا پ ريبردار ز لهيشده بوس جاديا یو منحن١
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 ١.۴ ناتيپاسخ تمر
   .يدکن يداداده شده را پ یمولفه تابع ها یدامنه و تابع ها يرز يناتدر تمر

١ ٢ ٣  
 پاسخ 
١مولفه ها ،دامنه  ، ٢

٢ ، ٣
٣ 

٢
١

٢ ۴
 

 پاسخ 
پس دامنه   شده است. فيها تعرتمام  یبراکه  ميدان  یم

٢ و ٢ ٢ و مولفه ها   است.٢

١ ، ٢ ، ٣
١

٢ ۴
 

 
٣ ٢ ٢  

 پاسخ 
٢ ٢ ٣ ٢ ٣ ١  

 مولفه ها  است.پس دامنه 

١ ٢ ، ٢ ٢ ٣ ٢ ، ٣
٣ ١  

 
۴ ٢ ٣  

 اگر 
٢ ٣ و  

 .باشد 
 

 پاسخ 
٢ ٣ ٢ ٣ ٢ ٢ ٣ ٢ ٣ ٣  

 مولفه ها   است.پس دامنه 

١ ٢ ٣ ، ٢ ٢ ٢ ٣ ، ٣ ٢ ٣ ٣ 
 

۵  
 اگر 

١
و ١  

 .باشد 
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 پاسخ 
١

١
١

 

 است و مولفه ها دامنه پس 

١
١

١ ، ٢
١

، ٣  

 
۶  

 اگر 

٢ و ١ ٣ 
 باشد

 پاسخ 
١ ٣ ١ ٣ ١ ٣ ٢  

١که  یاست ، بطور هاشامل تمام دامنه  ٣  مولفه ها   است.٨پس دامنه   باشد.٢

١
١ ٣ ، ٢

١ ٣ ، ٣
١ ٣ ٢ 

 
 

  . ديرا هم ذکر کن یجهت منحن . ديرا رسم کن یشده توسط تابع بردار جاديا یمنحننمودار  ريز ناتيدر تمر

٧ ، ١
١
٢
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٨  

 
 

٩ ٢ ١ ١ ٣  
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١ ١۶ ٢ ،  

 
 

١١ ،
٢
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١٢ ٢ ٣ ،  

 
 
 

١٣ ٣ ٣ ٣ ٢  
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٢کره  یمحل تلاق - ١۴ ٢ ٢    .ديکن دايرا پ ريبردار ز لهيشده بوس جاديا یو منحن١
 

 پاسخ 
،باشد ، پس  یمنحن یرواگر   است. ،
٢کره   یرواگر  ٢ ٢  باشد ، پس ١

٢ ٢ ٢ ١  
٢که  یاست ، بطور  باشد ، پس ٣اگر   است.٣ ايو ٩

٣ ٣ ٣ ١ ٣  
 باشد ، پس ٣اگر 

٣ ٣ ٣ ١ ٣  
١ یلذا نقاط تلاق ١و ٣    هستند.٣
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  یبردار یتابع ها يوستگیحد و پ - ۴.٢
Limits and Continuity of Vector-Valued Functions 

   است.  يقیحق یتابع ها يوستگیمانند حد و پ يباتقر یبردار یتابع ها يوستگیحد و پ
  

 Definition of Limit of Vector-Valued Function یحد تابع بردار يفتعر
 فياست ، تعربازه باز که شامل  کيتمام نقاط در  یباشد که برا یبردار  تابع کي يمکن  یفرض م

 احتمالا بجز خود   شده باشد.
است ، در حد  ايشود و   یم کينزدبه که  یاست هنگامحد بردار  کي

 که اگر  یداشته باشد ، بطوروجود عدد  کيهر  یاگر برا
 

 باشد ، پس 
 

  ميسينو  یصورت م نيدر ا باشد. 
 

   وجود دارد. مييگو  یو م
 

تا آنجا  ميتوان  یمبه    امکان حد تاکردن  کيبا نزد  یعني مييگو  یم  یوقت
 ، پس  ميفضا تصور کندر  یرا نقاطو اگر   .ميکن کينزدرا به که ممکن است 

 
  ريتصو٠و مرکز باشد با شعاع  یکره ا در داخلاست ، اگر فقط و فقط 

 است.  نيچن یهندس ريبالا به تعب فيپس تعر
 

 که  یوجود دارد ، بطور یگيدر همسابازه باز  کيبا مرکز   یتوپ هر یبرا است ، اگر 
  دهد.   یدر توپ اختصاص م  ینقطه داخل کيدر  یهر عدد یبرا
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  Limit of Vector-Valued Function Theorem یحد تابع بردار هيقض
١ ميکن  یفرض م ٢  اگر دارد ،حد در  کيپس   باشد.٣

١فقط  و فقط ٢  صورت  نيدر ا  داشته باشند. حددر ٣

١ ٢ ٣  

 .است
  
هر دو  دياگر فقط و فقط ، با بالا ،  هيقض مانند ايو   یو کافشرط لازم  یها هياثبات قض یبرا – یآور ادي

 حيصحاگر  ميثابت کن ديباو فقط  اگر فقط ميثابت کن ميخوه  یم  یمثلا وقت .ميشرط را ثابت کن
   است. حيصحباشد ، پس  حيصحاست ، و بر عکس اگر  حيصحباشد پس 

 
 اثبات 
  کيهر  یبرا یعني نيباشد. ا ميکن  یفرض مابتدا 
 باشد ، پس که اگر  یدارد ، بطور وجودعدد 

  ميدار ريمقاد نيچن  یبرا است. 

١ ١
٢

١
٢

٢
٢

٣
٢
 

 
 کند  یثابت م نيا  است.١باشد ، پس اگر    لذا

  و٢داد   نشان توان  یم قيطر نيهم به  است.١

   است.٣
  ميکن  یبر عکس ، فرض م

١ ، ٢ ، ٣  

  ميکن  یفرض مو   باشد ،
 

 آگر   که یوجود دارد ، بطورعدد  کيهر  یبرا  یعني نيا
 پس  باشد ،

١

٣
، ٢

٣
، ٣

٣
 

 پس    باشد ،اگر   جهيدر نت

١
٢

٢
٢

٣
٢
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٣

٢

٣

٢

٣

٢

 

  ميدار حد فياساس تعر پس بر
١ ٢ ٣  

 
   .ديکن دايرا پ ريحد ز – ١مثال 

٢ ٢  
 پاسخ 

   .ميکن  یم دايپ کيبه  کيکردن حد بالا ، حد مولفه ها را  دايپ یبرا

٢ ٢ ٢ ٢  

٢  
 

 یتابع ها بيکردن ترک دايجهت پ  يیکردن فرمول ها دايپ یبرا  ی، راه اسان یبردار یحد تابع ها هيقض
   دهد.  یبه ما نشان م یبردار

 
 

  یبردار یتابع ها یها بيحد ترک هيقض
Limits of Combinations of Vector-Valued Functions Theorem 

 ميکن  یفرض م .  یقيحق یتابع هاو باشند ، و  یبردار یتابع هاو  ميکن  یفرض م
وجود داشته باشد و  نيوجود داشته باشند و همچنو 

   .ميباشد ، پس دار
 

 

 

٠ ٠  

 

 

 
 اثبات 

 شوند.   یثابت مقسمت ها هم مانند قسمت  هيبق . ميکن  یرا ثابت مقسمت 
  ميکن  یفرض م
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١ ٢ ٣ و ١ ٢ ٣  
١،    یحد تابع بردار هيبر اساس قض٠محاسبه  یبراباشد. ٢ ٣ ١ ٢ در ٣

   حد دارند.
   .ميرا بکار بر ميخوانده ا  یقيحق یحد که در مورد تابع ها یايقضا ميتوان  یپس م

٠ ١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣  

١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣  

   .ميرا بکار بر یتابع بردارحد  هيقض ديبا٠محاسبه  یبرا
٠ ١ ٢ ٣ ١ ٢ ٣  

   .ميطرف راست معادله بالا دار یبا ضرب نقطه ا
٠ ٠  

 
   .ميداشته باش ديفرض کن – ٢مثال 

٢ ۴ ٢ و ٣  
مطلوب است 

١
و ٠

١
 

 پاسخ 
  . ميخواسته شده ، دو راه دار یکردن حد ها دايپ یبرا
   .ميکن دايو سپس حد حاصل ضرب را پ ميکن دايرا پو حاصل ضرب  ميتوان  یم - ١
ابتدا  - ٢

١
و 

١
   .ميحد ها را ضرب کن نيو سپس ا ميکن دايرا پ

 کردن دايپ یبرا
١

  ميچون دار  . ميبر  یاول را بکار م  روش  ٠

٠ ٢ ۴ ٢ ٠ ٣  

۴ ۵ 
 پس 

١
٠

١
۴ ۵ ۴ ٣ 

کردن  دايپ یبرا
١

  یحد تابع بردار هيبر اساس قض  .ميبر  یروش دوم را بکار م

١
٢ ۴ ۴  

 و 

١
 

 لذا 

١
۴ ۵  
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 Definition of Continuity of Vector-Valued Function یتابع بردار یوستگيپ فيتعر
  مياست ، اگر داشته باش Continuous  وستهيپدر نقطه  یتابع بردار کي

 

   باشد.در دامنه که   یدر صورت
 

 ريز هيکرد ، پس قض دايتوان جز به جز پ  یشود و چون حد را م  یم فيبر حسب حد تعر یوستگيچون پ
   ثابت کرد.  یتوان به اسان  یرا م

 
 Continuity of Vector-Valued Function یتابع بردار یوستگيپ هيقض

   باشند. وستهيپمولفه آن در  یاست ، اگر فقط و فقط تابع ها وستهيپدر  یتابع بردار کي
 

  است.  حيبسته مصداق دارد و صحبازه باز و هم بازه  یبالا هم برا هيقض
 
 

 ٢.۴ ناتيتمر
  چرا حد وجود ندارد.  ديده حيتوض ايو  ديکن دايحد تابع داده شده را پ ريز ناتيدر تمر

١
۴

 

  
٢ ٣ ۴  

٣
٢

 

 اگر 

۵ ٢ ٢ ٢ ۴ ٢ برای ٢

٢ ١ ۴ ٣ برای ٢
 

   باشد.
 

۴  
 اگر 

١
٢ ٣  

١
 

  باشد. 

۵
٣

٢ ۵ ۶
٣

٢ ٢ ٣
٣

٢ ۴ ٢
٣
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   .دياست مشخص کن وستهيکه در آن تابع داده شده پ ی، بازه ا ريز ناتيدر تمر

۶ ۴ ۵  

٧ ٢  
 

 ٢.۴ ناتيپاسخ تمر
  چرا حد وجود ندارد.  ديده حيتوض ايو  ديکن دايحد تابع داده شده را پ ريز ناتيدر تمر

١
۴

 

 

٢ ٣ ۴ ٣ ۴  

٣ ۴ ٣ ۴  
 

٣
٢

 

 اگر 

۵ ٢ ٢ ٢ ۴ ٢ برای ٢

٢ ١ ۴ ٣ برای ٢
 

   باشد.
 پاسخ 

٢ ٢
۵ ٢ ٢ ٢ ۴ ٢  

٢
۵

٢
٢ ٢ ٢ ۴

٢
٢  

۵ ۴  
 که   یصورتدر 

٢ ٢

٢ ١ ۴ ٣  

٢

٢ ١
٢

۴ ٣

٢
١ ۵ ۴  

چون 
٢ ٢

۵ است ، پس ۴
٢

۵    است.۴
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۴  
 اگر 

١
٢ ٣  

١
 

  باشد. 
 پاسخ 

١
٢

١ ٣  

 وجود ندارد ، پس ١و لذا ١چون 
   وجود ندارد.

 
 

۵
٣

٢ ۵ ۶
٣

٢ ٢ ٣
٣

٢ ۴ ٢
٣

 

٣
٢ ١ ٧  

٣
٢

٣
١

٣
٧  

۴ ١  
 

   .دياست مشخص کن وستهيکه در آن تابع داده شده پ ی، بازه ا ريز ناتيدر تمر

۶ ۴ ۵  
 

٧ ٢  

   است. وستهيبازه پ نيا دراست ، پس  وستهيپدر ٢چون 
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  یبردار یمشتق و انتگرال تابع ها - ۴.٣ 
Derivatives and Integrals of Vector-Valued Functions 

   است.  يقیحق یمشتق و انتگرال تابع ها يفتعر يهشب  يلیهم خ یبردار یمشتق و انتگرال تابع ها يفتعر
  

  Definition of Derivative of a Vector-Valued Functionیبردارتابع مشتق  يفتعر
 اگر  باشد.  یتابع بردار کيعدد در دامنه  کي يمکن  یفرض م

 

  ميسينو  یو م مينام  یمدر مشتق حد را  نيوجود داشته باشد ، ا

 

   است. ريمشتق پذدر  ايو مشتق دارد ،  کيدر  مييگو  یصورت م نيادر 
 

 که  یاست ، بطورکه دامنه آن شامل تمام اعداد  ميکن  یم فيتعر یبردارتابع را مشتق 
 یبرا زيپنينماد لأ  است.در دامنه اش ، هر عدد  یباشد ، و مقدار آن برا ريمشتق پذدر 

   است.نماد مشتق 
   است. ريز قيبه طر یهندس  ريتفس

باشد و مربوط به  یمنحن یرو ميکن  یفرض م  .مينام  یمرا شده توسط  جاديا یمنحن
   دارد.همان جهت بردار قاطع پس ٠مربوط به 

 باشد ، پس    اگر پس 

 

  ريتصو  را دارد.هم همان جهت 

 
 

 کند ،  یم  رييتغ      جهت ،   پسباشدکه اگر   یدر صورت
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  ريتصو  .رديگ  یقرار مدر جهت  یعني
 

 
 

    یعبورمقاطع است که از  یبردار ها یمواز یوجود داشته باشد ، آن حد بردار هاپس اگر 
 مييبگو است اگر   یپس منطق  شود.  یم جاديااست که توسط  یدر همان جهت منحنو   کنند

  ريتصو  است.در نقطه خط مماس بر 

   
  یمشتق تابع بردار  يلمتحرک ، فا یبه فصل نمودار ها یتصوير متحرک مشتق تابع برداربرای ديدن 
  . يدمراجعه کن

١اگر  ٢  باشد ، پس ٣
١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣  

۴بخش  یحد تابع بردار هيبا استفاده از قض از  مايتوان مستق  یرا مکه  ديکن  یملاحظه م٢
   کرد. دايمولفه پ یتابع ها یمشتق ها
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  Derivative of Vector-Valued Function یمشتق تابع بردار هيقض

١ ميکن  یفرض م ٢ است ،  ريمشتق پذدر باشد ، پس ٣
١اگر فقط و فقط  ٢  . ميصورت دار نيدر ا  باشد. ريمشتق پذدر ٣

١ ٢ ٣  
 

   است.  یقيحق یتابع ها  یمشکل ايو   یبه همان اسان یبردار یتابع ها یکردن مشتق ها  داي، پ جهيدر نت
 

 ديتوجه داشته باش .است  دينشان ده  باشد. ديفرض کن -١مثال 
   بردار است. کيخود  نيا راي. زميبه صورت برجسته نشان داد

 
 پاسخ 
ثابت   یتابع ها  یمولفه همگ یتابع ها یعنياست ، ٣و ٢و ١چون 

   .ميهستند ، پس دار
 

   اشتباه نشود.با   است.،  ثابت یتابع بردار کيمشتق  مييبگو ميتوان  یپس م
 

  دينشان ده  باشد. ميکن  یفرض م – ٢مثال 

 
   است.
 پاسخ 

  . ميدارحالت  نيدر ا
١ ، ٢ ، ٣  

 . مي، دار یمشتق تابع بردار هيبر  اساس قضپس 

 
   ثابت است.  یتابع بردار کي،   یخط یتابع بردار کيپس مشتق 

 
   .ديکن دايرا پ  باشد. ديفرض کن– ٣مثال 

 پاسخ 
   .ميپس دار . ميآور  یمولفه ها را بدست م یابتدا ، مشتق ها

 
   .ميکن  یم نيرا جانشسپس 

١ ١  
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اگر   شده هستند. فيبازه ها ، تعرکه در  ميکن  یبرخورد م یبردار یبخش ، اغلب به تابع ها نيا هيدر بق 
 ريمشتق پذدر  یمولفه هااگر  , است ريمشتق پذ در مييگو  یباشد  ، پس م بازه کي

و طرفه در  کي یتابع ها مولفه مشتق ها یعني نيباشد ، ابازه بسته  کياگر   باشند.
  ريمثلا تابع ز  دارند.

١  
١است ، اما در  ريپذمشتق ١در  چون   وجود ندارد.، چون  ستين ريپذمشتق  ١
   وجود ندارد.١

 
  ی، برا ميآرمان گفت ليفرانسيدر کتاب حساب د  یقيحق یتابع ها یکه در مورد مشتق ها یتمام قوأعد بايتقر

مانند اثبات آن تابع ها است که در آن  رييتغ  یآنها هم با کمهم صادق است ، اصالت   یبردار یتابع ها
  . ميآور  یرا بدون اثبات م ريز هيپس قض  کتاب آمده است.

 
  یبردار یتابع ها یها بيترک یمشتق ها هيقض

Differentiation of combinations of Vector-Valued Function Theorem 
، ميکن  یفرض م  ميو داشته باشباشد   ريمشتق پذدر و   باشند. ريمشتق پذدر  

   هستند. قرار بر ريز یها رابطه پس
 
 

 
٠ ٠ ٠  

 
 

 
مطلوب   باشد.٢و ۵ ميکن  یفرض م – ۴مثال 
 و ٠است 
 پاسخ 

   کردن هر کدام از مشتق ها وجود دارد. دايپ یدو روش برا
   .ميريو سپس مشتق بگ ميکن دايها را پ ابتدا حاصل ضرب - ١
   .ميرا بکار بر یبردار یتابع ها بيترک یمشتق ها هيو سپس قض ميکن دايرا پو ابتدا  - ٢

   .ميبر  یم بکار روش اول را٠کردن  دايپ یبرا
٠ ١  

٠
١

٢ ١
١  

   .ميبر  یرا بکار م روش دومکردن  دايپ یبرا
١

٢ ١
و

١
٢  
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١
٢ ١

١ ٢

٢
٢ ١ ٢ ١

 

۵
١

٢

۵
٢  

  تيدر نها
 

۵ ٢
٢ ١

٢
٢ ١

 
   است. ريز یفرع هيقض یبردار یتابع ها یها بيترک یمشتق ها هيمهم قض جهينت
 

  یفرع هيقض
 یوجود دارد بطورعدد مانند  کي نميک  یباشد ، و فرض م ريمشتق پذدر بازه  ميکن  یفرض م

 که 
 

 پس 
٠  

 
 

 اثبات 
   .ميپس دار ميفرض کرد  چون

٠ ٠ ٢ ٢  
مشتق  هياساس قضو بر   است.مشتق آن ١ثابت است ، و بر اساس مثال   یقيتابع حق کي٠پس 

   .ميدار، قسمت  یبردار یتابع ها یها بيترک یها
٠ ٠ ٠  

 که  یبطور
٠  

از   یکيدر دامنه هر  یثابت باشد ، پس برا  یقيتابع حق کياگر  ديگو  یبالا م یفرع هيقض
   بر قرار است. ريز یها یتساو

١  
٢  
٣ و هستند  عمود
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باشد   یشئ کينماد مبدا مختصات باشد و اگر  تيکره با مرکز کياگر  –حالت مخصوص  کي
عمود است بر که  یبطور , ثبت است تابع کيکند ، پس   یحرکت م یکه رو

   ها.تمام  یبرا
 

 مشتق مرتبه دوم 
١ ٢ ٣  

١مثلا اگر  ٢ ٣ ١    .ميباشد ، پس دار٢
١
۴

٣ ٢ ۶ ۴ ٢  

 
 از مقدار و جهت  یبردار یرياندازه گ کيعبارت است از  یسرعت بردار اي Velocity   یتند

 . يیجا بجا 
،  ديکن  یمشاهده م ليسرعت سنج اتومب یکه رو یمثلا عدد،  است یعدد  تيّ کم  کي  Speed سرعت 

  دهد.   یرا در ساعت نشان م ليسرعت اتومب
   است. یبردار تيّ کم کيجسم است و  کيدر سرعت  رييتغ زانيم Accelerationشتاب 

 
  Velocity and Accelerationو شتاب  یتند

   شود.  ی،هنگام مطالعه حرکت مشاهده م کيزيدر ف یبردار یتابع ها یکاربرد مشتق ها نيمهمتر
از زمان   يیتابع ها   ،یمکان آن شئکند ، مختصات   یدر فضا حرکت م  یشئ کيکه  یهنگام
، سرعت ،  ی، تند موضع  بردار اي مکان  باشند. ريتابع ها ، دو مرتبه مشتق پذ نيا ميکن  یفرض  م هستند.

   .ميکن  یم فيتعر ريز قيو شتاب را به طر
موضع بردار  

برداری سرعت يا تندی  

سرعت
٢ ٢ ٢

 

شـتاب
٢

٢

٢

٢

٢

٢

٢

٢
 

 
شود ، اغلب بنام   ینشان داده منماد  با که Position Vector  موضع بردار اي بردارمکان
 بکارسبب نماد  نيبه هم  شود.  یم دهينام Radius Vector  اي  Radial Vector   یبردارشعاع

در   یموضع ش اي از مبدا مختصات تا مکان دار جهت پاره خط کي لهيمعمولاً بوس  شود.  یبرده م
  را  بردار پس باشد ،و  ثابت باشداگر   شود.  ینشان داده مزمان 

   شود.  یم دهينام Displacement Vector  يیبجا   جا  بردار اي مکان رييبردار تغ
  ريدهد تصو  یم نشان را در زمان  یش تا مکاندر زمان   یش مکان مکان از رييبردار تغ نيا
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واحد  یپس ط  یمکان شئدر زمان صفر است و   یمکان شئسمت چپ  ريدر تصو
بردار جا سمت چپ   ريدر تصو  آمده است.٢و ١ بيسمت راست به ترت ريدر تصو  زمان است.

 سمت راست با نماد  ريداده شده و در تصونشان با نماد  يیبجا 

 
 
 یبه مدت سپر يیبرابر است با نسبت جا بجا   Average Velocity متوسط  یتند اي یتند نينگ ايم  

 شده 

 

 وچون  

 

   متوسط. یحد تند اي و یتند  نينگ ايعبارت است از حد م یپس تند
 

   .ميده  یم یشتريب حيروشن بشود ، توض Velocity  یو تند Speed سرعت  نيکه فرق ب نيا یبرا
   شده در واحد زمان. یعبارت است از مسافت ط سرعت

سرعت
شده طی مسافت

شده سپری زمان مدت
 

سرعت
١ متر کيلو

٢ ساعت
۵ ساعت درمتر کيلو  

به طرف  هيثان١متر در ١٣مسافت  مييگو  یمثلا م  جهت. کيعبارت است از سرعت با  یتند
  ميدر جهت مشرق حرکت کرد ايمشرق و 

تندی
١٣ متر
١ يهثان

مشرق جهت در ١ ٣ مشرق طرف به ثانيه در  متر
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   است. دينشان ده  ثابت قرار دارد.در نقطه   یش کي ديفرض کن – ۵مثال 
 پاسخ 

   .ميمکان ثابت است پس دار
 

  جهيدر نت

و  
 

  باشد.  ريز  مطابق  یشئ کيبردار مکان  ايبردار موضع  ديکن فرض -۶مثال 
 

 . ديکن دايرا پ  ی، سرعت ، و شتاب شئ یتند 
 پاسخ 

  یتند

 
 پس شتاب 

 
 و سرعت 

٢ ٢ ٢ 
   است. ريآن مطابق ز یکنند که معادله  پارامتر  یخط حرکت م کيدر امتداد   ی، شئ ۶در مثال 

، ،  
   ثابت و شتاب  صفر.   یندتبا 

 بود  رياگر بردار موضع مطابق ز
٢ ٢ ٢  

و  یاما تند  کرد.  یهمان خط حرکت م یرو  ینباشد ، باز هم شئصفر و  ايکه   یدر صورت
   بود.  یم ريشتاب مطابق ز

٢ ٢ ٢  
٢ ٢ ٢  

نبود ، و شتاب   کرد.  یتر حرکت م   تند , کرد  یم دايپ شيزمان افزا  که یهنگام  یشئحالت ،  نيدر ا
گاز را پدال    کنواختيبطور،  ديکن  یبه حرکت م شروع ليکه بااتومب یهنگام ,مثلا  بود.  یاما ثابت م

 ايسرعت شما ناگهان کم  راياست ، ز، اما شتاب شما  ديريگ  یسرعت م جي. پس به تدرديده  یفشار م
   شود.  یم اديسرعت شما ز کنواختيبلکه بطور   شود.  ینم اديز
 

  .ميده  یکند مورد مطالعه قرار م  یم جاديا سيکلوئيدی یمنحن کيکه   یشئ کي، حرکت  یدر مثال بعد
  دارد قرار  لياتومب کيلبه چرخ  ینقطه رو کيبه صورت   یشئ کيکه  ديطور تصور کن نيا ديتوان  یم
   کند.  یحرکت م ميخط مستق کيدر امتداد  کنواختيبا سرعت   لياتومب  نيا و  
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  ميداشته باش ديکنفرض  – ٧مثال 
١  

   .ديکن   دايباشد، پ که  یبطور     ريمقاد 
  پاسخ

  . ميکن  یم دايرا پمشتق 

١  
  . مياست ، اگر فقط و فقط داشته باشپس 

١  
  ريتصو  باشد.٢  حيصح یهامضرب  ديبا یعنيرابطه آخر ، 

 

 
 
 

٢ حيمضرب صح  اگر  ميديد٧مثال در   ايو مجزا مربوط است به نقاط پس باشد ،   
است که  سيکلوئيد نقاط  نيدرست در ا  قرار دارند.محور  یرو که Cusps  نقاط بازگشتبنام منفرد  

  است.  یعني  است. یتند ايو  یسرعت بردار
 

در جهت خلاف عقربه ساعت با سرعت ثابت دائره به شعاع  کي یرو  یشئ کي -٨ مثال 
   است. ريمطابق معادله ز  یکه بردار موضع شئ دينشان ده  کند.  یم حرکت

 

   .ديکن دايپ  یو شتاب شئ یسرعت بردار یهم برا  يیفرمول ها
 پاسخ 

و مرکز آن  رديقرار بگصفحه  یکه دائره رو یبطور ميکن  یم ميترسمختصات  ستميس کي   
اطراف باشد و خلاف جهت عقربه ساعت در زمان صفر در قسمت مثبت   یمبدا مختصات باشد و ش

و قسمت مثبت بردار  نيب هيزاو  ميکن  یفرض ماز   یهر زمان یبرا  حرکت کند.دائره 
٠ ريتصو  باشد.محور    .ميدار پس 

١  
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،بر حسب  یعبارت برا کيبدست آوردن  یبرا   یمشتق م١از دو طرف معادله و
  . ميپس دار   .ميريگ

٢  
  جهيکند ، در نت  یم دايپ شيافزاکند ،   یخلاف جهت عقربه ساعت حرکت م  یچون شئ

  ديگو  یم حايتلو٢است ، فرمول لذا چون  است. 

٢ ٢ ٣  

 ٠شود   یم٣است ، پس شماره اما بر اساس فرض مساله 
  ميتا بدست آور ميريانتگرال بگ ميتوان  یاست ، م ميکه کرد  یبر اساس فرضچون 

 

   .ميگذار  یم١بالا را در شماره   جهينت

 

   .ميبا دو مرتبه مشتق گرفتن از بردار موضع ، دار

 

٢ ٢

٢
 

  ريتصو
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ثابت  یثابت است ، اما سرعت بردار٨در مثال   مقدارسرعت که گر چه  ديداشته باشتوجه 
   .ستين

  مرکزگرا  شتاب نوع شتاب را  نيا  که جهت شتاب بطرف مرکز دائره است. ديتوجه داشته باش نيهمچن
Centripetal Accelerationگرا  مرکز یروين ,کندمرکزگرا شتاب  جاديکه ا يیروينامند ، و هر ن  یم

Centripetal Force شود.  یم دهينام 
  

است.   یچيدر حال حرکت در جاده مرپ لياتومب . ديکن  یشتاب مرکز گرا مشاهده م ريز ريدر  تصو
   شتاب مرکز گرا است.

  
شتاب مرکز گرا   ليمتحرک ، فا یمشاهده نمودار متحرک شتاب مرکز گرا به فصل نمودار ها یبرا

   .ديمراجعه کن
   است. ريپس مقدار شتاب مطابق ز ميدار١بر اساس شماره  چون

٢

٢

٢

۴  
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جاذبه  ريچرخد و فقط تحت تاث  یم نيشکل گرد زم یمدار دائره ا کيماهواره در  کي ديحالا فرض کن
    .ميآور  یوران بدست مدماهواره به شعاع فرمول در مورد ارتباط سرعت  کي  است. نيزم
مقدار  ، وتنيبراساس قانون جاذبه ن کار ، نيا یبرا  فوت است. اسيو مق هيفوت در ثان اسيمق

 نيجاذبه زم ريفاصله دارد و فقط تحت تاث نيفوت تا مرکز زمبه اندازه که   یش کيشتاب 
   است. ريمطابق ز است ،

٢
۵  

   .ميدار۴و ۵فرمول شماره  قيبا تلف  عدد ثابت است. کيدر فرمول بالا 
٢

٢
يا ٢ ۶  

 اگر یعنيقرار دارد ، صادق است ،  نيزم سطح یکه رو  یش کي یبرا یحت چون قانون جاذبه
 رابطه در چون شتاب و است   ،   ليما٣٩۶    یمساو بايکه تقر باشد ، نيزم کره شعاع یمساو

   .ميپس دار است ، هيدر ثان فوت٣٢ یمساو  بايتقر نيزم سطح یجاذبه رو با

٣٢
٣٩۶

٢
۵٢٨

٢
 

٣٢ ٣٩۶
٢

۵٢٨
٢
 

در  کنواختيفاصله دارد ، با سرعت  نياز مرکز زم ليما۴١که  ماهواره  کي ديفرض کنحالا 
   .ميدار۶پس بر اساس شماره   کند.  یشکل حرکت م یمدار دائره ا کي

٣٢ ٣٩۶
٢

۵٢٨
٢

۴١ ۵٢٨
٢۵۴٢١ ٢ ثانيه در  فوت

١٧٣٣٢ بايتقر که    در ساعت است.  ليما۶
 
 Integrals of Vector-Valued Functions یبردار یتابع ها یها  انتگرال فيتعر 

  ميکن  یمفرض 
١ ٢ ٣  

١باشد ، و  ٢  ريرا مطابق زو انتگرال   باشند. وستهيپدر ٣
  . ميکن  یم فيتعر

١ ٢ ٣  

١ ٢ ٣  
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  ديفرض کن – ٩مثال 
٢  

   .ديکن دايرا پو   باشد.
 پاسخ 

٢  

١
٢

٢
١

١
٣

٣
٢ ٣  

 لذا 
١
٢

٢ ١
٣

٣  

١
٢

٢ ١
٣

٣ ٢  

 اگر 
١ ٢ ٣  

١و باشد ،  ٢    .ميگفته شده، دار هيو قض فيتعرپس طبق باشند ،  ريومشتق  پذ وستهيپ٣
 
 

١ ٢ ٣  

١ ٢ ٣  

١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣  

١ ٢ ٣ ١ ٢ ٣  

١ ٢ ٣  
 کند که   یثابت م نيا

٧  

  ديمف  یليخ مطالعه حرکت  هنگام٧فرمل شماره   بردار ثابت است. کيبردار ٧در شماره 
  است. یسرعت بردار مشتقشتاب  و استموضع  تابع مشتق یبردار سرعت رايز  است.

  که شود  یم جهينت٧شماره  پس از

 

 

   .ميکن  یم استفاده وتنيدوم حرکت ن قانون هنگام  بحث فرمول را دو نيما ا
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  وتنين حرکت قانون دوم یشکل بردار
The Vector Form of Newton’s Second Law of Motion 

 کيزمان  کيدر اگر   است. وتنين حرکت قانون دوم حرکت ، مورد در  یکيزيف قانون نيتر   یاساس
به  اي  .رديگ  یماندازه  به ی، شتاب رديقراربگ  یروين کي ريتحت تاثبا جرم   یشئ

 قانون  بر جرم آن جسم. ميوارد بر آن تقس یها رويجسم برابر است با مجموع ن کي، شتاب  گريعبارت د
  ديگو  یم نيوتن حرکت دوم

٨  
 

   .ميکن دايشتاب جسم را پ ميتوان  یم٨، از فرمول شماره  ميوارد بر آنرا بدان یروياگر جرم جسم و ن
 یمکان انتگرال سرعت بردار ايانتگرال شتاب است و بردار موضع  یچون سرعت بردار

 هياول مکان توان  یم نيهمچن  .ميکن دايپ   آنرا تيموقع ميتوان  یم،   ميبدان  را جسم اگر جرم پس است ، 
   .ميبدان وارد بر جسم را یروي، اگر ن ميکن ديوارد بر جسم را پ هياول وسرعت

، و فقط تحت  نيسطح زم یرونقطه  کي  کيکه نزد ديريرا در نظر بگ  یشئ کيمثال حرکت  یبرا
ثابت است  بايجاذبه بر جسم ، تقر یروي، ن وتنيطبق قانون جاذبه ن کند.   یجاذبه حرکت م یروين ريتاث

 ميکن  یانتخاب م یمختصات را طور  ستميس  .نيبه طرف مرکز زم یعني  است . نيوجهت آن  بطرف پائ
 کند.  یعبور ماز    شود و جهت آن به طرف بالا و  یشروع م نياز مرکز زممثبت محور قسمت  

 هيدر ثان متر ايو  هيفوت در ثان٣٢ بايعدد ثابت است و تقر کي  است.لذا شتاب  
   است.

 
 ثابت   شتاب  یدارا هياول یبردارو سرعت  هياول تيبا موقع  یشئ کي١٠مثال 
   است. ريمطابق زاز   یدر هر زمان  یمکان شئ دينشان  ده  است.

١
٢

٢  

 پاسخ 
   .مي.  ، پس دارميريگ  یدو مرتبه انتگرال م  است.براساس فرض مساله 

٩  

١
٢

٢
١ ١  

است ، بر اساس فرض مساله     ثابت هستند. یبردار ها١و بالا  یدر رابطه ها
 قيطر نيهم به٠ ميپس دار است ، ميفرض کن۶اگر در شماره  پس

 
   کرد. یسيباز نو  ريز قيبه طر توان  یرا م١است ، لذا ١     که یاست ، بطور

١
٢

٢  
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فوت ١به سرعت  یا ضربه دارد ، قرار نيزم از بالاتر فوت۴  که بال سيب توپ کي -  ١١ مثال 
   هيزاو با هيثاندر 

۶
  کند؟  یخورد مبر  نيبه زم توپ  یدر چه زمان     شود.  یم آن وارد به

 پاسخ 
  صفحه در و توپ باشد  یباز نيزم شينماصفحه  ميکن  یانتخاب م یمختصات را طور ستميس

 ۴هم  توپ هياول مکان  است. شيافزا آن در حال بردار موضعو مولفه  کند ،  یحرکت م
 ٠ ريتصو  است.

 

 
 

 هياول هيچون زاو
۶

است ، ١که  یاست بطور هيفوت در ثان١توپ  هيو سرعت اول
   .ديآ  یبدست م ريمطابق ز هياول یپس سرعت بردار

١
۶ ۶

١
٣

٢
١
٢

۵ ٣  

   .ديآ  یبدست م ريز معادله قيکه مکان توپ از طر ميدان  یم١از مثال 
١
٢

٢  

   .ميپس دار  .ميگذار  ی، م ميرا که در بالا بسدت آورد   رشانيمقادو  یبجا
١
٢

٢ ۵ ٣ ۴  

۵ ٣ ۴ ۵
١
٢

٢  
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  یاتفاق م نيا یهنگام  صفر باشد. ديبادر کند ، مولفه   یبرخورد م نيزم که توپ به یهنگام
 که  یباشد ، بطورافتاد که 

۴ ۵
٢

٢
 

  یعني  باشد.

۵ ٢۵ ٨
 

٣،  ميحساب کن٣٢اگر  ٣از  توپ بعد یعني  است.٢   یبر خورد م نيبه زم هيثان٢
   کند.

 
 .ديکن  یملاحظه م است ، ضربه وارد کردن بر توپ حال که در  کنيو باز بال سيب نيزم , ريز ريدرتصو
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  پس از وارد شدن ضربه بر توپ و توپ در حال پرواز در هوا است.  ريز ريدر تصو
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 ٣.۴ ناتيتمر
  . ديکن دايرا پ   مشتق تابع ريز ناتيدر تمر

١ ۵  

٢ ١
٣ ٢

١
٣ ٢ ٣

٢
 

٣  
۴  
۵ ۴ ٢ ٢ ٣ و ٣ ٢ ۴  
۶ ٢ ٣ و  

٧ ۴ ٢ ١
و  

 
  . ديکن دايرا پانتگرال   ريز ناتيدر تمر

٨ ٢ ٣ ١
١
٣

 

٩ ٢
١

 

١ ١
٣ ٢

١
٣ ٢١

١
 

 
است ،   داده شده تابع موضع یکه دارارا   یش سرعت ، و شتابمقدار  ، یبردار ، سرعت ريز ناتيدر تمر

 .ديکن دايپ
١١ ١۶ ٢  
١٢ ٢ ٢  
١٣  

 
 هياول یبردار سرعت شتاب ، یکه دارا را  یشسرعت مقدار  و یبردار موضع ، سرعت ، ريز نيدر تمر

   .ديکن دايپ ده شده است ،دا هيو موضع اول
١۴ ٣٢  
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  ٣.۴ ناتيپاسخ تمر
  . ديکن دايرا پ   مشتق تابع ريز ناتيتمردر 

١ ۵  
۵ ۴  

 

٢ ١
٣ ٢

١
٣ ٢ ٣

٢
 

٣
٢

١
١ ٢ ٣

٢
١

١ ٢ ٣
٢

 

٣  
٢  

 
۴  

١
٢

 

 
۵ ۴ ٢ ٢ ٣ و ٣ ٢ ۴  

۴ ٢ ٨ ۶ ٢ ٢ ١٢ ١٢  
 پس 

۴ ٢ ٨ ۶ ۴ ١٢  
 

۶ ٢ ٣ و  
٣ ٢  

 پس 
٣

٢
٢

 

 

٧ ۴ ٢ ١
و  

 

١
٨ ٢ ١

٢

١
٢

١
٢

۴ ٢ ١
٢

٣ ٢  
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  . ديکن دايرا پانتگرال   ريز ناتيدر تمر

٨ ٢ ٣ ١
١
٣

٣

٣
٣
٢

٢ ١
٢ ٢

 

 

٩ ٢
١

١ ١ ٢ ١  

١ ١ ١  
 

١ ١
٣ ٢

١
٣ ٢١

١

٢
۵

١
۵ ٢ ١

١
٢
۵

١
۵ ٢ ١

١
 

٨
۵

٢  

 
 است ، داده شده تابع موضع یکه دارارا   یش سرعت ، و شتاب مقدار ، یبردار ، سرعت ريز ناتيدر تمر

 .ديکن دايپ 
١١ ١۶ ٢  

٣٢  

٢ ٢ ٣٢
٢

١ ١ ٢۴ ٢ 

٣٢  
 

١٢ ٢ ٢  

٢ ٢
١

 

۴ ۴ ٢ ١
٢

٢ ٢ ١
 

٢
١
٢

 

 
١٣  

 

٣ 

٢ ٢  
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 هياول یبردار سرعت شتاب ، یکه دارارا   یش سرعتمقدار  و یبردار موضع ، سرعت ، ريز  نيدر تمر
   .ديکن دايپ داده شده است ، هيو موضع اول

١۴ ٣٢  

٣٢ ٣٢  

٣٢ ١۶ ٢
١ 

 که  یبطور مياست ، پس دارچون 
٣٢  

 که  یبطور١ مياست ، پس دارو چون 
١۶ ٢  

  تيو در نها

١ ١ ٣٢
٢

٢ ١ ٢۴ ٢ 
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  Space Curves and Their Lengthsو طول آنها   فضايی یها یمنحن - ۴.۴
۴در بخش  به  نياز ا  .ميشوند بحث کرد  یم جاديا یبردار یکه توسط تابع ها  يیها یدر مورد منحن١

   .ميبر  یرا بکار م یبعد کلمه منحن
 

  فيتعر
 يکدر  يوستهپ یتابع بردار يکبرد  Curve  , یمنحنفقط  ياو  A Space Curve  يیفضا یمنحن کي

   است.  يقیبازه اعداد حق
  

 یبرد آنها منحن يجههستند و در نت يوسته، پ يمکه تا کنون مورد بحث قرار داده ا یبردار یتمام تابع ها
کلمه اما ، ما همان   بکار برده شده است. یمنحن یزبان کلمه خم بجا یفارس باز کت ياریدر بس  هستند.

   .يمبر  یرا بکار م یمنحن
  هستند. یمدور ، همه منحن يکسهل , سيکلوئيد،  ی، هر نقطه ، خط ، پاره خط ، دائره ، سهم  یبطور کل

 کي دنينام یبراو   .ميبر  یبکار م یمنحن کيمشخص کردن  ايو   دنينام یرا براما معمولا 
توسط  مييگو  یصورت م نيدر ا  .ميبر  یاست ، بکار م یمنحن کيکه برد آن  یتابع بردار

   است. شده یپارا متر ايو  شده یپارامتر
  یمنحن مييگو  ی، مثلا م ميبر  یبکار م یرا به عنوان منحنهم  یاما ، گاه

٣  
 پس  شوند.   یمشخص م لهيمعمولاً بوس یتابع بردار کيمولفه  یتابع ها

 
  است.  یمنحن کياست ، که برد آن  یتابع بردار کي
 

  Parametrizeپارا متر کردن 
  Parametrization یساز پارامتری

  Parametrizedشده  زهيپارامتر
  Parameter یريعامل قابل اندازه گ کي
 

   است. ريمطابق ز یمنحن یپارامتر یمعادله ها جهيدر نت
، ،  

 
 یمنحن کيکه نمودار  دينشان ده  باشد.در بازه  وستهيپ  یقيتابع حق کي ديفرض کن– ١مثال 

   .ديکن  دايپ  یمنحن آن شده  یپارامتر کياست ، و
 پاسخ 

   کند.  یم جاديرا ا یاست و منحن وستهياست ، پشده  فيتعر ريمطابق زکه  یتابع بردار
  ريتصو
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  است. برد پس نمودار 

مثلا اگر داشته   کرد. یرا پارامتر وستهيپ  یقينمودارهر  تابع حق توان   ی، م ديهمانطور که ملاحظه کرد
 پس  ميباش

،  
   کند.  یم یرا پارامترنمودار 

 
  Properties of Curvesها  یخواص منحن

قطعه به بودن ، هموار بسته بودن ،  یعني . ميکن  یآنها را ذکر منمونه  ها ، سه  یخواص متعدد منحن نيب
   قطعه هموار بودن.

 
  Closedبسته 

  Smoothهموار  اي کنواختي
  Piecewise Smoothقطعه به قطعه هموار 

 
  Being Closedبودن بسته  -      اول فيتعر

 یباشد ، بطورشده داشته باشد که دامنه اش بازه  یپارامتر کيبسته است اگر  یمنحن کي
   .ستيسمت راست بسته است و سمت چپ بسته ن ريتصوباشد. که 

 

  
 

  
 

 مثلا   هم قرار دارند. یرو یانيو نقطه پا يیبسته است ، اگر نقطه ابتدا یمنحن کيگفت توان   یم
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٢  
واحد استاندارد ، بسته  رهيپس دا٢کند و چون   یم یمعادله بالا دائره واحد را پارامتر

   است.
بسته ها،  سيکلوئيدمدور ،  یها کسيپاره خط ها ، هل  است. وستهي، پ یضيب ايهر دائره و  قتيدر حق

 . ستندين
  

  Being Smoothبودن هموار   اي بودن کنواختي  -   دوم  فيتعر
در  وستهيمشتق پ کياگر  است کنواختيبازه  کيشده در   فيتعر یتابع بردار کي

است  کنواختي یمنحن کي٠   یداخلاز نقاط   کي هر  یباشد براداشته باشد و 
  ريتصو  داشته باشد. کنواختيشده  یپارامتر کياگر 

 

 
 

  Being Piecewise Smoothقطعه قطعه هموار بودن  –سوم  فيتعر
از شده باشد ، قطعه قطعه هموار است اگر  فيتعربازه   کيدر که  وستهيپ یتابع بردار کي

هموار باشد  یفرع یبازه ها نياز ا کيکه در هر  یشده باشد بطور ليتشک یبازه فرع یتعداد محدود
 قطعه قطعه یمنحن کي  باشد. طرفه داشته کي    یها مشتق  یاز نقاط داخل کيدر هر و اگر 
  ريتصو  داشته باشد.قطعه قطعه هموار شده  یپارامتر کي است اگر هموار
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 یگوشه تند چيبوده و ه قطعه کي، اگر شامل است  هموار  ايو  کنواختي یمنحن کيزبان ساده ، به 
  ريتصو  نداشته  باشد.

تند داشته  یگوشه ها یقطعه بوده و تعداد محدود کيقطعه قطعه هموار است ، اگر شامل  یمنحن کي
  ريتصو  باشد.

    
 است.  کنواختي ايدائره واحد استاندارد ، هموار  کيکه  دينشان ده –  ٢ مثال

 پاسخ 
   کرد. یپارامتر ريز قيتوان به طر  یدائره نامبرده شده را م

برای ٢  
 است و  ريمشتق پذ٢در تابع 

٢  
 است ، و  وستهيپ٢در پس 

٢ ١ ١ 

٠در هر  یاست براکه  ميريگ  یم جهياز رابطه بالا نت  کنواختيدائره  نيلذا ا٢
   است.

 
  است.  کنواختي ريز کسيکه هل دينشان ده – ٣مثال 

 
 پاسخ 
 تمام  یاست برااست و  وستهيپاست ، پس چون 

  ريتصو  هموار است. کسيها ، لذا هل
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  یکه منحن دينشان ده – ۴مثال 

١ برای ٢ ٢  
  کند ، قطعه قطعه هموار است.   یم یپارامتر را يکلوئيدس  کيکه دو کمان 

 
 پاسخ 

١  
 یول     است. راي، ز ستين کنواختيهموار و است ، اما  وستهيپچه  گر

٢اگر ، ،  ٢ یبازه ها درباشد ، پس ٢
  ريتصو  هموار است. قطعه قطعههموار است ، لذا ٢و 
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١و  ديفرض کن ١  ريز یپارامتر یدر فضا باشند ، معادله ها زيدو نقطه متما١
  . ديريرا در نظر بگ

١ ، ١ ، ١ ١  
١و  یاست براچون  ١  یاست برا١

١و است که از   یخط یپارامتر یمعادله ها١شماره  پس١ ١ ١ 
  نيعلاوه بر ا گذرد.   یم

١ ١ ١ ، ١ 
١تا پاره خط از   یبراشده هموار  یپارامتر کي ١    است.١
 

۴خط از   پاره یبرا شده هموار  یپارامتر کي – ۵مثال  ٣ ٢تا ۵ ٨    .ديکن دايپ۵
 پاسخ 

۴با استفاده از روش بالا ،با  ، ٣ ، ۵ ، ١ ٢ ، ١ ٨ ، ١ ۵ 
   .ميدار

۴ ٢ ٣ ۵ ۵ ، ١ 
  ريتصو  آن پاره خط است. یشده هموار برا یپارامتر کيمعادله بالا 

   
  Length of a Curve یمنحن کيطول 

٣بخش   درصفحه   کي  یرو یمنحندر مورد محاسبه طول را که   یهمان روش کتاب انتگرال آوا ٣
   .ميبر  یدر فضا ، بکار م یمحاسبه طول منحن ی، برا ميقلم ، بکار برد نيتوسط هم

مرتبه  کياز  شيشده است ، ب یکه پارامتر یمنحن کيهنگام محاسبه طول ،   ميتوجه داشته باشاما 
   .ديرا ملاحظه کن ريشده ز یمثلا دائره واحد پارامتر  .ميمحاسبه نکن

۴  
   .ميدائره را محاسبه کرده ا طيدو مرتبه مح،  ميبالا را محاسبه کن یطول منحن  ميبخواهاگر 

  ريشده ز یدر معادله پارامتر یحت
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٢  
٠و    یبرا شود.  یدو مرتبه محاسبه م١نقطه  ٢ 

باشد که نقاط  یپاره خط ميکن  یفرض م  .ميکن  یرا محاسبه م یمنحن نيشروع ، طول ساده تر یبرا
١و  ١   ريتصو  کند.  یوصل م   هم به در فضا را ١

 
   .ميکن  یم فيدو نقطه تعر نيرا فاصله ب یمنحن پس طول

١
٢

١
٢

١
٢

٢  
 هموار باشد و  یمنحن کي ميکن  یحالا فرض م

،  
   باشد. یهموار برا شده یپارامتر کي
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١ ميکن  یفرض م   یو فرض م   باشد.بازه پارش  کي٢
  یمرا  یام منحن   طول قسمت ٠ ريتصو باشد. رنگ   اهيس یچند بر یمنحن ميکن
به عبارت   طول پاره خط مربوطه خواهد بود. یمساو بايتقرکوچک باشد ، پس اگر   .مينام

  گريد

١
٢

١
٢

١
٢

 

 که  یوجود دارد بطور١در مانند  یاعداد نيانگيممقدار  هيبر اساس قض

١ ١ ،  

١  
  جهيدر نت  است.١در رابطه بالا 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ 
  ايو 

٢ ٢ ٢
٣  
١که مجموع پس مجموعا  طول     است. ريمطابق ز باياست ، تقر٢

٢ ٢ ٢

١

۴  

   است. ريمطابق ز بايخود تقر نيکه ا
٢ ٢ ٢

 

 و چون 
٢ ٢ ٢

 

   .ميرس  یم ريز فيپس به تعر  باشد. بايتقر ديبا   ميريگ  یم جهياست ، نت
 

  Definition of the Length of a Curve یمنحن کيطول  فيتعر
شده  فيتعرباشد که در شده قطعه قطعه هموار  یپارامتر  یمنحن کي ميکن  یفرض م

  شود.  یم فيتعر ريمطابق زپس طول   است.

۵  

 
  ميداشته باشاگر 

،  
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   کرد. یسيباز نو ريتوان به صورت ز  یرا م۵پس شماره 
 

٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢

۶  

 
   .ديکن دايرا پ٢ یبرا کسيهلقسمت آن  طول – ۶مثال 

٢  
 پاسخ 

٢ ٢ ١
٢

٢ ٢ ٢
٢٢

 

 
   .ديآور بدست را ريز یمنحن طول – ٧مثال 

۶

٢
٢ ٣ ، ١ ١  

 پاسخ 
   .ميدار۶بر اساس 

١ ۶ ٢ ٩ ۴ ١ ٣ ٢ ٣ ١
١

۴
١

١

١

١
 

 
 بود   یم ريفرق داشت ، مثلا به صورت ز  یکم٧اگر تابع مثال 

١
٢ ٣ ، ١ ١  

   بود.  یم ريمربوطه به صورت ز یپس طول منحن

١ ۴ ٢ ٩ ۴
١

١
 

توان   یم بيمقدار آن فقط بطور تقر  ممکن است. ريغ يیانتگرال با وسائل ابتدا نيمتاسفانه ، محاسبه ا
ها ،  یمنحن شتريطول ب قتيدر حق ,  مپسونيقانون س ايو  یقانون ذوزنقه ا قيمثلا از طر  بدست آورد.

   کرد. دايپ توان  یم بيتقر فقط با
 که هر کدام هموار باشد ، پس طول یشده باشد ، بطور ليتشک٢و ١ یاز دو منحناگر 

   است.٢و ١ یمجموع طول ها یمساو
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  Independence of Parametrization یساز یاستقلال پارامتر
١که از   یمثلا پاره خط دارد.  یساز  یپارامتر ني چند یهر منحن

۴
١
۴

١
۴

١و  ١ گذرد ، به   یم١
   شود.  یم یپارامتر ريطرق ز

١
١
۴

١ 

٢ ٢ ٢ ٢
٩
۴

٣ 

٣
٢ ٢ ٢ ،

١
٢

١ 

١بالا ، طول  فياگر با استفاده از تعر ٢ توان نشان   یم  .ميرس  یم جهينت کي، به  ميآوررا بدست ٣
 جهينت کيقطعه قطعه هموار،   باز به  یشده هر منحن یبا استفاده ازهر پارامتر طول محاسبه یبرا داد که

   .ميرس  یم
   است. یساز یمستقل از پارامتر یمحاسبه طول منحن مييگو   یم پس

 
  Length of a Polar Graph ینمودار قطب کيطول 

  یقطب یمنحن کيطول  یفرمول برا کيتوان   یکه در بالا ذکر شد ، م یمنحن کيطول  فيبا کمک تعر
 باشد.  وستهيپبازه بسته   کيدر که   یکرد. در صورت دايدر فضا پمعادله 

   است. ريشده ز یپارامتر یمنحن قايدق ینمودار قطب

 
 پس 

 
 لذا 

٢ ٢ ٢ 
٢ ٢ 

  است.  ريمطابق ز ینمودار قطب کي، طول  یمنحن کيطول  فيتعر  اساس بر تيدر نها

٢ ٢ ٧  

 
   .ديکن دايرا پ٣طول دائر – ٨مثال 

 پاسخ 
٠ یبرا است ، ٣دائره  یمعادله قطب کي   ميلذا دار٢

٣ و  
   .ميدار٧پس بر اساس شماره 
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٣
٢ ٢ ۶

٢
 

  ريتصو

 
 

  ريتصو  .ديکن دايرا پ ريقلب شکل ز یمنحن اي Cardioid  ديوايکارد یطول منحن –  ٩مثال 
١ ٢  

 
 پاسخ 
  . ميدار٧لذا بر اساس شماره  است. است ، پس ١چون 

١
٢ ٢ ٢ ١

٢٢
 

١ یمثلثات یبا استفاده از همان
٢

١ ٢
٢

که  قتيحق نيو ا
٢

 یاست برا

   .ميپس دار٢
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۴ ٢
٢

٢
٢

۴
٢

٢ ٨
٢٢

 

 
  The Arc Length Functionکمان  ايتابع طول قوس 

   شده است. یپارامتر ريمطابق زکمان  هموار که در بازه  کي ميکن  یفرض م
 

   .ميکن  یم فيتعر ريرا مطابق ز تابع طول کمان  باشد.عدد ثابت در  کي ميکن  یو فرض م
٢ ٢ ٢

، ٨  

 است. و نيب یمنحن قسمت آن طولباشد ، پس که اگر  ديتوجه داشته باش
  ريتصو 

 
  یش شده توسط  یمسافت طپس  باشد ،در زمان   یش کيمکان  انگرينماو اگر 

   است.و زمان زمان  نيب
   داشت. مي، خواه ميريمشتق بگنسبت به ٨اگر از عبارت شماره 

٢ ٢ ٢
 

  ايو 
٢ ٢ ٢

٩  

و ٩آن ، پس بر  اساس شماره  یسرعت بردارحرکت باشد و حال  در   یش کيمکان اگر 
۴سرعت در بخش  فيتعر    .ميدار٣

١  
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٢ ديفرض کن – ١٠مثال     .ديکن دايرا پ  باشد.٣
 پاسخ 

٢ ٢ ٢

 

١ ٢
٢

٣ ٢ ٢
١ ۴ ٢ ٩ ۴ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ۴.۴ ناتيتمر
 کيهموار، کدام   Parametrizationsشده ها  زهيپارامتر از کيکدام  ديمشخص کن ريز ناتيدر تمر

  است.   نهاياز ا کي چيه کيقطعه قطعه هموار ، و کدام 
١ ٢ ٣  
٢  

٣ ١
٣ ٢

١
٣ ٢ ٣

٢
 

۴ ٢ ٢ ٢  
۵ ٢ ٣  

 
   .ديکن دايداده شده ، پ حيتوض یمنحن یشده هموار برا زهيپارامتر کي ريز ناتيدر تمر

٣از  ميخط مستق - ۶ ٢ ۴تا ١ ۵ 
   باشد.۶مبدا مختصات و شعاع آن  یکه مرکز آن رو یبطور ستميدائره در س - ٧
   گذرد.  یم١و ١و ١که از نقاط  ستميدائره در س مين - ٨
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آن  يیکه نقاط انتها۴ربع دائره در صفحه  - ٩
٢

٢

٢

٢
و ۴

٢

٢

٢

٢
 و است۴

   است.۴مرکز آن 
٠ یبرانمودار  - ١٠

۴
 

 
  . ديکن دايرا پ یطول منحن ريز ناتيدر تمر

١١ ٣ ٣ ٢  

١٢
١
٣

١
٣ ٢ ١

٣
١

٣ ٢ ١
٢

١ ١  

١٣ ٢ ١ 

١۴ ٢ ٢ ١
٣ ٢

٣ ٢ ٣ ٢ ١ ٨ 
 

  . ديکن دايرا پ ريز ناتيدر تمر

١۵ ٢ ٢
٢
٣

٣ ٢  

١۶  
١٧ ١  

 
 .ديکن دايرا پ یطول نمودار قطب ريز  نيدر تمر

١٨ ، ،  
 

را بطور  یطول منحن۴با  Simpson’s Rule  مپسونيبا استفاده از قانون س ريز نيدر تمر
  . ديکن دايپ بيتقر

١٩
١
٣

٣ ، ١ ١  
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 ۴.۴ ناتيتمرپاسخ 
 کيهموار، کدام   Parametrizationsشده ها  زهيپارامتر از کيکدام  ديمشخص کن ريز ناتيدر تمر

  است.   نهاياز ا کي چيه کيقطعه قطعه هموار ، و کدام 
١ ٢ ٣  

٢ ٣ ٢  
    هموار است. پس ريمقادتمام  یبراو  است وستهيپپس 

 
٢  

،
،

 

طرفه  کي یمشتق هاچون    .ستيصفر نو ∞ یاست و در بازه ها وستهيپپس 
قطعه قطعه  ميريگ  یم جهينت پس دارند ، وجودو  بيبه ترت  درصفر

 هموار است. 
 

٣ ١
٣ ٢

١
٣ ٢ ٣

٢
 

٣
٢

١
١ ٢ ٣

٢
١

١ ٢ ٣
٢

، ١ ١  

١در  صفر ريو غ وستهيپو لذا  طرفه وجود دارند کي یمشتق هاو چون  هموار پس ١
   است.

 
۴ ٢ ٢ ٢  

٢ ٢ ٢  
   است. قطعه قطعه هموارباشد ، پس  است اگراست و  وستهيپچون 

 
۵ ٢ ٣  

١ ٢ ٣ ٢  
   قطعه قطعه هموار است.باشد ، پس فقط  است اگراست و  وستهيپپس 

 
   .ديکن دايداده شده ، پ حيتوض یمنحن یشده هموار برا زهيپارامتر کي ريز ناتيدر تمر

٣از  ميخط مستق - ۶ ٢ ۴تا ١ ۵ 
 پاسخ 

٧ یپاره خط ، مواز ٢ ٣و از ۴ ٢ شده مطابق  زهيپارامتر شود ، پس  یشروع م١
   است. ريز

٣ ٧ ٢ ٢ ١ ۴ ، ١ 
   است. هموارو 
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   باشد.۶مبدا مختصات و شعاع آن  یکه مرکز آن رو یبطور ستميدائره در س - ٧
 پاسخ 

۶ ۶ ، ٢  
 
   گذرد.  یم١و ١و ١که از نقاط  ستميدائره در س مين - ٨

 پاسخ 
،  

 

آن  يیکه نقاط انتها۴ربع دائره در صفحه  - ٩
٢

٢

٢

٢
و ۴

٢

٢

٢

٢
 و است۴

   است.۴مرکز آن 
 پاسخ 

که از صفحه  دائره در که ربع ديتوجه دار
٢

٢

٢

٢
تا 

٢

٢

٢

٢
ادامه داشته باشد ، 

١ربع دائره  مربوط است به
۴

١تا 
۴

 یراهنمائ ريرا به معادله ز ما نيا،  یقطبدر مختصات 
   کند.  یم

۴ ،
۴ ۴

 

 
٠ یبرانمودار  - ١٠

۴
 

 پاسخ 
،

۴
 

 
  . ديکن دايرا پ یطول منحن ريز ناتيدر تمر

١١ ٣ ٣ ٢  

٣ ٢ ٢
٣ ٢ ٢٢

 

٣
٢

١٢ ۶ ٢ ٢ ۶٢  
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١٢
١
٣

١
٣ ٢ ١

٣
١

٣ ٢ ١
٢

١ ١  

١
۴

١
١
۴

١
١
۴

١

١

١
٢

٣
١

١
 

١
٢

٣
١
١

٣ 

١٣ ٢ ١ 

٢ ٢ ٢
١

٢
١

 

١ ١
١

 

 

١۴ ٢ ٢ ١
٣ ٢

٣ ٢ ٣ ٢ ١ ٨ 

٣۶ ٢ ٢ ١ ٣۶ ٢ ٣۶ ٢
٨

١
 

۶ ۴ ٢ ۶ ٢ ١
٨

١
٢ ٢ ١

٣ ٢ ٨

١
۵۴ ۴ ٢

٨

١
 

 
  . ديکن دايرا پ ريز ناتيدر تمر

١۵ ٢ ٢
٢
٣

٣ ٢  

۴ ٢ ٢ ۴ ٢ ٢ ۴  
 

١۶  

٢ ٢ ١ 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ١ ٢ ٢ 
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١٧ ١  

١
٢ ٢ ١ ٣ ٢  

 
 .ديکن دايرا پ یطول نمودار قطب ريز  نيدر تمر

١٨ ، ،  

٢ ٢ ١  

 
را بطور  یطول منحن۴با  Simpson’s Rule  مپسونيبا استفاده از قانون س ريز نيدر تمر

  . ديکن دايپ بيتقر

١٩
١
٣

٣ ، ١ ١  

٢ ٢ ۴
١

١
١ ۴

١

١
 

٢
١٢

٢ ۴
١٧
١۶

٢ ١ ۴
١٧
١۶

٢ ٢ ١٧٩١١ 
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 ها  یو عمود بر منحنمماس  یبردارها –  ۵.۴
Tangent Lines and Normal Lines to Curves 

 یحالا ما هم مشتق ها  شود.  یم فيتعرمشتق  لهيبوس  يقیتابع حق يکبر   عمودخطوط مماس و 
،  نجايالبته ا  .ميبر  یها در فضا بکار م یخطوط مماس و عمود بر منحن فيتعر یرا برا یبردار یتابع ها

   خطوط مماس و عمود ، بردار هستند و نه خط.
 

  Tangents to Curvesها  یمماس بر منحن
هر  ميکن  یبخش فرض م نيشده هموار دارد ، پس در ا زهيپارامتر کيهموار الزاما  یچون منحن

   هموار ، الزاما هموار است. یمنحن کي یبرا یشده ا زهيپارامتر
 

  Definition of Tangent Vectorماس بردار م فيتعر
شده در بازه   فيو تعرشده هموار  زهيپارامتر کيهموار باشد و  یمنحن کي ميکن  یفرض م

 ريمطابق زدر نقطه بردار مماس در بازه   یهر نقطه داخل یپس برا  باشد.
   شود.  یم فيتعر

١  

 
جهت بردار مماس هم همان  به فرد است.   منحصربردار واحد  کيبردار ١ يفتعرطبق 
  ريتصو  است.جهت 

 

 
 

   .ديرينظر بگشده است ، در  زهيپارامتر ريکه به صورت زبا شعاع دائره  – ١مثال 
٢  

، و  ديکن دايپبردار مماس  یفرمول برا کي
٣

 . ديرا محاسبه کن
 پاسخ 

  ميچون دار
 

 پس 
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٢ ٢  

   .ميدار١اساس شماره پس بر 

 

  تيو در نها

٣

٣

٢
١
٢

 

  . ميدار١در مثال تابع مکان    یبرا که يددارتوجه 
٠  

  ريتصو  ها.تمام  یبردار مماس عمود است بر بردار مکان برا یعني نيها. اتمام  یاست برا

 
   .ديکن دايپ ريمدور ز کسيبر هلبردار مماس  یفرمول برا کي – ٢مثال 

٢ ٢ ٣  
 پاسخ 

  . ميکن  یابتدا مشتق و طول آن حساب م

٢ ٢ ٣  

٢
٢

٢
٢

٣
٢

١٣ 

   .ميدار١پس بر اساس 

٢

١٣

٢

١٣

٣

١٣
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  ريتصو
  

 
 

 Normal  to Curve یبردار عمود بر منحن اينرمال 
عبارت است از خط عمود بر  فينقطه داده شده ، طبق تعر کي، در   یقيتابع حق کيبر نمودار  خط  عمود

بردار  ميدر فضا ، انتظار دار یمنحن کيبردار نرمال بر  فيدر تعر قيطر نيبه هم  مماس در آن نقطه.
بردار  کيفضا وجود دارد که بر بردار در  یادياما چون تعداد ز  نرمال ، عمود بر بردار مماس باشد.

   .مياز آنها را انتخاب کن  یکي که فقط ميکن دايپ  یراه ديبا  ,    ريتصو شده عمود باشد ، داده
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که نه فقط  یداشته باشد ، بطورشده  زهيپارامتر کي کيهموار  یمنحن يک يدفرض کنحالا 

 بحس رب هک سمما ربردا پس    هم هموار است. نيکه ا،  داردمشتق  کيهموار است ، بلکه 
ها در تمام  یاست برا١،  نيبر ا  علاوه  .استريپذ قمشت ،است  هشد فيتعر

۴بخش  یفرع هيبر اساس قض ٠دامنه  بر  ريزرابطه  وجود داشته باشد ، پس هر گاه ٣
  قرار است. 

٠  
بردار و بردار واحد در جهت ود است بر عمباشد ، لذا پس اگر 

   است.در عمود مورد نظر ما بر 
 

  Definition of Normal Vector to a Curve یبردار عمود بر منحن ايبردار نرمال  فيتعر
 فيتعرشده هموار  زهيپارامتر کيکنم   یهموار باشد ، وفرض م یمنحن کي ميکن  یفرض م

   که،در بازه   یهر نقطه داخل یپس برا  هم هموار باشد.که  یباشد ، بطورشده در بازه 
   شود.  یم فيتعر ريمطابق ز در نقطه بردار نرمال ،باشد 

٢  

 
   .يدکن يداپ يرنرمال بر دائره ز یفرمول برا يک -٣مثال 

 
 پاسخ 

  هک ميدان   یم١از مثال 
 

 پس 
 

   .ميدار٢ ساسا رب ها ,پستمام  یاست برا١چون 
١
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در حال  حرکت خلاف جهت عقربه   یشئ  کي ريجهت نرمال بر خط  س که ميريگ  یم جهينت٣از مثال 
در   ردار مکان است.ب ايو    اليراددائره ، بطرف مرکز دائره ، و خلاف جهت بردار  کيساعت حول 

 ريدر تصو  .ديکن  یرا ملاحظه مو بردار مماس بردار مکان  اي اليبردار راد ريتصو
بردار مکان  یآن به طرف مرکز دائره و رو جهت که  ديکن  یرا ملاحظه مبردار نرمال 
   .مينشان داده ا نيبا خط چبردار  هي، بقموضوع  نيروشن شدن ا یبرا  قرار دارد.

موافق حرکت عقربه ساعت باشد ، باز هم جهت بردار نرمال بطرف مرکز دائره   یحرکت شئ رياگر مس
  ريتصو  در هر دو حالت ، بردار نرمال عمود بر بردار مماس است.  است.

 
 
  

 
 

   .ديکن اديپ ريز یسهم رب لنرما یبرا یفرمول – ۴مثال 
٢  

 پاسخ 
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٢ و ١ ۴ ٢ 

١

١ ۴ ٢

٢

١ ۴ ٢

 

۴

١ ۴ ٢ ٣ ٢

٢

١ ۴ ٢ ٣ ٢
و

٢
١ ۴ ٢

 

٢

١ ۴ ٢

١

١ ۴ ٢

 

  ريتصو
در هر کدام از    قرار دارند.، در صفحه  ديملاحظه کرد۴و ٣ یکه در مثال ها  يیها یمنحن

مثبت است ، مولفه  یبه طرف بالا باشد ، بردار نرمال دارا  Concaveیکه گود یآنها ، هرنقطه ا
است  نييبه طرف پا   Concaveیکه گود یدر هر نقطه ا کند ،  یشاره مبردار نرمال به طرف بالا ا یعني
 نيا  کند.   یاشاره م نييطرف پا  بردار نرمال به یعني است ،  یمنفمولفه   یبردار نرمال دارا ،

تابع  ینرمال برا یبردار ها  قرار دارند ، وجود دارند.که در صفحه   يیها یخواص در تمام منحن
   .ديکن  یملاحظه م ريدر تصو نوسيس

  ريتصو

 
  . ديکن دايپ ريمدور ز کسينرمال هل یفرمول برا کي – ۵مثال 

٢ ٢ ٣  
 پاسخ 

   .ميدار٢بر اساس مثال 
٢

١٣

٢

١٣

٣

١٣
 

 پس 
٢

١٣

٢

١٣
و

٢

١٣
 

   .ميدار٢بر اساس شماره  جهيدر نت
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٢

١٣

٢

١٣

٢

١٣

 

 
به طرف و عمود بر محور  شهيهم کسيهل بر ، نرمال ديکن  یملاحظه م۵  همانطور  که در مثال 

  ريتصو  کند.  یمحور اشاره م نيا

 
 
 

  Tangential and Normal Components of Accelerationشتاب  مماس و نرمال یمولفه ها
بر هم عمود هستند ، ار همو یمنحن کي یدر هر نقطه روو بردار نرمال چون بردار مماس 

٣پس بر اساس بحث ما در بخش  مانند  یهر بردار ميريگ  یم جهيبردار ، نت کي  هيدر مورد تجز۴
 ريتصو  شود. انيب ريتواند به صورت ز  یمشخص شده باشد ، مو صفحه توسط  یکه رو

 
 

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف  ها منحنی بر عمود و مماس های بردار  ۴ .۵     جلد سوم حسابان

360 
 

 
  . مينام  یمرا مولفه نرمال را مولفه مماس و در فرمول بالا 

  Tangential Componentمولفه مماس 
  Normal Componentمولفه نرمال 
صفحه  یرودر حال حرکت در امتداد   یشئ کيبردارسرعت و بردار شتاب  که  ميده  یحالا نشان م

  یم دايمماس و نرمال آنها را پ یمشخص شده است و سپس مولفه هاو قرار دارند که توسط  یا
   .ميکن

و  ميکن  یباشد و باز فرض م  یمکان شئ شينما ميکن  یفرض م یسرعت بردار یجهت بررس
   .ميدار١پس بر اساس شماره   وجود داشته باشند.

٣  
 یاست و مولفه نرمال سرعت بردار  یشئمقدار سرعت  یپس مولفه مماس سرعت بردار

   است. صفر
   .ميريگ  یمشتق م٣رابطه شماره  نياز طرفکردن شتاب  دايپ یبرا

 
 چون 

 

   است. ريمطابق زمعادله شتاب ٢است ، پس بر اساس 

 
 لذا 
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۴  
 ۴در شماره 

و ۵  
   مولفه  مماس شتاب و مولفه نرمال شتاب هستند.  بيترت بهو اعداد 

  Tangential Component of Accelerationمولفه مماس شتاب 
  Normal Componanent of Accelerationمولفه نرمال شتاب 

  یم جهينت۴از شماره هستند که متقابلا بر هم عمود هستند ،  یواحد یبردار هاو چون 
 که  ميريگ

٢ ٠ ٠ ٢ ٢ ٢ ٢ 
٢ ٢  

 آورد. بدستو  لهيبوس توان آنرا  یمشکل است ، م۵شماره  قياز طرلذا چون محاسبه 

 ٢ ٢ ۶ 
 

٢ ميکن  یمفرض  – ۶مثال  مماس و نرمال  یمطلوب است مولفه ها  باشد.٢
   شتاب.
 پاسخ 

   .ميريگ  یمشتق ماز 
٢ ٢  

 و 

٢
٢

١ ٢
٢

٨ ٢ ١ 

 ۵بر اساس  شماره 
٨

٨ ٢ ١
 

 که  ميدان  یممحاسبه  یبرا

٢ ٢  
 که  یبطور

٢
٢

٢
٢

٢ ٢ 

   .ميدار۶پس بر اساس 
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٢ ٢ ٨
۶۴ ٢

٨ ٢ ١

٢ ٢

٨ ٢ ١
 

 
  Orientations of Curvesها   یمنحن یجهت ها

 کيدر تمام نقاط   یمنحن کيشده قطعه قطعه هموار  زهيهر پارامتر
مماس در همان  یهر  کدام از بردار ها جهت چون   از نقاط. یبردار مماس دارد ، بجز تعداد محدود

  رنگ اهيس  یها بردار ريتصو   کند.  یمشخص م راجهت  مييگو  یاست ، پس م یجهت  منحن
   مماس هستند. ی، بردار ها

 

 
قطعه قطعه  یها یمنحن یبرا ،دوجهت هم ميدر بزرگراه ، در دو جهت حرکت کن ميتوان  یهمان طور که م

 ديکن  یهمان طور که ملاحظه م است.  ريمخالف جهت تصو ريجهت تصو هموار وجود دارد.
 عوض شدند. مماس هم  یجهت بردار ها

 
 
 

  Binormal Vectorقائم دوم  اي  بردار نرمال دوم
  شود.   یم فيتعر ريز  نرمال دوم مطابق

 
پس نرمال دوم هم بر بردار مماس عمود است و هم بر  مماس واحد و نرمال واحد.  یضرب بردار یعني

 ٠ ريتصو بردار نرمال. 
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  ريتصو

 
 
 
 
 

  . ديکن دايرا پ ريز یتابع بردار دوم  نرمالبردار  – ٧مثال 
 

 پاسخ 
١

٢
 

 
١

٢
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 ۵.۴ ناتيتمر
 یسپس  مماس و نرمال منحن همان است که داده شده. که  ديابتدا نشان ده ريز ناتيدر تمر
  . ديکن دايرا پشده  زهيپارامتر

١ ٢ ۴ ٢ ٢ ٢ ١ 

٢ ٢ ٢ 

٣ ٢ ٢ ١
٣

٣ ٢ ٢ 

 
 و  یعني . ديکن دايشتاب را پ مولفه مماس و نرمال ريز ناتيدر تمر

۴ ١  

۵ ٢ ٢ ١
٣

٣  

 
با جهت  یمنحن یطعه هموار و اگر ممکن باشد ، هموار ، براشده قطعه ق زهيپارامتر کي ريز ناتيدر تمر

   .ديکن دايداده شده پ
 
گذرد و به   یم۴شود ، از   یشروع م۴که از دائره در صفحه  مين - ۶

   شود.  یختم م۴
 
 
 ٠ ريتصو یمنحن - ٧
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 ٠ ريتصو یمنحن - ٨

 
 
 
    .ديکن دايرا پ۵مثال  کسيال دوم هلنرم - ٩
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 ۵.۴ ناتيپاسخ تمر
 یسپس  مماس و نرمال منحن همان است که داده شده. که  ديابتدا نشان ده ريز ناتيدر تمر
  . ديکن دايرا پشده  زهيپارامتر

١ ٢ ۴ ٢ ٢ ٢ ١ 

٢ ٢  

٢
٢

٢
٢

٢ ٢ ١ 

٢ ٢

٢ ٢ ١ ٢ ١

١

٢ ١
 

٢ ١
٢

٢ ١

٢ ١ ٢ ١
٣ ٢

 

١

٢ ١
٣ ٢ ٢ ١

٣ ٢
 

١

٢ ١
٣

٢

٢ ١
٣

١
٢ ١

 

١

٢ ١ ٢ ١
 

 

٢ ٢ ٢ 

٢  

٢ ٢ ٢
٢

٢ 

٢ ٢
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٢ ٢
 

٢

٢

٢

٢

٢ ١ 

٢ ٢
 

٣ ٢ ٢ ١
٣

٣ ٢ ٢ 

٢ ٢ ٢  

٢
٢

٢
٢ ٢ ٢

۴ ۴ ٢ ۴ ٢ ٢ 

٢
٢ ٢

٢
٢ ٢

٢

٢ ٢
 

۴

٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢ ۴ ٢

٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٣

٢ ٢ ٢
 

۴

٢ ٢ ٢

۴ ٢ ٢

٢ ٢ ٢

۴

٢ ٢ ٢
 

١

٢ ٢ ٢
۴

٢
۴ ٢ ٢ ٢

۴
٢
 

١

٢ ٢ ٢
١۶ ١۶ ٢ ۴ ٢ ٢

٢ ٢
 

٢
٢ ٢

٢ ٢

٢ ٢

٢
٢ ٢
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 و  یعني . ديکن دايشتاب را پ مولفه مماس و نرمال ريز ناتيدر تمر
۴ ١  

١  

٢ ١
٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ١  

٢

٢ ٢ ١
 

 
٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ 

٢ ٢ ٢
۴ ٢

٢ ٢ ١
٢

٢ ١ ٢

٢ ١
 

٢
١  

۵ ٢ ٢ ١
٣

٣  

٢ ٢ ٢  

۴ ۴ ٢ ۴ ٢ ٢ 

٢  

٢ ٢  
٢ ۴ ١ ٢  

٢ ٢ ۴ ١ ٢ ۴ ٢ ٢ 
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با جهت  یمنحن یشده قطعه قطعه هموار و اگر ممکن باشد ، هموار ، برا زهيپارامتر کي ريز ناتيدر تمر
   .ديکن دايداده شده پ

 
گذرد و به   یم۴شود ، از   یشروع م۴که از دائره در صفحه  مين - ۶

   شود.  یختم م۴
 پاسخ 

 
۴ ۴ ،  

 
 ٠ ريتصو یمنحن - ٧

 
 

 پاسخ 
٢ ، ١

٢ ٢ ، ١ ٢
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 ٠ ريتصو یمنحن - ٨

 
 پاسخ 

١ ١

٢
٢

١ ٢
٢

١ ، ١ ٢

۴ ، ٢ ٣

٢
٣

٢
٣ ، ٣ ۴

 

 
    .ديکن دايرا پ۵مثال  کسينرمال دوم هل - ٩

 پاسخ 
   .ميدار۵مثال  جيبا استفاده از نتا

٢

١٣

٢

١٣

٣

١٣
 

٣

١٣

٣

١٣

٢

١٣
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  Curvatureانحنا  يا يدگیخم  - ۶.۴
جهت بردار مماس از   است.١ شهيطول بردار مماس هم هموار باشد.  یمنحن کي يمکن  یفرض م

 کي،  یمثلا اگر منحن  دارد. یبه رفتار منحن یبستگ نيا . کند  رييممکن است تغ گرينقطه تا نقطه د کي
  .ديکن  یملاحظه م ريز ريهمان طور که در تصو باشد ، پس جهت بردار مماس ثابت است.  ميخط مستق

باشد ،  اديز یمنحن یدگياما اگر خم  کند.  یم رييتغ  یباشد ، جهت بردار مماس هم کم ميملا یدگياگر خم
 . ديکن  یملاحظه م ريز ريهمانطور که در تصاو  کند.  یم رييتغ ادتريجهت بردار مماس هم ز

 
 
 

   

 

کاملا بردار مماس نسبت به تابع طول کمان  ييرتغ يزانم يادهد که نرخ   یبالا نشان م يرتصاو
 دارد. چون  یو خم منحن چيپ زانيبه م یبستگ
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 پس 

 

  دهد.   یسوق م ريز  انحنا فيرابطه بالا ما را به تعر
 

  Definition of Curvature یدگيخم فيتعر
 یدگيپس خم  باشد. ريمشتق پذکه  یباشد ، بطورشده هموار  زهيپارامتر کي ميکن  یفرض م

   شود.  یم فيتعر ريمطابق ز

١  

 
 یانحنا قتيصفر باشد ، در حقممکن است   است.  یعدد نا منف کيبالا بر اساس تعريف 

 ميتوان  یم  یبه اسان نيهمچن چون بردار مماس ثابت است.  در تمام نقاط صفر است.  ميخط مستق کي
   .ميرا مشخص کن رهيدا کي یانحنا

 

   است.١ یمساودائره به شعاع  کي یکه انحنا دينشان ده – ١مثال 
 پاسخ 

   .ميکن  یم یپارامتر ريزباشد ، پس دائره را مطابق اگر مرکز دائره 
 

 پس 
 

  نيهمچن
و  

   .ميدار١پس بر اساس شماره 
١ ١

 

که هر چه شعاع دائره  ميريگ  یم جهينت١مثال  از  است.١ثابت  یانحنا یداراپس دائره به شعاع 
و صاف   نيکردند که زم  یتصور م ميعلت در قد نيبه هم  آن کمتر است. یدگيخم بزرگ تر باشد ،
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را  نيزم یدگيخم نيزم یشود که انسان رو  یباعث م ، نيشعاع بزرگ زم  ندارد. یدگيهموار است و خم
   احساس نکند.

  Radius of Curvatureاست ، پس شعاع انحنا  ١ یمساودائره به شعاع  کي یچون انحنا
   .ميکن  یم فيتعر ريمطابق زدر رابطه با در نقطه  یمنحن کي

١
 

 
 کهنماد مهم است.   یدر مسائل مهندس يدگیدائره ، شعاع آن است. شعاع خم يک يدگیپس شعاع خم

   .یسيانگل یاست برا يونانیاز حروف “رو “شود   یتلفظ  م
 

  دارد.  يرمتغ یداده شده ، انحنا ی، منحن يردر مثال ز
 

  . يدکن يداشده است ، پ يزهپارامتر يرکه مطابق ز یسهم یانحنا – ٢مثال 
٢  

 پاسخ 

٢  

١ ۴ ٢ 

١

١ ۴ ٢

٢

١ ۴ ٢

 

۴

١ ۴ ٢ ٣ ٢

٢

١ ۴ ٢ ٣ ٢
 

٢
١ ۴ ٢

 

  تيو در نها
٢

١ ۴ ٢

١ ۴ ٢ ١ ٢

٢

١ ۴ ٢ ٣ ٢
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که  یرسد و هنگام  یمباشد ، به حد اعلا که  یهنگام یسهم یکند که انحنا  یملاحظه م
است  نهيقرنسبت به محور  یو چون منحن٠ ريتصو  .ابدي  ی، انحنا نقصان م ابدي  یم شيافزا

   است. کسانيو     ی، پس انحنا برا

 
  Alternative Formulas for Curvatureانحنا  یبرا يگریدفرمول 

 یبرا  یتوان فرمول  یمماس و نرمال ، م یهاسرعت و شتاب به مولفه  یبردار ها يهتجز بااستفاده از
  ساده تر است. ١آورد که از فرمول   بدستانحنا  

و بردار نرمال با بردار مماس هموار  یمنحن کيشده هموار  زهيپارامتر کي ميکن  یفرض م
۴بخش ۴و ٣ یفرمول ها  باشد.    .ميکه گفت دياوريخاطر ببه ۵

و  
 است ، پس و چون 

 
 

٢  
۴بخش ۵چون بر اساس شماره    ميدار۵

 

   .ميدار٢، پس بر اساس شماره عمودهستند   هم  بر متقابلا و واحد  یها بردارو و چون 

٢  

 اما  

 

 پس 
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٣
٣  

 
   .ديکن دايرا پ ريز یمنحن یانحنا٣با استفاده از فرمول  – ٣مثال 

١
٣

٣
٢

٢
٢  

 پاسخ 

٢ ٢  

۴ ٢ ٢ ١ ٢ ١ 

٢ ٢  

٢ ٢ ١

٢ ٢

٢ ٢ ٢ ٢  

٢
٢

٢
٢

٢ ٢
٢

 

٢ ۴ ٢ ٢ ۴ ٢ ٢ ١  

٣

٢ ٢ ١

٢ ١
٣

٢

٢ ١
٢
 

 .ميحرکت کند ، داردر صفحه   یکه شئ  یصورت در
 

 
٢

٢

٢

٢
 

    .ديآ  یبدست م ريفرمول ز٣در شماره  یبا محاسبه ضرب بردار
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٢

٢

٢

٢

٢ ٢ ٣ ٢
۴  

 است ، پس هم تابع باشد ، پس اگر 
٢

٢

١
٢ ٣ ٢

۵  

 
   شده باشد. فيتوص ريز دمطابقيکلوئيسکمان  کي ديکن فرض – ۴مثال 

١ ، ٢  
                        .ديکن دايانحنا را پ۴با استفاده از شماره 

 پاسخ 
١  

١  
٢

٢

٢

٢
 

١

٢ ١
٢ ٢ ٢

٣ ٢
 

٢ ١

٢ ٢ ٢
٣ ٢

١

٢
٣ ٢

١
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 ۶.۴ ناتيتمر
   .ديکن دايرا پشده توسط  جاديا یمنحن یانحنا١با استفاده ازشماره 

١ ٢ ۴ ٢  

٢ ٢  

٣ ٢ ٢ ١
٣

٣  

 
 .ديکن دايرا پشده توسط  زهيپارامتر یمنحن یانحنا ريز ناتيدر تمر

۴ ٢ ١ ٢ ١  

۵  
 

   .ديکن داينمودار معادله داده شده را پ یانحنا   ۵ازشماره   استفاده ربايز نيدر تمر
۶  

 
   که در آن انحنا حد اکثر ممکن است. ديکن دايپنمودار  یرا رو ینقطه ا -٧
 

   ثابت است.     کسيهل یکه مقدار انحنا دينشان ده  - ٨
 

  . ديکن دايپو سپس شعاع انحنا را در مقدار داده شده  ديکن دايرا پ یابتدا انحنا يرز يندر تمر

٩
١
٣

٣ ١ 
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 ۶.۴ يناتتمرپاسخ 
   .ديکن دايرا پشده توسط  جاديا یمنحن یانحنا١با استفاده ازشماره 

١ ٢ ۴ ٢  
 پاسخ 

۴بخش ١شماره  نياساس تمربر     .ميدار۵
١

٢ ١

٢ ٢ ١

١

٢ ٢ ١
٣ ٢

 

٢ ٢  

 پاسخ  
۴بخش ٢شماره  نيبر اساس تمر    .ميدار۵

١

٢
 

٣ ٢ ٢ ١
٣

٣  

 پاسخ 
۴بخش ٣شماره  نيتمر بر اساس    .ميدار۵

٢
٢ ٢

٢ ٢

٢

٢ ٢ ٢
 

 
 .ديکن دايرا پشده توسط  زهيپارامتر یمنحن یانحنا ريز ناتيدر تمر

۴ ٢ ١ ٢ ١  
 پاسخ 

٢ ٢  

٢
٢

٢
٢

٢ ١ ٢ 
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٢  

٢ ٢
٢

۴  

۴ 

٣

۴

٢ ١ ٢
٣

١

٢ ١ ٢ ٣ ٢
 

 
۵  

 پاسخ 

 

٢ ٢ ٢ ٢ ١ 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ١ 

٢ ٢ ١ 

 

 
٢ ٢  

١
٢ ٢

 

٢ ٢ ٢ ٢  

٢ ٢ ٢ ٢ ٢
٢ ١ ٢  

٣

٢ ١ ٢
١ ٢

٢ ٢ ١
٣ ٢
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   .ديکن داينمودار معادله داده شده را پ یانحنا   ۵ازشماره   استفاده ربايز نيدر تمر
۶  

 پاسخ 
١ ٢

٢

١
٢
 

٢

٢

١
٢ ٣ ٢

١
٢

١ ١
٢

٣ ٢
١ ٢ ٣ ٢

 

 
   که در آن انحنا حد اکثر ممکن است. ديکن دايپنمودار  یرا رو ینقطه ا - ٧

 پاسخ 
٢

٢
 

٢

٢

١
٢ ٣ ٢

١ ٢ ٣ ٢
 

١ ٢
٣ ٢ ٣

٢
١ ٢

١ ٢
٢ ٢

١ ٢ ٣
 

٢ ٣

١ ٢ ۵ ٢

١ ٢ ٢

١ ٢ ۵ ٢
 

١است ، اگر حالا ،  ٢ ١ ايو   باشد.٢
٢

٢ 

١ یاست براچون 
٢

١ یاست برا و ٢
٢

حد پس ٢

١اکثر مقدار دارد در 
٢

٢
٢

٢
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   ثابت است.     کسيهل یکه مقدار انحنا دينشان ده - ٨
 پاسخ 

 

٢ ٢ ١ ٢ 

 

١  

٢ ٢ ١ ٢ 

٣

٢

٢
٣

١
٢

 

   مقدار ثابت است. کينامبرده ،  کسيهل یپس انحنا
 

  . ديکن دايپو سپس شعاع انحنا را در مقدار داده شده  ديکن دايرا پ یابتدا انحنا يرز يندر تمر

٩
١
٣

٣ ١ 

 پاسخ 

، ،١
٢

٢
 

١
٣

٣ ٢ ،
٢

٢
٢  

٢

٢

٢

٢

٢ ٢ ٣ ٢
٢

١ ۴ ٣ ٢

 

٢ ميدار١ یبرا

٢
٣ ٢

١

٢
١که  یبطور    است.٢
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 جلد سوم حسابان 
 فصل پنجم 

  یجزئ یمشتق ها
Partial Derivatives 

  .یبردار یو هم تابع ها  يقیحق یتابع ها هم  . يمرا مورد بحث قرار داده ا يریمتغ يک یتا کنون تابع ها
هم  يریاما مقاد , کرد يفتوص يریمتغ يک یتابع ها يلهتوان بوس  یرا م  يعیحوادث طب يشتراگر چه ب

به طول و عرض و  يلمکعب مستط يکمثلا حجم   هستند. يرمتغ يکاز  يشکه  وابسته به ب وجود دارند
   ارتفاع آن وابسته است.

 
  Functions of Several Variables يریچند متغ یتابع ها - ۵.١

 يراست و برد آن ز  يقیاعداد حق  يرمجموعهز که دامنه آن  ی، عبارت است از تابع یتابع بردار يک
نقطه   چند را گرفته و   يقیچند عدد حق یتابع بردار يک،  يگربه عبارت د مجموعه بردار ها است. 

چند نقطه  يعنی  کند.  یکار م یبر عکس تابع بردار يرتابع چند متغ يک گرداند.   یفضا بر م يادرصفحه و 
  گرداند.   یبر م  يقیفضا گرفته و اعداد حق يادر صفحه 

 
  Definition of a Function of Several Variables يریتابع چند متغ يفتعر
از نقاط در صفحه  یکه مجموعه ا A Domain دامنه  يک  شامل دو قسمت است. يریتابع چند متغ يک

عدد  يکدامنه ، فقط و فقط  یاز اعضا يکهر  یکه برا  A Rule قاعده  يکدر فضا است ، و  يا
    دهد.  یاختصاص م

 
از نقاط  یاست که دامنه آن مجموعه ا یتابع  A Function of Two Variable  يریدو متغتابع  يک
 صفحه است  یرو
از  یاست که دامنه آن مجموعه ا یتابع A Function of Three Variables  ی يرتابع سه متغ يک

  نقاط در فضا است. 
را در  یريتابع دو متغ کيمقدار  . ميکن  یمشخص م ايو را معمولا بانماد    يریتابع چند متغ يک

نقطه  کيرا در  یريتابع سه متغ کيمقدار   .ميکن  یمشخص مبا نماد نقطه  کي
   .ميکن  یمشخص مبا نماد 

 چند مثال 

٩ ۴ ٢ ٢ 

۴ یضيب لهياست که محدود شده بوسدر صفحه  یا هيشامل ناحدامنه  ٢ ٢   یم رايز٩
پس   .ميدار رهيدو متغ تابع کيدر مثال بالا   شده است. فيتعر  یاعداد نا منف یدوم فقط برا شهيکه ر ميدان

 یضيب کيکه  رادامنه  ريز ريدر تصو  است.در صفحه ، دامنه  ميدر بالا گفت که همانطور
   .ديکن  یملاحظه مصفحه  است در
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است و برد در صفحه  یباز هم دامنه به رنگ آب  .ديکن  یرا ملاحظه مهمان تابع  ريز ريدر تصو

   .ديکن  یملاحظه م یسه بعد یدر فضا  یتابع به رنگ صورت نيا
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  مياگر داشته باش

٢ ٢ ٢ 

٢ رايز  در فضا است.شامل تمام نقاط دامنه  ٢ تمام نقاط  یاست برا٢
  ميداشته باش اگراما بر عکس 

، ،  
   هشتم اول است. کيدر  دامنه 
به چهار بعد  راي، ز ميرا راسم کن رهيسه متغ یهانمودارتابع    ميتوان  یکه نم ديد ميبخش خواه نيدر هم

   ديد  ميخواه م؟يتابع ها را چگونه راسم کن نينمودار ا  پس  .ميدار ازين
 
  Octant   هشتم کي

        ايمختصات ، صفحه را به چهار ربع صفحه  ی، محور ها یدو بعد یکه در فضا ديدان  یم : حيتوض
 Quadrant   ليسمت چپ در ذ ريتصوکند   یم ميتقس  

 
کند ، همان طور که   یم ميتقس سه محور فضا را به سه صفحه نيو ا مي، سه محور دار یسه بعد یدر فضا
 ، سبز و زرد. یآب یسه صفحه به رنگ ها  .ديکن  یم سه  صفحه  ملاحظه سمت راست  ،  بالا ريدر تصو

٢به  فضا ،دارد ، پس   یو چون هر محور دو قسمت مثبت و منف 
٣

  یم مياکتانت تقس ايقسمت و ٨
باشد  یدارا یتوان مثلا گفت اگر نقطه ا  یم وجود ندارد.   یمشخص ینامگذار شود. 

    هشت قسمت باشند. یبرا  یخوب شينما  توانند  یهم م ريز ريسه  تصو در ربع هشتم اول قرار دارد. 
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   مشخص کرد. ريز قيتوان به طر  یهشت گانه را م یاکتانت ها

 
 
 
 

   .ميبر  یرا نام م یري، چند  تابع چند متغ ليدر ذ
١ ،  

 
  ليمستط کيمساحت  

 
٢  

  يلمکعب  مستط يکحجم 
٣ ٢ ٢ ٢ ، ،  

  يلمکعب مستط یسطح جانب
۴

٢ ٢ ٢
،  

 جرم در نقطه  کيواقع در مبدا ، بر  ديخورش لهيجاذبه اعمال شده بوس یروين  مقدار
۵

٢ ٢

 

قرار بلند که در امتداد محور  تينها  یب ميس کيبواسطه در   ستهيالکتر دانيقدرت م
   دارد.

 
  Combinations of Functions of Several Variables یريچند متغ یتابع ها بيترک
  . ميدار یريدو متغ یتابع ها یبرا

 
 

 

 

 
  هم مانند بالا است.  يریسه متغ یتابع ها يبترک

 باشد و هم در دامنه است که هم در دامنه  یشامل نقاطو و دامنه 
دامنه  نيدر احال  نيو در عباشد و هم در دمنه است که هم در دامنه  یشامل نقاطدامنه 

  صفر نشود. 
  ميمثلا اگر داشته باش
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 که مثلا  یاست ، بطورو مجموع دو تابع تصور  کرد که  توان  یم

و  
   باشد.

نامند اگر آن تابع   یم  Polynomial Function  یتابع چند جمله ارا و  ی ريتابع دو متغ کي
   باشند.  ینا منف اعداد و عدد و  کيباشد و به شکل    يیمجموع تابع ها

دو تابع چند جمله  Quotient   ازخارج قسمتاست که  یتابع A Rational Function  ايتابع گو کي
 مثلا   شده باشد. ليتشک یا

٣ ٢ ٢ ۴ ٢ ٧ ٢ ٣ ٢ 
 و 

۴ ۵ ۶ 
   هستند. یچند جمله ا یتابع هاو  یتابع ها

٣ ٣

٢ ٢
 

 و 

١ ٢ ٢ ٢
 

 
   هستند. ايگو یتابع هاو  یتابع ها
همان .ساخت   Composite Function  تابع مرکب کي،  یريتوان از دو تابع چند متغ  یم نيهمچن

   .ميديد یريمتغ کي یگونه که در تابع ها
 

 
    ،صادق باشددر دامنه که  یبطورها در دامنه تمام  یمرکب بالا ، برا تابع

   .ميکن  یم فيطور تعر نيهم هم یريتابع مرکب سه متغ یبرا است. 
 

۴ ميکن  یفرض م – ١مثال  ٢  کيو  ی ريدو متغ تابع کي  باشد.٢

   .ديکن دايرا پدامنه  باشد. که  ی، بطور ديکن دايپ یريمتق کيتابع 
 پاسخ 
 توان گفت   یمثلا م وجود دارد.   یمختلف یراه ها

۴ ٢ ٢ و  

۴که  یها است ، بطورشامل تمام دامنه   است.پس  ٢ ٢   
 که  یها است ، بطور هيشامل کللذا دامنه   است.  یاعداد نا منف هيکلو دامنه   .باشد
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۴ ٢ ٢  
۴باشد و  ٢ ۴چون   باشد.٢ ٢ ۴اگر فقط ٢ ٢ ٢ ١ 

 که  یها  است ، بطور هيشامل کلکه دامنه  يريمگ  یم يجهباشد ، پس نت
۴ ٢ ٢ ١ يا ٢ ٢ ٣ 

   باشد.
  Graphs of Functions of Two Variables یريدو متق یتابع ها ینمودار ها

 که  یاست ، بطورنقاط  عبارت است از مجموع يریتابع دو متغ يک نمودار
 نقاط هيشامل کلپس نمودار  ميفرض کن است که متداول  است.در دامنه تابع 

 باشد. که یبطور است
عدد  کيگرفته و در دامنه دوگانه مرتب  کي،  یريتابع دو متغ کيبه عبارت ساده تر ، 

   .ريز ريتصو  .دهديدر برد تابع به ما ممنحصر به فرد 

 
 

معمولاً نقاط بر خورد مانند  Plane صفحه  کيرسم نمودار  یبرا
را رسم  کند یسه نقطه را به هم متصل م نيکه ا ی، و سپس نمودار مثلث ميکن  یم داينمودار با محور ها را پ

 ديچگونه با  یکه صفحه اصل ، دهديبه ما م  یاز صفحه است که تصور خوب  یقسمت مثلث ، نيا  .ميکن  یم
   باشد.
   .ديرا رسم کن رينمودار تابع ز  – ٢مثال 

٨ ٢ ۴  
 پاسخ 

  . يسيمنو  یم يرمعادله را به صورت ز
٨ ٢ ۴  

  است.  ريصفحه است ، که نقطه برخورد آن با محورها  مطابق ز کيمعادله  نيا
۴ ، ٢ ٨ 

  ريتصو  .ميکن  یمتصل م کدگرينقاط را به  نيا
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درجه دوم به  یمشکل است ، مخصوصا رسم نمودار ها یحدود ، تا يریتابع دو متغ يکرسم نمودار  

  ی، نمودار اصل يمده يصکند که تشخ  یبه ما  کمک م Level Curve  تراز  یمنحن يهنظر ينجاا  بالا.
   چگونه باشد. يدبا

است. تراز  یباشد ، منحنکه  یبطوردر صفحه نقاط مجموعه 
   به نوع تابع دارد. یبستگ نيا  تواند باشد.  یم  یقيحق هر عدد

 
٢است با معادله   یخط    تراز  یدر بالا منحن٢در مثال  ۴ ٨ 

   نمودار است. یعرض تراز ، برش ی، منحن قتيدر حق
 ميکن  یکار فرض م نيا یبرا  .ميکن  یم دايتراز را پ  یها یمنحن، ميمثلا اگر داشته باش

٠ ميدار باشد ، پس١ ميکن  یحالا فرض م  باشد.  ميکن  یحالا فرض م١

٠ ميدار باشد ، پس٢ ٢ سمت چپ  ريتراز است و تصو  یها یسمت راست منحن ريتصو   
   است.تراز در صفحه  ی، منحن ميفراموش نشود که گفت  است.  ینمودار اصل
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 ینقشه توپو گراف يکدر   Level Curve يا    Contour Line يسیبه انگل يزانم یمنحن ياتراز  یمنحن
را قطع  يگرهند يزانم یها یمنحن  کند.   یرا به هم وصل م يناست که همه نقاط هم ارتفاع زم یمنحن

   .کنند  ینم

             
   .يدمشخص کن را تراز  یها یو منحن . يدرا رسم کن يرنمودار تابع ز – ٣مثال 

٢ ٢ 
 پاسخ 

   است. ريمطابق زتراز  یپس منحن باشد ،اگر 
٢ ٢  

 دائره است با شعاع  کيهم صفحه  پس اثر نمودار در٠شعاع  با دائره است کيکه 
شامل  تراز یمنحن یبرا  است.نقطه تراز  یمنحن

 چرا ؟  ديدان  یم  .ستين ینقطه ا چيه
 ريتصو نمودار در  هستند. یهر دو سهمو  یصفحه ها نمودار با یتلاق یمحل ها

   یاست و سمت چپ نمودار اصل  تراز یها یراست منحن سمت  .ديکن  یملاحظه م

 
   مشخص است. یها و دائره ها یسهم يرز يردر تصو
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      .يدتراز را مشخص کن یها یو منحن . يدرا رسم کن يرنمودار تابع ز– ۴مثال 

٩ ٢ ٢ 
 پاسخ 

٩ ٢ ٢ ١  
   .ميپس دار  .ميده  یمکان م رييرا تغو    و ميرسان  یدو طرف معادله را به توان دو م

٢ ٢ ٢ ٩  
  است.٣و شعاع آن   کره است که مرکز آن در مبدا مختصات قرار دارد. کيمعادله بالا ،  معادله    

 کيکه نمودار  ميريگ  یم جهيبر قرار است ، پس نت یفقط برا١چون معادله شماره 
  ريتصو  است. مکرهين

 ٣است اگر باشد و نقطه ٣دائره است اگر  کيتراز  یمنحن
   باشد.
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  . ديرا رسم کننمودار  – ۵مثال 
 پاسخ 

که نمودار باشد ، تمام خط  ینقطه رو کياست ، پس اگر مستقل از چون معادله 
توسط  یهندس پس تمام جسم  نمودار است. یاست ، رومحور  یگذرد و مواز  یماز 

  ريتصو  شود.  یممشخص مدر صفحه  نوسيس یمنحن
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  .مينام  یممحور  یورقه مواز کي ايو  A Sheet  ورقه  کيرا ۵تابع مانند مثال  يکنمودار 

  ريتصو  است.محور  یورقه مواز کي٣نمودار تابع 
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٢ یمثال ها یرسم نمودار ها  یريدو متغ یاز تابع ها یاريرسم نمودار بس اما آسان بود.  یتا حدود۵
   .ميآور  یم لينمونه  در ذ  کي  .ستين ريامکان پذ  یبه اسان

 

 
٢ ٢ 

   . یبعد  تراز است و سمت چپ نمودار سه یسمت راست ، منحن يرز يردر تصو
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دو  یاز تابع ها يارینمودار بس يمتوان  یچه  م اگر Level Surfaces  تراز  یها رويه يا ها سطح
 یبرا يرا، ز يمرا رسم کن يریسه متغ ینمودار تابع ها يمممکن است بتوان ير، اما غ يمرا رسم کن يریمتغ

   يمتوان  یم  Level Surfaces   تراز  سطوح يقطراما از   لازم است. یچهار بعد يستمکار س ينا
هر  یبراباشد ،  يرهمتغ تابع سه يک  اگر .يمبدست آور يرهسه متغ یدر مورد تابع ها  يدیمف اطلاعات

 مينام  یم   تراز سطح کيباشد ، که  یبطورمجموعه نقاط عدد 
 ی ريسه متغ یتابع ها یتراز برا  سطح  .ميده  ینشان متراز را با معادله و سطح  

 است. یريدو متغ یتراز در تابع ها یمانند منحن
 یسطحباشد ، آنگاه سطح تراز نقطه  یدما شينمامثلا اگر 

   است. تمام نقاط آن مقدار ثابت   یکه دما است
از آنها ، کره است که مرکز آن   یکي  .ميترازبر خورد کرده ا یسه نوع سطح ها به قبل ،  یدر بخش ها

   است. ريمختصات باشد.  کره ، سطح  تراز تابع ز یمبدا محور ها
٢ ٢ ٢ 

٢ رايز ٢ ٢   ريز ريتصو یکره است برا کيمعادله ٢
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   است. ريتابع ز یسطح تراز برا  کيباشد ، هر استوانه که محور آن محور  .دوم 
٢ ٢ 

٢ رايز ٢   ريز ريتصو  باشد.استوانه است اگر  کيمعادله ٢
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   هستند. ريز یتراز تابع ها ی، صفحه ها ، سطح ها  تيو در نها

 
   .ريز ريتصو  صفر نباشند.  یهمگکه  یبه شرط

 
 

 .ميفقط لازم است فرض کن  سطح تراز است.  کي ، یريتوان گفت  که نمودار هر تابع دو متغ  یم نيهمچن
 

   باشد.است ، اگر فقط و فقط که  ديتوجه داشته باش نيهمچن
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را  یريتابع دو متغ کيجهت ، نمودار  نيبه هم است. نمودار تراز پس سطح  
   .مينام  یم A Surface  هيرو ايسطح  کي

و  اي  یصفحه هاتراز  با   سطح  یازمحل  تلاقتراز ،    سطح کي رسم   هنگام
،  راسطح تراز با صفحه   یحالت ها ، محل تلاق نيدر هر کدام از ا  .ميکن  یاستفاده م  نيهمچن
  . مينام   یم صفحه   آن در تراز  سطح Trace   اثر 

   سطوح  تراز ، سطوح  درجه دوم  هستند. نيمهم تر
    

  Quadratic Surfacesدرجه دوم  ی اسطح ه
   است. ريبه شکل ز یتابع چند  جمله ا  سطح  تراز  کيدرجه دوم    سطح کي

٢ ٢ ٢  
  مثبت هستند. ،اعداد ثابت  ريز یدر گروه بند  گروه هستند.٩درجه دوم ،  یسطح ها

 
 گروه اول 

  Ellipsoidوار  یضيب
٢

٢

٢

٢

٢

٢
١ 

  یمکان خال اينقطه ،  کي اي،  یضيب کي ايصفحه مختصات  یمواز یدر هر صفحه اوار   یضياثر  ب
٢ شوديباشد ، پس معادله ماگر ٠ ريتصو  است. ٢ ٢ ٢ 

 ٠ ريتصو  کره است. کيو لذا ، صفحه ،  
  ريتصو   

 
 
 
 

 گروه دوم 
  Elliptic Cylinder یضوياستوانه ب
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٢

٢

٢

٢
١ 

 یضيبصفحه  یدر هر صفحه مواز یضوياثر استوانه ب
٢

٢

٢

٢  ٠ ريتصو  است.١
 ٢٩۵صفحه  ريتصواست.  . Circular Cylinder مدوراستوانه  کيباشد ، صفحه ، اگر 

          
  ريتصو

 
 گروه سوم 

  Elliptic Double Coneمضاعف  یضوياستوانه ب
٢

٢

٢

٢

٢

٢
 

 
و  )باشد اگر دائره کي (است  یضيب کي ايصفحه  یمواز یاثر مخروط در هر صفحه ا

  رينقطه است تصو کي اي
  ريتصو

 
 رند. اگر  گذ  یشامل دو خط است که از مبدا مو  یاثر ، در صفحه ها ا

 نامند.   یم  Elliptic Double Cone  استوانه مدور مضاعفرا باشد ، سطح  
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  Elliptic Paraboloidگون  يضیوار ب یچهارم سهمگروه 
٢

٢

٢

٢
 

 کي ايو  )باشداگر  رهيدا (است  یضيب ايصفحه  یمواز یوار در هر صفحه ا یاثر سهم
  ريهستند  ، تصو یسهم،و اثر در صفحات   . یته اي نقطه

  ريتصو
 

 
 
 

  ريتصو نامند.   یم  Circular Paraboloid وار مدور  یسهمرا سطح   باشد ،اگر 
٠مثال در  ٣ 

 
 گروه پنجم 

  Parabolic Cylinderگون  یاستوانه سهم
  اي

  Parabolic Sheetگون  یورقه سهم
٢ 

 ٠ رياست ، تصو٢ یسهماثر ورقه در صفحه 
 
 
 

  ريتصو
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 گروه ششم 
  Hyperbolic Paraboloid گون یوار هذلول یسهم

٢

٢

٢

٢
 

  یبه طرف بالا باز مدر صفحه   هستند. یسهمو  یدر صفحه هااثر ها 
  ريتصو  شود.  یباز م نييبه طرف پاشود و در صفحه 

  يرتصو

 
  است. یسهم، یمواز یاثر در صفحه ها شامل دو خط متقاطع است. اثر در صفحه 

   اسب است. نيز کيشکل   , سطح
 
 
 
 
 

 گروه هفتم 
  Hyperbolic Cylinderگون  یاستوانه هذلول
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  يا
  Two Hyperbolic Sheetsگون  یدو ورقه هذلول

٢

٢

٢

٢
١ 

 یهذلول    صفحه یمواز یاثر در هر صفحه ا
٢

٢

٢

٢   ريتصو.    است ١
  يرتصو

 
 
 

 گروه هشتم 
  Hyperboloid of One Sheet یورقه ا يکگون  یهذلول

٢

٢

٢

٢

٢

٢
١ 

 صفحه  یمواز یدر هر صفحه ااثر        هستند. یهذلولو اثر در صفحه 
 ٠ ريتصو  دائره. کيباشد ، است و اگر  یضيب کي
 
 
 
 
 
 

  يرتصو
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 گروه نهم 
  Hyperboloid of Two Sheets یگون دو ورقه ا یهذلول

٢

٢

٢

٢

٢

٢
١ 

 یمواز یاثر در هر صفحه ا است و  یهذلول    اي  صفحه یمواز یاثر در هر صفحه ا 
 ريتصو  . یخال یفضا اينقطه و   کي )   دائره کيباشد ، اگر ( است  یضيب کيصفحه 

٠ 
  ريتصو
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 ١.۵ يناتتمر
   .يدکن يدادامنه تابع را پ يرز يناتدر  تمر 

١  

٢  

٣ ٢ ٢ ٢۵ 

۴
١

 

۵ ١ ٢ ٢ ٢ 

۶  

 
  . ديکنرا رسم   تراز  یمنحن ريز ناتيدر تمر

 ٧ ٣ ٢ ٣ 
٨ ٢ ۴ ٢ ١ ۴ 
٩ ٢ ٢ ١ ١ 

 
  . ديرا رسم کننمودار  ريز ناتيدر تمر

١٠ ٢  

١١ ۴ ٢ ٢ 

١٢ ١ ٣ 
 

 .دينمودار معادله را رسم کن ريز ناتيدر تمر
١٣ ٣ 
١۴ ٣ ١ 

١۵ ١ ٢ 

١۶ ٢ ۴ ٢ 
   .ديرا رسم کنتراز  هيرو ريز ناتيدر تمر

١٧ ٢ ۴ ١ 
١٨ ۴ ٢ ۴ ٢ ٢ ١ 
١٩ ١ ٢ ٢ ٢ 
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   .ديدرجه دوم را رسم کن  سطح ريز ناتيتمر در
٢٠ ٢ ٢ ٢ ٣ ٢ ۶ 
٢١ ٢ ٢ ٩ 

٢٢ ٢
٢

۴
 

٢٣ ٢ ٩ ٢ ۴ ٢ 
٢۴ ٢ ٣ 
٢۵ ۴ ٢ ٢ 
٢۶ ٢ ٢ ٩ 
٢٧ ۴ ٢ ٢ ٢ ١۶ 
٢٨ ٢ ٩ ٢ ۴ ٢ ٣۶ 

 
   .ميکه داشته باش یبطور ديکن دايپ ريمتغ کيبا تابع  کي و ريمتغ دو باتابع  کي ريز ناتيدر تمر

 
٢٩ ٢ ۶  

٣٠ ٢ ٢ ۵ ١  
 

 . ديسيحجم و شعاع آن بنواستوانه مدور راست را به صورت تابع   کيارتفاع  - ٣١
 

   .ديسيبنواضلاع شکل بدون درب به صورت تابع  ليجعبه مستط کي یسطح جانب
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 ١.۵ يناتپاسخ تمر
   .يدکن يدادامنه تابع را پ يرز يناتدر  تمر

١  
 پاسخ 

   باشد.و که  یبطورنقاط  هيدامنه  شامل کل
٢  

 پاسخ 
 باشد.و که  یبطورنقاط  هيدامنه  شامل کل

٣ ٢ ٢ ٢۵ 
 پاسخ 

٢که   یبطورنقاط  هيدامنه  شامل کل ٢  باشد.٢۵

۴
١

 

 پاسخ 
   باشد.که  یبطورنقاط  هيدامنه  شامل کل

 

۵ ١ ٢ ٢ ٢ 
 پاسخ 

٢که  یبطورنقاط  هيدامنه  شامل کل ٢ ٢    باشد.١
۶  

 پاسخ 
   باشد.و و که  یبطورنقاط  هيدامنه  شامل کل
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  . ديرا رسم کن  تراز  یمنحن ريز ناتيدر تمر
 : یآور ياد

 است. تراز  یباشد ، منحنکه  یبطوردر صفحه نقاط مجموعه 
  

 ٧ ٣ ٢ ٣ 
٢ ٣ ٢ رنگ آبی  

٣ ٣ ٣ رنگ قرمز  
 

 
٨ ٢ ۴ ٢ ١ ۴ 

١ ٢ ۴ ٢ ١ رنگ  قرمز
۴ ٢ ۴ ٢ ۴ رنگ  آبی

 
٩ ٢ ٢ ١ ١ 

١ ٢ ١ رنگ آبی  

رنگ  صورتی

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 جلد سوم حسابان ۵.١  تابع های چند متغيری انوشـيروان صراف

407 

٢ ١ رنگ  قرمز

 
 

  . ديرا رسم کننمودار  ريز ناتيدر تمر
١٠ ٢  
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١١ ۴ ٢ ٢ 
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١٢ ١ ٣ 
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 .دينمودار معادله را رسم کن ريز ناتيدر تمر
١٣ ٣ 

٣ ٣  
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١۴ ٣ ١ 
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١۵ ١ ٢ 

١ ٢ ١ ٢ 
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١۶ ٢ ۴ ٢ 

٢ ۴ ٢ ٢ ۴ ٢ 

 
 

   .ديرا رسم کنتراز  هيرو ريز ناتيدر تمر
١٧ ٢ ۴ ١ 
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١٨ ۴ ٢ ۴ ٢ ٢ ١ 

 
 

١٩ ١ ٢ ٢ ٢ 
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   .ديدرجه دوم را رسم کنسطح   ريز ناتيتمر در

٢٠ ٢ ٢ ٢ ٣ ٢ ۶ 

 
 

٢١ ٢ ٢ ٩ 
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٢٢ ٢
٢

۴
 

 
 

٢٣ ٢ ٩ ٢ ۴ ٢ 
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٢۴ ٢ ٣ 
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٢۵ ۴ ٢ ٢ 

 
 

٢۶ ٢ ٢ ٩ 
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٢٧ ۴ ٢ ٢ ٢ ١۶ 
 

 
 

٢٨ ٢ ٩ ٢ ۴ ٢ ٣۶ 
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   .ميکه داشته باش یبطور ديکن دايپ ريمتغ کيبا تابع  کي و ريمتغ دو باتابع  کي ريز ناتيدر تمر
 

٢٩ ٢ ۶  
 پاسخ 

٢ ميکن  یفرض م    باشد.و ۶
٣٠ ٢ ٢ ۵ ١  

 پاسخ 
٢و  ميکن  یفرض م ۵    باشد.١

 
 . ديسيو شعاع آن بنوتابع  حجم   استوانه مدور راست را به  صورت کيارتفاع  - ٣١

 پاسخ 
  . ميپس دار  باشد.و شعاع حجم  ،  مارتفاعيکن  یفرض م

٢
،  

 
   .ديسيبنواضلاع شکل بدون درب به صورت تابع   ليجعبه مستط کي یسطح جانب

 پاسخ 
شود ،   یدرب که از بالا باز مچون جعبه   ارتفاع باشد.اضلاع قاعده و و  ميکن  یمفرض 
   .ميدار پس ندارد ،

٢ ٢ ، ، ،  
 
 

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 جلد سوم حسابان ۵.٢   حد و پيوستگی انوشـيروان صراف

421 
 

 
  Limits and Continuity ييوستگیحد و 

به ما  يرهتابع چند متغ يکحد  يفتعر یبرا يیالگو  یتابع بردار يکو حد   يقیتابع حق يکحد  یها يفتعر
 کينزدبه که  یاست هنگامحد است ،  ينساده حد ا يفرتع  دهد.  یم
به   یبه حد کافهر وقت که شود ،  کينزدتا حد دلخوه به شود ، اگر   یم

   کرد. فيتوان حد را تعر  یم قيطر نيهم به هم رهيتابع سه متق یبرا  باشد. کينزد
 

  Definition of Limit of a two Variable Function رهيتابع دو متغ کيحد  فيتعر
  شده باشد. فياست ، تعربه مرکز  سکيد کيمجموعه که شامل  کيدر  ميکن  یفرض م

است در حد پس   عدد باشد. کي ميکن  یو فرض م٠احتمالا بجزخود 
 که اگر  یوجود دارد ، بطورعدد  کيهر عدد  یاگر برا

٢ ٢  

 باشد ، پس 
 

  ميسينو  یصورت م نيدر ا باشد. 
 

  قيطر نيبه هم  وجود دارد. مييگو  یو م
شده  فياست ، تعرتوپ  به مرکز  کيمجموعه که شامل  کيدر  ميکن  یفرض م

در حد پس   عدد باشد. کي ميکن  یو فرض م٠احتمالا بجزخود   باشد.
 که اگر  یوجود دارد ، بطورعدد  کيهر عدد  یاست اگر برا

٢ ٢ ٢  

 باشد ، پس 
 

  ميسينو  یصورت م نيدر ا باشد. 
 

 وجود دارد. مييگو  یو م
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   .ديکن  یملاحظه م ريحد در تصو یهندس ريتفس
 

  ريتصو

 
 

  يدنشان ده – ١مثال  
و  

 
  است. 
 پاسخ 

  . ميکه دار ديکن  یملاحظه م  باشد. ميکن  یفرض م

٢ ٢ ٢ 

 باشد ، پس  اگر  ميحالا اگر فرض کن  است.
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٢ ٢  

   .ميباشد ، پس دار

٢  

 کنند   یثابت م نيا
 

  . ميکن  یثابت م قيطر نيقسمت دوم هم به هم  است.
 

  دينشان ده – ٢مثال 
و و  

   است.
 پاسخ 
  . ميچون دار باشد.  يمکن  یمفرض 

٢ ٢ ٢ ٢ 

 لذا اگر  باشد. توان فرض کرد   یاست ، م

٢ ٢ ٢  

 باشد ، پس 

٢  

    .ميکن  یثابت م قيطر نيهم به هم گريدو قسمت د قسمت اول ثابت شد. 
 

 یباشد ، پس برا یريمتق کيتابع  کيکه اگر  ميقلم گفت نيآرمان توسط هم ليفرانسيحساب ددر کتاب 
دو وجود داشته  هرو  ديباشد ، با نکهيا

   باشد. یدو وجود داشته باشند و مساو حد از طرف راست و چپ هر یعني باشد. یباشند و مساو
 یبعد سه ستميس  در رهيتابع دو متغ رايندارد ، ز  یطرف راست و چپ معن  گريد رهيتابع دو متق اما در

     شود.  یم فيتعر
 و  باشد ، رهيتابع دو متغ کيحالا اگر  

شود  کينزدبه  ديباکه  ديگو  یم حايتلو در بالا ، رهيتابع دو متغ  کيحد  فيباشد ، پس تعر
   شود.  یم کينزدبه    که یريمسدر هر که  یهنگام
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 مياست نشان ده  یکاف وجود ندارد ، ميده که نشان نيا یپس برا 
 متفاوت به  ريدر دو مسکه  یشود ، هنگام  یم کيبه دو عدد متفاوت نزد

   شود.  یم کينزد
 ميکن  یم انتخاب  که ما یريبه مس شود ، بدون توجه کيمقدار ثابت نزد کيبه  دي، تابع با گريبه عبارت د

کره  یکه رو یتوان به نقطه ا  یاز چند جهت م  .ديرا ملاحظه کن ريتصو  .ميبرستا به 
  از دو  جهت خواهد بود. شيب شد؟ مسلم است که پاسخ شما ، کينزد ، دينيب  یم

  ريتصو

 
 
تابع ، به  یريحد است اگر در هر مس یدارادر تابع دو متغيره   گوييم  یم

ها ،  رياز تمام مس  شود.  یم کينزد  لخواه به اندازه دثابت   ، تابع به عدد شود   کينزد
    ثابت باشد. ديمقدار حد با

 
  ميکن  یفرض م – ٣مثال 

٢ ٢

٢ ٢
 

   وجود ندارد. دينشان ده  باشد.
 پاسخ 

که اگر   یاست ، در صورت١باشد ، پس و که اگر  ديکن  یملاحظه م
شود ،   یم کينزد١به پس   است.١باشد ، پس و 

 کينزد١به و   شود.  یم کينزدبه در  امتداد خط که  یهنگام
در پس   شود.  یم کينزدبه امتداد خط  درکه   یهنگام شود ،  یم

   حد ندارد.در ادعا را که  نيهم ا ريتصو  حد ندارد.
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  ريتصو
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   .ميپس دار وجود داشته باشد ،و  اگر
 

 

 

 

،  

 
   .ميکن  یعمل م بيترت نيبه هم هم رهيسه متغ یتابع ها یبرا
 

  دينشان ده – ۴مثال 

١ ٢

٣ ٣

٢ ٢

٧
۵

و
٣ ٣

٢ ٢
 

 پاسخ 
 چون 

١ ٢
١ و

١ ٢
٢ 

  ميدار ضرب حاصلفرمول   اساس پس بر

١ ٢
٣ ١ و

١ ٢
٣ ٨ 

١ ٢
٢ ١ و

١ ٢
٢ ۴ 

   .ميجمع و خارج قسمت  دار یبر اساس فرمول ها 

١ ٢

٣ ٣

٢ ٢

١ ٢
٣ ٣

١ ٢
٢ ٢

 

١ ٢
٣

١ ٢
٣

١ ٢
٢

١ ٢
٢

١ ٨
١ ۴

٧
۵

 

  راي. ، زميمانند بالا عمل کن ميتوان  یحد دوم ، نم  ینشان دادن درست یبرا
٢  

 که  ميده  ینشان م حد دوم ،  ینشان دادن درست یبرا   است  ، پس
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٣

٢ ٢
١  

 که  ديملاحظه کن
٣

٢ ٢

٣

٢
 

  یچيساندو هيقض  نوع کيپس بکار بردن  ميدار٢بر اساس مثال  چون  است.

هم  ريز   استدلال فرمول  نيبا بکار بردن هم  شود.  یاثبات م١فرمول   ی،درست رهيتابع دو متغ یبرا
 صادق است. 

٣

٢ ٢
٢  

 .ميکن بيرا ترک٢و ١ یبا استفاده از فرمول جمع ، شماره ها ميتوان  یحالا م
٣ ٣

٢ ٢

٣

٢ ٢

٣

٢ ٢
 

 نشان دادن  یگربرايطرق د
٣ ٣

٢ ٢
٣  

باشد ، پس و که اگر  ديدان  یم  است. یاستفاده از مختصات قطب
  ميچون دار  شود. کيصفر نزد بهو فقط  فقط اگر شود ،  یم کينزد به

٣ ٣

٢ ٢

٣ ٣ ٣ ٣

٢
٣ ٣  

٣و چون     است. حيصح٣پس شماره  است ،٣
  ميکن  ی، فرض م رهيتابع دو متغ یبرا  هم هست. رهيچند متغ یتابع ها یبرا ینيجانش هياز قض  یا  نمونه

 

 پس   باشد. است ، وستهيپکه در  رهيمتغ کيتابع  کي   ميکن   یم فرض باشد و 
 

 
  . يدکن يدارا پ حد زير – ۵مثال 

١
 

 پاسخ 
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  ميکن  یفرض م

و  

  . ميبر اساس فرمول خارج قسمت دار  باشد.

١

١

١
١

 

که در بالا ذکر شد ،  ینيپس براساس فرمول جانش  است.١است و  وستهيپدر پس 
   .ميدار

١ ١
١ 

 
  رهيچند متغ یتابع ها یوستگيپ فيتعر

Definition of Continuity of Functions of Several Variables  
   .مياگر داشته باشاست  وستهيپدر  رهيتابع دو متغ کي - ١

 

   .مياگر داشته باشاست  وستهيپدر  رهيتابع سه  متغ کي - ٢
 

  باشد.  وستهياست ، اگر در تمام نقاط دامنه اش پ وستهيه پ ريتابع چند متغ کي - ٣
 
 

  هستند.  وستهيپ یتابع هاو باشد ، پس و اگر  ديگو  یم ١مثال 
باشد ، پس بر و و اگر ،  بيترت نيبه هم

   هستند. وستهيپ یتابع ها ٢اساس مثال 
  هستند.  وستهي، پ وستهيپ یمجموع ، حاصل ضرب و خارج قسمت تابع ها

  هستند.  وستهي، پ ايو گو یچند جمله ا یپس تابع ها
در  یوستگيباشد ، پس پ رهيمتغ کيتابع  کيو  رهيتابع دو متغ کياگر  تيو در نها

   کند.  یمدر  یوستگيبا هم ،دلالت بر پدر  یوستگيو پ
   شود.  یحاصل م جهينت نيهم هم رهيسه متغ یتابع ها یبرا
 

  مياگر داشته باش – ۶مثال 

١ ٢ ٢
 

   است. وستهيتابع پ کيکه  دينشان ده
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 پاسخ 
  ميکن  یفرض م

١ ٢ ٢
و  

 کي رايهستند.  ز وستهيپ یتابع هاو  ميدان  یم نيعلاوه بر ا  است.باشد ، پس 
   است. وستهيآنها هم پ بيپس ترک  است.  وستهيپ ميدان  یکه م نوسيساست و  ايتابع گو

 
  Continuity on a Setمجموعه  کيدر  یوستگيپ

کلمه تاکنون  که  ديتوجه دار باشد. Plane     مختصات  صفحه  در  مجموعه کي ميکن  یفرض م
   استهمان  ايو  یدو بعد ستميو منظور س ميمکررا آورده ا Plane سطح 

   برقرار است. ريز طياز شرا  یکيدر   هر نقطه  یپس برا
   است.در    کهوجود دارد به مرکز  سکيد کي   - ١
  رونياست ب یشامل نقاطبه مرکز  یسکيهر د - ٢

که  یو نقاط  شوند.  یم دهينام  Interior Points   ینقاط داخلکنند ،   یرا برقرار م١که شرط  ینقاط
   ريشوند. تصو  یم دهينام Boundary Points   ینقاط مرزکنند ،   یشرط دوم را بر قرار م

 

 
 

  یم دهيناممجموعه  کي ینقطه مرز کينباشد ،  ايباشد خواه داخل نقطه  کي،   یبطور کل
 باشد. رونينقطه ب کيو حد اقل نقطه داخل  کيشامل حداقل به مرکز  سکيشود ، اگر هر د

   آن است. یمجموع نقاط مرزمرز   
 سکيمثلا مرز د  شوند.  یمشخص م  ی، به اسان ميکه با آن سر و کار دار يیها  هيناح شتريب یمرز ها

٢ ٢ ٢دائره ٢ ٢  ٠ رياست ، تصو٢
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  يرتصو   است. يل، مستط يلیمستط يهناح يکمرز  
شده باشد  ،  فيتعربسته بازه  يکقطعه قطعه هموار که در  یمنحن يک ياپاره خط  يکمرز  

   ريتصو مرز خودش است.
 یوستگيپ ميخواه  یم  هم هست. یباشد که شامل خط مرز Plane Region مسطح  هيناح کي ديفر کن

  ینقطه داخل کيدر  یوستگيکه پ ديتوجه دار  .ميکن فيرا تعردر مجموعه تابع  کي
 یدر نقطه مرز یوستگيپ یبرا  .ميداد حيتوضبخش  نيهم یرا در ابتدا
    .ميده  یم رييتغ  یرا کم فيآن تعرمجموعه 

 کيهر  یاگر برااست مجموعه  ینقطه مرز کيدر حد عدد  کي
  ميباشد و داشته باشدر که اگر  یوجود داشته باشد ، بطورعدد 

٢ ٢  

  یدارد و موجود  در حد  مييگو  یصورت م نيدر ا  است.پس  
  ميسينو

 

 وستهيپ ینقطه مرز کيدر  مييگو  یباشد ، م  ینقطه مرز کيآاگر 
 اگر است 

 

 نيا اگر است ، وستهيپ هم هست ،  یخط مرزکه شامل     مجموعه کي در  ياتو در نه  باشد.
  باشد.  وستهيپتابع در هر نقطه 

 
که  یباشد بطورنقاط  هي،  که شامل کل است  یليمستط هيناح کي ميکن  یم فرض   -٧مثال 

  ميکن  یو فرض م  باشد.٢و ١
۴

، ،
 

   .ستين وستهيتابع پ کياست ، اما  وستهيپدر  دينشان ده
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 پاسخ 
 

 
حالا    هستند. وستهيپدر  یهر دو چند جمله ااست ،  وستهيپ۴ یچون چند جمله ا

  که در  یبراو ها در تمام  یاست برا١چون 
و حد ندارد   یکدام از نقاط مرز چيدر هبخش ،  نيحد در هم فياساس تعرنباشد ، پس بر 

   دو قسمت است. ريدر تصوکه  ديکن  یملاحظه م ريتصو  .ستين وستهيلذا پ
 

 ٢.۵ ناتيتمر
  . ديکن داي، حد را پ ريز ناتيدر تمر

   

١
٢ ۴

١
٢

 

٢
١

٢ ١
٢ ٢

 

٣
٢ ١ ١

٢ ٢ ٢

٢
 

۴
٢ ١

٣ ٢ ٢ ٢ ٢

٢
 

۵

٢ ٢

 

۶
٢ ٢

٢ ٢
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٧
٢ ٢

٢ ٢
 

٨
٣ ٣ ٣

٢ ٢ ٢
 

 
٢که  ديده نشان - ٩    وجود ندارد.٢

 
٢و  ديفرض کن - ١٠  مطلوب است   باشد.١

١ ١
 

 
   است. وستهيپچرا  ديده حيتوض ، ريز ناتيدر تمر

١١ ٢ 

١٢
٢

٢ ٢ ١
 

١٣  
 

  ديفرض کن - ١۴
٢

٣ ٣

، ،
 

  یعني  است. وستهيپبطور جدا گانه در    ريمتغ  هر یازا  به  دينشان ده  – الف 
   در صفر است. وستهيتابع پ کيدر صفر است و  وستهيتابع پ کي

   .ستين وستهيپدر  دينشان ده  –ب 
 

  ديو فرض کن  تمام صفحه مختصات بجز مبدا باشد. ديفرض کن - ١۵
٢

٢ ٢
،  

  وجود دارد؟ ايآ
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  ٢.۵ ناتيپاسخ تمر
  . ديکن داي، حد را پ ريز ناتيدر تمر

١
٢ ۴

١
٢

٢
١
٢

۵
٢

 

 

٢
١

٢ ١
٢ ٢

١
٢

١ ١

١
٢ ٢

٢ 

 

٣
٢ ١ ١

٢ ٢ ٢

٢

٢ ٢
٢

١ ٢ ١
٢

١
٢

٢ ١
٢ 

 

۴
٢ ١

٣ ٢ ٢ ٢ ٢

٢ ٢ ١

٢ ٢

٢
 

٢ ١
٢ ٢

٢
١ ٣ 

 
۵

٢ ٢

 

 ميچون دار
٢ ٢

٢ ٢
 است ، پس وستهيپ ، نوسيو تابع کس

  ميدار ینياساس فرمول جانشبر 

٢ ٢

١ 

 

۶
٢ ٢

٢ ٢
 

٢چون  است ، پس بر اساس ١است و ٢

   .ميدار ینيفرمول جانش
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٢ ٢

٢ ٢
١  

 

٧
٢ ٢

٢ ٢
 

   .ميدار۴بر اساس مثال 
٣

٢ ٢

٣

٢ ٢
 

 پس 
٢ ٢

٢ ٢

٣

٢ ٢

٣

٢ ٢
 

 
 

٨
٣ ٣ ٣

٢ ٢ ٢
 

٢اگر   باشد. ميکن  یفرض مهر  یبرا ٢  پس  باشد ،٢

٢ ٢ ٢ ٢  

 که  یاست ، بطور
٣

٢ ٢ ٢

٢

٢ ٢ ٢
 

 پس 
٣

٢ ٢ ٢
 

  بيترت نيبه هم
٣

٢ ٢ ٢

٣

٢ ٢ ٢
 

 و در نهاتت 
٣ ٣ ٣

٢ ٢ ٢
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٣

٢ ٢ ٢

٣

٢ ٢ ٢

٣

٢ ٢ ٢
 

 
 
 
٢که  ديده نشان - ٩    وجود ندارد.٢

 پاسخ 
٢باشد ، پس و اگر   باشد ، پس که   یدر صورت  است.٢

٢ ٢

٢

٢ ٢

١
٢

 

٢،  ميداد٣که قبل از مثال  یحيپس بر اساس توض    وجود ندارد.٢

 
٢و  ديفرض کن - ١٠  مطلوب است   باشد.١

١ ١
 

 
   است. وستهيپچرا  ديده حيتوض ، ريز ناتيدر تمر

١١ ٢ 
    است. یچند جمله ا کي رايز است ، وستهيپتابع 

١٢
٢

٢ ٢ ١
 

   است. ايتابع گو کي رايز است ، وستهيپتابع 
١٣  

 پاسخ 
و چون   است.اباشد ، پس و  ميکن  یفرض م
   است. وستهيهم پهستند ، پس  وستهيپو 

 
  ديفرض کن - ١۴

٢

٣ ٣

، ،
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  یعني  است. وستهيپبطور جدا گانه در    ريمتغ  هر یازا  به  دينشان ده  – الف 
   در صفر است. وستهيتابع پ کيدر صفر است و  وستهيتابع پ کي

   .ستين وستهيپدر  دينشان ده  –ب 
 پاسخ 
  ها ، پس تمام  یاست براها و تمام  یاست براچون  –الف 

   است. وستهيجدا گانه ، پ ها ريهر کدام از متغ یبرا
 پس  باشد ،اما اگر   است.باشد ، پس اگر  –ب 

١
٢

 

 ٣است ، پس بر اساس بحث قبل از مثال 
 

   .ستين وستهيپدر وجود ندارد ، و لذا 
 

  ديو فرض کن  تمام صفحه مختصات بجز مبدا باشد. ديفرض کن - ١۵
٢

٢ ٢
،  

 وجود دارد؟ ايآ
 پاسخ 

باشد ، پس است ، اما اگر ١پس  باشد ،و اگر 
١
٢

 است ، لذا بر اساس همان بحث بالا ، 

 

   وجود ندارد.
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  Partial Derivative یمشتق جزئ يا یا مشتق پاره -  ۵.٣
پس ، مثلا  ميرا ثابت نگاه دارريمتغاز دو   یکياگر  . باشد  رهيمتغدو  تابع  کي يدفرض کن

ر مشتق د کي. اگر آن تابع  يیبه تنها  به  است نسبت یاست ، تابعآن  ريکه مقاد یتابع
  . مينام  یمدر  یداشته باشد ، آن مشتق را مشتق جزئ

  
  Definition فيتعر

مشتق   باشد.در دامنه  ميکن  یباشد و فرض م رهيتابع دو متق کي   ميکن  یم فرض
   شود.  یم فيتعر ريز ابقمطدر نسبت به     یجزئ

 
   حد وجود داشته باشد. نيکه ا  یدر صورت

   شود.  یم فيتعر ريمطابق زدر نسبت به  یمشتق پاره ا

 
  حد وجود داشته باشد.  نيکه ا  یدر صورت

 
 ند  شده ا فيتعر ليو مطابق ذ نديآ یم بدست یا پاره یريگ مشتق قيطر از کهو توابع 

 
 و 

 
   شوند.  ینشان داده م   هم ريز یبا نماد هاومعمولا  شوند   یم دهينام یپاره ا یمشتق ها

 

 
  ميسينو  ی، پس م ميده نشان یتساو يلهرا به وس یاگر تابع

 

 
    .ستيمشکل تر ن یريمتغ کيتوابع  یکردن مشتق ها داياز پ یپاره ا یکردن مشتق ها دايپ
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٢۴اگر  - ١مثال  ۶ را و  ريو مقاد ديکن دايرا پو باشد ، ٢
١در    ريتصو  .ديکن دايپ٢

  ريتصو

 
 پاسخ 

  ريتصو  .ميدارنسبت به و مشتق گرفتن با ثابت نگاه داشتن 
٢۴ ١٢  

  ريتصو

 
 و لذا 

١ ٢ ۴٨ ٢۴ ٢۴ 
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  ريتصو . ميکن  یم دايپرا نسبت به و مشتق  ميدار  یرا ثابت نگاه محالا 
٢۴ ۶ ٢ 
  ريتصو

 
 و لذا 

١ ٢ ٢۴ ۶ ١٨ 
 

  . ديکن دايرا پو باشد ، ٢اگر   - ٢مثال 
 پاسخ 

٢  

٢  

 
  هم صادق هستند.  یپاره ا یمشتق ها در مورد مشتق ها ميسجمع ، ضرب و تق

 
 

و  
و  
و  

٢
و

٢
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   دارند. ینقاط دامنه شان ، مشتق پاره ا يههم در کل ياها و توابع گو یکه چند جمله ا ينا يجهنت
 

  يمداشته باشاگر   - ٣ مثال 
٣ ٣

٢ ٢
 

  . ديکن دايرا پو  
 پاسخ 
شده  فيها تعرها و تمام  یبراو است ، پس  ايتابع گو کيچون 

٢که  یبه شرطهستند ،     تمام نقاط بجز مبدا مختصات.  یبرا یعني  باشد.٢
٣ ٢ ٣ ٢ ٢ ٣ ٣ ٢

٢ ٢ ٢

۴ ۴ ٢ ٣ ۵

٢ ٢ ٢
 

۵ ۴ ٣ ٢ ۴

٢ ٢ ٢
 

 
   مياگر داشته باش - ۴مثال 

٣ ٣

٢ ٢
برای

برای
 

 که  يدنشان ده
 

 پاسخ 
  ميها ، پس دارتمام  یاست براچون 

 
  ميها ، پس دارتمام  یاست برا يقطر ينبه هم

 
    ريتصوهستند. صفردر  یپاره ا  یها که مشتق يدکن  یملاحظه م يردر نمودار ز
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  يرتصو
 

 
 رييآهنگ تغ اي زانيعبارت است از م یتصور کرد که مشتق پاره ا ينان چنتو  یم

 ديمثلا ، فرض کن  نگاه داشته شده است. ثابتکه  یهنگامنسبت به  در 
لوح در هر نقطه  نيحرارت ا ديقرار دارد و فرض کن     صفحه یرو یلوح فلز کي

 خط امتداد دردر  است  حرارت  راتييتغ آهنگ اي زانيمپس   باشد.
   ريتصو  گذرد.  یماز نقطه که  محور   یمواز 

  ريتصو

 
است و اگر ، پس  ابدي شيکند ، حرارت هم افزا  یم دايپ شيافزاکه  یاگر هنگام

  است.کند ، پس  دايکند ، حرارت نقصان پ  یم دايپ شيافزاکه  یبر عکس هنگام
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 در امتداددر  است حرارت راتيغت آهنگ ی، مشتق پاره ا قيطر نيبه هم
   است. محور یو مواز گذرد  یمکه از   یخط

 
  Geometric Interpretation of Partial Derivatives یجزئ یمشتق ها یهندس يرتفس

 خط مماس بر يبت است از شمشتق عبار  است. يرهمتغ يکمانند مشتق تابع  یمشتق پاره ا یهندس يرتفس 
   ريتصو رهيتابع دو متغ کيدر مورد ٠نقطه مخصوص  يکتابع در  يک یمنحن
 دهد.  ین م    را نشاو  ريتفس

  ريتصو

 
  یمحل تلاق یمنحن٠در نقطه  یخط مماس بر منحن بيمربوط است به شنماد 

   است.محور  یکند و مواز  یعبور مصفحه که از نقطه  کيبا  رهينمودار تابع دو متغ
 یمنحن٠در نقطه  یخط مماس بر منحن بيمربوط است به ش،  قيطر نيبه هم

 یکند و مواز  یعبور مصفحه که از نقطه  کيبا  رهيمتغنمودار تابع دو  یمحل تلاق
   است.محور 

 
  یمشتق پاره ا یبرا يگرید يرتفس

اگر    .مينام  یماست که ما آنرا    Surfaceصفحه کيکه نمودار معادله  يددان  یم
توجه با ثابت نگاه داشتن  قرار دارد.  یروباشد ، پس نقطه 

١.ميکن  یمعطوف م١ یخود را به منحن با  یعمود  Plane  صفحه یمحل تلاق  
 است.در صفحه اثر ١ یعني  است.

هر دو   کند.  یم یتلاق٢ یمنحن کي را درصفحه  ی، صفحه عمود قيطر نيبه هم
 است  ريز تابع نمودار١ یکه منحن ديتوجه دار  کنند.  یم یتلاقدر نقطه ٢و ١ یمنحن

 
روال  نيهمبه شود ،   یمدر نقطه ١ یعني  خط مماس آن بيپس ، ش

  یمدر نقطه ٢ یعنيخط مماس آن  بيپس ش  است.نمودارتابع ٢ یمنحن
  شود ،
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   کرد. ريتفس ريمطابق ز یتوان از نظر هندس  یرا مو  یپاره ا یلذا مشتق ها
 یدر صفحه ها یرو٢و ١ یبر اثر هاخطوط مماس در نقطه  یها بيش

   ريتصوو 
  ريتصو

 

 
 
 

   شوند.  یم يفتعر يرمطابق ز یپاره ا ی، مشتق ها يریتوابع سه متغ یبرا

 

 

 
 

   است. يررود مطابق ز  یمشتق ها بکار م ينا یکه برا يگرینماد د

 

 
 يماگر داشته باش - ۵مثال 

٢ ٣  
  . دينک دايرا پ یپاره ا یمشتق ها

 پاسخ 
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  . ميريگ  یمشتق مو نسبت به  ميدار  یرا ثابت نگاه مو ابتدا 

٢ ٢  
  . ميريگ  یمشتق مو نسبت به  ميدار  یرا ثابت نگاه م گريد ريدو متغ بيترت نيبه هم

٣ ٣  

 و بالاخره 
٢ ٣  

 
 مرتبه بالاتر هم دارند. یهم مشتق ها یري، توابع چند متغ ميديد یريمتغ کيهمان طور که در مورد توابع 

 یممکن است دو مشتق پاره او توابع  پس،  بشدو  یها رياز متغ یتابعاگر 
   کنند.  یم جاديا یچهار مشتق پاره او  یپاره ا یصورت مشتق ها نيدر ا  داشته باشند.

   

نماد با يا
٢

٢
 

نماد با يا
٢

 

نماد با يا
٢

 

نماد با يا
٢

٢
 

 
   شوند.  یم دهيناممرتبه دوم  یپاره ا یمشتق هاکه در بالا ذکر شد ،   يیهامشتق 
 امند ن  یممخلوط   یپاره ا یمشتق هارا و  ینماد ها
، ینماد ها    .مينام  یمرتبه اول م یپاره ا یرا مشتق ها،

  Mixed Partial Derivatives مخلوط  یمشتق پاره ا
 

   .ديکن دايدوم را پ مرتبه یپاره ا یها باشد ، تمام مشتق٢اگر  -   ۶مثال 
 پاسخ 

  . ميمرتبه اول دار یپاره ا یمشتق ها
٢ ٢ 

٢ ٢ 
   .ميريگ  یاول ، مشتق م مرتبه یمرتبه دوم ، از مشتق ها یپاره ا یبدست آوردن مشتق ها یبرا

۴ ٢ 
٢ ٢ ٢ ٣ ٢ 
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٢ ٢ ٢ ٣ ٢ 
٢ ٢ ۴ ٢ ٢ ٢ 

 
  ديفرض کن – ٧مثال 

٣ ٣

٢ ٢
،

،

 

   است.که  يدباشد. ، نشان ده
 پاسخ 

 که  ميريگ  یم جهينت٣بر اساس مثال 
۴ ۴ ٢ ٣ ۵

٢ ٢ ٢
،  

۵ ۴ ٣ ٢ ۴

٢ ٢ ٢
،  

  یدلالت م فرمول ها نيا  است. ميدار۴اساس مثال  بر ، نيا علاوه بر
 کنند که 

١ 

١ 
  جهيدر نت
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 ٣.۵ يناتتمر
١ يناتتمر در ١   . يدکن يدارا پ توابع  یپاره ا یها  مشتق 

١
٢
٣

٣
٢ 

 
٢ ٢ ٣ ٢ ۴ 

 

٣
٣ ٣

٢ ٢
 

 

۴ ۴ ٢ ٩ ٢ 
 

۵ ١
٢
٣

٣

٢ 

 

۶ ٢
٣
 

 
٧ ٢ ۵ ٢ 

 

٨  

 
 

٩  
 

١
١

١ ٢
 

 
١١  ناتيدر تمر ١   . ديکن دايدر نقاط داده شده را پمرتبه اول  یمشتق پاره ا ٢

١١ ۴ ٢ ٢ ٢ ٣  
 

١٢ ٢ ۴ ١ ١  
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١٣ ناتيدر تمر    .ديکن دايپ راو  ١۵

١٣ ٣ ٢ ٢ ٢ ۵ ٢ 
 

١۴ ٢ ٢ 
 

١۵  
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 ٣.۵ ناتيپاسخ تمر
١ يناتتمر در ١   . يدکن يداتوابع  را پ یپاره ا یها  مشتق 

١
٢
٣

٣
٢ 

١
٢  

 
٢ ٢ ٣ ٢ ۴ 

٢ ۶ ۴ ؛ ١٢ ٢ ٣ 
 

٣
٣ ٣

٢ ٢
 

٢ ٢
٣

٢ ٣ ٣ ٢

٢ ٢ ٢

۴ ٣ ٢ ٢ ٢ ٣

٢ ٢ ٢
 

٢ ٢ ٣ ٢ ٣ ٣ ٢

٢ ٢ ٢

۴ ٣ ٢ ٢ ٢ ٣

٢ ٢ ٢
 

 

۴ ۴ ٢ ٩ ٢ 

۴ ٢ ٩ ٢

٩

۴ ٢ ٩ ٢

 

 
 

۵ ١
٢
٣

٣

٢ 

١

٢ ١
٢
٣

٣

٢

٣ ١
٢
٣

٢
٢

٣

١
٣  
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١
٢
٣

٢

١
٣ ١

٢
٣

٣

٢

 

١
٢
٣

٣

٢

 

 

۶ ٢
٣
 

٣ ٢
٢

٢ ٢ ۶ ٢ ٢ ٢  

٣ ٢
٢

٢ ٢ ٣ ٢ ٢ ٢ ٢  

 
٧ ٢ ۵ ٢ 

٢ ۵ ٢ 
۵ ٢ ۴ 
٢  

     

٨  

٢

٢ ٢

٢
 

٢

٢ ٢

٢
 

٢

٢ ٢

٢
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٩  

cos  

 

 
 

١
١

١ ٢
 

١

١ ١

١ ٢ ٢

١

١ ٢ ٢
٢

٢

١ ٢ ٢
١ ١

١ ٢

٢
 

١

١ ١

١ ٢ ٢

١

١ ٢ ٢
٢

٢

١ ٢ ٢
١ ١

١ ٢

٢
 

١

١ ١

١ ٢ ٢

١

١ ٢ ٢
٢

٢

١ ٢ ٢
١ ١

١ ٢

٢
 

 
 

١١  ناتيدر تمر ١   . ديکن دايدر نقاط داده شده را پمرتبه اول  یمشتق پاره ا ٢

١١ ۴ ٢ ٢ ٢ ٣  

۴

۴ ٢ ٢

٢ ٣
۴ ٢

٢ ٢
٢

٣
٢

٨
۵

 

۴ ٢ ٢

٢ ٣
٣

۴ ٢
٢

٣
٢

٣
۵
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١٢ ٢ ۴ ١ ١  
 

٢ ٢ ۴ ١ ١ ٢ ٢ ۴ ١ ١ ٢ ٣ 
۴ ٢ ۴ ١ ١ ۴ ٢ ۴ ١ ١ ۴ ٣ 

٢ ۴ ١ ١ ٢ ۴ ١ ١ ٣ 
 

١٣ ناتيدر تمر    .ديکن دايپ راو  ١۵

١٣ ٣ ٢ ٢ ٢ ۵ ٢ 

۶ ٢ ٢ ٢ ٢  

٢ ٢ ۵ ۴ ٢ ٢  
 

١۴ ٢ ٢ 

٢ ٢ ٢ ٢
٣
٢

 

٢ ٢ ٢ ٢
٣
٢

 

 
١۵  
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  The Chain Rule یا يرهقاعده زنج - ۴.۵ 
 و دو تابع  يباز ترک يریمشتق گ یبرا ی، فرمول يرهمتغ يک یتابع ها یبرا یا يرهقاعده زنج

 رهيباشد ، قاعده زنجو مثلا اگر   .داد  یدر دسترس ما قرار م
   نوشت. يرمطابق ز Leibniz نيزلايبتوان با نماد   یرا م یا

 

 Versions of the Chain Rule یا رهيچند نمونه قاعده زنج
تمام تابع ها مشتق  ميکن  یفرض م . ميآور  یم رهيدو متغ یتابع ها یبرا یا رهيدو نمونه از قاعده زنج نجايا

  لازم را دارا هستند.  یها
 

١و  ميکن  یم فرض  – الف   پس   باشد.٢و   

١ ٢  
 و  است. 

١  

 باشد ، پس ٢و ١و  ميکن  یفرض م – ب 

١ ٢  
 است و 

٢  

 
   .ديکن دايرا پ باشد. ٣و و ٢ ديفرض کن – ١مثال 

 پاسخ 
   .ميدار١با استفاده از فرمول 

٢ ٢ ٣ ٢  

٢
٣

٣ ٢ ٣ ٢ 

   .ميکن دايرا پ ميخواست  یم راي، ز مينوشتبر حسب که پاسخ را  ديکن  یملاحظه م
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٢و  ديفرض کن – ٢مثال  ٢و ٢  مطلوب است   باشد.٢

و  

 پاسخ 
  . ميدار٢با استفاده از فرمول 

٢ ٢  

٢ ٢ ٢ ٢
٢ ٢

٢ ٢
 

 و 

٢ ٢  

٢ ٢ ٢ ٢
٢ ٢

٢ ٢
 

 
 یکردن مشتق ها دايپ یبرا  یروش کل کي ، ميادامه ده یا رهيکه به بحث در مورد قاعده زنج نيقبل از ا
ها  ريمتغ ميکه نشان ده ، ميکن  یرسم م  یدرختنمودار  کيابتدا   .ميده  یبه شما م ، یريچند متغ یتابع ها

    است. ريمطابق ز٢مربوط به شماره  یمثلا نمودار درخت  چگونه با  هم ارتباط دارند.

 
و و   وابسته است.و به دهد که   یو نشان م  شود.  ینمودار از چپ به راست خوانده م

هر کدام  یپاره ا یحاصل ضرب مشتق هاکردن  دايپ یبرا  وابسته هستند.و هر کدام به 

حاصل ضرب ها  نيسپس ا وو   یعني   .ميکن  یم دايرا پ u تا  ريرا از مس

   .ميکن  یرا با هم جمع م
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 تا از  رياستفاده مس قياز طر٢دوم در شماره  یتساو  است.٢اول شماره  یتساو نيا
   .ديآ  یبدست م

 
 استمطلوب   باشد.و ٢و و ٢کنيد  فرض– ٣مثال 

 

 پاسخ 
   است. ريمطابق ز ینمودار درخت

 
   .ميوجود دارد ، پس دارتا از  ريسه مس

 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢  
٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢  
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٢ ديفرض کن – ۴مثال  ١و ٣ ٢  ٣و و ٢
  مطلوب است.  باشد.

و  

 پاسخ 
  است.  ريمطابق ز ینمودار درخت

 
  . ميپس دار

 

١
٢

٢ ٢ ٣ ٣ ٢ ٢ ٣
١ ٢ ٢

۵۴ ۴ ٢ ٨١ ۴ ٢ 

١ ٢ ٢

١٣۵ ۴ ٢ 

 و 

 

١
٢

٢ ٢ ٣ ٣ ٢ ٢

١ ٢ ٢

۵۴ ۵  
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 وو و و  ديفرض کن – ۵مثال 
 .  ديکن دايپ یفمول برا کي  باشد.

 پاسخ 
  . ميکن  یرا رسم م ینمودار درخت

 
  . ميدارتا از  ريبا استفاده از چهار مس

 

 
  دينشان ده باشد.  ديفرض کن – ۶مثال 

 

   است.
 پاسخ 

 ٢با استفاده از   است.باشد ، پس و  ميکن  یفرض م
   .ميدار

١ ١  

١ ١  

 پس 

 

   ، کار برد دارد. رييتغ زانيمسائل م یمخصوصا برا یريچند متغ یتابع ها یبرا یا رهيقاعده زنج
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 شود  یم اديز هيمکعب در ثان نچيا۴ زانيشکل شن ، به م یتوده مخروط کي حجم ديفرض کن – ٧مثال 
ارتفاع  شيزااف زانيمطلوب است م  شود.  یاضافه م هيدر ثان نچيا زانيو شعاع مدور قاعده به م

   است. نچيا۶مکعب و شعاع  نچيا۶که حجم مخروط  یمخروط ، در لحظه ا
 پاسخ 

فرمول حجم مخروط مطابق   .ميکن داياست ، پ۶و ۶که  یرا در لحظه ا ميخواه  یم
  است.  ريز

١
٣

٢  

نماد ارتفاع و  یعنينماد  شعاع و  یعنينماد  حجم در فرمول بالا   است.
  است.  ريپس فرمول ارتفاع مطابق ز است.  یعني

٣
٢
 

   .ميرا دار ريز ینمودار درخت

 
   .مياست ، پس دارو ۴چون 

٣
٢

۴
۶

٣

۶
٢

٢  

 ، پس  نچيا۶شود   یمکعب و شعاع م نچيا۶شود   یباشد که حجم م یلحظه ااگر 
۶

۶
٢

٢
۶
۶

۶ ١
٣

١ ۵ ۶
ثانيه در  اينچ
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  Implicit Differentiation  یضمن یريمشتق گ
  یآوار ادي

 ريمتغ کياز   یور روشن و آشکار تابع، بط ميحسابان با آنها کار کرده ا یاز توابع که در ابتدا یاريبس
 . ريمانند تابع ز  .نديگو  یم Explicit Function  تابع واضحبودند  ، که به آنها مثلا 

٣ ٢ ٧ ۵  
 شود   یتابع م نيپس مشتق ا

۶ ٧ ٧ ۵  
   یتابع ضمن نديگو  یکه به آنها م  هستند.تابع از  کي  یاز تابع ها بطور ضمن یاما ، بعض

Implicit Function  
   .ديرا ملاحظه کن ريمثلا معادله ز

٢ ٢ ٢۵ 
خط  بيش ميخواه  یم ديفرض کن  و مرکز ، مبدا مختصات.۵دائره است به شعاع  کي، معادله  ديدانيکه م

٣معادله را در نقطه  نيمماس بر نمودار ا    .ميکن دايپ۴

 
را بطور آشکار بصورت است که  نيراه ا کيکرد؟  دايتوان پ  یرا ممثال چگونه مشتق  نيدر ا
 پس   .ميسيبنواز  یتابع

٢ ٢ ٢۵ 
٢ ٢۵ ٢ 

٢۵ ٢ 

 است.چون نييدائره پا مين شي، نما  یدوم منف شهيدائره بالا و ر مين شيدوم مثبت ، نما شهيبالا ، ردر رابطه 
٣نقطه      یعنياست ،  ینيدائره پائ ميدر ن۴
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٢۵ ٢ 

   .ميريگ  یاز رابطه بالا مشتق م
١
٢

٢۵ ٢
١ ٢

٢
٢۵ ٢

 

٣خط مماس بر نمودار در نقطه  بيلذا ، ش  شود   یم۴
٣

٢۵ ٣
٢

٣
۴

 

   حل کرد. یتوان بطور آشکار برا  یهستند ، نمو که شامل   يیاما ، متاسفانه همه معادله ها
 دايپ  یمثلابرا  دياوريبخاطر ب  .ميکن  یم دايپ Implicitly   یضمنگونه تابع ها را بطور  نيپس مشتق ا

اگر مشتق را با حرف   .ميکن  یاستفاده م یا رهيتابع به توان دو از قاعده زنج کيکردن مشتق 
   .مي، دار ميمشخص کن

٢
٢ ٢  

 از  یرا تابع   یعني.ميريگ  یمشتق م  یبالا و از آن بطور ضمن رهيبه معادله دا  ميگرد  یحالا بر م
   .ميريگ  یمشتق مبر حسب  ريو از معادله ز ميکن  یفرض م

٢ ٢ ٢۵ 
   .ميريگ  یاز دو طرف معادله مشتق م

٢ ٢ ٢۵  
٢ ٢ ٢۵  

٢ ٢  
٢ ٢  

٢
٢

 

٣خط مماس بر نمودار در نقطه  بيپس ش  شود.   یم۴
٣
۴

٣
۴

 

 
توجه  یمثال بعد  به  .ميرا انجام ده  یضمن یريمشتق گ  ميتوان  ی، بهتر م یا رهيقاعده زنج قيطراز  پس
  .ديکن
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   .ديکن دايپ یفرمول برا کي  باشد.و  ديفرض کن – ٨مثال 
 پاسخ 

   .ديآ  یم ريمناسب ، در ز ینمودار درخت

 
   .ميپس دار

٣  

 که   یدر صورتنسبت به  یمربوط است به مشتق پاره ادر فرمول بالا 

 ٠به  نسبتمربوط است به مشتق 
 

که  ميکن  یدارد ، و فرض م یپاره ا یاست که مشتق ها رهيتابع دو متغ کي ميکن  یم حالا فرض
که  یبطور کند ،  یم فيرا تعر ريتابع مشتق پذ کيمعادله 

 باشد ، پس بر اساس فرض بالا اگر   باشد.

 

   .ميدار٣پس بر اساس شماره 

 

   .ميدار یباشد ، پس با حل کردن معادله بالا برااگر , اتيو در نه

۴  

 
٣ ديکن فرض – ٩مثال  ٣  است مطلوب  باشد.٢

 پاسخ 
٣ ميکن  یفرض م ٣  پس  باشد.٢
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٣ ٢ ٢ و ٣ ٢ ٢  

 ۴ بر اساس

٣ ٢ ٢

٣ ٢ ٢
٢ ٣ ٢

٣ ٢ ٢
 

 
 
 
 
 
 

  ۴.۵ ناتيتمر
   .ديکن دايرا پ ريز ناتيدر تمر

١ ٢ ٢ ٣ ٣ ٢  
٢ ٢ ١ 

٣ ٢ ۴ ١ ٣ ٣ 

   .ديکن دايرا پو  ريز ناتيدر تمر

۴
۴ ٢  

۵ ٢ ٣ ، ٢ ٢ 

  .ديرا محاسبه کنو  ريز ناتيدر تمر

۶ ٢ ٣ ٢ ٢  
٧  

   .نديرا محاسبه ک ريز ناتيدر تمر

٨  

٩ ٢ ٢ ٢ ٢  

١ ٢ ٣ ٣ ١ ٢ ١ ٣ 
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  . ديکن دايرا پو  ريز ناتيدر تمر

١١
٢

٢ ٢ ٢ ٢ 

١٢ ٢ ٢  
   .ديکن دايرا پ،   یضمن یريمشتق گ قياز طر ريز ناتيدر تمر

١٣ ٣ ۴ ٢ ٣ ٢ ٢ ٣ ۵  
١۴ ٢ ٢ ٢  

١۵ ٢
٢

٢ ١
 

ا استفاده از مشتق ب  است.و تابع   یبطور ضمن  , معادله داده شده دي، فرض کن ريز نيتمردر 

   .ديکن دايرا پو   یبطور ضمن یپاره ا یريگ

١۶ ٢  
 

   است. دينشان ده  باشد. ديفرض کن - ١٧
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 ۴.۵ ناتيپاسخ تمر
   .ديکن دايرا پ ريز ناتيدر تمر

١ ٢ ٢ ٣ ٣ ٢  

۴
١

٢
٩ ٢ ٢ ٢  

۴
١

٢
٩ ۴ ٢ ٢ ٢ ١٨ ۶  

٢ ٢ ١ 

٢  

٢ ٢ ٢  

٣ ٢ ۴ ١ ٣ ٣ 

١

٢ ۴

١ ٢

٢ ۴
٩ ٢  

١ ١٨ ٣

٢ ۴ ١ ٣ ٣
 

   .ديکن دايرا پو  ريز ناتيدر تمر

۴
۴ ٢  

۴
٢

١
٢

۴
٢ ٢

 

۴
۵

١
٢

۴
۴ ٢

١
٢

١٢ ۴

۴
 

۴
٢

١ ۴
٢ ٢

 

۴
۴ ٢

١
٢

۴ ۴

٣ ٢
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۵ ٢ ٣ ، ٢ ٢ 

٢
٢ ٢

١
٢

٢ ٢
٢  

٢ ۴ ٢ ٢

٢ ٢ ٢ ٢
 

٢
٢ ٢

١
٢

٢ ٢
٢  

٢ ۴ ٢ ٢

٢ ٢ ٢ ٢
 

 
  .ديرا محاسبه کنو  ريز ناتيدر تمر

۶ ٢ ٣ ٢ ٢  

 

٢ ٢ ٣ ٢ ٣ ٢ ٣ ٢  

۴ ٢ ٢ ٣ ٢  

۶ ٢ ٢ ٣ ٢  

 

٢ ٢ ٣ ٢ ٣ ٢ ٣ ٢  

۴ ٢ ٢ ٣ ٢  

۶ ٢ ٢ ٣ ٢  
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٧  

 

١
 

١ ١
 

 

 
١

 

 
   .نديرا محاسبه ک ريز ناتيدر تمر

٨  

 

١
٢ ٢

١ ٢  

١ ٢ ٢  
 

٩ ٢ ٢ ٢ ٢  

 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢

٢  

٢ ٢ ۴

٢ ٢ ۴ ٢
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١ ٢ ٣ ٣ ١ ٢ ١ ٣ 

 

٢ ٣ ٢ ٣ ٣ ٢ ٣ ٢ ٣ ١
٢

١ ٢ ٣ ٢ ٢ ٢ ٣ ١
٣

٢ ٣  

٩ ٢ ٣ ٣ 
 

  . ديکن دايرا پو  ريز ناتيدر تمر

١١
٢

٢ ٢ ٢ ٢ 

 

٢
٢ ٢

٢ ٢  

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢

۴ ٢ ٢ ٢
 

٢ ٢ ۴ ٢ ٢ ٢ ۴

٣ ٢ ٢ ٢
 

 

٢

٢ ٢
٢ ٢  

۴ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢

۴ ٢ ٢ ٢
 

٢ ۴ ٢ ٢ ٢ ۴

۴ ٢ ٢ ٢
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١٢ ٢ ٢  

 

٢ ۴  
٢ ۴

٢ ۴
٢ ۴

 

۴ ١ ٢  

 

۴ ٢ ٣  

٢ ۴
۴ ٢ ٣

٢ ۴
 

٢ ٣ ١ ۴  
 
 

   .ديکن دايرا پ،   یضمن یريمشتق گ قياز طر ريز ناتيدر تمر

١٣ ٣ ۴ ٢ ٣ ٢ ٢ ٣ ۵  
  ميکن  یفرض م

٣ ۴ ٢ ٣ ٢ ٢ ٣ ۵  
 باشد ، پس 

٣ ٢ ٨ ٣ ٢

۴ ٢ ۶ ۶ ٢
 

١۴ ٢ ٢ ٢  
  ميکن  یفرض م

٢ ٢ ٢ 
 باشد ، پس 

٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢
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١۵ ٢
٢

٢ ١
 

  ميکن  یفرض م

٢
٢

٢ ١
 

 باشد ، پس 

٢
٢

٢ ١
٢

٢ ١
٢

 

 
با استفاده از مشتق   است.و تابع   یبطور ضمن  , معادله داده شده دي، فرض کن ريز  نيدرتمر

   .ديکن دايرا پو   یبطور ضمن یپاره ا یريگ

١۶ ٢  
  ميکن  یفرض م

٢ 
 باشد ، پس 

١
 

 

   است. دينشان ده  باشد. ديفرض کن - ١٧

 پاسخ 
 است. لذا باشد ، پس  مياگر فرض کن

و  

 ، لذا  است
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  Directional Derivativesدار جهت  یمشتق ها - ۵.۵
تصور کرد که مشتق  ينتوان چن  یم . يمتابع صحبت کرد يک یپاره ا یدر بخش قبل در مورد مشتق ها

 یمحور ها یمواز یخطوط یتابع در راستا ييرنرخ تغ يا يزانتابع عبارت است از م يک یپاره ا
 یمحور ها یکه الزاما مواز یخطوط یدر راستا ييراتتغ در مورد نرخ يمخواه  یحالا م  مختصات.
   .يم،   بحث کن يستندنمختصات 

  
  Definition of Directional Derivativesجهت دار  یمشتق ها يفتعر

 که ممرکز آن  سکيد کيمجموعه که شامل  کياست که در  یتابع يمکن  یفرض م
١ ميکن  یه باشد. و فرض مشد فياست ، تعر مشتق جهت پس   بردار واحد باشد. کي٢

  یم فيتعر ريز قيبه طر ميده  ینشان مکه با نماد در جهت در  دار
   شود.

١ ٢  
  که حد بالا وجود داشته باشد.  یبه شرط

 
 باشد ، پس که اگر  يدتوجه کن

 
 باشد. پس است. و اگر 

 
 یدر جهت ها , جهت دار هستند یمخصوص مشتق ها یمرتبه اول ، حالت ها یپاره ا  یها لذا ، مشتق

باشد ، هر مشتق  ريمشتق پذدر که ،  اگر  نيا جهينت  مختصات. یقسمت مثبت محور ها
   کرد. دايپ یپاره ا یها مشتق دو نيا لهيبوس توان  یجهت دار را م

 
  Directional Derivatives Theoremحهت دار  یمشتق ها يهقض

در مشتق جهت دار در  کيباشد ، پس  ريمشتق پذدر  يمکن  یفرض م 
١، اگر  نيعلاوه بر ا  جهت ها دارد. تمام  بردار واحد باشد ، پس  کي٢

١ ٢ ١  
 

۶ يدفرض کن – ١مثال   ٣ ٢ ١و ٢

٢

١

٢
مطلوب  .اشد ب

١است  ٢ 
 پاسخ 

١بردار واحد است.   کيکه  ديدان  یم  ی. براميکن  یمحاسبه م١را با استفاده از شماره ٢
   .ميکن  یم دايرا پ یپاره ا یکار مشتق ها نيا
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۶ و ٢  
 پس 

١ ٢ ١ ٢
١

٢
١ ٢

١

٢
 

۶
١

٢
۴

١

٢
٢ 

 
 کي  یمشتق جهت دار در راستا  بردار واحد است. کي شينمانماد در عبارت 

   شود.  یم فيتعر ريمطابق ز نماد،صفر  ريغ یاريبردار اخت
١

 

   .ميکن  یم دايرا پبردار واحد نباشد مطابق فرمول بالا   اگر  یعني
 

٣در مشتق جهت دار   باشد.٢و ٢ ديفرض کن -٢مثال  ١ 
  . ديکن دايپدر جهت 

 پاسخ 

١
٢

٢
٢

۵ 
 پس 

١ ١

۵

٢

۵
 

  و چون 
٢ و ٢  

  . ميدار١است ، پس بر اساس 

٣ ١ ٣ ١
١

۵
٣ ١

٢

۵
 

١
١

۵
۶

٢

۵

١٣
۵

۵ 
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  .ميده انجامنماد   لازم در  راتييتغ است  ی، فقط کاف رهيسه متغ یمشتق جهت دار تابع ها فيتعر یبرا
١ ميکن  یفرض م ٢  دار مشتق جهت  واحد در فضا باشد. بردار کي٣

   شود.  یم فيتعر ريز  مطابق
١ ٢ ٣  

 باشد ، ريپذ  مشتقدر اگر  ينا علاوه بر  باشد. وجود داشته حد ينا که یبه شرط
  یعني   هم صادق است. نجايا ، رهيدو متغ یتابع ها مشابه  هيقض

 
١ ٢ ٣ ٢  

 
  درمشتق جهت دار  پس باشد ، صفر در فضا ريبردار غ کيمانند قبل ، اگر 

   .ميکن  یم فيتعر  نيچندر جهت 
 

 در عبارت بالا 
١

 

مطلوب است مشتق   باشد.٢و ٢ ديفرض کن -    ٣مثال 

٢در جهت دار   ٠در جهت ١
 پاسخ 

   .ميکن  یم دايپ یپاره ا یابتدا مشتق ها
٢ ، ٢ ٢ ، ٢ ٢  

١چون 
٢

١
٢

٢
٢

   .ميبر  یرا بکار م٢شماره  است ،٢

١
٢

١
٢

١
٢

٢

٢
 

٢ ١ ٢ ١
١
٢

٢ ١
١
٢

٢ ١
٢

٢
 

١
١
٢

١
٢

٢
٢

٢
١
٢

٢ 
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  ۵.۵ ناتيتمر
   .ديکن دايپدر جهت نقطه  در دار جهت مشتق يرز يناتدر تمر

١ ٢ ٢ ٣ ٢ ١۵ ١ ١
١

٢

١

٢
 

٢
٢ ٢

٢ ٢
٣ ۴

١
٢

٣

٢
 

٣ ۴ ١
٢

١
۴

۴  

۴ ٢
۶

۴ ۵  

۵ ٣ ٢ ٢ ١ ٢ ٢ ٢  

۶ ٢ ١ ١ ٢  
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  ۵.۵ ناتيپاسخ تمر
   .ديکن دايپدر جهت نقطه  در دار جهت مشتق يرز يناتدر تمر

١ ٢ ٢ ٣ ٢ ١۵ ١ ١
١

٢

١

٢
 

۴ ٣ و ٣ ٢ و ١ 

١ ١ ١ ١
١

٢
١ ١

١

٢

١

٢

١

٢
 

 

٢
٢ ٢

٢ ٢
٣ ۴

١
٢

٣

٢
 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢

۴ ٢

٢ ٢ ٢
 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢

۴ ٢

٢ ٢ ٢
 

١ 

٣ ۴ ٣ ۴
١
٢

٣ ۴
٣

٢

٩۶ ٧٢ ٣

۶٢۵
 

٣ ۴ ١
٢

١
۴

۴  

و ۴ ۴ و ۴ 

 

١
٢

١
۴

١
٢

١
۴

١
١
٢

١
۴
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۴ ٢
۶

۴ ۵  

٢ ٢ و ٢ ٢ ٢ و ۴١ 

۴

۴١

۵

۴١
 

۶ ۶
۴

۴١
۶

۵

۴١
 

١۶

۴١

۴

۴١

٢۴
۴١

۴١ 

۵ ٣ ٢ ٢ ١ ٢ ٢ ٢  
٣ ٢ ٢ و ٢ ٣ و ٣ ٢ 

٣ و
٢
٣

١
٣

٢
٣

 

٢ ١ ٢ ٢ ١ ٢
٢
٣

٢ ١ ٢
١

٣
٢ ١ ٢

٢
٣

 

١۶
٣٢
٣

١۶
٣

۶۴
٣

 

۶ ٢ ١ ١ ٢  

٠
٢

٢ ٢
٢
 

٢

٢
٢
 

٢

٢
٢
 

۶ و
٢

۶

١

۶

١

۶
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٢ ١ ١ ٢ ١ ١
٢

۶
٢ ١ ١

١

۶
٢ ١ ١

١

۶
 

١

۶

١

۶

۶

٣
 

 
 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 جلد سوم حسابان ۵.۶  گراديان انوشـيروان صراف

476 
 

  Gradient يانگراد - ۶.۵  
اما ،  ترجمه شده است.  يهزاو يبضر ياخط و  يبش يا يبزبان ، به ش یاز کتب فارس یدر بعض يانگراد

   ند. بکار برده ا ياناکثر کتب هم کلمه راد  .يمبر  یتر است بکار م  یکه کل يانما همان کلمه راد
 

  .يانکرد بنام گراد يفبردار را تعر يکتوان   یم تابع  ، يک  مرتبه اول یپاره ا یها مشتق يلهبوس
   دارد.  یجهت دار نقش مهم یمشتق ها يلو تحل يهبردار در تجز ينا
 يتو اهم  کند.  یم  یباز يرهتابع دو متق يکصفحه مماس بر نمودار   يفدر تعر  یمهم نقش بردار  ينا

   دارد.  يزيکیف یدر کاربرد ها یمخصوص
   استفاده کرد. يانتوان از مفهوم گراد  یتابع م يک ييراتتغ يانمودار ،  کي يبمحاسبه ش یبرا

، بردار  ديآ ستادهيا یفضا یوروددر شما در نقطه  يدکن يرمثلا ، تصو
 یرشتيبا سرعت ب  یتا مقدار خروج ديحرکت کن ديبا  یدر چه جهت ديگو  یبه شما م

 کند. دايپ شيافزا
 

  Definition of Gradient انيگراد فيتعر
پس   دارد. یپاره ا یمشتق هاباشد که در  رهيتابع دو متغ کي ميکن  یم فرض - الف
شود ،   ینشان داده م ايو که با نماد در  انيگراد

   شود.  یم فيتعر ريمطابق ز
 

 
پس   دارد. یپاره ا یمشتق هاباشد که در  رهيتابع سه متغ کيميکن  یفرض  م - ب
نشان داده  ايو که با نماد در  انيادگر
   شود.  یم فيتعر ريشود ، مطابق ز  یم

 
 
 
 

 “دل        “ شود   یخوانده م  نماد
 “گراد     “  شود  یخوانده منماد 

   دو نماد با هم اشتباه نشود. نيا  است.وارونه دلتا نماد  ديتوجه کن
 

و  . ديکن دايپ انيگراد یفرمول برا کي، باشد  ديفرض کن – ١مثال 

٣
   .ديرا محاسبه کن١

 پاسخ 
 

٣
١

٣ ٣ ٣
١
٢ ۶
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١ ديفرض کن – ٢مثال 

٢ ٢ ٢
و  ديکن دايپ انيگراد یفرمول برا کي  باشد.

٢ ٢ ٢ ٢    .ديمحاسبه کن را٣

 پاسخ 
 

٢ ٢ ٢ ٣ ٢ ٢ ٢ ٢ ٣ ٢ ٢ ٢ ٢ ٣ ٢
 

١

٢ ٢ ٢ ٣ ٢
 

٢چون  ٢
٢

٢ ٢
٢

٣
٢

 پس ٢۵

٢ ٢ ٢ ٢ ٣
١

١٢۵
٢ ٢ ٢ ٢ ٣  

 
١و اگر ،  ريمشتق پذباشد و در  رهيدو متغ تابع کياگر  بردار  کي٢

 باشد ، پس واحد در صفحه 
٠ ٠ ١ ٢  

١ ٢ 
۵بخش ١اساس شماره پس بر     .ميدار۵

٠ ١  
   

 اگر   دهد.  یرا نشان مو جهت  انيفرمول بالا رابطه مشتق جهت دار با گراد
 ٠ هر انتخاب یاست ، برا ديگو  یم١پس شماره 

  کي  را به صورتمقدار  نيشتريب ميتوان  یباشد ، پس ماگر 
 کند  یم جاديامقدار  نيا که  را  یجهت ميتوان  یم نيا علاوه بر  .ميکن مشخصتابع 

 ميکن  یفرض م و باشد ، مختصات صفحه بردار واحد در کي ميکن  یفرض م   .ميمشخص کن ،
 که  ميريگ   یم جهينت١اساس شماره  بر  باشد.و  نيب هيزاو کي

٠  
 

عبارت است از مقدار  نيشتريشود که ب  یم جهياز فرمول بالا نت
جهت  در همان یعني باشد ،که  افتد  یم اتفاق یهنگام نيا و
   باشد.

   .ميکن  یم خلاصه ريز هيدر قض را فوق مطالب جهينت
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  Maximum Value of Directional Derivativeدار  جهت مشتق مميمقدار ماکس هيقض

   رهيدو متغ یتابع ها یبرا 
   .ريپذ مشتقدر  باشد و رهيمتغ تابع دو کي ميکن  یفرض م

   .ميداربردار واحد  کي  یبرا - الف
٠  

 است با  یمساو مميمقدار ماکس -  ب
به مقدار تابع  کيبه عنوان باشد ، پس اگر   - ج

 باشد.  در همان جهت که  یرسد هنگام  یم مميماکس
 

 
   کرد. ريتفس ريتوان مطابق ز  یج مبالا قسمت هيقض
 ابدي  یم شيبه سرعت افزادر جهت تابع در 

 انيگراددر جهت  بيش نيتند ترنمودار در  ديگو  یم هي، قضمخصوصا 
  ريتصو  دارد.

 نيکوه تند ترکوه باشد ، پس در نقطه  کيسطح  شينمودار ، نما نيپس اگر ا
   دارد. انيدر جهت گراد بيش
 

۶ ديفرض کن – ٣مثال  ٣ ٢ ١در نقطه  ديباشد ، مشخص کن٢ در کدام ٢
  . ابدي  یم شيتر افزا عيجهت سر

 پاسخ 
۵بخش ١بر اساس مثال    . ميدار۵

۶ و ٢  
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 پس 
١ ٢ ١ ٢ ١ ٢ ۶ ۴  

١در نقطه پس  ۶در جهت ٢    .ابدي  یم شيتر افزا عيسر۴
 

   داده شد. رهيدو متغ یتابع ها یاست که برا یحاتيتوض  ، مانند ريز هياثبات قض
  Maximum Value of Directional Derivativeدار  جهت مشتق مميمقدار ماکس هيقض

  رهيسه متق یتابع ها یبرا 
   .ريپذ مشتقدر  باشد و رهيمتغتابع سه   کي ميکن  یم فرض

   .ميداربردار واحد  کي  یبرا - الف
٠  

 با است  یمساو مميمقدار ماکس -  ب
به مقدار تابع  کيبه عنوان باشد ، پس اگر   - ج

 باشد.  در همان جهت که  یرسد هنگام  یم مميماکس
 

  The Gradient as a Normal Vector یعمود ايبردار نرمال  کيعنوان به  انيگراد
 یروباشد که در نقطه تابع  کيتراز  یمنحن شينماهموار  یمنحن کي ديکنفرض 

الا کند ، بر اساس فرض ب  یحرکت مدر امتداد نقطه  کيکه   یهنگام  است. ريمشتق پذ
در  رييتغ زانيمدر  یعني نيا  کند.  ینم رييتغ جهيثابت است ، و در نتمقدار 
  ريتصو  یعني صفر است. باشد ،مماس بر  کهواحد  بردار جهت

 
که عمود بر واحد  هر بردار یاست برا ديگو  یم١شماره   اما

عمود کرد که   ینيب شيتوان پ  یم ، جينتا نيبا جمع کردن ا  باشد.
 ٠ ريتصو  است.در نقطه نرمال بر  تيو در نها
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  Curve   Normal to the Levelتراز یمنحن نرمال بر هيقض
 نيهمچن  باشد. ميکن  یباشد ، و فرض م ريمشتق پذدر  ميکن  یفرض م

هموار اگر   گذرد ، باشد.  یمکه از تراز  یمنحن ميکن   یم فرض
 نرمال است بر در پس شد و با
 

 اثبات 
 و   بازه باشد. کي ميکن  یفرض م

،  
قاعده  یت برااسچون   باشد.شده هموار  یپارامتر کي

  که ديگو  یم یا رهيزنج

٠  

 که  یبطور یاست برااما 

 
  جهيدر نت  است.

٠  

لذا   صفر است. ريغ است ،مماس بر  که هموار است ، پس ، هيقض اساس فرض برچون 
 بردار مماس بر  است ، عمود است بر صفر ريغ ، هيکه باز بر اساس فراز قض

٠در نقطه نرمال است بر  جهينت و دردر نقطه    
 

٢ ديفرض کن – ۴ مثال  ٣ ٢ ۵ بردار واحد که در نقطه  کي  هموار باشد. یمنحن کي 
١    .ديکن دايپ باشد ، یبر منحن عمود١

 پاسخ 
٢ ميکن  یفرض م ٣  تراز یداده شده ، منحن ی، پس منحن باشد٢

۵  
١چون  است.  ١ ١است ، پس نقطه ۵ بر اساس   تراز داده شده است. یمنحن یرو١

١بالا  هيقض ٠داده شده در  یعمود است بر منحن١ ١     .ميپس دار١
٢ ۶  

 و 
١ ١ ٣ ٧  

   .ميخواست  یاست که م یبردار  ، ريزبردار واحد لذا 
١

٣ ٧
٣ ٧

١

۵٨
٣ ٧  
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  ريتصو

 
است و فرض  ريمشتق پذاست که در نقطه  رهيتابع سه متغ کي ميکن  یحالا فرض م

 تراز  هيرو یهموار رو یمنحن کياگر   است. ميکن  یم
 مانند اثباتپس  کند ،  عبوراز نقطه و اگر  ريرنگ در تصو یآب هيروباشد ، 

بر  مماس است بر بردار عمودپس  بالا ، اگر هيقض
و گراد  بر است مماسبردار  ريدر تصو که  ديکن  یم ملاحظهدر نقطه 

   .مماس بردار نيعمود است بر ا
 در انند م یعمود است بر بردار مماس بر هر منحنحال چون 

 ريصفحه مماس در تصو  .رنديگ  یصفحه بنام صفحه مماس قرار م کي یرو يیمماس ها  نيتمام چنپس 
   بالا به رنگ زرد نشان داده شده است.

 
  فيتعر

 تراز   هيرو ینقطه رو نيباشد ، ا ريمشتق پذنقطه  کيدر  ميکن  یفرض م
باشد پس اگر   است. یتراز به رنگ آب هيرو ريدر تصو است. بنام 

مماس  است یصفحه ا است ،گذرد و نرمال آن   یمکه از  یصفحه ا
 ٠ نرمال است برو در بر 

 
به عبارت  اي  مماس است. مجموعه خطوط صفحه مماس :کرد  خلاصه نيچن توان  یمرا  بالا فيتعر

   صفحه مماس قرار دارند. یخطوط  مماس رو هيکل گريد
 

 چون 
 

 معادله کي پسمماس در صفحه بر است نرمالچون  واست 
   است. ريز صحه مماس مطابق یبرا
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٢مماس بر کره  صفحه یبرا معادله کي – ۵مثال  ٢ ٢ ١در نقطه ۴ ١  دايپ٢

   .ديکن
 پاسخ 

٢  ه ک یبطور  است.۴تراز  هيکره ، رو ٢    است.٢

١در  یپاره ا یمشتق ها ١    است. ريمطابق ز٢

١ ١ ٢ ٢ ، ١ ١ ٢ ٢ ١ ١ ٢ ٢ ٢ 

١پس معادله صفحه مماس در نقطه  ١    است. ريمطابق ز٢

٢ ١ ٢ ١ ٢ ٢ ٢  

٢ اي   یکره به رنگ قرمز و صفحه مماس به رنگ آب ريتصو۴
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  ديو فرض کن  باشد. ريمشتق پذباشد که در  رهيتابع دو متغ کي ديکنفرض 
 

در ، صفحه مماس بر نمودار  جهيدر نت  است. تراز هيروباشد ، پس نمودار 
در تراز  هيبر رو را صفحه مماس

   ..ميکن  یم فيتعر
 چون 

٢  
   است. ريمطابق زدر صفحه مماس  یبرا معادله کي  است.

٣  
  ايو 

۴  
   است.در نمودار  نرمال بالا ،٢شماره   بردار شود   یم گفته و
 

۶ ديفرض  کن  - ۶مثال  ٣ ٢  در نرمال بر نمودار بردار کي  باشد.٢
١ ٢ ١  درمماس بر نمودار  صفحه یبرا معادله کي ، ديکن دايپ١ ٢    . ديکن دايپ١

 پاسخ
۶ و ٢  

١ ٢ ۶ ١ ٢ ۴ 
١  دربر نمودار  بردار نرمال   کي٢شماره  اساس بر  پس ٢   است. ريمطابق ز١

١ ٢ ١ ٢ ۶ ۴  
١  در صفحه مماس بر یبرا  معادله کي ديگو  یم٣پس شماره  ٢   است. ريز  مطابق١

۶ ١ ۴ ٢ ١  
  ايو 

۶ ۴ ١٣ 
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  ۶.۵ ناتيتمر
  .ديکن  دايپ را تابع  انيگراد ريز ناتيدر تمر

١ ٣ ۵  
٢ ٢ ۴  
٣ ٢ ٢ ٢ ۴ ٢ 

۴  
   .ديکن دايتابع در نقطه داده شده را پ انيگراد ريز ناتيدر تمر

۵
٣

۵ ٢
١

٣
٢

 

۶ ٢ ٣  
٧ ٢  

  را  دارد.  شيافزا  نيتر عيدر نقطه داده شده در کدام جهت سرکه  ديمشخص کن ريز ناتيدر تمر
٨  
٩ ٣ ٢ ۴ ٢ ١ ١  
١ ٢ ١ ١ ١  

 یمنحن ديفرض کن  .ديکن دايبردار نرمال  بر نمودار معادله در نقطه داده شده  ، پ کي ريز نيدر تمر
   .وار است هم

١١
٣

٢
١
۶

٢  

   .ديکن دايداده شده ، پ  در نقطهبردار نرمال بر نمودار  کي ريز اتنيدر تمر
١٢ ٣ ٢ ۴ ٢ ٢ ١ ١۶  
١٣ ١ ٢ ٢ ١  

 .  ديکن دايمعادله صفحه ، مماس بر نمودار تابع داده شده در نقطه مشخص شده پ کي ريز ناتيدر تمر
١۴ ۵ ٢ ٧  

١۵ ٢ ٢  

   .ديکن دايتراز داده شده در نقطه داده شده ، پ هيمماس بر رو معادله صفحه ، کي ريز ناتيدر تمر

١۶ ٢ ٢ ٢ ١
١
٢

١
٢

١

٢
 

١٧ ١
١
٢

٢ ١  
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 ۶.۵ ناتيپاسخ تمر
  .ديکن  دايپ را تابع  انيگراد ريز اتنيدر تمر

١ ٣ ۵  
٣ ۵  

 
٢ ٢ ۴  

٢ ٢ ۴
٢

۴
 

 
٣ ٢ ٢ ٢ ۴ ٢ 

۴ ٢ ٨  
 

۴  

١
٢

١
٢

 

٢

١
٢

 

 
   .ديکن دايتابع در نقطه داده شده را پ انيگراد ريز ناتيدر تمر

۵
٣

۵ ٢
١

٣
٢

 

۵ ٢ ٣ ۵

۵ ٢
٢

٣ ۵ ٢ ٢ ٢

۵ ٢
٢

 

١٣

۵ ٢
٢

١٣

۵ ٢
٢

 

١
٣
٢

٣٩
٨

١٣
۴

 

 
۶ ٢ ٣  

 

٢ ٣ ٢ ٢  
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٧ ٢  
٢  

٢ ٢  
 

  را  دارد.  شيافزا  نيتر عيدر نقطه داده شده در کدام جهت سرکه  ديمشخص کن ريز ناتيردر تم
٨  

 
 

   است.را دارد  شيافزا نيتر عيسردر که   یپس جهت

- 
٩ ٣ ٢ ۴ ٢ ١ ١  

۶ ٨  
١ ١ ۶ ٨ ٢ ٣ ۴  

١در که   یپس جهت ٣را دارد  شيافزا نيتر عيسر١    است.۴
   تراز است. هيسمت چپ روتراز است و  یسمت راست ، منحن  ريتصو

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 جلد سوم حسابان ۵.۶  گراديان انوشـيروان صراف

487 
 

 
 

١ ٢ ١ ١ ١  
٢ ٢  

١ ١ ١ ٢ ٢ ٢ ٣  

١در که   یپس جهت ١ ٢را دارد  شيافزا نيتر عيسر١    است.٣
 

 یمنحن ديفرض کن  .ديکن دايبردار نرمال  بر نمودار معادله در نقطه داده شده  ، پ کي ريز نيدر تمر
   .است  هموار

١١
٣

٢
١
۶

٢  

 پاسخ 
ز ترا یمنحن کينمودار معادله داده شده ،   باشد ، چون   ميکن  یم فرض

١تراز ،  ینرمال بر منحن هيبر اساس قض  است.
۶

نرمال است بر نمودار در  کي٢
١
۶

 و چون ٢
 

١
۶

٢
١٢

 

پس 
١٢

١نرمال است بر نمودار در  کي
۶

٢ 
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   .ديکن دايداده شده ، پ  در نقطهبردار نرمال بر نمودار  کي ريز ناتيدر تمر
١٢ ٣ ٢ ۴ ٢ ٢ ١ ١۶  

 

 
٢بر اساس شماره  ٢در نقطه نرمال  بر نمودار   ١    است. ريبردار ز١۶

٢ ١ ٢ ١  
٢است ، پس ٨و ۶ حال چون ١ و ١٢

٢ ١ ١٢است ، پس ٨ ٢نرمال است بر نمودار در ٨ ١ ١۶ 
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١٣ ١ ٢ ٢ ١  
٢در نرمال بر نمودار ٢بر اساس شماره     ست.ا ريبردار ز١

٢ ٢  
٢است ، پس و ٢حال چون  لذا   است.٢

٢نرمال بر نمودار در     است.١

 
 
 

 .  ديکن دايخص شده پمعادله صفحه ، مماس بر نمودار تابع داده شده در نقطه مش کي ريز ناتيدر تمر
١۴ ۵ ٢ ٧  

 

 
٢است ، پس ١و ١چون  ٢ و١ ١ 
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٢صفحه مماس در   معادله, کي٣پس  بر اساس شماره    است.   است.  ريمطابق  ز٧
٢ ٧  

  ايو 
۵ 

 

١۵ ٢ ٢  

 
 است ، پس و چون 

٢ ٢ ٢ ، ٢ ٢ ٢ 

٢معادله صفحه مماس در  کيپس     است. ريمطابق ز٢

٢ ٢ ٢ ٢  

  ايو 

٢ ٢ ۴  
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   .ديکن دايتراز داده شده در نقطه داده شده ، پ هيمماس بر رو معادله صفحه ، کي ريز ناتيدر تمر

١۶ ٢ ٢ ٢ ١
١
٢

١
٢

١

٢
 

 
٢ر اگ ٢ ٢باشد ، پس ٢ ٢ ٢  است. تراز  هيرو کي١

 است ، پس ٢و ٢و ٢چون 

١
٢

١
٢

١

٢
١ ،

١
٢

١
٢

١

٢
١ ،

١
٢

١
٢

١

٢
٢ 

١معادله صفحه مماس در  کياست ، پس 
٢

١
٢

١

٢
   است. ريمطابق ز

١
٢

١
٢

٢
١

٢
 

  ايو 

٢ ٢ 
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١٧ ١
١
٢

٢ ١  

 

 
 چون   است. تراز هيرو کي١باشد ، پس اگر 

، ،  
 است ، پس 

١
٢

٢ ١ ٢ ،
١
٢

٢ ١
١
٢

،
١
٢

٢ ١ ١ 

١در  معادله صفحه مماس کيلذا 
٢

٢    است. ريمطابق ز١

٢
١
٢

١
٢

٢ ١  

  ايو 

٢
١
٢

٣ 

 
 
 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



يروان صرافانوشـ  جلد سوم حسابان ۵.٧  مقادير اکستريم 

493 
 

  Extreme Values يماکستر يرمقاد       
 در کلمه  ينا  است. يیحد غا ياو  يشترينب یبه معن يسیدر زبان انگل  Extreme       کلمه -  يحتوض

   رود.  یمقدار بکار م ينکمتر یمقدار و هم برا يشترينب یبرا  هم،   ياضیر

 
است  ميمقدار اکستر ريتصو نيدر ا  .ديکن  یظه مرا ملاح٢نمودار تابع  يردر تصو
 ٢نمودار تابع  ريدر تصو  حد اقل مقدار تابع است. اي ممينيمقدار م نيحال ا نيو در ع

حد اکثر مقدار تابع  ايو  مميمقدار ، مقدار ماکس نياست ، اما اباز  ميمقدار اکستر  .يدکن  یرا ملاحظه م
  ست. ا

 
حد  ياحد اکثر و  يرمجموعه ، مقاد يکتوانند در   ی، م يرهمتغ يک ی، مانند تابع ها يرهچند متغ یتابع ها

   داشته باشند. ينيممو م يممماکس يعنیاقل 
 يماکستر يرمقاد  ی، بر رس  یموضع يا  ینسب يماکستر يرمقاد يدها،  يرهمتغ يک یجا هم مانند تابع ها ينا

،  يرهمتغچند  یتابع ها  یبرا  یموضع يماکستر يرمقاد يصاما تشخ  کند.  یرا آسان م يرهمتغ چند یتابع ها
دو  یدر مورد تابع هافقط   بخش ، ينلذا در ا  است. يرهمتغ يک یآنها در تابع ها يصمشکل تر از تشخ

   .يمکن  یصحبت م يرهمتغ
  Relative Extreme Value  ینسب يممقدار اکستر
  Local Extreme Value یموضع يمرمقدار اکست

 
  Maximum and Minimum value Definition ينيممو م يمممقدار ماکس يفتعر

 کيپس   باشد.مجموعه داخل  دامنه  کيباشد ، و  رهيتابع دو متغ کي يمکن  یفرض م
تمام  یباشد ، براگر دارد ، ادر نقطه در   مميمقدار ماکس
 در  ها

 ،  يبترت ينبه هم
 یباشد ، برادارد ، اگر در نقطه در    ممينيمقدار م کي 

 در  هاتمام 
به مرکز   سکيد کيدارد ، اگر در   ینسب مميکس ر مامقدا کي نيبر ا  علاوه

ها تمام  یباشد ، براکه  یوجود دارد بطوردر دامنه 
 در 

 ،  بيترت نيبه هم
در دامنه به مرکز   سکيد کيدارد ، اگر در   ینسب  ممينيمقدار م کي 

 ها در تمام  یباشد ، براکه  یوجود دارد بطور
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و  يممماکس يرمقادو  يماکستر يرمقادرا  ينيممو م يممماکس ير، مقاد يمبخش گفت ينا یطور که در ابتداهمان 
   .يمنام  یم  ینسب يماکستر يرمقادرا   ینسب ينيممم

در  ميمقدار اکسترپس  وجود داشته باشد ، در دامنه به مرکز  يسکد يکاگر 
   هم هست.  ینسب ميمقدار اکستر

  يرتصو

 
که مقدار  ديبخاطر دار  ط است به راس تپه ها و قعر داره ها.، مربو مياکستر ريمقاد يردر تصو

 یکه نقطه بحران ديو باز بخاطر دار افتد.   یاتفاق م یبحراننقطه  کيدر  رهيمتغ کيتابع  کي مياکستر
 وجود ندارد. ايو که  یاست بطورنقطه  کي

  ميکن  ی، فرض م رهيدو متغ یتابع ها  ینسب مياکستر ريجهت مشخص کردن مقاد به عنوان قدم اول
  ميکن  یو فرض مداشته باشد.    ینسب ميمقدار اکستر کيدر 

و  
  دارد.  ینسب ميمقدار اکستر کيدر و  دارد ،  ینسب ميمقدار اکستر کيدر پس باشد. 
  ريتصو

 وجود داشته باشد ، پس و پس اگر 
و  

   کند.  یرا ثابت م ريز هيقضبالا  ،  حاتيتوض
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  Relative Extreme Values Theorem  ینسب يماکستر ير، مقاد يهقض

مشتق در اگر   داشته باشد.در   ینسب ميمقدار اکستر کي يمکن  یفرض م
 داشته باشد ، پس  یپاره ا یها

 
 است.

 

 
 یافتد که مشتق ها  یاتفاق م یتنها در نقاط  ینسب مياکستر ريکه مقاد ميريگ  یم جهيبالا نت هياز قض  

   وجود نداشته باشند. یپاره ا یهر دو مشتق ها ايو  کي ايوجود دارند و صفر هستند و  یجزئ
 دارد ، اگر در دامنه نقطه در    Critical Point  ینقطه بحران کي مييگو  یم

 
  وجود نداشته باشد.  یپاره ا یاز مشتق ها  يکیاگر  ياباشد ، و 

  کرد.  ريتفس نيتوان چن  یبالا را م هيقض
 است ، فقط در   ینسب مياکستر ريمقاد یداراتابع 

  در دامنه اش.  ینقاط بحران
٣ديفرض کن – ١مثال  ٢ ٢ ٢  دايرا پ ینقاط بحران هيکل  باشد.۴

   .ديکن
 پاسخ 

در  فقط   توانند  یم  ینسب مياکستر ريمقاد وجود دارند ، پسدر تمام نقاط دامنه  یپاره ا یمشتق ها
   هستند. ريمطابق ز یپاره ا یمشتق  ها صفر باشند. یکه هر دو مشتق پاره ا اتفاق افتند ینقاط

٢ ٢ و ٢ ۴ 
 ،  فقط اگر استباشد و ١  اگر    است ، فقطپس 
٢    یعنيباشد ،   

 
١اگر ،  فقط  است    باشد.٢
١لذا     است. ینقطه بحرانتنها  ٢

١در   ینسب يک مقدار اکستريم١مثال تابع  ايتوان مشخص کرد که آ  یم  نيا یبرا  نه. ايدارد ٢
   .ميدار  .ميده  یجام م،  عمل کامل کردن مربع ها را انکار ، در فرمول 

٣ ٢ ٢ ٢ ۴ ٣ ٢ ٢ ١ ٢ ۴ ۴ ١ ۴ 
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٨ ١
٢

٢
٢
 

١چون 
٢

٢و  
٢

 رسد یها ، پس به نظر مها و تمام  یهستند  برا
١که  ٢ گرفت که  جهيتوان نت  یم قتير حقد  است.  ینسب مميمقدار ماکس کي٨
  ريتصو  است. مميمقدار ماکس٨
 

  ريتصو

 
 

٢ ديفرض کن – ٢مثال  ٢ را   ینسب مياکستر ريو مقاد ینقاط  بحران تمام  باشد. 
   .ديکن دايپ

 پاسخ 

٢ ٢

و
٢ ٢

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



يروان صرافانوشـ  جلد سوم حسابان ۵.٧  مقادير اکستريم 

497 
 

تمام نقاط بجز مبدا مختصات وجود دارند ، و چون مبدا مختصات در دامنه در  یپاره ا یچون مشتق ها
   است. ینقطه بحران کياست ، پس مبدا مختصات 

 اگرفقط    تاسباشد ، و     اگر فقطاست چون 
  باشد.که   یوجود ندارد بطورنقطه  چيباشد ، پس ه 

تمام  یاست براو چون   است. ینقطه بحران تنهالذا
  ینسب مميمقدار ماکس چياست ، و ه ینسب  ممينيتنها مقدار م  که ميريگ  یم جهيها ، نت

  ريتصو  وجود ندارد.
 

  ريتصو

 
 

داشته  ینقطه بحران يکدر   ینسب يممقدار اکستر يکتابع  يکندارد ،  یدهد که لزوم  یمثال بعد نشان م
   باشد.
٢ يدکن فرض – ٣مثال  است  یبحرانمختصات تنها نقطه که مبدا  دينشان ده باشد. ٢
   .ستين  ینسب ميمقدار اکستر کياما ، 

 پاسخ 
٢ و ٢  
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  ینسب مياکستر مقدار کياما   است. یتنها نقطه بحرانکه  ديکن  یملاحظه م
  رايز  .ستين

٢ برای  
 و 

٢ برای  
  ريتصو  ندارد.  ینسب ميمقدار اکستر چيه جهيدر نت  است.

 
  ريتصو

 
تابع بر حسب  کي،  ميريدر نظر بگمحور  یرا در رو ريمقاد٣اگر در مثال  –نکته 

محور  یرا رو رياما اگر مقاد  آن مبدا مختصات است. مميکه مقدار ماکس ميآور  یبدست م
  آن در مبدا مختصات است. ممينيم که مقدار ميآور  یم بدستتابع بر حسب  کي،  ميريبگ در نظر

  ريتصو  است. اسب نيز کي هيشب نمودارپس 
  ميدار که یوجود با ندارد،  ینسب ميار اکسترمقد کيدر جهت  ينبه هم
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در  مييگو  یباشد ، مآن است که در  یتابع، اگر   یبطور کل
 که یداشته باشد بطور وجودمرکز  به سکيد کي اگر دارد یاسب نينقطه ز کي

  باشد. قرار بر ريشرط ز
 یرو آن ممينيم مقدار افتد و  یم اتفاقفقط در نقطه  سکيقطر د کي یرومميمقدارماکس

  یم جهينت الاو بحث ما در ب فيتعر نياساس ا بر  افتد.  یم اتفاق همان نقطه فقط در گريد قطر
٢اگر  که ميريگ    در مبدا دارد. یاسب نينقطه ز کيباشد ، پس ٢

  : Saddle Point یاسب نينقطه ز
 

  Second Partials Test Theoremمرتبه دوم  یا پاره یآزمون مشتق ها هيقض
به مرکز  ديسک يک درکه  اين باشد  و داشته نقطه بحرانی يکنقطه  درفرض کنيد 

  ميکن  یفرض م  .  باشد داشته دوم پيوسته  های مرتبه مشتق
٢
 

   باشد.
در پس  باشد ، اي و واگر  –الف 

   دارد.  ینسب مميمقدار ماکس کي
در پس  باشد ، اي و واگر  -ب 

   دارد.  ینسب  ممينيمقدار م کي
   دارد. یاسب نينقطه ز کيدر پس  باشد ،اگر  –ج 

  ینسب ميمقدار اکستر کيممکن است در باشد ، پس ، اگر  تيو درنها
   ممکن است نداشته باشد. اي باشد  و داشته

 
  ريشکل ز توان به  یم  نامند.  یمدر کننده مشخص بالا  هيدر قضعبارت 

   هم نوشت.

 

 
 کي یداراو باشد ، پس که اگر  يدداشته باشتوجه    

و  اياست و و  یعنيعلامت هستند ، 
 ايو پس علامت  باشد ،لذا اگر   است.

   کند.  یرا مشخص م  ینسب ميمقدار اکستر تيماه
  Degenerate   دهيتباه یصورت نقطه بحران نيدر ا  باشد ،اگر 

نا اما من کلمه  ند ، ترجمه کرده ا  دهيراتباه Degenerate  زبان کلمه یفارس  یاضيدر کتب ر   است.
   کنم.  یترجمه ممشخص 

 مينقطه مقدار اکستر نيدر ا ايآ ميمشخص کن  ميتوان  ینم  یعني،  نا مشخص است ايو  دهي،  تباهینقطه بحران
   .ميندار ايو  ميدار  ینسب

 یعني  است. Nondegenerate  نا تبهگون  ینقطه بحران مييگو   یباشد ، ماگر 
 ني،  ا دهيتباه یبحران اما نقطه  کند.  یرا مشخص م ینقطه بحران تيماهمرتبه دوم  یپاره ا یمشتق ها

   نه. اي  ميدار  ینسب مياکستر قدارم یبحران نقطه  نيا در ايکند آ  ینم  مشخص تست 
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  ميباش داشته اگر مثال یبرا
۴ ۴ ، ۴ ۴ و ۵ ٣ ٣ 

، ینقطه بحراننقطه  پس ،    .ميدر هر سه مورد دار  است.و
 

  ريتصو  دارد. یاسب نينقطه ز کيدر نقطه دهد که   یسبه ساده نشان ممحا کياما 
  ريتصو

 
مقدار  کياست ، پس است و  ينيمب  یمحاسبه م يکبا  ينهمچن

  ريتصو  دارد.در  ممينيم
 

  ريتصو
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مقدار  کيبگذرد ، که از مبدا در صفحه   یخطهر   یرو يمکن  یم، ملاحظه  يتو در نها
  .یاسب نيدارد و نه نقطه ز  ینسب ميمقدار اکستر کينه در   یعني   ندارد.  ینسب مياکستر
  ريتصو

  ريتصو

 
٢ يدفرض کن – ۴مثال  ٢ ١

٣
٣  یها با استفاده از آزمون مشتق  باشد.٣

نقاط دارد و در کدام نقاط   ینسب مياکستر ريدر کدام نقاط مقاد،  ديمرتبه دوم ، مشخص کن یا  پاره
   دارد. یاسب نيز

 پاسخ 
٢ ٢ و ٢ ٢ ٣ 

 است اگر و   باشد.است ، اگر که  يدکن  یملاحظه م
٢ ٢ ٣  

 است اگر  ینقطه بحران کيپس   باشد.
و ٢ ٢ ٣  

٢داشت  ميخواه ميبگذار یاگر در معادله دوم بجا باشد.  ٢ ٣ 
٣عبارتند از  یلذا نقاط بحران  است.١و ٣ معادله بالا یپاسخ ها و ٣

١ ١ 
  هستند.  ريمطابق زمرتبه دوم  یپاره ا یمشتق ها

٢ ، ٢ ٢ 
 پس 

٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣
٢

٢ ۶ ٢
٢

٨  
 و 

١ ١ ١١ ١ ١ ١ ١
٢
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٢ ٢ ٢
٢

٨  
٣چون  ٣و ٣ ٣ ٣در نقطه است ، پس ٢  ممينيممقدار  کي٣

١و چون     دارد.   ینسب ١طه در نقاست ، پس ١  یاسب نينقطه ز کي١
  ريتصو  .ميدار نيا علاوه بر  دارد.

٣ ٣ ٩ و ١ ١
۵
٣

 

  ريتصو
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  Extreme Values on a Setمجموعه  کيدر  مياکستر ريمقاد
  Boundedکران دار  ميکن  یو فرض م مجموعه در صفحه باشد.  کي ميکن  یفرض م

 هيقض طيشرا نيتحت ا شود .   یهم م شيکه  شامل مرز ها باشد ليمستط کيداخل  ايمشمول  یعنيشد ، با
  داشت.  ميرا خواه ريز
  

  Maximum-Minimum Theorem for Two Variables رهيدو متغ یبرا ممينيم – مميماکس هيقض
و فرض  باشد.   یهم هست ، م شيدر صفحه که شامل مرز ها مجموعه کران دار کي يمکن  یفرض م

   دارد.در  ممينيمقدار م کيو  مميمقدار ماکس کيهم پس    باشد. وستهيپدر  ميکن  یم
 
  

  بالا را داشته باشد.  يهاگر شروط قض يماکستر  يرکردن مقاد يداروش پ
   .دينقاط محاسبه کن نيرا در ا ري، و مقاد ديکن دايپرا در  ینقاط بحران - ١
   .ديکن دايپ یمرز ها یرو مياکستر ريمقاد - ٢
 ممينيمو مقدار   شد. دايپ٢و ١در مراحل  که است یريمقاد نيشتريبدر   مميمقدارماکس - ٣

   است. ريمقاد نيا نيکوچک تردر 
 

 ريمربع شکل مطابق تصو هيناح کيباشد ، و ٢ يدکنفرض  – ۵مثال 
  . ديکن دايپدر  مياکستر ريمقاد باشد. 

 
 پاسخ 

  ميچون دار  دارد.در  مياکستر ريمقاد ينيممم – يممماکس يهبر اساس قض
٢ و  

لذا تنها   باشد.است اگر و   باشد.٢است ، اگر پس 
در  مياکستر ريپس مقاد  است. ینقطه مرز کي است که نقطه  ینقطه بحران

١اتفاق افتد ، که شامل چهار خط مرز  یرو ديبا ٢ ٣ و   ريتصو  است.۴
 ممينيو م مميماکس رياست ، مقادو چون ١و  ميدار١خط  یرو

   هستند. هر دو صفر١ یرو
 ممياست ، مقدار ماکس٢و چون ١و  ميدار٢خط  یرو

   است.١ ممينيصفر است و م٢ یرو
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١و چون ١و ١ ميدار٣خط  یرو  ممياست ، مقدار ماکس١
   است.١ ممينيصفر است و مقدار م٣ یرو

١و چون ١و ١ ميدار۴ یرو تيو در نها است ، مقدار ٢

١عبارت است از ۴ یرو مميماکس
۴

  یم یرو مميلذا مقدار ماکس  صفر است. ممينيو مقدار م

١شود 
۴

   است.١ ممينيم و مقدار
 

  یبا نرخ ارزان فرستاده م ليجعبه به شکل مکعب مستط کياساس مقررات اداره  پست ،  بر– ۶مثال 
١از  شياگر مجموع اضلاع آن بشود ،   نيحجم چن نيشتريمطلوب است ب ريتصو  نباشد.  نچيا٨

   .یبسته پست

 
  Girthضخامت 

  Lengthطول 
 

 پاسخ 
،اگر  ٢ ضلع  ، پس  نيطول بزرگ ترابعاد بسته باشد ، و و ٢ 

 و  مز رنگ. صفحه قر ريتصو ضخامت جعبه است. 

و ٢ ٢

ضخامت
طول

١ ٨ 
، ميکن  یفرض م نجايا  باشد. و

 توان گفت   ی، پس م ميخواه  یحجم ممکن را م نيشتريچون ب
٢ ٢ ١ ٨ ١  
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   .ميکن  یم نيول حجم جانشرا در فرم جهيو نت ميکن  یحل م یرا برا١معادله 
١ ٨ ٢ ٢ ١ ٨ ٢ ٢ ٢ ٢ 

  ینا منف  ديباوچون   .ميکن دايپو را به عنوان تابع  مميمقدار ماکس ميخواه  یمحالا 
٢که  یباشند ، بطور ٢ ١ کردن مقدار  دايما ، پ   هدف ١شماره  اساس بر باشد ، پس ٨

 ٠ ريتصو  باشد ، است. هم شيکه شامل مرز ها یمثلث هيناح یرو مميماکس

 
 اي اياگر  وجود دارد.  یمميمقدار ماکس نيچن ممينيم – مميماکس هيبر اساس قض

٢ ٢ ١  یپس حجم مساو، ميدار١صورت بر اساس شماره  نيباشد ، که در ا٨
 ديبا مميمقدار ماکس جهيو در نت افتد ،  یاتفاق نممرز  یرو مميماکس مقدار نيبنا بر ا  صفر است.

 یها مشتق داخل در ینقطه بحران کردن دايپ یبرا   اتفاق افتد.در داخل  یبحران نقطه کي در
   .ميکن  یم دايرا پ یا پاره

١ ٨ ۴ ٢ ٢ و ١ ٨ ٢ ٢ ۴  

١است اگر حال   ٨ ۴ ٢ اگر  اي واگر   یعنيباشد ، ٢

١ ٨ ۴ ١ اگر است قيطر نيهم به  باشد.٢ ٨ ٢ ٢ ٢ 

١ اگر ايو  اگر  یعنيباشد  ٨ ٢  تواند  یم داخل درچون  باشد.۴
 که  ميريگ یم جهينت پس باشد ،و  فقط و فقط باشد اگر ینقطه بحران کي
 اگر  است فقط ینقطه بحران نيچن کي

١ ٨ ۴ ٢ و ١ ٨ ٢ ۴ ٢  
۵۴پس  ، ميکن  یم حل یرا برا معادله نياول  باشد.  در را یتساو نيا  .ميآور  یبدست م٢

  شود  یم جهينت ، ميکن  یم نيمعادله دوم جانش
١ ٨ ٢ ۴ ۵۴ ٢ ١ ٨ ۶  

  و١٨پس 
۵۴ ٢ ١٨ ١٨ 

١٨لذا    ميريگ  یم جهينت  است. داخل یبحران نقطه تنها١٨
١٨ ١٨ ١١۶۶۴ مکعب  اينچ

   بسته است که بتوان با نرخ ارزان ارسال داشت. کي حجم مميماکس
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  ٧.۵ ناتيتمر
 مميمقدار ماکس  یبحران  درنقاط  ايآ دي، و مشخص کن ديکن دايرا پ ینوقت بحران هيکل ريز ناتيتمردر 
 .افتد  یاتفاق م یاسب نينقطه ز ايو   ینسب ممينيم ، مقدار  ینسب

١ ٢ ٢ ٢ ۶ ٨ ١ 
٢ ٢ ۶ ٢ ٢ ۶ ١ ٢ 
٣ ٢ ٢ ٢ ٢ ۶ ١ ۵ 
۴ ٢ ٢ 
۵  

   .ديکن دايپرا در   مياکستر ريمقاد ريز ناتيدر تمر
۶ ٢ ٢ ديسک ٢ ٢ ١ 
٧ ٢ ٣  

   هستند. ريمطابق زآن یمربع شکل است که راس ها هيناح کي    مجموعه٧ شماره  نيتمر در

٢ ٢ ٢ ٢
 

 
   ، وجود دارد. ازيمورد ن مياکستر ريمقاد دينفرض ک ريز نيدر تمر

 بزرگ ممکن است هراندازه که آنها ضرب حاصل و۴٨که مجموع آنها  ديکن دايسه عدد مثبت پ  -٨
   .ديکن محاسبه را ضرب آن حاصل  باشد.
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 ٧.۵ ناتيپاسخ تمر
 مميمقدار ماکس  یبحران  درنقاط  ايآ ديخص کن، و مش ديکن دايرا پ ینوقت بحران هيکل ريز ناتيتمردر 
 .افتد  یاتفاق م یاسب نينقطه ز ايو   ینسب ممينيم ، مقدار  ینسب

١ ٢ ٢ ٢ ۶ ٨ ١ 
 پاسخ 

٢ ۶ و ۴ ٨ 
٢و ٣ است اگرپس  ٣باشد. لذا   نقطه  کي٢

   است. یبحران
٢ ، ۴ و  

 پس  است ،

٣ ٢ ٣ ٢ ٣ ٢ ٣ ٢
٢

٢ ۴ ٢ ٨ 
٣چون  ٣و ٢ ٣در   ینسب ممينيمقدار م کيپس  است ،٢ ٢ 
  ريتصو دارد.
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٢ ٢ ۶ ٢ ٢ ۶ ١ ٢ 
 پاسخ 

٢ ۶ ۶ و ۶ ۴ ١  
 است اگر پس 

٢ ۶ ۶ و ۶ ۴ ١  
   .ميکن  یم نيو در معادله دوم جانش ميکن  یم حل یمعادله را برا نيولا   باشد.

۶ ٣ ٣ ۴ ١ ، پس ٢ و ٣ 
٣لذا     است. ینقطه بحران کي٢

٢ ۴ ۶ 
 پس 

٣ ٢ ٣ ٢ ٣ ٢ ٣ ٢
٢

٢ ۴ ۶
٢

٢٨ 
٣چون  ٣در پس  است ،٢   ريتصو  دارد. یاسب نينقطه ز کي٢
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٣ ٢ ٢ ٢ ٢ ۶ ١ ۵ 
 پاسخ 

٢ ٢ ۶ و ٢ ۴ ١  
 است اگر پس 

٢ ٢ ۶ و ٢ ۴ ١  
   .ميدار پس  .ميکن  یم نيمعادله  دوم جانش  و در ميآور  یرا بدست م از معادله اول  باشد.

٢ ۴ ٣ ١ پس ١١ و ٨ 
١١لذا    ميحالا دار   است.  ینقطه بحران کي٨

٢ ۴ ٢ 
 است. پس 

١١ ٨ ١١ ٨ ١١ ٨ ١١ ٨
٢
 

٢ ۴ ٢
٢

۴ 
١١چون  ١١ ، و  است٨ ١١در   ینسب مميماکس کي پس٨ ٨ 

  ريتصو  ارد.د
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۴ ٢ ٢ 
 پاسخ 

٢ و ٢ ٢ 
   ینقطه بحران کيباشد ، پس است اگر  پس

   .ميحالا دار  است.
٢ ٢ ٢ ۴ ٢ ٢  

 پس 
٢

٢ ٢ ٢ ۴ 
  ريتصو  دارد. یاسب نينقطه ز کيدر پس  است ،چون 
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۵  
 پاسخ 

   است.١باشد ، پس  اگر   است.١باشد ، پس اگر 
  قيطر نيبه هم  وجود ندارد.باشد ، پس و اگر 

   است.١باشد ، پس  اگر   است.١باشد ، پس اگر 
 وجود ندارد.باشد ، پس و اگر 

 نيچن یبرا ايچون   است.  ینقطه بحران کي ايبه شکل  یلذا هر نقطه ا
که  ديکن  یملاحظه م  .ندارند مرتبه دوم کار برد یپاره ا یوجود ندارند ، پس مشتق ها ینقاط

 ممينيم کيدر  پس ها،ها و تمام  یاست برا  و 
  ايو  اي  ینقطه بحران هر در اما ،  دارد.  ینسب

   ندارد. یاسب نينقطه ز اي  ینسب ميمقدار اکستر بجز  ینقطه بحران در هرکه  یاست ، بطور
  ريتصو
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   .ديکن دايپرا در   مياکستر ريمقاد ريز ناتيدر تمر
۶ ٢ ٢ ديسک ٢ ٢ ١ 

 پاسخ 
٢ سکيشامل د کهمجموعه  ريدر تصو ٢    .ديکن  یملاحظه م است ،١

 
٢ و ٢  

 کيپس   باشد.است ، اگر که  یاست ، بطور
   است.  در   ینقطه بحران

٢ ميدارمرز  یرو ١   ميکه دار یبطور٢
٢ ١ ٢ ٢ ٢ ١ برای ١ ١  

٢ مميمقدار ماکس ٢ ١ در١     افتاد.  یاتفاق م١و ١ یاست و برا کي١
 افتد.   یاتفاق م یاست که برا١ ممينيو مقدار م

 عبارت است از  یرو ممياست ، پس مقدار ماکسچون 
١ ١ ١ 

 عبارت است از  ممينيو مقدار م
١ ١ ١ 

  ريتصو
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٧ ٢ ٣  
   هستند. ريمطابق زآن یمربع شکل است که راس ها هيناح کي    مجموعه٧ شماره  نيتمر در

٢ ٢ ٢ ٢
 

 پاسخ 
٢ و ٣  

اگر در  یبرا است پس 
٢

   باشد.و 

پس 
٢

  که ديکن  یم ملاحظه رياز تصو  است.در   ینقطه بحران کي 

 
 ميدار١ یرو یبرا

٢
و 

٢
 که  یاست بطور

٢  
عبارت است از  مميمقدار ماکس١ یپس رو  است.

٢ ٢
٢

٢
٢ 

از   عبارت است ممينيو مقدار م
٢

٢   
   .ديآ  یم بدست٣ یبرا مياکستر ريمقاد نيهم
مقدار ٢ یپس رو٣که  یبطور ميدار٢ یرو یبرا

٣ است از عبارت مميماکس   از عبارت است ممينيمقدار م و٣
 

٢
٣

٢
 

  .نديآ  یم بدست۴ یبرا ميراکستريمقاد نيهم

چون 
٢

٢
٢

٣ ٢ ٣ عبارت  یرو مميپس ماکس است ،۵

 از است
٢

از  عبارت است ممينيو مقدار م۵
٢

  ريتصو
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   ، وجود دارد. ازيمورد ن مياکستر ريمقاد ديفرض کن ريز نيدر تمر
 بزرگ ممکن است هراندازه که آنها ضرب حاصل و۴٨که مجموع آنها  ديکن دايسه عدد مثبت پ  -٨

   .ديکن محاسبه را ضرب آن حاصل  باشد.
 پاسخ 

 بر قرار باشد. ريرابطه زکه  یبطورو  یسه عدد نا منف یباشد برا ميکن  یفرض م
  

۴٨ 
   است.۴٨و لذا ۴٨ ميپس دار

 يی هاتمام  شاملکه  یبطور ميکن دايپ یمثلث هيناح یرا رو مميمقدار ماکس ميخوه  یم
۴و که  یبطور باشد بر  وجود دارد ،  یمميماکس مقدار نيچن  باشد.٨

 . ممينيم – مميماکس هياساس قض
يااست ، اگر چون   یرو مميپس مقدار ماکس  باشد.۴٨
   افتد. اتفاقداخل   یبحران نقطه کي در ديو لذا با افتد ،  ینم اتفاقمرز 

۴٨ ۴٨ ٢  
 و 
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۴٨ ۴٨ ٢  

۴٨است اگر پس  ۴٨و ٢ از   باشد.٢

۴٨ ايو  مينيب  یمعادله اول م   مينيب  یدوم م معادله از  است.٢
۴٨ ايو   جهيپس نت  یاست در هر نقطه داخلو  چون  است.٢
۴٨است ، اگر فقط   یبحران نقطه کي داخلنقطه  کي  ميريگ  یم ٢ 

۴٨و  ۴٨و  ميکن  یحل م یمعادله اول را برا  باشد.٢   یبدست م٢
۴٨ و ميکن  یم نيدوم جانش معادله را درحالا   .ميآور ٢ ۴٨  .ميور  یبدست م٢

١۶لذا   است.١۶ و١۶پس    لذا و است.   در  یتنها نقطه بحران١۶
١۶ 

١۶  یبحران نقطه در  ميميحاصل ضرب ماکس ١۶ و افتد  یاتفاق م١۶ ١۶ ۴ ٩۶ 
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 Lagrange Multipliersلاگرانژ  یها يبضر -  ۵.٨ 
۵بخش ۶در مثال  ٢که  نيارا مشروط به تابع  مميمقدار ماکس٧ ٢ ١ ٨ 
، ريمقاد یبرا یشرط نيچن  .ميکرد دايباشد ، پ   Constraint تيمحدود اي ديقرا و

  تيمحدود کيتابع به شرط  کي مياکستر ريکردن مقاد دايپ یبرا  یکل روش کيبخش  نيا  در   نامند. یم
   لاگرانژ ابداع شد. يیبنام ژوزف لو یدان فرانسو  یاضيروش توسط ر نيا   .ميده  یرا شرح م

Joseph Louis Lagrange 
 

  رهيدو متغ یتابع ها یروش لاگرانژ برا
The Lagrange Method for Functions of Two Variables 

  تيبه شرط محدودرا ،  رهيتابع دو متغ کي ميمقدار اکستر ميخواه  یم ديفرض کن
  م،يکن دايرا پتراز  یمنحن یرو يممقدار اکستر يک يمخواه  یم يعنی. يمکنپيدا 
  ميجستجو کنرا در تمام دامنه  مياکستر مقدار که  نيا یبجا

 کي یطيپس تحت شرا  باشد ،داشته تراز در نقطه  یمنحن یرو ميمقدار اکستر کياگر  
   .ميکه دار یوجود دارد ، بطورعدد مانند 

١  
   .ميده  یم حيتوض لير است ، در ذبر قرا١که چگونه رابطه  ميکه نشان ده نيا یبرا
 

 شيرا نما٣در  هيرو کي پس   باشد. رهيدو متغ  یقيتابع حق کي ميکن  یفرض م
  ريتصو  دهد.  یم

  ريتصو

 
 

 
 تيدود، به شرط مح ميحد اقل برسان ايرا به حد اکثر و  يمخواه  یم يدفرض کنحالا 

که نقاط   یدر صورت ميکن دايرا پ ممينيم اي مميماکس  ميکن  یسع ميخواه  یم یعني 
  ريتصو قرار داشته باشند. تراز  یمنحن یرو
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  ريتصو

  
 

 تراز  یکه منحن یبطور ميکن دايپ مقدار دي، با مميماکس مقدار کي بدست آوردن  یبرا
اتفاق  یموضوع هنگام نيا  باشد.مانند  یدر نقطه اتراز  یمماس بر منحن

خط مماس مشترک در نقطه  کيو  یها یافتد که هر دو منحن  یم
  ريتصو  داشته باشند.

  ريتصو

 
 

خط مماس  کيرنگ ،  یآبسبز رنگ ، و  یها یهر دو منحنچون 
مشترک  ینرمال ها دارای یحد دو منحن يمدان  یو مرنگ ،  یدارند ، خط خردلمشترک در 

 عدد مانند  کي یهستند ، پس برا یموازو  انيگراد یدارند و لذا بردار هادر 
   .يمدار
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 تيکند ، به شرط محدودتابع  یبرا ميمقدار اکستر کي جاديااگر  – فيتعر
   .ميکه دار یدارد بطور وجوددر  کيپس 

 
   نامند.  یملاگرانژ   بيرا ضرعدد 

 
 

  يرهدو متغ یتابع ها یلاگرانژ برا يبضر يهقض
Lagrange Multipliers for Two Variables Functions Theorem  

تراز  یمنحن ميکن  یفرض م  باشند. ريمشتق پذدر و  يمکن  یفرض م
 کيباشد و  هموار ميکن  یم  فرض  است ، باشد.که شامل 

  یرو ميمقدار اکستر کياگر  واگر   نباشد. یمنحن يینقطه انتها
 که  یوجود دارد ، بطورعدد مانند  کيداشته باشد ، پس در نقطه 

٢  
 

 اثبات 
  ميکن  یپس فرض م بر قرار است.  یبرا٢باشد ، پس شماره اگر 

 بازه باشد و  کي ميکن  ی،  و فرض م باشد 
،  

 نقطه  متناظر باشد که  یبه گونه ا ميکن  یفرض م  باشد.شده  یپارامتر کي
فرض  تيو در نها  .ستين يینقطه انتها رايز ستين يینقطه انتها کيباشد ، پس 

   شود. فيتعر ريمطابق ز   ميکن  یم
،  

   .ميدار یريبراساس قاعده زنج

٠  

  ميريگ  یم جهيدارد ، نتدر  یرو  ميمقدار اکستر کيچون 
 نقطه  کياست و  ريمشتق پذدر چون   دارد. در نقطه در  ميمقدار اکستر کي

 لذا   است.، پس  ستين يیانتها
٠  

 هيبر اساس فرض قض است ، وشده هموار  یپارامتر کياست ، چون اما ، 
که خود عمود است بر  نياست. بنا بر ا

نرمال بر  هيبر اساس قض تيدر نها٠نرمال است بر لذا ٠مماس است بر 
۵تراز بخش  یمنحن ثابت ٢شماره پس  نرمال است بر که  ميريگ  یم جهينت۶
 شد. 

 
معادل دو ٢که شماره  ديکن  یملاحظه م نيهمچن  نامند.  یملاگرانژ   بيضررا  ميهمان طور که گفت

   است. ريرابطه ز
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و  
   است. ريمطابق ز لاگرانژ ، بيضر قياز طر  رهيدو متغ یتابع ها یابر مياکستر ريمقاد کردن دايروش پ

 
   دارد. تراز یمنحن یرو ميمقدار اکستر کي ديفرض کن- ١
   .ديبکار برو کردن  دايپ  یرا برا ريز  یهامعادله  - ٢

محدوديت  

 

در هر نقطه  نيو همچن ديشود ، محاسبه کن  یم دايکه در مرحله دوم پدر هر نقطه مقدار  - ٣
 مميمقدار ماکس کي تراز  یمنحن یرو اگر   ، اگر وجود دشته باشد. یمنحن يیانتها

تراز  یمنحن یرو اگر   . است که محاسبه شده است. یريمقاد نيداشته باشد ، بزرگ تر
 است که محاسبه شده است. یريمقاد نيداشته باشد ، کوچک تر  ممينيمقدار م کي 

 
٢ ديفرض کن  - ١مثال  ۴   یضيب یرا رو ميتراکس ريمقاد باشد. ٣

٢ ٢ ٢ ١  
 .ديکن دايپ

 پاسخ  
٢ ميکن  یفرض م   ٢ ٢تيباشد ، پس محدود٢ ٢ ٢    است.١

  ريتصو
 

 
 چون 

٢ ١٢ ٢ و ٢ ۴  
   هستند. ريبرد مطابق ز ميکه بکار خواه  يیعادله هااست ، پس م

محدوديت ٢ ٢ ٢ ١ ٣  
٢ ٢ ۴

١٢ ٢ ۴ ۵
 

٠ اياست و  اي۴بر اساس  شود   یم٣شماره باشد ، پس اگر ١

٢ ٢ ١ ايصورت  نيکه در ا١

٢
١ اياست و 

٢
١اگر   است. باشد ، پس  
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١٢شود   یم۵شماره  ٢ ٠ اي و یعني۴ ١
٣

 اگر٣ شماره بر اساس

٢پس  باشد ، ٢ ٢ ١ اگر  است.١ اي و١ یعني است١
٣

 

٢باشد ، پس  ٢ ١
٣

٢
 یعنياست ، ١

٧

٣
 ايو 

٧

٣
   است.

 در  مياکستر ريپس تنها مقاد

١

٢

١

٢
، ١ ١

٧

٣
١
٣

و
٧

٣
١
٣

 

 حال چون   تد.اف  یاتفاق م

١

٢
٢ ١ ١ ١  

١

٢
٢

٧

٣
١
٣

٢۵
٢٧

٧

٣
١
٣

 

١در ٢ مميمقدار ماکس ميريگ  یم جهياست ، نت

٢
١در ٢ ممينيو مقدار م

٢
 

  ريتصو د. افت  یاتفاق م
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٣ ديفرض کن – ٢مثال  ٢ ٢ ٢ ۴  سکيد یرو مياکستر ريمقاد  باشد.١
٢ ٢    .ديکن دايپ١۶

 پاسخ 
مرز  یتواند رو  یدارد ، که م  مياکستر ريمقاد سکيد یرو،  ممينيم – مميماکس هيبر اساس قض

٢ ٢ ٠ سکيداخل د ايباشد و ١۶ ٢ ٢   ريتصو١۶

 
٢دائره  یرو  یاحتمال ريکردن مقاد دايپ یلاگرانژ را برا یها بيضر ابتدا ٢   یبکار م١۶

٢ ميکن  یفرض م .ميبر ٢ تيباشد ، پس محدود٢ ٢ ١۶  
  ميدار  چون   است.

۶ ۴ ۴ و ٢ ٢  
 . ميبر  یبکار مو کردن  دايپ یرا برا ريز یمعادله ها،  پس  

محدوديت ٢ ٢ ١۶ ۶  
۶ ٢ ٧
۴ ۴ ٢ ٨

 

٠ اياست و  اي٧بر اساس   ميدار۶باشد ، پس بر اساس اگر ٣
 شود   یم٨باشد ، پس شماره ٣اگر   است.۴ ايو ۴

۴ ۴ ۶ يا ٢ 
   .ميدار۶پس بر اساس 

٢ ٢
٢

١۶ پس ١٢ يا ١٢ 

٢دائره  یرو مياکستر ريتواند مقاد  یمپس  ٢    داشته باشد. ريفقط در نقاط ز١۶

۴ ، ۴ ، ١٢ ٢ يا ١٢ ٢  

  ميپس دار  .سکيبه داخل د ميگرد  یحالا بر م
۶ ۴ ۴ 

 پس   باشد.١ اي واست ، فقط اگر که  یبطور
   .ميريگ  یم جهييو ن ميکن  یمحاسبه م  داشته باشد.١در نقطه  سکيد یرو ميتواند مقدار اکستر  یم
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۴ ١٧ ١٢ ٢ ١٢ ٢ ۵٣ 

۴ ۴٩ ١ ١ 
٢ سکيد یرو مميکه مقدار ماکس ميريگ  یم جهي، نت تيو در نها ٢ است و ۵٣مقدار ١۶

  ريتصو  است.١ ممينيم

 
 

 
 است. ريمطابق ز لاگرانژ ، بيضر قياز طر  رهيسه  متغ یتابع ها یبرا مياکستر ريمقاد کردن دايروش پ

 . ميدار رهيسه متغ یتابع ها ی، برا ميداد رهيدو متغ یر مورد تابع هاکه د  یحاتيماند توض 
 

  
   داشته باشد.تراز  هيرو یرو ميمقدار اکستر کي ميکن  یفرض م - ١
   .ديرا حل کن ريز یمعادله ها - ٢

ديتمحدو  

 

در هر  نيو همچن ديکن شود ، محاسبه  یم دايکه در مرحله دوم پدر هر نقطه مقدار  - ٣
مقدار  کي تراز   هيرو یرو اگر   ، اگر وجود دشته باشد. یمنحن يینقطه انتها

تراز   هيرو یرو اگر   . است که محاسبه شده است. یريمقاد نيداشته باشد ، بزرگ تر مميماکس
 است که محاسبه شده است. یريمقاد ني، کوچک تر داشته باشد  ممينيمقدار م کي 
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 مميمقدار ماکس  باشد.و یبرا ديفرض کن – ٣مثال 
٢که  یبه شرط ديکن دايرا پ ٢ ١    باشد.٨

 پاسخ 
٢ ميکن  یفرض م  باشد ،٢

٢تيپس محدود  ٢ ١   .است٨
 چون 

و ٢ ٢  
   هستند. ري، مطابق ز ميبکار برکردن  دايپ یبرا ديکه با  يیمعادله هاپس  ،  است

محدوديت ٢ ٢ ١ ٨ ٩  
٢ ١
٢ ١١

١٢
 

 
   .ميکن  یم دايپ١٢تا ١ یدر معادله هاورا بر حسب ابتدا 

٢ ٢
١٣  

    ميميصفر باشد ، و چون مسلما صفر مقدار ماکسيااست اگر چون 
و  ميدار١٣پس ، بر اساس  نا صفر باشند. وتوان فرض کرد   ی، پس م ستين

   .ميپس  دار  .ميکن  یم نيجانش٩را در و  است.٢
٢ ٢ ٢ ١ ٨ يا ١٨ 

٢و ١٨ذا ل ١٨ ١٨ تيو در نها٣۶ ١٨ است ممکن  ميتنها مقدار اکستر٣۶
 لذا  داده شده.  تيبا توجه به محدود

١٨ ١٨ ٣۶ ١١۶۶۴ حجم اکثر  حد
 

٢ هيرو  یرا رو یا ینقطه ا – ۴مثال  ۵ مبدا حد اقل   تاکه فاصله آن  ديکن دايپ۵
 باشد. 
 پاسخ 

١ ميکن  یفرض م
٢ ٢  تا مبدا مختصات باشد. نيفاصله ب٢

  ميکن  یم فرض ،کار  شدن آسان یبرا  .ميکن دايپ هيرو یرو١ ممينيمقدار م ميخواه  یم 
٢ ٢ ٢ 

  تيشرط محدود شرط هب ار  ممينيم ميخواه   یم ،  دباش

٢ ۵ ۵ 
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  ريتصو  .ميکن اديپ

 
  .ميبر  یبکار م١ یرا بجادارند ، پس  کساني مياکستر ريمقاد١و که  ديکن  یملاحظه م

   .ميحال چون دار
٢ ٢ ٢  

 و 
٢ ٢  

   هستند. ريبرد ، مطابق ز ميبکار خواهوکردن  دايپ یکه برا يیمعادله ها 

محدوديت ٢ ۵ ۵        ١۴ 

٢ ٢ ١۵
٢ ١۶
٢ ٢ ١٧

 

 داشت.  ميخواه١٧تا ١۵آنوقت بر اساس  رايتواند صفر باشد ،ز  ینمکه  ديکن  یملاحظه م
 

توان به   یرا م١۶است ، پس چون  حال . ستيبر قرار ن١۴صورت معادله  نيو در ا
   نوشت. ريصورت ز

٢
١٨  

   .ميکن  یم نيجانش١٧را در  جهيتن
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٢ ٢
٢

٢ ١٩  

 نيو در او داشت  ميخواه١٩و ١٨صفر باشد ، پس بر اساس اگر 
 نيو جانش١٩و ١٨با استفاده از   است.پس   .ستيبر قرار ن١۴شماره صورت 

   .ميدار١۵در و کردن 

٢
٢

٢ ٢  

 است ، پس و چون 
۴

۵ يا ٢ ۴
۵

٢  

   داشت. ميخواهو کردن  نيجانش یبرا١٩و ١٨با استفاده از 

۵ ۵
٢

٢
٢

٢
١ ٢ ٢١  

٢ ديگو  یم٢پس   مثبت است. ميريگ  یم جهينت٢١از   ديگو  یم٢١است و ۵

 باشد ، پس ١اگر ١٩و ١٨بر اساس   است.١ اي و١
٢

۵ و ٢ ٢ 

 باشد ، پس ١است. و اگر 
٢

۵ و ٢ ٢ 

٢ یتنها نقاط رو جهيدر نت است.  ۵ فاصله را تا مبدا داشته باشند  نيتوانند کمتر  یکه م۵

۵نقاط  ١ ۵و ٢ ١  وجود یممينيم نيچن مساله  فرض چون بر اساس .  هستند٢

 و چون است  هيرو یرو١ ممينيدارد و آن مقدار م

١ ۵ ١ ٢ ١ ۵ ١ ٢ ١  

 ١تا مبدا عبارت است از  هيرو ینقطه رو کيفاصله از  نياست ، پس کمتر
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 ٨.۵ ناتيتمر
   مشروط به محدوديت داده شده ، پيدا کنيد.در تمرينات زير مقادير اکستريم 

١ ٢ ٢ ٢ ۴ 
٢ ٣ ٢ ٣ ٢ ٢ ١ 
٣ ٢ ٢ ۴ ٢ ۶ 

   .ديکن دايداده شده ، پ تيرا مشروط به محدود مميني، مقدار م ريز ناتيدر تمر

۴ ۴ ٢ ٣ ٣ ٧ ٢ ٢ ٣
٢

٢ ٣
٢

 

۵ ۴ ٨ ۴ ٢٧ ۴ ١١
١٢

 

  .ديکن دايداده شده مشخص شده ، پ ینا مساو لهيکه بوس یا هيرا در ناح مياکستر ريمقاد ريز نيدر تمر
۶ ٢ ٢ ٢ ٢ ٣ ٢ ٢ ۴ 
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 ٨.۵ ناتيپاسخ تمر
   نيد.مشروط به محدوديت داده شده ، پيدا کدر تمرينات زير مقادير اکستريم 

١ ٢ ٢ ٢ ۴ 
 پاسخ 

٢ ميکن  یفرض م ٢ تيپس محدود باشد ،٢ ٢   است.۴
  ريتصو

 
  ميحالا دار

٢ و ٢ ٢  
 پس 

 
١ است ، اگر ٢و٢  ١ اياست و اساس معادله دوم  بر  باشد.٢

٢پس  باشد ،، اگر  تيبر اساس محدود  است. ٢    است.٢است و لذا ۴
١پس  باشد ،١اگر  ١است و لذا ٢

٢
 است و 

۴
١
۴

١۵

٢
 

 عبارتند از ممکن  مياکستر ريمقاد

٢ ٢ ، ٢ ٢ ،
١
٢

١۵

٢
١٧
۴

١
٢

١۵

۴
١٧
۴

 

١٧ مميمقدار ماکس تيو در نها
۴

  ريتصو  است.٢ ممينيم مقدار و
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٢ ٣ ٢ ٣ ٢ ٢ ١ 
 پاسخ 

٢ ميکن  یفرض م  ٢ تيباشد ، پس محدود٢ ٢   است.١
  ريتصو

 
٣ ٢ ۶ ٢ و ٢ ٢  

 است اگر که  یبطور
٣ ٢ ٢ و ۶ ٢ ٢  

٢ اي  اي ،  بر اساس معادله اول  باشد.
٣

است  ايو بر اساس معادله دوم   است.

٠ ايو ١
٣

 اگر  و  است.١ تيبر اساس محدود باشد ، پسحال اگر 

٢ نصورتيا رياست ، در غ١ تيباشد ، پس بر اساس محدود
٣

١و 
٣

   است.
 شود   یم تيلذا محدود

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 جلد سوم حسابان ۵.٨   ضريب های لاگرانژ انوشـيروان صراف

529 
 

٢
٣

٢
١
٣

٢

١ 

٣پس 

۵
٢که  یاست بطور

۵
١و 

۵
ممکن عبارتند  مياکستر ريمقاد  است.

 از 
١ ٢ ، ١ ٢ ، ١ ١ ، ١ ١  

٢

۵

١

۵

٢

۵
،

٢

۵

١

۵

٢

۵
،

٢

۵

١

۵

۶

۵ ۵
 و

 

٢

۵

١

۵

۶

۵ ۵
 

  ريتصو  است.٢ ممينيو م٢ ممي، مقدار ماکس اتيدر نه
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٣ ٢ ٢ ۴ ٢ ۶ 
 پاسخ 

٢ ميکن  یفرض م ٢ ۴   تيباشد ، پس محدود٢
٢ ٢ ۴ ٢ ۶ 

  ريتصو است. 

 
 

 ميتوان  یم اام  .کرد مرس یبعد هس مستيس رد ار هريمتغ هس عتاب کي رنمودا نتوا  ینم ، ميگفت هک رهمانطو
 یبرا ار هآمد تبدس همعادل و ميده  یم رقرا کار نيا یبرا  .ميکن مرس ار  تراز هيرو

   .ميکن  یم لح 
 .ميدار مرس یبرا سپ

١ 
١

 

  ريتصو
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  .ميدار لحا
و ٢ ٢ ٨  

  مياست ، اگر داشته باشکه  یبطور  است.
٢ ٢ و ٨  

يااگر  يا   ميکن  یلذا فرض م   است.باشد ، پس يا
   .ميپس دار  باشند. ها ، نا صفر ريمتغ نيهمه ا

٢ ٢ ٨
 

٢که  یبطور ٢و ٢ ۴ ٢پس   است.٢ ٢
٢

٢
   است.
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٢چون  ٢
٢

٢
 ممينيو مقدار م٢شود   یم ممياست ، پس مقدار ماکس٢

 ٢شود   یم
 

   .ديکن دايداده شده ، پ تيرا مشروط به محدود مميني، مقدار م ريز ناتيدر تمر

۴ ۴ ٢ ٣ ٣ ٧ ٢ ٢ ٣
٢

٢ ٣
٢

 

 پاسخ 
  ريتصو

 
 

 
٢ ميکن  یفرض م ٢ ٣

٢
٢ تيباشد ، پس محدود٢ ٢ ٣

٢
٢ ٣

٢
 است.

 ٨ ٣ ٢ ٣ و ۴ ٣ 
  اگر است ،که  یاست ، بطور

٨ ۴ و ٣ ٢ ٣ ٣  
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يا ميبر اساس معادله اول دار  باشد.  تيباشد پس بر اساس محدوداگر  است. ٢
 ميدار

٢ ٢ ٣
٢

٢ ٣
٢

 

  ميدار پس بر اساس معادله دوم ، باشد ،٢اگر   است.١ ايو ١که  یبطور
٣ ٢ ٣ ۶  

٣که  یاست ، بطور ٢ ۶ ، اگر  تيبر اساس محدوداما ،   است.١و لذا   است.٣

٢باشد ، پس ١ ٢ ٣
٢

١
٢ ٣

٢
١چون   است.پس   است.    و است ١١

١    است.٣تابع  ممينيمقدار م ميريگ  یم جهينت٣
 

۵ ۴ ٨ ۴ ٢٧ ۴ ١١
١٢

 

 پاسخ 
١١ تيباشد ، پس محدود ميکن  یفرض م

١٢
 

  ريتصو  است.
۴ ٣ ٣٢ ٣ ١ ٨ ٣ و  

  راگ استکه  یبطور  است.
۴ ٣ ٣٢ ٣ و ١ ٨ ٣  

۴پس   باشد.  ٣ ٣٢ ١که  یبطور است ،٣
٢

۴و   ، است ٣ ١ ٨ ٣ 

١که  یاست ، بطور
٣

١شود   یم تيلذا محدود  است.
٢

١
٣

=١١
١٢

١ یعني
٢

و 
١
۴

١و 
۶

  تيو در نها  است.

١
٢

١
۴

١
۶

١
٢

۴

٨
١
۴

۴

٢٧
١
۶

۴
١١
٩۶

 

   است. ممينيمقدار م
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  .ديکن دايداده شده مشخص شده ، پ ینا مساو لهيکه بوس یا هيرا در ناح مياکستر ريمقاد ريز نيدر تمر
۶ ٢ ٢ ٢ ٢ ٣ ٢ ٢ ۴ 

 پاسخ 
٢دائره  یرا رو مياکستر ريتا مقاد ميبر  یلاگرانژ را بکار م یها  بيضردا ابت ٢  دايپ۴
٢ ميکن  یم   فرض. ميکن ٢ تيباشد ، پس محدود٢ ٢ ۴ 

  ميچون دار  است.
۴ ٢ ٢ و ٢ ٢  

 پس 
 

۴است اگر  ٢ و ٢ ٢  ٠ اي ميداراز معادله اول   باشد.٢
٢ ميدار تيباشد ، پس بر اساس محدوداگر  ٢    است.٢که  یبطور۴
٢ ميادله دوم ، دارپس بر اساس مع,باشد ٢اگر  ٢  است ، ١که  یبطور۴

٢ ديگو  یم تيو محدود ١  دائره  یروممکن  ريمقاد  است.٣ ايو ۴
٢ ٢ ۴ 

 عبارتند از 

٢ ۵ ٢ ٣ و ٣ ١ ۶ 

٢ سکيد  ینقاط داخل یبرا ٢    .ميدار۴
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۴ و ٢ ٢ 
اما   باشد.١و است ، فقط اگر که  یبطور

١ ٢ سکيد یرو مميمقدار ماکس جهينت است ، در۴ ٢ است از  عبارت۴
  ريتصو  است.۴ ممينيو مقدار م۶
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���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 جلد سوم حسابان    انتگرال های دوگانه    ١.۶ انوشـيروان صراف

537 
 

 جلد سوم حسابان   
 فصل ششم 

 چند گانه  یانتگرل ها  
Multiple Integrals  

کردن  دايپ یبراباشد ، پس انتگرال  به شکل در بازه  وستهيتابع پ کي  اگر
کردن  دايپ یبرا رهيدو و سه متغ یتابع ها یانتگرال ها  .ميبرد  ی، بکار م نمودار ريمساحت ز
 نيا یها هياثبات قض  روند.  یبکار م رويتر ، حجم و جرم اجسام و غ دهيچيپ یها هيناح یمساحت ها

ها را  هيقض نيلذا اثبات ا  .رنديگ  یحسابان مورد بحث قرار م یهستند و در سطوح بالا دهيچيپ اريبخش بس
   را عطا کند. قيتوف نياگر خداوند ا  .ميکن  یموکول م شرفتهيحسابان  پ به
 
  Double Integralsدو گانه  یانتگرال ها - ١.٢

  يمنام  یم Single Integral منفرد ايانتگرال ساده را به بعد ، انتگرال به شکل  نياز ا
  یکه چگونه م ميده  یو نشان م ميده  یقرار م  یرس   دو گانه را مورد بر یل ها ، انتگرا بخش نيدر ا
در  یليمستط هيناح کي یرو  Solid Region  یسه بعد هيناح کيحجم  کردن دايپ یانها را برا ميتوان

  . ميبکار برصفحه 
   باشد.  ی، م ميديساده د یآنچه در مورد انتگرال ها هيدو گانه ، شب یاز خواص انتگرال ها یاريبس
 

  Volume and the Double Integralحجم و انتگرال دو گانه 
و  رهيدو متغتابع  کي نيهمچن . ديريرا در نظر بگ یليمستط هيناح کي یبالا یکار، فضاشروع  یبرا

    .ديکن شده باشد ، ملاحظه فيتعربسته  ليکه در مستط وستهيپ
٢  

شامل دو گانه    که استو دو بازه بسته  یحاصل ضرب دکارت نجايا
 شينمانمودار   باشد.و که  یاست ، بطور     ليمستط یها
در نقطه  هيارتفاع رو  نجايا است.است و معادله آن صفحه  یبالا هيرو کي

  قرار دارد. ريو ز یاست که بالا یبعد  سه  هيناح کي  يمکن  یم فرض   است.
 دايرا پ یسه بعد  هيناح حجم ميخواه  یم  است.در صفحه   ليمستط،  یبعد سه   هيقاعده ناح

  ريتصو  .ميکن
  :Solid Region یعدب هس هيناح
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  يرتصو

 

 
 

کوچک  یها ليمستط نياز ا کيمساحت هر  . ميکن  یم ميتقسکوچک  یها ليه مستطرا ب يهناح
و   یفرع بازه به بازه ،  کار نيا یبرا ريتصوو    است با اضلاع

   .ميلذا دار  .ميکن  یم ميتقس یبازه فرعرا به بازه 

و  
  ريتصو
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 کي از کيهر عبارت است از یبالا يکبار جعبه يک حجم 
،  ديکن  یملاحظه م  ريهمان طور که در تصو ها است.  از  هرکدامدر  یارينقطه اخت

 است. یها لياز مستط کيمساحت هر مربوطه است و  يلیارتفاع جعبه مستط
  

  ريتصو

 
را مطابق  یسه بعد  هيناح یبي، حجم تقر ميرا بکار بر دهيا ني، هم یفرع یها ليتمام مستط یاگر برا

   .ميآور  یبدست م ريز

١١

 

بدست  یتواند برا  یشود ، که م  یم دهينام Double Riemann Sum  مانيجمع دو گانه ر،   جمع بالا
   بکار رود. یسه بعد  هيناح   یبيتقر حجم آوردن

، اگر  ميکن دايپ جهت حجم  یتر قيدق بيتقر ميتوان  ی، م ميا دهيد رهيمتغ کيتابع  یهمان طور که برا
   .ميبزرگ تر و بزرگ تر کنرا و 

١١

 

  اي

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 جلد سوم حسابان    انتگرال های دوگانه    ١.۶ انوشـيروان صراف

540 
 

١١

 

است که  یسه بعد  هيناححد ، حجم  نيشود ، و ا  یم کيحد نزد  کي به که جمع بالا ديکن  یم ملاحظه
 است.قاعده آن 

 
  فيتعر

   شود.  یم فيتعر ريمطابق زدر صفحه  یليمستط هيناح یروانتگرال دوگانه تابع 

 
در صفحه  یکه بالا یسه بعد هيناح، پس حجم   باشد ريانتگرال پذو در اگر 

 قرار دارد ، عبارت است از نمودار  ريو ز

 
 
 

 و مشکل است.  یطولان  مانيجمع دو گانه ر  يقدو گانه از طر یکه محاسبه انتگرال ها يدتوجه داشته باش
، انتگرال  يوستهپ یتابع هاهستند که در آنها همه   يیها  ناحيه ينهمچن   .يمکن يداپ یتر  یراه عمل يدبا لذا
ها تمام تابع  يهناح ينا در  .يمکن  یمتمرکز م يهدو نوع مخصوص ناح یپس توجه خود را رو  .يستندن يرپذ
   وجود دارد. ینواح ينا یمحاسبه انتگرال رو یبرا یهستند ،و  روش ساده ا يرانتگرال پذ  يوستهپ یها
 

شود ،   یلازم م يندهمختلف که در آ یها يهناح يفه ، به تعردو گان يریانتگرال گ يقطر  یقبل از بر رس
   .يمپرداز  یم
 

 Vertically and Horizontally Simple Regions یو افق یعمود ساده ینواح
 ١ وستهياست ، اگر دو تابع پ Vertically Simple   یعمود سادهمسطح  يهناح يک - ١
١که  یوجود داشته باشد ، بطوربازه  کيدر ٢و  ٢  برای

  ريتصو٠در ٢و ١    ینمودارها نياست ب یا هيناحباشد و 
 . استدر ٢و ١    ینمودارها نيب یساده عمود هيناح مييگو  یصورت م نيدر ا
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و ١ يوستهاگر دو تابع پاست،  Horizontally Simple    یافق ساده مسطح  يهناحيک  - ٢

١که  یوجود داشته باشد ، بطوربازه  يکدر ٢ ٢ باشد و برای
  ريتصو  باشد.در ٢و ١    ینمودار ها ينب يهناح يک

  در٢ و ١ ینمودار ها نياست ب یافق ساده هيناح  ييمگو  یمصورت  يندر ا
 

  يرتصو

 
  ريتصو  .  یعمود سادهباشد و هم   یافق سادهاست ، اگر هم  ساده هيناح کي - ٣

 
 

 یکنند ، بجز خطوط عمود  یحد اکثر دو مرتبه قطع م یعموداده س هيناح کي، مرز  یخطوط عمود
   دهند.  یم ليرا تشکمرز  از  یقسمت که

  . یافق ساده و هم هستند یعمودساده  هم ها ، مثلث ها و دائره ها  ليمستط
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از   یکه قسمت  یافقکنند، بجز خطوط   یرا حد اکثر در دو نقطه قطع م یافق ساده هي، مرز ناح یافقخطوط 
   دهند.  یم ليتشکمرز 

   .ديتوجه کن یها ريبه تصو
   است.ساده   است  ، پس ی، هم ساده افق یهم ساده عمود ريتصو
   .ستين یاست ، اما ساده افق یساده عمود ريتصو
  . ستين یاست ، اما ساده عمود یساده افق ريتصو
   .یاست و نه ساده افق یده عمودسانه   ريتصو

 
 

 
 

 که  دينشان ده است. ۶و ٢ ینمودار ها نيب هيناح کي ديکن فرض -١ مثال 
   ساده است.

 پاسخ 
  . ميکن  یم دايدو تابع را پ نيا یابتدا محل تلاق

٢ و ۶ 
٢ ۶ 
٢ يا ٣ 

٢پس نمودار ها در نقاط  ٣و ۴   ريتصو  دارند. یتلاق٩
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١لذا اگر 
٢و٢ ۶ ١باشند ، پس   ٢است در بازه ٢ و در ٣

٢در بازه  جهينت    است. یعمود ساده هيناح٢و ١ ینمودار ها نيب٣
 شده است. لياز دو قسمت تشک که ديکن  یاست ، ملاحظه م یساده افق هيناح ميکه ثابت کن نيا یبرا

٠۴ یبرا یگريو د۴ یبرا  یکي    ريتصو٩
  اياست ، اگر در لذا 

۴ و  
 ايو 

۴ ٩ و ۶  
  مياگر فرض کن جهيدر نت باشد. 

١
برای ۴

۶ برای ۴ ٩
و ٢  

١باشد ، پس  نمودار  نيب٩ بازه است در یساده افق هيناحپس ٩ است در بازه٢
٠و ١ یها    ساده است.پس  ، یافق ساده هم و است یساده عمود هم چون و٢
 

توان گفت که   یم شترياما ب  است. یو هم ساده افق یهم ساده عمود هيکه ناح مينشان داد١در مثال 
   یاست تا ساده افق یساده عمود هيناح

 
باشد ، اغلب  یساده عموداگر  ، ميمحاسبه کن یرال دوگانه روانتگ ميخوه  یکه م  یوقت ، ندهيدر آ

  ینمودار ها نيب یا هيرا به عنوان ناح

١ و ٢ برای  
  ميکن  یم فيتوص

  ینمودار ها نيب یا  هيناح آنرا به عنوان باشد ، یساده افقاگر  اي
١ و ٢ برای  

   .ميکن  یم فيتوص
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  Evaluation of Double Integrals Theoremدوگانه  یمحاسبه  انتگرال ها هيقض
   باشد. وستهيپدر صفحه  هيناح کي یرو ديفرض کن

در پس  باشد ،در بازه ٢و ١ ینمودار ها نيب یساده عمود هيناح کياگر  - ١
 است و  ريانتگرال پذ

 
در پس  باشد ،در بازه ٢و ١ ینمودار ها نيب  یساده افق هيناح کياگر   - ٢

 است و ريانتگرال پذ

 
 
 
 

 . ميدار٢ و١بالا قسمت  هيساده باشد ، پس بر اساس قضاگر 

 
 

 خطوط   نيمحصور ب یليمستط هيناح کي ديفرض کن – ٢مثال 
١ ٢ و ٢  

 مطلوب است  باشد.

 
 

 پاسخ 
  ینمودار ها نيب یساده عمود هيناح کي هيناح 

و ٢ برای ١ ٢  
 لذا  است. 

= 

١در ها تمام  یرا برا٢٢تدا محاسبه انتگرال مکرر بالا ، اب یبرا ٢    .ميکن  یم دايپ  

٢ ٢ ٢ ١
٢

٢ ٢
٢٢

٢ ٢ 

    پس   .ميانتگرال گرفتونسبت به   ميکردرا ثابت فرض بالا ،  یريدر انتگرال گ
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٢
٣

٣ ٢
١

۶ 

  یها نمودار نيب یافقساده  هيرا ناح٢در مثال  هيتوان ناح  یم
١ و ٢ برای ٢  

   .ميدار   پس.ميفرض کرد و انتگرال را محاسبه کن  

 
١
٣

٣ ٢
١

٨
٣

١
٣

٣
٢٢٢

 

٣
٢

٢ ٢ ۶ 

 
٢در بازه و محور ١نمودار  نيب  یمثلث هيناح ديفرض کن – ٣مثال    باشد. ١

 مطلوب است ٠  ريتصو باشد.۴و 

 

 
 

 پاسخ 
ه ساد ميکن  یفرض م  توان محاسبه کرد.  یم قيتوان انتگرال از دو طر  یپس م ساده است.  هيناح

  ینمودار ها نياست ب یعمود
و ١ برای ٢ ١  

  ميپس دار

  

۴
٢

٢
١ ۴ ١

١
٢

٢

١

٢

١

٢
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٧
٢

٣
٢

٢
٧
٢

٣
٢

٢
٣

۶
١
٢

٢٧
٢

١

٢
 

  ینمودار ها نيب یساده افق هيناح کيرا  هيناح٣اگر در مثال 
٢ و ١ برای ٣  

   داشت.  ميخواه پس ،  ميفرض کن

 

۴
١

٢

٣
۴ ١ ٢

٣
 

١٢ ٧ ٢ ١٢
٢

٢
٣

٣
٣ ٢٧

٢

٣
 

 
 مطلوب است  .باشد ۶و ٢ ینمودار ها نيب هيناح ديکنفرض    - ۴مثال 

 
 پاسخ 
   .ديرا ملاحظه کن١مثال  ريتصاو

٢دو معادله در نقاط  ی، نمودار ها ميديهمان طور که د ٣و ۴   ميکنند و دار  یم یتلاق٩
٢ ۶ برای ٢ ٣  

 پس  است. 

 
۶

٢
٢ ۶ ٣

٣

٢

٣

٢
 

٣

٣
٣ ٢

۴

۴
٣
٢

١٢۵
١٢

 

 
۴محصور از بالا به  یسه بعد هيحجم ناح – ۵مثال  ٢ به صفحه  نييو از پا٢

 . ديکن دايرا پ
 پاسخ

٢ رهيدا لهياست که محصور است بوس هيناحو صفحه  یمحل تلاق ٢  ريتصو۴
٠   مي، دار فيتعرپس بر اساس  
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  ینمودار ها نياست محصور ب یساده عمود هيناح کيچون 

۴ ٢ و ۴ ٢ برای ٢ ٢  
  ميريگ  یم جهيپس نت

۴ ٢ ٢
۴ ٢

۴ ٢

٢

٢
 

۴ ٢
٣

٣

۴ ٢

۴ ٢

٢

٢
 

٢ ۴ ٢ ۴ ٢
۴ ٢

٣ ٢

٣

٢

٢
 

۴
٣

۴ ٢
٣ ٢ ٢ ۶۴

٣
۴٢

٢

٢

٢
 

٢بخش ١٣بر اساس شماره   کتاب انتگرال آوا توسط اين قلم ١

۶۴
٣

١
۴

٣ ٣
٨

٣
٨

٢

٢

٨  
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  Reversing the order of Integration یريانتگرال گ بيترت ضيتعو

صورت   به ايتوان   یرا م، ساده باشد  هيناح کياگر 
٢

١
 

 به صورت  ايو 
٢

١

 

   دارد که کدام ساده تر است. یبستگ نيا محاسبه کرد.
 

  . ديرا محاسبه کن ريانتگرال ، انتگرال ز بيترت ضيبا تعو – ۶مثال 

٣
٣٩

 

 
 پاسخ 

 
 .ميشود ، مشخص کن  یآن انتگرال محاسبه م یرا که رو هيناح دي، با یريانتگرال گ بيترت رييتغ یبرا

 نمودار نياست ب یافق ساده هيناح کيشود که   یداده شده ، ملاحظه م یريبا توجه به حدود انتگرال گ 
  یها

و ٣ برای ٩ 
  ینمودار ها نيهم هست ب یساده عمود هيناح کيچون ٠ ريتصو

و ٢ برای ٣ 
  . ميپس دار

 

٣ ٢ ٢ ٣
٣٣

 

١
٣

٣ ٣ ٢
٣
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 ساده کار برد دارد. یها هيدر مورد ناح فقط یريگانتگرال  بيترت ضيتعو
   

 تر   یکل یها هيناح یدو گانه رو یريانتگرال گ
Double Integration over More General Regions 

١ یافق اي یساده عمود یفرع یها هيناحچند  شده باشد  از ليتشکاگر   ی، به شرط٢
باشد  وستهيپ    که در  یدر صورتمشترک داشته باشند ، پس تابع  یفقط مرز ها یفرع یکه نواح

 است و  ريانتگرال پذ، در 

 
 مطلوب است   باشد.٣و  ینمودار ها نيب  یا هيناح ديفرض کن - ٧ مثال 

 
 پاسخ 

ممکن  یهنگام  نيا باشد.٣کنند ، اگر   یقطع مدر  گريکديمعادله  دو ینمودار ها
١  است  اگر يا  ٢و ١ یساده عمود هياز دو ناحپس   باشد.١

  ريتصو  شده است. ليتشک

 
  جهيدر نت

 

١ ١
٣

١٣

١
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١
٣

١ ٣

١

١
 

١ ٣ ١ ٣
١

١
 

۴ ٣ ٢ ۴ ٣ ٢
١

١
 

۵

۵

۴

۴

٣

٣

٢

٢ ١

۵

۵

۴

۴

٣

٣

٢

٢
١ 

١
٢

 

توان آنها را   یاما م   .یهستند و نه ساده افق ینه ساده عمود که ميخور  یبر م  يیها هياوقات ، به ناح  یگاه
هم فرمول  مورد نيدر ا٠ ريتصو  .یساده افق ايهستند  یساده عمود ايکرد که  ميتقس یفرع یبه نواح
    کار برد دارد.۶شماره 
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 ١.۶ ناتيتمر
  . دي، انتگرال مکرر را محاسبه کن ريز ناتيدر تمر

١
١

١

١
 

٢
١١

 

٣ ١
٢١

 

۴ ٢ ٢
١

 

۵
۴ ٢٢

 

۶ ١ ٢
١٢

 

٧
٢

٢ ٢

٣

١
 

٨
٢١

 

٩ ۴  

 
   .ديو سپس انتگرال را محاسبه کن ديده رييابتدا انتگرا ل دو گانه را به انتگرال مکرر تغ ريز ناتيدر تمر

١٠ 
٢خطوط  نيشکل است ، محصور ب یمثلث هيناح کي   و ۴ 

 

١١  
٣خطوط  نيشکل است ، محصور ب یذوزنقه ا هيناح کي   ۵ ، ١  و

١٢  
۵ نيشکل است ، محصور ب یمثلث هيناح کي   ٧ و ١ 
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١٣  
 ٢در بازه و ١ ینمودار ها نيب هيناح کي  

١۴  
 ٢و ٢ ینمودار ها نيحصور بم هيناح کي  

١۵  
٢و داخل دائره ١خط  یبالا هيناح کي   ٢ ١ 

١۶  
٣ ینمودار ها نيب هيناح کي   ٢ ٣و ١ ١در بازه ١ ١ 

 
   .ديکن دايداده شده را پ هيحجم ناح ريز ناتيدر تمر

٢ نيمحصور ب یسه بعد هيناح - ١٧ ٣  مختصات   یصفحه هاو ۶
  ريز Paraboloid گون  یسهم نيمحصورب First Octant هشتک اول در  یسه بعد هيناح - ١٨

٢ ٢ 
   .  مختصات یها و صفحه ١و صفحه 

٢استوانه   نيدر هشتک اول محصور ب  هيناح - ١٩ ٢ و و صفحه و صفحه ۴
 صفحه 

 
 .ديآنرا رسم کن است.  یسه بعد هيناح کيحجم  شيمکرر داده شده ، نما یانتگرال ها ريز ناتيدر تمر

 ٢٠ ٣۴
١

١
٢ 

٢١ ٢ ٢ ٢
٢۵ ٢

٢۵ ٢

۵

۵
 

٢٢ ١۶ ۴ ٢ ۴ ٢
۴ ٢

۴ ٢

٢

٢
 

 
   .ديکن دايرا پداده شده در صفحه  هيناح رمساحتيز ناتيدر تمر

١در بازه و ٢ یسهم نيمحصور است ب هيناح - ٢٣ ۴ 
٣٢و ٢ یسهم نيب هيناح - ٢۴ ٢ 
٢نمودار  نيدر ربع اول است و محصور است ب هيناح - ٢۵  و و خطوط ٢
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 ١.۶ ناتيپاسخ تمر
  . دي، انتگرال مکرر را محاسبه کن ريز ناتيدر تمر

١
١

١

١ ١
١

٢ ٢ ١ ١
١١

 

 

٢
١١

١ ١
١١

 

١ ١ ٢ ٢ ١ 

 

٣ ١
٢١ ٢ ٢

٣

٣

٢

٢
١ ١

۶

١١
 

 

۴ ٢ ٢
١ ١

٣
٢ ٢

٣ ٢ ١
٣

٣
١١

 

١
١٢

۴ ١ ١
١٢

 

 

۵
۴ ٢٢ ١

٢
٢ ۴ ٢ ١

٢
۴ ٢

٢٢
 

٢
١
۶

٣ ٢ ٨
٣

 

 

۶ ١ ٢ ١
٣

١ ٢
٣ ٢ ١ ١

٣

٢٢١٢
 

١
٣

٢ ٢
٣

 

 

٧
٢

٢ ٢

٣

١

٢
٢

٣

١

٣

١
 

٢
٣
١ ٢

٣ 
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٨
٢١ ٢ ٢١١

 

١
٢

٢ ١ ١
٢

١  

 

٩ ۴ ۴  

۴
۴  

٢ ٢
٢

٢
١ 

 
   .ديانتگرال را محاسبه کنو سپس  ديده رييابتدا انتگرا ل دو گانه را به انتگرال مکرر تغ ريز ناتيدر تمر

١٠ 
٢خطوط  نيشکل است ، محصور ب یمثلث هيناح کي   و ۴ 
  ريتصو – پاسخ 

 

= ١
٢

٢ ۴
٢

٢۴
٢

٢ 

 

۴ ٨ ۴ ٢ ٢ ٢ ٨
۴
٣

٣ ٢
٢

 

۴
٣
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١١  
 

٣خطوط  نيشکل است ، محصور ب یذوزنقه ا هيناح کي   ۵ ، ١  و
  ريتصو   -پاسخ

 

١
۵

٣١

۵

٣
 

٢ ١
٣

٣ ١
٢

٢ ۵
٣

٧۴
٣

۵

٣
 

 

١٢  
۵ نيشکل است ، محصور ب یمثلث هيناح کي   ٧ و ١ 

  ريتصو  -پاسخ

 
 

 کنند ، اگر   یقطع مرا در  گريکدي٧و ۵خطوط 
۵ ٧ 
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٠ یعني باشد.  ۵حال  چون ١ ١است در ٧    .ميپس دار١

= ٣ ۵ ٣ ۵
۵
٧

١
١

۵
٧

١
١ 

٣ ۵ ٢ ٢ ۶ ٢ ١۶ ١
١

١

١

١
 

٢ ٣ ٨ ٢ ١
١
١

١٢٩۶ 

 

١٣  
 ٢در بازه و ١ ینمودار ها نيب هيناح کي  

  ريتصو  -پاسخ

 
 

١
١٢

١
٢

 

١
١
٢

٢ ٢ ٣
٢

٢
٢

٢ 
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١۴  
 ٢و ٢ ینمودار ها نيمحصور ب هيناح کي  

  ريتصو  -پاسخ

 
٢کنند ، اگر   یم   یتلاقنمودار ها در   ١ ايو ٢ یعنيباشد. ٢

   .ميپس دار  باشد.

١
٢

٢

١

٢
 

١
٢

٢
١ ٢ ٢

١

٢

١

٢
 

٢ ٣ ٣ ٢
٣
٢

٢ ١
۴

۴ ١
٢

٢٧
۴

١

٢
 

 

١۵  
٢و داخل دائره ١خط  یبالا هيناح کي   ٢ ١ 

  ريتصو  -پاسخ

 
١کنند ، اگر   یم یتلاقخط و دائره در 

٢ ٢ ١  اي و یعني  باشد.٢
   باشد.١
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آن قسمت از دائره لذا   است.محور  یبالاقرار دارد ، پس ١خط  یبالاچون 
٢ ٢ ١کند ، نمودار   یرا محاصره مکه ١  ١ یاست ، برا٢

   .ميپس دار

٢
١ ٢

١

١
 

١
٣

٣ ١ ٢

١

١
٣

١ ٢
٣ ٢ ١

٣
١

٣١١
 

١
٣

١ ٢
٣ ٢ ١

٣
٢ ٣ ١

٣
۴

١
 

١
١۵

١ ٢
۵ ٢ ١

۶
٢ ١

٣
٣ ١

۴
۴ ١

١۵
۵ ١ ١

٢
 

 

١۶  
٣ ینمودار ها نيب هيناح کي   ٢ ٣و ١ ١در بازه ١ ١ 

   -پاسخ

 
 

٣کنند اگر   یم   یتلاقدر  نمودار ها ٢ ١ ٣  یعني  باشد.١
 . ميحال چون دار  باشد.١ اي اي٢

٣ ٢ ١ ٣ ١ ١  
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 و 
٣ ١ ٣ ٢ ١ ١ 

   .مياست ، پس دار

٢
٣ ٢ ١

٣ ١١

٢
٣ ١

٣ ٢ ١

١
 

٢
٣ ٢ ١
٣ ١

٢
٣ ١

٣ ٢ ١

١

١
 

۴ ٣ ٣ ۴
١

١
 

١
۵

۵ ١
۴

۴
١

١
۴

۴ ١
۵

۵ ١ ٩
٢

١
٢

١
٢

 

   
 

   .ديکن دايداده شده را پ هيحجم ناح ريز ناتيدر تمر
٢ نيمحصور ب یسه بعد هيناح - ١٧ ٣  مختصات   یو صفحه ها۶

  ريتصو  -پاسخ

          
٢خطوط  نياست محصور ب یا هيناحبا صفحه  یجسم سه بعد یمحل تلاق  ايو ۶

١
٢

   .ميپس دار٠و و ۶

١
٣

۶ ٢
١
٢

۶۶
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١
٣

۶ ٢
١
٢

۶ ١
١٢

۶
٢۶۶

 

١
٣۶

۶
٣ ۶ ۶ 

 
  ريز Paraboloid گون  یسهم نيمحصورب First Octant در هشتک اول  یسه بعد هيناح - ١٨

٢ ٢ 
   .  مختصات یها حه و صف١و صفحه 

  ريتصو  -پاسخ

 
 

 و ١خطوط  نياست محصور ب یا هيناحبا صفحه  یجسم سه بعد یمحل تلاق
  .ميپس دار٠و 

٢ ٢
١١

 

٢ ١
٣

٣ ١ ٢ ٣ ١
٣

١
٣١١

 

١
٣

٣ ١
۴

۴ ١
١٢

١
۴ ١ ١

۶
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٢استوانه   نيدر هشتک اول محصور ب  هيناح - ١٩ ٢ و و صفحه و صفحه ۴
 صفحه 

  ريتصو  -پاسخ

 
  ینمودار ها نياست که ب یده عمودسا هيناحبا صفحه  یجسم سه بعد یمحل تلاق

۴و     .ميپس دار  دارد. قرار ٢در بازه ٢

١
٢

٢ ۴ ٢٢۴ ٢٢
 

٢
١
٢

٢ ٢
١
۶

٣ ٢ ٨
٣

٢
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 .ديآنرا رسم کن است.  یسه بعد هيناح کيحجم  شيمکرر داده شده ، نما یانتگرال ها ريز ناتيتمردر 

 ٢٠ ٣۴
١

١
٢ 

  ريتصاو
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٢١ ٢ ٢ ٢
٢۵ ٢

٢۵ ٢

۵

۵
 

  ريتصاو
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٢٢ ١۶ ۴ ٢ ۴ ٢
۴ ٢

۴ ٢

٢

٢
 

  ريتصاو
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   .ديکن دايرا پداده شده در صفحه  هيناح رمساحتيز ناتيدر تمر
١در بازه و ٢ یسهم نيمحصور است ب هيناح - ٢٣ ۴ 

 پاسخ 
١ یاست برا٢چون     .ميپس دار۴

١
٢ ٢

۴

١

۴

١

٢۴

١
 

١
٣

٣ ٢
٣

٣ ٢ ۴
١

۴٩
٣

 

  ريتصو
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٣٢و ٢ یسهم نيب هيناح - ٢۴ ٢ 
 پاسخ 

٢کنند ، اگر   یم   یتلاقدر  یدو سهم ٣٢  ايو ۴ یعني  باشد.٢
٣٢چون   باشد.۴ ٢ ۴ یبرا است ،٢    .ميدار پس۴

١
٣٢ ٢

٢

۴

۴

٣٢ ٢

٢

۴

۴
 

٣٢ ٢ ٢ ٣٢
٢
٣

٣ ۴
۴

۵١٢
٣

۴

۴
 

  ريتصو
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٢نمودار  نيدر ربع اول است و محصور است ب هيناح - ٢۵  و و خطوط ٢
 پاسخ 

٢ یو سهمخط   کنند ، اگر   یم یتلاقدر ربع اول در نقطه ٢
٢و  ٢ اي  باشد.٢ ١ یعني  باشد.٢    باشد.  

٢حال ، چون   ٢و چون ٢ یعني نياست ، او ٢

٢ یاست برا    .ميپس دار١

١ ٢
١٢١

 

٢
١

 

٢
٣

٢
٣ ٢ ١

٢
٢ ١ ۴

٣
٢

٧
۶

 

  ريتصو
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  Double Integrals in Polar Coordinates یدو گانه در مختصات قطب یانتگرال ها -  ۶.٢ 
قابل  آسان تر ی، در مختصات قطب ها کارديوئيدمانند دائره ها و ها در صفحه  یاز منحن یبعض
 یروانه  دوگ یمحاسبه انتگرال ها ميياست اگر بگو  یلذا منطق . یهستند تا درمختصات دکارت فيتوص

  آسان تر است.  یها هستند ، در مختصات قطب یمنحن نيا نيکه محصور ب  يیها  هيناح
   شود.  یم فيتوص ري، مطابق ز ميريگ  ی، انتگرال م یآن در مختصات قطب یرو  که یا هيناح 

و فرض   ست.ا٢ نجايا  باشند. وستهيپدر بازه ٢و ١ ميکن  یفرض م
  ميکن  یم

١ ٢ برای  
و نمودار و خطوط  نيمحصور بدر صفحه  یا هيناح ميکن  یفرض م  باشد.

  ريتصو  باشد.٢و ١ یقطب یها
  ريتصو

 

 
 

 ٠در ٢و ١ یقطب ینمودار ها نياست ب یا هيناح ييمگو  یم
 باشد ، در  وستهيپکه در  یهر تابع باشد.  یساده افق ايو  یساده عمود ستيلازم ن هيناح نيا

 پس  است. ريانتگرال پذ

 
   وجود دارد.

 
 مختصات به را مستطيلی مختصات يا و دکارتی مختصات اگر اوقات  گاهی ، گفتيم قبلا که طور همان
 اين  چگونگی شرح از قبل ، اما  .بود خواهد تر آسان  دوگانه  انتگرال  محاسبه انوقت ، کنيم تبديل قطبی
   .دهيم شرح قطبی مستطيلی ناحيه در گانه دو ل انتگرا مفهوم است لازم ، تغيير
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  Polar Rectangular Regions of Integrationانتگرال  یبرا یقطب يلیمستط یها يهناح
۶دربخش ، داريد بخاطر  مختصات در   وستهيپ تابع کي یبرا را گانه دو انتگرال که یهنگام١
 یها ليمستط به را ، ميکرد فيتعر صفحه در هيناح یرو ، یليمستط مختصات اي یدکارت
  .باشند مختصات یها محور یمواز یفرع یها ليمستط نيا اضلاع که یبطور ميکرد ميتقس یفرع
 ٠ ثابت مقدار اي و بودند ثابت مقدار  داری يا اضلاع اين
 مقدار یدارا آن اضلاع که ، است یقطب ليمستط کي ميکن  یم کار آن با که  یشکل ، یقطب مختصات در

 ٠ ثابت مقدار اي و است ثابت
   .کنيم توصيف زير مطابق را قطبی مستطيل يک توانيم  می يعنی

 
  تصوير

 

 
 
 هيناح یرو تابع يک  .بگيريم انتگرال قطبی های مستطيل روی خواهيم  می ، بخش اين در

  .ميکن  یم ميتقس١ یفرع بازه به را   بازه  .ديريبگ نظر در یقطب ليمستط

 ٠ با است یمساو یفرع یها بازه نيا از کدام هر طول
 یمساو یفرع یها بازه نيا عرض  .ميکن  یم ميتقس١ یفرع بازه به هم را بازه
 ٠ با است

 که یبطور ميکن  یم ميتقس یفرع یقطب  یها ليمستط به را یقطب ليمستط هيناح یعني نيا
 ١ یبرا و١ یبرا  از شده ليتشک آنها از کي هر اضلاع
  تصوير

   .ميا کرده بزرگ را یفرع یها ليمستط از  یکي ريتصو
 کيبار جعبه یقطب حجم و  یعني قطبی فرعی مستطيل ساحتم خواهيم  می ، معمول طبق
   .ميکن دايپ را یبالا

 بدست ريز مطابق یمرکز هيزاو کي مقابل کمان طول شعاع به دائره يک در که بياوريد بخاطر
   .ديآ  یم

 
   .است انيراد بحس بر   و کمان طول بالا یتساو در
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  و١ یمواز ضلع دو با است ذوزنقه کي هيشب یقطب ليمستط که ديدار توجه
   .است ريز مطابق یقطب یفرع لييمست مساحت لذا٠  عرض و

١
٢ ١  

١ فرض و کردن ساده از پس
٢  یقطب حجم لذا٠ داشت ميخواه١

   .است ريز مطابق یبالا کيبار جعبه
 

  تصوير
  ريتصو

 
  یرا جمع م يلیمستط یجعبه ها یو حجم ها يمکن  یعمل م یفرع یها يلتمام مستط یبرا يقطر ينبه هم

   .يمآور  یرا بدست م زير يمانرجمع دو گانه ، پس  يمکن

 

  حجم  یبرا یبهتر بي، تقر ميکنرا هر چه بزرگ تر و ، اگر  ميديکه  قبلا هم دطور   همان
 مانيرا ، به صورت حد جمع دو گانه ر یلذا حجم قطب  .ميآور  یبدست م هيناح یبالا یبعد سه هيناح
  یعني  .ميکن  یم فيتعر

١١
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  یدر مختصات قطب دوگانه انتگرال  : فيتعر

Definition: The Bouble Integral in Polar Coordinates 
  یم فيتعر ريمطابق زدر صفحه  یقطب ليمستط هيناح یروانتگرال دوگانه تابع 

   شود.

 

١١ ١١

 

 
 هيناح کي یتوان انتگرال دوگانه رو  ی، م یليمستط یها هيناح یدو گانه رو یهاباز هم ، مانند انتگرال 

   کرد. اني، به صورت انتگرال مکرر ب یقطب ليمستط

 
  ميده  یرا انجام م ريز راتييشود ، تغ دادهو بر حسب اگر 

،  
 . ميپس دار

 
 یکل یقطب یها هيناح یمکرر رو  یها  انتگرال  لهيبوس وستهيتابع پ کيدو گانه   محاسبه انتگرال یبرا

  یکل یقطب هيپس ناح ميسيبنو یرا بجا یقطب یتر ، معمول است که معادله ها
   .ديآ  یبدست م ريبه صورت ز

١ ٢  
  ريتصو

  ريتصو
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   .ديآ  یبدست م ريز هيقض تيو در نها
 
 

  Integrals in Polar Coordinates Theorem قطبی مختصات در انتگرال قضيه
 باشد ، و ٢باشند و  وستهيپدر ٢و ١ يمکن  یفرض م

١ ٢ برای  
  یقطب ینمودار ها نيب هيناح کي ديفرض کن باشد. 

١ و ٢ برای  
 س پ .باشد  وستهيپدر اگر  باشد. 

 
 
 

 
 عبارت است از و نمودار  نيب یسه بعد هيناحباشد ، پس حجم   ینا منفدر که   یدر صورت

 
٢

١

٢  

 
 عبارت است از ومساحت  

٢

١
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  . يدرا رسم کن يرز یقطب يهناحنمودار  - ١مثال 
١ ٣  

 پاسخ 
 ١هستند به شعاع   يیدائره ها٣و ١،  ديکن  یملاحظه م يرهمان طور که در تصو

٣و    یم نظر به حلقه مين کي مانند هيناح سپ  .است صفحه یبالا قسمت شامل و  
   .رسد

  ريتصو

 
 

١ يهناح یرا رو يرز نتگرالا - ٢مثال     .ديمحاسبه کن٢

 
 پاسخ 

   است.٢ یرونيدائره ب مياست ، اما شعاع ن١ داده شده مانند مثال  يهناح

 

٣ ٣ ٢
١

٢

١
 

٧ ٧  

 
 

   باشد.دائره واحد در صفحه  کي که  یدر صورت  .يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز – ٣مثال 

 
 پاسخ 
   کرد. يفتوص يرتوان آنرا به صورت ز  ی، پس م دائره واحد است يک   چون

١ ٢  
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   داشت. ميخواهودادن  رييبا تغ

 

١ ٢ ٣
١٢١٢

 

٢

٢

۴

۴
١ ١

۴ ٢

٢٢
 

 
١که   ی، در صورت ديرا محاسبه کن ريانتگرال ز – ۴مثال  ٢ ٢ ۴ 
   باشد.

 
 پاسخ 

 ليتبد یبه  مختصات قطب ريتوان آنرا مطابق ز  یحلقه مانند است که م هيناح کيکه  يدکن  یملاحظه م
  کرد. 

١ ٢
٢

٣
٢

 

 ٠ يرتصو
  ريتصو

 
   داشت. ميخواهودادن  رييبا تغ
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٢

١

٣
٢

٢

 

٢
٢

١

٣
٢

٢

 

٣

٣
٢
١

٣
٢

٢

١۴
٣

 

 
و  یهاوخط   ٢و ١ یها رهيدا نياست ب یا هيناح يدفرض کن -۵مثال 

 ليتبد یرا به انتگرال در مختصات قطب ريزانتگرال   است.٢ نجايا .باشد 
 ديکن

 
   .ديانتگرال را محاسبه کن ريز یحالت ها  یبرا و سپس

و
٢

است حلقه ربع  

و است حلقه نيم  
٢ است حلقه يک  

 پاسخ 

              
 

  . يمبالا دار يهبر اساس قض

 
   .ميپس دار ريربع حلقه باشد ، تصواگر 
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٣ ٢ ٨ ٣ ٢
٢

١

٢  

٣ ٢ ۴ ٢ ٢
١

٢  

٧ ٣ ٢٢  

٧ ١۵ ١۵ ٢٢  

٧ ١۵
١۵
٢

٢ ٢ ٧
١۵
٢

 

انتگرال  یرونيفقط لازم است حد ب ريحلقه ، تصو مين یبرا
٢

   .ميدار   پس  .ميکن ليتبدرا به 

 

٧ ١۵
١۵
٢

٢ ١۵  

 ٢  ميگذار  یم یحلقه کامل ، بجا یبرا

 

٧ ١۵
١۵
٢

٢ ٢ ٣  

 
  پارا بولوئيد محصور از طرف بالا به یسه بعد هيناح کي ديفرض کن  - ۶مثال

   ۴ ٢  مطلوب است حجم   .باشدبه صفحه  نيياز پا٢
 پاسخ 

۶بخش ۵بر اساس مثال   لهيآن انتگرال گرفته شود ، محصور است بوس یرو ديکه با هيناح١
٢دائره  ٢  یا هيرا ناح توان  یپس م٢شود   یم یکه معادله آن در مختصات قطب۴

٢ يسکد و يدپارا بولوئنمودار  نيب ٢   ريتصو  کرد. فيتوص۴
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  . ميپس دار

 

۴ ٣ ٢ ٢
۴

۴
٢

٢٢٢
 

۴ ٨
٢

 

۶بخش ۵چه پاسخ بدست آمده همان پاسخ مثال  گر محاسبه انتگرال با استفاده از  است ، اما١
  تر بود.  آسان یمختصات قطب

 
 محدود است به استوانه  نياست که از طرف یسه بعد هيناح کي ديفرض کن – ٧مثال 

١۶و از طرف بالا به مخروط  ٢ مطلوب است حجم به صفحه  نييو از پا٢

  ريتصو٠  هيناح

 
 پاسخ 
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  ريز یقطب ینمودار ها نياست ب یا هيناحکه  ديکن  یملاحظه م
و برای

٢ ٢
 

 ٠ ريتصو

 
 

 . ميپس دار

 

١۶٢

٢

١۶ ٢٢

٢

 

٨ ٢
٣

٣
٢

٢

٨ ٢
٣

٣
٢

٢

 

۴ ۴ ٢
٣

٢

٣
٢

٢

 

۴ ٢ ٢
٣

٣

٩
٢

٢

۴
٩
۴

 

 نکته مهم 
در  ديبا٢و ١ یتابع ها١اانتگرال دو گانه با استفاده از فرمول شماره  يکه  محاسب هنگام

اما   .مينشان دادرا با  سکيکه د ديديد٣در مثال  نيهمچن    باشند.  ینا منف
 یبرا

٢
  که داد توان نشان  یو م  است.  یمنف

١۶ ١۶٢

٢
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  ميداشته باش ديبا ميبخش گفت نيا یما در ابتدا هيبه توص ديتوجد کن نيهمچن
٢  

ها  هياما ، ناح  .باشدنقطه در صفحه  کيفقط مربوط به هر نقطه در  ميکه مطمئن باش نيا یبرا
٠ ميتوان داشته باش  یهستند که م چيدو ماچ پ نيب هيناح  مانند یا  .ديتوجه کن٨به مثال ٢
  

  یبرا٢و  یقطب ینمودار ها نياست ب یا هيناح ديفرض کن – ٨ مثال 
٣  

 ٠ ريتصو

 
   .ديرا محاسبه کن ريانتگرال ز

 
 

 پاسخ 

 

٢ ٣
٢٣٢٣

 

۴

۴
٢ ١۵

۴
۴

٣٣
 

١۵
۴

۵

۵
٣ ٧٢٩

۴
۵ 

۶به روش بخش ٨محاسبه انتگرال مثال شماره     ت.مشکل اس  یليخ١
 

  Polar Areas and Volumes یقطب یحجم ها و مساحت ها
و     هيرو لهيبوسمحصور شده باشد    هيناح کي، اگر   یليمانند مختصات مستط

، یها هيرو لهيبوس نيهمچن ، را از حجم  ميتوان  یپس مو
  ريمطابق ز  .ميکن دايانتگرال دو گانه پ قيطر
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   کرد. فيتوص ريرا بتوان به صورت ز  هيناحاگر قاعده  
، ١ ٢  

   است. ريحجم به صورت ز یپس انتگرال دو گانه برا

 
 

١پارابولوئيد ريکه،  ز ديکن دايرا پ  یا هيناححجم  – ٩مثال  ٢ احد در دائره و یو بالا٢
    ريقرار دارد.تصوصفحه 
 پاسخ 

 است  ريکه حجم ، انتگرال مکرر به شکل ز ديکن  یمملاحظه روش انتگرال دو گانه ،  با 

 
   .ميحل کرد٣انتگرال را در مثال  نيا

 
 
 

  ريتصو
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  ٢.۶ ناتيتمر
و سپس آنها را  ديکن ليتبد یمختصات قطب مکرردر  ی، انتگرال ها را به انتگرال ها ريز ناتيدر تمر

   .ديمحاسبه کن

 
 ۵دائره   توسطمحصور باشد  یا هيناحکه   یدر صورت

 

 

و دائره ٣و خطوط  نيبمحصور باشد در ربع اول  یا هيناحکه   یصورت در

٢ 

 
 

٢کارديوئيدتوسط باشدمحصور  یا هيناحکه   یصورت در ١     
 

   .ديکن دايپ یبا استفاده از انتگرال مکرر در مختصات قطب یسه بعد هيحجم ناح ريز ناتيدر تمر
 ٠٣کره به شعاع  مين کيتوسط  محصور یبعدسه   هيناح - ۴
۴از بالا به صفحه محصور  یسه بعد هيناح  - ۵ توسط استوانه  نيو از طرف٢

٢ ٢  ٠صفحه  به نييواز پا١
٢کره  داخل یبعد سه هيناح - ۶ ٢ ٢ ٢استوانه  خارج از۴ ٢ صفحه  یو بالا١

٠ 
٢توسط استوانه محصور  نياز طرفصفحه  یبالا یسه بعد هيناح - ٧ ٢ واز  ۴

٢مخروط به  بالا ٢ ٢ 
 

   .ديکن دايپ یانتگرال مکرر در مختصات قطب قياز طردر صفحه  هيمساحت ناح ريز ناتيتمر در
 ٢ ماسونياست توسط لمحصور  هيناح - ٨
٢ لهيمحصور است بوس هيناح - ٩ ۴ ٢ 

ابتدا مساحت قسمت  – يیراهنما
۴ ۴

   .ديکن دايپ

١کوچک     حلقهداخل حلقه بزرگ و خارج  هيناح - ١٠ ٢ 
 

   .ديو سپس آنرا محاسبه کن ديکن ليتبد یانتگرال را به انتگرال مکرر در مختصات قطب ريز ناتيدر تمر

١١ ١
٢ ٢١
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١٢ ٢ ٢
١ ٢١

 

١٣ ٢ ٢
٢

٢

١
 

 . ديرا محاسبه کن ريانتگرال ز - ١۴

 
  ريز ديوئيکارد یبالا مهيو ن یمحور قطب لهيمحصور است بوس  هيناح 

١  
 

۴پارابولوئيد ري، ز  هيناححجم  - ١۵ ٢ ١ سکيد یبالاو ٢
٢ ٢ در ١

   .ديکن دايقرار دارد پصفحه 

 
 
 

 ۴ یمحصور توسط منحن هيمطلوب است مساحت ناح - ١۶
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 ٢.۶ ناتيپاسخ تمر
و سپس آنها را  ديکن ليتبد یدر مختصات قطب  مکرر یها، انتگرال ها را به انتگرال  ريز ناتيدر تمر

   .ديسبه کنمحا

 
 ۵   دائره توسطمحصور باشد  یا هيناحکه   یدر صورت

 پاسخ 

 
٣

۴

۴
۵

٢۵٢
 

۶٢۵
۴

٢ ۶٢۵
٨

٢ ٢  

 

 

و دائره ٣و خطوط  نيبمحصور باشد در ربع اول  یا هيناحکه   یورتص در

٢ 
 پاسخ 

 
٢

٣  

٢
٢

٣
٣

٣
٢٣  

٨
٣

٨
٣

٣
٣  

٨
٣

٣

٢
١
٢

۴
٣

٣ ١  

چرا  دييبگو ديتوان  یم ايآ  .ديرا ملاحظه کن٢ ري، تصو ميبکار برد ٣روشن شدن که چرا  یبرا

   .ديلزوم به پاسخ کامل در صفحه آخر مراجعه کن در صورت م؟يفتدر نظر  گر٣حد انتگرا ل را 
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٢کارديوئيدتوسط باشدمحصور  یا هيناحکه   یصورت در ١     

 پاسخ 
  . ديملاحظه کن٣ ريدر تصو هيناح

 
 

 
٣

۴

۴

٢
٢ ١

٢ ١٢
 

۴ ١
۴

۴ ١ ۴ ۶ ٢ ۴ ٣ ۴
٢٢

 

۴ ١ ۴ ٣ ١ ٢ ۴ ١ ٢ ۴ ۴
٢٢

 

۴ ۴ ۴
٣
٢

٢ ۴
۴
٣

٣ ٢  

۴
١

۴
٣ ٣

٨
٣
٨

٢  

٣٢ ٣ ٣۵  
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   .ديکن دايپ یاستفاده از انتگرال مکرر در مختصات قطب با یسه بعد هيحجم ناح ريز ناتيدر تمر
 ٠٣کره به شعاع  مين کيتوسط  محصور یبعدسه  هيناح - ۴

 پاسخ 
 ۴  ريتصو

 

٩    کره از بالا محصور است توسط مين ٢ آن انتگرال  یرو ديکه با یا هيو ناح٢

٠دائره   گرفته شود محصور است توسط ٢ ٢    .ميپس دار٩

 

٩ ٢
٣٢ ١

٣
٩ ٢

٣ ٢ ٣
٢

 

١
٣

٢٧ ١٨
٢

 

 
۴از بالا به صفحه محصور  یسه بعد هيناح  - ۵ توسط استوانه  نيو از طرف٢

٢ ٢  ۵ ريتصو٠صفحه  به نيياز پا و١
 پاسخ 

٢دائره  لهيمحدود است بوسانتگرال گرفته شود ،  ديبا آن یکه رو هيناح ٢ ١  ريتصو  
۵ ١ 

   .ميپس دار
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۴ ٢
١٢

 

۴ ٢ ٢ ٢
١٢

 

٢ ٢
٣

٣
٢
٣

٣ ١
٢

 

٢
١
٣

٢
٣

٢
١
٣

٢
٣

٢
٢  

۴  
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٢کره  داخل یبعد سه هيناح - ۶ ٢ ٢ ٢استوانه  خارج از۴ ٢ صفحه  یو بالا١
۶ ريتصو٠ ٢ 

 
 پاسخ 

۴الا محدود است به از ب یسه بعد هيناح ٢ ۶ ريتصو٢ ٣ 
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٢ یاست به دائره ها  انتگرال گرفته شود ، محدود ديآن با یکه رو هيو ناح ٢ و ١
٢ ٢ ۶ ريتصو۴    .ميپس دار١

 
 

 

۴ ٢
٢

١

٢ ١
٣

۴ ٢
٣ ٢ ٢

١

٢
 

٣ ١ ٢ ٣
٢

 

 
٢توسط استوانه محصور  نياز طرفصفحه  یبالا یسه بعد هيناح - ٧ ٢ واز  ۴

٠مخروط   به بالا ٢ ٢ ٧ ريتصو٢ ١ 
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 پاسخ 
٢مخروط  ٢ انتگرال  ديآن با یروکه  یا هيناح٠شود   یم یورت معادله قطببه ص٢

٢گرفته شود ، محدود است به  ٢ پس   است.۴آن  یکه معادل قطب۴
   .ميدار

 
 

 

٢
٣

٣
۴٢

٢

۴
٢

٢

 

۶۴
٣

٣ ۶۴
٣

١ ٢٢

٢

٢

٢

 

۶۴
٣

١
٣

٣ ٢

٢

٢۵۶
٩

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف انتگرال های دو گانه در مختصات قطبی   ٢.۶ جلد سوم حسابان

590 
 

   .ديکن دايپ یطبانتگرال مکرر در مختصات ق قياز طردر صفحه  هيمساحت ناح ريز ناتيتمر در
 
 ٢ ماسونياست توسط لمحصور  هيناح - ٨

 پاسخ 
 ٨ ريتصو

 
 

٢

٢
٢

٢٢٢
 

٢ ٢
١
٢

٢
٢

 

٢ ٢
١
۴

١
۴

٢
٢

 

٩
۴

٢
١
٨

٢ ٢ ٩
٢
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٢ لهيمحصور است بوس هيناح - ٩ ۴ ٢ 
ابتدا مساحت قسمت  – يیراهنما

۴ ۴
   .ديکن دايپ

 پاسخ 
 ٩ ريتصو

 
 

 یبرا١دو برابر مساحت مساحت 
۴ ۴

  . ميپس دار  است. 

١

٢

٢
۴ ٢۴

۴

۴ ٢
۴

۴

 

٢ ٢ ٢ ۴

۴

٢۴

۴

 

٢پس  ١    است. ۴
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١کوچک      حلقهداخل حلقه بزرگ و خارج  هيناح - ١٠ ٢ 
 پاسخ 
 ١ ريتصو

 
١ ماسونيل ١کند اگر   یم یتلاقبا مرکز مختصات در ٢ ٢ 

١اگر  یعني  باشد.
٢

پس   باشد.
۶

٧
۶

يا ١١
۶

حلقه ١لذا مساحت   است.
   است. ريبزرگ مطابق ز

١

٢

٢

٧
۶

۶

١ ٢
١ ٢٧

۶

۶

 

١
٢

٢ ٢ ٢

٧
۶

۶

 

١
٢

٢ ١ ٢
٧
۶

۶

 

١
٢

٢
١
٢

٢

٧
۶

۶

٢
٣
٢

٣ 

٧ یبرا
۶

١١
۶

١ ميدار    .ميحلقه کوچک دار٢پس مساحت ٢

٢

٢

٢

١١
۶

٧
۶

١ ٢
١ ٢١١

۶
٧
۶

 

١
٢

٢ ٢ ٢

١١
۶

٧
۶
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٣
٢

٢
١
٢

٢

١١
۶

٧
۶

٣
٢

٣ 

  ميپس دار

١ ٢ ٣ ٣ 
 

   .ديو سپس آنرا محاسبه کن ديکن ليتبد یبانتگرال را به انتگرال مکرر در مختصات قط ريز ناتيدر تمر

١١ ١
٢ ٢١

 

 پاسخ 
 ١١ ريتصو

 

١
٢ ٢١ ٢

۴  

٢

٢
٢ ١

۴
۴۴  
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١٢ ٢ ٢
١ ٢١

 

 پاسخ 
 ١٢ ريتصو

 

٢ ٢
١ ٢١

٢٢  

١
٢

٢ ١٢ ١
٢

١
٢

١٢  

۴
١ ١  

 

١٣ ٢ ٢
٢

٢

١
 

 پاسخ 
٢باشد ، پس ٢اگر  ٢ اياست و ٢ است که در مختصات ٢
 ١٣ ريتصو ٠شود   یم یقطب

 

 
  . ميپس دار
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٢ ٢
٢

٢

١
٣٢

٢

 

۴

۴
١
۴

۴٢

٢

٢

٢

 

١
۴

١
۴

٣ ٣
٨

٣
٨

٢

٢

١
٣٢

 

٢بخش ١٣فرمول بالا بر اساس شماره     قلم. نيکتاب انتگرال آوا به هم١
 

 ديرا محاسبه کن ريانتگرال ز - ١۴

 
  ريز ديوئيکارد یبالا مهيو ن یمحور قطب لهيمحصور است بوس  هيناح 

١  
 پاسخ 

   کرد. فيتوص ريزرا مطابق  هيناحتوان   یم
، ١  

 
 ١۴ ريتصو

 ١۴ ريتصو

 
  . ميپس دار
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٢
١ ١

۴
۴ ١  

١
۴

١
۴ ١

۴
١

۵

۵
٨
۵

 

 

۴پارابولوئيد ري، ز  هيناححجم  - ١۵ ٢ ١ سکيد ی و بالا٢
٢ ٢ در ١

 .ديکن دايقرار دارد پصفحه 
 ١۵ ريتصو

 ١۵ ريتصو

 
 

 پاسخ 

١ سکيابتدا د
٢ ٢    .ميکن  یم ليتبد یطبرا به مختصات ق١
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١
٢ ٢ ١  

٢ ٢ ١ ٢ ١ 
٢ ٢ ٢  

٢شود   یم یمعادله آخر در مختصات قطب ٢ 
٠ اياست و  ايپس  ٢ 

۴به  پارابولوئيدمعادله  قيطر نيبه هم بالا را در  سکيتوان د  یپس م شود.   یم ليتبد٢
  کرد.  فيتوص ريز هيمطابق ناحصفحه 

، ٢  
۴محدود از بالا به  یبعد سه هيناح پس حجم  ٢ مطابق ٢به  نييو از پا٢

   شود.  یم دايپ ريز
 

 

۴ ٢ ۴
٢

٢

۴

۴
٢

٢
 

٨ ٢ ۴ ٢  

۵
٢

۵
٢

٣ ۵
٢

 

 
 ۴ یمحصور توسط منحن هيمطلوب است مساحت ناح - ١۶

 پاسخ 
رز با هشت گلبرگ  گل کي ريکه تصو ديکن  ی، ملاحظه م ميرا رسم کن۴نمودار تابع اگر 

 ١۶ ريتصو است. 
 ١۶ ريتصو
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ملاحظه   .ميضرب کن٨و حاصل را در  ميکن دايگلبرگ را پ کيمساحت  ميتوان  ی، م نهيبا استفاده از قر
 ها نيو ا  است.۴تابع   یگذرد صفر ها  یودار از مرکز مکه نم یهنگام ريکه مقاد ديکن یم

فرد  یها بيضر
٨

در بازه  ريبه مقاد مربوط است گلبرگ ها از   یکيپس ،   هستند.
٨ ٨

 

   است. ريمطابق ز۴ یپس ، مساحت قسمت محدود توسط منحن

٨ ١ ٨
١
٢

٢ ۴٨

٨

۴
٨

٨

 

٨
١
٢

٢ ۴ ٨
١
۴

١
١۶

۴ ۴ ٨

٨

٨

٨

 

٨
١۶ ٢

 

 
را صفر و  یرونيود انتگرال بحد٢شماره  نيپاسخ چرا در تمر

٣
  . ميدر نظر گرفت

 
 ميکن  ثابت ميخواه  یم

٣
٢شود   یم یدر مختصات دکارت٢است. دائره  ٢ ۴ 

٣خط   .ميکن  یدائره را رسسم م دو نقطه  نيا  کند.  یدائره را در دو نقطه قطع مخط  نيا  .ميکن  یرا هم رسم م  

٢در معادله ٣کار  نيا یبرا  .ميکن  یم دايپرا  ٢ اما چون ١. مي، پس دار ميده  یقرار م۴

و  ميده  یمقدار را در معادله دائره قرار م نيا  .ميکن یرا قبول م١در ربع اول است پس  هيبر اساس فرض مساله ناح

١ ميپس دار  .ميکن  یباز مقدار مثبت را قبول م و ديآ  یت مبدس٣  خط عمود بر کينقطه  از٣

چون  ديکن  یملاحظه م باز و است هيمثلث قائم الزو کيمثلث  ديکن  ی، ملاحظه م ميکن  یم رسممحور 
  است ، پس٢ و١

١
٢

 

١
٢ ٣
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  Surface Area یسطح جانب - ۶.٣
٣در بخش   یمحاسبه سطح جانب یبرا ميکرد  یمعرف يیقلم فرمول ها نيکتاب انتگرال آوا توسط ا۵

بخش در  نيدر ا  شود.  یم جاديادر صفحه    محور حول یمنحن کيکه از دوران  هيرو کي
 یدر فضا یاز سطح جانب نجايا . ميکن  یبحث م یح جانبمورد استفاده از انتگرال دوگانه جهت محاسبه سط

   .ميکن  یصحبت م یسه بعد
 کي ميا دهيطور که قبلا د   باشد.همان ريتابع مشتق  پذ کي ميکن  یفرض م

 هيناح کي یبالا هيرو یموارد  ، لازم است سطح جانب یدر بعض  کند.  یم فيتعر یدر فضا هيرو
  ريتصو  .ميکن دايپرا در صفحه 

  ريتصو

 
   است. ريمطابق ز یفرمول سطح جانب

 
 

  باشد.  ريمحدود به خطوط ز یليمستط هيناح کي ديفرض کن – ١مثال 
٣ ، ٢ 

٢ ديو فرض کن
٣

٣  یکه بالاآن قسمت از نمودار  یاست سطح جانب مطلوب باشد.  ٢
  ريتصو   قرار دارد.
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 پاسخ 
١که  ديکن  یملاحظه م    .ميپس داردر  یاست براو ٢

 
 

١ ٢ ١
٣٢٣

 

۴
٣

١
٣ ٢ ٣ ٢٨

٣
 

 
۴پارابولوئيدآن قسمت از   یجانب مساحت – ٢مثال  ٢  داياست ، پصفحه  یکه بالا٢

  ريتصو  .ديکن

 
 پاسخ 

  ريز هدائر     توسط  است محصور کهقرار دارد در صفحه هيناح یداده شده رو هيرو
٢ ٢ ۴ 

۴    اگر حال ٢  باشد ، پس ٢
٢ و ٢  

   .ديآ  یبدست م ريمطابق ز یانتگرال  دوگانه در مختصات قطب محاسبه

۴ ٢ ١
١

١٢
۴ ٢ ١

٣ ٢ ٢
٢٢٢

 

١
١٢

١٧
٣ ٢

١
١
۶

١٧
٣ ٢

١
٢
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٢مخروط ناقص  یمطلوب است سطح جانب  باشد. ديفرض کن – ٣مثال  ٢ 

٠ مميو ماکس١ ممينيم یبه شعاع ها   ريتصو٢

 
 پاسخ 

 یهاحلقه  توسط  است محصور هصفح رد هيناح نيا  .دارد رقرا  هيناح  یبالاداده شده،   هيرو
 ريز

١
٢ ٢ ٢

٢
٢ 

 ٢ ريتصو

٢    اگر  حال   باشد ، پس ٢

٢ ٢

و
٢ ٢

 

  . ميپس دار  است.

 

 

 
٢است با  یمساومساحت چون  

٢
١
٢

٢
٢

١
   .ميپس دار٢

٢ ١ ٢
٢

١
٢  
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 ٣.۶  ناتيتمر
   .ديکن دايداده شده را پ هيرو یسطح جانب ريز ناتيدر تمر

 
٢آن قسمت از صفحه  – ١ ٣    که در هشتک اول قرار دارد.۶
٩  پارابولوئيدآن قسمت از  - ٢ ٢    قرار دارد.۵صفحه  یکه بالا٢
٢ قسمت از کره  ان - ٣ ٢ ۶ ٢که داخل استوانه ١۶ ۴    قرار دارد.٢
مثلث با رئوس   یبالا مايکه مستق٢شکل  یآن قسمت از ورقه سهم - ۴

١ ١    قرار دارد.١
 
 
 

 ٣.۶ ناتيپاسخ تمر
   .ديکن دايداده شده را پ هيرو یسطح جانب ريز ناتيدر تمر

 
٢آن قسمت از صفحه  – ١ ٣    که در هشتک اول قرار دارد.۶

  و ريتصاو –پاسخ 

 
 

١ ميکن  یفرض م
٣

۶ ١پس   باشد.٢
٣

٢و 
٣

 

١آن قسمت از   است.
٣

۶ در ربع اول صفحه  هيناح  یبالا  ،  در هشتک اول٢

٢و و محدود به خطوط     .ميپس دار  قرار دارد.۶
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١۴

٣

١۴

٣

١
٢

۶
۶١

٢
۶۶

 

١۴

۶
۶

١۴

۶
۶

١
٢

٢ ۶ ٣ ١۴
۶

 

 
٩  پارابولوئيدآن قسمت از  - ٢ ٢    قرار دارد.۵صفحه  یکه بالا٢

 پاسخ 

 
٩ ميکن  یفرض م ٢  ٠ ريتصو  اشد.ب٢

٩پارابولوئيد   است.٢و ٢پس  ٢  ۵صفحه ٢
۵دائره   یبالا را  ٩ ٢ ٢ ايو ۵ ٢  يدپارابولوئپس آن قسمت از    کند.  یقطع م۴

٢محدود به دائره در صفحه  یا هيناح یبالا۵صفحه  بالای ٢    قرار دارد.۴
 . ميلذا دار

 

۴ ٢ ١
٢ ١

١٢
۴ ٢ ١

٣ ٢ ٢
٢٢

 

١
١٢

١٧
٣ ٢

١
٢

۶
١٧

٣ ٢
١  
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٢ قسمت از کره ان - ٣ ٢ ۶ ٢که داخل استوانه  ١۶ ۴  قرار دارد.٢
 پاسخ 

 
٢آن قسمت از کره  یسطح جانب   ٢ ٢  یچهار برابر سطح جانب داخل استوانه  است که١۶

 ٠ ريتصو دارد.    اول قرار   هشتک آن قسمت است که در

 

١۶اگر  ٢  یاست روپس آن قسمت از کره نمودار  ريصوباشد ، ت٢

٠و دائره محور  نيمحدود بدر ربع اول صفحه  هيناح ٢ ۴  ٠ ريتصو٢
٠شود   یدائره م نيا یمعادله قطب ۴ 

   .ديآ  یبدست م ريمطابق ز یرونمودار  یپس سطح جانب
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۴

١۶ ٢

۴ ١۶ ٢ ۴٢
۴

٢  

١۶ ١ ١۶ ٢ ٨ ١۶٢  

 عبارت است از  استوانه است ، تمام قسمت کره که داخل یسطح جانب تيو در نها
۴ ٨ ١۶ ٣٢ ٢  

 
مثلث با رئوس   یبالا مايکه مستق٢شکل  یآن قسمت از ورقه سهم - ۴

١ ١    قرار دارد.١
 پاسخ 
  ريتصاو

 

 
   .است و٢ سپ  .باشد٢ ميکن  یم ضفر

 نيب تاس رمحصو هصفح رد ،مساله  تصور رد هشد هداد ثمثل هليبوس هشد دمحدو هک هيناح
١ طخطو   ريتصوو

   .ميدار سپ
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۴ ٢ ١ ۴ ٢ ١
١١

 

۴ ٢ ١
١ ١

١٢
۴ ٢ ١

٣ ٢ ١ ١
١٢

۵
٣ ٢

١  
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  Triple Integralsسه گانه  یانتگرال ها - ۴.۶
دو  یتابع ها یدو گانه برا یو انتگرال ها يرهمتغ يک یتابع ها یساده برا یهمان طور که انتگرال ها

  . يمبر   یم بکار يرهسه متغ یتابع ها یسه گانه برا ی، انتگرال ها يمبرد  یبکار م يرهمتغ
 

بحث در صفحه  يلیمستط يهناح يک یرو يرهتابع دو متغ کي، انتگرال دوگانه  قبل یدر بخش ها
در   ليمکعب مستط  کي یرو  رهيتابع سه متغ کيبخش انتگرال سه گانه  نيدر ا  .ميکرد

  یکل یها هيناح یبخش ،  انتگرال سه گانه را رو نيسپس  ، در هم  .ميکن  یم  فيتعر٣ یعنيفضا ، 
   .ميکن  یم فيتعر٣در 

 
  Integrable Functions of Three Variables ريانتگرال پذ رهيسه متغ یتابع ها

   .ميکن فيتعر ريمطابق ز٣در  يلیمستطمکعب  يک يمتوان  یم
 

   .ميکن  یم ميتقس       یمساو طول با کيهر ١  یبازه فرعرا به بازه 
١ 

 .ميکن  یم ميتقسبطول  کيهر ١ یمساو یبازه فرعرا به بازه 
١ 

 .ميکن  یم ميتقسzبطول کيهر ١ یمساو یبازه فرعرا به بازه 
١ 

   شده است. ميتقس یفرعمکعب به  یليمستطپس مکعب  
١ ١ ١  

 
  ريتصو
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 تصوير 

 
  

 ميصفحات مختصات تقس یمواز  ،  یفرع یبه جعبه ها٣در   ليمستط مکعب کي ريتصو نيدر ا
 ميکرده ا
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   .ديريدر نظر بگ یفرع در هر مکعبنقطه نمونه  کيوهر  یبرا
  ريز مانياز جمع سه گانه ر است.     که حجم آن مينيب  یم

١١١

 

 ماني، انتگرال سه گانه را بر حسب حد جمع سه گانه ر ميهمان طور که در انتگرال دو گانه عمل کرد
   .ميکن  یم فيتعر

 
  Definition: The Triple Integralال سه گانه انتگر : فيتعر

   شود.  یم فيتعر ريمطابق ز یليمستطمکعب   کي یروتابع  کيانتگرال  سه گانه 

١١١

 

 
  وجود داشته باشد.  بالا اگر حد
در کتب مختلف   .ميکن  یکار م یليجعبه مستط کي یچون رو  است.کلمه  حرف اولحرف  

   هم بکار برده شود. یگريحروف د ، یسه بعد  هيناح نيا یممکن است برا

  
 

   است. ريانتگرال پذ یرو مييگو  یوجود داشته باشد ، م یاگر انتگرال سه گانه رو
 وستهيپ یلذا ، از تابع ها  باشد. وستهيپدر ، انتگرال سه گانه وجود دارد ، اگر  نيهمچن

   .ستياست اما لازم ن  یبودن کاف وستهيپدانست  ديبا  .ميکن  یاستفاده م
 

 
  Fubini’s Theorem for Triple Integralsسه گانه یانتگرال ها یبرا ینيفوب هيقض

 باشد ، پس  وستهيپ      یليمستط مکعب کي یرواگر 

 
 

صورت    شش توان به   یباشند ، انتگرال مکرر سه گانه را م  یقيحق اعداد   اگر
  کرد.  انيمختلف ب
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   انتگرال مکرر بدست آورد. يگرکردو سه سه نوع دنتگرال ها را جابجا توان ا  ی، م يبترتبه همين 

 
  . يدرا محاسبه کن يرانتگرال ز – ١مثال 

 
٢اگر  ١ ٣ ١   ريباشد ، مطابق تصو۵

  يرتصو

 
 

 
٢

٣

٣
١
٢

۵

١

٣١

٢

۵

١

٣
 

٣ ٣
٢

٢
۵
١

٣۵

١

٣
 

٣۶ ٣۶
٢

٢
٣ ١٨ ٩ ١۶٢

٣
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   یکلکران دار  يهناح  يک یروگانه  سه  یانتگرال ها  
Triple Integrals over a General Bounded Region  

 هيناح نيا . ميده  یبسط م٣  درتر   یکران دار کل يهناح يک یانتگرال سه گانه را رو يفتعر حالا
 یرو  ريتصوکراندار   هيناح  ميکن  ی، فرض مابتدا   ، سه نوع هستند.    یکراندار کل یها

   دارا است. را  ريشکل ز٣در  ميکن  یو فرض م است. صفحه 

١ ٢  
١که  یبطور  ريتصوها در تمام  یباشد برا٢

 
  ريتصو

 

 
 

  Triple Integral over a General region   یکل هيناح کي یانتگرا ل سه گانه رو
      یکل یسه بعد هيناح کي یرو وستهيتابع پ کيرال سه گانه انتگ

١ ٢  

  است.  ريباشد ، مطابق زدر صفحه     ريتصوکه  یبطور٣در 

 
 

و ١و دو تابع در صفحه      یکراندار کل هيناح کي  یبرا،  قيطر نيبه هم

١که  یبطور٢  ها در تمام  یباشد برا٢
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 کرد  فيتوص ريبه صورت ز٣در  یسه بعد هيناح کيتوان   یمپس 

١ ٢  
   است. ريسه گانه به صورت ز انتگرال  باشد.در صفحه   ريتصوکه  یبطور

 
و ١و دو تابع در صفحه  یکراندار عموم هيناح کي  ی، برا تينها در  و

١که  یبطور٢  ها در تمام  یاشد براب٢
 کرد  فيتوص ريبه صورت ز٣در  یسه بعد هيناح کيتوان   یمپس 

١ ٢  
  است. ريسه گانه به صورت ز انتگرال  باشد.در صفحه     ريتصوکه  یبطور

 
 در صفحه اگر  دوم باشد.  ايتواند از نوع اول و   یم یدر هر صفحه ا هيکه ناح ديشته باشدا توجه

 پس  رياز نوع اول باشد ، تصو 

١ ٢ ١ ٢  
  ريتصو
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   است. ريز١شماره پس انتگرال به صورت فرمول  

 
 پس  رياز نوع دوم باشد ، تصودر اگر 

١ ٢ ١ ٢  
  يرتصو

 
   است. ريز٢شماره    پس انتگرال به صورت فرمول

 
 

   باشد. ريمحدود به خطوط زدر صفحه  یليمستط هيناح کي ديفرض کن  - ٢ مثال 

٢
۵
٢

و  

  ريتصو
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 باشد.در ٢و  یهانمودار  نيالسطوح ب  یمتواز ديو فرض کن

   است.٢و  ینمودار ها شينما ريتصو  

 
   .ديه کنرا محاسب ريانتگرال ز

 
 پاسخ 

انتگرال را  ميخواه  یم ديتوجه  کن  .ديکن  یملاحظه م ريرا در تصوالسطوح   یمتوازنمودار 
را  یسه بعد هيبخش ، ناح نيا یدر ابتدا درمطالب گفته شده  .ميمحاسبه کن یسه بعد  هيناح نيا یرو

تا اگر  ميانجام داد نيا یکار را برا نيا  . ميدينامرا  یسه بعد هيناح یو در مطلب بعد ميدينام
فقط لازم است بعد   نشوند. ريبر خورد کردند ، متح یگريخوانندگان  محترم در کتب مختلف به حروف د

   .ميها را توجه کن هيناح
 است.   یسه بعد هيناحاست و  یدو بعد هيناحمثال  نيدر ا
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   .ميدار١ شماره پس بر اساس فرمول

 
٢

٢
٢

۵
٢

٢

٢۵
٢

٢
 

٢ ٢
۵
٢

٢

۵
٢

٢
 

٢ ٢ ٢
٢

۵
٢
٢

۵
٢

٢
 

۵
٢ ۵

٢
۴

٢
٢ ١

٢
 

 
 یبراو  ینمودار ها نيبدر صفحه    یمثلث هيناح کي ديکنفرض – ٣مثال 

   باشد. ريز یها هيرو ینمودار ها نيب یسه بعد هيناح کي ديکن و فرض باشد ،١
٢ و ٢ برای  

   .ديرا محاسبه کن ريانتگرال ز٠  یرهايتصو
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 پاسخ 

 

١
٢

٢

١
١

٢

٢

١
 

١ ٢ ٢
١

 

٣ ٢ ٢ ٢
١

 

٣ ٢
٣

٣

٣

٣

١
 

۴
٣

۴ ٣ ۴
٣

۵

۵

۴

۴
١ ٣

۵

١
 

 
  Volume by Triple Integrationانتگرال سه گانه  قياز طرحجم 

  هيناح کي یرو٢و ١ وستهيدو تابع پ ینمودار ها نيب یسه بعد هيناح کي ميکن  یفرض م
   شود.  یم فيتعر ريپس حجم مطابق ز  باشد.در صفحه 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 جلد سوم حسابان ۶.۴  انتگرال های سه گانه  انوشـيروان صراف 

617 
 

 

 
 
   کرد. یسيباز نو یتوان انتگرال سه گانه بالا را به صورت انتگرال دوگانه رو  یم

 
 

 در صفحه   یسه بعد هيناح کيحجم 
The Volume of a Solid D in xyz Plane  

 
 
 

   باشد. ريز ینمودار ها نيدر هشتک اول ب یسه بعد هيناح کي ديفرض کن – ۴مثال 
٢ ٢ ١ و ٢ 

   .ديکن دايرا پحجم 
  ريتصو

 پاسخ 
٢ یها هيرو   .ميرا مشخص کن هيناح ديابتدا با ٢  ريز یدر منحن٢و ١

   کنند.  یم یتلاق
٢ ٢ ١ ٢ 

  ايو 
١ ٢ 
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 نياست ب یعمود ساده هيناح کيپس   در ربع اول باشد. ديبادر هشتک اول است ، پس چون 

١و  ینمودار ها   ريتصو١ بازه رد٢
٢چون  ٢ ١    .ميپس داردر  یاست برا٢

 

١
٢

٢ ٢ ١

١ ٢١
 

١ ٢
١ ٢١

 

١ ٢ ١
٢

٢ ١ ٢١
١ ٢

٢ ١
٢

١ ٢
٢١

 

١
٢

١ ٢
٢ ١

٢
٢ ٣

٣

۵

۵
١ ۴

١۵

١
 

 
 

  ريتصوو شعاع مطلوب است حجم مخروط به ارتفاع  – ۵مثال 
 پاسخ 

 
٢

٣٢ ٢

٢ ٢

٢ ٢
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  Mass and Charge  یکيجرم و بار الکتر
 یاز ماده ، فقط مجموعه ا یهر پاره ا Molecular Theory of Matter ماده  یملکول یبر اساس تئور

اما ، تعداد ملکول ها   آن. یها ملکول یاست با مجموع جرم ها یآن مساوجرم از ملکول ها است ، و لذا 
محاسبه  یبرا  کرد. دايپجمع را  نياحاصل  توان یمدرن هم نم یها وتريبا کامپ یهستند که حت اديز یبقدر

 ، فقط در   یشئ جرمشود که   ی، فرض م یمفتول فولاد کي ايو  خي یقالب مکعب کيمثلا   یشئ کيجرم 
و  کنواختيبطور   یکه جرم شئ مياگر فرض کن  پراکنده است.  یبلکه  سر تا سر شئ , ندارد ملکول ها قرار

   یچگال  اي مخصوصجرم ، پس  ستيصفر ن  یپراکنده است و حجم شئ  یسر تا سر شئ یمساو
Mass Density شود.  یم فيتعر ريمطابق ز   

 
 

   است.  یحجم شئجرم ، و ،    یگالچ در فرمول بالا 
  یبکار م یمفتول فولاد کي ايو  خي یقالب مکعب کيروغن ،  یقوط کيمانند   یهر شئ یفرمول بالا برا

   رود.
 ینيشدن ، قسمت پائ ني، چون بخاطر ته نش ديريزده آب پرتقال را در نظر بگ خي یمکعب قالب کياما ، 

 پس   .ستيپراکنده ن  یدر شئ کسانيصورت ، جرم بطور نيبالا است ، پس در اتر از قسمت  نيقالب سنگ
در نقطه   یچگال اي مخصوص ،  جرمیمختلف قالب مکعب یجرم در قسمت ها فيتوص یبرا

   شود.  یم فيتعر ريمطابق ز
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السطوح در نقطه  یمتواز کيحجم    و جرم   .که حد بالا وجود داشته باشد یبه شرط
  رياست. تصو السطوح  یمتواز Dimension بعد  نيبزرگ ترو 

 
شده  فيتعردر که  نيپراکنده است و ا  یسر تا سر شئاست که جرم   نيدرفرمول  بالا ، فرض بر ا

   است. ريمطابق ز  یشئکل   جرم رت صو نيدر ا  است. وستهيو پ

   
اشغال کرده است ، و   ريرامطابق تصو یسه بعد هيناح کيشکل ،  یمکعب  یشئ کي – ۶مثال 
  است.  ريز  یچگال یدارا

١  
   یمطلوب است جرم شئ

 پاسخ

 

 
 

١
١
٢

٢ ١
١١١١١

 

١
١
٢

١
۴

٢ ١
١١١

 

١
١
۴

١
٨

٢ ١ ٩
٨

١
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  یچگالباشد ، پس   کساني یکيبار الکتر یسر تا سر آن ، دارا،  یگلوله مس کيمانند   یشئ کياگر 

  شود.   یم فيتعر ريمطابق ز  Charge Density  یکيبارالکتر
 

 است.   یحجم شئو   یشئ یکيبار الکتر،   یکيبارالکتر  یچگال   در فرمول بالا
 در هر نقطه  یکيبار الکتر  ینباشد ، چگال کساني یکيبارالکتر یدارا  یاگر شئ

 شود.   یم فيتعر ري، مطابق ز  یشئ

 

 السطوح در نقطه  یمتواز کي یکيبار الکتر  که حد بالا وجود داشته باشد.  یدر صورت
   وح است.السط یبعد متواز نيبزرگ ترالسطوح و  یحجم متوازو 

   است. ريشارژ شده مطابق ز  یشئ کيدر  یکيمجموع بار الکتر

 
   کند.  یاشغال م  یاست که شئ یا هيناحدر فرمول بالا 

 
٢توپ درهر نقطه   یکيالکتر بار  یچگال ديفرض کن – ٧مثال  ٢ ٢ ١ 
   در توپ.  یکيالکتربار  مطلوب است مجموع ا صفحه ت    فاصلهاست با  یمساو

 پاسخ 
   .ميپس دارکه  ميدان  یم  توپ باشد. ميکن  یمفرض 
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١ ٢ ٢

١ ٢ ٢

١ ٢

١ ٢

١

١
 

١
٢

١ ٢ ٢

١ ٢ ٢

١ ٢

١ ٢

١

١
 

١ ٢ ٢
١ ٢

١ ٢

١

١
 

١ ٢
٣

٣

١ ٢

١ ٢

١

١
 

۴
٣

١ ٢
٣ ٢١

١

۴
٣

۴٢

٢

 

۴
٣

١
۴

٣ ٣
٨

٣
٨

٢

٢
٢

 

  ۴.۶ ناتيتمر
 

  . ديرا محاسبه کن ريز یهاانتگرال 

١
۴

٢

١

١

٣
 

٢ ٢
١

١
 

٣ ٢ ١
٢١٣

 

۴ ٢

١

١

١٣

١۵
 

۵ ٢٢٢  
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۶ ۴ ٢ ٣

١

۴

١

٣

٢
 

 
   .ديکن محاسبه را انتگرال ها  ريز ناتيدر تمر

 

٧  
و و و ١توسط صفحات  محصور یبعد سه هيناحکه   یدر صورت

   باشد.و 

٨  
و ٢و و ٣ و١صفحات  توسطمحصور   تاس یمکعبکه   یدر صورت

 و ٢

٩  
از  و١صفحه  به بالا محصور از اول هشتک در باشد یبعد سه هيناح کيکه   یصورتدر 

٢به مخروط  نييپا ٢ 

١  
٢حصور از بالا توسط کره است م یسه بعد هيناح   که  یدر صورت ٢ ٢  نييو از پا٩

 ١و ١و ١و ١توسط صفحات  نيو از طرفتوسط صفحه 
 

١١  

٢توسط مخروط  نييباشد محصور از پا یسه بعد هيناحکه   یدر صورت و از بالا ٢

٢توسط استوانه   ٢ ١ 

١٢  
۴ ريز یسه بعد هيناح کيکه   یدر صورت ٢   در هشتک اول باشد. ١

 
 
 

  . ديکن دايرا پ یسه بعد هيحجم ناح،  ريز ناتيدر تمر
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 در هشتک اول و محصور است توسط صفحات  یسه بعد هيناح - ١٣
١ ٢ و  

 
۴  مدور پارابولوئيد از بالا محدود است به یسه بعد هيناح - ١۴ ٢ صفحه  به نييو از پا٢

 ٠و صفحه ٢وار     یورقه سهم ازاطراف  به و٢
 

١با اضلاع آن در صفحه  یهرم قائم که قاعده مربع کيحجم  - ١۵ ١ ١ آن  و راس١
  ريتصو . ديکن دايقرار دارد پ١در نقطه 

 
  ريتصو

 
 

٢مطلوب است حجم کره  - ١۶ ٢ ٢ ٢ 
۶ ناتيهمان طور که در تمر  ني، اما در تمر ميدينامرا  یسه بعد هيناح ، ديملاحظه کرد١

 و دو یسه بعد یها هيناح مختلف کتب در ميگفت بخش هم نيدر هم  .مينم  یمرا  یسه بعد هيناح١۵
تا  ميمختلف آورده ا یها را با نام ها هيناح نيا ما هم  شوند.  یم دهينام مختلف یها نام به یبعد

   شوند. واقف موضوع نيبه ا محترم خوانندگان
٢توسط محصور   یسه بعد هيناح کياگر  - ١٧ ٢ ٢ باشد. انتگرال ٨صفحه  و٢

   .ديرا محاسبه کن ريز
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  ۴.۶ ناتيپاسخ  تمر
 

  . ديرا محاسبه کن ريز یهاانتگرال 

١
۴

٢

١

١

٣ ٢

٢

١

١

۴
٢

٣
 

٢ ۶ ٢ ۶
١
١

٣١

١

٣
 

١٢ ۶ ٢ ٣ ۵۴
٣

 

 

٢ ٢
١

١
 

٢

٢
٢

١

١
 

٢

٢
٢

٢

٢
٢

١

١
 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢
٣

٣
١

١

١

١
 

۵
٣

٣ ۵
١٢

۴ ١
١

١

١
 

 

٣ ٢ ١
٢١٣

٢ ١
٢١٣

 

٢ ١
٢ ٣

٣
٢٣

١
١٣

 

۴
٣

٢٣ ٢
٣

٢ ٣ ٢
٣

٣
٢ ٢

٣
 

 

۴ ٢

١

١

١٣

١۵

٢

٢
٢

١

١

١٣

١۵
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١
٢

٢ ١
۶

٣
١

١٣

١۵١

١٣

١۵
 

١
۶

١۴
٣

١٣

١۵
 

 

۵ ٢

٠

٢

٠

٢
٣

٣
٢٢  

١
٣

٢ ٣ ١
٣

٣ ٢
٢٢  

١
٣

٣ ١
٣

١ ٢٢٢  

١
٣

١
٣

٣ ٢
٢
٩

 

 

۶ ۴ ٢ ٣

١

۴

١

٣

٢
۴ ٢ ١

۴
۴

١

۴

١

٣

٢
 

١
۴

۴ ٢
۴

١

٣

٢

١
۴

٢ ٢ ٢ ۴
١

٣

٢
 

۵
۴

٣ ٢ ۵
۴

١ ٣ ٣
٢

٧۵۵
۴

٣

٢
 

 
   .ديکن محاسبه را انتگرال ها  ريز ناتيدر تمر

 

٧  
و و و ١توسط صفحات  محصور یبعد سه هيناحکه   یدر صورت

   باشد.و 
 پاسخ 

 ريتصو١در و   ینمودار ها نياست ب یساده افقدر صفحه  هيناح
  ريتصو یروو  ینمودار ها نياست ب  یسه بعد  هيناحو  
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  . ميدار پس

 
١١

 

١١
 

٢ ٢
جزء به جزء

٢ ٢ ١ ۴
١١

 

٢ ۴ ١ ۴ ٢ ۴ ۴ ١ ٢ ۴
١

 

 

٨  
 ٢وو ٣ و١صفحات  محصور توسط است یمکعبکه   یدر صورت

 ٢و و    
 

 پاسخ 
   .ديکن  یملاحظه م ريرا در تصو هيو ناح ريرا در تصومکعب 

١در ٢و  ینمودار ها نياست ب یساده افقدر صفحه  هيناح سه  هيو ناح٣
   .ميپس دار  است. یرو٢و  ینمودار ها نيب یبعد
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٢

٣

١

٢

٢

٣

١

٢
 

٢ ٢
٣
١

٢ ٣
٢٢٣

١

٢
 

٢
٣

٣ ٢ ٢ ٢
٣

۶ ٢ ٢ ۴
٣

 

 

٩  
از  و١صفحه  به بالا محصور از اول هشتک در باشد یبعد سه هيناح کيکه   یصورتدر 

٢به مخروط  نييپا ٢ 
 پاسخ 

٢ هيآن قسمت از ناحدر صفحه  هيناح ٢  هيناح کيکه در ربع اول قرار دارد ، پس ١

١نمودار  نياست ب یساده عمود   ريتصو١بازه در و محور ٢

٢ ینمودار ها نيب است یسه بعد هيناحو   ميپس دار یرو١و ٢
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.   
 

 
٢

٢

١

٢ ٢

١ ٢١١

٢ ٢

١ ٢١
 

٢

٢

١

٢ ٢

١ ٢١
 

١
٢

٢ ٢
١ ٢١

 

١
٢

٢ ٣
١ ٢١

 

١
٢

٢

٢

٢ ٢

٢

۴

۴

١
١ ٢  

١
٢

١ ٢

٢

٢ ١ ٢

٢

١ ٢
٢

۴

١
 

١
٨

١ ٢ ٢ ۴ ١
٨

٢
٣

٣ ١
۵

۵ ١ ١
١۵

١
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١  
٢است محصور از بالا توسط کره  یسه بعد هيناح    که   یدر صورت ٢ ٢ و از ٩

و ١و ١و ١توسط صفحات  نيطرفو از توسط صفحه  نييپا
١   

 
 

 
 پاسخ 

 ١و ١ ینمودار ها نياست ب یو ساده افقمربع است  کيدر صفحه  هيناح 
١در بازه    ريتصو١

٢و  ینمودار ها نياست ب یسه بعد هيناح کيو    یرو٢
  . ميپس دار ريتصو

 
٢

٢
٩ ٢ ٢

١

١

١

١

٩ ٢ ٢١

١

١

١
 

١
٢

٩ ٢ ٢ ١
٢

٩ ٢
٣

٣
١
١

١

١

١

١

١

١
 

٢۶
٣

٢ ٢۶
٣

٣

٣
١
١

۵
٣

١

١
 

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 جلد سوم حسابان ۶.۴  انتگرال های سه گانه  انوشـيروان صراف 

631 
 

١١  

٢توسط مخروط  نييباشد محصور از پا یسه بعد هيناحکه   یدر صورت و از بالا ٢

٢توسط استوانه   ٢ ١ 
 پاسخ 

 

 
 

    بر قرار باشد. ديبا ريرابطه  ز،  ط و استوانهمخرو یتلاق محلدر هر نقطه 
٢ ٢ ٢ ١ ٢ 

٢ ١ ٢ ٢ 

١پس  ٢ ١ ايو ٢ ٢ ١ یاست برا٢

٢

١

٢
 

١ ینمودار ها نياست ب یساده عمود هيناحدر صفحه  هيلذا ناح ٢  و ٢

   ١ ٢ ١در٢

٢

١

٢
 ینمودار ها نيب یسه بعد هيناحو ٠ ريتصو  است.

٢ ١و ٢    .ميپس دار٠ ريتصو  است. یرو٢
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٣
١ ٢

٢ ٢

١ ٢ ٢

١ ٢ ٢

١ ٢

١ ٢
 

٣
١ ٢

٢ ٢

١ ٢ ٢

١ ٢ ٢

١ ٢

١ ٢
 

٣ ١ ٢ ٢ ٢
١ ٢ ٢

١ ٢ ٢

١ ٢

١ ٢
 

٣
٢

٢ ١ ٢ ٢ ٢
٣ ٢ ١ ٢ ٢

١ ٢ ٢

١ ٢

١ ٢
 

١ ٢

١ ٢
 

١٢  
۴ ريز یسه بعد هيناح کيکه   یدر صورت ٢  در هشتک اول باشد. ١

 پاسخ 
و در هشتک اول قرار   .ديکن  یاست که که ملاحظه م یصفحه ا ريدرست ز هيناح ريدر  تصو

قرار دارد در صفحه  هيناح یانتها  قرار دارد. یبالا قايدق ري،  تصوگريبه عبارت د دارد.
 رياز تصو یانتگرال برا یکردن حد ها دايپ یبرا  هستند.و صفحات  گريو دو ضلع د

  یحل م یمعادله را برا یحد بالا کردن دايپ یبرا  است. صفر ینييشود که حد پا  یم ملاحظه
 داشت  ميپس خواه . ميکن
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۵ ٢
١
٢

 

  است.در صفحه  هيکه ناح ديکن  یملاحظه م رياز تصو  .ميکن دايرا پ هيناح ديحالا با
 دايپ یبرا  هر دو صفر است.و  ینيکه حد پائ ديکن  یملاحظه م ريتصو از ريتصو

۵ مي. پس دارميده  یصفر قرار م یرا مساوو در معادله داده شده   يیکردن حد بالا
٢

 
،  ميده  یصفر قرار م یاورا مس در معادله داده شده    ريکردن وتر مثلث در تصو دايپ یبرا

١  .داشت ميپس خواه ۴ 
  . ميرا انجام ده یريانتگرال گ اتيعمل ميتوان  یحالا م

 

۶ ٢ ٢ ٣ ۵ ٢
١
٢

١ ۴۵
٢

۵ ٢ ١
٢

١ ۴۵
٢  

٢ ۵ ٢
١
٢

٣١ ۴۵
٢  

   .ميکن  یعمل م ینيجانش قيحالا انتگرال را از طر

۵ ٢
١
٢

 

  ميپس دار

٢ ۵ ٢
١
٢

٣١ ۴۵
٢ ۵ ٢

١
٢

١ ۴
۵
٢  

۵ ٢
۴ ١

١
۵ ٢

۵
۵
٢

۶٢۵
٢

۵
٢  

 
  . ديکن دايرا پ یسه بعد هيحجم ناح ريز ناتيدر تمر

 
 در هشتک اول و محصور است توسط صفحات  یسه بعد هيناح - ١٣

١ ٢ و  
 پاسخ 

 کنند اگر   یم   یتلاقدر ٢و  یچون نمودار ها
٢  

 ینمودار ها نياست ب یساده عمود هيناح کيدر صفحه  هيلذا ناح  است.١شد ، پس با
٠در بازه ٢و  ١   ريتصو 
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  ريتصو٠ یاست رو١و  ینمودار ها نيب یسه بعد هيناح هيناح
   .ميلذا دار

  

 

١ ١
٢١١٢١

 

١ ١
٢

٢
٢

١٢١
 

١ ٢ ٢
٢

٢

٢
١ ٢

٢

٢

١
 

٢٢ ٢ ٢ ٢ ٢٢ ١ ٢ ٢
٣

٣ ١ ٣۴
٣

١
 

  
۴  مدور پارابولوئيد از بالا محدود است به یسه بعد هيناح - ١۴ ٢ صفحه  به نييو از پا٢

 ٠و صفحه ٢وار     یورقه سهم ازاطراف  به و٢
 پاسخ 

 ايو پس   باشد.٢کنند اگر   یم یتلاقو ٢ ینمودار ها 
و  ینمودار ها نياست ب یساده عمود هيناح کيدر صفحه  هيلذا ناح  است.١
 ٠ ريتصو١در بازه  است٢

۴و ٢ ینمودار ها نيب یسه بعد هيناحپس  ٢  ٠ ريتصو  است.٢
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   .ميپس دار

 
 

 

١
۴ ٢ ٢

٢٢

١۴ ٢ ٢

٢٢

١
 

۴ ٢ ۴ ٢ ٢ ۴ ٢ ۴
٣

٣ ٢ ٢

١

٢

١
 

۴ ٢ ٢ ۴
٣

٣ ۶ ٢ ٢
١

 

۴
٣

۶ ۴ ۴ ١۶
٣

٣ ٢ ٢ ٢
١

 

۴
٢١

٧ ۴
۵

۵ ۴
٣

۴ ٢
٣

٣ ٢ ١ ٧١
١ ۵

 

 
١با اضلاع صفحه آن در  یهرم قائم که قاعده مربع کيحجم  - ١۵ ١ ١ و راس آن ١

  ريتصو . ديکن دايقرار دارد پ١در نقطه 
 پاسخ 

هر  یهرم برا یبرش عرضارتفاع کند ، و در هر   یم رييتغ کياز صفر تا هرم ، مقدار  يندر ا
   است. ريمربع زمقدار 

١ ١ ١ ١  
   است. ريا حجم هرم مطابق زلذ
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 در فرمول بالا 
١ ١ ١ ١ ١  

 
  ريتصو

 
 

  . ميپس دار

 

١
١

١

١

١

١
٢ ٢

١

١

١
 

٢ ٢
٢ ۴

٣

١
 

 
٢مطلوب است حجم کره  - ١۶ ٢ ٢ ٢ 

 پاسخ 
   .مي، دار ميحل کن یاگر معادله کره را برا

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ 

٢دائره صفحه  یکره رو ريپس تصو ٢    .ميپس دار  است.٢
 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 جلد سوم حسابان ۶.۴  انتگرال های سه گانه  انوشـيروان صراف 

637 
 

٢ ٢ ٢  

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ 

 

١ ٢ ٢ ٢ ٢
٢ ٢

٢ ٢

٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢

٢ ٢

٢ ٢
 

٢
١
٢

٢ ٢ ٢ ٣ ٢
٣

٣ ۴
٣

٣ 

 
 

۶ ناتيهمان طور که در تمر  ني، اما در تمر ميدينامرا  یسه بعد هيناح ، ديملاحظه کرد١
 و دو یسه بعد یها هيناح مختلف کتب در ميگفت هم بخش نيدر هم  .مينم  یمرا  یسه بعد هيناح١۵
تا  ميمختلف آورده ا یها را با نام ها هيناح نيا ما هم  شوند.  یم دهينام مختلف یها نام به یبعد

   شوند. واقف موضوع نيبه ا محترم خوانندگان
 

٢توسط محصور  یسه بعد هيناح کياگر  - ١٧ ٢ ٢ باشد. انتگرال ٨و صفحه ٢
   .ديرا محاسبه کن ريز

      
 پاسخ 
   .ديکن  یملاحظه  م ريرا در تصو  یبعد سه هيناح نمودار

 ريتصو
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 هيکه ناح مينيب  یم  کرد. دايپ یسه بعد هيجلو ناح ستادنيتوان  با ا  یرا مدر صفحه  هيناح
کردن  دايپ یبرا  .ديآ  یبوجود م یسه بعد هياز جلو ناح سکيد نيا  است.در صفحه  سکيد کي

  یعني،  ميده  یصفحه قاطع قرار م یرا مساو بيضوی پارابولوئيد، معادله  سکيد نيمعادله ا
٢ ٢ ٢ ٢ ٨ ٢ ٢ ۴ 

 ٠ ريتصو

 
مورد  یبهتر است در مختصات قطبانتگراند  نيهمچن ودر صفحه    هيناح  که رسد  ینظرم به 

  یعني . رنديقرار گ یابيارز
 

  یعني . ميبر  یبکار م یرا بجاندارد ، پس  هيچون ناح
٢ ٢ ٢ 

  .  ميپس دار
٢ ٢ ٢ ٢ ٨ 

٢ 
٢  

  . ميپس دار

 

 
، پس همه را به مختصات  ميانجام ده یانتگرال دو گانه را در مختصات  قطب ميخواه  یحالا ، چون م

   .ميکن  یم ليتبد یقطب

٣ ٢ ٢ ٨ ٢ ٢ ٢ ٢ ٣ ٢ ٨ ٢ ٢  

٣ ٨ ٢ ٢ ٣ ٨ ٢ ٣  
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   .ميدار تيپس در نها

 

٣ ٨ ٢ ٣ ٣
٨
٣

٣ ٢
۵

۵ ٢
٢٢٢

 

٣
١٢٨
١۵

٢۵۶ ٣

١۵

٢
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  یدر مختصات استوانه ا سه گانه انتگرال - ۵.۶
 Triple Integrals in Cylindrical Coordinates 

 یمحاسبه بعض تر است ،  آسان یقطب دو گانه در مختصات یاز انتگرال ها یهمانطور که محاسبه بعض
  آسان تر است.  يلیاز مختصات مستط يرغ یسه گانه هم در مختصات یاز انتگرال ها

   .يمکن  یبحث م یبخش در مورد مختصات استوانه ا نيدر ا
 

  Cylindrical Coordinates  یمختصات استوانه ا
مجموعه  کياگر   در فضا باشد.نقطه  کي یليمختصات مستط يمکن  یفرض م

 باشد ، پس نقطه  یمختصات قطب
  ريتصو . مينام  یمنقطه  Cylindrical Coordinates  یمختصات استوانه ارا  

  ريتصو

 
 

 ميتوان  ی، م ريز یداده شده باشد ، با کمک فرمول هانقطه  يلیاگر مختصات مستط
  . ميرا مشخص کن یمختصات استوانه ا

٢ ٢ ٢ و  
 ريز ی، با فرمول ها ميداشته باشنقطه  کي یعکس ، اگر مختصات استوانه او بر 

  . ميکن دايپ ميتوان  یرا م  یدکارتمختصات 
و  

 
  . يمکن  یم يسهبا هم مقا يررا در جدول ز يهچند رو یو دکارت یاستوانه ا یحالا معادله ها

  يهرو  يلیمستط يا یدکارت  یا استوانه
 ٢ ٢  استوانه  ٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢  کره  ٢
يا  ٢ ٢ ٢  مخروط مدور مضاعف ٢
٢  ٢ ٢  پارابولوئيد مدور 

 
 ، یها يرتصو
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  یسه گانه در مختصات استوانه ا یانتگرال ها  : يهقض
Theorem : Triple Integrals in Cylindrical Coordinates  

مسطح   هيناح کيو   باشد. یرو٢و ١ ینمودار ها نيب یسه بعد هيناح کي يدفرض کن
١و ٢باشد و در ٢و ١ یقطب ینمودار ها نيب ٢ 

 باشد ، پس  وستهيپدر اگر ٠ یباشد برا

 
٢

١

٢

١

 

 
 مواثر است ،  و يعمخصوصا سر یمختصات استوانه ا يلهبوس يریانتگرال گ

٢که شامل  يیکه عبارت ها  یهنگام - الف  در انتگراند ظاهر شود  است ،٢
٢شامل   يیعبارت هاانتگرال  یحد هادر  - ب    است ، وجود داشته باشد.٢
   آسان تر است. یمختصات قطب قياز طر یريآنها انتگرال گ یکه رو  يیها هيحنا - ج
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به صفحه  نييو از پا۴محدود از بالا به صفحه  یسه بعد هيناح کي ديفرض کن – ١مثال 
٢به استوانه   و از اطراف ٢  .ديرا محاسبه کن ريانتگرال ز٠ ريباشد.تصو١۶

 

 
 

 
 پاسخ 

و   است. یرو۴و  ینمودار ها نيب یسه بعد هيناحکه  يدکن  یملاحظه م
٢ سکيد ٢  نمودار نياست ب یا هيناح یقطب مختصات در٠ ريتصو  است.١۶

  یقطب یها
و ۴ برای ٢  

  ینمودار ها نيب یسه بعد هيناح،  یختصات استوانه ادر م جهيدر نت
و ۴  

  . يمپس دار  است.

 
٢ ۴

۴٢۴۴٢
 

۴ ٢ ٣ ۴
٣

٣
۴

۴
۴

٢۴٢
 

٢۵۶
٣

۶۴
٢۵۶

٣
۶۴ ٢ ۵١٢

٣

٢
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مرکز در  و از کره به شعاعکه استوانه  یسه بعد يهمطلوب است حجم  ناح – ٢مثال 
 ٠ ريتصو  کند.  یدا ممبدا ، ج

 
 
 
 

 پاسخ 
  ريز یقطب ینمودار هامحدود است توسط حالت  يندر ا

و برای
٢ ٢

 

  ريتصو
  ینمودار ها نيب یسه بعد هيناحو 

٢ ٢ و ٢ ٢ برای  
   .مي، دار نهيبا استفاده از قر

 

١ ۴
٢ ٢

٢
٢ ٢

٢ ٢

٢

٢
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۴ ٢ ٢ ۴
١
٣

٢ ٢
٣ ٢٢٢  

۴
٣

٣ ٢ ٢ ٢
٣ ٢ ۴

٣
٣ ١ ٣٢٢  

۴
٣

٣ ١ ١ ٢ ۴
٣

٣ ١
٣

٣ ٢
٢  

٢
٩

٣ ٣ ۴  

 
  ۵.۶ ناتيتمر

 . ديو سپس نمودار آنرا راسم کن ديسيبنو یمعادله داده شده را به مختصات استوانه ا ريز ناتيدر تمر
 

١ ۴ 
٢ ٣ 
٣ ٢ ٢ ١ 
۴ ۴ ٢ ۴ ٢ ٢  

 
   .ديرا محاسبه کن ريز یانتگرال ها

 

۵
۵٢

١

٢
 

۶ ٢
٢٢

٢

 

٧
١١ ٢ ٢

۴

۴

 

 
و  ، ديسيبنو یا انتگرال مکرر در مختصات استوانه به صورت گانه را  انتگرال سه ريز ناتيدر تمر

 .ديمحاسبه کن سپس آنرا
 

   
٢توپ  قسمت از آناگر  ٢ ٢    اول قرار دارد. در هشتک  باشد که١
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٢توپ  از آن قسمتاگر  ٢ ٢    است. در هشتک اول که باشد۴

 
  . ديکن دايرا پ هيحجم ناح ريز ناتيتمردر 

 
٠و از بالا توسط صفحه  هيتوسط رو نييمحدود است از پا یسه بعد هيناح - ١٠ ١ 
٢داخل کره  یسه بعد هيناح - ١١ ٢ ٢ ٢      يیبالا مخروط و ۴ ٣ ٢ ٣ ٢ 
٢به  نيو از پاابالا به صفحه  محصور از یسه بعد هيناح - ١٢ ٢ 
٢داخل کره  یسه بعد هيناح- ١۴ ٢      و استوانه٢

 
و از همان صفحه  ايتوسط صفحه  نيياست محصور از پا یسه بعد هيناح ديفرض کن - ١۵

٢بالا توسط کره  ٢ ٢ ٢و از اطراف توسط استوانه ۴ ٢   ريز ريتصو .باشد١
 

 
  .ديو سپس آنرا محاسبه کن ديسيبنو هيناح نيحجم ا یبرا یمختصات استوانه ا انتگرال سه گانه در کي
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٢به مخروط  نييمحصور از پا یسه بعد هيناح ديفرض کن - ١۶ و از بالا به ٢

٢رابولوئيدپا ٢   ريز ريتصو  باشد.٢

 
 
  .  ديسيبنو یسه بعد هيحجم ناح یبرا یانتگرال سه گانه در مختصات استوانه ا کي
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 جلد سوم حسابان ۶.۵  انتگرال سه گانه درمختصات استوانه ای    انوشـيروان صراف

647 
 

 ۵.۶ ناتيپاسخ تمر
 

 . ديو سپس نمودار آنرا راسم کن ديسيبنو یمعادله داده شده را به مختصات استوانه ا ريز ناتيدر تمر
 

١ ۴ 
۴ 

  ريتصو

 
 

٢ ٣ 
٣ 

  ريتصو
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٣ ٢ ٢ ١ 
٢ ١ 

  ريتصو

 
 

۴ ۴ ٢ ۴ ٢ ٢  
۴ ٢ ٢ 

  ريتصو
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    .ديرا محاسبه کن ريز یانتگرال ها
 

۵
۵٢

١

٢
٢ ۵

٢

١

٢
 

۵ ١
١
٢

۵ ١ ٢ ٢
١

٢٢

١

٢
 

٣
٢

۵ ١ ٣ ۵ ١
٢

 

 

۶ ٢
٢٢

٢

٢ ٢٢

٢

 

۴ ١
۵

۵ ٢

٢

٢

٢

 

٣٢
۵

۵ ١۶
١۵

۶

٢

١۶
١۵

٢

 

 

٧
١١ ٢ ٢

۴

۴

١
١ ٢ ٢

۴

۴

 

١
٢

٢ ١ ٢ ٢۴

۴

١ ٢ ٢
۴

۴

 

١
٢

٢ ٢ ٢ ۴۴

۴

 

١
٢

٢
٣

٣ ٢
۵

۵ ۴

۴
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و  ، ديسيبنو یا تصات استوانهانتگرال مکرر در مخ به صورت گانه را انتگرال سه  ريز ناتيدر تمر
 .ديمحاسبه کن سپس آنرا

 

   
٢توپ  قسمت از آناگر  ٢ ٢    اول قرار دارد. در هشتک  باشد که١

 پاسخ 

١و  ینمودار ها  نيب یسه بعد هيناح و  نيمحدود ب هيناح  و٢

 یبرا١
٢

    .ميپس دار٠و  یها ريتصو  است.
 

 
 

 

 

١
٢

٢ ١ ٢
١

٢
١ ٢١

٢  

١
٢

١
٢

٣ ١
۴

٢ ١
٨

۴ ١٢
١

٢  

١
٨ ١۶

٢   
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٢توپ  از آن قسمتاگر  ٢ ٢    است. در هشتک اول که باشد۴

 پاسخ 

۴و  ینمودار ها نيب یسه بعد هيناح   ريتصو   قرار دارد.٢

 یبرا٢ سکيربع د هيناح
٢

  ريتصو  است.
  . ميپس دار

 

 

٢
۴ ٢٢

٢  

١
٢

٢ ٢ ۴ ٢
٢

٢ ٢ ١
٢

۴
٢

٢٢  

٢
٣

٣ ١
١

۵٢ ٢ ٣٢
١۵

٣٢
١۵

٢
٣٢
١۵

٢  
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  . ديکن دايرا پ هيحجم ناح ريز ناتيدر تمر
 

٠و از بالا توسط صفحه  هيتوسط رو نييمحدود است از پا یسه بعد هيناح - ١٠ ١ 
 پاسخ 

  سکيد یرو است١ و ینمودار ها نيب یبعد سه هيناحداده شده  هيناح
١  

   .ميدار سپ ريتصو

 
١١٢١١٢

 

٣ ٢ ١
٢

٢ ٢
۵

۵ ٢ ١
٢١٢

 

١
١ ۵

٢
 

 
  ريتصو
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٢داخل کره  یسه بعد هيناح - ١١ ٢ ٢ ٢       يیبالا مخروط و ۴ ٣ ٢ ٣ ٢ 
 پاسخ 

٢کره  یتلاق کردن نقطه دايپ یبرا ٢ ٢ ٢و مخروط ۴ ٣ ٢ ٣  ريمعادله ز ديبا٢
   بر قرار باشد.

٢ ٢ ٣ ٢ ٣ ٢ ۴ 
٢ ميپس دار ٢ ٠ ايو ١  یار هانمود نيب یسه بعد هيناحداده شده  هيلذا ناح ١

۴و ٣   ريتصو  است.١ سکيد یرو٢
   ميپس دار

 

۴ ٢

٣

١٢۴ ٢

٣

١٢
 

۴ ٢ ٣ ٢
١٢

 

١
٣

۴ ٢
٣ ٢ ٣

٣
٣ ١ ٨

٣

۴ ٣

٣

٢٢
 

٨
٣

٢ ٣  

 
  ريتصو
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٢به  نيو از پاامحصور از بالا به صفحه  یسه بعد هيناح - ١٢ ٢ 
 پاسخ 

٢پارابولوئيد وصفحه  یکردن محل تلاق دايپ یبرا    بر قرار باشد. ريرابطه ز ديبا٢
٢ ٢ 

  اي
٢  

 هيناح یروو ٢ ینمودار ها نياست ب یسه بعد هيناحداده شده  هيپس ناح
  ريتصو٠محدود به دائره 

  ريتصو

 
  . ميپس دار

 

٢٢
 

٢ ٣ ١
٣

٣ ١
۴

۴  

١
١٢

۴  

١
١٢

١
۴

٣ ٣
٨

٣
٨ ٣٢
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٢داخل کره  یسه بعد هيناح- ١۴ ٢      و استوانه٢
 پاسخ 

٢ ینمودار ها نيب یسه بعد هيناح هيناح ٢و ٢  هيناح یرو٢
   .ميپس دار ريتصو  است.محصور توسط دائره 

 
٢ ٢

٢ ٢

٢ ٢

٢ ٢
 

٢ ٢ ٢ ٢
٣

٢ ٢
٣ ٢

 

٢
٣

٣ ١ ٣  

٢
٣

٣ ١ ٣ ٢
٣

٣

٢

١ ٣٢  

٢
٣

٢ ١ ١ ٢ ٢
٣

٣ ١ ١ ٢

٢

٢  

٢
٣

٣ ١
٣

٣ ٢ ٢
٣

٣ ١
٣

٣
٢

  

٢
٣

٣

٢
٢
٣

٢
٣

٣

٢
٢
٣

۴
٣

٣

٢
٢
٣

 

  ريتصو
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و از همان صفحه  ايتوسط صفحه  نيياست محصور از پا یسه بعد هيناح ديفرض کن - ١۵
٢بالا توسط کره  ٢ ٢ ٢و از اطراف توسط استوانه ۴ ٢   ريز ريتصو .باشد١

  
 

 
    .ديو سپس آنرا محاسبه کن ديسيبنو هيناح نيحجم ا یبرا یمختصات استوانه ا انتگرال سه گانه در کي

 پاسخ 
 که معادله کره  ديدانيم

٢ ٢ ٢ ۴ يا ٢ ٢ ۴ 
 و معادله استوانه  است. 

٢ ٢ ١ يا ٢ ١ 
  است.  ريق زپس انتگرال حجم مطاب است. 

۴ ٢١٢
 

۴ ٢ ۴ ٢
١٢١٢

 

٨
٣

٣ ٢
٨
٣

٣
٢
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٢به مخروط  نييمحصور از پا یسه بعد هيناح ديکن فرض - ١۶ و از بالا به ٢

٢پارابولوئيد ٢   ريز ريتصو  باشد.٢

 
 
  . ديسيبنو یسه بعد هيحجم ناح یبرا یانتگرال سه گانه در مختصات استوانه ا کي

 پاسخ 
  است.  يککند ، شعاع آن   یرا قطع م پارابولوئيدکه مخروط ،  یهنگام
 چون 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ و ٢ ٢  

٠٢  مياست ، پس دار  .ميکن یم معادله را حل نيا٢
٢ ٢ ٢ ١  

٠ ميباشد ، پس دار   ديچون با دو  نيا   یتلاقمحل  نيو بنا بر ا است. ١لذا ١
٠در صفحه  کيدائره است به شعاع  کي،  هيرو ٠ ميپس دار١ ١ ٢  هيناح ريتصو٢

 .ميرا دار ريانتگرال ز تيدر  نها و مرکز مبدا است.  کيدائره به شعاع  کيصفحه  یرو یسه بعد
  

٢ ٢١٢
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  یسه گانه در مختصات کرو یانتگرال ها - ۶.۶
Triple Integrals in Spherical Coordinates  

، محاسبه  يستمس يناست. ا یمختصات کرو يستمس , يمده  یکه مورد بحث قرار م یمختصات يستمس  ينآخر
   کند.  یمخروط هستند ، آسان م ياکه محدود به کره  یسه بعد یها يهناح یرو یانتگرال ها

 
  Spherical Coordinates یکرومختصات 

 یمختصات استوانه او  است.  یدکارت اي یليمختصات مستط يمدر بخش قبل گفت
   است.نقطه در فضا است و  کي ريتصو نيدر ا٠ ريتصو  است.

 
  يمحال اگر فرض کن

خط پاره طول ٢ ٢ ٢  

  یمبا قسمت مثبت محور باشد که  یا هيزاو ميکن  یباشد ، پس فرض مباشد ، و اگر 
   باشد. ميکن  یو فرض مسازد.
  انتخاب شود.  یارياختباشد ، اگر 

  ريتصو  سازد.  یمت محور با قسمت مثبباشد که  یا هيزاو ميکن  یفرض م تيدر نها
، یعنيشود ،   یمشخص م تيّ با سه کمحالا ، نقطه   مختصاترا و ما سه گانه و

   .مينام  یم یکرو
   .يم، دار يما يدهبر اساس نچه در مثلثات د

و  
  ريز یمختصات قطب یه با فرمول هابالا ، همرا یفرمول ها

و  
   .یليبه مختصات مستط یمختصات کرو ليتبد ی، برا ميآور  یرا بدست م ريز یفرمول ها
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هر دو صفر هستند. و  ينينیاست که حد پا یکوه کرو کي  یطرح کلنمونه از  يک يرز يرتصو
 نيکه ا ديکن  یملاحظه م  هستند. ريشکل ز هي، شب ميکن  یبخش با آنها کار م نيکه در ا یاشکال شتريب

  به فتح اول و کسر دوم.کره   اي کوه بر وزن سرهکه  ديداشته باش هتوج  است. یفيق یبستن هيشب ريتصو
  . یثلثاست م یشکل

 
 

٨ یمختصات کرو یدارانقطه   - ١مثال  ٢
٣ ۶

  . ديکن دايرا پ یليمختصات مستط  است.
 پاسخ 

  است.  ريمطابق زنقطه   يلیمختصات مستط

٨
٢
٣ ۶

٨
٣

٢

٣

٢
۶ 

٨
٢
٣ ۶

٨
٣

٢
١
٢

٢ ٣ 

٨
٢
٣

٨
١
٢

۴ 

 في، بر اساس تعر قتيدر حق  دارند. یساده ا یکه مرکز آنها ، مبدا مختصات باشد ، معادله ها يیکره ها 
باشد  ، در   ، که مرکز آن مبدا مختصات  و شعاع آن کره کيکه معادله  افتيتوان در  یم

 شود   ی،م یرومختصات ک
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و ، اگر  بيترت نيبه هم
٢

مخروط است  کيباشد ، پس نمودار معادله 

اگر   است. هيزاوآن نسبت به قسمت مثبت محور  هيکه زاو
٢

باشد ، پس مخروط به 
  ريتصو  شود.  یطرف بالا باز م

ر که اگ  یدر صورت
٢

  ريتصو  شود.  یباز م نييباشد ، پس مخروط به طرف پا

 
   .ديکن دايپ یدر مختصات کرو٢معادله صفحه  – ٢ مثال  

 پاسخ 
 شود   یم٢پس معادله  ميچون دار

٢ 
   .مي، پس دار ميکن  یم  ميتقسبر  را  ينطرف

٢
٢  

 
  یسه گانه در مختصات کرو یانتگرال ها : هيقض

Theorem : Triple Integrals in Spherical Coordinates  
١و ٢باشند و   یقياعداد حقو  ميکن  یفرض م ٢ ١  یتابع ها٢

١و   باشند. وستهيپ ١و ٢  یسه بعد هيناح ميکن  یباشد ، و فرض م٢
 یها ینا مساو  آنها یمختصات کرو،  که یبطور است باشد که شامل تمام نقاط در فضا 

   کنند.  یرا بر قرار م ريز
 

١ ٢  

١ ٢  
 باشد ، پس  وستهيپدر اگر 

 

، ٢
٢

١

٢

١
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  . يدکن  یتوجه م ير، به نکات ز  يدکن يداپ یانتگرال را در مختصات کرو یحد ها  يدخواه  یکه م یهنگام
 فاصله از مبدا مختصات است.  باشد ، چون  يدبا
   است.قسمت مثبت محور نسبت به   هياندازه زاو رايباشد ، ز ديبا

   است.قسمت مثبت محور نسبت به  هياندازه زاونماد 
 

  ريتصو  باشد.٢و ١ یکره ها نيب یسه بعد هيناح ديفرض کن – ٣مثال 
  . يدمحاسبه کنرا  يرانتگرال ز

 
  يرتصو

 
 پاسخ 

 که  یبطور یاز نقاط است با مختصات کرو یمجموعه اکه  يدکن  یملاحظه م
٢ و ١ ٢  

   .مياست ، پس دارچون   باشد.

 
٢ ٢ ٢

٢

١

٢
 

۴ ٢
٢

١

٢ ١
۵

۵ ٢ ٢
١

٢
 

 
٣١
۵

٢ ٣١
۵

١
٣

٣
٢٢

 

۶٢
١۵

١
١٢۴
١۵

٢
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٢ یکره ها نيب نيمشترک ب  یسه بعد يهمطلوب است حجم ناح – ۴مثال  ٢ ٢ ١ 
٢و  ٢ ٢ ، يیمخروط بالا و ٩ ٢ ٣ ٢   ريتصو٢

  ريتصو

 
 پاسخ 

  . ميدار نيهمچن  است.٣و ١داده شده  یکره ها ی، معادله ها یدر مختصات کرو
٢ ٢ ٢ و ٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

٢پس  ٣ ٢ ٢شود   یم٢ ٢ ٣ ٢ ٢ 

٢ ايو پس  ٣ ٢باشد ، پس اگر   است.٢ ١
٣

   است.

٢ يیدر مخروط بالاچون  ٣ ٢  مياست ، پس دار٢
٢

که  یبطور
١

٣
است. لذا 

۶
 است نقاط با مختصات کروه مجموعه  جهيدرنت  است.

  که یبطور
١ ٣ ،

۶
و ٢  

   .مي،  و لذا دار است

 

٢
٣

٣
٣
١

۶
٢٣

١

۶
٢
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٢۶
٣

٢۶
٣

۶
٢۶
٣

١
٣

٢
١

٢٢
۶

٢
 

٢۶
٣

٢ ٣  

 
  ريتصو٣    حلقه توسط  ط محا  یسه بعد يهناححجم است  مطلوب - ۵ مثال 

  يرتصو

 
 پاسخ 

  .ميکه دار یبطور یا مختصات کرواست ب از نقاط یا مجموعه  هيناح
٢ ، و ٣  

  جهينت در 

 
٢

٣

٣
٣

٢٣٢
 

٩ ۴ ٩
١
۴

٣ ٣
۴

٣
٨

٢٢
 

٢٧
٨

٢ ٢٧ ٢

۴
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 ۶.۶ ناتيتمر
 

  . ديرا محاسبه کن ريز یانتگرال ها

١ ٢
١

۴
٢

 

٢ ۴ ٢ ٢
٢

١
٢

 

 
   .ديو سپس آنرا محاسبه کن ديسيبنو ی، انتگرال  را به انتگرال در مختصات کرو ريز ناتيدر تمر

٣  
٢ یکره ها نيب یسه بعد هيناحاگر  ٢ ٢ ٢و ۴ ٢ ٢    ريتصوباشد.٩

 
  ريتصو
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۴  

٣و محصور توسط مخروط صفحه  یبالا یسه بعد هيناحاگر  ٢ ٣  یو کره ها٢
٢ ٢ ٢ ٢و ٩ ٢ ٢    ريتصو باشد.٨١

  ريتصو

 
  . يدنک يدارا پ یسه بعد يهحجم ناح يرز يندر تمر

 
٢محصور از بالا توسط کره  یسه بعد يهناح - ۵ ٢ ٢  يیبالامخروط   توسط  نيياز پاو ۴

٢ ٢ ٢ 
  يرتصو

  ريتصو
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 .يستمحاسبه لازم ن  .يسيدداده شده بنو یسه بعد يهکردن حجم ناح يداپ یانتگرال برا يک يرز  يناتتمردر 
  

٣محصور است توسط مخروط  یسه بعد يهناح - ۶ ٢ کره  ميو ن٢

۴ ٢   ريتصو۴
  ريتصو

 
 

٢توسط مخروط  يينمحصور است از پا یسه بعد يهناح - ٧ و از بالا توسط کره ٢
٢ ٢   ريتصو٢

  ريتصو

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 جلد سوم حسابان ۶.۶  انتگرال های سه گانه درمختصات کروی  انوشـيروان صراف

667 
 

 ۶.۶ يناتپاسخ تمر
  . ديرا محاسبه کن ريز یانتگرال ها

١ ٢
١

۴
٢ ٣

٣
١۴

٢
 

١
٣

١
٣

۴
٢

۴
٢

 

١
۶

٢ ٢
٣

٢ ٢
٢

 

 

٢ ۴ ٢ ٢
٢

١
٢

 

۵

۵
٢ ٢ ٢

١
٢

 

٣١
۵

٢ ٢ ٣١
۵

١
٢

١
٢

٢ ٢

٢٢

 

٣١
۵

١
٢

١
۴

٢ ٢

٢
 

٣١
٢

٢ ٣١
٢

١
٢

١
٢

٢  

٣١
٢

١
٢

١
۴

٢
٣١
٢

٢ 

 
 

   .ديو سپس آنرا محاسبه کن ديسيبنو ی، انتگرال  را به انتگرال در مختصات کرو ريز ناتيدر تمر
 

٣  
٢ یکره ها نيب یسه بعد هيناحاگر  ٢ ٢ ٢و ۴ ٢ ٢     ريباشد.تصو٩
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  ريتصو

 
 پاسخ 

 که  یبطور یاست با  مختصات کرو یمجموعه تمام نقاط  هيناح
٢ ، و ٢ ٣ 

٢چون  ٢ ٢    .مياست ، پس دار٢

 
٢ ٢ ٢ ٢

٣

٢

٢
 

۵

۵
٣ ٢ ٣

٢

٢
 

٢١١
۵

٣ ٢
٢

 

٢١١
۵

١ ٢ ٢
٢

 

٢١١
۵

١
٣

٣ ٢ ٨۴۴
١۵

٢
٢٢

 

٨۴۴
١۵

١
٢

١
٢

٢
٨۴۴
١۵

١
٢

١
۴

٢ ٢ ٨۴۴
١۵

٢
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۴  

٣و محصور توسط مخروط صفحه  یبالا یسه بعد هيناحاگر  ٢ ٣  یو کره ها٢
٢ ٢ ٢ ٢و ٩ ٢ ٢    ريتصو باشد.٨١

  ريتصو

 
 پاسخ 

 که  یاست ، بطور٣    مخروط ينا ، معادله  یدر مختصات کرو

و لذا   است.٣ ، ميدار
۶

مجموعه تمام نقاط با مختصات ،  نيبنا بر ا  است.
 که  یاست بطور یکرو

 
٢ ،

۶
و ٣ ٩ 

 چون   است.
١

٢ ٢ ٢

١
٢
 

   .يماست ، پس دار

 
١
٢

٢ ٩
٣

۶
٢٩

٣

۶
٢
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۶ ۶ ۶
٢

۶
٢

 

۶ ١
٣

٢

٢
۶ ٢ ٣  

 
  . يدکن يدارا پ یسه بعد يهحجم ناح يرز يندر تمر

 
٢محصور از بالا توسط کره  یسه بعد يهناح - ۵ ٢ ٢  يیمخروط  بالا توسط  نييو از پا۴

٢ ٢ ٢ 
  يرتصو

  ريتصو

 
 پاسخ 

٢   است  مخروط ينا معادله  یکرودر مختصات  ٢ ٢  يريمگ  یم يجهپس نت ٢

۴
 

 که  یبطور یبا مختصات کرو یمجموعه تمام نقاط یسه بعد هيناح  است.
 

٢ ،
۴

و ٢ 

   .يمپس دار است. 
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٢
٣

٣
٢۴

٢٢
۴

٢
 

٨
٣

٨
٣

٢

۴
۴

٢
 

٨
٣

۴
٣

٢
٨
٣

٢ ٢
٢

 

 
 .يستمحاسبه لازم ن  .يسيدداده شده بنو یسه بعد يهکردن حجم ناح يداپ یانتگرال برا يک يرز  يناتدر تمر

  

٣محصور است توسط مخروط  یسه بعد يهناح - ۶ ٢ کره  ميو ن٢

۴ ٢   ريتصو۴
  ريتصو

 
 پاسخ 

   .يمکن  یم يلتبد یرا به مختصات کرو يلیمختصات مستط
   .يممخروط دار یبرا

٣ ٢ ٢ ٣ يا
١

٣
يا

۶
 

  . ميکره دار یبرا
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۴ ٢ ٢ يا ٢ ٢ ٢ ۴ يا ٢ ۴ يا ٢  
   .ميدار یسه بعد هيحجم ناح یپس انتگرال برا

٢
٢٢

 

 
 

٢توسط مخروط  يينمحصور است از پا یسه بعد يهناح - ٧ و از بالا توسط کره ٢
٢ ٢   ريتصو٢

  ريتصو

 
 پاسخ 

  . يمکن  یم يلتبد یرا به مختصات کرو يلیمختصات مستط
  . يمکره دار یبرا

٢ ٢ ٢ يا ٢ يا  
   .يممخروط دار یبرا

٢ ٢ 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

٢ ٢ ٢ ٢  
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۴
 

   .ميدار یحجم سه بعد یپس انتگرال برا

٢۴
٢
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  Moments and Centers of Gravityثقل گشتاورها و مراکز  - ۶.٧

٣در بخش    .ميکرد فيمسطح را تعر هيناح کيقلم ، گشتاور و مرکز ثقل  نيآوا به همکتاب انتگرال ٧
تر ،   یمسطح کل یثقل نواحمراکز و گشتاورها   فيتعر یدو گانه را،  برا یبخش انتگرال ها نيدر ا

آنها   یگشتاورهاثقل و مراکز  و  ميگرديبر م یسه بعد یها هيسپس به ناح  .ميده  یمورد استفاده قرار م
   .ميده  یرا مورد بحث قرار م

 
 مسطح  یها هيثقل ناحمراکز  و گشتاورها  

Moments and Centers of Gravity of Plane Regions 
٣از بخش   است.و مساحت آن باشد که مرکز آن  ليمستط کي يمکن  یفرض م ٧ کتاب  

 است. ريمطابق زو محور حول  محور  هيناحو   یگشتاورها , يمانتگرال آوا دار
و  

 گشتاور و مرکز ثقل چگونه خواهد بود؟ باشد ،  یافق ايو  یساده عمود هيناح کياگر حال  
 

  : فيتعر
 و یعنيحول محور گشتاور  باشد.  یافق ايو  یساده عمود هيناح کي ميکن  یفرض م
   شود.  یم فيتعر ريمطابق ز یعنيحول محور گشتاور 

 
  مساحت مثبت داشته باشد ،اگر   

 نقطه  هيناح  Center of Mass جرم  مرکز اي Center of Gravity مرکز ثقلپس 
   شود.  یم فيتعر ريزو مطابق     است

 
 
 

باشد ، کار برد  ريانتگرال پذ وستهيآن هر تابع پ یکه روکران دار  هيبالا ، در مورد هر ناح فيتعر
   دارد.
 باشد ، و اگر در و  ینمودار ها نيب هيناح، اگر  قتيدر حق

 پس  یباشد ، برا  

 
١
٢

٢ ١
٢

٢ ٢  

 و 
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٢ یو سهمخط  نيمسطح محصور ب هيناح ديکنفرض  – ١مثال   ريتصو  باشد.٢
٠ 

   .ديرا مشخص کنو سپس مرکز ثقل  ديکن دايرا پو   یمحورهاحول  یگشتاور ها
 

 
 پاسخ 

 کنند اگر   یم   قطعدر  را  يکديگر یخط و سهم
٢ ٢ ٢ ٢  

٢ یلذا نقاط تلاق  است.١ ايو ٢ یعني باشد.  ١و ٢  جهيدر نت  است.١
   .ميدار

 
٢ ٢ ٢

٢
٢ ٢١

٢

١

٢
 

١
٢

۴ ۵ ٢ ۴
١

٢

١
٢

۵

۵
۵
٣

٣ ۴
١
٢

٩
۵

 

 و 

 

٢ ٢١

٢

٢ ٢١

٢
 

٢ ٢ ٢
۴

۴

٣

٣
١
٢

٩
۴

١

٢
 

   .ديآ  یبدست م ريمطابق زو مساحت 
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١ ٢ ٢
١

٢

٢ ٢١

٢
 

٢
٣

٣

٢

٢
١
٢

٩
٢

 

  ياتو در نه
٩
۴

٩
٢

١
٢

و

٩
۵
٢
۵

٢
۵

 

١عبارت است از لذا مرکز ثقل 
٢

٢
۵

  ريتصو
 

  یسه بعد یها هيثقل ناحاکز  و مرها   گشتاور : فيتعر
Definitio : Moments and Centers of Gravity of Solid Regions 

پس   کند.  یرا اشغال م یسه بعد هيناح کي وستهيبا جرم مخصوص پ  یشئ کي ديفرض کن
   یعنيحول صفحه   یو گشتاور شئ  یعنيحول صفحه   یشئ Momentگشتاور  

   شود.  یم فيتعر ريمطابق ز یعنيحول صفحه   یو گشتاور شئ

 

 

 
  جرم مرکز اي Center of Gravity  مرکز ثقلمثبت باشد ، پس  یعني  یجرم شئاگر 

  Center of Mass شود.  یم فيتعر ريمطابق ز یعني،  یشئ   
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سه  هيناح کيکه در مرکز ثقل با جرم  A Point Mass یجرم نقطه ا کيکه ،  ديباشتوجه داشته 
را  هيبا جرم مخصوص ثابت ، ناح  یشئ کيهمان گشتاور ها هست که  یقرار دارد ، دارا یبعد

   کند.  یاشغال م
  Centroid  گاهيگرانرا معمولا   یمرکز ثقل شئ است  ،  کساني و که جرم مخصوص ثابت  یهنگام
،   جهيدر نت مستقل از جرم مخصوص است. گاهيگران ايصورت مرکز ثقل و  نيدر ا . مينام  یم  یآن شئ

 نه  مرکز ثقل . ميکن  یم  صحبت  یشئ  گاهيدر مورد گران
صفحه  کيکند ، هر دو نسبت به   یاشغال م  یشئ کيکه  یسه بعد هيو ناحاگر جرم مخصوص 

  باشند ، پس مرکز ثقل در آن صفحه قرار دارد.  نهيقر
باشد ،  نهيتمام صفحه مختصات قرنسبت به و  باشد  کسانيجرم مخصوص ثابت و  اگر ،   یبطور کل

  کره که مرکز آن مبدا مختصات باشد.  کيمانند   در مبدا مختصات قرار دارد.پس مرکز ثقل 
 در حالت تعادل است.   یاست که در آن نقطه شئ ینقطه ا گاهيگران

، مرکز ثقل  گريد به عبارت  وزن  جسم در آن قرار دارد. نيانگياست که م ی، نقطه ا  یمرکز ثقل شئ
   وزن است. عيتوز نيانگيم
 

 کند.   یمحصور توسط استوانه مدور را اشغال م یسه بعد هيناح  ,  یشئ کي ديفرض کن – ٢مثال 
 ٠ ريتصو

   باشد. ريجرم مخصوص ز یدارا ديو فرض کن  
٢ ٢ 

 . ديرا مشخص کن  یو سپس مرکز ثقل شئ یمطلوب است گشتاور ها
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 پاسخ 

 
  یم جهياست ، نت نهيقرنسبت به صفحه که  نيو ا ريتوجه به تصو ايبا محاسبه انتگرال بالا و 

  که حاصل انتگرال بالا صفر است.  ميريگ

 
 است ، پس حاصل انتگرال صفر است.  هيقرننسبت به صفحه که استدلال  نيبه هم
   .ميکن  یاستفاده م یاز مختصات استوانه اکردن  دايبر  پ

 

٢ ٣ ١ ٢
۴

۴
۴

٢٢۴٢٢
 

٩۶ ۴٨ ٢ ٢ ١٩٢ ٣٨۴
٢٢٢٢

 

   .ميکن ديرا پ  یابتدا جرم شئ ديمشخص کردن مرکز ثقل ، با یبرا

 

٢ ٢ ٢
٣

٣
۴

٢٢٢٢
 

١٧۶
٣

١٧۶
٣

٢

٢
٢

٢٢٢
 

٣۵٢
٣

١
٧ ۴

٣

٢
 

   .ميدار لذا مرکز ثقل 

، ،
٣٨۴
٧ ۴

٣

١٨
١١

 

١٨که استوانه را اشغال کرده   یکه مرکز ثقل شئ ديتوجه داشته باش
١١

که   یاست ، در صورت

   است.٢که محصور است توسط استوانه  یسه بعد هيناح گاهيگران
  . ديتوجه کن گاهيبه تفاوت مرکزثقل و گران
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 ٧.۶ ناتيتمر
  . دياستفاده کن نهياگر لازم شود ، از قر . ديکن دايمسطح را پ هيمرکز ثقل ناح ريز ناتيدر تمر

 
١و ۵  ینمودارها نيب هيناح - ١    است.٢

١ یداخل دائره ها هيناح - ٢
٢ ٢ ٢و ١ ١

٢
     قرار دارد.١

  ١کارديوئيدمحصور است توسط  هيناح - ٣
 

   .ديمحاسبه استفاده کن یبجا نهياگر لازم باشد از قر  .ديا کن ديرا پ هيناح گاهي، گران ريز ناتيدر تمر
 
٢محصوراز بالا به کره   یسه بعد هيناح - ۴ ٢ ٢  به صفحه  نييو از پا٢
 مخروط   يیبالا فيتوسط ق نييو از پا١محصور از بالا توسط صفحه  هيناح - ۵

٢ ٩ ٢ ٩ ٢ 
١ یهرم با راس ها - ۶ ،١، ١ ١ ٢ 

 
جرم مخصوص داده شده  یداده شده اشغال شده و دارا هيکه توسط ناح  یمرکز ثقل شئ ريز ناتيدر تمر

   .ديکن داياست را پ
 

٢داخل کره  یسه بعد هيناح - ٧ ٢ ٢ ٢و استوانه ۴ ٢ قرار دارد و جرم ٢
٢مخصوص آن     است.١

جرم  یآن در مبدا مختصات است ودارا یاز راس ها   یکي که ٢مکعب در هشتک اول و ابعاد  -٨
   است.١مخصوص 
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 ٧.۶ ناتيپاسخ تمر
  . دياستفاده کن نهياگر لازم شود ، از قر . ديکن دايمسطح را پ هيمرکز ثقل ناح ريز ناتيدر تمر

 
١و ۵  ینمودارها نيب هيناح - ١    است.٢

 پاسخ 
  ريتصو

 
١و ۵ ینمودار ها  است. ميدار نهيبا استفاده از قر   یرا قطع م گريد کي٢

۵کنند اگر  ١    .ميدار جهيدر نت  است.٢ ايو ٢پس   باشد.٢

 
١
٢

٢ ۵
١ ٢

٢

٢

۵

١ ٢

٢

٢
 

١٢ ٢ ١
٢

۴ ١٢
١
٣

٣ ١
١

۵ ٢
٢

۵۴۴
١۵

٢

٢
 

   .ميدارمساحت   یبرا

١
۵

١ ٢
۴ ٢

٢

٢

٢

٢

۵

١ ٢

٢

٢
 

۴
١
٣

٣ ٢
٢

٣٢
٣

 

   .ميدار تيو در نها
۵۴۴
١۵
٣٢
٣

١٧
۵

 

   است. ريمرکز ثقل مطابق زلذا 
١٧
۵
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١ یداخل دائره ها هيناح - ٢
٢ ٢ ٢و ١ ١

٢
     قرار دارد.١

 پاسخ 
  ريتصو

 
پس   است.١و است، پس  نهيقر١و نسبت به خطوط  هيناح

   است. ريمرکز ثقل مطابق ز
١
٢

١
٢

 

 
  ١کارديوئيدمحصور است توسط  هيناح - ٣

 پاسخ 
  ريتصو

     
 

 . ميدار حالا  است.،  نهيبه قر با  توجه

 

٢ ١
٣

٣ ١
٢١٢

 

١
٣

٢ ٣ ١
و٣

۴
٢

 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



صرافانوشـيروان  ثقل مراکز و گشتاورها   جلد سوم حسابان ٧.۶  

682 
 

١
٣

١
٢

١
٢

٢ ١ ٢ ١
٣

۴
٢٢

 

١
٣

١
٢

١
۴

٢
١
٣

٣ ٢  

١
١٢

٣ ١
٨

١
٨

٢ ۵
۴

 

٢بخش ١٣قسمت دوم انتگرال بالا بر اساس فرمول شماره   یبرا قلم.  نيکتاب انتگرال آوا توسط ا١
   .ميآور  یم لي، آنرا در ذ یآور ادي

۴ ١
۴

٣ ٣
٨

٣
٨

 

 حالا چون 
١
٢

٢ ١
٢١٢

 

١
٢

١
٢

٢ ١
٢

١
۴

١
۴

٢
٢٢

 

١
۴

١
٨

٢ ٢ ٣
٢

 

  . ميپس دار
۵
۴

٣
٢

۵
۶

 

   است. ريلذامرکز ثقل مطابق ز
۵
۶

 

 
   .ديمحاسبه استفاده کن یبجا نهياگر لازم باشد از قر  .ديا کن ديرا پ هيناح گاهي، گران ريز ناتيدر تمر

 
٢محصوراز بالا به کره   یسه بعد هيناح - ۴ ٢ ٢  به صفحه  نييو از پا٢

 پاسخ 
  م،يريگ  یم١ و    .ميدار نهيقربر اساس 
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١
٢

٢ ٢ ٢
٢٢ ٢٢

 

١
٢

٢ ١
٢

٣ ١
۴

٢ ٢ ١
٨

۴
٢٢

 

١
٨

۴ ١
۴

۴
٢

 

٢چون 
٣

 است ، پس ٣
٢

۴
٢ ٣

٣

٣
٨

 

 لذا 
٣
٨

 

  ريتصو
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 مخروط   يیبالا فيتوسط ق نييو از پا١محصور از بالا توسط صفحه  هيناح - ۵
٢ ٩ ٢ ٩ ٢ 

 پاسخ 

 
٢دائره  یو مخروط ، رو١صفحه ٠ مي، دار نهيبا توجه به قر ۶ ١ 

   .مي، پس دار ميريگ  یم١کنند.    یم یتلاق

 
١
٢

٢ ١
٣

١
٣

٢١

٣

١
٣

٢
 

١
٢

٩
٢

٣ ١
۴

٢ ٩
٨

۴
١
٣

٢١
٣

٢
 

١
٧٢

١
٣۶

٢
 

   ميچون دار

 

١
٣

١
٣

٢١

٣

١
٣

٢
 

٣ ٢ ١
٢

٢ ٣
١
٣

٢١
٣

٢
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١
۵۴

١
٢٧

٢
 

  ميپس دار

٣۶

٢٧

٣
۴

 

 لذا 
٣
۴

 

 
١ یبا راس هاهرم  - ۶ ،١، ١ ١   ريتصو٢

 پاسخ 

 
  یهرم در هشتک اول نشان م  يیروبرو  ینمانمودار  ريتصو  است.،  نهيبر اساس قر

صفحه  نيمعادله ا  دهد.
٢

٢ ايو ١ در نظر ١پس   است.١
   .ميدار پس  .ميريگ  یم

 

۴
٢ ١١١

٢ ٢ ٢ ١
١١

 

٨ ١
٢ ٨

٣
١

٣ ١
١١١

 

٨
٣

١
٣ ٢

٣
١

۴ ١ ٢
٣

١
 

   .ميحال چون دار
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۴ ١ ۴ ٢ ١
١١٢ ١١١

 

٨ ١ ۴ ١
٢ ١

١١١
 

۴ ١
٢ ۴

٣
١

٣ ١ ۴
٣

١
 

  ميپس دار
٢
٣
۴
٣

١
٢

 

 لذا 
١
٢

 

   مشخص شده است.  گاهيگران ريدر تصو
 

جرم مخصوص داده شده  یداده شده اشغال شده و دارا هيکه توسط ناح  یمرکز ثقل شئ ريز ناتيدر تمر
   .ديکن داياست را پ

 
٢داخل کره  یسه بعد هيناح - ٧ ٢ ٢ ٢و استوانه ۴ ٢ قرار دارد و جرم ٢

٢مخصوص آن     است.١
 پاسخ 
 و  یداده شده نسبت به صفحه ها هيندارد ، و چون ناح یبستگ ايو به چون 

  ميحال دار  است.است ، پس  نهيقر

 
   .يمپس دار

 
  . ميپس دار

 
  ريتصو
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جرم  یآن در مبدا مختصات است ودارا یاز راس ها  یکيکه   ٢مکعب در هشتک اول و ابعاد  - ٨ 

   است.١مخصوص 
 پاسخ 
  ريتصو

 

 

١
١
٢

٢ ١ ٢
٢٢٢٢٢

 

٢ ١ ٢ ١ ٢
٢٢٢
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۴ ١ ۴ ٢ ٢ ٢ ١۶
٢

 

 

١ ١ ٢
٢٢٢٢٢

 

٢ ١ ٢ ١ ٢
٢٢٢

 

۴ ١ ۴ ٢ ٢ ٢ ١۶
٢

 

 

١ ١ ٢
٢٢٢٢٢

 

٢ ١ ٢ ١ ٢
٢٢٢

 

۴ ١ ٢ ٢ ۴
٣

٣ ٢ ۵۶
٣

٢
 

  . ميچون دار

 

١
٢

١ ٢
٢٢٢٢

 

٢ ١ ٢ ١ ٢
٢٢٢

 

۴ ١ ۴ ٢ ٢ ٢ ١۶
٢

 

 لذا 
۵۶
٣

١۶
٧
۶

١۶
١۶

١
١۶
١۶

١ 

٧
۶

١ ١  
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 Change of Variables in Multiple Integralsچند گانه  یها در انتگرال ها يرمتغ ييرتغ - ۶.٨
۶بخش در   ريز ی، از مختصات قطب  یلياستفاده از مختصات مستط یمحاسبه انتگرال ها بجا یبرا٢

   .مياستفاده کرد

 
٢

١

 

۶ در بخش های  ۵ ۶و   ،  یو کرو ی، از مختصات استوانه ا یلياستفاده از مختصات مستط یبجا۶
 رايز  نامند.  یمها  ريمتغ رييتغ یفرمول هانوع فرمول ها را  نيا  .ميمحاسبه انتگرال ها استفاده کرد یبرا

 ستميبا س ريمختصات ، مغا ستميس کي ،  دردهند ، که انتگرال ها را  یفرصت را م نيآنها به ما ا
   .ميمختصات داده شده ، محاسبه کن

  یآشکار م یفرمول ها ، هنگام نيا دهيفا  .ميکن  یتر بحث م  یکل  یها فرمول بخش ، در مورد  نيدر ا
 رياست مانند تصو یا هيناحانتگرال  نيدر ا  .ميرا محاسبه کن  ريز  انتگرال  ميخواه  یشود ، که م

 

 
 

          
 

سه انتگرا ل مکرر  يداما با . يم، محاسبه کن يلیمختصات مستط  يق، انتگرال بالا را از طر يمتوان  یالبته م
   .مي، انجام ده ديکن  یمشاهده م يرکه در تصو   یها يهناح یجداگانه رو

  یملاحظه م ريکه در تصو هيناح یگرال بالا را رو، انت ديد ديخواه۵اما ، همانطور که در مثال 
  .ميده  ی، انجام م ديکن
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  ير، مانند مثال ز يمبرد  یرا بکار م ينیکه در مبحث انتگرال واحد ، قاعده جانش يدبخاطرآور

 

دو گانه  یانتگرال ها یرا برا نيا هيشب یکار ميخواه  یم . ميکرد ليها تبدها را به در فرمول بالا 
 فيها را تعر ريمتغ رييکه تغ   يیمعادله ها  .ميده حيابتدا مفهوم چند لغات را توض . ميو سه گانه انجام ده

  . مينام  یم Transformation ليتبد،   کنند  یم
 ليتبددر مختصات  هيناح کيو آنرا به  ميکن  یشروع مدر مختصات  هيناح کيمعمولا ، با 

 .ميکن  یم
   

٢ یضيباگر  – ١مثال 
٢

٣۶
باشد ، آنرا به ١

٢
   .ديکن ليتبد٣

 پاسخ 

٢

٢ ٣
٢

٣۶
١ 

٢

۴
٩ ٢

٣۶
١ 

٢ ٢ ۴ 
  . ميبدست آورد٢شعاع   به سکيد کي تي، در نها ميشروع کرد یضيب کيپس با 

 
و ١و ۴محصور توسط  هيناحاگر  – ٢مثال 

٣
۴
٣

باشد ، آنرا به 
١
٢

١و 
٢

   .ديکن ليتبد
 پاسخ 

  ريتصو  .ميچه دار ميني، تا بب ميکن  یرا رسم م هيابتدا ناح
  يرتصو
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 يرضلع ز یابتدا رو . دهيماز اضلاع مثلث انجام  يکهر  یرا رو يلتبد عمل يدبا   .يممثلث دار يکپس 
    .يمکن  یکار م

۴ 
  . ميپس دار

١
٢

١
٢

۴ 

٨ 
٢ ٨ 

۴ 
   .ميده  یرا انجام م ليعمل تبد١ یحالا رو

١
٢

١
٢

١ 

٢ 
٢ ٢ 

١ 
 یرو تي و در نها

٣
۴
٣

   .ميده  یرا انجام م ليعمل تبد

١
٢

١
٣

١
٢

۴
٣

 

٣ ٣ ٨ 
۴ ٢ ٨ 

٢
٢ 

   .ديکن  یملاحظه م يررا در تصو يدجد يهناح . يمبدست آورد یتر ، معادله ساده یپس تا حدود
  ريتصو
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  تمز تر و ساده تر.   يلیاما خ . يممثلث بدست آورد يک
 .يماول بدست آور يهناح يهشب یا يه، ناح يگرد يهبه ناح يهناح يک يلانتظار داشت که هنگام تبد يدالبته ، نبا

 يهاول يهناح يه، که شب يمبأدست آور یبا اضلاع منحن يهناح يکمثلث ،   يک يلتبدممکن است بعد از مثلا  
   نباشد.

 
 Planar Transformations هم سطح یها يلتبد
صفحه مختصات  کيدر مثلا  گريد هيناح کيصفحه مختصات به  کيدر  مثلا يهناح يک يلتبد
  کي  دهند.  ینشان مو آنرا با نماد نامند    یهم سطح م ليتبد،  ها را ريمتغ رييتغبا  همراه ،  گريد

 ٠ ريتصو  است. کيبه  کيتابع 
شده است با  ليتبددر مختصات   هيناح کي به در مختصات هيناح ريدر تصو

  یها ريمتغ رييتغ
و  

   .باشند  وستهيپمرتبه اول  یپاره ا یمشتق ها یدارا  ديبا اهتابع  نيهر کدام از ا 
 تصوير 

 
 
 
 
 
 

  Jacobian ينژاکوب
   شود.  یم فيتعر ريمطابق ز   ژاکوبين يلتبد 

١  
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  شده باشد.  فيتعر ريمطابق ز يلتبد يدکنفرض – ٣مثال 
و  

   .ديکن دايرا پ نيژاکوب
 پاسخ 

  . يمدار يفطبق تعر
١

٢

١

١
 

 
  هيقض

مختصات  مجموعه در صفحه کيو در صفحه مختصات  مجموعه کي ميکن  یفرض م
 ليتبد کي يمکن  یباشند و فرض م يوستهقطعه قطعه پ یمرز ها یهر دو دارا يمکن  یو فرض م  باشند.

   باشد. ريز فيمطابق تعربه از 
١ و ٢  

هر نقطه  ميکن  یو فرض م  باشند.در  وستهيپ یپاره ا یمشتق ها یدارا٢  و ١که  یبه شرط
 کيبه  کيتابع  کي یعني  باشد.در نقطه منحصر به فرد  کي ريتصودر 

و در   نقاط. یمگر در تعداد محدود ميباش داشتهسر تا سر  ميکن  یو فرض م  باشد.
   .ميدار پس  باشد. وستهيپدر  ميکن  یفرض م تينها

 
 
 

 اول حرفو نماد  ليتبد یعنياست  Transformationحرف اول نماد  که دي حتما ملاحظه کرده
Jaconian  .است  

  . ميدار ، یبه مختصات قطب یلياز مختصات مستط رييتغ یکه برا ديدانيم
و ٣  

  ميبالا دار یفرمول ها ليتبد یبرا

٢ ٢  

   است. يرمطابق ز یقطبدرمختصات   يرمتغ ييرفرمول تغلذا ، 
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 یها یو هذلول٢و    خطوط  نيمحصور بدر ربع اول  یا هيناحاگر  – ۴مثال 
 شده باشد  فيتعر ريمطابق زو اگر  ريباشد ، تصو٣و ١

و ۴  
   .ديمحاسبه کن را ريپس انتگرال ز

 
                 

                  
 

 پاسخ 
 . ميکرد دايپ٣همان طور که در مثال 

١
 

 ینقاط رو یبرااست ، توسط نقطه به نقطه  ريکه تصو ميکن  یرا مشخص م هياست. حالا ناح
   .ميپس دار  .ميکن  یم نيجانش۴از شماره ١ یهذلول

١  

١خط   ،لذا    .کند  یم ريتصو ار١ یهذلول 
 . يمدار يقطر ينهم به

٣  

   .کند  یم ريرسو ار٣  یهذلول ار٣ طخ سپ
   .ميدارخط  ینقاط رو یسپس ، برا

 
  اي

٢  
 . يمدار٢ یبرا قيطر نيبه هم

٢ ٢  
  اي
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٢ ٢ ٢  

و ٣و ١محصور توسط خطوط است در صفحه مختصات  یا هيناح جهيدر نت

   .ميبر  یرا بکار م٢حالا فرمول شماره ٠ ريتصو٢و  یها یسهم

 
٣

٣

٢٣

١

١ ٣

٣

٢٣

١
 

١
٢

٣

٢
٢ ١

۴
٢ ١

١٢
٣ ٣

١
١٣
۶

٣

١

٣

١
 

 

است ،  بغرنج  اي ياکه در آن  يمدار انتگرال دوگانه  يک يمکن  یفرض م
نشده   ینيب شيپ یلينوع تبد چيه ميکن  یو فرض م  .ميانتگرال را محاسبه کن  یبه اسان ميتوان  یکه نم یبطور
   .ميکن  یعمل م ريپس مطابق ز  است.

   .ميکن  یم استفادهبه مختصات از  يلتبد يک يفتعر یاطلاعات انتگرال را برا - ١
   .ميکن  یبدست آمده ، مشخص م   از  ليتبدکرد  عمل در اثرکه  را  ريتصو - ٢
   .ميبدست آوربه    از  ليتبد کيتا  ميکن  یحل مو  یرا برا یمعادله ها  - ٣
 .ميکن  یمحاسبه منيژاکوب - ۴

   برد.  یمراحل بالا را بکار م ريمثال ز  .ميکن  یرا محاسبه م  انتگرال - ۵
 
 

 است با اضلاع   يیالاضلا یمتواز یمرز ها  .ديکن دايرا پانتگرال  – ۵مثال 
٢ ٣ ١ ٢ ٣ ٣ ٢ ٢ ٢ ٢ 

     ريتصو
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 پاسخ 
آن انتگرال گرفت ساده  یکه رو نيا یبرا هي، ناح ديکن  یملاحظه م يرهمان طور که در تصو

٢چون   .ستين   یم فيتعر ريمطابق زآمده است ، پس   فيدر توص٢و ٣
   .ميکن

٢ ٣ ٢ ۵  
  فيکه طبق تعر ميشو  یآمده ، متوجه م  بدست تحت عمل کردکه از  يرکردن تصو يداپ یبرا

٢خطوط  یها ريتصوما از  ٣ ٢و ١ ٣  ٣و ١خطوط ٣
٢ خطوط یها ري، تصو قيطر نيبه هم  هستند. ٢ و٢  ٢  خطوط ٢

 ١محدود شده توسط خطوط است که  یليمستط هيناح کيلذا   هستند.٢و 
 ٠ ريتصو٢و ٢و ٣و 

   .ميپس دار   .ميکن  یحل مو  یرا برا۵شماره  یحالا معادله ها
٢ ٣  

٢  
با هم و سپس معادله ها را  ميکن  یضرب م٢لذا معادله دوم را در  . ميرا حذف کن ميکن  یم  یسع

   .ميکن  یجمع م
٢ ٢ ٣ ٢ ۴ ٧  

و  ميکن  یضرب م٣را در   دومو معادله ٢لذا معادله اول را در  . ميرا حذف کن يمکن  یم  یحالا سع
   .ميکن  یسپس معادله ها را با هم جمع م

٢ ٣ ۴ ۶ ٣ ۶ ٧  
  . ميپس دار

١
٧

٢ ٣ و
١
٧

٢  

   .ميحالا دار  کند.  یم فيتعربه از  ليتبد کيبالا  یفرمول ها
٢
٧

٣
٧

١
٧

٢
٧

٢
٧

٢
٧

٣
٧

١
٧

١
٧

 

 .  ميدار٢پس بر اساس 

 

 
١

۴٩
٢ ٢ ۶ ٢ ١

۴٩
٢ ٢ ١

٢
٢ ٢ ٣ ٢

٢

٣

١

٢

٢

٣

١
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١
۴٩

٨ ٢ ٣٢
١

۴٩
٨
٣

٣ ٣٢
٣

١

٣
١

 

١
۴٩

٧٢ ٩۶
٨
٣

٣٢
١۶

١۴٧
 

 
 يمکن يلتبد یدائره ا یها يهن تر است اگر آنها را به ناح، اغلب آسا يضویب یها يهناح یرو يریانتگرال گ

   .يمکن يلتبد یو سپس اگر ممکن باشد به مختصات قطب
 

٢ یضيمحصور توسط ب یا هيناحاگر  – ۶مثال 
٢

۴
را  ريانتگرال ز ريباشد ، تصو١

   .ديمحاسبه کن

 
 پاسخ 

  . ميکن  یم فيتعر ريزرا مطابق  يلتابع تبد

و
١
٢

۶  

   .ميدار رايز  دهد.  یانتقال م رهيبه نقطه  به  دا نقطه را  یضي، ب ليتبد نيا

١ ٢
٢

۴
٢ ٢ 

٢ یعنياست  واحد سکيد کيپس  ٢   ريتصو١
 . ميپس دار . ميکن  یحل مو  یرا برا۶شماره 

و ٢  
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١
٢

٢ 

 
 ، با  يمکن  یم يلتبد یحالا به مختصات قطب

و  
   .يمپس دار

 

٢ ٢ ٣ ٢ ٢ ٢ ١ ٣ ٢ ٣
١٢١٢

 

٢ ١ ٣ ٢
۴

۴

٢
١ ١

٢
١ ٣ ٢

٢
 

١
٢

٣
١
٢

١
۴

٢ ٢ ۵
٢

 

 
 توان ثابت کرد   یم رايز . ميحل کنو   یبرانتگراند را ا يستاوقات لازم ن یگاه

١
٧  

   .يدرا محاسبه کن يرزانتگرال  – ٧مثا 

 
و و شکل محصور توسط خطوط  یمثلث هيناح کياگر 

۴
  باشد.

  ريتصو
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 پاسخ 
ساده کردن انتگراند ،  یبرا , ممکن است يرغ يبااست و محاسبه انتگرال تقر يچيدهبغرنج و پ  يلیانتگراند خ

 ميکن  یم فيتعر ريرا مطابق ز
و  

 ريکه تصو ی، بطوراست باشد ، پس اگر   .ميکن  یرا محاسبه م هيحالا ناح
خط  رياست ، لذا تصوباشد ، پس اگر   است.خط خط 

و اگر  .   است.خط 
۴

باشد ، پس 
۴

 ريتصو است ، لذا

خط 
۴

خط 
۴

 نياست محصور ب مثلث کي هيناح یعني ريپس تصو  است.

و و  خطوط
۴

   .ميدار فيتعر طبق حالا٠ ريتصو  است.

١ ١
١ ١

١ ١ ١ ١ ٢ 

  تيو در نها

 
١
٢

١
٢

۴۴  

١
٢

١
١ ١

٢
١۴۴  

١
٢

۴
١
٢

٢ ١
۴

 

 
  Change of Variables for Triple Integralsسه گانه  یهاانتگرال  یبراها  ريمتغ رييتغ

 شده باشد ،  فيتعر ريمطابق ز لياگر تبد
١ ، ٢ ٣  

کند ، پس   ريتصو ايو  ليتبد یدر فضا هيناح کيرا به  یدر فضا هيناحو اگر 
   است. ريفرمول انتگرال سه گانه مطابق ز

 
 و 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



 جلد سوم حسابان ۶.٨  تغيير متغيرها در انتگرال های چند گانه انوشـيروان صراف

700 
 

٩  

   د.نامن  یم ليتبد نيرا ژاکوب٩شماره 
 

بخش  هيکه در قض یفرمول  انتگرال در مختصات کرو ٨با استفاده از فرمول شماره   – ٨مثال 
۶    .ديآمده ، استخراج کن۶

 پاسخ 
  . يم، دار ينجاا

 
   .ميدار٩پس بر اساس شماره 

 

٢ ٢  
 

٢ ٢  
٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

٢  
   .ميدار٨س است ، پس بر اسا٢است ، لذا چون 

 
 شده باشد ،  فيتعر ريمطابق  ز یفضا در هياگر ناح

١ ٢ ١ ٢ ،  
١و اگر  ٢ ١ ١و ٢باشند و اگر  وستهيپ٢ و ٢

١     شود.  یم٨باشد ، پس شماره ٢

 
۶بخش  هيکه همان فرمول قض   است. ۶
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 ٨.۶ يناتتمر
  . يدکن يدارا پ  ينژاکوب  يلتبد يرز يناتدر تمر

١ ٣ ۴
١
٢

١
۶

 

٢ ٢ ٢ 
٣  
۴  

   .ديداده شده ، انتگرال را محاسبه کن ليبا استفاده از تبد ريز ناتيدر تمر

۵  
١و ١خطوط  نياست محصور ب یا هيناحاگر 

۴
 ٣و 

   است.و ٣ يدفرض کن

۶  
٢و ١و ٢خطوط  نياست محصور ب یا هيناحاگر  ٣ ١ 

٢و  ٣ 
١ ديفرض کن

۵
١و ٣

۵
   است.٢

 
  . ديها ، انتگرال را محاسبه کن ريمناسب متغ رييبا تغ ريز ناتيدر تمر

٧  
٢خطوط  نيمحصور ب یا هيناحاگر  ٢و ١ ٢و ٢ ١ 

٢و     باشد.٣

٨  

 یضيمحصور توسط ب هيناحاگر 
٢

٢

٢

٢   باشد.  ١
 
 است در ربع اول یا هيناح  .ديکن داي، پداده شده   ليرا با استفاده از تبد هيمساحت ناح  - ٩

 محصور توسط

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ١
٢

 

    باشد.و     ديباشد و فرض کنکه   یدر صورت
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 ٨.۶ ناتيپاسخ تمر
  . يدکن يدارا پ  ينژاکوب  يلتبد يرز يناتدر تمر

١ ٣ ۴
١
٢

١
۶

 

٣ ۴
١
٢

١
۶

٣
١
۶

۴
١
٢

۵
٢

 

 
٢ ٢ ٢ 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ 

 
 

٣  

٢  

 
۴  

١
 

١ ١ ١  
 

   .ديداده شده ، انتگرال را محاسبه کن ليبا استفاده از تبد ريز ناتيدر تمر

۵  
١و ١خطوط  نياست محصور ب یا هيناحاگر 

۴
 ٣و 

  است.و ٣ يدفرض کن
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 پاسخ 
   .ميکن  یم دايرا پابتدا 

٣ ١
١

٣ ١ ١ ١ 

١ یاو بر١،  ميدار١ یکه برا ديکن  یملاحظه مکردن  دايپ یبرا
۴

 

١ ميدار
۴

١که  یبطور٣
۴

١
۴

  ايو 

٣  .ميدار٣ یبرا  ١ جهيدر نت٠ ايو ٣
 ٠ ريتصو  است.و و 

 

 

١
٢

٢
١

١
١١١

 

٢
١

٢

٢

۴
١
٢ ١

٢

۴
١
٢

١
۴١

 

١
۴

٢ ٣  

  

۶  
٢و ١و ٢خطوط  نياست محصور ب یا هيناحاگر  ٣ ١ 

٢و  ٣ 
١ ديفرض کن

۵
١و ٣

۵
   است.٢

 پاسخ 
  .ميکن  یم دايرا پابتدا 
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٣
۵

١
۵

٢
۵

١
۵

٣
۵

١
۵

١
۵

٢
۵

١
۵

 

١ ميدار٢ یکه برا ميکن  یمشاهده مکردن  دايپ یبرا
۵

٣ ١
۵

٢ ٢ 

   است.٢که  یبطور  
١ ميدار١ یبرا

۵
٣ ١

۵
٢    است.١که  یبطور١

٢ یبرا ٣ ٢ ميدار١
۵

٣ ٣
۵

٢    است.١که  یبطور١

٢ یبرا ٢ ميدار٣
۵

٣ ٣
۵

   است.که  یبطور٢

١خطوط  نيمربع است محصور ب کيپس ،  ٢   ريتصو١

 

 

 
١

۶٢۵
١٢ ٣ ٨ ٢ ٢ ٣

٢

١

١
 

١
۶٢۵

٣ ۴ ٨
٣

٣ ١
٢

٢ ٢ ٣ ٢
١

١
 

١
۶٢۵

۴۵ ٢۴
٣
٢

٢ ٣ ٣
١

 

١
۶٢۵

۴۵ ١٢ ٢ ١
٢

٣ ٣
۴

۴ ١ ١٣٣
٢۵
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  . ديها ، انتگرال را محاسبه کن ريمناسب متغ رييبا تغ ريز ناتيدر تمر

٧  
٢خطوط  نيمحصور ب یا هيناحاگر  ٢و ١ ٢و ٢ ١ 

٢و     باشد.٣
 پاسخ 

  . ميکن فيتعر ريرا مطابق ز ميکن  یفرض م  
٢ و ٢  

  مينيب  یمکردن  دايپ یبرا
٢ یبرا  ١ ميدار١
٢ یبرا  ٢ ميدار٢
٢ یبرا  ١ ميدار١
٢ یبرا  ٣ ميدار٣

 است ، محصور توسط خطوط در صفحه  یليمستط هيناح کيپس 
١ ٢ ١ ٣ 

 .ميکن  یم دايرا پ    حالا

١ ٢
١ ٢

١ ٢ ٢ ١ ۴ 

   .ميپس دار

 
٣

٣

١
۴

٢

١

١
٣

۴

١۶
٢
١

١۵
١۶

١
٣

٣

١

٣

١

٣

١
 

١۵
٣٢

١
٢

٣
١

١۵
٣٢

١
٩

١
۵

١٢
 

  

٨  

  یضيمحصور توسط ب هيناحاگر 
٢

٢

٢

٢   باشد.  ١
 اسخ پ

   شود. فيتعر ريمطابق ز ميکن  یفرض م
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و  

 یکه برا ميکن  یمشاهده مکردن  دايپ یبرا
٢

٢

٢

٢ ٢ ميدار١ ٢  سکيد کيپس ١

٢واحد  ٢   ريتصو٠ ستميدر س١
 

 
 .ميکن  یم دايرا پ    حالا

١

١
١ ١ ١

 

 لذا ٠  .ميپس دار  .ميکن  یحل م یرا برامعادله 

 
 با  مينک  یم ليتبد یبه مختصات قطب

و  
  . ميپس دار

 
٣ ٢ ٢ ٣ ٢

۴

۴

٢
١

١٢
 

٣

۴
٢

٣

۴
١
٢

١
٢

٢
٢٢

 

٣

۴ ٢
١
۴

٢ ٢
٣

۴
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است در ربع اول  یا هيناح  .ديکن داي، پداده شده   ليرا با استفاده از تبد هيمساحت ناح  - ٩
 محصور توسط 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ١
٢

 

    باشد.و     ديباشد و فرض کنکه   یدر صورت
 پاسخ 

   .ديکن  یملاحظه م ريدر تصو هيو ناح ريدر تصو هيناح

                                        
 .ميکن  یم دايرا پ

 

 
٢.  مياست ، پس دارچون  ٢ ٢  دايپ یبرا  است.که  یبطور٢

 که  يمکن  یم ملاحظهکردن 
٢ یبرا ٢ ٢ميدار٢ ٢ ٢ ٢ ٢ و پس ، چون ٢

  است.است ، پس 
٢اگر  قيطر نيبه هم ٢    است. ميباشد ، دار٢

 است.  مياراست ، دپس چون   ميدار یبرا
١ یبرا

٢
١ ميدار

٢
  مياست ، دارپس چون 

١
٢

 

١که  یبطور
٢

١ ايو 
٢

١
٢

٢ اي ١ اي٣
٢

٣ 
   .رياست محصور توسط خطوط ز ستميدر س یليمستط هيناح کي يجهدر نت

١
٢

٣ 

 تيو در نها
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١ ٢ ٣ ١

٢
٣

١
٢

٣
٢

٢
 

١
۴

٢ ٢ ٣ 
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Abolish محو کردن 
About  اطراف -در هر دو طرف 
Abscissa طول 
Absolute Convergence مطلق همگرائی 
Absolute Convergence Series مطلق همگرای سری 
Absolute Convergence Test مطلق همگرائی آزمون 
Absolute Value  قدر مطلق 
Absolutely Convergent همگرا مطلقا - همگرا بطورمطلق 
Acceleration شتاب 

Accumulated Value 
مقدار افزوده  -مقدار ذخيره شده  -مقدار جمع شده 

 شده
Accuracy  دقت -صحت 
Acute Angle حاد زاويه 
Add  اضافه کردن -جمع کردن 
addend  مضاعفعدد  -عدد افزوده شده 
Additive Identity عدد خنثی در جمع 
Additive Inverse  مخالف  -قرينه 
Adjacent Angles مجاور زوايای 
Admit  پذيرفتن -قبول کردن 
Airstrip فرودگاه باند 
Algebraic Expression عبارت جبری 
Algebraically به زبان جبری 
Algorithm  مسائل هر شيوه علمی برای حل-الگوريتم 
Align  تنظيم کردن يا شدن 
Along  در امتداد يا در طول 
Alternate  يک درميانی -تناوب 
Alternate تناوب 
Alternate Angles متبادل زوايای 
Alternating متناوب 
Alternating Harmonic Series متناوب توافقی سری 
Alternating Series منفی و ثبتم ميان در يک سری - متناوب سری 
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Alternating Series Test متناوب سری آزمون 
Alternative Test متناوب ازمون 
Altitude  بلندی -فراز  -ارتفاع 
Amplitude نوسان دامنه 
Analyze تجزيه و تحليل کردن 
Angle Measure اندازه زاويه 
Angle of Elevation نما فراز زاويه 
Angular Speed ای زاويه سرعت 
Animation کارتون - سازی زنده 
Antiderivative ضد مشتق 
Approach نزديک شدن 
Approximate  تخمين زدن 
Arbitrary اختياری 
Arc Length Function کمان يا قوس طول تابع 
Arch طاق 
Architecture  معماری 
Area مساحت 
Arithmetic Sequence دنباله حسابی 
Arrangement  قرار دادن -ارايش 

Array 
شماره ها در رديف يا ستون آرايش منظم   -آرايه 
 است 

Assert  تآييد کردن -تصريح کردن 
Assign تخصيص دادن 
Assign  اختصاص دادن -تعين کردن 
Assign تعيين کردن تخصيص دادن 
Assign دادن اختصاص 
Associative Property خاصيت شرکت پذيری 
Astronomy  ستاره شناسی 
Asymptote  منحنی در بينهايتتانژانت  -خط مجانب 
At Least حد اقل 
At Most حد اکثر 
Average  ميانگين -معدل 
Axes محورها 
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Axis محور 
Bar Graph نمودار ميله ای 
Base قاعده 
Base پايه 
Basic  ساده -اصلی  -پايه 
Basic بنيادی 
Bearing موقعيت 
Behavior  رفتار کردن -عمل کردن 
Between ما بين 
Binomial دو جمله ای 
Binomial Coefficient ضريب دو جمله ای 
Binormal دوم قائم - دوم نرمال 
Bisection Method روش نصف کردن بازه 
Boundary لبه – مرز - کرانه 
Boundary Line خط مرزی 
Boundary Line مرزی خط 
Boundary Point مرزی نقطه 
Boundary Point of a Set مجموعه يک مرزی نقطه 
Bounded کران دار 
Bounded Above از طرف بالا کران دار 
Bounded Below از طرف پائين کران دار 
Braces { } آکولاد ها 
Brackets [ ] کروشه ها 
Break Even سود و زيان شدن   بی 
Buoyant Force نيروی شناور 
Calculate  حساب کردن -محاسبه 
Calculus حسابان 
Calculus  حسابان -رياضيات جامع 
Cancel حذف کردن 
Carbon Dating تعيين قدمت اجسام کربن دار 
Cardioid شکل قلب منحنی - گون دل منحنی 
Cartesian Coordinate System محورهای مختصات 
Cartesian Coordinates دکارتی مختصات 
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Center مرکز 
Center of Gravity مرکز ثفل 
Central Angle زاويه مرکزی 
Central Angle مرکزی زاويه 
Centripetal Acceleration گرا مرکز شتاب 
Centripetal Force مرکز از کشش نيروی - گرا مرکز نيروی 
Centroid ثقل مرکز - گرانيگاه 
Charge ای نقطه بار 
Charge الکتريکی بار 
Charge Density بار چگالی 
Circuit مدار 
Circular Functions دورانی توابع 
Circumference (دايره) محيط 
Circumscribe محيط کردن 
Closed Interval بازه بسته 
Coefficient ضريب 
Coincide منطبق بودن 
Coincide منطبق بودن 
Coincident منطبق 
Column ستون 
Combination ترکيب 
Combine  تلفيق کردن -توأم کردن  -با هم پيوستن 
Combine  يکی کردن -تلفيق کردن  -ادغام کردن 
Combine تلفيق کردن 
Combined   مرکب -ترکيبی 
Comet ستاره دنباله دار 
Common مشترک 
Common مشترک 
Common Ratio  خارج قسمت مشترک -نسبت مشترک 
Commutative Property خاصيت جابجائی 
Comparison Test مقايسه آزمون 
Complement  مکمل -متمم 
Complement Angles متمم های زاويه 
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Complex Fraction  کسر مرکب 
Complex Numbers اعداد مرکب 
Complex Rational Expression عبارت گويای مرکب 
Complicated  بغرنج -پيچيده 
Component  سلزنده -جز  -بخش  -مؤلفه 
Component ؤلفهم 
Component مؤلفه 
Composed with ترکيب شده با 
Composite Function  تابع ترکيبی -تابع مرکب 
Composite Function مرکب تابع 

Compound 
بهره پول و بهره متعلق به بهره آن را حساب  -مرکب 
 کردن

Compound Interest ربح مرکب 
Compression  تراکم -فشردگی 
Compute  حساب کردن -محاسبه کردن 
Concept فهومم 
Conic Sections مقاطع مخروطی 
Conjugate مزدوج 
Connection  پيوند -رابطه 
Consecutive  پشت سر هم -متوالی 
Consistent  سازگار -بی تنلقض 
Constant  مقدار ثابت -عدد ثابت 
Constant Term جمله ثابت 
Constraint محدوديت - قيد 
Construct ساختن 
Contain  دارا بودن -شامل بودن 
Contained بر در - مندرج - مشمول 
Continuity پيوستگی 
Continuous پيوسته 
Contradiction تناقض 
Convergent همگرا 
Coordinate  مختصات 
Coordinate Plane صفحه مختصات 
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Correspondence مطابقت 
Correspondence ارتباط - تطابق - تناظر 
Corresponding  متناظر -هم نظير 
Corresponding متناظر 
Corresponding Angles متناظر ايایزو 
Co-terminal  Angles انتها هم زوايای 
Cross Product طرفين وسطين کردن 
Cross Product برداری ضرب 
Cross Section  مقطع -برش عرضی 
Cross Section Area مساحت سطح مقطع 
Cube مکعب 
Cube مکعب 
Cube Root ريشه سوم 
Cubed توان سوم 
Curvature انحنا - خميدگی 
Curve منحنی 
Cusp گشت ازب نقطه 
Cycle تناوب دور 
Cyclic تناوبی 
Cycloid  سيکلوئيد -چرخ نما 
Cylinder استوانه 
Dashed Line خط چين 
Deal with پرداختن به 
Decay  (مواد راديو اکتيو) کاهش -فرو کاست 
Decimal Places  ارقام اعشاری 
Decompose تجزيه کردن 
Decrease  نزول کردن -کم شدن 
Deduce  نتيجه گرفتن -استنتاج کردن 
Define  معنی کردن -تعريف کردن 
Define مشخص کردن 
Definite  داری حدود -معين  -مشخض 
Degenerate مشخص نا - تبهگون - تباهيده 
Degree درجه 
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Degree درجه 
Denominator مخرج 
Density تراکم - غلظت - چگالی 
Dependent وابسته 
Dependent Variable متغير وابسته 
Derivative مشتق 
Derive  استنباط کردن  -فتن اشتقاق يا -استنتاج کردن 
Descending Order به ترتيب نزولی 
Design طراحی 
Designate مشخص کردن 
Determinant  ديترمينانت -مبين 
Determinant نمايانگر - مبين 
Determinant of Matrix ماتريس ديترمينان 
Determine  حکم دادن -تعيين کردن 
Determined شده تعريف - شده مشخص - شده تعين 
Develop بسط دادن 
Diagonal    اريب -مورب  -قطر 
Diagram نمودار 
Diameter قطر 
Die طاس تخته نرد 
Differentiability ديفرانسيلی 
Differentiable  قابل مشتق گيری -مشتق پذير 
Dimension بعد 
Dimensionless بعد بدون 
Direction جهت 
Direction Angle راهنما زاويه 
Direction Cosine راهنما کسينوس 
Direction Vector هادی بردار 
Directional دار جهت 
Directional Derivative دار جهت مشتق 
Directional Derivative of Function راستا يک در تابع مشتق 
Directrix هادی منحنی - هادی خط 
Discontinuous  گسسته -نا پيوسته 
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Discriminant  مجزا کننده -مشخص کننده 
Discriminate  مجزا کردن -مشخص کردن 
Disjoint مجزا 
Disk ديسک صفحه گرد 
Distance  مسافت -فاصله 
Distinct  متمايز -مجزا  -متفاوت 
Distribute  توزيع کردن -پخش کردن 
Distributive Property خاصيت توزيعی 
Divergent واگرا 
Diverse   گوناگون -متنوع 
Divide تقسيم کردن 
Divide and Conquer جدائی انداز و تسخير کن 
Dividend   بخشی -مقسوم 
Divisor  بخشياب -مقسوم عليه 
Domain دامنه 
Dot Product عددی ضرب - ای نقطه ضرب 
Double مضاعف 
Double Angle Formula فرمول زاويه مضاعف 
Double Integral گانه دو انتگرال 
Downward به طرف پائين 
Due  موعد پرداخت -سر رسيد 
Elastic Force نيروی کشسائی 
Element  عنصر -عضو 
Eliminate حذف کردن 
Elimination حذف 
Ellipse بيضی 
Empty Set مجموعه تهی 
End Behavior وضع انتهائی 
Endpoint نقطه انتهائی 
Engage پرداختن به 
Equality تساوی 

Equally Likely Outcomes 
پيش آمد های با شانس  -پيش آمد های هم شانس 

 مساوی
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Equation  تساوی -معادله 
Equator خط استوا 
Equilateral Triangle مثلث متساوی الاضلاع 
Equilibrium تعادل 
Equivalent  متشابه -هم ارز  -معادل 
Equivalent Equations  معادله های معادل -معادله های هم ارز 
Establish  محقق کردن -ثابت کردن 
Evaluate  مقدار عددی پيدا کردن -ارزيابی کردن 
Even زوج 
Event اتفاق 
Exclude در نظر نگرفتن 
Exclusive  محض -تنها  -صرف 
Exert ردناعمال ک 
Exhale دمَ باز 
Exhaustion جزء به جزء 
Expand پسط دادن 
Expand  گستردن -بسط دادن 
Explicitly بطور صريح بيان کردن 
Exponent توان 
Exponential Equation معادله مجهول القوه 
Exponential Expression  توان -عبارت توان دار 
Exponential Function وهتابع مجهول الق 
Exponential Probability احتمال مجهول القوه 
Extraneous نا مربوط 
Factor عامل 
Factor  فاکتور گرفتن -عامل مشترک  -فاکتور  -عامل 
Factorization فاکور گيری 
Fair   بی عيب -سالم 
False غلط 
Figure  تصوير -شکل 
Finance  امور مالی -مالی 
Finite Sum محدودی جمع تعداد 
Fit جور کردن 
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Flatten  صاف شدن -پهن شدن 
Foci کانون ها 
Focus کانون 
Formula فرمول 
Fraction کسر 
Frustum of a cone  مخروط ناقص -مخروط سر و ته بريده 
Function تابع 
Fundamental اساسی 
Future Value  ارزش آينده 
Gear چرخ دنده 
General Term یجمله عموم 
Generalized يافته تعميم 
Generalized Comparison Test يافته تعميم مقايسه آزمون 
Generalized Convergence Test يافته تعميم همگرائی آزمون 
Generalized Ratio Test يافته تعميم نسبت آزمون 
Generalized Root Test يافته تعميم ريشه آزمون 
Geometric هندسی 
Geometric Sequence دنباله هندسی 
Globe کره زمين 
Golden Ratio  عدد طلائی -نسبت طلائی 
Gradient  زاويه ضريب - گراديان - شيب 
Gradient of a Function تابع گراديان 
Gradient of a Line خط شيب 
Gradient of a Straight  Line راست خط زاويه ضريب - زاويه ضريب 
Graph  نمايش هندسی -نمودار 
Greater Than بزرگ تر از 
Greatest Lower Bound بزرگ ترين کران پائين 
Group  دسته بندی کردن -گروه بندی کردن  -گروه 
Growth  رويش -رشد 
Half-life ر (يک ماده راديو اکتيو)نيمه عم 
Half-Planes نيم صفحه ها 
Head  سر 
Heat Index گرما شاخص 
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Height ارتفاع 
Hemisphere نيم کره 
Hexagon شش ضلعی 
Horizontal افقی 
Horizontal Shift جابجائی افقی 
Hydrostatic Force فشار هيدرو استاتيک 
Hyperbola  هذ لولی 
Identical کاملا همانند 
Identity خنثی  -مانی اين ه 
Image  باز تاب -انعکاس  -تصوير 
Imaginary Unit  واحد موهومی -واحد تصوری 
Implicitly بطور ضمنی بيان کردن 
Improper  ناسره -غير حقيقی  -نا جور 
In Term of  بر حسب 
Include به حساب آوردن 
Included  به حساب آمده -شامل شده  -گنجانده شده 
Inclusive  به حساب امده -شامل 
Inconsistent متناقص 
Increase  صعود کردن -زياد شدن 
Independent Variable متغير مستقل 
Index   شاخص -نما 
Index شاخص 
Individual شخصی 
Individual Retirement Account حساب باز نشستگی شخصی 
Inequality  نا مساوی -نا معادله 
Infinite بی نهايت 
Inhale  َمد 
Initial Side ضلع اوليه 
Initial Side ابتدائی ضلع 
Input ورودی 
Inscribe محاط کردن 
Inscribed محاط 
Instantaneous Velocity سرعت لحظه ای 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



ی به فارسیواژه نامه رياضی انگليس [Type text] انوشـيروان صراف  

12 
 

Integers اعداد صحيح 
Integral Multiples of x صحيح های مضرب  x 
Integrand  انتگراند -عبارت داخل انگرال 
Integration by Parts انتگرال گيری جزء به جزء 
Intensity  مقدار -ميزان  -شدت 
Intercept  تقاطع -ميان بر  -قطع کردن 
Interest  سود -بهره 
Interest Compounded Monthly بهره مرکب ماهانه 
Interest Compounded Quarterly بهره مرکب سه ماهه 
Interest Compounded Semiannually  مرکب شـش ماهه  بهره 
Interest Compounded Yearly بهره مرکب سالانه 
Interior Point داخلی نقطه 
Interior Point of a Set مجموعه يک داخلی نقطه 
Intermediate Value مقدار ميانی 
Interpret  توضيح دادن -تفسير کردن 
Interpretation تفسير 
Intersection اشتراک 
Intersection of Sets اشتراک مجموعه ها 
Intervals   فاصله -ميانين  -بازه ها 
Introduction مقدمه 
Intuitively شهودی بطور 
Inverse Function تابع معکوس 
Invest سرمايه گذاری کردن 
Irrational Numbers اعداد گنگ 
Is Equal to مساوی است با 
Is not Equal to مساوی نيست با 
Isolate Point مجزا نقطه - منفرد نقطه 
Isosceles Triangle مثلث متساوی الساقين 
Iterated Integral مکرر انتگرال 
Jacobian ژاکوبين 
Jacobian Determinant ژاکوبين مينان دتر 
Jacobian Transformation ژاکوبين تبديل 
Joint مشترک 
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Latus Rectum  سهمی پارامتر - کانونی وتر - اطول قطر طول   
Launch پرتاب کردن 
LCD کوچک ترين مخرج مشترک 
Least کوچک ترين 
Least Upper Bound کوچک ترين کران بالا 
Left-Hand Limit حد سمت چپ 
Lemma  گزاره ای که درست فرض ميشود -اصل موضوع 
Length طول 
Less Than کوچک تر از 
Level Curve تراز منحنی 
Level Surface تراز سطح - تراز رويه  
Like Radicals راديکال های متشابه 
Like Terms جمله های متشابه 
Likelihood  احتمال -امکان 
Limit حد 
Limits of Integration گيری انتگرال حدود 
Line Segment پاره خط 
Linear   خطی 
Linear Equations   معادله های خطی 
Linear Equations in one Variable معادله های خطی يک مجهولی 
Linear Programming  برنامه ريزی خطی 
Linear Speed خطی سرعت 
Local Maxima ما گزيمم محلی 
Local Minima مينيمم محلی 
Locate  نشان دادن -تعيين کردن  -مشخص کردن 
Location  مکان هندسی 
Logarithmic Function تابع لگاريتمی 
Long Period  دوره طولانی -پروسه طولانی 
Lower Bound نپائين کرا 
Lower Sum مجموع پائين 
Lowest Term  (کسر) ساده ترين شکل 
Magnitude مقدار - قدر 
Major اصلی 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



ی به فارسیواژه نامه رياضی انگليس [Type text] انوشـيروان صراف  

14 
 

Map into سو يک گسترس 
Map onto پوشا گسترس 
Mapping نقطه به نقطه انتقال 
Marginal Cost هزينه نهائی 
Marginal Revenue درامد نهائی 
Mass جرم 
Mass Density مخصوص جرم 
Matrices متريس ها جمع متريکس 
Matrix متريکس 
Matter ماده 
Mean Value Theorem ميانگين مقدار قضيه 
Mesh مشبک - مانند تور - شبکه 
Method of Exhaustion روش جزء به جزء 
Midpoint نقطه ميانی 
Minor فرعی 
Mixed Partial Derivative اميخته ای پاره مشتق - مخلوط جزئی مشتق 
Model   مدل -انگاره 
Model  انگاره -نمونه  -الگو 
Moment گشتاور 
Monomial يک جمله ای 
Multiple مضرب 
Multiple ضريب 
Multiplicative Identity عدد خنثی در ضرب 
Multiplicative Inverse عدد وارونه در ضرب 
Multiply ضرب کردن 
Mutual متقابل - طرفه دو - جانبه دو 
Mutually متقابلا 
Mutually Exclusive Events اتفاق های ناسازگار 
Mutually Perpendicular هم بر عمود دو به دو 
Natural Numbers اعداد طبيعی 
Navigating ها کشتی آمد و رفت - رهيابی 
Negation  انکار -نفی 
Negative منفی 
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Negative Square Root ريشه دوم منفی 
No Less Than نه کمتر از 
No More Than نه بيشتر از 
Nondegenerate تبهگون نا - مشخص 
Non-degenerate پذير نا زوال 
None Empty نا تهی 
Nonlinear غير خطی 
Nonzero  بجز صفر -غير از صفر 
Norm   ميانگين -حد متوسط 
Normal Line (در نقطه مماس) خط قائم بر منحنی 
Normal Plane قائم صفحه 
Normal to a Plane صفحه بر قائم 
Normal Vector قائم بردار - عمودی بردار 
Notation نماد 
nth Root ريشه انم 
Number Line محور اعداد 
Oblique مورب 
Observation مشاهده علمی 
Obtuse Angle منفرجه زاويه 
Octagon گوش هشت 
Octant هشتم يک 
Octants ها گانه هشت 
Odd (مانند عدد فرد) فرد 
One-Sided يک طرفه 
One-to-one Function کتابع يک به ي 
Open Interval بازه باز 
Operations   تقسيم) -ضرب  -تفريق  -انجام عمليات (جمع 
Operations   عمليات 
Opposite  مخالف  -قرينه 
Orbit  دور زدن  -چرخيدن 
Orbit  در مدار چرخيدن -دور زدن  -مدار 
Order ترتيب 
Ordered Pair دو گانه مرتب 
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Ordered Pair مرتب زوج - مرتب تائی دو 
Ordered Triple سه تائی مرتب 
Ordered Triple مرتب تائی سه 
Ordinate عرض 
Orientation جهت 
Origin مبدأ 
Outcome  بازده -پيامد  -نتيجه 
Output خروجی 
Overlap  ری هم افتادن -تداخل کردن 
Pair  جفت -زوج 
Pane  جام -شيشه 
Parabola سهمی 
Parallel موازی 
Parallelepiped السطوح متوازی 
Parameter مشخص مقدار - پارامتر 
Parameter Space پارامتری فضای 
Parameterization سازی پارامتر - کردن پارامتری 
Parameterize کردن پارامتری 
Parameterize کردن پارامتر 
Parameterize پارامتری کردن 
Parameterized شده پارامتری 
Parametric پارامتری 
Parametric پارامتری 
Parametric Curve پارامتری منحنی 
Parametric Curve پارامتری منحنی 
Parametric Domain پارامتری قلمرو 
Parametric Equation پارامتری معادله 
Parametric Representation پارامتری نمايش 
Parametric Representation of a Curve منحنی يک پارامتری نمايش 
Parametric Space پارامتری فضای 
Parametrically پارلمتری معادله با 
Parentheses  ( ) پرانتز ها 
Partial Sum جزئی مجموع 
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Partial Summation جزئی بندی جمع 
Partition  تقسيم بندی -پارش 
Path مسير 
Pattern  طرح -نمونه  -الگو 
Payment Period دوره يرداخت 
Pendulum پاندول 
Perfect Square مربع کامل 
Perimeter  محيط -پيرامون 
Perimeter  محيط 
Period  دوره تناوب -دوره 
Period تناوب دوره 
Period تناوب دور 
Periodic تناوبی 
Periodic Functions تناوبی توابع 
Permutation جايگشت 
Phase دوره - گام 
Phase Shift جائیجاب گام 
Phenomena پديده ها 
Phenomena پديده ها 
Phenomenon پديده 
Phenomenon پديده 
Phenomenon پديده 
Piecewise قطعه به قطعه - ای تکه 
Piecewise Continuous پيوسته پاره پاره - پيوسته قطعه به قطعه 
Piecewise Smooth هموار قطعه به قطعه 
Piecewise-defined function تابع چند ضابطه ای 
Plane صفحه 
Plane صفخه 
Plane Region مسطح ناحيه 
Planet سياره 
Plot  نشان دادن ی تعيين کردن 
Point of Intersection  نقطه تقاطع 
Point of Tangency نقطه مماس 
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Polar Coordinate دستگاه مختصات قطبی 
Polygonal چند گوشه 
Polygonal Arc ضلعی چند کمان 
Polygonal Curve بری چند منحنی 
Polynomial  چند جمله ای 
Portion قسمت 
Positive مثبت 
Positive Square Root ريشه دوم مثبت 
Power Series یتوان یها یسر  
Precise دقيق 
Prime Polynomial (غير قابل فاکتور گيری) چند جمله ای اول 
Principal   سرمايه 
Principal Axis اصلی محور 
Principal Square Root ريشه دوم مثبت 
Principle of Superposition نهی هم بر اصل 
Probability احتمال 
Probability Model مدل احتمال 
Problem مسآله 
Procedure  اصلوب -روش 
Process  مرحله -جريان  -عمل 
Process مختلف مراحل 
Projectile  پرتابی -پرتاب کردنی 
Projection of x along y تصويرx  امتداد در  y 
Projection Plane تصويری صقحه 
Proper  محض -سره  -حقيقی 
Properties خواص 
Property  خصوصيت -خاصيت 
Property  خاصيت -خصوصيت 
Punch  نيشگون گرفتن -بين دو انگشت قرار دادن 
Quadrant  ربع دايره -ربع صفحه 
Quadrantal Angle مرزی زاويه 
Quadratic Equation معادله درجه دو 
Quadrilateral چهار ضلعی 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



ی به فارسیواژه نامه رياضی انگليس [Type text] انوشـيروان صراف  

19 
 

Quantity  کميت 
Quantity کميت 
Quotient خارج قسمت 
Quotient  بهره -خارج قسمت 
Radial شعاعی 
Radial Vector شعاعی بردار 
Radical  راد يکال 
Radicand عدد زير راد يکال 
Radius (دايره) شعاع 
Radius of Curvature خميدگی شعاع - انحنا شعاع 
Radius Vector شعاعی بردار 
Random تصادفی 
Range برد 
Rate  سرعت متوسط -حد متوسط  -ميزان  -نرخ 
Rate  مقدار -نرخ  -ميزان  -نسبت 
Ratio  خارج قسمت  - نسبت 
Ratio Test نسبت ازمون 
Rational Exponent   توان گويا -توان کسری 
Rational Numbers اعداد گويا 
Rationalize گويا کردن 
Rationalizing the Denominator  گويا کردن مخرج کسر 
Real Numbers اعداد حقيقی 
Real-Valued Function حقيقی تايع 
Reasonable منطقی 
Reciprocal  معکوس -وارونه 
Rectangle مستطيل 
Rectangular Coordinate System محورهای مختصات 
Rectangular Parallelepiped قائم السطوح متوازی - مستطيل مکعب 
Recursive باز گشتی 
Reduce ساده کردن 
Reference مراجعه -رجوع  -ع ارجا 
Reference Angle مرجع زاويه 
Reflection انعکاس 
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Reflector منعکس کننده 
Region  منطقه -بخش 
Regression  رگراسيون -انعکاس 
Regular Pattern الگوی منظم 
Related مربوطه 
Relation رابطه 
Remainder باقيمانده 
Remarkable قابل توجه 
Represent  بجای چيزی بکار رفتن -مجسم کردن  -ن دادن نشا 
Resistance مقاومت 
Resistor مقاوم 
Resolution of a Vector بردار يک تجزيه 
Resolve into به کردن تجزيه 
Restricted  کنترل شده -محدود شده 
Resultant برآيند نيروی 
Reverse  ضد -وارونه  -معکوس  -عکس 
Review  مرور کردن -دوره کردن 
Rhythmic آهنگ و وزن دارای 
Right Angle قائمه زاويه 
Right-Hand Limit حد سمت راست 
Rise  صعود کردن -بالا رفتن 
Roll Die طاس ريختن 
Root ريشه 
Root ريشه 
Root Test ريشه ازمون 
Roster Form (برای مشخص کردن مجموعه) فهرست وار 
Rotate نبر محور خود چرخيد 
Row رديف 
Rule قاعده 
Rule قانون 
Sample Space فضای نمونه 
Sandwich ساندويچ 
Satellite ماهواره 
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Satisfy شرائط يا الزامات چيزی را برآوردن 
Scalar عددی کميت 
Scalar Multiple عددی مضرب 
Scalar Multiplication عددی ضرب 
Scatter پراکنده 
Scatter Diagram ر پراکندگینمودا 
Scientific Notation  نماد علمی -عدد نويسی علمی 
Secant  سکانت -خط قاطع 
Second Degree Equation معادله درجه دوم 
Section  قسمت -بخش 
Sector قطاع دايره 
Sector قطاع 
Sequence دنباله 
Set مجموعه 
Set Builder Notation جموعه)توصيف مجموعه (برای مشخص کردن م 
Sharp Corner نقطه مماس 
Shift  جا بجا شدن -تغير مکان دادن 
Shift دادن مکان تغيير - کردن جابجا 
Side  ضلع 
Similar متشابه 
Simple Interest ربح ساده 
Simplify ساده کردن 
Simultaneously توآم - همزمان 
Sine Wave سينوسی موج 
Single Integral منفرد يا ساده انتگرال 
Situation موقعيت 
Slant  يک وری -کج  -اريب 
Slant کج - اريب - شيب 
Slope  ابشت -شيب 
Slope-Intercept Form برخوردگاه-شکل شيب -تقاطع -شکل شيب 
Smooth Curve  منحنی صاف -منحنی يک دست 
Solid  سه بعدی -جامد 
Solid  جسم سه بعدی -جسم جامد 

���������	
��
�	�
��	��www.riazisara.ir



ی به فارسیواژه نامه رياضی انگليس [Type text] انوشـيروان صراف  

22 
 

Solid بعدی سه - جسم 
Solid Line خط کامل 
Solid Region بعدی سه ناحيه 
Solution  جواب -راه حل  -حل 
Solution Region منطقه جواب 
Solve حل کردن 
Space فضا 
Space Curve فضائی منحنی 
Space Geometry فضائی هندسه 
Spandrel سه گوش قوسی 
Special مخصوص 
Special Products  حاصل ضرب های مخصوص -اتحاد های مهم 
Specified  معلوم -معين  -مشخص 
Specify مشخص کردن 
Specify کردن مشخص 
Speed است عددی کميت يک سرعت مقدار 
Sphere کره 
Spiral پيچ مار 
Square مربع 
Square مربع 
Square Root  جذر -ريشه دوم 
Square Root Function  تابع ريشه دوم -تابع جذری 
Squeeze  چلاندن -فشردن 
Standard Position متعارف محل 
Statement   بيان کردن -اظهار  -بيان 
Statistics آمار 
Steepness  سراشيبی -سرازيری 
Step Function بع پلکانیتا 
Straight Angle زاويه نيم صفحه که مساوی صد و هشتاد درجه است 
Stretch  کشيده شدن -کش آمدن 
Sub Set زير مجموعه 
Subinterval بازه فرعی 
Submerge غوطه ور 
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Subscripted زير نويس دار 
Substitution  جای گزين کردن -جانشينی 
Subtract  کسر کردن -تفريق کردن 
Successive  متوالی -پشت سر هم  -بعدی  -پيا پی 
Sum  افزانه -جمع 
Sum مجموع - جمع خاصل 
Sum of Series سری مجموع 
Summand جمع وند 
Supplementary Angles مکمل های زاويه 
Support نگهداشتن 
Surface Area    رويه جانبی  –سطح جانبی 
Survey  مطالعه -بررسی 
Surveying برداری نقشه 
Swing  حرکت تاب -حرکت پاندولی  -نوسان 
Symbol نماد 
Symmetric  قرينه -متقارن  -هم اندازه 
Symmetric Equation تقارنی معادله 
Symmetry تقارن 
System دستگاه 
Tail دم 
Tangent Line خط مماس 
Tangent Plane Approximation مماس صفحه تقريب 
Tangential مماسی 
Tangential Acceleration مماسی شتاب 
Tangential Component of 
Acceleration شتاب مماس مؤلفه 
Technique  تکنيک -روش 
Tendency گرايش 
Term  جمله -مه کل -اصطلاح 
Terminal Side ضلع ثانوی 
Terminal Side انتهائی ضلع 
Test Point نقطه آزمايش 
Tetrahedron چهاروجهی 
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The Same Number  همان عدد -يک عدد 
Theorem قضيه 
Three Dimensional سه بعدی 
Tilt  سرازيری -کجی  -کج کردن  -کج شدن 
Time  مدت -وقت  -زمان 
Time Value of Money  پولارزش زمانی 
Torus  چيزی شبيه لاستيک باد شده -چنبره 
Torus چنبره - حلقه 
Toss شير يا خط کردن 
Toss بالا انداختن مانند شير يا خط کردن 
Toss a Coin شير يا خط کردن 
Total Differential کل ديفرانسيل 
Trace  ترسيم کردن -اثر 
Transformation  تغير -تبديل 
Transformation تبديل 
Transverse Axis کانونی محور - قاطع محور 
Trapezoid ذوزنقه 
Traverse ر امتداد چيزی حرکت کردند 
Tree Diagram درختی نمودار 
Trigonometric Identities همانی های مثلثاتی 
Trinomial سه جمله ای 
Triple Integral گانه سه انتگرال 
Triple Product گانه سه حاصلضرب 
Triple Vector Product گانه سه برداری ضرب 
True صحيح 
Turning Point نقطه عطف 
Two Dimensional دو بعدی 
Unbounded  لا يتناهی -نا محدود 
Undefined نا معين 
Uniformly بطور يکسان 
Uninhibited Decay فرو کاست نا محدود 
Uninhibited Growth رشد نا محدود 
Union اجتماع 
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Union of Sets اجتماع مجموعه ها 
Unique  يگانه -منحصربه فرد يکتا 
Uniqueness منحصر به فرد بودن 
Unit واحد 
Universal جامع 
Upper Bound بالا کران 
Upper Sum مجموع بالا 
Upward به طرف بالا 
Utility  ابزار -وسيله 
Value  قدر -کميت  -مقدار 
Variable متغير 
Variation  واريانس -تغيير  -وردش 
Vault گنبد 
Vector Component بردار مؤلفه 
Vector Projection  تصويربرداری 
Vector-Valued Function برداری عتاي 
Velocity سرعت 
Velocity برداری سرعت - تندی 
Velocity Function سرعت تابع 
Velocity Vector سرعت بردار 
Verify درستی چيزی را ثابت کردن 
Version ترجمه - روايت - تفسير - نسخه 
Vertex  منحنی صاف -منحنی يک دست 
Vertical  قائم -عمودی 
Vertical عمودی 
Vertical Shift جابجائی عمودی 
Vertically Simple ساده قائم طور به 
Voltage اژولت 
Volume حجم 
Washer پوسته -حلقه فلزی  -واشر 
Wedge کره وزن بر گوه 
Weight وزن 
Whole تمام 
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Whole Numbers اعداد حسابی 
Width عرض 
With Respect to نسبت به 
x-intercept محل بر خورد نمودار با محور اکس 
y-intercept محل برخوردنمودار با محور وای 
Zero Factor Property  رخاصيت عامل صف 
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