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 بنام خدا     

  آرمان  يفرانسيلحساب د

 حد و مشتق 

 فصل اول 

  يوستگیحد و پ
دارند.   يیکتاب ، با مقدمات جبر و مثلثات آشنا يناست که استفاده کنندگان محترم ا ينفرض بر ا –توجه 

نوشته  ينکتاب اگر اعداد با حروف لات يندر ا  به آن ماخذ ها مراجعه کنند. اگر هم فراموش شده ، قبلا
 یاگر اعداد با حروف فارس  است. ميکه منظور سه و ننقطه است مانند  يک ی، نماد اعشارشوند 

 یفارس   صفراست. ميمنظور سه و ن که  ٣/ ۵ مانند   است.  /  خط مورب  ی، نماد اعشارشوند  نوشته 
   .ميده  ینشان مهم با نماد 

 حد  يفتعر – ١.١

است. لذا بحث خود را از  Calculus جامع  ياضياتر   یبرا  یموضوع اساس يک Limit  حد  مبحث
  . يمکن  یشروع م ينجاا

  An Intuitive Idea of Limitحد   یعلم يرغ يفتعر

است  نيشود، منظور ما ا  یم کينزدبه که  یاست هنگامحد تابع  ييمگو   می که  یوقت
 انيب ريرا با نماد ز دهيا نيا  شود.  یم کينزدبه که   یشود ، زمان  یم کينزدبه که 

   .ميکن  یم

 

شود ، پس  کينزد٢به مثلا ، اگر   حدس زد.  یشود به اسان   یاز حد ها را م یبعض  تيکم
  ميسينو  یپس م  شود.  یم کينزد۴به ٢

٢
٢ ۴ ١  
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٢شود ، و لذا   یم کينزد٢به ٢شود ،   یم کينزد١به که  یهنگامهمچنين  به ٣
    شود.پس  یم کينزد١

١
٢ ٣ ١ ٢  

 

 

شود ، و لذا   یم کينزد١به شود ،   یم کينزد١به که  یهنگام  بيترت نيبه هم

١ یعني  شود.  یم کينزد٢به ١
١

١به 
٢

   شود.  یم کينزد

١

١
١

١
٢

٣  
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دقت   به اجيحد ها احت یکردن بعض داياما پ .  مياکن ديپ  یتابع را به اسان کيحد  ميبالا توانست یدر مثال ها
  . ديتوجه کن ريبه مثال ز  دارند. یشتريو  کار ب

٢

٢ ۴
٢

 

٢شود ، دو عبارت  کينزد٢به چون اگر   جهيو در نت  شونديم کيبه صفر نزد٢و ۴
عمل  ديبا یگريد قياست. پس از طر  ینشدن فيکسر تعر نيکه ا ميدان  یشود و م  یم ليتبدکسر به 

  ديتوجه کن  .ميکن

٢ ۴
٢

٢ ٢
٢

٢ برای ٢ 

 که  ميدانيدر بالا اشاره شد ، م١اما از 

٢
٢ ۴  

 رسد که   یبنظر م  یمنطق جهيدر نت

٢

٢ ۴
٢ ٢

٢ ۴ ۴  

  سوق دهد.  Tangent Line  خط مماس دهيا    رابه   ما  یتواند از نظر  هندس  یم۴مثل   يیحد ها

٢که از نقاط  ميخط مستق بيکه ش دياوريبخاطر ب  گذرد ،   یمو ۴

۴
٢
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  است. 

٢از نقاط   ميخط مستق بيش باشد ، پس٢اگر   نمودار  یرو٢و ۴

٢ ۴
٢

۵  

 است. 

نزدک تر شود ، خط ها به خط   یم کينزد٢به که  یکه هنگام ديکن  یملاحظه م ريدر شکل ز
٢است در نقطه خط مماس با نمودار خط  شوند.   یم ۴ 

 

  یعنياست ۵هم حد عبارت شماره خط  بيش

٢

٢ ۴
٢

۶  

٢در نقطه رنگ ، خط مماس بر  یخط آب      است. ۴

در مورد سرعت و خط مماس در  . ديآ  یم شيدرمورد  سرعت اجسام هم پ۶شماره  هيشب یحد ها
  کرد.  ميمفصل تر صحبت خواه ندهيآ یبخش ها

   .ميدار یجبر اتيبه عمل اجيهم احت ريکردن حد عبارت ز دايپ یبرا
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١

١
١

 

  . ميکن  یساده م

١
١

١
١ ١

١
١

برای ١ 

  ميدار٣از شماره 

١

١
١

١
٢

 

 پس 

١

١
١ ١

١
١

١
٢

٧  

  A Closer Look at Limitsبه حد ها  یتر  قيدقنگاه 

 .  ميرا امتحان کن ريعبارت ز دييايحالا ب بودند.  یافتنيکه دست  ميصحبت کرده ا  يیتا کنون در مورد حد ها

 

هم به شود    ،   یم کيبه صفر نزدکه  یکه هنگام ميشو   یم متوجه نوسيس  فيتعر بنا به
 فيتعرکسر  نيکه ا ميدان  یو مشود   یمرسد که حد   یپس به نظر م   شود.   یم کيصفر نزد

کردن آن  دايپ یبرا را یگريروش د ديپس اگر حد وجود داشته باشد ، بااست.  Undefined  ینشدن
حساب  نيمورد کمک کند ، وجود ندارد ، پس با کمک ماش نيکه ما را در ا ی. چون راه ساده اميانتخاب کن

   .ميکن  یم دايصفر  پ به  کينزد  ريمقاد چند  یبرا ريمقاد

٩
 

١٨
 

٣
 

۴
  

٩٩٩٩ ٩٩٩٩٩٩٩٩٨۴٩ ٩٩٨١٧٣ ٩ ٣١۶  
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شود.  پس از   یم کينزد١به شود ،   یتر م کيبه صفر نزدکه هر چه که  ديکن  یملاحظه م
 که  ميريگ  یم جهيجدول بالا نت

١ ٨  

 پس که  ميدان  یو چون م

برای  

 

 

 

 ريبالا تصو ريکه تصو ميدهينشان مکرد و   ميصحبت خواه٨بعد در مورد فرمول  یبخش ها در
   است.  از  یحيصح بايتقر

   .ميکن  یم انيجامع حد را ب فيتعر ليدر ذ

   Precise Definition of Limitحد   قيدق فيتعر

  Epsilon-Delta Definition of Limitدلتا   – لنياپس فيتعر

بجز    است ، احتمالا شامل بازکه  بازه  کيدرهر نقطه  شده  فيتعر تابع  کي  ميفرض کن
  شود  یم کينزدبه که  یاست هنگامحد  عدد مانند  کيباشد پس خود 

 اگر )است در حد  اي( 

  که هرگاه ی، بطوروجود داشته باشد  عدد مانند  کيمانند  یهر عدد یاگر برا
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 باشد ، پس 

 

   است.

  ميسينو  یشود ، پس م  یم کينزدبه که  یباشد هنگامحد اگر 

 

در  ايو  ، دارد وجوددر نقطه حد  مييگو  ی، م ميکن دايپ ميرا  بتوانمانند  یعدد نياگر چن
 وجود دارد  ايحد دارد و  کينقطه 

دلتا  –  لنياپس فيتوان از تعر  یکه در بالا ذکر شد نم ٧, ۴، ٣، ٢، ١ یکردن حد ها دايپ  یچه برا گر
 ميکرد دايکه در بالا پ ٧، ۴، ٣، ٢، ١ یکه حد ها نياثبات ا یرا برا فيتعر نيتوان ا  یاستفاده کرد ، اما م

   هستند. حي، صح

 “دلتا “شود   یخوانده منماد 

 “ لنياپس“شود   یخوانده منماد 

  ست؟يچ فيتعر نيا یمعن

  حد وجود دارد.  ميکن  یفرض م . دينگاه کن ريبه نمودار تابع ز

 

و  ميبه نمودار برو ميتوان  یم ، ميکه انتخاب کنمانند  یهر عدد یبرا ديگو  یبالا به ما م فيتعر 
در   .ديکن  یهمان طور که در نمودار بالا ملاحظه م  .ميرسم کنو در در  یدو خط افق
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دهد دو خط   ی، که به ما اجازه م ميکن دايآنرا پ ديوجود دارد ، باعدد مانند  کيصورت  نيا
   .ميرسم کنو در  یعمود

 ني، ا ميکن  انتخاب  و نيب  یعني،  یدر قسمت نارنجمانند  یعدداگر هر  حال
  گريبه گفته د ايو  ايو تر است تا به  کينزد  به

 

 ینقطه رو ني، پس ا مي، مشخص کن دهديمنمودار  یرو ما یانتخاب نيرا که ا یحالا اگر نقطه ا
 کينزدبه  تيّ کم نيا یعني  قرار خواهد داشت.و زرد  یقسمت نارنج  ینمودار،  در محل تلاق

  گريبه عبارت د اي ايتر است تا به 

 

ها در قسمت زرد قرار خواهد  تي، نمودار آن کم ميانتخاب کن یدر قسمت نارنجاز  یتيپس اگر هر کم
   داشت.

،  دياگر به نمودار توجه کن  .ميانتخاب کن ميتوان  یدلتا وجود دارد که م تينها  یتوجه داشت که ب ديبا
   .ميانتخاب کن ميتوان  یم یبزرگ تر یکه دلتا ديکن  یملاحظه م

که تابع  ستياما مهم ن  شده باشد. فيتعراطراف    یتوجه داشت که تابع در بازه ا دي، با نيهمچن
، مهم اطراف آن نقطه  گذرد یچه مکه در نقطه  ستيمهم ن شده باشد.  فيتعردر نقطه 

   است.

  ديحد ، ثابت کن قيدق فيبا استفاده از تعر   - ١مثال 

٢  

 پاسخ 

نگران  باشد.  یهر عدد ميکن  یفرض م هر دو صفر هستند. پسو هم مثال هم  نيدر ا
 فيحالا بر اساس تعر است.  Arbitrary یارياختعدد  کي لنياپسچقدر است.  لنياپس نيکه ا دينباش نيا

 اگر  که  یبطور ميکن دايپمانند  گريعدد د کي ديباباشد ،  حيحد صح نيحد ، اگر ا

 

 پس 

٢  
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 ، اگر  ميکن  یم ساده

 

 

 پس 

٢  

تا به  ميکن  یو ساده م ميکن  یشروع م است لنيکه شامل اپس یمعادله ا ناکردن دلتا ، از  دايپ یمعمولا برا
 پس   .ميمورد نظر برس یدلتا

٢  

 باشد.  رينا معادله ز هيتواند شب  یشکل ساده شده بالا م

 

حالا لازم است نشان  . ميبدست آورده ا ميخواه  یمکه  را یا جهي، نت ميانتخاب کنپس اگر 
  است.   حيصحما  یانتخاب  یدلتا  ايآکه  ميده

٢ ٢ ٢
 

 

 پس اگر 

 

 داشت  ميباشد ، خواه

٢  

 که  ديثابت کندلتا   - لنياپس فيتعربا استفاده از  – ٢مثال 

٢
۵ ۴ ۶ 

 پاسخ 

 که اگر  ی، بطور ميکن دايپعدد مانند  کي ديباشد ، با یاريعدد اخت کي ميکن  یفرض م
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۵ ۴ ۶  

 

 باشد ، پس 

٢  

 

 باشد. 

۵ ۴ ۶ ۵ ۴ ۶ ۵ ١  

۵ ٢ ٢
۵

 

 

پس 
۵

 اگر   است. حيمقدار دلتا صح یکه انتخاب ما برا ميده  یحالا نشان م  .ميکن  یرا انتخاب م

٢
۵

 

 باشد ، پس 

۵ ۴ ۶ ۵ ۴ ۶ ۵ ١ ۵ ٢ ۵
۵

 

 

 که  ديحد نشان ده فيبا استفاده از تعر – ٣مثال 

١
٢ ٣ ١ 

 پاسخ 

 که اگر  یوجود دارد ، بطورعدد مانند  کيمانند  یهر عدد یکه برا مينشان ده ديبا

١  
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 باشد ، پس 

٢ ٣ ١  

  است. 

٢ ٣ ١ ٢ ٣ ١ ٢ ٢ ٢ ١  

 پس 

١
٢

 

 لذا 

٢
 

  است.  يحانتخاب ما صح يمده  یحالا نشان  م . يمکن  یانتخاب م

اگر  
٢

 باشد ، پس 

٢ ٣ ١ ٢ ٣ ١ ٢ ٢ ٢ ١ ٢
٢

 

  Theorem      Uniqueness of Limitsمنحصر به فرد بودن حد ها     يهقض

اگر  گريبه عبارت د حد منحصر به فرد است.  نيوجود داشته باشد ، ادر تابع مانند  يکاگر حد 
   است.باشند ، پس در  یهر دو حد هاو 

 اثبات 

   .ميکن  یرا ثابت م Lemma  اي اصل موضوع کيبالا  هيقبل از اثبات قض

  Lemmaاصل موضوع 

مشترک  یدلتا کيهر  یبراو  ميکن  یفرض م
 باشد ، پس که اگر  یبطور وجود دارد ،مانند 

و  

   .ميدلتا انتخاب کن کيهر دو تابع  یبرا ميتوان  یم گريبه عبارت د

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 صراف انوشـيروان حد تعريف 1.1 آرمان ديفرانسيل حساب

13 
 

 که اگر  یوجود دارد ، بطور١کيهر  یبرا – اثبات اصل موضوع 

١  

   است.باشد ، پس 

 که اگر  یوجود دارد ، بطور٢ کيو 

٢  

   است.باشد ، پس 

 ، اگر  گرياز طرف د  است.باشد ، پس ٢و ١ ممينيم ميکن  یحال فرض م

 ٢و هم ١باشد، پس مسلم است که هم ١    

  نيبنا بر ا است.   

و  

  منحصر به فرد بودن حد.  هيبه قض ميگرد  یحالا بر م

 کيکه  ديگو  یآن اصل موضوع م  در اصل موضوع بالا باشد.و  ميکن  یفرض م
  ميباشد ، پس دارکه اگر  یوجود دارد به طورمشترک  یدلتا

و  

 که  ميريگ  یم جهيپس نتکه  ميرا چنان انتخاب کن کياگر 

 

٢  

 است.  یعنياست. ٢کمتر از و  نيفاصله بهر  یبرا جهيدر نت
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  ١.١ ناتيتمر

    .ديرا بدست آور ريز یبا حدس و گمان حد ها

١
٢

۵  

٢
١

۴  

٣ ١
٢

٢
 

۴
۶

 

۵
٢

٢ ۴
٢

 

۶ اگر
٣ برای
٢ برای

 

٧
١
٢

 

٨
٢

 

  .ديرا نشان ده ريز یحد ها  یحد ، درست قيدق فيبا استفاده از تعر

٩
١

٣ ٣ 

١
١

٢ ١ ٣  

١١
٣

٢ ١ ٧  

١٢
١

٣ ٢
١

١
٢
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١٣
٢ ١

 

۵ ديفرض کن – ١۴ ۵که  دينشان ده۴ ٢ 

 

  برابر است. و  یکه عبارت ها دينشان  ده - ١۵ 

 )و هم ارز هستند   یکي  یعني( 

 

  وجود ندارد. ١که  دينشان ده -  ١۶
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 ١.١ ناتيپاسخ تمر

    .ديرا بدست آور ريز یبا حدس و گمان حد ها

١
٢

۵ ۵ 

٢
١

۴ ٣ 

٣ ١
٢

٢
١ 

۴
۶

١  

۵
٢

٢ ۴
٢ ٢

٢ ٢
٢ ٢

٢ ٢ برای ٢  

۶ اگر
٣ برای
٢ برای

 

٣ 

٧
١
٢

 

   حد  وجود ندارد.

٨
٢ ٢

 

که  ميدانيم
٢

و١
٢

   لذا حد وجود ندارد.
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  .ديرا نشان ده ريز یحد ها  یحد ، درست قيدق فيبا استفاده از تعر

٩
١

٣ ٣ 

که اگر  یوجود دارد بطورعدد مانند  کيمانند  یهر عدد یبرا مينشان ده ديبا   –پاسخ 
٣پس ١  یجبر اتيعمل دلتا ، نيکردن ا دايپ یبرا  است.٣

 دهم   یرا انجام م ريز

٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ١  

لذا 
٣

 است.   حيدلتا صح نيکه انتخاب ا ميده  یحال نشان م  .ميکن  یرا انتخاب م

   داشت. ميخواه باشد ،١اگر 

٣ ٣ ٣ ١ ٣  

 

١
١

٢ ١ ٣  

که اگر  یوجود دارد بطورعدد مانند  کيمانند  یهر عدد یبرا مينشان ده ديبا   –پاسخ 
٢پس ١ ١  یجبر اتيعمل دلتا ، نيکردن ا دايپ یبرا  است.٣

 دهم  یرا انجام م ريز

٢ ١ ٣ ٢ ٢ ٢ ١  

لذا 
٢

 است.   حيدلتا صح نيکه انتخاب ا ميده  یحال نشان م  .ميکن  یرا انتخاب م

   داشت. ميخواه باشد ،١اگر 

٢ ١ ٣ ٢ ٢ ٢ ١ ٢  
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١١
٣

٢ ١ ٧  

که اگر  یوجود دارد بطورعدد مانند  کيمانند  یهر عدد یبرا مينشان ده ديبا   –پاسخ 
٢پس ٣ ١  یجبر اتيعمل دلتا ، نيکردن ا دايپ یبرا  است.٧

 دهم  یرا انجام م ريز

٢ ١ ٧ ٢ ۶ ٢ ٣  

لذا 
٢

 است.   حيدلتا صح نيکه انتخاب ا ميده  یحال نشان م  .ميکن  یرا انتخاب م

   داشت. ميخواه باشد ،٣اگر 

٢ ١ ٧ ٢ ۶ ٢ ٣ ٢  

 

١٢
١

٣ ٢
١

١
٢

 

که اگر  یوجود دارد بطورعدد مانند  کيمانند  یهر عدد یبرا مينشان ده ديبا   –پاسخ 

٣پس ١ ٢
١

١
٢

را  ريز یجبر اتيعمل دلتا ، نيکردن ا دايپ یبرا  است.

 دهم  یانجام م

٣ ٢
١

١
٢

٣
١

٣
١

٣
١

١  

١لذا 
٣

 است.   حيدلتا صح نيکه انتخاب ا ميده  یحال نشان م  .ميکن  یرا انتخاب م

   داشت. ميخواه باشد ،١اگر 

٣ ٢
١

١
٢

٣
١

٣
١

٣
١

١
٣

١
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١٣
٢ ١

 

که اگر  یوجود دارد بطورعدد مانند  کيمانند  یهر عدد یبرا مينشان ده ديبا   –پاسخ 

٢پس  ١
را  ريز یجبر اتيعمل دلتا ، نيکردن ا دايپ یبرا  است.

 دهم  یانجام م

٢ ١ ٢ ١
 

 است.   حيدلتا صح نيکه انتخاب ا ميده  یحال نشان م  .ميکن  یرا انتخاب ملذا 

   داشت. ميخواه باشد ،اگر 

٢ ١ ٢ ١
 

 

۵ ديفرض کن – ١۴ ۵که  دينشان ده۴ ٢ 

 پاسخ 

۴پس ۵که  یبطورو ١ ميکن  یفرض م ١ 

 داشت ميخواه۵           یگربرايد ازطرف

٢ ٢ ۴ ٢ ۴ ٢ ١ ١ 

 آن  یکه برا تيّ کم کيشامل  نيباشد و همچن۵لذا هر بازه باز که شامل 

٢ ١  

۵پس    خواهد بود.٢

 

  برابر است. و  یکه عبارت ها دينشان  ده - ١۵ 

 )و هم ارز هستند   یکي یعني(
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 پاسخ 

وجود عدد مانند  کيمانند  یهر عدد یبرا یعنيعبارت 
،  گريبه عبارت د ايباشد ، پس که اگر  یدارد ، بطور

 یخود به معن نيکه اباشد پس اگر 

 

   است.

 

  وجود ندارد. ١که  دينشان ده -  ١۶

 پاسخ 

١اگر هر  یبرا
١

١باشد ، پس   که  یبطور  است.١

١
١ ١ 

١    آن  یاست که برااز  يیها تيّ در اطراف صفر شامل کم یهر بازه ا پس   است.  ١ 

   وجود ندارد.١که  ميريگ  یم جهينت نيبنا بر ا١لذا  است. 
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  Examples of Limitsحد ها  یها مثال -٢.١

 يقکردن حد از طر يدااما پ مهم هستند،  يار، در حسابان بس يدکن  یبخش ملاحظه م ينکه در ا يیمثالها
را ارائه  يگرید یراهها یبعد یدر بخش ها است.  يچيدهسخت و پ ياربس یحد ، گاه يفاستفاده از تعر

  . يمده  یم

 دينشان ده  ريمقاد هيکل یبرااست و عدد ثابت  کي يدفرض کن – ١مثال 
 است. 

 پاسخ 

 باشد ، پس  اگر مانند  یهر عدد یپس برا ميکن  یفرض م

 

  توان انتخاب کرد.   یرا م ید مثبت      دلتا هر عد یمورد برا ينلذا در ا

 

 و مانند  یهر عدد یکه برا يريمگ  یم يجهنت ١از مثال 
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 مثال   چند

٣
١ ١

٢ ١٧ ١٧ ٢
 

تابع دو مرحله  کيپس اگر   ندارد ، یبستگدر به مقدار در تابع مانند  کيچون حد 
 باشد  ريمانند ز یا

اگر
اگر

 

  است.  ١وجود دارد و مقدار آن هم پس 

  

 که   يدنشان ده  - ٢مثال 

 حل 

 که اگر  یبطور ميکن دايپ  مانند عدد کي ديپس با  باشد. ميکن  یفرض م

 است.         ،پس باشد  

 اگر  يراهر عدد مثبت کوچک تر ، ز يا  . يمانتخاب کن يلناپس یدلتا مساو يمتوان  یم ينجاا

 پس   خواهد بود.باشد ، پس    

 
 

 که  ديکن  یملاحظه م ٢از مثال 

۴
۴

٢

٢ 

 

  ميدارمانند  یهر عدد یکه برا يددهنشان  -  ٣مثال 

 داشت  ميخواه ١باشد ، پس طبق مثال اگر - حل 
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 که اگر  ی، به طور ميکن دايپ کي ديباهر  یپس برااگر 

 است. باشد، پس    

 پس اگر چون 

 داشت  ميخواه باشد،   

 

  جهيکند.در نت  یشرط لازم را بر آورده ملذا 

 
 

 مثال  یبرا 

۶
۵ ۵ ۶ ٣

٣
٧ ٧ ٣ ٢١  

 

 ٢که  يدنشان ده – ۴مثال 

 که اگر  یبه طور ميکن دايپ کي ديباشد ، با     ميکن  یفرض م – حل 

 اگر  گريبه عبارت د ايباشد. و ٢باشد، پس    

 خواهد  بود.  ٢باشد، پس    

است که   یکاف
١
  رايز . ميانتخاب کن٢

اگر 
١
 داشت  ميباشد ، پس خواه٢
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٢ ٢
١
٢

٢

 

٢=0 
 

 

،هرعدد  مثبت  یبرا  ديدهنشان  – ۵مثال       

 که اگر  ی، به طور ميکن دايپ کي ديبا  باشد. ميکن  یفرض م- پاسخ 

 

  است. باشد ، پس 

 گري به عبارت د ايانقدر کوچک باشد که اگر توجه داشت که  ديبا

 

دلتا را چنان انتخاب  ديبا جهيباشد. در  نت ديباکه  یمعن نيباشد. به ا یشدن فيتعرباشد ،  
  ايکه  ميکن

  مي، دار   یبرا گرياز طرف د

١
 

 یکه کوچک تر است برا آن  و  نيبکار  نيا یبرا  .ميکه دلتا را انتخاب کن ميحالا آماده  هست
 باشد ، پس پس اگر   .ميکن  یدلتا انتخاب م
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١ ١
 

 

 مثال  یبرا

١
۶

١
۶

١
۶

۶ 

 ١و sin که ديده نشان – ۶مثال 

  مهيضم یهمراه با ره خط ها دائره با شعاع واحد است.   کي نمودار ربع ريشکل ز – پاسخ 

 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف های حد مثال 1.2 آرمان حساب ديفرانسيل

26 
 

 که  ديشو  یبا توجه به شکل بالا متوجه م

برای
٢

 

 که  یبطور

برای
٢

 

 که  ميريگ  یم جهيپس نتاست، و لذا چون 

برای
٢

 

  جهيو در نت

برای
٢ ٢

١  

و هم عدد مثبت باشد کمتر از هم  کيدلتا  ديو فرض کن ديحال فرض کن
٢

 لذا از عبارت 

 شود که اگر   یم جهيبالا نت١شماره 

 

  ميريگ  یم جهياست. و لذا نتباشد ، پس 

 
 

 که  ميشو  یبا توجه به شکل بالا متوجه م١ ميکه نشان ده نيا یبرا

١ برای
٢

 

 که  ميريگ  یم جهيپس نتچون 

١ برای
٢ ٢

٢  
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و هم و دلتا هر عدد مثبت کمتر از هم  ميکن  یحالا فرض م
٢

باشد ، از عبارت شماره 

است.  و ١باشد ، پس که اگر  ميريگ  یم جهينت بالا٢
 که  ميريگ  یم جهيلذا نت

١ 
 

 

  Negation of the Existence of a Limitحد  کيعدم  وجود 

 . ديريرا در نظر بگ ريتابع ز  – ٧مثال 

برای
برای

 

  وجود ندارد. که  دينشان ده

 “است در نقطه حد “که عبارت  ميده  ینشان م باشد.  یهر عدد ميکن  یمفرض   –پاسخ 

  . ستين حيصح

١ ميکن  یکار فرض م نيا یبرا
٢

 داشت  ميخواههر  یکه برا ميده  یباشد ، نشان م

١و     
٢

 

  باشد ،  یدلتا هرعدد مثبت ميکن  یفرض م

١اگر 
٢

 ميکن  یباشد ، پس فرض م
٢

به ١صورت  نيکه در ا ميدان  یاست و م

 که  یطور

١ ١ ١
١
٢

١
٢

 

 .ديتوجه کن ريدر ز  به شکل

١اگر   
٢

 ميکن  یباشد ، پس فرض م
٢

است ، به صورت  نيباشد ، در ا

 که  یطور
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١
٢

 

  . ديتوجه کن ريدر زبه شکل 

  یم دايپ کيهر دلتا بزرگ تر از صفر ،  یکه برا ميکه در هر دو حالت نشان داده ا ديکن  یملاحظه م
   کند.  یرا بر قرار م ريشود که روابط ز

و  

 .در نقطه صفر ، حد وجود ندارد  یلذا برا
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 ٢.١  ناتيتمر

  . ديکن دايرا پ ريا یبخش ، حد ها نيا یبا استفاده از مثال ها

١
۵

 

 

٢
۴

 

 

٣
١
٢

٣  

 

۴
۶

 

 

۵
١
٩

 

 

اگر  – ۶
١ برای ٣

برای ٣
 ٣باشد ، مطلوب است 

 

 ٢مطلوب است  – ٧

 

اگر  – ٨
برای

١ برای
    ندارد.وجود که  ديباشد ، نشان ده
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  ديثابت کن – ٩

 

١  

 که  دينشان ده یبرا یبا استفاده از نا مساو

 هر  یبرا
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 ٢.١ ناتيپاسخ تمر

  . ديکن دايرا پ ريا یبخش ، حد ها نيا یبا استفاده از مثال ها

١
۵

مثال  

 

٢
۴

مثال  

 

٣
١
٢

٣ ٣
١
٢

٣
٢

مثال  

 

۴
۶

۶ مثال  

 

۵
١
٩

١
٩

١
٣

مثال  

 

اگر  – ۶
١ برای ٣

برای ٣
 ٣باشد ، مطلوب است 

 داشت.  ميخواه کيندارد ، پس طبق مثال  یبستگ٣به ٣  در نقطهچون حد   -پاسخ 

٣
١ 
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 ٢مطلوب است  – ٧

 ميکن  یفرض م   مانند  یهر عدد یبرا  –پاسخ 
٢

و 
۴

  ميداشته باشباشد ، اگر 

 

  ميکه گفت ۶پس طبق مثال 

برای
٢ ٢

١  

 داشت  ميخواه

٢ ٢ ٢ ٢
٢

 

 پس 

٢  

 

اگر  – ٨
برای

١ برای
    ندارد.وجود که  ديباشد ، نشان ده

  . ميبر  یرا بکار م ٧راه حل مثال   -پاسخ 

١ ميکن  یفرض م نيهمچن باشد.  یهر عدد ميکن  یفرض م
٢

نشان   باشد. یو دلتا هر عدد مثبت

 داشت  ميباشد ، خواهکه اگر  یوجود دارد به طور کيکه  ميده  یم

١
٢

 

١طرف اگر  کياز 
٢

باشد ، 
٢

 که  یبه طور ميريگ  یم

٢
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 پس طبق فرض خودمان 

٢
١

٢
١

٢
١
٢

١
٢

 

١اگر  گرياز طرف د
٢

 ميکن  یباشد ، فرض م
٢

 که  یباشد ، به طور

٢
 

 بر اساس فرض خودمان 

١
٢

 

  جهيدر نت

 

 وجود ندارد 

 

  ديثابت کن – ٩

 پاسخ 

 باشد ، پس باشد ، اگر  ميکن  یفرض مهر  یبرا

 

   است.لذا 
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١  

 که  دينشان ده یبرا یبا استفاده از نا مساو

 هر  یبرا

 پاسخ 

 باشند ، پس و باشد ،حال اگر ٢ ميکن  یفرض م یبرا

٢  

 باشند ، پس و اگر 

٢  

 لذا 
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  Basic Limit Theoremsحد  يادیبن يایقضا – ٣.١ 

بود که هر حالت را جدا گانه  ينا يمرا که بکار برد  یروش . يمحد چند  تابع را حساب کرد ٢.١در بخش 
 .دلتا   – يلناپس يفالبته با مراجعه به تعر . يماثبات کرد

بخش خواهد آمد ،  ينکه در ا يايیو استفاده از قضا يمحساب کرد ٢.١که در بخش   يیبا استفاده از حد ها
 يفزحمت و بدون ارجاع به تعر ينکمتر با،  يمکن  یکه به آنها بر خورد م  يیحد ها يشتربود ب يمقادر خواه

   .يمدلتا ، را حساب کن  – يلناپس

   وجود دارد.و که  يمکن  یفرض م يرز يایدر قضا

 ناتي، به پاسخ تمر ديداشت  یشود ، اما اگر مشکل  یبه عهده شما گذاشته  م نيبه عنوان تمر ايقضا نياثبات ا
   .ديمراجعه کن

  Sum Theorem For Limitsجمع حد ها  هيقض -  ١ 

 وجود دارد و حد 

 

  Constant Multiple Theorem For Limitsضرب عدد ثابت حد ها  يهقض- ٢

 وجود دارد و حد   يقیهر عدد حق یبرا

 

  Product Theorem For Limitsضرب حد ها  يهقض – ٣

 وجود دارد و حد 

 

  Quotient Theorem For Limitsحد ها  يمتقس يهقض  - ۴

 وجود دارد و باشد ، پس اگر 

 

  . يمکن  یذکر م ينجا، مجددا ا يمکرد يداکه در بخش قبل پ  يیشما حد ها  یراحت یبرا
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١  

٢  

٣  

٢ ۴  

۵  

۶  

١ ٧  

   .يدکن يدارا پ يرز یحد ها – ١مثال 

٢
٩

١
٢

 

٢
 

 پاسخ 

 ٢ ٢ ١ ١ 

٩

١
٢

١
٢ ٩

١
٢

٩
٣
٢

 

١    

٢ ٢ ١
 

 و چون 

١  
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 پس 

 

 

  Difference Theorem For Limits ميدارحدها تفاضل  هيو لذا قض

٨  

  حد وجود داشته باشد.  ينالبته اگر ا

   .يدکن يدارا پ يرحد ز – ٢مثال 

 

 پاسخ 

١ ١ 

 

 شود   یم يجهنتبالا  یها يهازقض

٩  

١ ٢ ١ ٢  

١  

١ ٢ ١ ٢  

١١  

١٢  

١٣  
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١ ١
١۴  

١ ١
١۵  

  تيو در نها

فقط و فقط اگر ١۶  

 

 ١۶اثبات 

 باشد ، پس اگر 

 

 باشد ، پس اگر ،  گرياز طرف د

 

را ثابت  هيدو طرف قض هر ديبا ميداشته باش“اگر فقط و فقط  “ عبارت یا هيدر قض هرگاه –نکته مهم 
  یشرط لازم و کاف “توان   یم”اگر فقط و فقط“ یبجا . ميانجام داد١۶همان طور که در اثبات   .ميکن
   .ميرا بکار ببر“

   شود.  ینوشته م ريبه صورت ز١۶ هيپس قض

 است که  نيباشد اکه  نيا یبرا  یشرط لازم و کاف

 

  .باشد 
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 حد– ٣مثال 
١

۴ ٣ ۶ ٢   . ديکن دايرا پ٩

 پاسخ 

١
۴ ٣ ۶ ٢ ٩ ۴ ١

٣
۶ ١

٢
٩ ١ ۴ ۶ ٩ ١ 

  . ديکن دايرا پ ريحد ز – ۴مثال 

٢

٣ ٣ ١

٢ ٣ ۵
 

 پاسخ 

٢

٣ ٣ ١

٢ ٣ ۵

٢
٣

٣ ٢ ١

٢
٢

٣ ۵ ٢

١٣

۴ ۶ ۵
 

 

 – ۵مثال 

 داشت  ميخواهمانند  یهر عدد یبرا يدنشان ده

و  

 اثبات 

  يمدار یمثلثات یها یطبق همان

 

 

 که  ميده  ینشان م

و  

  ميبالا ، دار یمثلثات یهماناز بااستفاده   
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١  

 

  قيطر نيبه هم

 

 

١  

 

است مقدار تابع   یکاف a در نقطه  cos   و   sin  کردن حد تابع  دايپ یکه برا ميريگ  یم جهينت ۵از مثال 
 مثلا  , ميکن دايپ a را در 

۶
۶

١
٢

 

۶
۶

٣

٢
 

٣ ٣

٣

٣
٣

٣

٢
١
٢

٣  
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 مطلوب است  – ۶مثال 

٢

٣ ٢ ٢ ٢
٢ ۴

 

 پاسخ 

٢چون 
٢  ، اما چون  ميبرخارج قسمت حد ها را بکار  هيقض ميتوان  ینم۴

٣ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ١  

٢ ۴ ٢ ٢  

  ميپس دار

٢

٣ ٢ ٢ ٢
٢ ۴ ٢

٢ ٢ ١

٢ ٢ ٢

٢ ١
٢

٢
٢

١
٢ ٢

 

٣
۴

 

 بود که  نيحد ها فرض بر ا  ميتقس هيکه در مورد قض ديتوجه دار –نکته مهم 

  اياست و  اي گريبه عبارت د

  يمثابت کن  را يرز يهدو قض يمتوان  یلذا م

 ١٧ يهقض

 a  به   یکه به اندازه کاف یها ا x   تمام  یاست براباشد ، پس   اگر
 باشند.  کينزد

  ١٨ هيقض

 a  به   یکه به اندازه کاف یها ا x   تمام  یاست براباشد ، پس   اگر
 باشند.  کينزد

   گذاشت . يمخواه ينبالا را هم به عنوان تمر يهاثبات دو قض
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به اندازه   که  يیهاتمام   یبرا باشد ،شود که اگر   یم جهينت١٨و ١٧ یاياز قضا

 خواهد بودباشد. پس باشند و  کينزدبه   یکاف

  Substitution Theorem For Limitsحد ها  یبرا ينیجانش يهقض

  a  بازه باز اطراف کيها در   x  تمام  یاست براو  يدفرض کن

 وجود دارد ، پس  يدفرض کن ينهمچن  احتمالا بجز خود 

 

   آورد. ميخواه ناتيرا هم در تمر هيقض نياثبات ا

  ٧مثال 

١مطلوب است  ٢ 

 پاسخ 

١ ميکن  یفرض م ١باشد. چون عبارت ٢ که  یشود ، هنگام  یم کينزد١به ٢
 داشت  ميپس خواه  شود.  یم کينزد١به شود ، پس   یم کيبه صفر نزد

١ ٢
١

١  

  ٨مثال 

مطلوب است 
٣ ۶

 

 پاسخ 

 ميکن  یفرض م
۶

باشد ، چون 
۶

به 
٣ ۶ ٢

که  یشود ، هنگام  یم کينزد

به 
٣

به شود ، پس   یم کينزد
٢

 داشت  ميشود ، لذا خواه  یم کينزد

٣
۶

٢
٢
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  ٩مثال 

اعداد و است  در دامنه  و  یبرا    است.که  دينشان ده
 و  حيصح

 پاسخ 

که  ميدان  ی، م فيطبق تعر
١

پس باشد ، توان فرض کرد که   یپس م  است.
به که  یشود ، هنگام  یم کينزدبه که در بالا ذکر شد ، ١١بر اساس فرمول شماره 

  داشت ميخواه ، ینيجانش هياساس قض بر شود و  یم کينزد بهشود و لذا   یم کينزد

١ ١ ١
 

 ١مثال 

مطلوب است 
۴

٢
۵ 

 پاسخ 

که  يدانيمم
٢
۵

٢
  یم کينزد١به چون  ميکن  یپس فرض م۵
به که  یشود ، هنگام

۴
 هيلذا طبق قض  شود.  یم کينزد١به شود ، پس   یم کينزد

 داشت  مي، خواه ینيجانش

۴

٢
۵

۴

٢
۵

١

٢
۵ ١

٢
۵ ١  

  ١١مثال 

مطلوب است 
١٢

٢ 

 پاسخ 

به ٢چون ٢ ميکن  یابتدا فرض م
۶

به که  یشود ، هنگام  یم کينزد
١٢

  یم کينزد

به شود ، لذا 
۶

 شود. پس   یم کينزد
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١٢

٢
۶

 

١به چون  ميکن  یحالا فرض م  .ميکن  یرا تکرار م ینيجانش هيقض نکيا
٢

 کينزد

به که  یشود ، هنگام  یم
۶

١به شود،  پس   یم کينزد
٢

 هيلذا طبق قض  شود ،  یم کينزد

   .ميدار ینيجانش

۶
١
٢

١
٢

٢

٢
 

  تيو در نها

١٢

٢
۶

١
٢

٢

٢
 

   .دياز چپ به راست بخوان توان استنباط کرد.   یرا م ريز جهينت ینيجانش هياز قض

اگر و پس  

  Squeezing or Pinching or Sandwich  Theorem  يچیساندو يهقض

مفهوم    کند  یبه شما کمک م ينا .  يددو لغات بالا را بدان یمعن يستبد ن يهقض ينا یآور ياددرک و  یبرا
  . يدرا بهتر درک کن يهقض ينا

  Pinchدو انگشتتان قرار دادن  ينب – گرفتن  يشگونن

 Squeezeچلاندن   – فشردن 

  Sandwich يچساندو

  . يدتوجه کن يربه  نمودار ز
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 کيو اگرنمودار  کنند  یبا هم تلاقنقطه مانند  کيدر و  یاگر نمودار ها يدگو  یم يهقض ينا
هم با ، پس نمودار  ميبا فشار قرار دهو تابع    دو  یها نمودار  نيبمانند  گريتابع د

   کند.  یم  یتلاقدر نقطه و  ینمودار ها

  Squeezing or Pinching or Sandwich  Theorem  يچیساندو يهقض

 اطراف بازه باز  کيها در تمام  یبرا  يمباش داشته يدفرض کن

 باشد پس اگر،احتمالا خود  ، بجز
 وجود دارد و 

 گذاشت . ميبخش خواه نيا ناتيرا هم در تمر هيقض نياثبات ا
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  ١٢   مثال

 که  دينشان ده

١ 

 پاسخ 

  . يمکن  یم يداآنرا پ  يچیساندو يهقض يق. حال از طريمزد حدس ١.١مقدار حد بالا را در بخش 

  یآور ياد

دايره قطاع مساحت
راديان حسب بر مرکزی زاويه اندازه

٢
دايره مساحت  

٢

٢
،  

  اي

دايره قطاع مساحت
٢

دايره شعاع کمان طول
٢

 

   رود.  یخط هم بکار م کيطول  اندازه یبراکه نماد  ديتوجه دار . ميپرداز  یبه اثبات م نکيا

 ريبه شکل ز با توجه  واحد است.  کيربع دائره به شعاع  نييدر شک پا

مثلث مساحت
١
٢

١
٢

١
٢

 

دايره قطاع مساحت
راديان حسب بر مرکزی زاويه اندازه

٢
دايره مساحت  

٢
١

٢

٢
 

مثلث مساحت
١
٢

١
٢

١
١
٢
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 است؟ اما چرا 

 داشت   ميپس خواه است. مثلث  Similar متشابه مثلث 

 

  ايو 

١
 

 

 

 داشت  ميلذا خواه

مثلث مساحت قطاع مساحت مثلث مساحت  

 که  یبه طور

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 حساب ديفرانسيل  آرمان 1.3 قضايای بنيادی حد انوشـيروان صراف

48 
 

٢ ٢
١
٢

برای
٢

 

     نيطرف اگر
٢ ٢

 داشت  مي، خواه ميضرب کن٢را در 

١ ١  

 نياگر طرف
٢

١
٢

 داشت  ميخواه م،يضرب کن٢را در 

٢  

 که  قتيحق نيمعادله بالا و ابا استفاده از دو نا 

 

 داشت  ميخواه

١ برای
٢

 

 چون 

١ ١ 

 داشت  مي، خواه چيساندو هيطبق قض

١ 
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  ١٣مثال 

 که  يدنشان ده

١
 

 پاسخ 

 اما    .ميبکار بر مايرا مستق ميتقس هيقض ميتوان  یلذا نمکه   يددان  یم

١ ١ ١
١

٢ ١
١

 

٢

١ ١
 

 که  ميدان  یم ١٢طبق مثال 

١
١ 

  نيعلاوه بر ا

١ ١ ١
 

  تيلذا در نها

١
١

١  

 . ديفرمول هم بدون اثبات به خاطر بسپار نيا
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 ٣.١ يناتتمر

  . يدکن يدارا پ يرز یبخش ، حد ها ينا يجبا استفاده از نتا

١
٣

۵  

 

٢
١۶

١
٢

 

 

٣
١

۵ ٢ ٢
١
٢

 

 

۴
٣

 

 

۵
۴

٢ ٢ ٧  

 

۶
٢

٢ ٣ ١ ٣ ١
٢

٢ ١۵  

 

٧
۶

  

 

٨
١

١
۵
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٩
٢ ٣ ٢ ٢ ٣ ٣ ٢

١ ٢
 

 

١  

 

١١
١

 

 

١٢
٣

٣ ٣  

 

١٣
۴

١
٢

 

 

١۴
۴

۶  

 

١۵
١

٢ ١
٢ ١

 

 

١۶
۶

٣ ۴  
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١٧
۴

۴  

 

١٨

١
٣

١
٣

 

 

١٩
٣

 

 

  . ديکن دايو سپس حد ها را پ ديساده کن ها  را عبارت رابتدايز ناتيدرتمر

٢
١

٢ ١
١

 

 

٢١
١

٣ ١
١

 

 

٢٢
٢

٢ ۴
٣ ٨

 

 

٢٣
١
٢

۶ ٣
١ ٢
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٢۴
٢

٢

٢ ٢
 

 

٢۵ ١
١

 

 

٢۶
٢

١
 

 

  . ديکن دايرا پ ريز ناتيدر تمر

٢۵ ٢ ٧ ٣  

 

٢۶ ٢ ٣ ٣  

 

٢٧ ١۶  

 

 که  ميدان  یم )  ٢٨

١
١

برای
٢ ٢

 

 .ديکن دايرا پ ريبالا ، حد ز قتيبا استفاده از حق
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 یاست که برا یتابع ديفرض کن )  ٢٩
٢ ٢

  ميدار

٢ ١ ٢ ٢ ١ ٢  

   .ديکن دايرا پحد 

 

 ديفرض کن٣) 
٢

و ٣
٢

 که  ديباشد ، نشان ده٢

٢

 

 وجود دارد و 

٢

٢

٣
 

  است. 

 

وجود داشته باشند ، اما نه ١که  ی، به طور ديکن دايپو دو تابع    )٣١

   وجود داشته باشند.١و نه ١

 

وجود داشته باشند ، اما نه ٢که  ی، به طور ديکن دايپو دو تابع ٣٢

   وجود داشته باشند.٢  نه  و٢

 

  يدفرض کن) ٣٣

٢ برای ١
٢ برای ١
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 و 

برای ٢
١ برای ٢

 

 باشند ، 

  . ديکن دايپ یفرمول برا يک – الف 

١که  دينشان ده –ب  وجود ١اما ٢و ٢
    .ستين ینيجانش هيقض ريمغا جهينت نيکه چرا ا ديده حيتوض  ندارد.

 

  است. باشد ، پس اگر   يددهنشان     -الف – ٣۴

باشد ، پس که اگر  دي، نشان ده ینيجانش هيبا استفاده از قض – ب 
 .است 

   .ستيقسمت ب صادق نقسمت الف صادق است ، اما عکس  که عکس دينشان ده – ج 

 

 حيهر عدد صح یپس براکه اگر  يدثابت کن ينیجانش يهبا استفاده از قض – ٣۵
  داشت.  مي، خواه   مثبت

 

 

 یبراباشد ، اگر و  يدفرض کن – ٣۶
   است.که  ديباشد ، ثابت کن ها  هيکل
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   .ديرا ثابت کن ريز یايقضا

  Sum Theorem For Limitsجمع حد ها  هيقض -  ١

 وجود دارد ، پس و  ديفرض کن

 وجود دارد و حد 

 

 

  Constant Multiple Theorem For Limitsضرب عدد ثابت حد ها  يهقض- ٢

وجود پس  باشد ،  یقيهر عدد حقوجود دارد و  يدفرض کن
 دارد ، و 

 

 

  Product Theorem For Limitsضرب حد ها  يهقض – ٣

 هر دو وجود دارند ، پسو  يمکن  یفرض م

 وجود دارد و حد 

 

 

  Quotient Theorem For Limitsحد ها  يمتقس يهقض  - ۴

    هر دو وجود دارند ، وو  يمکن   یم فرض 

 باشد

 وجود دارد و پس  
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 ١٧ يهقض

 a  به   یکه به اندازه کاف یها ا x   تمام  یاست براباشد ، پس   اگر
 باشند.  کينزد

 

  ١٨ هيقض

 a  به   یبه اندازه کاف که یها ا x   تمام  یاست براباشد ، پس   اگر
 باشند. کينزد

 

  Substitution Theorem For Limitsحد ها  یبرا ينیجانش يهقض

  a  بازه باز اطراف کيها در   x  تمام  یاست براو  يدفرض کن

 وجود دارد ، پس  يدفرض کن ينهمچن  احتمالا بجز خود 

 

 

  Squeezing or Pinching or Sandwich  Theorem  يچیساندو يهقض

 بازه باز اطراف  کيها در تمام  یبرا  يمباش داشته يدکنفرض 

 باشد پس اگر،احتمالا خود  ، بجز
 وجود دارد و 
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 ٣.١ يناتپاسخ تمر

  . يدکن يدارا پ يرز یبخش ، حد ها ينا يجنتا با استفاده از

١
٣

۵
٣ ٣

۵ ٣ ۵ ٨  

 

٢
١۶

١
٢

١
٢ ١۶

١
٢

١۶
١
٢

۴ ٢ 

 

٣
١

۵ ٢ ٢
١
٢ ١

۵ ٢
١
٢

١

٢
٢

 

۵ ١
٢

٢ ١
١
٢

۵ ٢
١
٢

١۵
٢

 

 

۴
٣ ٣ ٣

٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ۶ 

 

۵
۴

٢ ٢ ٧
۴ ۴

٢ ٢
۴ ۴

٧  

٢ ١۶ ٨ ٧ ٢ ١۵ ٣  

 

۶
٢

٢ ٣ ١ ٣ ١
٢

٢ ١۵  

٢
٢ ٣

٢
١

٢
٣

٢

١
٢

٢
٢

١۵  
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١۶ ١ ٨ ٢ ١۵ ١٧ ٢١ ٣۵٧  

 

٧
۶ ۶ ۶ ۶

  

۶ ١
٢

٣

٢

٣

٢۴
 

 

٨
١

١
۵

١ ١

١
۵

٢
١

٢ 

 

٩
٢ ٣ ٢ ٢ ٣ ٣ ٢

١ ٢
 

٢ ٣ ٢ ٢ ٣ ٣ ٢

١ ٢

٢ ٢

١
٢

١
٢ 

 

١
١ ١ ١

١
١ 

 

١١
١ ١ ١ ١ ١ ٢
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١٢
٣

٣ ٣  

٣ ميکن  یفرض م ٣چون ٣   یم کينزد٣به که  یشود ، هنگام  یم کينزد٨١به ٣
 داشت  ميخواه ینيجانش هيطبق قض  شود.  یم کينزد٨١به شود ، پس 

٣
٣ ٣

٨١
٨١ ٩  

 

١٣
۴

١
٢

۴
١

٢

۴ ۴
٢ ٢ ١

۴

 

۴ ۴
٢

٢ ۴ ١ ١٨ 

 

١۴
۴

۶  

به که  ميدان  یو م ميکن  یفرض م
۴

٢

٢
به که  یشود ، هنگام  یم کينزد

۴
به پس  شود.   یم کينزد

٢

٢
  داشت. ميخواه ینيجانش هيبر اساس قض  شود.  یم کينزد

۴

۶

۴

۶

۴

۶
٢

٢

۶

١
٨

 

 داشت  ميضرب خواه هيطبق قض تيو در نها

۴

۶

۴ ۴

۶

۴
١
٨ ٣٢

 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 حساب ديفرانسيل  آرمان 1.3 قضايای بنيادی حد انوشـيروان صراف

61 
 

١۵
١

٢ ١
٢ ١

 

٢ ميکن  یفرض م ١
٢ ١

 شود  یم کينزد١به که  یشود ، هنگام  یم کينزد٣به چون 

 داشت  ميخواه ینيجانش هيپس بر اساس قض

١

٢ ١
٢ ١ ٣

٣ 

 

١۶
۶

٣ ۴  

١به چون sin ميکن  یفرض م
٢

به که  یشود ، هنگام  یم کينزد
۶

  یم کينزد

 داشت  مي، خواه ینيجانش هيپس طبق قض , شود 

۶

٣
١
٢

٣ ١
٨

 

به چون  ميکن  یفرض م نيهمچن
٣

٢
به که  یشود ، هنگام  یم کينزد

۶
 داشت  مي، خواه ینيجانش هيشود ، پس طبق قض  یم کينزد

۶

۴

۶

۴
٣

٢

۴

٩
١۶

 

 داشت  ميضرب حد ها ، خواه هيطبق قض تيو در نها

۶

٣ ۴

۶

٣

۶

۴ ١
٨

٩
١٨

٩
١٢٨
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١٧
۴

۴ ۴

۴

۴

۴

٢

٢

۴

٢

٢

۴
١ 

  هم ممکن است.  ینيجانش قياز طر

  

١٨

١
٣

١
٣

 

 ١که  مينشان داد١٢در مثال شماره 

 ميکن  یفرض م
١
 کيبه صفر نزدکه  یشود ، هنگام  یم کيبه صفر نزدباشد ، چون ٣

 داشت   ميشود ، پس خواه  یم

١
٣

١
٣

١  

 

١٩
٣

 

 توان نوشت   یم

٣ ٣
٣

٣
٣

٣
٣

 

 پس 
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٣
٣

٣
٣

٣
٣

٣
 

 کيبه صفر نزدکه  یشود ، هنگام  یم کينزدبه صفر ٣چون ٣ ميکن  یحال فرض م
 داشت  ميخواه ینيجانش هيلذا طبق قض  شود.  یم کيهم به صفر نزدشود ، پس   یم

٣
٣

٣
٣ ٣ ١ ٣ 

 

  . ديکن دايو سپس حد ها را پ ديساده کن ها  را عبارت رابتدايز ناتيدرتمر

٢
١

٢ ١
١ ١

١ ١
١ ١

١ ١ ١ ٢  

 

٢١
١

٣ ١
١ ١

١ ٢ ١

١ ١
٣ ٢ ١ ١ ١

٣  

 

٢٢
٢

٢ ۴
٣ ٨ ٢

٢ ٢
٢ ٢ ٢ ۴ ٢

٢
٢ ٢ ۴

٢ ٢
۴ ۴ ۴

۴
١٢

١
٣

 

 

٢٣
١
٢

۶ ٣
١ ٢

٣
١
٢

١ ٢
١ ٢

٣
١
٢

١
٣

١
١
٢

۶  
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٢۴
٢

٢

٢ ٢ ٢

٢

٢ ٢

٢

٢ ٢

٢

١

٢

١

٢ ٢ ٢

١

۴ ٢

٢

٨
 

 

٢۵ ١
١

١ ١ ١  

 

٢۶
٢

١
١ ٢

١
١ ١

١
١ ١ ١ ٢  

 

  . ديکن دايرا پ ريز ناتيدر تمر

٢۵ ٢ ٧ ٣  

٣ ١٣
٣

٢ ٧ ١٣
٣ ٣

٢ ۶
٣

٣

٢ ٣
٣ ٣

٢ ٢ 
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٢۶ ٢ ٣ ٣  

٣ ۵۴
٣

٢ ٣ ۵۴
٣

٢
٣

٣ ٢٧
٣

٢
٣

٣ ٣ ٣ ٩

٣
٢

٣
٢ ٣ ٩

٢ ٣
٢

٣ ٣ ٩ ٢ ٢٧ ۵۴ 

 

٢٧ ١۶  

١۶ ۴
١۶

۴
١۶ ١۶

۴
۴ ۴

١۶

١
۴

١

١۶ ۴

١
٨

 

 

 که  ميدان  یم )  ٢٨

١
١

برای
٢ ٢

 

 .ديکن دايرا پ ريبالا ، حد ز قتيبا استفاده از حق

 

 پاسخ 

١که  ميدانيم ١و ١ ١ ١
١

لذا بر اساس نا معادله داده شده بالا و ١

  ميدار یچيساندو هيقض

١ 
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 یاست که برا یتابع ديفرض کن )  ٢٩
٢ ٢

  ميدار

٢ ١ ٢ ٢ ١ ٢  

   .ديکن دايرا پحد 

 پاسخ 

 که  ديکن  یملاحظه م

٢ ١ ٢ ٢ ١ ٢  

  نيهمچن

٢ ١ ٢ ٢ ١ ٢ ٢  

  یچيساندو هيلذا طبق قض

 

 

 ديفرض کن٣) 
٢

و ٣
٢

 که  ديباشد ، نشان ده٢

٢

 

 وجود دارد و 

٢

٢

٣
 

  است. 
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 پاسخ 

و ،چون 
٢

و 
٢

هر دو وجود 

که  ديگو  یخارج قسمت حد ها م هيدارند ، قض
٢

  تيو در نها  وجود دارد.

٢

٢

٢

٣

٣
 

 

وجود داشته باشند ، اما نه ١که  ی، به طور ديکن دايپو دو تابع    )٣١

   وجود داشته باشند.١و نه ١

 پاسخ 

١ ميکن یفرض م  
١

١و 
١

 ١و ١پس   باشد.

 اما   وجود ندارد.

١
١

١
١

، ١ 

  نيبنا بر ا

١ ١
 

 

وجود داشته باشند ، اما نه ٢که  ی، به طور ديکن دايپو دو تابع  ٣٢  

 وجود داشته باشند.٢  نه   و٢
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 پاسخ 

  ميکن  یفرض م

برای ٢
١ برای ٢

و ١ برای ٢
برای ٢

 

 باشند. پس 

٢
و

٢
 

  وجود ندارند اما

مقادير کليه برای  

 و لذا 

٢ ٢
 

 

  يدفرض کن) ٣٣

٢ برای ١
٢ برای ١

 

 و 

برای ٢
١ برای ٢

 

 باشند ، 

  . ديکن دايپ یفرمول برا يک – الف 

١که  دينشان ده –ب  وجود ١اما ٢و ٢
    .ستين ینيجانش هيقض ريمغا جهينت نيکه چرا ا ديده حيتوض  ندارد.
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 پاسخ 

 ١و لذا ٢باشد ، پس ١اگر  – الف 

٢باشد ، پس ١اگر    و لذا ٢

 داشت  ميپس خواه

١ برای ١
برای ١

 

 پاسخ 

١ ميکه نشان ده نيا یبرا– ب  و  ميکن  یفرض م٢
٢

 باشد ، 

٢باشد ، پس ١و ١اگر  ٢    است.٢

 باشد ، پس ١و ١اگر 

٢ ٢ ٢ ٢ ١ ٢  

١ نياست ، و بنا بر ا٢باشد ، ١پس اگر  ٢ 

   است.

١بخش ١طبق مثال  گرياز طرف د ٢ 

٢
 

١ رايوجود ندارد ، ز١اما  برای  و ١

برای ١ 

موضوع  نيا  صفر و صد دارد. ريمقاد،  کي  تيدر هر بازه باز با مرکزکه  یطور به
 . کي تيدر هر کدام از بازه ها با مرکز٢ راي، ز ستين ینيجانش هيقض ريمغا
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  است. باشد ، پس     اگر  يدده نشان - الف  - ٣۴

باشد ، پس که اگر  دي، نشان ده ینيجانش هيبا استفاده از قض – ب 
 .است 

   .ستيقسمت الف صادق است ، اما عکس قسمت ب صادق ن که عکس دينشان ده – ج 

 

 پاسخ 

عدد مانند  کياست ، پس باشد ، چون  ميکن  یفرض م  - الف 
 باشد ، پس که اگر  یدارد به طوروجود 

 

  داشت  ميباشد ، خواهپس اگر   است.

   است.پس 

 پاسخ 

 شود که   یم جهينت ینيجانش هياست ، پس از قضچون   –ب 

 

 پاسخ 

 ضرب عدد ثابت  هيطبق قضباشد ، پس اگر  –ج 

 داشت  ميخواه یچيساندو هياست ، طبق قضو چون 

 

  و لذا عکس قسمت الف صادق است. 

  ميبر عکس ، اگر مثلا داشته باش 

١ برای ١
١ برای ١
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١وجود ندارد ، اما ١پس  ١
١ وجود دارد ، لذا عکس قسمت ١

  غلط است.   یب به طور کل

 

 حيهر عدد صح یپس براکه اگر  يدثابت کن ينیجانش يهبا استفاده از قض – ٣۵
  داشت.  مي، خواه   مثبت

 

 پاسخ 

 کيبه صفر نزدکه  یشود ، هنگام  یم کيبه صفر نزدباشد ، چون  ميکن  یفرض م
  ینيجانش هيلذا طبق قض  شود.  یم کيبه صفر نزد جهيشود ، در نت  یم

 

 

 یبراباشد ، اگر و  يدفرض کن – ٣۶
   است.که  ديها باشد ، ثابت کن  هيکل

 پاسخ 

 کيپس و  ميچون دار باشد.  ميکن  یفرض م
 باشد ، پس که اگر  یوجود دارد به طورعدد مانند 

 باشد ، پس  یا نيچناگر   است. نياست و همچن

 

  است.پس  .است  یاريعدد مثبت اخت کياست ، و چون ٢و لذا  است. 
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   .ديرا ثابت کن ريز یايقضا

  Sum Theorem For Limitsجمع حد ها  هيقض -  ١

 وجود دارد ، پس و  ديفرض کن

 وجود دارد و حد 

 

  ديتوجه کن ريابتدا به اصل موضوع ز

باشد ، و  ديفرض کن Lemma-1 –  ١ -اصل موضوع
 باشد ، پس که اگر  یوجود دارد ، به طور کيهر  یبرا

   است.و هم هم 

 که اگر  یوجود دارد به طور١ کيهر  یبرا – اثبات اصل موضوع 

١ 

 که اگر  یوجود دارد به طور٢ کي نيو همچن  است.باشد ، پس 

٢ 

هر  یعني(باشد ، ٢و ١ ممينيم ميکن  یحال فرض م  است.پس  باشد ،

 است  پس)  ميکن  یکدام کوچک تر باشد انتخاب م

 ٢و ١مسلم است که  باشد ،اگر  نيهمچن

  است.و هم هم  نيبنا بر ا  خواهد بود.

 جمع حد ها  هيقضاثبات 

 کيکه  ميده  یباشد ، نشان مو و  ديفرض کن
 باشد ، پس که اگر  یوجود دارد به طور
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 ميدر اصل موضوع بالا بگذار یبجا ديفرض کن است. 
٢

 

 که اگر  یمشترک وجود دارد ، به طور کيکه  ديگو  یم ١ -اصل موضوع

 باشد ، پس 

٢ ٢
 

  نيبنا بر ا است. 

٢ ٢
 

 

  Constant Multiple Theorem For Limitsضرب عدد ثابت حد ها  يهقض- ٢

وجود پس  باشد ،  یقيهر عدد حقوجود دارد و  يدفرض کن
 دارد ، و 

 

 اثبات 

اگر   صفر است. یهر دو طرف تساو رايز است. پا افتاده  شيپ  یليباشد ، اثبات خاگر 
نشان   .ميکن  یانتخاب معدد دلبخواه   کيباشد، و  ميکن  یفرض م باشد ،

 باشد ، پس اگر عدد مانند  کي یکه برا ميده  یم

 یدارد ، به طور وجود کيعدد مثبت  نيمربوط  به ا ،  پس استکه  يدانيمم  است.
 داشت  ميخواه باشد ،که اگر 

 

  جهيدر نت

 

 و لذا 
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  Product Theorem For Limitsضرب حد ها  يهقض – ٣

 هر دو وجود دارند ، پس و  يمکن  یفرض م

 وجود دارد و حد 

 

  ٢Lemma-2 -اصل موضوع . يدتوجه کن يربه اصل موضوع زابتدا 

 است ، پس و ،  يدفرض کن

 

 وجود دارد و 

 

 ٢  -  اثبات اصل موضوع

در اصل موضوع  ميکن  ی، و فرض م باشد١ ميکن  یو فرض م است.  يمکن  یفرض م
که  یکرد به طور دايپ کيتوان   یم ديگو  یباشد ، پس آن اصل موضوع م قبل
 باشد ، پس اگر 

 

 است و لذا 

٢  

 ضرب حد ها  يهبه اثبات قض يمپرداز  یحالا م

 جهينتجمع  هيباشد ، پس طبق قضو  يمکن  یفرض م
 که  ميريگ  یم
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  قيطر نيبه هم

 

   نوشت. ريتوان به شکل ز  یرا مسپس ، ضرب 

 

  ميگفت هيقض نيا یکه در ابتدا ٢ – حال طبق اصل موضوع

 

 دهد که   یم جهيضرب عدد ثابت نت هي، قض گرياز طرف د

، ،  

   داشت. ميجمع خواه هيطبق قض

 

 

  Quotient Theorem For Limitsحد ها  يمتقس يهقض  - ۴

    هر دو وجود دارند ، وو  يمکن   یم فرض 

 وجود دارد و باشد ، پس 

 

    Lemma-3 ٣ –اصل موضوع 

 که اگر یوجود دارد به طور کيباشد ، پس اگر 
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١باشد ، پس 
٢

 است 

 که اگر یوجود دارد به طور کيباشد ، پس اگر 

 

١باشد ، پس 
٢

 است

 

 ٣ –اثبات اصل موضوع 

١حد در بخش  فيپس طبق تعر ديکنفرض  ١با ١
٢

 کي

١پس  باشد ،که اگر  یوجود دارد به طور
٢

 

 باشد ، پس اگر  جهيدر نت خواهد بود. 

١
٢

١
٢

 

 یبه طوروجود خواهد داشت  کيباشد پس اگر  قيطر نيبه هم

١باشد ، پس اگر که 
٢

 اگر  جهيدر نت خواهد بود. 

 

 باشد ، پس 

١
٢

١
٢

 

 حد ها  ميتقس هياثبات قض

باشد از اصلا و و  ميکن  یفرض م
 که اگر  یوجود دارد به طور يکشود که   یم يجهنت ٣ –موضوع 
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باشد ، پس 
٢

  ميدار نيچن یبرا  است.

١ ٢
٢
 

 لذا 

١
 

٢
٢

 

 تابع  یبرا جهيدر نت

 

 تابع صفر و تابع  نيب

٢
٢

 

 جمع و ضرب عدد ثابت  هيشود ، اما طبق قض  یم چيساندو

 

 پس 

٢
٢

 

   یچيساندو هيبنا بر قض

 

 که معادل 
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  است. 

 

 ١٧ يهقض

 به   یبه اندازه کاف=nکه  یها ا x   تمام  یاست براباشد ، پس   اگر
 a باشند.  کينزد 

  ٣ -اصل موضوع  ميمستق جهينت

 

  ١٨ هيقض

 به   یبه اندازه کاف=nکه  یها ا x   تمام  یاست براباشد ، پس   اگر
 a باشند. کينزد 

 ٣ -اصل موضوع  ميمستق جهينت

 

  Substitution Theorem For Limitsحد ها  یبرا ينیجانش يهقض

  a  بازه باز اطراف کيها در   x  تمام  یاست براو  يدفرض کن

 وجود دارد ، پس  يدفرض کن ينهمچن  احتمالا بجز خود 

 

  اثبات

وجود دارد به ١ کيباشد ، پس  ديباشد ، و فرض کن ميکن  یفرض م
است.  باشد ، پس ١که اگر  یطور
 که اگر  یطور  دارد به وجود کياست ، پس ١است و چون

دلتا را  ميتوان  ی، م هيفرضطبق   است.١باشد، پس      
 لذا اگر   باشد.پس  باشد ،١که اگر  ميکوچک انتخاب کن یبقدر
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   باشد.١پس  باشد،       

  نيو بنا بر ا

 

  تياست و در نها

 

 

  Squeezing or Pinching or Sandwich  Theorem  يچیساندو يهقض

 بازه باز اطراف  کيها در تمام  یبرا  يمباش داشته يدفرض کن

 باشد پس اگر،احتمالا خود  ، بجز
 وجود دارد و 

  اثبات

که  یمثبت مشترک وجود دارد به طور یدلتا کي١-باشد ، طبق اصل موضوع  يمکن  یفرض م
 در همان بازه باز خواهد بود و باشد ، پس اگر 

و  

  ديگو  ینا معادله بالا م نياست ، اولچون   است.

١  

 است ، پس است و ، چون  قيطر نيبه هم

٢  

 که  نديگو  یبا هم م٢و ١ یرابطه ها

 

 پس 
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 One-Sided Limits طرفه يک های حد -١.۴           

 یبرا رايوجود ندارد ، زحد ،  فيطبق تعر . ديريدر نظر بگتابع 
که سمت راست از  یريمقاد یعنيمثبت  ريمقاد یاما برا است.   ینشدن فيتعر ريمقاد

 ريبه نمودار ز شود.   یم کيبه صفر نزدکه  یشود ، هنگام  یم کينزدبه صفر    )صفر هستند 
   .ديتوجه کن

 

  حد سمت راست در نقطه صفر.  مييگو  یدر نقطه صفر نصف حد دارد ، که مپس 

  ميسينو  یمنا معادله  یسمت راست توابع ، بجا  یها حد فيدر تعر

 

سمت چپ  یحد ها یبرا  است.سمت راست  ديگو  یاست ، که مکه معادل 
 . ميکن  یرفتار م  قيطر نيهم هم

  Right-Hand Limitسمت راست حد   فيتعر

است حد عدد  کيباشد. بازه باز  کيشده در  فيتابع تعر کي يمکن  یمفرض 
 عدد  کيهر  یشود ، اگر برا  یم کينزداز طرف راست به که  یهنگام

 که اگر  یوجود داشته باشد به طور

 

 مييگو  یو م ميسينو  یصورت م نيباشد ، در اپس باشد ، 
  . ديتوجه کن ريبه شکل ز  .وجود دارددر نقطه حد سمت راست 
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  Left-Hand Limitحد سمت چپ   فيتعر

است حد عدد  کيباشد. بازه باز  کيشده در  فيتابع تعر کي يمکن  یمفرض 
 عدد  کيهر  یشود ، اگر برا  یم کينزدبه از طرف چپ  که  یهنگام

 که اگر  یوجود داشته باشد به طور

 

 مييگو  یو م ميسينو  یصورت م نيباشد ، در اپس باشد ، 
    . ديتوجه کن ريبه شکل ز  . وجود دارد.در نقطه    حد سمت چپ
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   نامند.  یطرفه م کي یسمت چپ را حد ها یسمت راست و حد ها یحد ها

  که دينشان ده – ١مثال 

 ميکن  یفرض مهر  یبرا  -پاسخ 
٢

 داشت  ميباشد ، خواهباشد ، پس اگر 

 

١حد که در بخش  یاديبن یايقضا هيکل  طرفه هم صادق هستند.  کي ی، در مورد حد ها ميبحث کرد٣
و به علاوه اگر  طرفه هم منحصر به فرد هستند.  کي یحد ها نيهمچن

 داشت  ميوجود داشته باشند ، خواه

 

 

 داشت  ميوجود داشته باشند ، خواهو اگر 

 

 

   طرفه صادق هستند. کي یهم در مورد حد ها یچيو ساندو یني، جانش ميتقس یايقضا

 

   .ديکن دايرا پ ريحد ز  - ٢مثال 

٣
٢ ٣ ٢

٢ ١
 

 پاسخ 

چون 
٣
٢

٣
 ميطرفه ، دار کي یحد ها یضرب برا هيبر اساس قضو 

٣
 لذا ٢
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٣
٢ ٣ ٢

٢ ١
٢
١

٢  

   مواظب باشد. ديطرفه با کي یدر حد ها ینيجانش هيهنگام استفاده از قض

  . ديکن دايرا پ ريحد تابع ز -  ٣مثال 

١
١ ٢ 

 پاسخ 

١ ميکن  یفرض م ١باشد ، چون ٢ شود ،   یم کياز سمت راست به صفر نزد٢
  یم کياز سمت راست به صفر نزدشود ، پس   یم کياز سمت چپ به صفر نزدکه  یهنگام
  ميپس دار شود ،

١
١ ٢  

   .ديتوجه کن ريبه نمودار ز
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١چه  گر ١ وجود دارد ، اما  ٣طبق مثال ٢
١

١  رايز  وجود ندارد.٢

١     یدوم عدد منف شهيکه ر ميدانيقرار دارد و م کيراست  سمتکه  یاست ، هنگام  یمنف٢
 وجود ندارد. 

را توجه  ريمثال ز  کند.  ینم نيدو طرفه را تضمحد  وجود راست ، حد سمت و هم سمت چپ وجود هم حد
   .ديکن

در که  ديو نشان ده . ديکن دايرا هم از سمت راست و هم سمت چپ صفر پ ريحد تابع ز – ۴مثال 
   ندارد. یحد دو طرفه ا چينقطه صفر ه

برای
١ برای

 

 پاسخ 

١چون     ١پس ١

 پس چون  قيطر نيبه هم

بخش  ٧لذا بر اساس اثبات مثال   .ستندين یطرفه وجود دارند ، اما با هم مساو کيپس هر دو حد 
٢    تابع در نقطه صفر حد دو طرفه ندارد. نيا٢

  در نقطه صفر نداشت. یحد چيطرفه در نقطه صفر داشت ، اما ه کيهر دو حد ، تابع  , ۴در مثال 
   .ديتوجه کن ريبه نمودار ز  .ستندين یطرفه با هم مساو کيدو حد  رايحد در نقطه صفر وجود ندارد ، ز
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 تابع  کيوجود حد  یبرا  یشرط لازم و کاف – هيقض

 البته بجز خود (             شده باشد فيتعربازه باز اطراف  کيدر  ميکن یفرض م

 وجود داشته باشند ، و طرفه  کيوجود دارد ، فقط و فقط اگر هر دو حد پس 

 

 صورت  نيدر ا

 

 اثبات 

 و پس ، اگر  فيبر اساس تعر

باشد ، پس طبق  ديو فرض کنو  ديبر عکس ، فرض کن

١حد در بخش  فيتعر  که اگر  یوجود دارد ، به طور٢ کيو ١ کي١

١  

 اگر و   است.پس ،  باشد

٢  

   است.پس  باشد ,

١ ميکن  یفرض م   یانتخاب م هر کدام کوچک تر باشد ،٢و ١ نيب یعني(باشد ٢
 ) ميکن

  یعني  خواهد بود.پس  باشد ،که اگر  شوديم جهيپس نت

 

حد در  کيکه  نينشان دادن ا یطرفه اغلب برا کي ی، حد ها ميدار یتابع چند ضابطه ا کيکه  یهنگام
   است. دينقطه ، وجود دارد ، مف کي
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 . ديريرا در نظر بگ ريتابع ز  -  ۵مثال 

٢ ١ برای ٢
٣ برای ٢

 

حد 
٢

  . ديکن دايرا پ

 پاسخ 

 

٢چون  ٢ ١ ٢و ۵ ٣ شرط ( بالا   هيقض اساس بر است، ۵
 )تابع  کيوجود حد  یبرا  یلازم و کاف

٢ ٢
٢ ١ ۵ 

 و 

٢ ٢
٣ ۵ 

  تيو در نها

٢
۵ 
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  Infinite Limits and Vertical Asymptotes یعمود یمجانب ها و تينها  یب یحد ها

از به شدن  کيعلت باشد که هنگام نزد نيبه اوجود نداشته باشد ، ممکن است اگر 

 بزرگ شود.   تينها  یبا قدر مطلق ب  یمنف اي، و  بزرگ  تينها  یبسمت راست ، مقدار 

و   وجود نداشته باشد.که حد سمت چپ   یطور عمل کند ، وقت نياست همممکن مقدار 
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  تينها  یحد ب فيتعر

   باشد.بازه باز  کيشده در  فيتابع تعر کي ميکن  یفرض م

 که اگر  یوجود دارد به طور کيمانند  یهر عدد یاگر برا – الف 

  است. پس باشد ، 

شود ،   یم کياز سمت راست نزدبه که  یهنگامحد  مييگو  یصورت م نيدر ا
 شکل  ميسينو  یمو است. 

 که اگر  یوجود دارد به طور کيمانند  یهر عدد یاگر برا  -  ب

  است. پس باشد ، 

شود ،   یم کياز سمت راست نزدبه که  یهنگامحد  مييگو  یصورت م نيدر ا
 شکل  ميسينو  یمو است. 

  یو م  شود.  یم دهينامنمودار  یمجانب عمود یدر هر دو حالت بالا ، خط عمود –ج 
   داد. تينها  یسمت راست حد ب   ازدر نقطه  مييگو

 و  یشکل ها  .ميبر  یهم بکار م ريز یحد ها یبالا را برا فيتعر نيهم

و  

  ديحالا فرض کن

 

به که  یهنگامحد  مييگو  یو م ميسينو  یبالام دو  عبارت یبجا
  ريشکل ز  دارد. تينها  یحد ب در نقطه و   است. تينها  یشود ، ب  یم کينزد

 

  ريشکل ز ميداشته باش یصادق است اگر بجاموضوع  نيهم
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بخش  فيرا که در تعر یحد باشد ، آنوقت  داشتهدر نقطه  تينها  یحد ب اگر    –توجه 
١  ندارد  .  نقطه  در  ميکرد١

  ايو است هر وقت که  یمجانب عمود کيخط 

 

  ايو هر وقت  نيهمچن   و

که خط  دينشان ده نيهمچن١و ١که  دينشان ده– ۶مثال 

   است.١نمودار  یبرا یمجانب عمود کي

 پاسخ 

و  لذا   خواهد بود.١باشد ، پس ١اگر مانند  یهر عدد یکه برا ديتوجه دار
١    است.١نمودار  یمجانب عمود کيخط و   است.     

و لذا   خواهد بود.١باشد ، پس ١اگر مانند  یهر عدد یبرا قيطر نيبه هم
  ريشکل ز  است.١
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نه حد محدود و نه حد نا ١پس  تابع      کنند ،  یطرفه در نقطه صفر با هم فرق م کيچون دو حد 
   محدود دو طرفه در نقطه صفر دارد.

  Definition of Vertical Asymptote یمجانب عمود فيتعر

 خط  مييگو  یپس ماگر  ايو    اگر

   است. یبرا یمجانب عمود کي

  . ديکن دايرا پ ريتابع ز یعمود یمجانب ها هيکل – ٧مثال 

٢
٢ ١

 

 پاسخ 

  . ديکن  یرا ملاحظه منمودار  ريدر شکل ز

 

٢باشد ، پس ١ ايو ١بجز  یهر عدداگر   که  یاست به طور١

٢
٢ ١

٢
٢ ١

است عدد يک  

  گرياز طرف د  هستند.١و ١ممکن ، خطوط  یپس تنها مجانب ها
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١

٢
٢ ١ ١

٢
١

١
١

 

 و 

١

٢
٢ ١ ١

٢
١

١
١

 

  ی، م قيطر نيبه هم   هستند.نمودار  یعمود یمجانب ها قتيدر حق١و ١پس 
و ١توان نشان داد 

١
 نيگر ا انيکه باز هم نما

 هستند. نمودار  یعمود یمجانب ها١و ١نکته است که 
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 ۴.١ ناتيتمر

١ ناتيتمر در   . ديکن دايرا پ طرفه  کي یها حد۵

١
٢

٣ ٣ ۵  

 

٢
٢

٢ ۴
٢

 

 

٣
١

٢ ٣ ۴
٢ ١

 

 

۴
۵

۵
۵

 

 

۵
٢

۴ ٢  

۶ ناتيتمر در ١   . ديکن دايرا پ  تينها  یب یها حد 

۶
۴
٣

 

 

٧
١
٢
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٨
٢

٣
٢

 

 

٩
١ ١

 

 

١

٢

 

١١ ناتيدر تمر دو طرفه به صورت اعداد  ايطرفه  کي یاز حد ها کيکدام  دي، مشخص کن٢۶
   حد وجود ندارد. کيو کدام به صورت  کيو کدام به صورت  کيوجود دارد ، کدام 

١١
٣
٢

٣ ٢  

 

١٢
۵

١

۵
 

 

١٣ ٢  

 

١۴
١
٢
 

 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



  آرمان ديفرانسيل حساب ١.۴ حد های يک طرفه انوشـيروان صراف

94 
 

١۵
١
٢

۴ ٧
١
٢

 

 

١۶
٢

١
٢ ٢ ۴

 

 

١٧
۵

٢ ٣

۵
٢
 

 

١٨
٣

١

٣
 

 

١٩
١

١ ٢

١
 

 

٢
۵ ١ ٢

 

 

٢١ ٢  
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٢٢
١

٢
 

 

٢٣
٣

١
٣

۶
٢ ٩

 

 

٢۴
١ ١

 

 

٢۵
٢

اگر
١ ۴ اگر ٢
٩ اگر ٢

 

 

٢۶
٣

اگر

١
٢

اگر ٣

٣
١

٣
اگر ٣

 

 

٢٧ ناتيدر تمر   . ديکن داي، اگر وجود داشته باشند ، پ یعمود یمجانب ها هيکل٣٣

٢٧
١

۴
 

 

٢٨
٢ ٩

٢
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٢٩
٢ ١
٢ ۴

 

 

٣
۵ ٢

٣
٢ ١۶ ٢ ١

 

 

 

٣١  

 

٣٢  
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 ۴.١ ناتيپاسخ تمر

١ ناتيتمر در   . ديکن دايطرفه  را پ کي یها حد۵

١
٢

٣ ٣ ۵
٢

٣ ٣ ۵ ٢
٣

٣ ٢ ۵

١٩ 

 

٢
٢

٢ ۴
٢ ٢

٢ ٢
٢ ٢

٢
٢

٢ ۴ 

 

٣
١

٢ ٣ ۴
٢ ١ ١

١ ۴
١ ١ ١

۴
١ ١

۴
١

۵
٢

 

 

۴
۵

۵
۵

 

 پس   است. ۵    ،  پس شود یم کينزد  پنج به راست  ازسمت  چون

۵

۵
۵ ۵

۵
۵ ۵

١ ١  

 

۵
٢

۴ ٢
٢ ٢

۴ ٢ ٢
٢

۴ ٢  

۴ ميکن  یحالا فرض م  شود ،  یم کينزد٢از سمت چپ به که  یهنگام  باشد.٢
۴لذا   سمت راست. شود از  یم کينزد۴به ٢  کيراست به صفر نزد از سمتو ٢

  ميطرفه دار کي یحد ها یبرا ینيجانش هيطبق قض  شوند.  یم

٢
۴ ٢  
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  تيدر نها  و

٢
۴ ٢ ٢ ٢ 

 

۶ ناتيتمر در ١   . ديکن دايرا پ  تينها  یب یها حد 

۶
۴
٣

 

۴و لذا   است.٣باشد ، پس اگر 
۴ جهيو در نت  بود.خواهد ٣

٣ 

 

٧
١
٢

 

١داشت  ميخواهبجز  ريمقاد هيکل یبرا
 پس ٢

١
٢

١
٢

 

 پس 

١
٢

 

 

٨
٢

٣
٢

 

٣و لذا  , است٢باشد ، پس ٢اگر 
٢

  جهيدر نت خواهد بود. 

٢

٣
٢
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٩
١ ١

 

است  ، پس ١باشد ، پس ١اگر 
١

 لذا  خواهد بود. 

١ ١
 

 

١

٢

 

  یاست  برا    ميدان یم
٢

 

و و چون 
٢

و 
٢

لذا ١
٢

 

  است. 

١١ ناتيدر تمر دو طرفه به صورت اعداد  ايطرفه  کي یاز حد ها کيکدام  دي، مشخص کن٢۶
   حد وجود ندارد. کيو کدام به صورت  کيو کدام به صورت  کيوجود دارد ، کدام 

١١
٣
٢

٣ ٢  

٣ یبرا
٢

٣ ميدار   ميطرفه ، دار کي یحد ها یبرا ینيجانش هيپس بر اساس قض٢

٣
٢

٣ ٢  
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١٢
۵

١

۵
 

 ینيجانش هيطبق قض خواهد بود. ۵است. و لذا ۵باشد ، پس ۵اگر 

   .ميطرفه دار کي یحد ها یبرا

۵
۵  

  تيو در نها

۵

١

۵
 

 

 

١٣ ٢  

 طرفه  کي یحد ها یبرا   ینيجانش هيقض و ضرب  هيبر اساس قض

٢ ٢  

١
١  

 

١۴
١
٢

١
٢

١
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١۵
١
٢

۴ ٧
١
٢

 

١اگر 
٢

١باشد ، پس 
٢

۴ نياست و همچن ۴پس   است.٧ ٧
١
٢

خواهد 

 لذا   بود.

١
٢

۴ ٧
١
٢

١
٢

۴ ٧
١

١
٢

 

 

 

١۶
٢

١
٢ ٢ ۴

 

٢است و ١باشد ، پس ٢اگر  ١است و لذا ۴
٢ ۴

  خواهد بود.

 و لذا 

٢

١
٢ ٢ ۴ ٢

١
٢

١
٢ ۴

 

 

 

١٧
۵

٢ ٣

۵
٢
 

۴اگر  ٢باشد ، پس ۵و ۶ ۵و ٣
٢

 جهيدر نت  خواهد بود. 
٢ ٣

۵
 است و لذا ٢
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۵

٢ ٣

۵
٢ ۵

٢ ٣
١

۵
٢

 

 

١٨
٣

١

٣
 

و   است. ٣باشد ، پس ٣اگر 
٣

 و لذا ٣

٣

١

٣
 

 

 

١٩
١

١ ٢

١
 

١اگر   پس  است. ١و ١باشد ، پس ١

١ ٢

١

١ ١

١

١

١
 

 لذا 

١
١ ٢

١ ١
١ ١

١
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٢
۵ ١ ٢

۵ ١ ٢ ١
 

 

٢١ ٢  

اگر 
٢

 است. پس ٢و ٢باشد ، پس 

٢
١
٢

 

   .ديرا ملاحظه کن ري، نمودار ز ديحد داشته باش نياز ا  ینيع یتصور که نيا یبرا

 

 

 

٢٢
١

٢

١
٢

١
١

٢

٢

١
١

١
١

١ ١
١
٢

١
٢
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٢٣
٣

١
٣

۶
٢ ٩

 

٣ یبرا و   ميدار٣

١
٣

۶
٢ ٩

٣
٣ ٣

۶
٣ ٣

٣
٣ ٣

١
٣

 

 لذا 

٣

١
٣

۶
٢ ٩ ٣

١
٣

١
۶

 

 

٢۴
١ ١

 

١چون   داشت  ميپس خواه١

١ ١ ١
١  

 

٢۵
٢

اگر
١ ۴ اگر ٢
٩ اگر ٢

 

چون 
٢ ٢

١ ۴ و ٩
٢ ٢

٩  پس ٩

٢
٩ 
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٢۶
٣

اگر

١
٢

اگر ٣

٣
١

٣
اگر ٣

 

٣ ٣
٣

١
٣ ٣

٣ ٨
٣ ٣

٣ ٨
١

٣
 

 

 

٢٧ ناتيدر تمر   . ديکن داي، اگر وجود داشته باشند ، پ یعمود یمجانب ها هيکل٣٣

٢٧
١

۴
 

۴

١
۴

 

 است.  یمجانب عمود کي۴پس 

 

٢٨
٢ ٩

٢
 

٢

٢ ٩

٢
 

  است.  یمجانب عمود کي٢پس 
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٢٩
٢ ١
٢ ۴

 

٢

٢ ١
٢ ۴ ٢

٢ ١
٢ ۴

 

٢پس  و    هستند. یانود یمجانب ها٢

 

٣
۵ ٢

٣
٢ ١۶ ٢ ١

 

۴ ۴
 

۴پس  و ٢و چون   هستند. یعمود یمجانب ها۴  هيکل یاست برا١
   وجود ندارند. یگريد یپس مجانب ها ريمقاد

 

 

٣١  

   وجود ندارد. یمجانب عمود چيپس ه١چون 

 

٣٢  

 چون 

٢

 

  پس
٢

       باشد. حيعدد صح کيکه   یهستند در صورت یعمود یمجانب ها
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  Continuity يوستگیپ   -١.۵

رفتار  یسه حالت ممکن برا شده باشد.  فيتعر یاريباشد که در نقطه اخت یتابع يمکن  یفرض م
  وجود دارد. در نقطه 

  . ريشکل ز مانند وجود ندارد.  -الف 

                                    

 

 

  . ريمانند شکل زوجود دارد ، اما  -ب 
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 . ريمانند شکل زوجود دار و  -ج 

 

 

که در شکل   یپاره شده است. در صورتالف و ب نمودار در نقطه  یکه در شکل ها يدکن  یملاحظه م
شود ،   یم کينزدبه رسد که   یو به نظر م پاره نشده است. ج نمودار در نقطه 

  مهم است.   یلينوع سوم رفتار در حسابان خ نيا شود.   یم کينزدبه که  یهنگام

  Definition of Continuity یوستگيپ فيتعر

  است ، اگر Continuous   وستهيپدر دامنه اش در نقطه تابع 

 

در دامنه  در نقطه است ، اگر Discontinuous   وستهينا پدر دامنه اش در نقطه تابع 
  نباشد.  وستهياش ، پ

  مينشان ده دياست ،با وستهيپدر نقطه تابع  ميکه نشان ده نيا یبرا

  شده است.  فيتعردر نقطه  -الف 

  وجود دارد.  -ب 

   است. -ج 

 , ميگرفته  ا ادي حد که قبلا یايقضا  قيطر از ميتوان  یشود ، پس م  یم فيبر حسب حد تعر یوستگيچون پ
مانند  ايتابع گو کيدر دامنه که اگر  ميدان  یمثلا م. ميکن دايتابع پ کي یوستگيدر مورد پ   یاطلاعات
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 وستهينقاط دامنه اش ، پ هيدر کل ايو لذا هر  تابع گو  است.باشد ، پس  
   هستند. وستهيدر دامنه شان ، پ یهر شش توابع مثلثات قيطر نيبه  هم است.

 تابع – ١مثال 

٢ ۵ ۴
٢ ٩

 

  

   است. وستهيپدر کدام نقاط  ديمشخص کن  .ديريدر نظر بگ

 پاسخ 

٣در نقاط چون    است. ايتابع گو کيکه  ديکن  یم   ملاحظه         و صفر ٣
٣نقاط بجز  هيتابع در کل نياست ، پس ا و نقاط بجز  هيشده است و لذا در کل فيتعر٣

٣ و    است. وستهيپ٣

 

 که تابع  ديمشخص کن– ٢مثال 

٢ ٣ ٢
٢ ۵ ۶

 

 

 است؟  وستهيدر کدام نقاط پ

 پاسخ 

١مخرج کسر در نقاط  و  نقاط بجز  هيصفر است و لذا تابع فوق در کل۶

١ و ١نقاط بجز  هيدر کل جهيشده است و در نت فيتعر۶ و   است.  وستهيپ۶

 

   است. وستهيدر کدام نقاط پ ريتابع ز ديمشخص کن– ٣مثال 

٢

١ ٢
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  است.  وستهينقاط پ لهيتابع در ک نيشود ، پس ا  یکسر هرگز صفر نم نيا چون مخرج  - پاسخ

 توابع  ميجمع ، ضرب و تقس یوستگيپ هيقض

Continuity of Sum , Product and Quotient of Functions Theorem  

در نقطه ،، پس  یهر عددباشند ، و  وستهيپدر نقطه واگر 
   است. وستهيپهم در نقطه باشد ، پس هستند و اگر  وستهيپ

 اثبات 

  ميجمع حد ها دار هيطبق قض

 

  است.  وستهيپدر نقطه لذا 

  توان ثابت کرد.   یم قيطر نيهم به هم گريد یقسمت ها

 

  ۴مثال 

   است. وستهينقاط ، پ هيدر کلکه  ديباشد ، نشان ده١اگر 

 پاسخ 

،که توابع  ميدانيم و از حاصل ضرب چون تابع  هستند.  وستهينقاط پ هيدر کل١
ضرب و  یها هيشده است ، پس طبق قض ليتشک١و سپس جمع و    توابع 
  است.  وستهينقاط پ هيدر کلجمع 

 

  Continuity of Composite Functions Theoremتوابع مرکب  یوستگيپ هيقض

 باشد ، پس   وستههيپدر نقطه باشد ، و  وستهيپدر نقطه اگر 

 

  است.  وستهيپدر نقطه         پس
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 اثبات 

١در بخش – یآور ادي   ميگفت ینيجانش هيبعد از قض٣

   .دياز چپ به راست بخوان توان استنباط کرد.   یرا م ريز جهينت ینيجانش هياز قض

اگر و پس  

  مياست ، پس داربالا  یآور ادياست ، در  وستهيپدر نقطه چون 

 

  است.  وستهيپدر نقطه پس 

 

   است. وستهيپ٢در نقطه که  ديباشد ، نشان ده١ اگر – ۵مثال 

 پاسخ 

که  ميدان  یاست.مباشد ، پس باشد. و ١ ميکن  یفرض م
٢در است ، و  وستهيپ٢در نقطه   هيکل یدوم برا شهيتابع ر راياست. ز وستهيپ١
     است. وستهيپتوابع مرکب ،  یوستگيپ هيپس طبق قض است.  وستهياعداد مثبت پ

 

باشد ،  وستهيپکه  ی، به طور ديکن دايرا پتابع به نام  کيباشد ، اگر  – ۶مثال 
  هيکل یباشد براو  

 پاسخ 

 چون 

١ 

  ميکن  یپس فرض م
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برای

١ برای
 

به   است.١ راياست ، ز وستهيدر نقطه صفر پکه  يدکن  یم ملاحظه
 برایطور که مساله خواسته  علاوه همان

 

١بخش ۵در مثال شماره   یعني نيا  است.برایکه  مينشان داد٢
  ريشکل ز است.  وستهياعداد مثبت ، پ هيکل یدوم برا شهيتابع ر

 

 

١بخش  یاما همان طور که در ابتدا دوم در  شهيتابع ر جهيدر نت وجود ندارد. ،  ميگفت۴
  قتيدر حق  تابع در نقطه صفر حد سمت راست دارد. نياما ا  .ستين وستهينقطه صفر پ

 

  است.  وستهيدوم از سمت راست صفر ، پ شهيتابع ر مييگو  یپس م

 

 Definition of One-sided Continuityطرفه  کي یوستگيپ فيتعر

 است ، اگر  وستهيدر دامنه اش پاز سمت راست نقطه تابع مانند   کي
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 است ، اگر  وستهيدر دامنه اش پاز سمت چپ  نقطه تابع مانند   کي

 

 

 يوستهاست ، اما از سمت چپ صفر پ يوستهاز سمت راست صفر پ يرزکه تابع  يدنشان ده – ٧مثال 
  . يستن

برای
برای

 

 پاسخ 

 چون   و  است. وستهياز سمت راست صفر پپس ١چون 

 

  . ستين وستهياز سمت چپ صفر پپس 

 

 است اگر فقط و فقط هم از سمت راست و هم از سمت چپ  وستهيپتابع در نقطه  يکپس 

١بخش  يهموضوع از قض ينا باشد.  يوستهپ    شود.  یم جهي، نت ميآور  یمجددا م ليکه در ذ۴

  یآور ادي

 تابع  کيوجود حد  یبرا  یشرط لازم و کاف – هيقض

 البته بجز خود (             شده باشد فيتعربازه باز اطراف  کيدر  ميکن یفرض م
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 طرفه وجود داشته باشند ، و  کيوجود دارد ، فقط و فقط اگر هر دو حد پس 

 

 صورت  نيدر ا

 

 

  است.  وستهيپ١در نقطه  يرکه تابع ز يدنشان ده – ٨مثال 

٢ برای ١
برای ١

 

 پاسخ 

 

 

١چون  ١
٢ ١ ١ 

و 
١ ١

١ ١ 

  است.  وستهيپ١در نقطه است ، لذا  وستهيپ١هم از سمت راست و هم از سمت چپ پس 
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  Definition of Continuity on Intervalsدر بازه ها  يوستگیپ يفتعر

    باشد وستهيپنقاط  هياگر در کلاست ،  وستهيپدر بازه باز تابع  يک

از  نيباشد و همچن وستهيپنقاط  هياگر در کلاست ،  وستهيپدر بازه بسته   تابع  يک
   باشد. وستهيپو از سمت چپ سمت راست 

باز مانند  يمهن یهادر بازه  يوستگیپ یهم برا  يیها يفتعر ينچن
 

  هم صادق است. 

است  وستهيپنقاط در  هيتابع در کل نيا رايز است.  وستهيپدوم در بازه  شهيمثلا تابع ر
  است.  وستهياز سمت راست صفر هم پو 

، توابع  ايتمام توابع گو نيهمچن هستند.  وستهيپدر بازه  یتمام توابع چند جمله ا نيعلاوه بر ا

   .هستند وستهيپ شده باشند ، فيتوابع تعر آن که در آنها ،  یهر بازه باز در، توابع به شکل  یمثلثات

 

۴که تابع  دينشان ده  -  ٩مثال  ٢در بازه ٢    است. وستهيپ٢

 پاسخ 

۴شده است ، و چون  فيتعر یبراچون تابع  است فقط و فقط اگر ٢
٢ ٢ بازه که دامنه شود  یم جهينت پس باشد ،٢ ملاحظه  گريد طرف از  است.٢

 که  ميکن  یم

۴ ٢ ۴ ٢ اگر ٢ ٢  

٢ ٢
۴ ٢ ۴ ٢

٢
٢  

٢ ٢
۴ ٢ ۴ ٢

٢
٢  

٢در بازه لذا     است. وستهيپ٢
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  هستند. وستهيشده و پ فيبسته تعر یروز مره کاربرد دارند ، در بازه ها  یکه در زندگتوابع  از   یاريبس
  ريز مانند چند مثال

  تياز درجه فارنها یگراد به صورت تابع یدرجه سانت – ١

۵
٩

٣٢ پرای ٢٧٣ ١۵ 

  از شعاع آن.  یکره به صورت تابع کيحجم  – ٢

۴
٣

٣ پرای  

 از زمان  یبه صورت تابعشود   یزدن به بالا پرتاب م سيسرو یکه برا سيسرعت توپ تن – ٣

١۶ ٣٢
١
٢

 

 از قدرت دارو  یدارو به صورت تابع کيعضو به  کيپاسخ  – ۴

پرای ١ 

،  

 . دياز مقدار تول یبه صورت تابع ديتول نهيهز – ۵

۴ ٣ ۵  
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  ۵.١ ناتيتمر

١ ناتيدر تمر اگر تابع در نقطه  نه.  اياست  وستهيپدر نقطه  ايآ نديمشخص ک٨
 چيه اياست و  وستهيپاز سمت چپ  ايتابع از سمت راست و  ايکه آ دياست ، مشخص کن وستهيپ
   دو حالت. نياز ا کدام

١ ٢ ۴ ٣ ٢  

 

٢
۴ ٢ ٢

٢ ١
 

 

٣
٣ پرای ١

پرای ١
؛ ١  

 

۴
١ پرای

پرای
١ پرای

 

 

۵ ١
١
٢

١ 

 

۶ ٢ ٢ ۴ ١ 

 

٧
٢ ٢
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٨

١
١

پرای
٢

پرای
٢

؛
٢

 

 

٩ ناتيدر تمر    است. وستهيداده شده ، پ یدر بازه هاکه چرا  ديده حيتوض١۵

٩ ٢ ۴ ١  

 

١ ٣ ٣  

 

١١ پرای

١ پرای
 

 

١٢
١

٢ ۴
١  

 

١٣
١

٣ ٢
٢
٣

١  

 

١۴
٢ ٢
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١۵
١ ١

 

 

 )کجا گسسته است؟ (است؟   وستهيکجا نا پ يحعدد صح ينتابع بزرگتر – ١۶

 

تمام  یاست ، برا ديفرض کن   است. وستهيپدر نقطه  يدفرض کن – ١٧
   است. وستهيپدر که  دينشان ده  باشد.در دامنه که  یها ، بطور

 

   است. ريمعادل شرط زاست ،  وستهيپدر نقطه که عبارت  يدنشان ده – ١٨

 عدد مانند  کيهر  یبرا

 باشد ، پس که اگر  یوجود دارد بطور

 

  است. 

 

  . يريدرا در نظر بگ يرتابع ز – ١٩

باشد گويا اگر
١ باشد گنگ اگر

 

  ) ستين وستهيپ(است. وستهينا پ  یقيهر عدد حق یبراکه  يدنشان ده

 

٢  

بازه باز  کيها در  هيکل یکه برا یوجود دارد ، بطوراز صفر مانند  ريعدد غ کي ديفرض کن
  ميداشته باش است ،که شامل 

 

   است. وستهيپ   در نقطه که  دينشان ده
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 ۵.١ ناتيپاسخ تمر

١ ناتيدر تمر اگر تابع در نقطه  نه.  اياست  وستهيپدر نقطه  ايآ نديمشخص ک٨
 چيه اياست و  وستهيپاز سمت چپ  ايتابع از سمت راست و  ايکه آ دياست ، مشخص کن وستهيپ
   دو حالت. نياز ا کدام

١ ٢ ۴ ٣ ٢  

   است. وستهيپ٢نقاط در دامنه اش از جمله در  هيکل در ا ، لذ ميدار یچند جمله ا  تابع - پاسخ

 

٢
۴ ٢ ٢

٢ ١
 

٢،    کسر در نقطه صفر   مخرج و  ميدار ايگو تابع چون -  پاسخ  ١ ٢ ١ ١
   است. وستهياست ، پس در نقطه صفر پ

 

٣
٣ پرای ١

پرای ١
؛ ١  

 ١از سمت چپ و نه از سمت راست   نه،   ستين وستهيپ-  پاسخ 

۴
١ پرای

پرای
١ پرای

 

   ، نه از سمت راست و نا از سمت چپ صفر. ستين  وستهيپ-  پاسخ 

 

۵ ١
١
٢

١ 

١در -  پاسخ 
٢

   است. وستهيهم پ١از سمت چپ   است. وستهيپ
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۶ ٢ ٢ ۴ ١ 

  است.  وستهيهم پ١از سمت چپ  است.  وستهيدر نقطه صفر پ-  پاسخ 

 

٧
٢ ٢

 

 است  وستهيپ-  پاسخ 

 

٨

١
١

پرای
٢

پرای
٢

؛
٢

 

در -  پاسخ 
٢

   است. وستهيپ

 

٩ ناتيدر تمر    است. وستهيداده شده ، پ یدر بازه هاکه چرا  ديده حيتوض١۵

٩ ٢ ۴ ١  

   است. وستهيپاست ، پس در  یچند جمله ا کيتابع -  پاسخ 

 

١ ٣ ٣  

است ، و  وستهيپدوم در  شهيتابع ر است ، وستهيپدر ٣چون  -  پاسخ 
در توابع مرکب ،  هيطبق قض نيبنا بر ا٣در بازه  یاست برا٣
   است. وستهيپ٣
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١١ پرای

١ پرای
 

است در هستند ، و چون  وستهيپهر دو در و چون -  پاسخ 
و در  توابع ، ميضرب و تقس جمع ، یوستگيپ هيپس طبق قضو 

 چون  نيهمچن  است. وستهيپ

١  

   است. وستهيپدراست ، و لذا  وستهيدر نقطه صفر هم پپس 

 

١٢
١

٢ ۴
١  

٢چون -  پاسخ   وستهيپ بازه دوم در   شهياست و تابع ر وستهيپدر بازه ۴
٢است و   ديگو  یتوابع مرکب م یوستگيپ هيقض ، و ١    بازه  در   یبرا۴

٢    است. وستهيپ١در بازه ۴

که  ديگو  یحد ها م ميجمع ، ضرب و تقس هياست ، قض وستهيپدر بازه ١تابع ثابت   
    است. وستهيپ١در بازه 

 

١٣
١

٣ ٢
٢
٣

١  

٢ یبرا – پاسخ
٣

٣و ١ یعبارت ها١  یبرا نيو بنا بر ا , هستند٢
٢
٣

١عبارت ١
٣ ٢

١چون   است.
٣ ٢

٢پس در بازه  است ، ايتابع گو کي
٣

١ 

توابع مرکب ،  یوستگيپ هيطبق قض است ، وستهيپدوم در بازه   شهيراست و چون تابع  وستهيپ

٢در بازه  
٣

   است.  وستهيپ١
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١۴
٢ ٢

 

  است در بازه cosچون  –پاسخ 
٢ ٢

بازه ،  نيدر او هم و چون هم 

در بازه حد ها ،  ميتقس هيطبق قضهستند ، پس   وستهيپ
٢ ٢

توجه  ريبه شکل ز است.  وستهيپ

   .ديکن

 

 

 

١۵
١ ١
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است و  وستهيپدر بازه است و  وستهيپدر بازه ١چون  –پاسخ 
در بازه حد توابع مرکب  هيباشد ، لذا طبق قض١در بازه است اگر ١
   .ديکنبه شکل بالا  توجه   است. وستهيپ١

 

 )کجا گسسته است؟ (است؟   وستهيکجا نا پ يحعدد صح ينتابع بزرگتر – ١۶

  است.  وستهينا پ حياعداد صح هيکل یبرا حيعدد صح نيتابع بزرگتر - پاسخ 

 که  ميده  ینشان م باشد.  یحيهر عدد صح ميکن  یفرض م - اثبات 

١ 

 و 

 

 تمام  یبرابا باشد همگرا به طرف  یهر دنباله ا ميکن  یرابطه اول فرض م یبرا
 ميدار ی نيچن یبزرگ ، و برا  یبه اندازه کاف یهاتمام  یاست برا١ها. پس 

 داشت  ميخواه جهيدر نت١و لذا ١

١ 

تمام  یبرابا باشد  همگرا به طرف  یهر دنباله ا ميکن  یرابطه دوم فرض م یبرا
 داشت  ميخواه جهيدر نتو لذا  ميدار ی نيچن یها پس برا

 

 شود   یملاحظه م

 

 یبرا حيعدد صح نيتابع بزرگتر جهيدر نت و  ستين یبا حد سمت چپ مساوحد سمت راست  یعني
   است.  وستهيناپ حياعداد صح هيکل
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عدد مثبت کوچکتر از اعداد  کي ميکن  یفرض م باشد ، حيصح ريعدد غ کياگر  گرياز طرف د
که  یاست به طور١باشد ، پس و ١

   بودن توابع وستهيپ هيپس طبق قضها در  هيکل یاست برا   
 رياست.به شکل ز  وستهيناپ حياعداد صح یبرا قايدق جهيو در نت  است.  وستهيپدر  ثابت ،

   .ديمراجعه کن

 

   

تمام  یاست ، برا ديفرض کن   است. وستهيپدر نقطه  يدفرض کن – ١٧
   است. وستهيپدر که  دينشان ده  باشد.در دامنه که  یها ، بطور

 است ، وستهيپدر چون   است.باشد ، پس گر  ا – پاسخ 
 یوستگيپ هياست ، طبق قض وستهيپدر است ، لذا  وستهيپدر و 

   توابع مرکب.

 

   است. رياست ، معادل شرط ز وستهيپدر نقطه که عبارت  يدنشان ده – ١٨

 عدد مانند  کيهر  یبرا

 باشد ، پس که اگر  یوجود دارد بطور

 

  است. 

که   باشد.  یماست ، معادل رابطه  وستهيپدر نقطه عبارت   –پاسخ 
  است.  ريزجمله     معادل هم باز

باشد ، پس که اگر  یدار ، بطور وجود کيهر  یبرا“ 
 “است.  
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 عبارت  یتوان بجا  یباشد ، مکه  یاست هنگامو چون 

 

 نوشت 

 

 

  . يريدرا در نظر بگ يرتابع ز – ١٩

باشد گويا اگر
١ باشد گنگ اگر

 

  ) ستين وستهيپ(است. وستهينا پ  یقيهر عدد حق یبراکه  يدنشان ده

دلتا هر عدد  اگر  باشد.١ ميباشد و فرض کن  یقيهر عدد حق يمکن  یفرض م –پاسخ 
وجود مانند  ايعدد گو کيو عدد گنگ مانند  کيباشد ، پس در بازه  یمثبت

گنگ که   یاست.  در صورت١باشد ، پس  ايگواگر   دارد.
       .ستين وستهيپدر نقطه است و لذا ١باشد ، پس 

٢  

بازه باز  کيها در  هيکل یکه برا یوجود دارد ، بطوراز صفر مانند  ريعدد غ کي ديفرض کن
  ميداشته باش است ،که شامل 

 

   است. وستهيپ   در نقطه که  دينشان ده

 باشد ، پس اگر  باشد. و    ميکن  یفرض م – پاسخ 

 

  است.  وستهيپدر نقطه  جهيو در نتلذا 
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   Intermediate Value Theorem يانیممقدار  يهقض  -١.۶

مقدار  يهقض يعنی . يوستهمهم در مورد توابع پ يهقض يکبخش آخر فصل اول اختصاص دارد به  ينا
   .  يانیم

 يک،   یهر عدد نا منف يمتوان بکار برد که نشان ده  یرا م   يانیممقدار  يه، قض يدد يمهمانطور که خواه
  دوم دارد.   يشهر

و کجا   ی، کجا مثبت ، کجا منف يوستهکه توابع پ ينمشخص کردن ا یتوان برا  یرا م يهقض ينا ينهمچن
  بکار برد.  صفر هستند

 را    يانیم يراز مقاد يک يچتواند ه  یبازه بسته نم يکدر  يوستهتابع پ  يک برد کند که   یم يدتاک يهقض ينا
۶در بازه تابع مانند  يکمثلا اگر  . يردبگ يددهحذف کند و نا د باشد و اگر  وستهيپ٣

۶ ٣و ۵ شکل   باشد.در برد  ديبا۴و ۵ نيب ی، پس هر عددباشد ۴
   .ريز

 

  Intermediate Value Theorem   يانیممقدار  يهقض

و  نيب یهر عدد ديفرض کن است.  وستهيپدر بازه بسته  يدفرض  کن
عدد  کيپس   باشد. ايو که  یبطور , باشد

   است.که  یدارد بطوروجود در مانند 

خط  کي یتواند از رو  ینم وستهيتابع پ کيکه نمودار  ديگو  ی، م   یانيممقدار  هي، قض یرياز نظر تصو
 شکل  Figure (A)  بپرد.  یافق

  یرود خانه ب کياز  ديتوان  یطور تصور کرد که شما نم نيا niايمقدار م هيقض توان ی، م کيزيبه زبان ف
 شکل  Figure (B)  .ديآن بپر یاز رو ايشود و  سيکه خ ني، بدون ا ديعبور کن  یطولان تينها
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  . يدتوجه کن يرز يفبه دو تعر   يانیممقدار  يهقبل از اثبات قض   :مهم  يفدوتعر 

  Definition of Upper bound and Lower Boundکران   يينبالا کران  و پا يفتعر

  Bounded Aboveاست   دار  از طرف بالا کرانمجموعه از اعداد بنام  يک – الف   

  ميداشته باشها در تمام  یکه برا یوجود داشته باشد به طورعدد مانند  کياگر 

 

  بالا کران شود  یگفته معدد  نيبه چن

  Bounded belowاست   دار  کران  نييپااز طرف مجموعه از اعداد بنام  يک – ب
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  ميداشته باشها در تمام  یکه برا یوجود داشته باشد به طورعدد مانند  کياگر 

 

     کران نييپا شود  یگفته معدد  نيبه چن

  محدود باشد.  نيياگر از بالا و از پا نديگو  یم  Bounded   کران دارمجموعه را  کي –ج 

 

  Definition of Least Upper Boundکران بالا  نيکوچک تر فيتعر

 یبالا  کران کياست اگر  مجموعه مانند  کي یکران بالا نيکوچک ترعدد مانند  کي
   کوچک تر نباشد.از بالا کران  چيباشد و ه

 

  Definition of Greatest Lower Bound نييکران  پا نيبزرگ تر فيتعر

 ینييکران  پا کياست اگر مجموعه مانند  کي نييکران پا نيبزرگ ترعدد مانند  کي
 بزرگ تر نباشد. از کران  نييپا چيباشد و ه

 

    يانیممقدار  يهقضاثبات 

 ريدر غ است.  ايو  ميکن  یفرض مباشد، پس   ايو اگر
 نياز ا کياثبات هر   است. اياست و  ايصورت ،  نيا

  . ميکن  یرا انتخاب  مهم است ، پس حالت  هيدو حالت شب

 که  یباشد ، به طورها در بازه از تمام  یمجموعه ا ميکن  یفرض م

کران  بالا ،  نيکوچک تر فيطبق تعر  است.    يیکران  بالااست و در پس   باشد.
 اي  است.که  ديتوجه دار  .مينام  یمکران  بالا دارد ، که ما آنرا  نيکوچک تر کي

چون پس باشد ، اگر   است. ايو  اي
  کوچک.  یبقدر کاف لنياپس کي یبراو   است.طبق فرض خودمان 

 که اگر  یطور دارد به  وجود کي است ، وستهيپدرنقطه    چون 

اگر   است.است و در باشد ، پس 
٢

پس  ، ميفرض کن

 ميدار
٢

 اياست و  
٢
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اما 
٢

فرض ما در  جهيدر نت  .ستين یکران بالا نيکوچک تر نيبنا بر ا است ،در 

پس   هم غلط است.فرض ما در مورد  بيترت نيو به هم  غلط است.مورد 
   است.

 

 نياثبات ا یبرا است.   یدوم شامل تمام اعداد نا منف شهيدامنه تابع رکه  ديگو  یم حايتلو   یانيممقدار  هيقض
وجود دارد به عدد مانند  کيکه  ميده  یو نشان م ميکن  یانتخاب ممانند  یعدد نامنف کيموضوع ، 

  ميکن  یکار فرض م نيا یبرا  است.٢و   که  یطور

 ٢،  است و  وستهيپکه  ديکن  یملاحظه م 

٢ ٢ ١ ١
٢

١  

 ١در عدد مانند  کي،    یانيممقدار  هياست و طبق قض١پس 

عدد  کيچون   دوم دارد. شهير کيو لذا ٢ ايو که  یوجود دارد به طور
   شده است. فيتعر  یاعداد نا منف هيکل یدوم برا  شهيکه ر شوديم جهيانتخاب شده بود ، نت  ینا منف یارياخت

   بکار برد. گريد یها شهير  توابع یتوان برا  یاستدلال را م نيهم

  ميمثلا اگر داشته باش  مهم است. ارياست بس وستهيپکه  ني، فرض ا   یانيممقدار  هيدر قض

برای ٢
١ برای ٢

 

کدام از آنها را  چيه قتيدر حق.شود   ینم١و  نيب شامل تمام اعدادکه برد  ديکن  یپس ملاحظه م
٢در بازه مسلم است که   .رديگ  یدر بر نم  .ستين وستهيدر نقطه صفر پ راي، ز ستين وستهيپ٢

   تواند جهش کند.  یم کيوصفر   نيب آن نمودار  ليدل نيبه هم 
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  Positive and Negative Values of Functionsتوابع   یمقدار مثبت و منف

 شهير ايصفر و  را  باشد ، پسکه  یباشد ، بطوردر دامنه تابع اگر عدد 
  مينامند ، مثلا اگر دسته باش  یم

٢ ۴ ۵ ۵ ١  

  هستند. ١و ۵اعداد ، صفر  جهيدر نت۵و ١ یاست براپس 

 به شکل  یصفر تابع

٢  

 فرمول درجه دوم  یآور ادي . ديآ  یفرمول درجه دوم بدست م لهيبوس

٢ ۴

٢
 

 صفر وجود ندارد.  کيکردن  دايپ یبرا یدرجه بالا تر ، فرمول ساده ا یها یتوابع و چند جمله ا یاما برا

 ريمثبت و هم مقاد ريهم مقاداگر    است.  وستهيپاست که در بازه  یتابع ميکن  یفرض محال 
 کي یخواهد بود برا ديگو  یم حايتلو   یانيممقدار  هيداشته نشد ، پس قضدر بازه   یمنف

در بازه اگر  ، تيو در نها  دارد.صفر در بازه   کي گريبه عبارت د ايدر بازه 
  ايو ها در بازه تمام  یاست براپس نداشته باشد ،  یصفر چيه

 ها در بازه تمام  یاست برا

مثبت است و در کدام بازه ها    وستهيپ تابع در کدام بازه ها ميابيکند که در   یموضوع کمک م نيا
        .  یمنف

١ ديفرض کن – ١مثال 
٢

٢ مثبت که در آنها   يیبازه ها  باشد.٣
   .دياست مشخص کن  یمنفکه   يیاست و بازه ها

١عبارتند از  یواضح است که صفر ها  - پاسخ  ٢   یرا در بازه هالذا علامت تابع ٣

١ ١ ٢ ٢ ٣ ٣  

  . ميکن  یم دايپ
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بازه در بازه علامت  در  بازه 
 ٢  ١ ٢  
 ۶  ١ ٢  
 ۴٩

١۶
 

۵
٢

 
٢ ٣  

 ۵  ۴ ٣  
 

١ یدر بازه ها جهيدر نت ١ ٢ ٢مثبت است و در بازه ٣    است.  یمنف٣

 

   است.  یمثبت و کجا منفکجا  ديمشخص کن . ديريرا در نظر بگ ريتابع ز – ٢مثال 

٢ ٢ ٢ ۴
٣ ١

 

٣چون   –پاسخ  و ١تابع  نيباشد ، پس دامنه ا١است ، اگر ١
  گرياز طرف د  است.١

٢ ٢ ٢ ٢ ١ ٣ ١
٢

٣ ها تمام برای  

 ٢و  یاست ، برا نيبر ا بنا

  یپس در بازه ها

١ ١ ٢ ٢  

  . ميکن  یم دايعلامت تابع را پ
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بازه در بازه علامت  در  بازه  
 ٣٢

٧
 

١ ٢  

 ۶۵
١۴

 
١
٢

 
١  

 ٧
٢

 
٢ ١  

 ۵٧
٢٨

 
٢ ٣  

 

و ١ یاست و در بازه ها   مثبت٢و ١ یدر بازه ها جهيدر نت
   است.  یمنف٢

است که  نياست ، مثل ا  یمنف بازه ها مثبت و در کدام بازه ها  در کدامکه تابع  نيمشخص کردن ا
 نيتوان به ا  یم را٢پس مثال   .ديل کنرا ح ايو     یها نا  معادله مييبگو

 “  .ديرا حال کن ريز ینا معادله ها“کرد  انيصورت ب

٢ ٢ ٢ ۴
٣ ١

و
٢ ٢ ٢ ۴

٣ ١
 

  Bisection Methodروش نصف کردن بازه 

   دهد.  ینوع غله را نشان م کيسود حاصل از فروش تابع  ديفرض کن

۵ ٣ ٢ ١ ، ١  

است و چون  وستهيپچون   بر حسب تن است.تومان و  ونيليبر حسب متابع  نيدر ا
١و ١ در عدد مانند  کيکند که   یم نيتضم   یانيممقدار  هيپس قض٢

  نقطه سر بسر انگرينماعدد  نيا  است.که  یوجود دارد به طور

  Break-even   .ممکن کردن  دايپ یبرا  است. یکه دخل و خرج مساو  یزمان یعنيسر بسر  است
 یبرا قيکردن جواب دق دايپس پ  است. هودهيب نکارياما ا  .ميريفاکتور بگاز ميکن  یاست سع

 .ميکن دايرا پ یبيمقدار تقر مياگر بتوان ميشو  یراض ديپس با  رسد.  یممکن بنظر م ريغ
 روش نصف کردن بازه موسوم است به  یبيکردن مقدار تقر دايپ یراه برا کي 
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 ديگو  یکه م است یروم یميالمثل قد اساس ضرب برکردن بازه  روش نصف

  Divide and Conquer“   کن ريانداز و تسخ يیجدا“

علامت  یداراو باشد و  وستهيپکه در بازه مانند  یهر تابع یروش برا نيا
 و  اي یعنيمتفاوت  یمنظور از علامت ها هستند قابل استفاده است. متفاوت  یها

  باشد. و  ايو  باشد   

 هيمتفاوت هستند ، قض یعلامت ها یداراو     است و وستهيپدر چون 
   صفر دارد. کيدر بازه کند که   یم نيتضم   یانيممقدار 

در صفر باشد ، پس اگر   باشد.بازه  Midpoint    وسط ديفرض کن
  ايپس   اگر . ابدي  یاست. و جستجو خاتمه مبازه 

 ١ ميکن  یمتفاوت هست ، پس فرض م یعلامت ها یداراو  

  ايو 

١ميکن  یمتفاوت هست ، پس فرض م یعلامت ها یداراو     

،    یانيممقدار  هيکه بر اساس قض ميدانيبشود ، مبازه  مهين ١درهر کدام از دو حالت بالا که 

٢کوچکتر و کوچکتر  یبه بازه ها ميکار را که ادامه ده نيا  است.صفر  کيشامل ١ ٣، 

مراحل مختلف شامل نصف کردن بازه ها  نيچون ا  باشد.صفر  کي که ممکن است شامل ميرسيم
   موسوم است. نصف کردن بازهاست به  روش 

کجا عمل نصف  ميکه بدان ميداشته باش  یراه ديکند، پس با دايادامه پ تينها یمراحل ممکن است تا ب نيا
 است. کينزدصفر  به  یکه به اندازه کاف ميکرد دايپ کيکه  یهنگام یعني  .ميکردن را متوقف کن

 که صفر  ميکن دايپعدد مانند  کي ميخواه  یم ميکن  یو فرض م  است. ميکن  یم   فرض

  ميخواه  یم یعني بزند.  ني، تخم لنياشتباه کمتر از اپس بيضررا با 

 

  باشد. 

که طول آن کمتر  ميکن  یم دايپبازه  کي تياست ، پس در نها  ی، نصف بازه قبل یچون هر بازه متوال
 است و لذا  درچون   دهد  یانجام م راکار وسط   پس است. ٢از 
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طول نصف
١
٢

٢  

  تميالگارکه به آن  ميکن  یم  یرا ط یهنگام استفاده از روش نصف کردن بازه ، مراحل مسلسل نيبنا بر ا

 Algorithm  نامند.  یم 

 نصف کردن بازه  تميالگار ايو    مراحل

است که به  Interval حرف اول کلمه حرف   باشد.بازه  ميکن  یفرض م – قدم اول 
 بازه است.  یمعن

   باشد.وسط  ميکن  یفرض م –  قدم دوم 

است به حرف اول کلمه .  مينام  یمو آنرا  ميکن  یرا حساب مطول   –قدم سوم 
اشتباه کمتر از  بياست با ضرصفر  یبرا ینيتخم کيباشد ، پس ٢اگر  طول.  یمعن
   .ديده ادامهصورت  نيا ريدر غ  .ديکار را متوقف کن  .لنياپس

پس   است.صفر   کياست ، پس . اگر  ديرا حساب کن   -قدم چهارم
   .ديدهادامه  صورت نيا ريدر غ،  ديتوقف کن

 نيا ريدر غ ديبگذار یمتفاوت دارند ، بجا یعلامت هاو اگر  – قدم پنجم 
  ديبگذار یصورت بجا

  . ديانجام ده ديبازه جد یدو تا پنج را برا یقدم ها – قدم ششم 

۵ ديکنفرض  – ٣مثال  ٣ ٢ با استفاده از روش نصف کردن بازه ،   است.١

١اشتباه کمتر از  بيبا ضر یبيکند که صفر تقر دايپعدد در  کي
١۶

   باشد.

 پاسخ 

١و ١چون   ١که  ميدان  یمو  ميشروع کنتوان با   یم است ،٢

   .ميرا بساز ريجدول و نمودار ز ،  تميبا بکار بردن الگار  است.
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وسط  يا  بازه  طول    
١٩
٣٢

 
١
٢

 
١ ١  

٢٢٧
١ ٢۴

 
٣
۴

 
١
٢

 
١
٢

١  

٨٨۴٣
٣٢٧۶٨

 
۵
٨

 
١
۴

 
١
٢

٣
۴

 

  ١
٨

 
۵
٨

٣
۴

 

 

۵طول   چون
٨

٣
۴

١برابر است با 
٨

۵و نه 
٨

٣و نه 
۴

۵ ، نقطه وسط ستينصفر  کي
٨

٣
۴

 

١١که 
١۶

١از  است کمتر
١۶

  دارد. فاصلهاز صفر 

 

 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف قضيه مقدار ميانی  ۶.١     حساب ديفرانسيل آرمان

137 
 

 ۶.١ ناتيتمر

١  ناتيدرتمر  جواب در بازه داده شده دارد.  کي که معادله حد اقل دينشان ده۴

١ ۴ ١ ١ ١  

 

٢ ٢ ١
١ ٢

١
٢

 

 

٣ ٣ ٢ ٢ ١ ١  

 

۴
٢

 

 

۵ ناتيدر تمر    .ديحل کننا معادلات را بر حسب ٨

۵ ٢
٢

۴ ٨  

 

۶ ۴ ٣  

 

٧
١ ٣

٢ ١ ٢ ١
 

 

٨
٢ ١ ٢ ٢ ۴

٢٧ ٣
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٩ ناتيدر تمر اشتباه کمتر از   بيبا ضرصفر  کيبا استفاده از روش نصف کردن بازه ، ١١
١

١۶
   .ديبزن نيتخم

٩ ٢ ٢  

 

١ ٣ ٣ 

 

١١  

 

١٢ ناتيدر تمر  بياعداد داده شده را با ضر یبيبا استفاده از روش نصف کردن بازه مقدار تقر١٣

١اشتباه کمتر از 
١۶

   .ديکن دايرا پ

١٢ ۵ 

 

١٣ ٧ 

 

١از  شتريکه شعاع آنها ب  يیها رهيتمام دا  نيب که دينشان ده   یانيممقدار  هيبا استفاده از قض – ١۴
   متر مربع است. یسانت٢دائره وجود دارد که مساحت آن  کي ، ستيمتر ن یسانت
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  ۶.١ ناتيپاسخ تمر

١  ناتيدرتمر  جواب در بازه داده شده دارد.  کي اقلکه معادله حد  دينشان ده۴

١ ۴ ١ ١ ١  

۴ ميکن  یفرض م ١در بازه پس  باشد ،١ چون     است. وستهيپ١
١ ١و١ ١در بازه  کي ديگو  یم   ین ايممقدار  هيقض است ،١ ١ 

۴ یعنياست ، که  یوجود دارد بطور ١ 

 

 

٢ ٢ ١
١ ٢

١
٢

 

٢ ميکن  یفر م ٢در بازه پس   .باشد ١ ١
٢

 چون   است. وستهيپ

   ٢ ٧
٢

١و
٢

٧
۴

در بازه عدد مانند  کي ديگو  یم   یانيممقدار  هيپس قض است ،

٢ ١
٢

  یعني   است.١که  یطور وجود دارد به

٢ ١
١ 
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٣ ٣ ٢ ٢ ١ ١  

٣ ميکن  یفرض م ٢ ١در بازه پس   باشد.٢ چون   است. وستهيپ١
١ ١و ٣ ١در بازه  ديگو  یم  یانيممقدار  هيلذا قض١ عدد مانند  کي١

 که  یطور دارد ، به وجود

٣ ٢ ٢  
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۴
٢

 

در بازه پس   باشد. ميکن  یفرض م
٢

 چون   است. وستهيپ

و١   
٢ ٢

که در بازه  ديگو  یم   یانيممقدار  هيپس قض
٢

عدد مانند  کي

   است.که  یطوربه  وجود دارد ،

  

۵ ناتيدر تمر    .ديحل کننا معادلات را بر حسب ٨

۵ ٢
٢

۴ ٨  

٢ ميکن  یفرض م
٢

۴  پس   باشد.٨

٨ ٢
٢

۵  

  یتابع در بازه ها نيا یکردن علامت ها دايپ یبرا  باشد.۵ ايو ٢است اگر     

   ٢ ٢ ۵ ۵ 

  . ميده  یم ليرا تشک ريجدولز

علامت  بازه    
 ١۶   ٢  
 ١۶ ٢ ٣ ۵  
 ١٢٨ ۶ ۵  

 

٢ نيبنا بر ا
٢

۴ ٢است در ٨ ٢ ۵ 
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۶ ۴ ٣  

۴ ميکن  یفرض م  باشد ، پس ٣

٣ ١ ٣  

٣است اگر  يا ١   . ميده  یم ليرا تشک ريجدول ز باشد. يا

 بازه    علامت  
 ٢۵٢ ۴ ٣  
 ١۴ ٣ ٢ ١  
 ٣۵

٣٢
 

١
٢

 
١  

 ١ ٨  
 

۴لذا  ٣ یخواهد بود برا٣ ١ 

   

٧
١ ٣

٢ ١ ٢ ١
 

١ ميکن  یفرض م ٣
٢ ١ ٢ ١

٢باشد ، پس  ١ ٢  است اگر ١

 ١
٢

يا ١
٢

 باشد. لذا  دامنه 

١
٢

١
٢

١
٢

١
٢

 

 

١است اگر  گرياز طرف د  است. يا    .ميده  یم ليجدول تشک  باشد.٣
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علامت  بازه    
 ٨

٣
 

١ ١
٢

 

 ١  ٣
٢

١
٢

 

 ٩
٢

 
٢
۴

 
١
٢

١  

 ١
١۵

 
١ ٢ ٣  

 ١
٢١

 
۴ ٣  

 

١لذا  ٣
٢ ١ ٢ ١

 است در 

١
٢

١
٢

١ ٣  

 

٨
٢ ١ ٢ ٢ ۴

٢٧ ٣
 

 ميکن  یفرض م
٢ ١ ٢ ٢ ۴

٢٧ ٢٧پس   باشد.٣ باشد ، ٣اگر  است ،٣

 دامنه  نيبنا بر ا

٣ ٣  

٢چون  گرياست. از  طرف د ٢ ۴ ١
٢

ها ،    تمام  یاست برا٣
   .ميده  یم ليجدول تشک  باشد.١اگر
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علامت  بازه    
 ٨

٢٧
 

 ١  

 ٢۴
١٩

 
١ ٢ ٣  

 ١۶٨
٣٧

 
۴ ٣  

 

لذا 
٢ ١ ٢ ٢ ۴

٢٧ ١است در بازه ٣ ٣ 

 

 

٩ ناتيدر تمر اشتباه کمتر از   بيبا ضرصفر  کيبا استفاده از روش نصف کردن بازه ، ١١
١

١۶
   .ديبزن نيتخم

٩ ٢ ٢  

را  ريجدول ز  باشد.٢و ١ ميکن  یپس فرض م٢است و ١چون 
   .ميده  یم ليتشک

ميانی  نقطه  بازه  طول   
١
۴

 
٣
٢

 
١ ١ ٢  

٧
١۶

 
۵
۴

 
١
٢

 ١
٣
٢

 

٧
۶۴

 
١١
٨

 
١
۴

 
۵
۴

٣
٢

 

  ١
٨

 
١١
٨

٣
٢
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١١چون طول 
٨

٣
٢

١شود  یم
٨

١١و نه 
٨

٣و نه 
٢

١١ یانيپس نقطه م ، ستندينصفر  کي
٨

٣
٢

که 

٢٣شود   یم
١۶

١کمتر از 
١۶

   فاصله دارد.از صفر 

 

١ ٣ ٣ 

 یا, ليو جدول تشک٢و ١ ميکن  یاست پس فرض م٢و ١چون 
   .ميده

ميانی   بازه  طول  نقطه
٣
٨

 
٣
٢

 
١ ١ ٢  

۶٧
۶۴

 
۵
۴

 
١
٢

 ١
٣
٢

 

٢ ۵
۵١٢

 
١١
٨

 
١
۴

 
۵
۴

٣
٢

 

  ١
٨

 
١١
٨

٣
٢

 

 

١١چون طول 
٨

٣
٢

١ شوديم
٨

١١و چون نه
٨

٣و نه  
٢

٢٣ یانينقطه م ، ستندينصفر  کي
١۶

از بازه 
١١
٨

٣
٢

١کمتر از 
١۶

   فاصله دارد.از صفر 
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١١  

١و ١چون    .است ١و  ميکن  یمفرض   پس است ،١
   .ميده  یم ليجدول تشک

ميانی  نقطه  بازه  طول    
١
٢

١
٢

١ ٣٧٨
٢

 
١ ١  

٣
۴

٣
۴

٣ ١٨
۴

 
١
٢

 
١
٢

١  

۵
٨

۵
٨

١٨۶ ۵
٨

 
١
۴

 
١
٢

٣
۴

 

  ١
٨

 
۵
٨

٣
۴

 

۵چون طول 
٨

٣
۴

١شود   یم
٨

۵و نه 
٨

٣و نه 
۴

١١ یانيپس نقطه م ستندينصفر  کي
١۶

از بازه 
۵
٨

٣
۴

١کمتر از 
١۶

   فاصله دارد.از صفر 
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١٢ ناتيدر تمر  بياعداد داده شده را با ضر یبيبا استفاده از روش نصف کردن بازه مقدار تقر١٣

١اشتباه کمتر از 
١۶

   .ديکن دايرا پ

١٢ ۵ 

٢ ميکن  یفرض م ٢چون   است.صفر  کي۵پس   باشد.۵ و ١

٣ ٢پس صفر در  است ،۴  ٣و ٢  ميکن  یم   فرض  قرار دارد.٣

   .ميده  یم ليجدول تشک  است.

ميانی  نقطه  بازه  طول  
۵
۴

 
۵
٢

 
٢ ١ ٣  

١
١۶

 
٩
۴

 
١
٢

 ٢
۵
٢

 

٣١
۶۴

 
١٧
٨

 
١
۴

 ٢
٩
۴

 

  ١
٨

 
١٧
٨

٩
۴

 

١٧چون طول 
٨

٩
۴

١شود   یم
٨

١٧و نه 
٨

٩و نه 
۴

٣۵ یانيپس نقطه م ، ستندينصفر  کي
١۶

 از بازه 

   ١٧
٨

٩
۴

١کمتراز 
١۶

 فاصله دارد.  ۵تا 
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١٣ ٧ 

٢ ميکن  یفرض م  است.صفر  کي٧باشد ، پس ٧

١و ٧چون    و  ميکن  یاست ، پس فرض م٣
   .ميده  یم ليجدول تشک١

ميانی  نقطه  بازه  طول  
٩

٢
 

١
٢

 
١ ١  

١١
٨

 
٣
۴

 
١
٢

 
١
٢

١  

٢١
٣٢

 
٧
٨

 
١
۴

 
٣
۴

١  

  ١
٨

 
٣
۴

٧
٨

 

٣چون طول 
۴

٧
٨

١شود   یم
٨

٣و نه 
٨

٧و نه 
٨

١٣ یانينقطه م ،  ستندينصفر  کي
١۶

از بازه 

٣
۴

٧
٨

١کمتر از 
١۶

   فاصله دارد.٧از 

 

١از  شتريکه شعاع آنها ب  يیها رهيتمام دا  نيب که دينشان ده   یانيممقدار  هيبا استفاده از قض – ١۴
   متر مربع است. یسانت٢دائره وجود دارد که مساحت آن  کي ، ستيمتر ن یسانت

 با  است ، وستهيپکه  ديکن  یملاحظه م  باشد.٢ ميکن  یفرض م  – پاسخ 

١و  ١  ١در بازه عدد مانند  کي   ین ايمقدار م هيبر اساس قض٣

 ٢که  یوجود دارد به طور
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 دوم فصل 

 مشتق 
  Tangent Linesمماس    خطوط -  ١.٢

 يعنیحسابان ،   یاصل که به موضوع يمآماده ا ينکپس ازمطالعه  مقدمات جبر و فصل اول حسابان ، ا
 .يدهيمها را مورد مطالعه قرار م یشروع کار ، ابتدا خطوط مماس بر منحن ی. برايمتابع بپرداز يکمشتق 

 یمشتق کار برد ها . يمرس  یتابع م يکمشتق  يفحد ها ، به تعر يلهمشخص کردن خطوط مماس بوس 
   و موضوعات مربوط به اقتصاد دارد.در رابطه با سرعت ، شتاب   یمهم

خطوط مماس  يهدانان اول  ياضیر ند.  مند به خطوط مماس بوده ادانان علاق  ياضی، ر يمقد يوناناز زمان 
  کردند.   یها را مطالعه م يچو مارپ ساده مانند دائره ها یها یبر منحن

 خط مماس با دائره 

 

 

  يچخط مماس با مارپ
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  نقطه با دائره تماس داشته باشد.  يککه فقط در   یخط يعنیخط مماس بر دائره   يدسیدر هندسه اقل

حد خطوط قاطع که از  شود.   یم فيتعر نيچندائره در نقطه  يکدر جبر و حسابان خط مماس بر 
 گريدکه نقاط  یشود ، هنگام  یم کيخط مماس نزد بيخط قاطع به ش بيکه ش یبه نحو  گذرند  یم

   شوند.  یم کينزدتقاطع با دائره به 

خط قرمز رنگ ، خط مماس  هستند.   Secant Lines رنگ ، خطوط قاطع  اهيخطوط س ريدر شکل ز
   است.   Point of Tangency  نقطه مماس است و 

 

نقطه   کيدرتابع  کياز خط مماس به نمودار   یکل دهيعق کي  ميخواه  یم -خط مماس   یکل  دهيعق
 ابتدا تابع   .ميده  یکار را با کمک خطوط قاطع انجام م نيا  .ميکن انيشما ب یبرا

  ٢ ١ ديو فرض کن . ديريرا در نظر بگ   ١ ١ است که  ینقطه ا١
  ريز   شکل .   ميخط مماس بر آن رسم کن کي ميخواه  یم
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١خط قاطع که از نقاط  بيباشد ، پس شنمودار  یرو گرينقطه د کياگر  و ١
   .ديآ  یبدست  م ريمطابق فرمول زگذرد   یم

١
١

٢ ١
٢

١
١ ١

١
١ ١  

  یشود ، و به نظر م  یم کينزد٢خط قاطع به  بيشود ، ش  یم کينزد١به که  یهنگام
باشد ، پس شب خط قاطع  یهر تابعاگر   یبه طور کلشود.   یرسد که شب خط قاطع تند تر و تند تر م

   است. ريفرمول ز مطابق گذرد ،  یمو از نقاط  که

٢  

حد را  نيشود ، ا  یم کينزدبه که   یها وجود داشته باشند ، هنگام بيش نيکه حد ا  یدر صورت
  ريشکل ز       .ميبر  یبکار مدر نقطه خط مماس بر  فيتعر یبرا
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 اگر   باشد.در دامنه  ميکن  یتابع باشد ، و فرض م کي ميکن  یفرض م – خط مماس  فيتعر

٣  

 صورت  نيدر ا  دارد.خط مماس در نقطه  کينمودار  مييگو  یوجود داشته باشد ، م
 شود   یم فيتعر نيچندر نقطه خط مماس بر نمودار 

 “است ٣آن خط ، حد عبارت شماره  بيگذرد و ش  یمکه از نقطه   یخط“
 

نقطه  کيتابع  در   کيخط مماس بر نمودار کيتابع منحصر به فرد است ، پس فقط  کيچون حد 
   مشخص ، وجود دارد.

   پس . ميده  ینشان مبالا وجود داشته باشد ، آنرا با نماد  فيکه حد در تعر  یدر صورت

۴  
 

 

  است.  ريمطابق زدر نقطه خط مماس بر نمودار نقطه  -  بيو معادله ش

۵  
 

٣ ميداشته باشاگر -١مثال  در نقطه  خط مماس بر نمودار  کيکه  دينشان ده١
  . ديکن دايدارد و معادله آنرا پ وجود١

 پاسخ 

 

 دارد ، اگر   وجودخط مماس ،   فيتعربر اساس  
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١

١
١

 

  . ميکن  یامتحان م وجود داشته باشد. 

١

١
١ ١

٣ ١ ١
٣

١

١ ١

٣ ١
١

 

١

١ ٢ ١

١ ١
٢ ١ ٣ 

  یبدست م ريز قيخط مماس دارد و معادله خط مماس به طر کي١در نقطه نمودار  جهيدر نت
   .ميآور

٣ ١  

٣ ٣ 

 تابع در نقطه  نيباشد ، معادله خط مماس بر ا گرا – ٢مثال 

  . ديکن دايرا پ

 پاسخ 

 

 بر نمودار آن وجود دارد اگر خط مماس در نقطه  کيباشد ، اگر 
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 که  ميقبلا ثابت کرد

١ 

   .ميآور  یبدست م ريز  قياس وجود دارد ، و معادله آن ازطرپس خط مم

١ يا و  

 اگر 

 

  .ستيقابل استفاده ندر نقطه بالا در مورد خط مماس بر  في، پس تعرباشد  تينها  یب
را خط عمود  ميتوان  ی،  م باشد وستهيپباشد و به علاوه ، تابع در نقطه  تينها  یحد باما اگر 

   ريز  شکل    .ميريدر نظر بگدر نقطه مماس بر 

 

  

 باشد ، اگر  وستهيپدر نقطه     ميکن  یم فرض  –  یخط مماس عمود فيتعر

يا و  

صورت ،  نيدر ا . دارد یخط مماس عمود کيدر نقطه نمودار  مييگو  یباشد ، پس م
   شود.  یم دهينامدر نقطه خط مماس نمودار خط عمود 

 

 يدفرض کن – ٣مثال 
١
خط مماس  کيدر نقطه که نمودار  دينشان ده باشد. ٣

   .ديکن دايخط مماس را پ نيمعادله ا دارد.  یعمود
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 پاسخ

  نيهمچن است.  وستهيدر نقطه صفر ، پشود که   یملاحظه  م

١
٣ ٢

٣  

   دارد. یخط مماس عمود کي، نمودار در نقطه  فيطبق تعر

 

مورب ، وجود  ياو  یافق يا،  ینمودار ، اعم از عمود يکنوع خط مماس بر  يچموارد  ، ه یدر بعض
  ندارد. 

در نقطه نوع خط مماس بر نمودار  چيکه ه ديدهنشان  باشد.  يدفرض کن – ۴مثال 
 وجود ندارد. 

 

  است.  يرحد سمت راست صفر مطابق ز  – پاسخ 
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١ 

  است.  يرصفر مطابق زچپ  حد سمت 

١ 

 خط مماس ندارد. در پس نمودار   .ستيهم ن تينها  یب وجود ندارد ، وپس 

 یممس خط چيه Absolute Function ، نمودار تابع قدر مطلق  ميطور که در بالا نشان داد   همان      
 ندارد.در نقطه 

در نقطه  Sharp Corner گوشه تند   کيکه نمودار ،  ديشو  یمتوجه م۴از شکل مربوط به مثال   
داشته باشد ، تابع در نقطه  کيتوان گفت ، اگر نمودار   یم  یبه طور کل دارد. 

   وجود ندارد .در نقطه  یخط مماس چيه

 ني، ا ميکرد ريتعبدر نمودار تابع خط مماس بر  بيبه شدر بالا ٣فرمول شماره  گر چه حد 
 مانند مطالعه یگريارد دحد در مو

  Instantaneous Velocity یسرعت لحظه  ا   

  Marginal Revenue  يینها در آمد

 Marginal Cost يینها نهيهز

  رود.   یهم بکار م

 Instantaneous Velocity  یسرعت لحظه ا 

حرکت  ميخط مستق کيالکترون  در  کي اي،  يیفضا نهيسف کي،  لياتومب کيمانند   یشئ کي ديفرض کن
، سرعت لحظه  ليدر مورد اتومب  .ميکن فيتعر نيزمان مع کيرا در   یشئسرعت   ميخواه  یم  کند.  یم
 سرعت کيبدون   دهد.   یم نشان نيسرعت سنج در آن لحظه معاست که   یعدد   مورد نظر ما ، یا

شده  یکردن مسافت ط ميرا با تقس Average Velocity تواند ، سرعت متوسط   یم ليسنج ، راننده اتومب
   زمان بدست آورد. بر طول

 م،يکن  یم ميترس  یحرکت شئ  خط یرو  بر محور مختصات  کي،   یبدست آوردن سرعت لحظه ا یبرا
 انگرينما ميکن  یسپس فرض م  .ميده   یدر زمان صفر قرار م  یو مبدا مختصات را در محل شئ

 یعمود است و محورزمان  انگرينما یمحور افق گريبه عبارت د  (  باشد.زمان  در  یشئمکان  
  )  است. یعنيدر زمان   یمکان شئ انگرينما
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 فيتعر نيچن١تا  یبازه زمان یط  یشئ   Average Velocityسرعت متوسط
 شروع  زمان ايصفر و زمان یعني. شوديم

شده طی مسافت
شده سپری زمان

١ در شئی مکان در شئی مکان

١

١

١
 

شود ، آن فقط سرعت  کيآنقدر کوچک شود که به صفر نزد١ یعني  یحال اگرطول  بازه زمان
   داشت. ميخواه یا لحظه

که طول بازه   یهنگام ، ميکن  یم فيسرعت متوسط تعربه حد زمان  را در یپس ، سرعت لحظه ا
   شود.  یم کيبه صفر نزد  یزمان

  

  Definition of Instantaneous Velocity یسرعت لحظه ا فيتعر
 کند ، پس  ميخط مستق کيدر طول متحرک در زمان   یشئ کيدلالت بر مکان اگر 

 شود.  یم فيتعر ريمطابق فرمول زدر زمان   یشئ Instantaneous Velocity  یسرعت لحظه ا
  

۶  

   .که حد بالا وجود داشته باشد  یدر صورت
 

  یشئ کيرا در مورد رها کردن  لهيگال شي، آزما ميده حيرا توض یلحظه  ا سرعت که مفهوم  نيا یبرا
، اگرتنها    یشئ کيثابت شده است که در سقوط آزاد   .ميآور  یمثال م کيساختمان به عنوان  کياز 

بر حسب فوت ، بعد از  نيتا  زم   یشئپس ارتفاع  جاذبه باشد ، یروي، فقط ن  یوارد بر شئ یروين
   .ديآ  یبدست م ريمطابق فرمول ز هيثان

١۶ ٢ ٧. 

   است. هيصورت اولو  هيارتفاع اولدر فرمول بالا 

  اما شود.   یترجمه مسرعت  یهردو به معن Velocityو   Speed  دو کلمه  یاز نظر لغو –نکته مهم 
 یعنياست ،  یبردر تيّ کم کي Velocity و حسابان دو مفهوم جداگانهٴ دارند.  کيزيدو کلمه در ف نيا

هم مقدار  Velocityکردن  فيتعر یبرا گريبه عبارت د  جهت دارد. Arrowبردار  ايو  کانيپ کيمثل 
   .نديگو  یم Speedرا  Velocityقدر مطلق   و هم جهت لازم است.

را   یشئ کياست اما اگر   یمنف م،يکن  یمحاسبه مهنگام سقوط آزاد   یشئ کي Velocityکه  یمثلا هنگام
  مثبت است.  Velocity ميبه طرف بالا پرتاب کن
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    شروع به حرکت کند و باز به همان نقطه برسد ،  یاز نقطه ا  یشخص  اگر . ميزن  یم یگريمثال د
Velocity یعنيشخص  نياما سرعت ا  دائره. کيمثلا حول  شخص صفر است.  نيا  Speed   او صفر

 شده بدست. یدائره بر زمان ط طيکردن مح ميبا تقس Average Speed ايسرعت متوسط و   . ستين
   .ديآ  یم

 

چقدر  هيبعد از سه ثان   یشئ یسرعت لحظه ا  شود.  یرها م یفوت۴از ارتفاع   یشئ کي – ۵مثال 
  است؟

 پاسخ 

  یلحظه رها کردن شئزمان  ميکن  یو فرض م  باشد. نيمبدا مختصات ، سطح زم ميکن  یفرض م
 ۴طبق فرض مساله   باشد.در زمان   یارتفاع شئ ميکن  یو باز فرض م  باشد.

 باشد ، پس و 

١۶ ٢ ۴ ۴ ١۶ ٢ 

   خواهد بود. ريمطابق ز۶طبق فرمول شماره  هيبعد از سه ثان یلذا سرعت لحظه ا

٣
٣

٣
٣ ٣

۴ ١۶ ٢ ۴ ١۶ ٣
٢

٣
 

٣

١۶ ٢ ٣
٢

٣ ٣

١۶ ٣ ٣
٣ ٣

١۶ ٣ ٩۶  

   است. هيفوت در ثان٩۶سوم  هيثان در   یشئ   یلحظه ا سرعتپس 
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همان  ايجهت مثبت محور  رايز است.   یدر مثال پنج ، منف یکه سرعت لحظه ا ديکن  یملاحظه م
اگر فقط به مقدار  است.  نييبه طرف پا  یجهت حرکت شئ  ، اما ميبه طرف بالا قرار دادمحور 
 دي، که با ميخواه  یرا  م  Speed ، پس  سرعت  ميسوم علاقمند باش هيدر ثان  Velocity سرعت

    . ميريقدرمطلق پاسخ بدست آمده را در نظر بگ

  Marginal Cost and Marginal Revenue یو در آمد نهائ ینهائ نهيهز

 نهيهز یعني، در مورد دو موضوع مهم اقتصاد ،  ميبکار برد یسرعت لحظه ا فيتعر یرا که برا  یروش
   توان بکار برد.  یهم م یو در آمد نهائ ینهائ

    کالا در هر زمان چقدر است. یهر واحد اضاف ديتول نهيکنندگان کالا ، مهم است که بدانند هز ديتول یبرا

   کننده کالا است. ديهم مورد علاقه تول یاضاف داتيتول نيواحد از ا حاصل از فروش هر در آمد

نشانگر در آمد از فروش  نيهمچن  واحد کالا باشد. دينشانگر تول    ميکن  یفرض م
  ريپس عبارت ز  واحد از کالا باشد.

 

  ريو عبارت زو شماره واحد شماره  نيهر واحد کالا ب ديمتوسط تول نهيعبارت است از هز

 

 و شماره واحد شماره  نيواحد ، ب کيعبارت است از در آمد متوسط از فروش 
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  . ميکن  یم فيتعر ني، چن ميده  ینشان مکه با نماد  Marginal Cost  يینها نهيهزحالا 

 

٨  
 

   است.حرف اول است و حرف حرف اول حرف در نماد 

  . ميکن  یم فيتعر ني، چن ميده  ینشان مکه با نماد  Marginal Revenue یدر آمد نهائو 

٩  
 

  . استحرف اول حرف 

  رانيدر ا یکه در کتب فارس   يینها نهيبه نظر من ترجمه هز : کتاب نينظر نگارنده  ا

اگر   مثلا رايز یا هيحاش نهيبهتر  است گفته شود هز. ستين حيآمده صح Marginal Cost    برای
دو تن کالا را  ديتول نهيخواهد هز  یتن کالا و سه تن کالا بداند ، م کي نيب ديتول نهيکننده ، هز ديتول کي

 ديکه با  Marginal Revenue   يیطور در آمد نها نيهم . یا هيحاش نهيشود هز  یم نيحساب کند ، ا
  . ديتوجه کن ريبه مثال ز یا هيگفته شود درامد حاش

 

١ ديفرض کن – ۶مثال  ٨ ٢ برای چقدر ٢ یبرا ینهائ نهيهز  باشد.٣
 است؟ 

  داشت.  ميبالا ، خواه٨فرمول  با استفاده از –پاسخ 

٢
٢

٢
٢ ٢

١ ٨ ٢ ١ ٨ ٢ ٢
٢

٢
 

٢

٢ ٨ ١٢
٢ ٢

٢ ۶
٢ ٢

۶ ۴ 
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 ١.٢ ناتيتمر

١ ناتيدر تمر   . ديکن دايمعادله خط  مماس بر نمودار تابع داده شده در نقطه داده شده را پ۶

١ ۵ ١ ۵  

 

٢ ۴ ٣ ۴  

 

٣ ٢ ٢ ٣ ٣  

 

۴ ٣ ٢ ٢   

 

۵ ٢  

 

۶ ١ ١  

 

معادله خط  در نقطه داده شده دارد.  یخط مماس عمود کيکه  دينشان ده٧و ۶ ناتيدر تمر
  . ديکن دايمماس را پ

٧
١
۵  

 

٨ ١ ۵
٣
۵ ١  
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٩ ناتيدر تمر دارد اگر   نه. ايخط مماس دارد و  کيدر نقطه داده شده  ايکه آ ديمشخص کن١٢
  . ديکن دايمعادله آنرا پ

٩
٢ برای
٣ برای

 

 

١
٢ ٢ برای ٢

۴ ٢ برای ٢
٢ ۶  

 

١١
برای ١

برای ١
١ ١  

 

١٢ ٢ ٢ ۴  

 

   هستند. یموازخطوط مماس   یدر نقاط  داده شده ، دارا ريکه دو تابع ز دينشان ده  -٢۵

٢  

 و 

١
٢

١ ١  

 

  خط مماس مشترک هستند.  کي یدر نقاط داده شده ، دارا ريکه دو تابع ز دينشان ده – ٢۶

٢ و ٣ نقطه در  

٢ ١ و ٢ ١ نقطه در ١  
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۴که خط  دينشان ده  باشد، ديفرض کن – ٢٧ نقطه   است.مماس بر ۴
   .ديکن دايمماس را پ

 

که  ديدهنشان   دارد.در نقطه  یعمود ريخط مماس غ کينمودار  ديفرض کن – ٢٨
   است. ريآن خط مماس به صورت فرمول ز بيش

 

 

در خط مماس بر  ديو فرض کن یعني تابع زوج باشد.  کي ديفرض کن – ٢٩
خط مماس در نقطه  کي،  که نمودار  دينشان ده  است. بيش یدارانقطه 

   .ديکن دايآن  خط مماس را پ بيش  دارد.

 

٣  

  باشد. ٢ ديفرض کن

  قرار دارد ، بجز در نقطه مماس. نمودار  ريزکه هر خط مماس بر نمودار  دينشان ده – الف 

     کنند.  یرا قطع م گريکدي مماس باشند ،بر  نمودار   که زيمتما هر دو خط  ديثابت کن  – ب 

 

واحد ٢شعاع  ینقطه مبدا مختصات است و دارا یکه مرکز آن رو ديريرا در نظر بگ یدائره ا – ٣١

٢معادله خط مماس بر دائره در نقطه   است.   .ديکن دايرا پ٢

 

١ ديفرض کن – ٣٢
شده است از محور  ليدر ربع دوم که تشک  مساحت مثلث واقع  باشد.٢

١در نقطه مختصات و خط مماس بر  یها
٢

   .ديکن دايرا پ۴
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بجز خط قائم که از مبدا بر نمودار هر خط قائم   دينشان ده باشد. ٢ ديفرض کن – ٣٣
   کند.  یرا در دو نقطه قطع مگذرد ، نمودار   یمختصات م

  مماس در نقطه مماس عمود باشد.   خط است که بر  یخط   Normal Line  یمنحنخط قائم بر  : حيتوض

 

 دوم چقدر است؟  هيدر ثان۵رها شده در مثال   یرعت شئس – ٣۴

 

  . رسد یآب م  به سطح هيثان۶شود و بعد از   یپل رها م  کي  یبالا سنگ از کي – ٣۵

  کند؟   یم یرا سنگ از پل تا سطح آب ط یچه مسافت –الف 

 

 کند؟   یسنگ با آب بر خورد م یبا چه سرعت –ب 

 

 که   یدر صورت تومان است. بشکه عسل درامد حاصل از فروش  ديفرض کن – ٣۶

۴۵ برای  

  . ديکن دايبشکه را پ۴  یبرا  يیدر آمد نها باشد. 

 

 که   یدر صورت  هزار گالن رنگ باشد. يدتول ينههزار تومان هز  يدفرض کن – ٣٧

١۵ ١٢ ٣ برای ٢ 

در   هزار تومان باشد.گالن رنگ هزار فروش در آمد حاصل از   ديفرض کن نيهمچن باشد. 
 که   یصورت

۴۵
۴

 

 باشد.    کهيطور  به  ديکن دايرا پمقدار  باشد. 

 

 
 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف  خطوط مماس ١.٢ آرمان ديفرانسيل حساب

165 
 

 ١.٢ ناتيپاسخ تمر

 ١.٢ ناتيتمر

١ ناتيدر تمر   . ديکن دايمعادله خط  مماس بر نمودار تابع داده شده در نقطه داده شده را پ۶

١ ۵ ١ ۵  

 پاسخ 

١

١
١ ١

۵ ۵
١

 

   .ميآور  یبدست م ريمماس مطابق ز معادله خط

۵ ١ يا ۵ 

 

٢ ۴ ٣ ۴  

 پاسخ 

۴ ٣ ۴
٣ ٣ 

۴ ٣ يا ۴ ٣  

 

٣ ٢ ٢ ٣ ٣  

 پاسخ 

٣

٣
٣ ٣

٢ ٢ ٣

٣ ٣

٣ ١
٣

٣
١ ۴ 

٣ ۴ ٣ يا ۴ ٩ 
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۴ ٣ ٢ ٢   

 پاسخ 

٣ ٢ ٢ ٢  

٢ يا ٢ 

 

۵ ٢  

 پاسخ 

٢
٢ ٢ ١ ٢ 

٢ يا ٢  

 

۶ ١ ١  

 پاسخ 

١

١
١ ١

١
١ ١

١
١ ١ ١

١
١

١
٢

 

١
١
٢

١ يا
١
٢

١
٢
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معادله خط  در نقطه داده شده دارد.  یخط مماس عمود کيکه  دينشان ده٧و ۶ ناتيدر تمر
  . ديکن دايمماس را پ

٧
١
۵  

 پاسخ 

١
۵

١
۵ ١

۴
۵

 

 

 

٨ ١ ۵
٣
۵ ١  

 پاسخ 

١ ۵
٣
۵ ١

۵
٢
۵
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٩ ناتيدر تمر اگر دارد   نه. ايخط مماس دارد و  کيدر نقطه داده شده  ايکه آ ديکنمشخص ١٢
  . ديکن دايمعادله آنرا پ

٩
٢ برای
٣ برای

 

 پاسخ 

٢
 

٣
٢  

 لذا 

 

يا  

 

١
٢ ٢ برای ٢

۴ ٢ برای ٢
٢ ۶  

  پاسخ

٢

٢
٢ ٢

٢ ٢ ۶

٢ ٢

٢ ٢
٢

٢
٢ ۴ 

٢

٢
٢ ٢

۴ ٢ ۶
٢ ٢

۴ ٨
٢ ٢

۴ ٢
٢

٢
۴ ۴ 

 لذا 
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٢

٢
٢

۴ 

۶ ۴ ٢ يا ۴ ٢ 

 

١١
برای ١

برای ١
١ ١  

 پاسخ 

١

١
١ ١

١
١ ١

١
١ ١

١

١
١

١
٢

 

١

١
١ ١

١
١ ١

١ ١ 

 چون  
١

١
١

   وجود ندارد. یخط مماس چي، پس ه تينها  یعدد است و نه ب کي ینه مساو

 

١٢ ٢ ٢ ۴  

 پاسخ 

 داشت  مياست ، پس خواه٢که شامل    ز است در بازه با٢چون 

٢ برای  

 پس 

٢

٢
٢ ٢

٢ ۴
٢ ٢

٢
٢

١ 

۴ ١ ٢ يا ٢ 
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   هستند.  یمواز مماسخطوط  یدر نقاط  داده شده ، دارا ريکه دو تابع ز دينشان ده  -٢۵

٢  

 و 

١
٢

١ ١  

 پاسخ 

١
٢

 

٢ ١

١
١ ١

١
٢

١

١ ١

٢ ١
٢ ١ ١

١
٢

٢ 

١چون     هستند. یاست ، پس خطوط مماس با هم مواز٢

 

  خط مماس مشترک هستند.  کي یدر نقاط داده شده ، دارا ريکه دو تابع ز دينشان ده – ٢۶

٢ و ٣ نقطه در  

٢ ١ و ٢ ١ نقطه در ١  

 پاسخ 

٢ و ٣ نقطه در  

٢
 

٣
٢  

   هستند.  یکيهستند ، پس آنها  بيش کي یگذارند دارا  یممماس که از نقطه  یخط هاچون 
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٢ ١ و ٢ ١ نقطه در ١  

٢ ١ ١
 

٢ ١ ١
 

   هستند.  یکيهستند ، پس آنها  بيش کي یگذارند دارا  یم١مماس که از نقطه  یچون خط ها

 

۴که خط  دينشان ده  باشد، ديفرض کن – ٢٧ نقطه   است.مماس بر ۴
  .ديکن دايمماس را پ

 پاسخ  

  . ميکن  یم دايرا پابتدا نقطه تقاطع خط و نمودار 

۴
۴

 

۴ ۴ 

١۶ ٢ ٨ ١۶ 

٢ ٨ ١۶  

۴
٢

 

۴ 

۴ ٢ 

۴پس نقطه مماس     است.٢

 چون 

۴

۴
۴ ۴

٢
۴ ۴

١
٢

١
۴
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۴پس معادله خط مما س در نقطه     .ميآور  یبدست م ريز قيطر از٢

٢
١
۴

۴ يا ۴ ۴  

 

که  دينشان ده  دارد.در نقطه  یعمود ريخط مماس غ کينمودار  ديفرض کن – ٢٨
   است. ريآن خط مماس به صورت فرمول ز بيش

 

 پاسخ 

  ميخط مماس دار بيطبق فرمول ش

 

 .ديآ  یدر م ريبالا به  صورت ز  پس فرمول ميگذار  یم یبجا

 

 

در خط مماس بر  ديو فرض کن یعني تابع زوج باشد.  کي ديفرض کن – ٢٩
خط مماس در نقطه  کي،  که نمودار  دينشان ده  است. بيش یدارانقطه 

   .ديکن دايآن  خط مماس را پ بيش  دارد.

 پاسخ 

 داشت مياست ، پس خواهچون 

 

  ینيجانش هيبر اساس قض
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آن  بيدارد و شخط مماس در نقطه  کياست ، پس چون 
   است.

 

٣  

  باشد. ٢ ديفرض کن

  قرار دارد ، بجز در نقطه مماس. نمودار  ريزکه هر خط مماس بر نمودار  دينشان ده – الف 

 پاسخ 

٢ ٢
٢  

 است  ريخط ز٢پس خط مماس در نقطه 

٢ ٢ يا ٢ ٢ 

  ميده  یاست ، بجز در نقطه مماس ، نشان منمودار  ريکه خط مماس ز نينشان دادن ا یبرا

٢ ٢ ٢ برای  

٢که  ديکن  یملاحظه م  است. ٢ ٢معادل است با ٢ ٢  اياست و ٢
 باشد.است  که  حيصح  یدر صورت نياست و ا٢

   

   کنند.  یرا قطع م گريکدي مماس باشند ،نمودار بر    که زيمتما هر دو خط  ديثابت کن  – ب 

  پاسخ

١ ميکن  یم   فرض ١در نقطه  یخط مماس با سهم١پس   باشد.٢ ١
 بيش یدارا٢

٢ ٢در نقطه  یمماس با سهم٢خط که   یدر صورت  است.١ ٢
٢ بيش یدارا٢   است.٢

   .ديخط مماس استفاده کن بياز فرمول ش  آن واضح است. ليدل
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 کنند.  یرا قطع م گريد کيو لذا  ستند،ين یمواز با هم٢و ١ها با هم متفاوت هستند ، پس  بيشچون 
  

واحد ٢شعاع  ینقطه مبدا مختصات است و دارا یکه مرکز آن رو ديريرا در نظر بگ یدائره ا – ٣١

٢معادله خط مماس بر دائره در نقطه   است.   .ديکن دايرا پ٢

 پاسخ 

۴اگر  نقطه  خط مماس در بيش  است.  يیبالا  دائره مينباشد ، پس نمودار ٢

٢    .ميآور  یبدست م ريمطابق ز٢

٢

٢

٢ ٢

۴ ٢ ٢

٢
 

٢

۴ ٢ ٢

٢

۴ ٢ ٢

۴ ٢ ٢
 

٢

۴ ٢ ٢

٢ ۴ ٢ ٢
 

٢

٢ ٢

٢ ۴ ٢ ٢
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٢

٢

۴ ٢ ٢

٢ ٢

٢ ٢
١ 

   .ميآور  یبدست م ريز قيطرمعادله خط مماس هم از 

٢ ١ ٢ يا ٢ ٢  

 

١ ديفرض کن – ٣٢
شده است از محور  ليدر ربع دوم که تشک  مساحت مثلث واقع  باشد.٢

١در نقطه مختصات و خط مماس بر  یها
٢

   .ديکن دايرا پ۴

 پاسخ 

١خط مماس با نمودار در نقطه  بيش
٢

   .ميآور  یرا بدست م۴

١
٢

١
٢

١
٢

١
٢

١
٢

۴

١
٢

١
٢

٢ ١ ۴ ٢

٢ ٢ ١
 

١
٢

٢ ٢ ١ ٢ ١
٢ ٢ ١ ١

٢

٢ ٢ ١
٢

١۶ 

١و معادله خط مماس در نقطه 
٢

   .ميآور  یبدست م ريمطابق ز۴

۴ ١۶
١
٢

يا ١۶ ١٢ 
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٣ بيبه ترتو با محور   یتلاقمکان  
۴

لذا مساحت مثلث خواسته شده را بدست   است.١٢و 

١. ميآور  یم
٢

٣
۴

١٢ ٩
٢

 

 

بجز خط قائم که از مبدا هر خط قائم  بر نمودار  دينشان ده باشد. ٢ ديفرض کن – ٣٣
   کند.  یرا در دو نقطه قطع مگذرد ، نمودار   یمختصات م

  مماس در نقطه مماس عمود باشد.   خط است که بر  یخط   Normal Line  یخط قائم بر منحن : حيتوض

 

 پاسخ 

٢ ٢
٢  

  یباشد ، معادله خط مماس ماگر ٢شود   یم٢خط مماس در نقطه  بيش نيبنا بر ا

را فقط در نقطه نمودار  جهياست و در نت ی،  عمودها و لذا خط قائم  محور  یعنيشود 
   کند.  یقطع م

١ بيش یدارا٢باشد ، خط قائم در نقطه اگر 
٢

حاصل  رايز چرا ؟ ديدان  یم  است.

 شود   یخط قائم م معادله جهيدر نت  است.١  هم دو خط عمود بر یها بيضرب ش

٢ ١
٢

يا
٢

٢ ١
٢
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   .ميکن  یرا حل م ريمعادله زخط با نمودار  نيا  یتلاق کردن نقاط دايپ یبرا

٢

٢
٢ ١

٢
 

٢

٢
٢ ١

٢
 

١
٢

 

 را در نقاط باشد ، خط قائم ، نمودار پس اگر 

٢ و
١

٢
١

٢

٢

 

  کند.   یقطع م

 

 دوم چقدر است؟  هيدر ثان۵رها شده در مثال   یسرعت شئ – ٣۴

 پاسخ 

٢
٢

٢
٢ ٢

۴ ١۶ ٢ ۴ ۶۴

٢
 

٢

١۶ ۴ ٢

٢ ٢
١۶ ٢ ۶۴ 

٢پس  ۶۴ ثابيه در    است.فوت
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  . رسد یآب م  به سطح هيثان۶شود و بعد از   یپل رها م کي  یبالا سنگ از کي – ٣۵

 پاسخ 

است و لذا مکان سنگ بعد از     پسباشد  . خانه مبدا مختصات ، سطح رود ميکن  یفرض م
١۶شود   یم هيثان  یسطح رود خانه و بالا نيفاصله بمعادله ،  نيدر ا٢

   پل است.

  کند؟   یم یرا سنگ از پل تا سطح آب ط یچه مسافت –الف 

 و لذا   است.۶شود ، پس   یوارد آب م هيچون سنگ بعد از شش ثان

١۶ ۶
٢

 

۵٧۶  

۵٧۶  فوت

 کند؟   یسنگ با آب بر خورد م یبا چه سرعت –ب 

۶
۶

۶
۶ ۶

١۶ ٢ ۵٧۶

۶ ۶

١۶ ٢ ٣۶

۶
 

۶
١۶ ۶ ١٩٢ 

   کند.  یبه آب بر خورد م هيفوت در ثان١٩٢پس سنگ با سرعت 

 

 که   یدر صورت تومان است. بشکه عسل درامد حاصل از فروش  ديفرض کن – ٣۶

۴۵ برای  

  . ديکن دايبشکه را پ۴  یبرا  يیدر آمد نها باشد. 

 پاسخ 

۴

۴
۴ ۴

۴۵ ۴۵ ۴
۴ ۴

۴۵ ۴۵  تومان
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 که   یدر صورت  هزار گالن رنگ باشد. يدتول ينههزار تومان هز  يدفرض کن – ٣٧

١۵ ١٢ ٣ برای ٢ 

در   هزار تومان باشد.هزار گالن رنگ در آمد حاصل از  فروش  ديفرض کن نيهمچن باشد. 
 که   یصورت

۴۵
۴

 

 باشد.    کهيطور  به  ديکن دايرا پمقدار  باشد. 

 پاسخ 

  داشت.  ميخواه٢ یبرا

١۵ ١٢ ٣ ١۵ ١٢ ٣

 

١٢ ٣ ٣

١٢ ٢ ٢  

١٢ ٣ ٢  

 و 

۴۵
۴

۴۵
۴ ۴۵

۴
 

 داشت  ميپس خواه باشد ،اگر قرار است 

١٢ ٣ ٢ ۴۵
۴

 

٣ ٢ ٣
۴

يا
١
٢
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  The Derivativeمشتق  –  ٢.٢

که  یهنگام  .ميکرد فيرا تعررا در نقطه تابع  يکخط مماس بر نمودار  ١.٢در بخش 
  . ميبدست آورد رياز فرمول ز فيآن بر اساس تعر بي، ش ستين یخط مماس ، عمود

 

١  
 

 

سرعت  یها فيبالا در تعر١مانند فرمول شماره  یحد ها که حد بالا وجود داشته باشد.   یدر صورت
 است   متعدد ممکن فيبالا تعار١چون حد فرمول شماره شد.  دايهم پ  يینها نهي، و هز  يی، در آمد نها

  یمفهوم حد از مفهوم مشتق کل گريبه عبارت د اي  .است   یمفهوم کل کيتوان گفت حد   یداشته باشد ، لذا م
   تر است.

  Definition of Derivativeمشتق  فيرتع

 اگر   باشد.تابع  کيعدد در دامنه  کي يمکن  یفرض م

 

 پس  ميسينو  یو م مينام  یمدر مشتق تابع حد را  نيوجود داشته باشد ، ا

 

٢  
 
 

قابل در  اي ، داردمشتق در  کي مييگو  یبالا وجود داشته باشد ، م٢اگر حد شماره 
   .وجود دارد اياست ،  یريگ ليفرانسيد

کتاب ،  ني، ما هم در ا   رنديگ  یمورد استفاده قرار م عموما مشتق ،  فيبالا در تعار یهرسه  عبارت ها
 مياف پر “  اي و در مشتق “ شود   یخوانده م′عبارت   برد. ميهر سه را بکار خواه
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 توجه 

   کاملا با هم تفاوت دارند. ريدو حد ز

و  

 باشد ، پس ٢مثلا اگر 

٢ ٢ 

٢ ٢
٢  

١اگر  – ١مثال 
۴

٢ خطوط مماس بر   .ديکن دايرا پ٣و ١باشد ، ١

   .ديدو نقطه  را رسم کن نيدر انمودار 

 پاسخ 

  ميدار٢با استفاده از فرمول شماره 

١
١ ١

١
۴

٢ ١ ۵
۴

١
 

١

١
۴

٢ ١
۴

١ ١

١
۴

٢ ١

١ ١

١
۴

١ ١

١
 

١

١
۴

١
١
٢

 

  نيهمچن

٣
٣

١
۴

٢ ١ ١٣
۴

٣ ٣

١
۴

٢ ٩
۴

٣
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٣

١
۴

٢ ٩

٣ ٣

١
۴

٣ ٣

٣ ٣

١
۴

٣
٣
٢

 

 

خط مماس بر نمودار  بيش انگرينمامشتق ،  يفتعارداده شده قبل در مورد   يحبر اساس توض
  .ميبر  یبکار مدر  بيشرا به عنوان اوقات  یگاه  است.در نقطه 

١در مثال بالا  ١
٢

٣و  ميکرد دايپ ٣
٢

١شود   یم١در  بيپس ش
٢

و 

٣ شود  یم٣در  بيش
٢

 

قدر  اگر و دارد  تند بيش  یکينزد باشد ، نمودار آن در بزرگاگر قدر مطلق    
   است. یافق بايتقر  یکينزد در نمودار آن باشد ، کوچکمطلق 

 باشد ، مثبتکوچک ، اگر  ايباشد و  بزرگکه قدر مطلق  نيبدون در نظر گرفتن ا
 لذا  است. ینزولباشد ، نمودار   یمنفاگر  است و یصعود از چپ به راستنمودار 
   کند. بدهد که در رسم نمودار کمک  یتواند به ما اطلاعات  یتابع م کيمشتق 

 با توانديم٢ شماره فيردر تعوجود داشته باشد ، پس حرف اگر  مييگو  یفعلا ، م
 توان نوشت   یمثلا م  شود. نيجانش یگريد حروف

 

٣  
 
 

 
 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 انوشـيروان صراف مشتق  ٢.٢    ديفرانسيل آرمانحساب 

183 
 

 یمحور ها  یروآن خط   که یبطور کند  یحرکت م ميمستق خط کي در طول  یشئ کي ديحالا فرض کن
٢بخش  در  باشد.زمان  در  یشئ مکان ميکن  یو فرض م مختصات قرار دارد ، سرعت ١

   .ميکرد فيتعر ريفرمول ز صورت بهزمان  در  یشئ

 

 

 
 

   کرد. انيب ريز توان مطابق  یم را بالا فرمول نيمشتق ا زبانبه  

 

   يیو در آمد نها  يینها نهيهز یبرا قيطر نيبه هم

و  

 باشند  یريگ ليفرانسيقابل ددر وکه    یدر صورت

در  راتيتغ زانيرا متوان   یباشد ، م یريگ ليفرانسيتابع قابل د کياگر  قتيدر حق
    تصور کرد.

  The Derivative as a Functionتابع  کيمشتق به عنوان 

 یريگ ليفرانسيشان  قابل  د دامنه ، در تمام  نقاط  ميکن  یبه آنها برخورد م ندهيکه در آ یتمام توابع بايتقر
  .یتعداد محدودتمام نقاط بجز  در ايهستند ، و 

نسبت مشتق  ايو مشتق ،  ديآ  یبدست م یاعداد نيدر چنهنگام مشتق گرفتن که تابع 
   شود.  یم دهينامبه 

است و  یريگ ليفرانسيقابل دکه در آنها  است یمجموعه اعداد  اش تابع است که دامنه کيلذا  
   .دي  یم بدست رياز فرمول ز    اعداد  نيا کدام از هر مقدارش در

 

۴  
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 است. یريگ ليفرانسيقابل داست که در آن  یهر عدد  بالا۴که در فرمول  ديتوجه داشته باش
   عدد ثابت.است و  ريمتغشود ،   یم  یابيارز ۴که حد سمت راست در فرمول   یاما ، وقت 

 

 ها. تمام  یاست برا٢که  دينشان ده  باشد.٢ ديفرض کن– ٢مثال 

 پاسخ 

   داشت. ميخواه۴شماره  با استفاده از فرمول

٢ ٢
 

٢  

 

 ديفرض کن – ٣مثال 
١
١که  دينشان ده  است.٢

٢

١
  یاست برا٢

 پاسخ 

   داشت. ميخواه یبرا۴با استفاده از 

١
٢

١
٢

١
٢

١
٢

١
٢

١
٢

١
٢

١
٢

 

١
٢

١
٢

١
١
٢

١
٢

١

٢
١
٢

 

 پس 

١
٢

١
٢ 
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  ، مشتق هستند.  نميک  یخورد ماز توابع که در حسابان به آنها بر  یاريبس

 که  ميا دهيتا به حال د قتيدر حق

 سرعت مشتق تابع مکان است 
مشتق تابع در آمد است   يیدر آمد نها

 است  نهيمشتق تابع هز  يینها نهيهز
 

هم  يگرید ی، نماد ها يممشتق بکار برد یکه تا بحال برا یعلاوه بر نماد   –مشتق  یبرا يگرد ینماد ها
  . يدآ  یم يلدود. اهم آنها در ذ  یبکار م

 
 

 مثال 

 تابع  تابع  يکمشتق به عنوان  نقطه   يک در مشتق
۴ ٢ ٨  ٢ 

٨
۴

 

 

٢ يا ٢ ٢  
٢ 

٨
۴

 

 

٢  
٢ 

٨
۴

 

 

٢  ٢ 
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 ٢.٢ يناتتمر

١ يناتدر تمر      . ديکن دايپمقدار داده شده  یرا برامشتق  فيبا استفاده از تعر۶

١ ۵ ۴  

 

٢ ٢ ٣ ١  

 

٣ ٢ ٢ ١  

 

۴
١

٢  

 

۵ ٢  

 

۶
٢ برای ٢

۴ ۴ برای ٢
٢  

 

 

٧ ناتيدر تمر   . ديکن دايرا پ ريمشتق توابع ز۴با استفاده از فرمول شماره ١

٧  

 

٨ ۵ ٢  
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٩ ٣  

 

١
١
٢

٧ 

 

١١ ناتيدر تمر  مطلوب است ١٢

١١
٧
٣

 

 

١٢ ٣ ٢ ١ 

 

١٣ ناتيدر تمر تابع در  ايآ ديمشخص کن٢مشتق فرمول شماره  فيبا استفاده از تعر١۶
  . ديکن داينه ، اگر دارد آنرا پ ايمشتق دارد و 

١٣
١
٣  

 

١۴  

 

١۵ ٣ ٣ 

 

١۶
٢ ۴ برای

٢ ١ برای
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١٧ ناتيدر تمر    .ديکن دايدر نقطه داده شده را پمعادله خط مماس بر ١٨

١٧ ٢ ٢ ۴  

 

١٨ ۴ ٢  

 

نقطه  کيو تابع مناسب  کي یبرا (هستند.  ريبه شکل ز ريز یهر کدام از حد ها -١٩
 مناسب 

 

   .ديرا محاسبه نمائو  ديکن دايپ یفرمول مناسب برا کياز آنها ،  کيهر  یبرا

١

٣ ١
١

 

٢

۴ ١۶
٢

 

٢
٣ ٢ ٢ ۴ ٨  

 

٢  

 را  ريعبارت ز وجود دارد.  ديفرض کن

 

   .ديسيبنوبر حسب 
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٢١ –  

   .ديکن دايرا پباشد ، ٢اگر    تابع زوج است. کي يدکنفرض   - الف

 ديکن دايرا پباشد ، ٢اگر    است.تابع فرد   کي يدکنفرض   - ب  

 

 ديو فرض کنکه  یدو تابع هستند ، به طورو  يدفرض کن – ٢٢
   .ديده حياست؟ توضگرفت  جهيتوان نت  یم ايآ  وجود داشته باشد.

 

٨ يدفرض کن – ٢٣ ۵در نقطه تابع مانند  کيمعادله خط مماس با نمودار ٢٣ ١٧ 

 ۵مطلوب است  است. 

 

 ريز یسرعت توپ  را در زمانها  شود.  یرها م نيفوت نسبت به زم٢۵۶توپ از ارتفاع  يک – ٢۴
   .ديکن دايپ

  هيثان کيبعد  از    –الف 

  هيبعد از دو ثان –ب 

 

  است.  يرمطابق رابطه ز ينهتابع هز يدفرض کن – ٢۵

١
٣

برای ١ ١  

   .ديکن دايرا پ۵در   يینها ينههز
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  ٢.٢ ناتيپاسخ تمر

١ يناتدر تمر   . ديکن دايپمقدار داده شده  یرا برامشتق  فيبا استفاده از تعر۶

١ ۵ ۴  

۴
۴

۴
۴ ۴

۵ ۵
۴ ۴

 

 

٢ ٢ ٣ ١  

١
١

١
١ ١

٢ ٣ ۵
١ ١

٢ ٢
١

١

٢ ١
١ ١

٢ ٢ 

 

٣ ٢ ٢ ١  

١
١

١
١ ١

٢ ٢ ١
٢

٢

١

١

٢ ٢ ١

١ ١

٢ ١
١ ١

١ ١
١

١
١ ٢ 

 

۴
١

٢  
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٢
٢

٢
٢ ٢

١ ١
٢

٢ ٢

٢
٢

٢

٢

٢
٢ ٢ ٢

١
٢

١
۴

 

 

۵ ٢  

 داشت   ميخواه٢  کينزد یبرا

٢
٢

٢

٢ ٢

٢

٢ ٢

١ ١ 

 

۶
٢ برای ٢

۴ ۴ برای ٢
٢  

٢

٢
٢ ٢

٢ ۴
٢ ٢

٢ ٢
٢ ٢

٢

۴ 

٢

٢
٢ ٢

۴ ۴ ۴
٢ ٢

۴ ٨
٢ ٢

۴ ٢
٢

۴ 

 پس 

٢
٢

٢
٢

۴ 
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٧ ناتيدر تمر   . ديکن دايرا پ ريمشتق توابع ز۴با استفاده از فرمول شماره ١

٧  

 

  

٨ ۵ ٢  

۵ ٢ ۵ ٢ ۵ ٢ ٢

۵
۵ ۵

١  

 

٩ ٣  

٣ ٣ ٢ ٢

 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٣ ٢  

 

١
١
٢

٧ 

١
٢

٧ ١
٢

٧
 

١
٢

٧ ١
٢

٧
٢ ٢

٢ ٢

٢ ٢
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٢ ٢

٢
۴

٢
٣
 

 

١١ ناتيدر تمر  مطلوب است ١٢

١١
٧
٣

 

٧
٣

٧
٣  

 

١٢ ٣ ٢ ١ 

٣ ٢ ١ ٣ ٢ ١ ٣ ٢ ٢

٣ ۶  

 

١٣ ناتيدر تمر تابع در  ايآ ديمشخص کن٢مشتق فرمول شماره  فيبا استفاده از تعر١۶
  . ديکن داينه ، اگر دارد آنرا پ ايمشتق دارد و 

١٣
١
٣  

١
٣

١
٣ ١

٢
٣

 

  تابع فوق در صفر مشتق ندارد. 

١۴  

٢ ٢ 
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  تابع فوق در صفر مشتق ندارد. 

 

١۵ ٣ ٣ 

٣

٣
٣ ٣

٣ ۶
٣ ٣

٣
٣ ٣

١ ١ 

٣پس   است. ١

١۶
٢ ۴ برای

٢ ١ برای
 

٢ ۴ ١

۴
١

 

  پس تابع فوق در صفر مشتق ندارد. 

 

١٧ ناتيدر تمر    .ديکن دايدر نقطه داده شده را پمعادله خط مماس بر ١٨

١٧ ٢ ٢ ۴  

٢ ميدار٢بر اساس مثال  ٢ ٢  و لذا ۴

۴ ۴ ٢  

۴ ۴ 
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١٨ ۴ ٢  

۴ ميدار٣بر اساس مثال  ١
٢

۴
١
٢ ١

۴
 و لذا 

٢
١
۴

۴  

١
۴

١  

 

نقطه  کيو تابع مناسب  کي یبرا (هستند.  ريبه شکل ز ريز یهر کدام از حد ها -١٩
 مناسب 

 

   .ديرا محاسبه نمائو  ديکن دايپ یفرمول مناسب برا کياز آنها ،  کيهر  یبرا

١

٣ ١
١

 

٣ ١ 

١
١

٣ ١
١ ١

٢ ١ ٣ 

 

٢

۴ ١۶
٢

 

۴ ٢ 

٢
٢

٢ ٢ ٢ ۴

٢ ٣
٢ ٢ ۴ ٣٢ 
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٢
٣ ٢ ٢ ۴ ٨  

٣ ٢ ٢ ۴ ٨
٣ ٢ ٢ ۴ ٨ ٢

٢

۴ ١۶
٢

 

۴ ٢ 

٢ ٣٢ قسمت اساس بر  

 

٢  

 را  ريعبارت ز وجود دارد.  ديفرض کن

 

   .ديسيبنوبر حسب 

 پاسخ 

  داشت.  ميخواهبا  ینيجانش هيبر اساس قض

 

 

٢١ –  

   .ديکن دايرا پباشد ، ٢اگر    تابع زوج است. کي يدکنفرض   - الف

 پاسخ 

 که  ميريگ  یم جهينت٢شماره  نياست ، با استفده از حل تمرچون 
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٢  

 

 ديکن دايرا پباشد ، ٢اگر    است.تابع فرد   کي يدکنفرض   - ب  

 پاسخ 

 که  ميريگ  یم جهينت٢شماره  نياست ، با استفاده از حل تمرچون 

٢ 

 

 ديفرض کنو که  یدو تابع هستند ، به طورو  يدفرض کن – ٢٢
   .ديده حياست؟ توضگرفت  جهيتوان نت  یم ايآ  وجود داشته باشد.

 پاسخ 

 که  ديکن  یملاحظه م  ها.تمام  یبراو ١ ميکن  یفرض م ‘نه  

١ ١ ١  

 اما 

١ و ١ ١ 
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٨ يدفرض کن – ٢٣ ۵در نقطه تابع مانند  کيمعادله خط مماس با نمودار ٢٣ ١٧ 

 ۵مطلوب است  است. 

 پاسخ 

۵پس  است. ٨خط مماس  بيش    است.٨

 

 ريز یسرعت توپ  را در زمانها  شود.  یرها م نيفوت نسبت به زم٢۵۶توپ از ارتفاع  يک – ٢۴
   .ديکن دايپ

 پاسخ 

  ميکه گفت دياوريبه خاطر ب ميدارسرعت در زمان 

 سرعت مشتق تابع مکان است 

 داشت  ميلذا خواه

٢۵۶ ١۶ ٢ ٢۵۶ ١۶ ٢

 

١۶ ١۶ ٢ ٣٢  

  جهيو در نت٣٢ ميدار نيبر ابنا 

  هيثان کيبعد  از    –الف 

١ ٣٢ ثانيه در  فوت

  هيبعد از دو ثان –ب 

٢ ۶۴ ثانيه در  فوت
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  است.  يرمطابق رابطه ز ينهتابع هز يدفرض کن – ٢۵

١
٣

برای ١ ١  

   .ديکن دايرا پ۵در   يینها ينههز

 پاسخ 

۵ ۵
۵

۵
۵

 

۵

١ ٣ ١ ٣
۵

۵ ۵

٣ ۵
۵ ۵ ۵

٣
۵

 

٣
٢۵
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  يفرانسيلیو د يرتوابع مشتق پذ – ٣.٢
Differentiable Functions and Differentiability 

 
از اعداد دامنه  يکچند تابع ، که هر کدام در هر  یکردن مشتق ها يدابه پ کنيم یبخش شروع م يندر ا

  شوند.   یم يدهنام يررا دارند ، توابع مشتق پذ يتخاص ينکه ا یتوابع هستند.  يرشان مشتق پذ
 

  Definition of Differentiable Function يرتابع مشتق پذ  يفتعر
  است.  ريپذ تابع مشتق کيباشد ، پس  رياز اعداد در دامنه اش مشتق پذ کيدر هر اگر 

 
 که  دينشان ده عدد ثابت.  کي ديو فرض کن  باشد. يدفرض کن – ١مثال 

 ها. تمام  یاست ، برا
 پاسخ 

  داشت.  ميمشتق خواه فيطبق تعر

ها تمام برای  
 

   ها. تمام  یاست ، برا١که  دينشان ده  باشد. ديفرض کن– ٢مثال 
 پاسخ 

  داشت.  ميمشتق خواه فيطبق تعر

١ ١ ها تمام  برای

هر تابع  نيدر ا  .ميکن  یم دايرا پحالا مشتق تابع  . ميکرد دايرا پ٢تابع  در بخش قبل مشتق
  تواند ، باشد.   یمثبت م حيعدد صح
  ميچون دار باشد.  ميکن  یفرض م

١ ٢ ٣ ٢ ٢ ١  
 پس 

١ ٢ ٣ ٢ ٢ ١

١ ٢ ٣ ٢ ٢ ١

١ ٢ ٣ ٢ ٢ ١ 
١ 

 پس 
١ ١  
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١٧باشد ، پس ١٧مثلا اگر     است.١۶

 
٢که در  بخش  دياوريبخاطر ب  در  راتيينرخ تغ اي زانيرا ماوقات  یکه گاه ميگفت٢

  .  ميدينام
 ايو   یکيزيروند که از نظر ف  یبکار م یتوابع یبرا شتريبدر  راتييتغ زانياصطلاح م نيا

     ريمتغ کي بر حسب ريمتغ کيتابع به صورت  کياگر مثلا   .ميکن ريتفس ميبخواه یهندس
   .مينام  یمنسبت به  رييتغ زانيرا ممشتق شده است ،  انيب

   .ميبر  یبکار م رييتغ زانيکردن م دايپ یرا برا١، فرمول شماره  یدر مثال بعد
 

  ٣مثال 
   .ديکن دايضلع را پ کيمکعب نسبت به طول   کيحجم  رييتغ زانيم

 پاسخ 
   داشت. مي، خواه ميبنامآنرا  Side و ضلع مکعب را  Volumeاگر حجم 

حجم ضلع مکعب  
٣ 

  داشت.  ميخواه١با استفاده از فرمول  . ميکن دايرا پ ديبا

٣ ٢ 

٣ مکعب نسبت به طول ضلعش  کيحجم  راتييتغ زانيپس م  زانيم گريبه عبارت د اياست و ٢
   آن.جانب   کياست با سه برابر مساحت  یمساو مکعب نسبت به طول  ضلعش کيحجم  راتييتغ

مکعب هر سه باهم برابر  کيضخامت که در  اي یمکعب سه ضلع دارد ، طول ،عرض و بلند کي –نکته 
مکعب  ايهر مکعب  گرياز طرف د  .ستندياضلاع با هم برابر ن ني، ا ليمستطمکعب  کياما در   هستند.
، هر  ليمربع است، اما در مکعب مستط کيدر مکعب هر جانب ،   دارد. هيرو اي، شش جانب  ليمستط

   .ديتوجه کن ليمکعب مستطو  پس به اختلاف ضلع و جانب در مکعب   است. ليمستط کيجانب ، 
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بخش ۴اگر در فرمول شماره  تابع بکار برد.  کيمحاسبه مشتق  یتوان برا  یهم م یگريفرمول د

٢    داشت. ميخواه ميبگذار یبجا٢

٢  

 

٢بخش ۴فرمول شماره  یآور ياد ٢ 

 

 

٢بخش ۴فرمول شماره   یتوابع مثلثات یبالا را برا٢و فرمول شماره  یتوابع جبر یرا برا٢

   .ميبر  یبکار م

بخش ١٣و ١٢ یکه در مثال ها  يیاز حد هاو      یها مشتق کردن  يدپ یبرا

١      شود.  یم جهيکه نت ميگذار  یم یدر آن مثال ها بجا . ميکن  ی، استفاده م ميبدست آورد٣

١ و
١

 

بخش و حد  نيهم٢با استفاده از فرمول شماره   باشد.   يمکن  یفرض م   حال    

  داشت.  ميبالا ، خواه یها

 

sin
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١
 

١
 

١ ها تمام  برای

  جهيدر نت

ها تمام  ٣     برای

 

   .ميبر  یبکار م مياستفاده کرد یهمان روش که برا ميکن  یحالا فرض م

 

 

١
 

١
 

١ ها تمام برای  

  جهيدر نت

ها تمام برای ۴  
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 یاما توابع  هستند. ري، مشتق پذ ميبخش بحث کرد نيکه در او و و پس توابع 

   .ميده  یهمان طور که در مثال بعد نشان م  .ستندين ريهم هستند که مشتق پذ

کار  نيا یبرا  .ستين ريمشتق پذکه  ديده  نشان  باشد. ميکن  یفرض م – ۴مثال 

   باشد.که  یدارد ، فقط و فقط به شرطمشتق در  کيکه  ديثابت کن

 پاسخ 

به که   یو لذا وقت  است.صورت  نيدر ا  .ميريگ  یرا در نظر مابتدا حالت 

 داشت  ميپس خواه  است.لذا    خواهد بود.است ،  کينزدبه   یاندازه کاف

١ ١ برای  

به که   یو لذا وقت  است. صورت  نيدر ا  .ميريگ  یرا در نظر محالا حالت 

 داشت  ميپس خواه  است.لذا   خواهد بود.است ،  کينزدبه   یاندازه کاف

١ ١ برای  

مثال شماره  تيدر نها  مشتق دارد. کيکه مخالف صفر باشند ،   يیهاتمام  یبرا جهيدر نت

٢بخش ۴   ميکه گفت دياوريرا بخاطر ب١

 

   .ستين ريتابع مشتق پذ کيدر صفر ، مشتق ندارد ، و لذا پس  وجود ندارد. 

 Differentiability on Intervals ها  در بازه یريمشتق پذ
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دارد فقط و فقط اگر  وجودباشد ، پس که اگر  مينشان داد۴در مثال 

خط  کيدر نمودار  یعني نيا اما در رابطه مشتق و خط مماس ،  باشد.

   باشد.مماس دارد فقط و فقط اگر 

 ريمشتق پذ ايتمام اعداد در  ی، اما برا ستين ريتابع مشتق پذ کيگر چه 

 هيدر کل، اگر است  ريمشتق پذدر بازه  مييگو  یبازه باز باشد ، پس م کياگر   است.

  باشد. ريمشتق پذنقاط 

   است. ريمشتق پذو در  جهيدر نت

است  ريمشتق پذدر  مييگو  یصورت م نيدر اباشد و بازه بسته  کياگر 

  ريز یباشد و حد ها ريمشتق پذدر اگر 

و ۵  

طرفه مربوطه  کيپس حد  باشد ، ريمشتق پذ ايو در اگر  البته ،  دو وجود داشته باشند. هر

چه  گر وجود دارند ،طرفه  کي یآنها حد ها یهستند که برا  یاما توابع  وجود دارد.۵در شماره 

قدر   که تابع ميدان  یم  نوع است. نيمثال از ا کيتابع قدر مطلق   .ستين ريمشتق پذ ايو در 

 است ، چون  ريمشتق پذتمام اعداد  یبرا مطلق 

١ ١ 

باشد ، که   یدر صورتبه شکل   یا شود که تابع قدر مطلق در هر بازه یم جهيپس نت

 چون  بيترت نيبه هم  است. ريمشتق پذ

١ ١ 
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باشد ، که   یدر صورتبه شکل   یا شود که تابع قدر مطلق در هر بازه یم جهيپس نت

 است. ريمشتق پذ

تابع در بازه  کي مييگو  یم  کرد. فيتوان تعر  یم قيطر نيکاران هم به هم  یبازه ب کيدر  یريمشتق پذ

حد  نيو اگر اول , باشد ريمشتق پذاز اعداد در  کيدر هر است اگر  ريمشتق پذ

مشتق تابع در بازه  کي مييگو  یم قيطر نيبه هم  وجود داشته باشد.۵طرفه شماره  کي

طرفه  کيحد   نيو اگر دوم , باشد ريمشتق پذاز اعداد در  کيدر هر است اگر  ريپذ

 وجود داشته باشد.۵شماره 

   است. ريمشتق پذو مثلا تابع قدر مطلق در 

  ۵مثال 

 ديفرض کن
١
است اما در بازه  ريمشتق پذدر بازه که  دينشان ده  باشد.٢

   .ستين ريمشتق پذ

 پاسخ 

٢بخش ٣طبق مثال    ميدار٢

١ ١
٢

١
٢ برای  

   .ميدار یبرا رايزاست ،  ريمشتق پذدر بازه  جهيدر نت

١
٢ ١

٢  

   .ستين ريمشتق پذبازه  درکه  ميريگ  یم جهيندارد ، نت وجودچون حد سمت راست صفر 
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  ٢.٣ ناتيتمر

١ ناتيدر تمر  دايرا پ عدد داده شده یبخش ، مشتق تابع داده شده برا نيا جيبا استفاده از نتا۵

   .ديکن

١ ٢ ١ 

 

٢ ٢ ٣
٢

 

 

٣ ۴ ٢
٣

 

 

۴ ١ ١ 

 

۵ cos
٣

 

۶ ناتيدر تمر مشتق توابع داده شده را ٢شماره  فيتعر ايمشتق و  فيبا استفاده  از تعر١٢

   .ديکن دايپ

۶ ٢ ١ 

 

٧ ۵ 
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٨ ٢  

 

٩
٢ ١
٢ ١

 

 

١ ٣  

 

١١
٢
٣ 

 

١٢ ١ 

 

١٣ ناتيدر تمر  است.  ريداده شده ، مشتق پذدر بازه که  دينشان ده١۵

١٣ ٢  

 

١۴
١

۴
۴  

 

١۵ ١ ١  
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  . ديکن دايرا پ،  ريز یاز حالت ها کيدر هر  ١۶

٢ ٢ ١٢ 

٣ ٢ ١٣ 

١ ١
٩

است ممکن مقدار  دو

٣

٢
است ممکن مقدار  بينهايت

 

ها در حال حرکت است که در طول محور   یشئ کيتابع ٣ ديفرض کن – ١٧

سپس   . ديکن دايپسرعت  یفرمول برا کي است. 
۶

   .ديکن دايرا پ

 

  ديگندم باشد و فرض کن سهيهزار کتومان از فروش  ونيليدر آمد به م ديفرض کن – ١٨

١۴٣٢ برای ۶
٨۵٩٢ برای ۶

 

   .ستين ريمشتق پذ۶   است ، اما در ريمشتق پذ۶و ۶در  ديباشد. نشان ده

 

   .ديکن دايمساحت  دائره بر حسب شعاع آن پ رييتغ زانيم – ١٩
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٢  

   .ديضلع آن حساب کن کيرا بر حسب طول الاضلاع   یمثلث متساو کيمساحت  رييتغ  زانيم - الف

ضلع آن  کيکه طول   یالاضلاع باشد وقت ینشانگر مساحت مثلث متساو ديفرض کن –ب 

 باشد.که  ی، به طور ديکن دايپ یمقدار برا کي است. 
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 ٣.٢ ناتيپاسخ تمر

١ ناتيدر تمر  دايرا پ عدد داده شده یبخش ، مشتق تابع داده شده برا نيا جياز نتابا استفاده ۵

   .ديکن

١ ٢ ١ 

   ، يک مثال اساس    است.١ها ، پس تمام  یاست برابر

 

٢ ٢ ٣
٢

 

٢  

٣
٢

٢
٣
٢

٣ 

٢  

 

٣ ۴ ٢
٣

 

۴ ٣ 

٢
٣

۴ ٢
٣

٣

۴ ٢ ٨ 
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۴ ١ ١ 

١ ٩ 

١ ١ ١
٩

١  

 

۵ cos
٣

 

 

 

٣ ٣

٣

٢
 

 

۶ ناتيدر تمر شده را  مشتق توابع داده٢شماره  فيتعر ايمشتق و  فيبا استفاده  از تعر١٢

   .ديکن دايپ

۶ ٢ ١ 

٢ ١ ٢ ١ ٢ ٢
 

٢
٢ ٢ 
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٧ ۵ 

۵ ۵

۴ ٣ ٢ ٢ ٣ ۴

۵ ۴ 

 

٨ ٢  

٢ ٢ ٢ ٢

١

١ ٢ ١ 
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٩
٢ ١
٢ ١

٢ ١
٢ ١

٢ ١
٢ ١

٢ ١ ٢ ١ ٢ ١ ٢ ١
٢ ١ ٢ ١

٢ ٢ ٢ ٢ ١ ٢ ٢ ٢ ٢ ١
٢ ١ ٢ ١

٢
٢ ١ ٢ ١

٢
٢ ١ ٢ ١

۴

٢ ١
٢
 

 

١ ٣  

٣ ٣

٣ ٣ ٣  

   .ميآور  یم ريدر ز یآور ادي یبرا  .ميبخش داشت نيهم۴که قبل از فرمول   یبر اساس بحث

 

 

١
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١
 

١ ها تمام برای  

 

١١
٢
٣ 

   داشت. ميپس خواه باشد ،اگر 

٢
٣

٢
٣

١
٣

١
٣

١
٣

١
٣

١
٣

١
٣

٢
٣

١
٣

١
٣

٢
٣

١
٣

١
٣

٢
٣

١
٣

١
٣

٢
٣

٢
١
٣

٣
٢
٣

٢

٣
١
٣

٢
٣

١
٣ 

 

١٢ ١ 

 باشد ، پس ١اگر 
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١ ١ ١ ١ ١ ١

١ ١

١ ١

١ ١

١

١ ١

١

٢ ١
 

 

١٣ ناتيدر تمر  است.  ريدر بازه داده شده ، مشتق پذکه  دينشان ده١۵

١٣ ٢  

  . ميها دارتمام  یبرا

٢ ٢ ٢ ٢

١

١ ٢ ١  

   است. ريمشتق پذدر لذا 
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١۴
١

۴
۴  

   .ميدار۴ یبرا

١
۴

١
۴

۴ ۴
۴ ۴

۴ ۴
١

۴ ۴
١

۴
٢
 

 است.  ريمشتق پذ۴در بازه لذا 

 

١۵ ١ ١  

  ميدار١ یو برا١ ميدار١ یبرا

١ ١
١ ١  

  نياست ، همچن ريمشتق پذ١در بازه لذا 

١ ١

١
١

١ 

     است. ريمشتق پذ١در بازه لذا 
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  . ديکن دايرا پ،  ريز یاز حالت ها کيدر هر  ١۶

٢ ٢ ١٢ 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢

٢
٢ ۴  

۴پس   است.١٢ ميچون دار  ٣ ايو ١٢

٣ ٢ ١٣ 

٣ ٢ ٣ ٢

٢ ٢ ٣ ٣

٣
٣ ٢ ٣ 

٢پس  است. ١٣ ميچون دار ٣  ۵ ايو ١٣

١ ١
٩

است ممکن مقدار  دو

١ ١

١ ١
٢
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١ ميچون دار
٩

١پس   است.
٢

١
٩

 ٣ ايو 

٣

٢
است ممکن مقدار  بينهايت

است و چون  ميدار٣طبق فرمول شماره 
٣

٢
 مياست ، پس خواه

 داشت 

٣

٢
 

۶
٢  

 

ها در حال حرکت است که در طول محور   یشئ کيتابع ٣ ديفرض کن – ١٧

سپس   . ديکن دايپسرعت  یفرمول برا کي است. 
۶

   .ديکن دايرا پ

٣ ٣

٣ ٣
 

 و لذا ٣طبق بحث ما قبل از فرمول 

۶
٣

۶
٣
٢

٢ 
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  ديگندم باشد و فرض کن سهيهزار کتومان از فروش  ونيليدر آمد به م ديفرض کن – ١٨

١۴٣٢ برای ۶
٨۵٩٢ برای ۶

 

 .ستين ريمشتق پذ۶   است ، اما در ريمشتق پذ۶و ۶در  ديباشد. نشان ده

 پاسخ 

 باشد ، پس ۶اگر 

١۴٣٢ ١۴٣٢
١۴٣٢ 

 باشد ، پس ۶اگر   است. ريمشتق پذ۶در پس 

٨۵٩٢ ٨۵٩٢
 

 اما   است. ريهم مشتق پذ۶در بازه پس 

۶

۶
۶ ۶

١۴٣٢ ٨۵٩٢
۶ ۶

١۴٣٢ ١۴٣٢  

 و 

۶

۶
۶ ۶

٨۵٩٢ ٨۵٩٢
۶

 

  . ستين ريپذ مشتق۶در پس 
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   .ديکن دايمساحت  دائره بر حسب شعاع آن پ رييتغ زانيم – ١٩

 پاسخ 

 پس  است. ،٢شود   یممساحت دائره با شعاع 

٢ ٢
٢  

  دائره است.  طيمقدار ، مح نيکه ا

 

٢  

   .ديضلع آن حساب کن کيالاضلاع  را بر حسب طول  یمثلث متساو کيمساحت  رييتغ  زانيم - الف

 پاسخ 

باشد ، ارتفاع مثلث که طول هر ضلع آن 
٣

٢
  .ديآ  یبدست م ريپس مساحت مثلث مطابق ز  است.

١
٢

٣

٢

٣

۴
٢ 

 و لذا 

٣

۴
٢

٣

۴
٢

٣

۴

٣

٢
،  
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ضلع آن  کيکه طول   یالاضلاع باشد وقت ینشانگر مساحت مثلث متساو ديفرض کن –ب 

   باشد.که  ی، به طور ديکن دايپ یمقدار برا کي است. 

 پاسخ 

  ديباشد ، پس باو اگر قرار است 

٣

٢

٣

۴
٢ 

٢ ٢ 

٢ 

   باشد.
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 توابع  يمجمع  ، ضرب و تقس مشتق  -  ٢ .۴
 

رسد   یبه نظر م  يعی، طب يمدار توابع  يم، ضرب و تقس  يقجمع ، تفرحد    یبرا يايیهمان طور که قضا
 .يمهم دارتوابع   يم، ضرب و تقس يقجمع ، تفر  يمشتقبرا هم يايیقضا ياآ يمکه سئوال کن

 يچيدهپ يباتوابع تقر  يمتقس و ،  ضرب جمع مشتق به مربوط  یفرمول ها ، اما  يمدار  يايیقضا ينچن  
در حال سقوط در هر   یشئ يکمکان  يدفرض کن . يمزن  یم یروشن شدن موضوع مثال یبرا .  هستند 
   باشد. ريمطابق فرمول ززمان 

١۶ ٢ ٢۴ ١۶  
  است. یمشتق ، کار سخت فياز تعر مايمستقکردن  يداو پ  بغرنج است.  یفرمول بالا کم باشد. 

کردن  داي، پس پ ميتوابع را از تک تک توابع  بدست آور  بيچگونه مشتق ترک مياما اگر بدان
   تر خواهد. بود. آسان  یليخ

 . يمکن  یساده را ثابت م يهقض يکابتدا 
 Continuity of a Function Theoremتابع  يکبودن   پيوسته يهقض

 یعني  است. وستهيپدر باشد ، پس  ريمشتق پذدر اگر  
 

 
  مياست نشان ده  یاست ، کاف وستهيپدر  يمنشان ده ينکها یبرا –اثبات 

يا  

   است.
 داشت. ميحد ، خواه یايپس طبق قضا  وجود دارد.که طبق فرض مساله  يدتوجه دار

 

   
مثلا   نباشد. يرنقطه مشتق پذ يکدر باشد ، اما  يوستهتواند پ  یتابع م يک . يستن يحبالا صح يهعکس قض

به مثال   .ستين رياست ، اما در نقطه صفر مشتق پذ وستهيپکه  ميدان  یم باشد ، اگر 
٢بخش ۴    .ديمراجعه کن٣
 

  Derivative of a Sum Theoremجمع  يکمشتق  يهقض
 است ، و ريمشتق پذهم در باشند ، پس در  ريدو تابع مشتق پذو اگر 

 
 
 

  . يمحد دار يایبا استفاده از قضا –اثبات 
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عدد داده شده عبارت است از جمع مشتق ها ، به  يککه مشتق مجموع دو تابع در  يدگو  یبالا م يهقض
 توان گفت   یم يگرد يفبه تعر باشند.  يرکه هر دو تابع در آن عدد مشتق پذ یشرط

 
 

 
  هستند.  ريدر آنها مشتق پذو هم که هم   يیهاتمام  یبرا

 

و  ديکن دايپ یفرمول برا يک  باشد. يدکنفرض   -  ١مثال 
۴

را 
   .ديمحاسبه کن

 پاسخ 
بر اساس مثال    است.  باشد ، پسو  ميکن  یفرض م 

  ميدار ٣.٢بخش ٣فرمول و ٢

١  
 لذا 

١ ها تمام  برای
 یبرا

۴
  داشت.  ميخواه

۴
١

۴
١

٢

٢
 

دو و  مياگر فرض کن کرد.  انيب Leibniz  زين بيتوان با نماد لا   یها را هم م جمع مشتق هيقض
   داشت. ميباشند ، خواهوابسته به  ريمتغ
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  . ديکن دايرا پ - ٢مثال 

 پاسخ 
  ميدار ٣.٢بخش ۴و ٣ یبر اساس فرمول ها

 

 لذا 

 

 مثلا  . ديکن دايها را پ جمعواسطه ، مشتق  یتوانست ، بدون قدم ها ديو ممارست ، شما خواه نيبا تمر

 

 
و که   یممکن است وجود داشته باشد ، در صورتکه  ديتوجه داشته باش –نکته 

تواند وجود داشته باشد فقط   یمکه  ديگو  ینمبالا  هيقض وجود نداشته باشد.  اي
دو وجود  هرو اگر  ديگو  یبر عکس م  وجود داشته باشند.و اگر 

 ممکن است  که ديد ميخواه٢٨شماره  نيدر تمر  وجود دارد.داشته باشند ، پس 
 

   .باشد   وجود  نداشتهو اما     ,وجودداشته باشد 
 

  داد.  مياز دو تابع تعم شيتوان به ب  یبالا را م هيقض
 

١ ٢ ١ ٢  
 

  ميلذا اگر داشته باش
٢ ١٢  

 پس 
٢ ١  
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 تابع  کيعدد ثابت با  کيضرب    مشتق هيقض
Derivative of a Constant Multiple of a Function Theorem  

 
 باشد ، پس در  ريتابع مشتق پذ کياگر 

 است ، و  ريپذمشتق  در تابع هر عدد  یبرا 
 

 
 اثبات 

  . ميداردر  یريمشتق پذ فيطبق تعر

 

 

 کرد.  ريتفس نيتوان چن  یبالا را هم م هيقض
  

 
 

  است.  ريمشتق پذها که در آن تمام  یبرا
 

  . ديکن دايرا پباشد ، ۴اگر  – ٣مثال 
 پاسخ 

١چون   است. ۴پس ,باشد اگر  
٢

١
 است ، پس ٢

۴ ۴
١
٢

١
٢ ٢

١
٢ 

 توان نوشت   یم نيهمچن

۴ ۴ ٢
١
٢ 

 
و   هستند. ريها ، توابع مشتق پذ یتمام چند جمله ا  نديگو یجمع و ضرب عدد ثابت م مشتق یها هيقض

   .صادق است  یهر  چند جمله ا مشتق  یبرا ريفرمول ز
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١
١

١  
١ ١ ١

٢ ٢ ٢ ١ ١  
 

 
١  یبرا را ريمشتق ز ۴مثال    . ديکن دايپ 

٣ ٨ ٢ ۵ ٣
٢

٣ ٢ ١  

 پاسخ 

٣ ٨ ٢ ۵ ٣
٢

٣ ٢ ١  

٣ ٨ ٧ ٢ ۵ ۴ ٣
٢

٣ ٢ ٢ ٢۴ ٧ ۵ ٢ ۴ ٩
٢

٢ ٢  

   داشت. ميخواه١ یبرا

٣ ٨ ٢ ۵ ٣
٢

٣ ٢ ١
١

 

٢۴ ١
٧

۵ ٢ ١
۴ ٩

٢
١

٢
٢ ٢۴ ۵ ٢

٩
٢

٢  

١
٢

۵ ٢ 

 
 هيفوت در ثان٢۴توپ را با سرعت  کي،  نينسبت به زم یفوت١۶از ارتفاع   یشخص - ۵مثال 
  یچه زمان ديو مشخص کن ديکن دايسرعت توپ پ یبرا یفرمول کند.   یبه طرف بالا پرتاب م یعمود

   شود.  یسرعت توپ صفر م
 پاسخ 

   بخشاست. نيسطح زم یبالا یاجسام در حال حرکت عمود یکه برا ، ديدار را به خاطر ريفرمول ز
٢  ٧فرمول شماره ١

١۶ ٢  
نسبت به   یفاصله شئو    نينسبت به زم هيارتفاع اولو  هيسرعت اولدر فرمول بالا 

   است. هيثانبعد از  نيزم
 ارتفاع آن  کند ،  یبر خورد م نيزم  که توپ به  یاست ، پس وقت١۶و ٢۴چون 
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١۶ ٢ ٢۴ ١۶  
 چون سرعت مشتق تابع ارتفاع است ، پس   است.

٣٢ ٢۴ 

٣٢که  یاست ، هنگامپس  ٣ یعني است. ٢۴
۴

 ثانيه

 
  مشتق ها است.  قيها ، قاعده تفر جمع و ضرب عدد ثابت مشتق یها هيدوم قض جهينت
 

٣  
 

  هستند.  ريدر آنها مشتق پذو که   يیهاتمام  یبرا
 
به و  ميکه گفت دياوريبه خاطر ب مهم تفاضل مشتق ها در اقتصاد است.  یاز کار برد ها  یکي

  است.  ريز یمطابق فرمول ها  يینها نهيو هز  يیدر آمد نها ميو گفت هستند.  نهيتوابع درامد و هز بيترت
و  

تابع سود باشد ، که طبق حال اگر  باشند.  ريمشتق پذو ها که در آنها تمام  یاست  ، برا
 شود  فيتعر ريفرمول ز

 
  Marginal Profit  يیسود نهاپس   هستند.و هم ها که در دامنه هم تمام  یبرا

   شود.  یم فيتعر ريمطابق ز
 

 داشت  ميبالا خواه٣و لذا طبق فرمول 
 

   ند. شده ا فيتعرو که در آنها   يیهاتمام  یبرا
 

  باشند.  ليمطابق ذ نهيتوابع در آمد و هز ديفرض کن – ۶مثال 
٣ و ۴ برای  

   .ديکن دايپ  يیسود نها یفرمول برا کي
 پاسخ 

٢و ٣که  ميدان  یم٣و مثال شماره ١بر اساس فرمول 
١
  است.٢

  ميريگ  یم جهيپس نت
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٣ ٢
١
٢ 

 
   Derivative of a Product  توابع ضرب مشتق 

است با تفاضل  یاست با جمع مشتق ها ، و مشتق تفاضل توابع مساو یمشتق جمع توابع مساوکه  ميدديد
  . ستيبا ضرب مشتق ها ن یمشتق ها ، اما مشتق حاصل ضرب توابع مساو

 
  Derivative of a Product Theoremتوابع   ضرب مشتق  هيقض

 
هستند ، و  ريمشتق پذهم در باشند ، پس  ريمشتق پذدر و اگر 

 
 
 اثبات  

 

 

 

 

 که  ديگو  یبخش آمد ، م نيا یبودن تابع که در ابتدا وستهيپ هيقضاست ،  ريمشتق پذچون 
٢مشتق در بخش  فيطبق تعر  لذا  است و   توان گفت که   یم٢

 
   یو بطور کل

 
 

 
   هستند. ريمشتق پذو که در آنها    يیهاتمام  یاست برا
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   .ديکن دايرا پباشد ، اگر  – ٧مثال 
 پاسخ 

و ١است و چون باشد ، پس و اگر 
   داشت. مياست ، پس خواه

 
 

 باشند ، پس نسبت به   يیها رييمتقو اگر  Leibniz  زين بيبا نماد لا 
 

۴  
 
 

   .ديکن دايرا پ ريز مشتق – ٨مثال 

٢  

 پاسخ 
  ميچون دار

٢ ٢ و  

  داشت.  ميخواه۴پس با استفاده از فرمول 

٢ ٢ ٢  

٢ ٢  
 
اما هر چه تعداد  ، مياز دو تابع توسعه ده شيبه مشتق حاصل ضرب بحاصل ضرب را  هيقض  ميتوانيم

،سه تابع  یبرا  شود.  یفرمول بغرنج تر م تر شود ، اديتابع ها ز   ميدار،
 

۵  
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   .ديکن دايرا پباشد ، ٢اگر  – ٩مثال 

  پس باشد ، و و٢ ميفرض کناگر  –پاسخ 
٢ و و  

 پس  خواهد بود. 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢  
 
  Derivative of a Quotient Theorem   توابع ميتقس مشتق هيقض 

 
 پس باشند و  ريمشتق پذدر و اگر 

 است و  ريمشتق پذهم در  

٢
 

 
 اثبات 
 وستهيپدر  بودن تابع ، وستهيپ هيدارد ، پس طبق قض جودو طبق فرض مساله چون 

است ، پس بر    مساله فرض طبق چون   است.است و لذا 
١بخش ١٨و ١٧ یاياساس قضا بازه  کيها در تمام  یاست براکه  ميدان  یم٣

 و   شده است. فيرتعبازه باز اطراف  کيدر  نيبنا بر اباز اطراف 

 

 

 

 

٢ ٢ ٢
 

 
 توان گفت   یم  یبه طور کلو 
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٢
 

 
   است.و   هستند ريمشتق پذو هم که در آنها هم   يیهاتمام  یبرا
 

تمام اعداد  یها برا یچون چند جمله ا    .یدو چند جمله ا ميتقسعبارت است از  ، ايگو یتمام کسر ها
 یدهد که تمام کسر ها  ی، نشان م ميهستند ، قاعده خارج قسمت که در بالا ذکر کرد ريمشتق پذ  یقيحق
   هستند. ريشان مشتق پذ تمام اعداد در دامنه یبرا ايگو
 

 ١مثال 
  ميداشته باشاگر 

٩ ٧

٢ ١
 

 مطلوب است 
 

 پاسخ 

٩ مياگر فرض کن ٢و ٧ ۶٣و باشد ، پس ١ و ۶

 است و لذا ٢

٢

۶٣ ۶ ٢ ١ ٩ ٧ ٢

٢ ١
٢

 

۴۵ ٨ ۶٣ ۶

٢ ١
٢

 

 
 باشند ، پس وابسته به  یها ريمتغو ، اگر   Leibniz  زين بيبا نماد لا 

٢ ٢
 

٢ ٢
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 ٢ که دينشان ده – ١١مثال 

 پاسخ 

 است ، پس چون 

٢ ٢
 

٢ ٢

٢

١
٢

٢  

 
 توان نشان داد که   یم قيطر نيبه هم

٢  

 
   شود.  یپس مشتق خارج قسمت خلاصه تر م١اگر 

 

١
٢

۶  

 
 
   داشت. ميخواه١ یبرا زين بيبا نماد لا  ايو 
 

١ ١
٢

 

 

 که  دينشان ده – ١٢مثال 

 پاسخ 
  ميبالا ، دار۶از فرمول شماره 

١
٢

١
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 ميدار قيطر نيبه هم

 

 

مثبت  حيعدد صح کيکه   یاست  ، در صورت١که  دينشان ده - ١٣مثال 
  باشد. 
 پاسخ 
٢بخش ١بخش و شماره  نيهم۶فرمول شماره  قيبا تلف     .ميدار٣

١ ١

٢ ١
١ 

 مثلا 
١ ١

٢
١٧ ١٧ ١٨ 

   شود.  یم دهيد تن  ويدر قانون جاذبه ن٢تابع 
 

٢بخش ١بالا و فرمول شماره ١٣مثال  قيبا تلف    داشت. ميخواه٣
 

١ ٧  
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 ۴.٢ ناتيتمر
١ ناتيدر تمر   . ديکن دايمشتق تابع داده شده را پ١۶

١ ۴ ٣ 
 

٢ ٣ ٢ ۴ ٢ 
 

٣ ۴ ۴ ٣ ٣ ٢ ٢  
 

۴
۴
٩
 

 
۵ ٢ ٣ ۵  

 

۶ ١
١

٢
١

 

 

٧ ۴ ٣ ٢  
 

٨ ٢ ٣ ۴  
 

٩ ٢  
 

١ ٢  
 

١١ ۴  
 

١٢
٢ ٣
۴ ١
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١٣
٢

٢ ۴ ۴
 

 

١۴
٢ ۵ ۴
٢ ٢

 

 
١۵  

 
١۶  

 

١۶ ناتيدر تمر   . ديکن دايتوابع را پمستقل است.   ريوابسته است و متغ ريمتغ٢٢

١٧ ٣ ١ ٢ ٢ ۵  

 

١٨ ٢ ١
٢
 

 

١٩
٢ ١
۵ ٣

 

 

٢
٣ ١
۴ ١

 

 
٢١  

 

٢٢
٢ ١

 

٢٣ ناتيدر تمر  مطلوب است ٢۵

٢٣
٧
٩

١ 
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٢۴
١

٣ ٢ ۴ ٢ 

 

٢۵
٢

 

 
٢۶ ناتيدر تمر   . ديکن دايپخط مماس در نقطه داده شده با نمودار  معادله  ٢٧

٢۶ ٢ ٣ ۴ ٢ ۶  
 

٢٧
٢

١  

 
 .ديکن دايپ یفرمول ساده برا کي  باشد.و  ديفرض کن – ٢٨

 یفقط براو ها وجود دارد ، اما تمام  یبراکه  ديسپس نشان ده 
   وجود دارد. ريمقاد

 
که  ديثابت کن است. وجود داشته باشد و و  ديفرض کن – ٢٩

   وجود دارد.
 

٣  
،اگر  ديثابت کن  وجود داشته باشد ، پس ،

 
 

٣١ 
  . ديکن داياست ، پ٢و ١که  یهنگام۵سرعت  توپ در مثال  - الف
  یشود ، سرعت توپ وقتبه بالا پرتاب  هيفوت در ثان۴٨با سرعت ۵توپ در مثال  ديفرض  کن - ب

   .ديکن دايرا پ است ،١که 
 

به  یبه  طور عمود  نياز سطح زم  هيفوت در ثان١٢٨   توپ با سرعت کي ديفرض کن  - ٣٢
   طرف بالا پرتاب شود.

   .ديکن دايرود را پ  یبالا مکه توپ  یارتفاعحد اکثر  - الف 
   .ديکن داي،  پ کند  یبر خورد م نيکه با زم یرا هنگام توپ سرعت   -ب
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فوت نسبت به سطح ٩۶ساختمان به ارتفاع  کياز  هيفوت در ثان١۶توپ با سرعت  کياگر  – ٣٣
   .ديکن دايپسرعت توپ در زمان  یفرمول برا کيپرتاب شود ،  نيي، به طرف پا نيزم
 

شود و شما با   یفوت جدا م١فوت از سقف به ارتفاع ۵چلچراغ به طول  کي ديفرض کن – ٣۴
  . ديآن قرار دار ريفوت ز۶قامت 
  د؟يافتادن چراغ فرار کن ريکه از مس ديچقدر وقت دار –الف 
  یبه سر شما اصابت م ی، چلچراغ با چه سرعت ديبه موقع فرار کن ديو نتوانست ديآورد یاگر  بد شانس  -ب 

 کند؟ 
  یکه به سر شما اصابت م یتر بود ، هنگام ادي، سرعت چلچراغ چقدر ز ديفوت قد داشت۵اگر شما   –ج 

 کرد؟ 
 

   است. ريشرکت مطابق ز کيو در آمد  نهيتابع هز – ٣۵
٣
١

و برای ١ ١۵  

 يیسود نهااز  یمقدار چيه یکه برا دي، که سود صفر باشد. و نشان ده ديکن دايپ یبرا یمقدار
   .ستيصفر ن یعني
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 ۴.٢ ناتيپاسخ تمر
١ ناتيدر تمر   . ديکن دايمشتق تابع داده شده را پ١۶

١ ۴ ٣ 

١٢ ٢ 
 

٢ ٣ ٢ ۴ ٢ 
۶ ۴ 

 

٣ ۴ ۴ ٣ ٣ ٢ ٢  

١۶ ٣ ٩ ٢ ۴ ١ 

۴
۴
٩
 

۴ ٩ ٨

٩ ٢

٣۶ ٨

١٨

٣۶
١

 

 
۵ ٢ ٣ ۵  

٢ ٣ ۵ ٢ ٣ ۵  

٢ ۵ ٢ ٣ ۴ ٧ 
 

۶ ١
١

٢
١

 

١
١

٢
١

١
١

٢
١

 

١
٢

٢
١

١
١ ١

٢
 

٢
٢

١
٣

١
٢

١
٣

١
٢

٢
٣
 

 
 

 
 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



توابع وتقسيم ضرب,   جمع مشتق  انوشـيروان صراف  حساب ديفرانسيل آرمان ۴.٢ 

240 
 

٧ ۴ ٣ ٢  

١٢ ۴ ٢  
 

٨ ٢ ٣ ۴  

٢ ٣ ۴
 

۶ ٢ ۴
٢

۶ ٢ ۴
١

 

۶ ٢ ۴  
 

٩ ٢  

٢ sin ٢  
 

١ ٢  
٢ ٢  

 
١١ ۴  

۴ ۴ ٢ ۴  

۴ ۴ ٣ ۴ ٢  
 

١٢
٢ ٣
۴ ١

 

٢ ۴ ١ ٢ ٣ ۴

۴ ١
٢

 

٨ ٢ ٨ ١٢

۴ ١
٢

١۴

۴ ١
٢
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١٣
٢

٢ ۴ ۴
 

١ ٢ ۴ ۴ ٢ ۴ ٢

٢ ۴ ۴
٢

 

٢ ۴ ۴ ٢ ٢ ۴ ۴ ٨

٢ ۴ ۴
٢

 

٢ ۴ ۴

٢ ۴ ۴
٢

١
٢ ۴ ۴

 

 

١۴
٢ ۵ ۴
٢ ٢

 

٢ ۵ ٢ ٢ ٢ ۵ ۴ ٢ ١

٢ ٢
٢

 

۴ ٢ ١٢ ٢۶

٢ ٢
٢

 

 

١۵  

٢
 

٢ ٢

٢

١
٢

٢  

 
١۶  

١
٢

sec  
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١۶ ناتيدر تمر   . ديکن دايتوابع را پمستقل است.   ريوابسته است و متغ ريمتغ٢٢

١٧ ٣ ١ ٢ ٢ ۵  

٣ ٢ ٣ ۵ ٣ ١ ۴ ۵  

۶ ٢ ١۵ ١٢ ٢ ١۵ ۴ ۵ 

١٨ ٢ ٢۶ ۵ 
 

١٨ ٢ ١
٢

٢ ٢ 

٢ ٢ ٣ ٢
٢
٣
 

 

١٩
٢ ١
۵ ٣

 

٢ ۵ ٣ ٣ ٢ ١

۵ ٣
٢

 

١ ۶ ۶ ٣

۵ ٣
٢

٧

۵ ٣
٢
 

 

٢
٣ ١
۴ ١

 

٣ ٢ ۴ ١ ۴ ٣ ٣ ١

۴ ١
٢

 

٣ ۶ ٣ ٢ ۴ ۶ ۴ ٣

۴ ١
٢

۶ ۴ ٣ ٣ ٢

۴ ١
٢
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٢١  

٢ ٢  

٢٢
٢ ١

 

٢ ١ ٢

٢ ١
٢

 

٣ ١ ٢

٢ ١
٢

 

 
٢٣ ناتيدر تمر  مطلوب است ٢۵

٢٣
٧
٩

١ 

٧ ٩ ٨

١٨

۶٣
١

 

١ ۶٣ 
  

٢۴ ٣ ٢ ۴ ٢ 

١
۶ ۴  

٢
١۶

 

 

٢۵
٢

 

٢ ١
٢ ٢

٢
٣
٢
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٢
١

٢
٢

٣
٢

٢
٣
٢ 

 
 

٢۶ ناتيدر تمر   . ديکن دايپخط مماس در نقطه داده شده با نمودار  معادله  ٢٧

٢۶ ٢ ٣ ۴ ٢ ۶  

٢ ٣ 
٢ ۴ ٣ ١ 

؛ ۶ ١ ٢  

٨ 
 

٢٧
٢

١  

 

٢
١ 

؛ ١ ١
٢

 

١
٢

 

 
 

 .ديکن دايپ یفرمول ساده برا کي  باشد.و  ديفرض کن – ٢٨
 یفقط براو ها وجود دارد ، اما تمام  یبراکه  ديسپس نشان ده 

   وجود دارد. ريمقاد
 پاسخ 

 
ها تمام  برای
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٢بخش ۴بر اساس مثال  مثال  نيوجود دارد و بر اساس هم یفقط برا ميکه گفت٣
 .وجود دارد یفقط براو ضرب عدد ثابت ، 

    قدر مطلق است.  یمنفقدر مطلق است و تابع 
 

که  ديثابت کن است. وجود داشته باشد و و  ديفرض کن – ٢٩
   وجود دارد.

 پاسخ 

و چون و   ها در دامنه تمام  یاست براچون 
 شود که   یم جهيمشتق ها نت ميتقس هياز قضوجود دارد با و 

   وجود دارد.
 

٣  
،اگر  ديثابت کن  وجود داشته باشد ، پس ،

 
  پاسخ 
وجود دارد که  ديگو  یضرب مشتق ها م  هيوجود دارند ، قضو   چون

 وجود دارد ،چون   است.و  ،
 وجود دارد و  ديگو  یضرب مشتق ها م هيباز قض

 
 

 
 

٣١ 
  . ديکن داياست ، پ٢و ١که  یهنگام۵سرعت  توپ در مثال  - الف

 پاسخ 
٣٢ ميدار۵پاسخ مثال  اساسبر  ٢۴ برای   پس   است.۴

   ١ ٨ ثانيه در ٢  وفوت ۴ ثانيه در  فوت
 
  یبه بالا پرتاب شود ، سرعت توپ وقت هيفوت در ثان۴٨با سرعت ۵توپ در مثال  ديفرض  کن - ب

   .ديکن دايرا پ است ،١که 
 پاسخ 
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  ميبخش دار نيهم٢شماره  فرمول  بر اساس

١۶ ٢ ۴٨ ١۶  
٣٢ ۴٨ 

١ ١۶ ثانيه در فوت  
 
 

به  یبه  طور عمود  نياز سطح زم  هيفوت در ثان١٢٨   توپ با سرعت کي ديفرض کن  - ٣٢
   طرف بالا پرتاب شود.

   .ديکن دايرود را پ  یکه توپ بالا م یحد اکثر ارتفاع - الف 
 پاسخ 

 نيقبل از برخورد توپ به زمارتفاع توپ در هر زمان  بخش ،  نيهم٢اساس فرمول شماره بر 
  است.  ريمطابق ز

١۶ ٢ ١٢٨  
   .ميکن  یرا حل م ريدرجه دوم ز   معادله

١۶ ٢ ١٢٨  

٢ ۴

٢

١٢٨ ١٢٨
٢

٢ ١۶

٢ ١۶
 

يا ٨ 
  یبرخورد م نيتوپ  با زم هياز هشت ثان بعد پس ٨و  یاست ، براچون 

  کند و لذا

١۶ ٢ ١٢٨ برای ٨ 
  جهيو در نت

٣٢ ١٢٨ برای ٨ 
است چون   که ارتفاع توپ به حد اکثر ممکن برسد.  یسرعت توپ صفر خواهد بود وقت

    ارتفاعباشد ، پس حد اکثر ۴که   یوقت
۴ ٢۵۶ فوت

   است.
 
 

 
 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



توابع وتقسيم ضرب,   جمع مشتق  انوشـيروان صراف  حساب ديفرانسيل آرمان ۴.٢ 

247 
 

   .ديکن داي،  پ کند  یبر خورد م نيکه با زم یرا هنگام توپ سرعت   -ب
 پاسخ 

٨
٨

٨
٨ ٨

١۶ ٢ ١٢٨

٨
 

٨

١۶ ٨
٨ ٨

١۶ ١٢٨ ثانيه در    فوت

 
فوت نسبت به سطح ٩۶ساختمان به ارتفاع  کياز  هيفوت در ثان١۶توپ با سرعت  کياگر  – ٣٣
   .ديکن دايپسرعت توپ در زمان  یفرمول برا کيپرتاب شود ،  نيي، به طرف پا نيزم

 پاسخ 
مطابق  نيقبل از برخورد آن به زمبخش ارتفاع توپ در هر زمان  نيهم٢بر اساس فرمول 

  است.  ريفرمول ز

١۶ ٢ ١۶ ٩۶ ١۶ ٣ ٢  

را ٢فاکتور   کند.  یبرخورد م نيبه زم هيشود که توپ بعد از دو ثان  یم جهياز رابطه بالا نت
  گريبه عبارت د اي  .ديملاحظه کن

برای ٢ 
  نيبنا بر ا

١۶ ٢ ١۶ ٩۶ برای ٢  
  تيدر  نها و   است. 

٣٢ ١۶ برای ٢ 
 

شود و شما با   یفوت جدا م١فوت از سقف به ارتفاع ۵چلچراغ به طول  کي ديفرض کن – ٣۴
  . ديآن قرار دار ريفوت ز۶قامت 
  د؟يافتادن چراغ فرار کن ريکه از مس ديوقت دار چقدر –الف 

 پاسخ 
 است  ريقسمت چلچراغ مطابق ز نيتر نييارتفاع پا٢بر اساس فرمول شماره 

١۶ ٢ ١ ۵ ١۶ ٢ ٩۵ 

 ، پس  ديفوت قد دار۶و چون شما 

١۶ ٢ ٩۵ ۶ 
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٨٩
١۶

٨٩

۴
٢ ٣۵٨  ثانيه

٢پس شما     .ديراه چلچراغ فرار کن از سرکه  ديوقت دار هيثان٣۵٨
 

  یبه سر شما اصابت م ی، چلچراغ با چه سرعت ديبه موقع فرار کن ديو نتوانست ديآورد یاگر  بد شانس  -ب 
 کند؟ 

 پاسخ 
٣٢  

٨٩

۴
٣٢

٨٩

۴
٨ ٨٩  

 پس چراغ باسرعت 

٨ ٨٩ ٧۵ ۴٧ ثانيه در  فوت

   کند.  یبا سر شما اصابت م
 

  یکه به سر شما اصابت م یتر بود ، هنگام ادي، سرعت چلچراغ چقدر ز ديفوت قد داشت۵اگر شما   –ج 
 کرد؟ 
 پاسخ 

١۶ ٢ ٩۵ ۵ 

٩
١۶

٣
۴

١  

 و چون 
٣
۴

١ ٢۴ ١ ٧۵ ٨٩ ثانيه در  فوت

 پس 
٧۵ ٨٩ ٧۵ ۴٧ ۴ ٢ زيادتر ثانيه در  فوت
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   است. ريشرکت مطابق ز کيو در آمد  نهيتابع هز – ٣۵
٣
١

و برای ١ ١۵  

 يیسود نهااز  یمقدار چيه یکه برا دي، که سود صفر باشد. و نشان ده ديکن دايپ یبرا یمقدار
   .ستيصفر ن یعني

 پاسخ 
 که  ميدان  یم

 
سود درامد  هزينه

 پس 
 

٣
١

 

٣
١

٣
١

برای ١ ١۵ 

   باشد.٩اگر  یعنيباشد ، ٣است ، اگر  نيبنا بر ا

٣چون کسر 
١

١در  سود یعنيکه  ميريگ  یم جهياست ، پس نت ريمشتق پذدر  ١۵ 

 است، و  ريپذمشتق 
١

٢
١ ٣ ١

٢

١
٢

 

١ ٣

٢ ١
٢

٢

١
٢

برای ١ ١۵ 

   شود.  یصفر نم  يیسود نهااز  یمقدار چيه یلذا برا
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  Derivative  of Composite Functions مرکب   مشتق توابع– ٢.۵
  Composite Functions توابع مرکب،  يمکن  یبه آنها بر خورد م ياضياتکه در ر یاز توابع ياریبس

sinمثلا تابع  هستند .    نجايدر ا است.  بيترک٣
٣ و  

 یها مشتق In Term of  بر حسبتابع  مرکب   کي  مشتق یبرا  یقاعده کل کي ميبتواناگر  است. 
 فيبه تعر ميمجبور شوکه  نيبدون ا ميکن دايرا پبود مشتق  مي، پس قادر خواه ميکن دايموئلفه  پ توابع

   .ميمشتق مراجعه کن
  ميکن  یفرض مجهت مشتق گرفتن توابع مرکب مانند یکردن قاعده ا دايپ یبرا
تمام  یباشد براو  , باشد ريمشتق پذدر باشد و  ريمشتق پذدر که 

  ميسيبنو ريبه صورت ز را کي پس اگر عدد کينزد یها

١  

 داشت  ميخواه

 

 

 که   ميريگ  یم جهينتبا  ينیجانش يهضرب حد ها و قض يهبا استفاده از قض

 

 

 

 
ما  کرد. استنتاج را ريز هيقض توان  یفرمول م نيا از  است.پس 

   است. و مشکل غامض یحد تا اثبات آن  رايز ، ميآور  یم آنرا بدون اثبات
  The Chain Rule Theorem یا رهيقاعده زنج هيقض

 
  و باشد ، ريمشتق پذدر  ميکن  یفرض م
 باشد  ريپذ مشتقدر  ميکن  یفرض م

 و  است ، ريپذ مشتقدر پس  
١  

 
   کرد. ريتفس ريز مطابق توان  یرا م یا رهيزنج هيقض
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فرمول   باشد. ريمشتق پذدر باشد و  ريمشتق پذدر که  یطور ها بهتمام  یبرا
   شود.  ینوشته م رياغلب به صورت ز ١شماره 

 

٢  
 

sin ديکنفرض  – ١مثال    . ديکن دايپ    یبرا فرمول کي باشد.٣
 پاسخ 

  ميچون دار  است.باشد ، پس و ٣ ميکن  یفرض م
٣ و  

 که  ميريگ  یم جهيپس نت
٣ ٣ ٣ ٣  

 

١ یفرمول برا کي – ٢مثال     .ديکن دايپ۴
 پاسخ 

١ ميکن  یفرض م  پس   باشد.و ۴

۴ ٣ و
١

٢
برای  

   لذا

١ ۴ ١

٢ ١ ۴

۴ ٣ ٢ ٣

١ ۴

 

 
تا  ميگذار  یم یبجا وسپس ميکن  یم دايرا پابتدا کردن  دايپ یبرا

   .ديبدست آ
 

   .ديبدست آور را ريز مشتق توابع – ٣مثال 

٢ -الف  ٣
١١

 

cos -ب  ۵ 
 پاسخ 
٢ مياگر فرض کن –الف    پس١١و ٣

١ ۶ ٢ و ١١ ١٢ 
 لذا 
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١١ ٢ ٣
١٢

١ ۶ ٢ ١١ ۶۶ ٢ ٢ ٣
١٢

 

  –ب 
۵ ۵ ۴ ۵ ۴ ۵ 

  ايو 
۵ ۵ ۵ ۴ ۵ ۴ ۵ 

 
، از خارج به  ميريگ  یتابع مشتق م کياز  یا رهيکه با استفاده از قاعده زنج ی، هنگام ديتوجه داشته باش

٢مشتق گرفتن  یپس برا  .ميريگ  یداخل مشتق م ٣
١١

 یعني یرونيتابع ب مشتق ابتدا
٢در ١١ ٢ یعني  یداخل تابع سپس و ميريگ  یم مشتق٣    .ميريگ  یم مشتق٣

 و ميريگ  یمشتق م۵در  یرونيب تابع ابتدا از۵مشتق گرفتن  یبرا قيطر نيبه هم
   .ميريگ  یمشتق م۵ یعني  یداخل تابع سپس از

  ميکن یم پس فرض  ند. داده شده او ديفرض کن Leibniz  زين بياستفاده از نماد لا  یبرا
و  

  تينها است و درو و پس 

 
 و به طور خلاصه 

 

٣  
 

 آنها عبارت بلکه ، ستنديکسر نو  راي، ز ميحذف کن بالا ها را در فرمول ميتوان  ینمتوجه 
   مشتق هستند. یبرا  يیها
 

   .ديکن دايپ راباشد ، ٨اگر  – ۴مثال 
 پاسخ 
٣ازفرمول  سپس با استفاده٨پس  ميکن  یفرض مابتدا   . ميدار 

٨ ٧ ٨ ٧  
 

 
 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



مرکبمشتق توابع   انوشـيروان صراف آرمان ديفرانسيل حساب ۵.٢    

253 
 

و از  یتابع به عنوان مرتبه کي  است. مختلف ارائه شده قيطر به دو ريمتغ٣در فرمول 
در از  یتابع عنوان بهکه   یاست وقتمشتق عبارت از  یبه عنوان تابع مرتبه کي

   قلمداد  شده است.از  یبه عنوان تابع که   یاست وقتمشتق نظر گرفته شده و 

  ديکن  فرض .ميآور  یم یمثال فرق دارند ، با همو  ميکه نشان ده نيا یبرا

٢ و
١

 

١پس  ٢ ١
 که  یاست ، به طور٢

٢
٣

اما ٢ ٢
١ ٢

 

 لذا 

 
 

١معادله  بر  اساس بادکنک  کيکه شعاع  ديفرض کن – ۵مثال    یم  ريينسبت  به زمان  تغ ٢
   .ديکن دايپ به زمان کنک نسبت حجم باد رييتغ Rate  نرخ  اي زانيم  کند.

 پاسخ 
  Volumeحجم 

  Radiusشعاع 
  Timeزمان 

  . ديآ  یبدست م ري، پس حجم بادکنک مطابق فرمول ز ميرا نماد حجم فرض کن   اگر 
۴
٣

٣ 

١و طبق فرض مساله   لذا   است.٢

۴ ٢ ٢ ٨ ٢ ٨ ١ ٢
٢
 

 
٢بخش ٧بر اساس فرمول شماره    که  ميدان  یم۴

١ ، ۴  

 صورت  به ايعدد گو کيکه  ديدار اديب  صفر باشد. ريغ ايگو عدد کي ديکن حالا فرض
نشان داد  توان  یم یا رهيزنج از قاعده استفاده با  هستند.  یمنف ريغ حياعداد صحو  نجايا  است.

 که 
 

١ ۵  
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 - ۶مثال 
٢
   .ديکن دايرا پ۵

 پاسخ 
٢
۵

٢
۵

٢
۵

١ ٢
۵

٧
۵ 

 

٣اگر  – ٧مثال  ٢ ١
٧
   .ديکن دايرا پباشد ، ۴

 پاسخ 
٧
۴

٣ ٢ ١
٧
۴

١
۶

٢١
٢

٣ ٢ ١
٣
۴ 

 
و بر حسب را نسبت به  ريمشتق توابع ز  باشد. ريتابع مشتق پذ کي ديکنفرض  – ٨مثال 

   .ديکن انيبو 

 ٣ الف
    -ب 
٢ -ج  ٣ ۴ 

  In Term ofبر حسب 
  With Respect toنسبت به 

 پاسخ 
٣  شود   یمنسبت به ٣که مشتق  ديايممکن است به نظر ب  - الف  از  ديبا  .ستين نياما چن٢

   .مياستفاده کن یا رهياز قاعده زنج ديپس بانه نسبت به  ، ميريمشتق بگنسبت به ٣
٣ ٣ ٣ ٢  

 داشت.  ميخواه یا رهيقاعده زنج قياز طر – ب 

sin  

٢چون   –ج  ٣ ٢عبارت است از حاصل ضرب ۴ ،و ٣ ، و  ميريگ  یمشتق حاصل ضرب م۴
۴هنگام مشتق گرفتن از     .ميکن  یاستفاده م یا رهياز قاعده زنجنسبت به  

٢ ٣ ۴ ۶ ٢ ۴ ٢ ٣ ۴ ۶ ٢ ۴ ٢ ٣ ۴ ٣  

۶ ٢ ۴ ٨ ٣ ٣  
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  The Compound Chain Ruleمرکب  یا رهيقاعده زنج
  . ديريدر نظر بگ ررايتابع ز توان بسط داد.   یرا م یا رهيقاعده زنج

 
در باشد ، و  ريمشتق پذدر باشد ، و  ريمشتق پذدر  ديفرض کن

 چون   باشد. ريمشتق پذ
 

  . دهديرا به ما م ريرابطه ز یا رهياستفاده از قاعده زنج نياول  است ،
 

   .دهديرا به ما م ريجمله سمت راست رابطه ز یرو یا رهياستفاده از قاعده زنج نيدوم
۶  

در فرمول بالا ،   .ديآ  یبدست م یا رهيوار از قاعده زنج ريزنجاستفاده  قياز طرمشتق  نيبنا بر ا
مشتق  تينهاو در در عدد ، سپس مشتق  ديآ  یاول مدر عدد مشتق 

 در عدد 
 

و   .ديريرا در نظر بگ٣۴تابع  – ٩مثال 
۶

   .ديکن دايرا پ
 پاسخ 

 داشت.  ميباشد ، پس خواه٣و cosو ۴ مياگر فرض کن
 

   .ميدار۶با استفاده از فرمول 
٣ ٢۴ ۴ ۴ ١٢ ٢۴ ۴  

۶
١٢ ٢ ٢

٣
٢
٣

١٢
١
٢

٢ ٣

٢
٣
٢

٣  

 
   خواهد بود. ريز صورت به فرمول  Leibniz  زين بيبا نماد لا 

٧  

،است که  نيبر ا فرض٧در فرمول شماره     باشد.،
 

 ١مثال 
   .ديکن دايپ وبر حسب  را٣  باشد.از  یتابع ديفرض کن

 پاسخ 
 پس  باشد ،٣و  مياگر فرض کن
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٣ ٣ ٣  
  . ميدار٧طبق فرمول  نيبنا بر ا

٣ ٣ ٣ ٣ ٢  

 
واسطه ، از  یها ريرا بدون استفاده از متغ یا رهيتوان قاعده زنج   یشد که م ديمتوجه خواه نيتمر  یبا کم

   نوشت. ريتوان به صورت ز  یرا م١مثلا مثال   خارج به داخل بکار برد.
٣ ٣ ٢  

 
 Summary of Differentiation Rules یريخلاصه قواعد مشتق گ

انواع مختلف  ديتوان  یبا استفاده از آنها ، م . ميآور  یم ريرا در ز یريمشتق گ  یاز قواعد اصل یخلاصه  ا
  . ديکن یريتوابع را مشتق گ

 
١  
٢  
٣  

۴
٢

 

۵  
 

مشتق  بالا بدست آورد.  نيتوان مشتق آنها را با استفاده از قوان  یاز توابع هستند که نم یتعدادوجود  نيبا ا
  ميمثلا اگر داشته باش مشتق بدست آورد.  فياز تعر مايتوان مستق  یرا م یتوابع نيچن

 
 .ستين ريدر صفر مشتق پذ رايز بکار برد. کردن   دايپ  یبالا رابرا نيتوان قوان  یپس نم

   داشت. ميمشتق ، خواه فيبا استفاده از تعر وجود نيبا ا  

 
   کرد. یريتوان با استفاده از پنج قاعده بالا ، مشتق گ  یرا م ميکن  یکه بر خورد م یاما اکثر توابع
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 ۵.٢ ناتيتمر
١ ناتيدر تمر   . ديکن دايمشق توابع داده شده را پ١٧

١
٩
۴ 

 

٢
٢
٣ ٧

١
٣ 

 

٣ ۴ ٣ ٢
۴

 
 

۴
١
١

٣

 

 

۵ ٢ ٧ ٢ 
 

۶ ۵  
 

٧ ۴ ۴  
 

٨ ۶  
 

٩ ١
٣

 
 

١  
 

١١ ٢ ١
٢
 

 

١٢
١

۵ ٢
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١٣
١

 

 

١۴ ٢ ٢
١
٣ 

 
١۵ ٢ ٣ ۶  

 
١۶

۴
 

 

١٧ ٢ ٢ ٣ ١  

 
١٨ ناتيدر تمر  مطلوب است ٢١

١٨ ٣
٢
٣ 

 

١٩ ١ ٣ ٢  
 

٢
١

٢
٣
 

 

٢١ ٣ ١
٢

 

 
٢٢ ناتيدر تمر مشتق توابع داده شده را نسبت  است.  ريتابع مشتق پذ کي ديفرض کن٢۶

   .ديکن انيببر حسب به 

٢٢ ۵ 
 

٢٣
٢
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٢۴  
 

٢۵ ٣ ٢ 
 

٢۶ ٢ ٢ 
 

٢٧ ناتيدر تمر   . ديکن دايدر نقطه داده شده را پمعادله خط مماس با نمودار ٢٨

٢٧
١

١
٢

١  

 

٢٨ ٢ ٣
٣

٢  

 
 ريدارد و مطابق فرمول ز یشکل به شعاع آن بستگ یباد کنک کرو کيکه حجم  ديبه خاطر دار – ٢٩

  . ديآ  یبدست م
۴
٣

٣ 

  است. نماد شعاع و حرف نماد حجم در فرمول بالا حرف 
استفاده از قاعده با   کند.  یم دايپ شيافزا قهيدر دق نچيده انرخ  اي زانيشعاع به م ديفرض کن

  . ديکن دايحجم نسبت به زمان پ رييتغ زاني، م یا رهيزنج
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 ۵.٢ ناتيپاسخ تمر
 

١ ناتيدر تمر   . ديکن دايمشق توابع داده شده را پ١٧

١
٩
۴ 

٩
۴

٩
۴

١ ٩
۴

۵
۴ 

 

٢
٢
٣ ٧

١
٣ 

٢
٣

٢
٣

١ ٧
٣

١
٣

١ ٢
٣

١
٣

٧
٣

۴
٣ 

 

٣ ۴ ٣ ٢
۴

 

۴ ۴ ٣ ٢
٣٩٩

۶ ٢۴ ۴ ٣ ٢
٣٩٩

 
 

۴
١
١

٣

 

٣
١
١

٢
١ ١ ١ ١

١
٢

۶ ١
٢

١
۴

 

 

۵ ٢ ٧ ٢ 

١ ٢ ٧ ٢ ١

٢ ٢ ٧ ٢

١۴
٢ ١۴ ٢

٢ ٧ ٢

 

 
۶ sin ۵  

۵ ۵ ۵ ۵  
 

٧ ۴ ۴  
۴ ٣ ۴ ٣  
۴ ٣ ۴ ٣  
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٨ ۶  
۶ ۵ ٢  

 

٩ ١
٣

 

١
٣

١
٢
٣  

١
٣

١
٢
٣ 

 
 

١  
 

 

١١ ٢ ١
٢
 

١
٢

٢ ١
٢

١
٢

٢
٢
٣

 

٢ ١
٢

١
٢ ١

٣
 

 

١٢
١

۵ ٢
 

١

۵ ٢
٢

۵ ٢
٢

٢ ۵ ٢
 

١
٢ ۵ ٢

۵ ٢

۵ ٢

٣ ۵

٢ ۵ ٢
٣
٢
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١٣
١

 

١ cos
١ ١ ١

٢
 

١ ١ ١
 

 

١۴ ٢ ٢
١
٣ 

١
٢

٢ ٢
١
٢

١
٢

٢
١
٣

٢
٢
٣ ٢  

٢ ٢
١
٣

١
٢

١
١
٣

٢
٢

٣  

 
١۵ ٢ ٣ ۶  

٢ cos ٣ ۶ ٣ ۶ ١٨ ۵  

٣۶ ۵ ٣ ۶ ٣ ۶  
 

١۶
۴

 
١
۴

٣
۴ ٢  

١
۴

۴ ٢  
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١٧ ٢ ٢ ٣ ١  

٢ ٢ ٣ ١ ٢ ٢ ٣ ١
٢

٢ ٣ ١
٣  

۶ ٢ ٣ ١ ٢ ٢ ٣ ١

٣ ١
 

 
١٨ ناتيدر تمر  مطلوب است ٢١

١٨ ٣
٢
٣ 

٣
٢
٣

۵
٣ ٢

۵
٣  

 

١٩ ١ ٣ ٢  

١ ٣ ٢ ١
٢

١ ٣ ٢
١

٢ ۶  

١ ۶ ٢

١ ٣ ٢

 

 

٢
١

٢
٣
 

٢
٣

١
١

٣ ١
٢

 

٢
٣ ۵

٣
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٢١ ٣ ١
٢

 

٣ ٢ ١
٢

٢ ١
٢

١
٢

 

٣
٢

٢ ١
٢

٢ ١
٢

 

 
٢٢ ناتيدر تمر مشتق توابع داده شده را نسبت  است.  ريتابع مشتق پذ کي ديفرض کن٢۶

   .ديکن انيببر حسب به 

٢٢ ۵ 
۵ ۵ ۴  

 

٢٣
٢

 

٢ ٢
٢

 

 
٢۴  

١
٢

١
٢

 

 
٢۵ ٣ ٢ 

٣ ٢ ٣ ٢ ٢ ٣ ٢ ٣ ٢ ٢ ٢ ٣  
 

٢۶ ٢ ٢ 

٢ ٢ ١

٢ ٢ ٢

٢ ٢
٢ ٣
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٢٧ ناتيدر تمر   . ديکن دايدر نقطه داده شده را پمعادله خط مماس با نمودار ٢٨

٢٧
١

١
٢

١  

٢ ١
٣
 

 و لذا ٢پس 
١ ٢  

٢ ١ 
 

٢٨ ٢ ٣
٣

٢  

٢ ٣ ٣ ۶ ٣  
پس 

٣
 پس ۶

٢  
 

 ريدارد و مطابق فرمول ز یشکل به شعاع آن بستگ یباد کنک کرو کيکه حجم  ديخاطر داربه  – ٢٩
  . ديآ  یبدست م

۴
٣

٣ 

  است. نماد شعاع و حرف نماد حجم در فرمول بالا حرف 
با استفاده از قاعده   کند.  یم دايپ شيافزا قهيدر دق نچيده انرخ  اي زانيشعاع به م ديفرض کن

  . ديکن دايحجم نسبت به زمان پ رييتغ زاني، م یا رهيزنج
 پاسخ 

۴
٣

٣ ٢ ١ ۴ ٢ 
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  Higher Derivative تر بالامرتبه  یمشتق ها-  ٢.۶
ها که در آن از   کيرا به هر است که عدد  یتابعتابع باشد ، پس  کياگر 

 عمل مشتق گرفتن ميتوان  یتابع است ، پس م کي′چون   دهد.  یباشد ، اختصاص م ريمشتق پذ
   .ميکن فيتعر ريرا مطابق فرمول زو  ميانجام ده گريد مرتبه کيرا 
 

 
 

  یم نيچن را  .مينام  یمدر را مشتق مرتبه دوم اگر حد بالا وجود داشته باشد.  
 “ مياف دبل پر“  ايو “ مضاف  مياف پر“   ميخوان
صرفا مشتق که  ديداشته باشتوجه   .مينام  یرا مشتق مرتبه اول مپس 

مرتبه اول  یها کردن مشتق دايتر از پ مشکل دوم ، مرتبه یکردن مشتق ها دايپ جهيدر نت  است.
    .ستين
 

  . ديکن دايپ یفرمول برا کيباشد ، اگر  – ١مثال 
 پاسخ 
  است. پس cosچون 

 

٣اگر – ٢مثال 
١
  . ديکن دايپ یفرمول برا کي,باشد ٢

 پاسخ 

٣
١
٢

١
٢

٣
٢

١
٢  

١
٢

٣
٢

٣
٢

٣
۴

٣
٢  

 
 ريرا مطابق فرمول ز در نممشتق مرتبه اتوان   یم٣مثبت  حيهر عدد صح یبرا
  کرد.  فيتعر

 
١ ١

 
 

مشتق مرتبه دوم ، مرتبه سوم و  کند.   یم١مرتبه دلالت بر مشتق ١در فرمول بالا 
 ميگو  یم  داده شوند. صياول تشخ شوند تا نسبت به مشتق مرتبه   یم دهيمرتبه بالا نام یمشتق ها.…

  یو مها در دامنه تمام  یباشد برا وجود داشتهاست ، اگر  ريدو مرتبه مشتق پذ
در   هاتمام  یوجود داشته باشد برااگر  است ريمشتق پذ مرتبهان  ميگو

 دامنه 
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 ها. تمام  یبرا است۴که  ديباشد ، نشان دهاگر – ٣مثال 
  .ستينچهارم   توان۴  شود ، مشتق مرتبه چهارم.  یخوانده م۴که  ديتوجه دار

   اشتباه نشود.
 پاسخ 

 
۴  

 
۵اگر  -۴مثال  ٣ ۴ ٢    .ديکن دايمرتبه بالا را پ یمشتق ها هيباشد ، کل١

 پاسخ 
۵ ۴ ١٢ ٣ ٢ 

٢ ٣ ٣۶ ٢ 
۶ ٢ ٧٢  

۴ ١٢ ٧٢ 
۵ ١٢  

۶  
۶ یاست براشود که    یملاحظه م   

 
است و  است.   ۵ یدرجه چند جمله ا , ۴مثال  یچند جمله ا یبرا ديتوجه داشته باش

 یهر چند جمله ا یمرتبه بالا یو تمام مشتق ها ١مشتق مرتبه   یبطور کل۶ یبرا
،  ميريمشتق بگ  ی، به تعداد کاف یاگر از هر چند جمله ا گريبه عبارت د  است. صفر یمساودرجه 
   صفر است. یکه مساو ميآور  یمشتق بدست م کي تيدر نها

 
  است.  ريبه صورت زمرتبه دوم ، سوم و چهارم  یمشتق ها Leibniz  زين بيبا نماد لا 

٢

٢
و

٣

٣
و

۴

۴
 

 
مرتبه اول تا سوم  ی، مشتق ها زين بيبا استفاده از نماد لا   باشد.  ديفرض کن – ۵مثال 

   .ديکن دايپ را
 پاسخ 

 
٢

٢
cos ٢  

٣

٣
٢ ٣  
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  Accelerationشتاب 
  مرتبه دوم شتاب است.  مشتق مييگو   یحال م سرعت ، مشتق تابع مکان است.  ميکه گفت ديخاطر داربه 

  . ديآ  یبدست م  ی، شتاب آن شئ ميريدرحال حرکت  دو مرتبه مشتق بگ جسم کي اگر از تابع مکان  یعني
 

٢همان طور که در بخش  در حال حرکت است.  ميخط مستق کيدر   یشئ کي ديفرض کن ،  ميگفت١
 شود   یمدر زمان   یسرعت متوسط شئ

  Average Accelerationشتاب متوسط 
  شود.   یم فيتعر ريمطابق ز١تا بازه  یدر ط

 
سرعت اختلاف
شده طی زمان

١ زمان در سرعت زمان در سرعت

١

١

١
 

 
  شود.   یم فيتعر نيچندر زمان   یشئ کيشتاب  پس

 

 

 
وجود   در مرتبه اول و دوم یها باشد ، و مشتقدر زمان   یشئ کينشانگر مکان اگر 

 داشته باشند ، پس 
و  

 
  سرعت  و مشتق مرتبه دوم تابع مکان است.  تابع لذا ،شتاب مشتق مرتبه اول 

 
 یرويوارد بر آن ن یرويتنها ن ديو فرض کن در حال حرکت است.  یبه طور عمود  یشئ کي ديفرض کن

،بخش ٢طبق فرمول شماره  جاذبه باشد.  ٢ مطابق  هيثاندر زمان  نيارتفاع آن نسبت به زم۴
  است.  ريفرمول ز

١۶ ٢ ١  
 

را   یتوان شتاب شئ  یم  یبه اسان است.  هيسرعت اولو  هينماد ارتفاع اولدر فرمول بالا 
   محاسبه کرد.

 
   .ديکن دايبالا داده شده ، پ١در فرمول شماره  که مکان آن  یشتاب شئ – ۶مثال 

 پاسخ 
٣٢ و ٣٢ 
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 ۶.٢ ناتيتمر
١ ناتيدر تمر   . ديکن دايمشتق مرتبه دوم تابع داده شده را پ٩

١ ۵ ٣ 
 

٢ ١٢ ۵ ١
٢

۴ ١  

 

٣
٢

١ ۴
٢
 

 
۴  

 

۵
١

٣ ١
 

 

۶
۵
٢  

 
٧  

 
٨ ۴  

 
٩ ٣٢  

١ ناتيدر تمر مطلوب است ١۵
٢

٢ 
 

١
٣
٢ 

 

١١ ۴
٣
 

 
١٢ ٢  

 

١٣
١

٣
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١۴  
 

١۵  
 

١۶ ناتيدر تمر   . ديکن دايمشتق مرتبه سوم تابع داده شده را پ١٩
١۶ ۴ ٢ ۵  

 
١٧ ٢ 

 

١٨
١

 
 

١٩
٣

۴ ۵
 

 

٢ ناتيدر تمر مطلوب است ٢٣
٣

٣ 

٢ ٣ ٢ 
 

٢١
١

٣۵
٣
٢

 

 

٢٢ ٢ ١
 

 
٢٣ ٣ ٢  

 
٢۴ ناتيدر تمر ٢۵   . ديکن دايچهارم تابع را پمرتبه   مشتق  

٢۴ ٣ ٨ ٣
۴

۶ ۴
٣
۴ ٢ ١ 

 
٢۵  
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٢۶ ناتيدر تمر   . ديکن دايکه تابع مکان آن داده شده پ  یسرعت و شتاب شئ٢٧
٢۶ ١۶ ٢ ٣ ۴ 

 
٢٧ ٢ ٣  

 
مشتق مرتبه   صفر است.درجه  یهر چند جمله ا١که مشتق مرتبه  يددهنشان  – ٢٨

 چقدر است؟  یچند جمله ا نيچن٢
 

 چگونه است؟ ٣و  نيبباشد ، رابطه اگر  – ٢٩
 
 

٣  
   .ديکن دايآنها پ یو مشتق هاو را بر حسب باشد ، اگر 
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  ۶.٢ ناتيپاسخ تمر
 

١ ناتيدر تمر   . ديکن دايمشتق مرتبه دوم تابع داده شده را پ٩
١ ۵ ٣ 

۵ 
 

 

٢ ١٢ ۵ ١
٢

۴ ١  

۶ ۴ ٢ ٣ ١
٢

١
١

٢ ١  

۶ ۴ ٢ ٣ ١
٢

١
١

٢  

٢۴ ٣ ۶ ٢ ١
۴

١
٣

٢ ١  

٢۴ ٣ ۶ ٢ ١
۴

١
٣

٢  

 

٣
٢

١ ۴
٢
 

٢ ٢ ١ ۴
٣

۴ ١۶ ١ ۴
٣
 

١۶ ٣ ١ ۴
۴

۴ ١٩٢ ١ ۴
۴
 

 
۴  

١ 
١ ٢ ١ ٢ 

 

۵
١

٣ ١
 

١ ٣ ١
٢

٣ ٢ ٣ ٢ ٣ ١
٢ ٣ ٢

٣ ١
٢
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۶ ٣ ١
٢

٣ ٢ ٢ ٣ ١ ٣ ٢

٣ ١
۴

 

۶ ٣ ١ ٣ ١ ٣ ٣

٣ ١
۴

۶ ٢ ٣ ١

٣ ١
٣

 

 

۶
۵
٢  

۵
٢

٣
٢

٢
 

۵
٢

٣
٢

٢
 

١۵
۴

١
٢

٢

٢ ٢
۴

 

١۵
۴

١
٢

٢
٢

٢
٣

 

 
٧  

 
٢ ٢ ٣  

 
٨ ۴  

۴ ٢ ۴ ۴  

۴ ۴ ٢ ۴  
٢ ۴ ۴ ٢ ۴  

۴ ٢ ۴ ۴ ۴ ۴  
٨ ٢ ۴ ٣٢ ٢ ۴ ۴  

 
٩ ٣٢  
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١ ناتيدر تمر مطلوب است ١۵
٢

٢ 
 

١
٣
٢ 

٣
٢

١
٢ 

٢

٢

٣
۴

١
٢  

 

١١ ۴
٣
 

٣ ۴
٢

۴ ٣ ٢  
٢

٢
٣ ٢ ۴ ۴ ٣ ٢

٢
۴

٢

١٢ ٢ ٢ ٢  

 
١٢ ٢  

٢  
٢

٢
٢  

 

١٣
١

٣
 

١

٣
٢
 

٢

٢

٢ ٣ ١

٣
۴

٢

٣
٣
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١۴  

 
٢

٢
٢  

٢ ٣  
 

١۵  

 
٢

٢
 

 
١۶ ناتيدر تمر   . ديکن دايمشتق مرتبه سوم تابع داده شده را پ١٩

١۶ ۴ ٢ ۵  
 

٨  
٨ 

٣  
١٧ ٢ 

٢ ٢ 
٢ ٢ ۴ ٢ ٢ 

٣ ۴ ٢ ٨ ٢ ٨ ٣ ٢ 
١٢ ٢ ٨ ٣ ٢ 

 

١٨
١

 

١
٢

 

٢
٣
 

٣ ۶
۴
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١٩
٣

۴ ۵
 

٣ ۴ ۵ ٣ ۴

۴ ۵
٢

١۵

۴ ۵
٢
 

١۵ ٢ ۴

۴ ۵
٣

١٢

۴ ۵
٣
 

٣ ١٢ ٣ ۴

۴ ۵
۴

١۴۴

۴ ۵
۴
 

٢ ناتيدر تمر مطلوب است ٢٣
٣

٣ 

٢ ٣ ٢ 
 

۶  
٢

٢
۶ 

٣

٣
 

٢١
١

٣۵
٣
٢

 

٣
٧

۵
٢  

٢

٢

٣
٢٨

٧
٢  

٣

٣

٣
٨

٩
٢  
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٢٢ ٢ ١
 

٢
١ ٢ ١ ١

٢
٢

١ ١
 

٢

٢
٢

١
٢

١ ١
٢

١ ١
٢

 

٢
١ ٢ ١ ١

٢

١
 

٣

٣
٢

١ ١
٢

٢
٢

١ ٢ ١ ١
٢

٢
٣

١ ١
٢

١ ١
٢

 

١
۴

١
 

 
٢٣ ٣ ٢  

٣ ٢ ٢  
٢

٢
۶ ٢  

٣

٣
۶  

 
٢۴ ناتيدر تمر   . ديکن دايمرتبه چهارم تابع را پمشتق ٢۵

٢۴ ٣ ٨ ٣
۴

۶ ۴
٣
۴ ٢ ١ 

٢۴ ٧ ٩
٢

۵ ٣
١

۴ ٢ ٢ 

١۶٨ ۶ ۴۵
٢

۴ ٣
۴

۵
۴ ۴ ٣ 

٣ ١ ٨ ۵ ٩ ٣ ١۵
١۶

٩
۴ ١٢ ۴ 

۴ ۵ ۴ ۴ ٢٧ ٢ ١٣۵
۶۴

١٣
۴ ۴٨ ۵ 
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٢۵  
 

٢  
٣ ٣  

۴ ۴  
 
 

٢۶ ناتيدر تمر   . ديکن دايکه تابع مکان آن داده شده پ  یسرعت و شتاب شئ٢٧
٢۶ ١۶ ٢ ٣ ۴ 

٣٢ ٣ 
٣٢ 

 
٢٧ ٢ ٣  

٢ ٣  
٢ ٣  

 
مشتق مرتبه   صفر است.درجه  یهر چند جمله ا١که مشتق مرتبه  يددهنشان  – ٢٨

 چقدر است؟  یچند جمله ا نيچن٢
 پاسخ 

  ميکن  یفرض م

١
١

١ ،  
 پس 

١ ١ ١
٢

١ 
چند  کيکه  ميشو  یمتوجه م قيطر نيبه هم  است.١درجه  یچند جمله  ا کيپس 

چند  کي که ميکن  یملاحظه م ، ميادامه ده قيطر نياگر به هم  است.٢درجه  یجمله ا
 تيو در نها  است.١پس   تابع ثابت است. کي است و لذا درجه صفر یجمله ا

   است.٢
 

 چگونه است؟ ٣و  نيباشد ، رابطه باگر  – ٢٩
 پاسخ 

٣  
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٣  
   .ديکن دايآنها پ یو مشتق هاو را بر حسب باشد ، اگر 

 
 پاسخ 

 
 

٢  
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  Implicit Differentiation  یضمن يریمشتق گ - ٧.٢
بر حسب معادله که در آن  يک يلهتوانند بوس  یم  يمکه تا بحال با آنها کار کردأه ا يرتوابع مشتق پذ

 مانند   کرد. فيشده ، توص انيب
٩ ٢

٢ ١
tan ٢ ١  

 به هم مربوط شوند. ريمعادله ز لهيبوسو باشد ، و  ريتابع مشتق پذ کي دياما ، فرض کن
 

  ٣ ٣ ٢ ٢ 
 

  م؟يکن دايپنسبت به مشتق  ميتوان  یچگونه م
٣ است ، پس  ريتابع مشتق پذ کيچون فرض شده است که   ريهم مشتق پذ٢و ٣

 هستند ، یبا هم مساو دو طرف چون است و ريپذ تابع مشتق کي٢پس هر  طرف معادله   هستند.
معادله   و ميقرار ده یمساو را دو طرف یمشتق ها ميتوان  یم نيبنا بر ا  باشند. یمساو ديمشتق آنها هم با

   .ميکن  یم کار٢فرمول شماره   یرو  .ميحل کنمشتق  یرا برا
 

٣معادله  باشد ، ريپذ مشتق تابع کي ديفرض کن – ١مثال  ٣   است. قرار بر٢
   .ديکن دايرا پ

 پاسخ 
٣از  . ميکن  یم دايابتدا مشتق هر دو طرف را جدا گانه پ  و٣ تابع دو به عنوان جمع٣

   .ميريگ  یمشتق م نسبت به٣از  یا رهيقاعده زنج از استفاده و با ميريگ  یم مشتق٣
٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٢ ٣ ٢  

   داشت. ميخواه و٢ تابع دو ضرب عنوان به٢ از با مشتق گرفتن

٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

   .ميده  یم قرار یمساو را دو طرف یها حالا مشتق

٣ ٢ ٣ ٢ ٢ ٢  

   .ميکن  یحل م یرا برا معادله بالا تيدر نها

٣ ٢ ٢ ٢ ٣ ٢ 

٣ ٢ ٢ ٢ ٣ ٢ 

٢ ٣ ٢

٣ ٢ ٢
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٣که   یدر صورت ٢    باشد.٢
 

   است. قرار هم بر ريز و رابطه باشد به نسبت ريپذ مشتق تابع کي ديفرض کن – ٢مثال 
٣ ۴ ٢ ١ ٣  

1�xdxمطلوب است  ١ یاست برا ديفرض کن
dy 

 پاسخ 
   .ميريگ  یجدا گانه مشتق م٣از هر دو طرف معادله   ابتدا 

٣ ٣ ٢ 

۴ ٢ ١ ۴ ٢ ٢ ١  

۴ ٣ ٢ ٢

 
  . يمده  یقرار م یدو طرف را مساو یمشتق ها

٣ ٢ ۴ ٣ ٢ ٢  

  . ميکن  یمعادله را حل م یبرا

۴ ٣ ٢ ٣ ٢ ٢  

۴ ٣ ٢ ٣ ٢ ٢  

٣ ٢ ٢
۴ ٣ ٢

۴  

1�xdxکردن  دايپ یحال  برا صفر نباشد. ۴که مخرج شماره   یدر صورت
dy ومشروط به

  . کي ميگذار  یم یصفر و بجا ميگذار  یم یبجا
 

3
10
03 �
�
�

�
�1xdx

dy 

 
   .کند  یم فيتعربر حسب  حايرا تلومعادله ،  مييگو  یم٣و ٢مانند   يیمعادله ها

Defines y implicitly in terms of x  
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نماد  گريدر طرف د یگريد چيو هباشد ،  یطرف نماد مساو کي  يیبه تنها یاما اگر در معادله ا
  . کند  یم فيتعر حايرا صرد معادله  شو  یگفته منباشد ،  یمساو

Defines y explicitly  
 

 یريمشتق گکند را   یم فيتعربر حسب  حايرا تلوکه  یاز دو طرف معادله ا یريعمل مشتق گ
 .ميگو  یم  Implicit Differentiation  یحيتلو اي  یضمن

 
را  ینماد نيمعمولا چن  شده است. انيبو هم بر حسب هم مشتق ٢و ١ یدر مثال ها

ممکن است  ريغ یکردن مقدار عدد دايمعمولا پ . ميريگ  یمشتق م حايکه تلو ی، هنگام ميبر  یبکار م
است ، ١که   یوقت يمدانست  یاگر نم٢. در مثال ميرا بدانو مقدار مربوط به  نکهيمگر ا

 .ميکن دايرا پ  مياست قادر نبود
 

٢، معادله خط مماس با نمودار معادله  یحيتلو یريبا استفاده از مشتق گ ٣مثال  ٢ را در ١

١نقطه 
٢

٣

٢
   .ديکن دايرا پ

 
 پاسخ 

 
 
 

  . يريمگ  یمشتق م يحاتلو

٢ ٢  
 پس 
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۶  

١مماس با نمودار در نقطه   خط بيش لذا 
٢

٣

٢
   .ميآور  یبدست م ريز قيبه طر

 

3
3

3
1

2
3
2
1

2
1 ��

�
�
�

�
	

��

�
��xdx

dy
 

 
  . يمآور  یو معادله خط مماس خواسته شده بدست م

٣

٢

٣

٣
١
٢

٣

٣
١
٢

 

  . ميکن  یساده م

٣

٣

٣

۶

٣

٢

٣

٣
٢
٣

٣ 

شده است و اگر  فيتعربر حسب  حايباشد که تلو یتابعاگر 
٢

توان   یداشته باشد ، م وجود٢

مشتق گرفت تااز 
٢

   .ديبدست آ ٢
 

٢اگر  -۴مثال  ٢ باشد ، ١
٢

   .ديکن دايپ  یضمن یريمشتق گ قيرا از طر٢
 پاسخ 

  . ميدار۶طبق فرمول 

 

 
  ميگذار  یم یو سپس بجا ميريگ  یمشتق ماز دو طرف نسبت 

٢

٢

١
٢ ٢

٢ ٢

٣

١
٣
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٢اگر  -۵مثال  ٢ باشند.  ريهر دو توابع مشتق پذو  ديباشد و فرض کن١
  . ديکن دايپو و را بر حسب 

 پاسخ 
 .ميريگ  یمشتق منسبت به  حايهر دو طرف معادله را تلو

٢ ٢  
 پس 

٢ ٢  
 شود   یم جهينت

٢

٢
 

  باشد. که   یدر صورت

١که   یدر صورت ميکن دايرا پ    مقدار مياگر بخواه
٢

و 
٣

٢
باشند ، ۵و 

  داشت.  ميخواه
١
٢

٣

٢

۵
۵
٣

٣ 
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 ٧.٢ ناتيتمر
١ ناتيدر تمر   . ديکن دايپرا نسبت به ، مشتق   یضمن یريبا استفاده از مشتق گ٨

١ ٣ ٢ ٢ ۴ 
 

٢ ٢ ١
١

 

 
٣  

 

۴
٢ ١

٣  

 
۵ ٢ ٢ ٢ ٣ ٣ 

 

۶ ٢ ٢
٢

٢
 

 

٧ ٢ ۴ 
 

٨ ٢ ٢
١
٢ ١

٢

٢ ٢
١
٢

 

 
٩شماره  ناتيدر تمر در نقطه داده نسبت به ، مشتق   یضمن یريبا استفاده از مشتق  گ١۴

  . ديکن دايشده را پ
٩ ٢ ٢ ١  

 
١ ٢ ٢ ١  

 
١١ ٣ ٢ ۵ ١ ٢  

 

١٢ ٢ ٢ ١
١
٣
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١٣ ١ ٢ ٨ ١ ۴  
 

١۴
۶ ٣

 

 
١۵ ناتيدر تمر    .ديکن  دايمعادله خط مماس با نمودار معادله در نقطه داده شده را پ١۶

١۵ ٢ ١٨ ٢ ٣  
 

١۶ ٢ ،  
 

١٧ ناتيدر تمر ،   یبا استفاده از مشتق ضمن١٨
٢

   .ديکن دايرا پ٢

١٧ ٢ ۴ ۶ 
 

١٨ ٢ ٢ ١ 
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 ٧.٢ يناتپاسخ تمر
١ ناتيدر تمر   . ديکن دايپرا نسبت به ، مشتق   یضمن یريبا استفاده از مشتق گ٨

١ ٣ ٢ ٢ ۴ 

۶ ٨ ٣ 

٨ ٣

۶
۴ ٣

۶
 

 

٢ ٢ ١
١

 

٢
١ ١ ١

١
٢

٢

١
٢
 

٢ ١
٢

١
٢
 

٢

٢ ١ ١
٢
 

 
٣  

٢  

٢  
٢

 

 
 

۴
٢ ١

٣  

٢ ١ ٢

٢ ١
٢

٣ 

٣ ٢ ١
٢

٢ ١ ٢
 

 
 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 حساب ديفرانسيل آرمان ٢.٧  مشتق گيری ضمنی انوشـيروان صراف

288 
 

 
۵ ٢ ٢ ٢ ٣ ٣ 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٣ ٢  

٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٣ ٢
 

 

۶ ٢ ٢
٢

٢
 

٢ ٢
٢ ٢ ٢ ٢

۴
 

٢ ٢
٢

٢

٢ ٢

٣
 

٢

٣

٢

۴ ٢

٣
 

 

٧ ٢ ۴ 

١
٢

١
٢

١
٢

٢
١

٢ ١ ٢  

١
٢ ٢

١
٢

١
٢ ٢ ٢

١
٢

 

 

٨ ٢ ٢
١
٢ ١

٢

٢ ٢
١
٢

 

١
٢

٢ ٢
١

٢ ٢ ٢  
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٢ ٢ ٢
١
٢ ٢ ١

٢
٢ ٢

١
٢ ٢ ٢

٢ ٢
 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

٢ ٢ ٣ ٢

٣ ٢ ٢
 

 
٩شماره  ناتيدر تمر در نقطه داده نسبت به ، مشتق   یضمن یريبا استفاده از مشتق  گ١۴

  . ديکن دايشده را پ
٩ ٢ ٢ ١  

٢ ٢  

٢
١ ٢

 

١ در
١ ٢

 

 
١ ٢ ٢ ١  

 

 

١
٢

١
٢

 

 
١١ ٣ ٢ ۵ ١ ٢  

٣ ٢ ٢ ٢  

٣ ٢ ٢
٢

٣ ٢ ٢
٢

 

٣ ١
٢

٢ ٢

٢ ١
٧
٢
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١٢ ٢ ٢ ١
١
٣

 

٢
٢

 

٢ ١

٢

٢ ٢
 

١
١
٣

در
٢ ١ ١

٣

٢
١
٣

١
١
٩

 

 
 

١٣ ١ ٢ ٨ ١ ۴  
١

٢ ٢
٢ ١

١
٢

 

٢
٢

٢
١

٢
 

١ ۴ در
۴ ٢ ٢

١ ١
۴ 

 

١۴
۶ ٣

 

cos  

 

۶ ٣
در ۶

٣

٣

٢

٣

٢

١ 
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١۵ ناتيدر تمر    .ديکن  دايمعادله خط مماس با نمودار معادله در نقطه داده شده را پ١۶

١۵ ٢ ١٨ ٢ ٣  
٢ ٢  

٢
 

٢ ٣ در
٣

٢ ٢
٣
۴

 

٣
٣
۴

٢  

٣
۴

٩
٢

 

 
١۶ ٢ ،  

١ ٢ 

٢
١ 

، در
٢

١ ٢ ١ ٣ 

٣  
٣  

 

١٧ ناتيدر تمر ،   یبا استفاده از مشتق ضمن١٨
٢

   .ديکن دايرا پ٢

١٧ ٢ ۴ ۶ 

٢ ۴ ٣  

٢
۴ ٣ ٢ ٣

 

٢

٢

٢ ٣ ۶ ٢

٢ ٣ ٢

٢ ٣ ۶ ٢
٢ ٣

۴ ۶
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٢ ٣ ٣ ٢

۴ ۶

٢ ۴ ٣ ٢

۴ ٧
 

 
١٨ ٢ ٢ ١ 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢  

٢ ٢
٢ ٢ ٢

٢
 

٢

٢

٢٢ ٢ ٢

٢
 

٢٢ ٢ ٢ ٢

٢

٢ ٢ ٢٢ ١
٢
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  Application of Implicit Differentiation  یکار برد مشتق ضمن   ٨.٢
مشتق در فصل  یکار برد ها يشترب . يمصحبت کن  یدر مورد کار برد مشتق ضمن يمخواه  یبخش م يندر ا

 ياجاحت  یوابسته ، به مشتق ضمن ييراتنرخ تغ يا يزانکردن م يداپ یبرا اما چون  جدا گانه خواهد آمد. 
    .يمآور  یم ينجابخش را ا ينا نظر  يناز ا ,  يمدار

   يعنی و شعاع آن به هم مربوط هستند.  یبالون کرو يککه حجم    يدانيمم
۴
٣

٣ ١  

اگر  یحت  هستند.هر دو تابع زمان و حجم ، شعاع  ميگاز پر کن ايبالون از هوا  نيحال اگر ا
بر ١از دو طرف فرمول شماره  ميتوان  ی، م ميندانبه عنوان توابع و  یبرا  يیفرمول ها

 داشت  ميپس خواه   .ميريمشتق بگحسب 

۴ ٢ ٢  

 یها نرخو مييگو  یپس م  شوند.  یبه هم مربوط م٢فرمول  لهيبوس و   

 ميتوان  یم ، ميبداندر زمان  راومثلا اگر مقدار  هستند.   Related Rates وابسته 

   .ميکن دايپ٢فرمول  حل کردن  بادرزمان    را
 

از گاز پر  قهيمکعب در دق نچيده ا  Rate     )     نرخ  ( زانيبه م یبالون کرو کي ديفرض کن  -  ١مثال 
 است؟  نچيکه شعاع پنج ا یهنگام است ، شيشعاع بالون در حال  افزا یبا چه سرعت  شود.  یم

  ميدار٢داده شده است و طبق فرمول شماره ١فرمول حجم در فرمول شماره  - پاسخ 

۴ ٢ ٣  

که  ميدان  ی، پس م ابدي  یم شيافزا قهيدر هر دق نچيا١ زانيکه حجم بالون به م ميدان  یچون م
   .ميکن دايرا پ ريز مقدار ميخواه  یم  است.١

0ttdt
dr

� 

 

 و١ ميگذار  یم یبجا٣در فرمول   است.۵است که  یلحظه ادر عبارت بالا 
 که  ميريگيم جهينت و۵ ميگذار  یم یبجا

١ ۵ ۵
٢

0ttdt
dr

�  

 پس 
 

� �  10
1

54
10

20
���ttdt

dr
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١ زانياست ، شعاع به م نچيا۵که شعاع  یلذا هنگام
١

   است. شيدر حال  افزا قهيدر هر دق

آنچه   .ميبدان است۵آن زمان  در که  رازمان  نبود که لازم١که در مثال  ديکن  یملاحظه م
   بود.زمان  درو مقدار  ، ميداشت لازم

 
و فرض   شود.  یبالون بزرگ تر شود ، وارد کردن گاز به آن مشکل تر مهر چه  ديفرض کن – ٢مثال 

 باد قهيمکعب در دق نچيا٨ زانيمکعب باشد ، بالون به م نچيا١از  شتريکه حجم بالون ب یهنگام ديکن
  است؟ نچيا٢شعاع  که یهنگام است ، شيافزا در حل یبا چه سرعت شعاع بالون  کند.  یم

 پاسخ 
 . ميکن دايرا پ ريمقدار ز ديبا

0ttdt
dr

� 

٢طرف فرمول شماره  کي از  است.٢  است که  یلحظه ادر عبارت بالا     ديگو  یم  

۴ ٢ ۴  

 پس   است.١که  ميفرض کرد،  گرياز طرف د
٨ ٨

۴
٣

٣

۶
٣

۵  

   .ميده  یقرار م یمساو داده شده ، یبرا۵و ۴که در   يیعبارت ها

۴ ٢ ۶
٣
 

  ايو 
۶

٣

١
۴ ٢

٣
٢ ٢ ۵

 

   داشت. مياست ، خواه٢که  یهنگام یعنيزمان  یبرا
 

252 64
3

22
3

0 
���ttdt

dr
 

 

٣ زانيبه م است ،  نچيا٢شعاع  که یهنگام جهيدر نت
۶۴ ٢   است.  شيدر حال  افزا قهيدر دق نچيا  

 
 

  وابسته به شما کمک کند.  یها ريمعادله متغدر فهم تا  ميبر  یشکل را بکار م کي یدر مثال بعد
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 یعمود واريد کي یآن رو گريقرار دارد ، سر د نيزم یرو یفوت١٣نردبان  کيسر  کي – ٣مثال 
 با چه  يیبالا ی، انتها ميدور کن وارياز د هيثان فوت در٣ زانيرا به م ینييپا یانتهااگر    دارد. هيتک

 فاصله دارد ؟  واريفوت از د۵نردبان  ینييپا یکه انتها یلغزد ، هنگام  یم واريد نييبه طرف پا یسرعت
 پاسخ 

 
 ینييپا یو انتها واريد نيفاصله بنردبان باشد ، و   يیبالا یو انتها نيزم نيفاصله ب ديفرض کن

   .ميکن دايرا پ ريمقدار ز دياست ، با٣بر اساس فرض مساله   نردبان باشد.

0ttdt
dy

� 

توسط معادله و  ثاغورثيف هيبر اساس قض است. ۵است که   یزماندر رابطه بالا 
    به هم وابسته هستند.  ريز

٢ ٢ ١٣
٢

١۶٩ ۶  
 

  داشت.  مي، خواه نسبت به   یبطور ضمن۶با مشتق گرفتن طرف چپ معادله 

٢ ٢  

  . ميکن  یحل م یرابطه بالا را برا

٢ ٢  

٧  
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است ، طبق فرمول ۵ یعنيفاصله دارد ،  واريفوت از د۵نردبان  هيکه پاحالا در زمان 
   داشت. ميخواه۶

٢ ١۶٩ ۵
٢

١۴۴ 
  یعني . ميگذار  یم ميکه دار یريمقاد٧در رابطه ١٢پس 

۵ ١٢ ٣ 
 . ميپس دار

� �
4
53

12
5

0
�����ttdt

dy
 

 

۵ زانيآن به م یفاصله داد ، انتها واريفوت تا د۵نردبان  يهکه پا یهنگاملذا 
۴

به طرف  هيفوت در ثان
  لغزد.   یم نييپا
 
 

 مي، قادر نبود ميکن دايپرا از شکل   لغزش نرخ يا  يزانم  يمخواست  یدر مثال قبل ، اگر م- احتياط 
زمان قبل از  یعنياست ، مساله در زمان  شينماشکل   .ميکن دايرا پو  نيارتباط ب
   نشان دهد. را در هر لحظه تيکه موقع ميداشته باش  یلازم است که شکل نيبنا بر ا لقزش. 

 
٢با نرخ  شکل  یمخروطظرف  کيدر  – ۴مثال 

٣
اگر ارتفاع ظرف   .ميزيريآب م هيمکعب در ثان نچيا

کند ،   یم دايپ شيافزا یچه سرعت  با آب باشد ، سطح  نچيا٢ظرف  یو شعاع قسمت بالا نچيا۶
  است؟ نچيا۴که عمق آب داخل ظرف  یهنگام

 
 

                  Figure C                           Figure D 
 

 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 حساب ديفرانسيل آرمان ٢.٨  کار برد مشتق ضمنی انوشـيروان صراف

297 
 

آب  یبالاو شعاع سطح و حجم آب   ارتفاع آب در هر زمان  يمکن  یفرض م –پاسخ 
 D  شکل  باشد. 

   .ديآ  یبدست م ريکه حجم مخروط مطابق فرمول ز ميدان   یم
١
٣

٢  

٢چون آب با نرخ 
٣

٢شود ، پس   یوارد ظرف م هيمکعب در ثان نچيا
٣

مقدار  ميخواه  یم است. 
   .ميکن دايرا پ ريز

0ttdt
dh

� 

در شکل    متشابه  یاستفاده از مثلث ها با  شود.   یم۴است که   یزماندر عبارت بالا 
  . ميدار

٢
۶

 

پس 
٣

   .ميسيبنورا بر حسب     ميتوان  یم جهيدر نت   است.

١
٣ ٣

٢ ٣

٢٧
 

   داشت. ميخواهنسبت  به  با مشتق گرفتن معادله بالا
٢

٩
 

 پس 
٩

٢
٨  

٢و ۴ ميدارلحظه  در زمان
٣

   .ميگذار  یم٨را در فرمول  ريمقاد نيا
 

� �  8
3

3
2

4
9

20
����ttdt

dh
 

٣رسد ، سطح آب با نرخ   می ينچا۴که عمق آب به  یلذا هنگام
٨

 کند.   یم دايپ شيافزا هيدر ثان نچيا
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است.فاصله   ابانيچراغ خ ريت کيدر حال  رفتن به طرف  هيفوت در ثان۵با سرعت  نيافش – ۵مثال 
که  یاو در لحظه ا هيسا رييباشد ، نرخ تغ فوت قد داشته۶ نياگر افش  فوت است.٢ ريت هيتا پا لامپ

 است؟  دارد چه قدرفاصله   چراغ هيفوت تا پا٢۴او  
 پاسخ 

  
 

 شکل  باشد. اش  هيو طول ساچراغ  ريو ت نيافش نيفاصله ب ميکن  یدر هر لحظه ، فرض م
  . ميکن دايرا پ ريمقدار ز ميخواه  یم

0ttdt
dy

� 

 
متشابه در شکل  یمثلث هابر توجه به  است. ٢۴است که  یلحظه ادر رابطه بالا 

  . ميدار

٢ ۶
 

 پس 

۶ ۶ ٢ يا و
٣
٧

 

   .ميريگ  یمشتق مبالا نسبت به  یاز تساو
٣
٧

 

و   است.۵رود ، پس   یچراغ م ريبه طرف ت هيفوت در ثان۵ )نرخ(با سرعت  نيچون افش
 لذا 

٣
٧

۵
١۵
٧

 

١۵با نرخ  نيافش هيسا جهيدر نت
٧

   شود.  یکوتاه مسوال ، در لحظه مورد  هيفوت در ثان
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  . ديريرا در نظر بگ ريبخش ، مراحل ز نيحل مسائل مربوط به ا یبرا
و  دينرخش را محاسبه کن ديکه با یرياز جمله متغ . ديکن یمختلف را مشخص و نام  گذار یها ريمتغ – ١

  . ديرسم کن یباشد که شکل ديممکن است مف که نرخ آنها داده شده است.   يیها ريمتغ نيهمچن
  مرحله اول را به هم مربوط کند.  یها يرکه متغ يسيدمعادله بنو يک – ٢
که نرخ خواسته شده را  یمشتق یو معادله را برا ديريمشتق بگ  یاز هر دو طرف معادله بطور ضمن – ٣

   .ديدهد ، حل کن  یبه ما م
 دايرابطه مرحله سوم ، مقدار مشتق را پ در  آنها  یها و نرخ ها ريمتغ ريکردن مقاد  نيگزيبا جا – ۴
   .ديکن
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 ٨.٢ ناتيتمر
١با نرخ   یبالون کرو کيشعاع  ديفرض کن – ١

٢
 طول که   یوقت کند.    یم دايکاهش پ قهيدر دق نچيا

  ؟ ابدي  یکاهش م یبرسد ، حجم بالون  با چه سرعت نچيا۴شعاع  به 
 
  یکه شروع به ذوب شدن م یهنگام یماند ، حت  یم  یباق یکروبه صورت  یگلوله برف کي ديفرض کن– ٢

  کند.  یم دايمکعب در ساعت کاهش پ نچيا٢با نرخ  یگلوله برف نيحجم چن ديفرض کن کند. 

١که شعاع به  یهنگام
٢

 است؟  رييتغحال  شعاع در  یبرسد ، با چه سرعت نچيا
 
 ۴،  هيثانکند که بعد از   یم دايپ شيافزا یطور یبالون کرو  کي حجم  ديفرض کن – ٣
 است؟  رييدر حال  تغ ی، شعاع با چه سرعت هيثان۶۴بعد از  مکعب است.  نچيا

 
 نيمساحت  ا کند.   یم جاديشکل ا یا رهي، حوضچه د   کف یکند و رو  یاطاق چکه م کيسقف   -۴

دائره به  نيشعاع اکه   یهنگام . ابدي  یم شيافزا قهيمربع در دق نچيا٣شکل با نرخ  یحوضچه دائره ا
 است؟  شيدر حال  افزا یرسد ، شعاع با چه سرعت  یم نچيا١

 
با   شود.  یم دهيبه طرف بالا کش هيفوت در ثان کيبا نرخ ٣نردبان مثال   يیبالا یانتها ديفرض کن – ۵

 رسد؟   یم واريد یفوت٣که به   یشود ، هنگام  یم کينزد وارينردبان به د نييپا یچه سرعت
 
١سطح آب با سرعت ۴در مثال  ديفرض کن  -۶

٢
که عمق آب به   یوقت.   روديم  یبالا م هيدر ثان نچيا

  شود؟  یم ختهيآب به درون ظرف ر یسرعت برسد ، با چه نچيا٢
 
٣سرعت با دار  بيسطح ش کي یرا رو ینفر جعبه ا کي– ٧   یبه  طرف بالا هل م هيثان در فوت  

 رود؟   یبالا م یجعبه با چه سرعت دهد. 
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 ٨.٢ ناتيپاسخ تمر
 
١با نرخ   یبالون کرو کيشعاع  ديفرض کن – ١

٢
 طول که   یوقت کند.    یم دايکاهش پ قهيدر دق نچيا

  ؟ ابدي  یکاهش م یبرسد ، حجم بالون  با چه سرعت نچيا۴شعاع  به 
 پاسخ 

۴
٣

٣ 

۴ ٢  

چون طبق فرض مساله   .ميکن داياست ، پ۴که را در لحظه مقدار  ميخواه  یم
١
٢

  مياست ، پس دار

� �  32
2
1434 22

00
���

�
�

�
	

��� �� tttt dt

drr
dt
dV

 

   کند.  یم دايکاهش پدر زمان  قهيمکعب در دق نچيا٣٢ زانيبه م ايپس حجم با نرخ 
١   -توجه

٢
، آنرا مثبت بکار  ميدر نظر داشت شياگر افزا نشان دادن کاهش.  ی، برا ميفرض کرد

   کرد.  یم دايچون حجم نقصان پ بدست آمد ،  یمنف پاسخ هم  .ميبرد  یم
 
  یکه شروع به ذوب شدن م یهنگام یماند ، حت  یم  یباق یبه صورت کرو یگلوله برف کي ديفرض کن– ٢

  کند.  یم دايمکعب در ساعت کاهش پ نچيا٢با نرخ  یگلوله برف نيحجم چن ديفرض کن کند. 

١که شعاع به  یهنگام
٢

 است؟  رييتغحال  شعاع در  یبرسد ، با چه سرعت نچيا
 پاسخ 

۴ ٢ ٢ ٢
۴
٣

٣

٣
٢ ٣

 

١که   یزمانرا در لحظه  ميخواه  یم
٢

   .ميکن داياست ، پ

� � 225223
12

32
18

3
8

3
42

3
0 

��
�
�
�

�
	



�������
rrrdt

dr
tt 

١٢سرعت  اي زانيم ايپس شعاع با نرخ 
   کند.  یم دايدر ساعت کاهش پ٢
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 ۴،  هيثانکند که بعد از   یم دايپ شيافزا یطور یبالون کرو  کي حجم  ديفرض کن – ٣
 است؟  رييدر حال  تغ ی، شعاع با چه سرعت هيثان۶۴بعد از  مکعب است.  نچيا

 پاسخ 
  نجايا

۴ ٢ ۴
٢

 

۴چون   .ميکن داياست ، پ۶۴که   یرا وقت ديبا ۶۴ که  یاست هنگام٣٢

  ميدر آن لحظه دار است ، پس۶۴

٣٢
۴
٣

٣ 

  نيبنا بر ا

٣ ٩۶
۴

٢۴
 

 است ۶۴که   یو لذا وقت

٢۴
١
٣
 

 پس  است. 

3
2

3
1

3
2264

364

1

244

1
64
2

4
12







�

�
�
�

�
	



���
rtdt

dr
t 

 
١شعاع با نرخ  هيثان۶۴پس بعد از 

۶۴
١
٣٣

٢
٣

   .ابدي  یم شيافزا هيدر ثان نچيا

 
 نيمساحت  ا کند.   یم جاديشکل ا یا رهي، حوضچه د   کف یکند و رو  یاطاق چکه م کيسقف   -۴

دائره به  نيکه شعاع ا  یهنگام . ابدي  یم شيافزا قهيمربع در دق نچيا٣شکل با نرخ  یحوضچه دائره ا
 است؟  شيدر حال  افزا یرسد ، شعاع با چه سرعت  یم نچيا١

 پاسخ 
 ٢پس   شکل باشد. ینماد شعاع حوضچه دائره انماد مساحت و  ميکن  یفرض م

 و    است. 

٢  
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 ٣چون طبق فرض مساله   .ميکن داياست ، پ١که  یرا در لحظه ا ديبا است. 
   ميدار است. 

� �
000

10223 tttttt dt
dr

dt
drr

dt
dA

��� ���  

 پس 

� �  20
3

102
3

0
���ttdt

dr
 

٣است ، شعاع با نرخ که   یپس وقت
٢

   کند.  یم دايپ شيافزا هيدر ثان نچيا
 
با   شود.  یم دهيبه طرف بالا کش هيفوت در ثان کيبا نرخ ٣نردبان مثال   يیبالا یانتها ديفرض کن – ۵

 رسد؟   یم واريد یفوت٣که به   یشود ، هنگام  یم کينزد وارينردبان به د نييپا یچه سرعت
 پاسخ 

نردبان   يیبالا یتا انتها نيفاصله زمباشد و  وارينردبان تا د ینييپا یفاصله انتها ميکن  یفرض م
 پس  باشد. 

٢ ٢ ١٣
٢
 

 و 

٢ ٢  

   .ميکن داياست ، پ٣که را در لحظه  ديبا

٢چون  ٢ ١٣
٢

 داشت  ميباشد ، خواه٣است پس اگر 
٢ ١٣

٢
٣

٢
١۶  

١۶ ۴ ١  

  رياست ، پس معادله ز١  طبق فرض مسالهچون 

٢ ٢  
 شود به   یم ليتبد

� � � � 0104232
0

���ttdt
dx

 

 پس 

10
3
4

6
108

0
�����ttdt

dx
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٣نردبان با نرخ  هيپس پا
۴

  شود.   یم کينزد واريبه د هيدر ثان١
 
١سطح آب با سرعت ۴در مثال  ديفرض کن   -۶

٢
که عمق آب به   یوقت  رود.   یبالام هيدر ثان نچيا

  شود؟  یم ختهيآب به درون ظرف ر یسرعت برسد ، با چه نچيا٢
 پاسخ 

  ميدار۴در مثال ٨طبق فرمول 
٩

٢
 

١طبق فرض مساله چون   .ميکن داياست ، پ٢که را در لحظه  ديبا است. 
٢

 
 ،  پس  است

� � 022
9

2
1

ttdt
dy

��


 

 که  یبه طور

� �
9

2
9
2

2
1 2

0


���ttdt

dy
 

٢لذا حجم با نرخ 
٩

 نيبا ا گريبه عبارت د اي . ابدي  یم شيافزا در زمان   هيمکعب در ثان نچيا
  شود.   یم ختهيسرعت آب به درون ظرف ر

 
٣سرعت با دار  بيسطح ش کي یرا رو ینفر جعبه ا کي– ٧   یبه  طرف بالا هل م هيثان در فوت  

 رود؟   یبالا م یجعبه با چه سرعت دهد. 
 پاسخ 

 
به   کرده است. یکه انتهائ جعبه ط یفاصله او  نيجعبه تا سطح زم یفاصله انتها ميکن  یفرض م

  ميمتشابه دار یپس بر اساس مثلث ها  .دينگاه کنشکل 

۵ ٢
 

  ايو 
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١
۴

 

 پس  است ,٣چون طبق فرض مساله 
١
۴

١
۴

٣
٣
۴

 

٣جعبه با سرعت  یلذا انتها
۴

   لغزد.  یبه طرف بالا م هيفوت در ثان
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 توابع معکوس  يریو مشتق پذ يوستگیپ -٩.٢
Continuity and Differentiability of Inverse Functions 

و خواص  يمکن يفرا تعروارون   ياو توابع معکوس و  يمبه عقب بر گرد  یکم یآور ياد یلازم است برا
  . يمکن  یآنها را بر رس

  مي، اگر داشته باش مينام  یم گريد کيمعکوس  ايو  گريد کيرا وارون  و دو تابع 
 

شرط لازم و  ايفقط و فقط ،  یعني  یاضياصطلاح در زبان ر نيا  . ميبردبکار    در عبارت بالا 
   یکاف

 
  Definition of Inverse Functionتابع معکوس  فيتعر

وجود تابع مانند  کيکه  یمعکوس دارد ، به شرط ايوارون   کيتابع باشد ، پس  کياگر 
 باشد و برد که دامنه  یداشته باشد ، به طور

١  
 ها در برد و تمام ها در دامنه تمام  یبرا
 

  تابع است و معکوس هر تابع منحصر به فرد است. يکمعکوس داشته باشد ، آن معکوس خود  یاگر تابع
 یبه معن١که نماد  دي.توجه داشته باشميده   ینشان م١را با نماد معکوس تابع 
     وارون ايمعکوس  ميخوان  یرا م١نماد   .ستين١به توان 

اما معکوس  یعني١نماد  که ميگفت  دارد. فرق١هم با ١- ياطاحت
١    است.١ توان نماد همان١ نجايا١

 
  Properties of Inverses Theorem معکوس خواص توابع هيقض

وپس  باشد ، داشته معکوساگر     است. ريز خواص  یدارا١

١   )الف
١

 

 ها در دامنه تمام  یاست برا١  )ب
 ها در برد تمام  یاست برا١    )ج
 

مشتق توابع  ميبر جبر است تا بتوان یچون هدف ما فقط مرور  .ميگذار  یبالا را به عهده شما م هياثبات قض
   .ميمعکوس را بهتر درک کن

 
 

١دو عدد  یاگر  فقط و فقط برا تابع معکوس است کي یداراتابع  داشته در دامنه ٢
  ميباش

١ ٢  
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را فقط در نمودار  یمعکوس دارد اگر هر خط افقگونه تصور کرد ،  ينتوان ا  یشرط بالا را م
  د؟ياور  یرا بخاطر م یتست خط افق نقطه قطع کند.  کي

 
 
 

اگر دامنه تابع در شکل  اما تابع ، معکوس ندارد. تابع ، معکوس دارد اما در شکل در شکل 
را دارا است و لذا  ی، انوقت  شرط تست خط افق ميمحدود کنبه  ايو را مثلا به 

    معکوس دارد.شکل

 
 

  باشد ، معکوس دارد.  یمطلقا نزول ايو  یهر تابع که مطلقا صعود – هيقض
 

 هيکل یباشد برامعکوس دارد ، اگر  جهياست و در نت یتابع مطلقا صعود کي – هيقض
   ها در دامنه اش.

را  هيقض نيا  باشد.اگر  ديکن  یتابع صدق م کي یدر مورد مطلقا نزولموضوع  نيهم
   کرد. مينه چندان دور مفصل تر بحث خواه ندهي، در آ ديجا داشته باش نياجملا تا هم

 
 .ذکر شده ، معکوس دارند  یدر حالت ها ريتوابع ز

٣ ٢ زيرا ٣ ٢  
١ ٢ ٣ زيرا ۶ ٢ ٣  

٧ ٨ ٣ ۴ ٢ زيرا ٧ ۶ ٢۴ ٢ ۴ ۴  
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شکل توانند ، معکوس داشته باشند   یپس نم  را ندارند. یتست خط افق طيشراو توابع  ديدانيم
   دارند. ، پس معکوسشکل کنند   یرا پاس م ی، تست خط افق مي، اما اگر دامنه آنها را محدود کن

 
 

برای زيرا برای ۵  

زيرا
١

برای ۶  
   اش. ها در دامنه تمام یبرا استکه  ديبه خاطر دار

 
 

 تابع  يکمعکوس  يجادا يقهطر
  . ميده  یرا انجام م ريمراحل ر٣و ٢مانند  ینوشتن معکوس توابع یبرا
  ديسيبنو یبجا – ١
  . ديحل کنرا بر حسب  - ٢
   .ديدر مرحله دوم عوض کن  را در معادله بدست آمدهو  یجا – ٣
 ١  ديسيبنو یبجا – ۴
 

٣اگر – ١مثال    . ديسيبنومعکوس  یفرمول برا کيباشد ، ٢
 پاسخ 

٣ ٢ 
٢

٣
 

٢
٣

 

١ ٢
٣
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١اگر   - ٢مثال  ٢    .ديسيبنومعکوس  یفرمول برا کيباشد ، ٣
 پاسخ 

١ ٢ ٣ 

٣ ١
٢

 

١
٢

٣

 

١ ١
٢

٣

 

در ۶و ۵توابع مانند  یبرا . ستيتابع ممکن ن کيمعکوس  یفرمول ساده برا کيکردن  دايپ شهيهم
  جواب خواهد بود.   یفعلا ب۴برو توابع مانند شماره  کرد.  ميبحث خواه یبعد یبخش ها

 
  Graphs of Inversesنمودار معکوس توابع 

١اگر  ٣باشد ، پس  نمودار  یرو٣   یو بطور کل باشد. ١نمودار  یرو ديبا١
 ١نمودار   نمودار معکوس باشد. یرواست ، اگر فقط و فقط نمودار  یرو

 شکل  کند.   یعمل م نهيخط مانند آ نيا   خط  یاست رونمودار   انعکاس
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  . ديصفحه مختصات رسم کن کي یرا رو١و از توابع ، نمودار  کيهر  یبرا – ٣مثال 
٣ ٢ 
١ ٢ ٣ 

 
 پاسخ 

 
 شکل 

 

 
             

 
 
 
 

 شکل 
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 شکل 

 
 
 

 
در فرمول شماره   .ميتوابع معکوس صحبت کن یريو مشتق پذ یوستگيدر مورد پ ميتوان  یم حالا
، اما  ميندارمعکوس  یبرا یچه هنوز فرمول گر  معکوس دارد. کيکه   ميديبالا د۶

و  وستهيگرفت که معکوس آن هم پ جهياستفاده کرد و نت  یريبودن و مشتق پذ وستهيتوان از پ  یم
  است.  ريمشتق پذ

 
،  ريتابع مشتق پذ کياست و معکوس  وستهي، پ وستهيتابع پ کيتوان ثابت کرد که معکوس   یم  یبطور کل
   است. ريمشتق پذ

 
  

   Continuity of Inverse Functions Theoremتوابع معکوس  یوستگيپ هيقض
اختصاص به نقاط  لهيکه بوس یريمقاد ديباشد ، و فرض کن وستهيپدر بازه  ديفرض کن

  است.  وستهيپدر ١معکوس داشته باشد ، پس اگر   بدهند.بازه  لي، تشکشوند   یداده م
 
 

  Differentiability of Inverse functions Theoremتوابع معکوس  یريمشتق پذ هيقض
 نيو همچن  و معکوس داشته باشد.بوده   وستهياست ، پکه شامل در بازه باز  ديفرض کن
پس   باشد.و وجود داشته باشد ، و  ديفرض کن

 وجود دارد و ١

١ ١
٧  

 
   هم نوشت. ريتوان به صورت ز  یرا م٧فرمول 
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١ ١
١

٨  

 
 .است برد  و در١دامنه  در -توجه

 
  . ميمشتق دار فيو تعر١که   قتيحق نيبا استفاده از ا– اثبات 

١
١ ١ ١

١
٨  

 دايمقدار  آنرا پ نيکه وجود دارد و همچن ميده  ینشان م وجود داشته باشد.  یکه عبارت آخر  یدر صورت
 .ميکن  یم

 توابع معکوس. پس  یوستگيپ هيطبق قض است.  وستهيپدر ١که  ديتوجه دار   اولا
١ ١  

به که  یشود ، هنگام  یم کينزدبه باشد ، پس ١که اگر  یبطور
که  ميدار١معکوس دارد و  کي١که  قتيحق نيبعلاوه ، ا  شود.  یم کينزد

کردن  نيجانش با ینيجانش هيو قض٨فرمول  جهيدر نت  باشد.اگر ١
  ميدار١ یبجا

١
١

١
 

١
١

 

 
٧اگر – ۴مثال  ٨ ٣ ۴ ١باشد ، ٢    .ديکن دايرا پ٢

 پاسخ 
   باشد.٢که  ی، بطور ميکن دايرا پابتدا مقدار  ديبا٧استفاده از فرمول شماره  یبرا
،که  ديکن  یتوجه به تابع داده شده ، ملاحظه م   با چون  است. پس ٢

٧ ۶ ٢۴ ٢  و لذا ۴پس ۴

١ ٢
١ ١

۴
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١ ميتوانست۴در مثال  گرچه    یمقدار  عدد کردن دايپ   یکلبطور  ، اما ميکن دايرا پ٢
   ممکن است. ريغ بايتقر١ کردن دايمثلا پ   .ستيآسان ن آنقدر ها هم١

 
 یبرا یمقدار عدد کي، تا  ميرا بکار ببر٧که فرمول شماره  نيا یبرا  یبطور کل

   باشد.که  ميکن دايپ یبرا یمقدار عدد کي ميقادر باش دي، با ميکن دايپ١
 . ميآور  یبدست م است ريبه صورت ز زين بي  نماد لابا ٧فرمول شماره 

 پس١که  یمعکوس دارد ، بطور کيکه  نيو ا ديفرض  کن 
 ١مشتق است ، اما مشتق 

 است. پس 
 

١
٩  

 
 

 Derivatives of Inverse Functionsتوابع معکوس  یمشتق ها هيقض
 است و  ريمشتق پذمعکوس آن ، پس باشد و  ريمشتق پذاگر 

١
١  

 
   هم نوشت. ريتوان به صورت ز  یرا م١فرمول شماره 

 

١ ١
١

١١  

 
 اثبات 

 ميپس داردر دامنه توابع معکوس باشند و و اگر 
 

  . ميريگ  یاز دو طرف معادله بالا مشتق م یا رهيقاعده زنجاستفاده از  با 
١ 

 . ميکن  یحل م یمعادله را برا
١
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   .ديکن دايرا پ ريمعکوس تابع ز مشتق – ۵مثال 
١
٢

١ 

 پاسخ 
 روش اول 

 . ميکن  یا م ديابتدا معکوس تابع را پ
١
٢

١ 

  . ميکن  یحل م یبرا
٢ ٢ 

   .ميکن  یرا عوض مو  یجا
٢ ٢ 

  . ميريگ  یتابع مشتق م نياز ا است.  هيتابع بدست آمده بالا ، معکوس تابع اول

٢ 
  . ميکن دايپ Explicitly  حايصرمعکوس تابع داده شده را  ميقابل استفاده است که بتوان یروش هنگام نيا

 
 روش دوم 

 که  ميدانيم
١  

  ميکن  یفرض م
١  

 
  پس  باشد. 

 
  . ميريگ  یاز دو طرف معادله بالا مشتق م یا رهيبا استفاده از قاعده زنج

١ 

   .ميکن  یحل م یمعادله بالا را برا
١

 

 که  ميدان  یم
١
٢

١ 

 . ميريگ  یمشتق م
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١
٢

 

  . ميکن  یم نيجانش
١ ١

١
٢

٢ 

۵اگر  – ۶مثال   باشد ٣
 ١   . ديکن ديرا پ٣

 پاسخ 
۵ ٣  

١ ١
۵

١
٣

١ ٣ 
۵ ۴ ٣ ٢ ١ ها تمام  برای

١ ٣
١
١

١

۵ ١
۴

٣ ١
٢

١

١
٩

 

 
 

  . ديکن دايرا پباشد ،  اگر– ٧مثال 
 پاسخ 

 معکوس دارد  ، و که  ميگفت
١

 
 پس

١ ١
١

 

 
۵اگر – ٨مثال    . ديکن دايپ٣ یبراو باشد ، ٢

 پاسخ 
۵ رايمعکوس دارد زتابع  ۴ تابع  کياگر مشتق  ميکه گفت دياوريبخاطر ب است. ٢

   .ميپس دار معکوس دارد.  جهياست و در نت یتر از صفر باشد آن تابع مطلقا صعود بزرگ
١ ١

۵ ٢ ٢
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۵چون     .ميلذا دار است. ٣باشد ، ١است ، پس اگر ٢

� � 7
1

215
1
43 �
��

���ydy
dx

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



آرمان حساب ديفرانسيل ٢.٩ پيوستگی و مشتق پذيری توابع معکوس انوشـيروان صراف  

317 
 

 ٩.٢ ناتيتمر
١ ناتيدر تمر  ١مطلوب است ۴

١ ٣ ٧ ۶ 
 

٢  
 

٣ ۴  
 

۴ ٣
١
٣

برای ٢ 

 
۵ ناتيدر تمر  مطلوب است ٧

۵ ٩ ٧  
 

۶ ٣ ١  
 

٧ برای  
 
٢اگر  – ٨   ینمودار ها  بيش که ديباشد ، نشان دهبرای
٢در نقاط ١و  و ٢   یآور ادي  هستند. گريد کيوارون ،

١و ٢ اي١و  
٢

   هستند. گريد کيوارون 
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 ٩.٢ ناتيپاسخ تمر

 
١ ناتيدر تمر  ١مطلوب است ۴

١ ٣ ٧ ۶ 
 پاسخ 

 ۶که  ميانتخاب کن یرا طور ديبا . ميکن  یاستفاده م٧از فرمول شماره     روش اول
   .شديب

١که  ديکن  یملاحظه م  یبا توجه به تابع اصل ٣چون ۶  پس ٢
١ ٣  

 جهينت   در

١ ١
٧  

١ ۶
١

١
١
٣

 

  یعني٨استفاده از فرمول شماره  – روش دوم 

١ ١
١

 

   .ميکن دايرا پ  یمعکوس تابع اصل ديابتدا با
٣ ٧ 

٣ ٧ 
٣ ٧ 

٧
٣

 

٧
٣

 

١ ٧
٣

٧
١
٣ 

   .ميکن  یم دايمشتق تابع معکوس را پ

١ ١
٣

٧
٢
٣ 

١ ۶
١
٣

۶ ٧
٢

٣
١
٣

١
٢٣ ١

٣
١

٣ ١
٣

 

 
 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



آرمان حساب ديفرانسيل ٢.٩ پيوستگی و مشتق پذيری توابع معکوس انوشـيروان صراف  

319 
 

 
٢  

 
١چون  cos ١پس ١ ١ و لذا طبق فرمول شماره ٢
 . ميدار٧

١ ١ ١
٢

 

 
٣ ۴  

١ ۴ ١ ۴  
 چون 

۴
١ ۴

 

 پس 
١ ۴ 

   .ميدار٧لذا طبق فرمول شماره 

١ ١
 

١ ١
١

١
۴

 

۴ ٣
١
٣

برای ٢ 

١ ٣ ١
١

١
٣

٣ ١ ٢ 

 چون 

٣
٣
۴
 

  . ميپس دار
١ ۶ 

   .ميدار٧و لذا طبق فرمول 

١ ٢
١

١
١
۶
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۵ ناتيدر تمر  مطلوب است ٧

۵ ٩ ٧  
١ ١

٩ ٨ ٧
 

 
۶ ٣ ١  

١ ١
١

٣ ١
٣ ٢

٣ ١
٣ ٢

 

 
٧ برای  

١ ١
برای  

 
٢اگر  – ٨   ینمودار ها  بيشکه  ديباشد ، نشان دهبرای
٢در نقاط ١و  و ٢   یآور ادي  .  هستند. گريد کيوارون ،

١و ٢ اي١و  
٢

   هستند. گريد کيوارون 
 

 پاسخ 
١ برای  

  هستند.  ريمطابق ز١و مشتق 

٢ ١ ١
٢

 

 ٢عبارت است از نمودار  بيش٢در نقطه 

١عبارت است از ١نمودار  بيش٢در نقطه  ٢ ١

٢ ٢

١
٢
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٢     يتمیو لگار  يینما توابع مشتق ١
Derivatives of Exponential and Logarithmic Functions 

   .ياوريدقلم به خاطر ب ينبه همکتاب کامل جبر را از  يرمطالب ز – یآور ياد
      ميباش داشتهحال اگر  ثابت .  عدد کياست و  ريمتغ  است.  یتابع توان 

عدد ثابت است و  کي یعني هيپا نجايا . ميدار  یتابع توان ايتابع مجهول القوه و  کي
  .رياست ، متغتوان که 
 داشت  مي، خواه ميبگذارعدد  یاگر بجا

  ميبگذار هيپا یاگر بجا  يمصحبت کرد يتمیدر مورد توابع لگار ينهمچن
   ميسينو  یاختصار م یکه برا يعنیداشت  يمخواه  يعیطب يتملگارآنوقت 

 
  مي، دار تميلگار فيطبق تعر رايز هستند.  گريکديمعکوس و دو تابع 

فقط و فقط اگر  
  را هم بخاطر داشته باشد.  ريز یفرمول ها

٢ ٧١٨٢٨١٨٢٨ 
١ 

يعنی  
 

١  
١  

 
١ 

 

 

 

 

 
 

١
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تابع  کيرسم شده   یآبکه با رنگ  کنيد یملاحظه م يرهمان طور که در نمودار ز
است که با رنگ ١معکوس آن هم   است و لذا معکوس دارد. یصعود
 ١ یرو١است و نقطه  یرو١نقطه   نشان داده شده است.قرمز  

 
 
 

 پس  است.   یعيطب تمياست و معکوس لگار  یعيطب یتابع نما   که  ميگفت
 

فقط و فقط اگر برای و اعداد تمام  برای
 
    و

، ١  
ها تمام برای ٢  

  
  Definition فيتعر
 ،  ميدارمانند  یو هر عددمانند  یعددهر  یبرا

ln  
  قوه است.  ايتوان و و  هيپاعدد ،در عبارت 

 
 

١ ١ ٣  
 
 

۴  
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 Law of Logarithms Theorem  ها تميقانون لگار هيقض
 و اعداد  هيکل یبرا

۵  
 

 اثبات 
  ميکن  یفرض مو  یبرا  

 
  . ميدار یا رهيزنج بر اساس قاعده باشد. 

١ ١
 

  یعني دارند. اختلاف در عدد ثابت  کيمشتق دارند و فقط  کي و پس 
 

  مياست ، پس دار١ ميدان  یو م ميقرار ده١اگر  
١  

  جهيدر نت
 

  ثابت شده است.  هي، قض ميقرار دهاگر 
 
 

  Law of Exponents Theoremقانون توان ها  هيقض
  ميدارو اعداد  هيکل یبرا

۶  
 
 

 اثبات 
طبق  جهيدر نت  است.و باشد ، پس و  ميکن  یفرض م

  . ميها دار تميقانون لگار
 

   .ميدار۵بر اساس فرمول  جهيدر نت
 

  شود.   یقانون توان ها م هيقض مياگر داشته باش
 

  جهيو در نت١پس ١چون 
 

١
٧  
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        مقعر در که نمودار  ميريم گ جهياست ، نت  که يقتحق ينبا توجه به ا
Concave   .و به طرف بالا است   

 و چون 
و  

 
 که گيريم   نتيجه می

 

و ٨  

 
 
  یاست ، مبر خط انعکاس نمودار که نمودار  يقتحق ينبه اضافه ا ، يجنتا ينا

   .ديرا رسم کنم.  به شکل بالا توجه کن، نمودار  ميتوان
 

 است و  ريمشتق پذ    تابع - هيقض
١

 
 

 اثبات 
١

 

١
١

١
١

١  

١
١

١
١

١

١

 

١
١

١ ١ ١ ١
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  Corollary یتبع هيقض
 که  ميريگ  یم جهيبالا نت هياز قض

١
 

 
 

 اثبات 
 داشت  ميآنوقت خواه ميبگذار یاگر بجا

١ ١
 

 ١ رايز
 
 
   یکل يجهنت

١ و ١
 

   تابع  است. کيخود در  فرمول بالا 
 
 

  ١مثال 
۵اگر  –الف 

٢  باشد ، پس ١

۵
٢ ١

١
٢ ١ ۵

٢ ١
٢

٢ ١ ۵
 

 
 باشد ، پس اگر  – ب 

١ ١
 

  مياگر داشته باش  –ج 

١ ٢
 

 پس

١

١ ٢
١

١
١ ٢

١ ٢ ١

١ ٢
١ ٢

١ ١ ٢
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١ ٢

١
١

١ ٢

١ ٢

١

١ ١ ٢ ٢

١ ٢ ٢
 

١ ٢

١
١ ٢ ٢ ٢

١ ٢ ٢

١ ٢

١
١ ٢

١ ٢ ٢

١ ٢

١ ٢ ١
 

 روش دوم 

١ ٢
١ ٢  

١
١

١
١ ٢ ١

١ ٢ ١
١

٢
١ ٢ ١

 

١ ٢

١ ٢ ١
٢ ٢

١ ٢ ١
١ ٢ ٢ ٢

١ ٢ ١
١ ٢

١ ٢ ١
 

 
 ،و ١پس ،که  يدباش داشتهتوجه 
است که  يیتابع نما کي رايز  .ستينو مانند اما ١پس 

  یعني  .ديد ميخواه بخش نيا آن در  مشتق
١ 

  است. 
 
 

 صورت  نيباشد که در ا یعنيتابع باشند  کيو هم توان هر کدام  هيهم پاامکان دارد که 
٩  

 
 

  يهقض

 
 باشد ، پس و اگر 

 
 

 اول اثبات 
   است. ميثابت کن ديباشد ، با کنيم یفرض م

 
 پس 
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١
 

 پس 
 

 
 

 اثبات دوم 
  ميدار  است.باشد ، پس  يمکن  یفرض م

١
١ 

 پس 
 

 سوم   اثبات
  ١پس باشد ، يمکن  یفرض م

 چون 

١ ١
١

و
١

 

   .ميدار پس
١

١

١
١

 

  
   یکل جهينت

و  
   تابع است. کيخود فرمول بالا  در
 

  ميدار یا رهيو بر اساس قاعده زنج است ، ريتابع مشتق پذ کيکه به شکل  یتوابع
 

١  
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 دايپ یفرمول برا کي  عدد ثابت است. کي  باشد. يدفرض کن- ٢مثال 
   .ديرا رسم کنو سپس نمودار  ديکن

  پاسخ 
   .يمدار یا يرهاز قاعده زنجبا استفاده 

 
 ايکه آ داردبه مقدار  یصفر ، بستگ ايو   یمنف ايمثبت است  اياست ، پس چون 

طرف بالا مقعر به است پس نمودار  ٢به علاوه صفر. ايو   یمنف اياست مثبت  
 باشد ، پس اگر ۶بر اساس  فرمول شماره   نيباشد همچن نکهياست مگر ا

و  
 باشد ، پس اما اگر 

و  
  ريشکل ز  .ميدارد ، رسم کنبه مقدار  یبستگرا ، که شکل آن نمودار  يمتوان  یاطلاعات م ينبا ا
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اگر -٣مثال 
٢

  ديرا رسم نمائو نمودار  ديکن دايپ یفرمول برا  کيباشد ، ٢
   .ميدار یا رهيبا استفاده از قاعده زنج  –پاسخ 

٢

٢
٢
٢

٢

٢  

 و یاست برامثبت است ، پس هر مقدار از  یبراچون 
  یاست برا 
مقدار حد ١و است ،  یمطلقا نزولو در  یمطلقا صعوددر لذا 

  . رينمودار شکل ز  اکثر است.
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٢ ناتيتمر ١ 
١ ناتيدر تمر    .ديعبارت ها را ساده کن۶

١ ٩ ٣ 
 

٢ ۴ ۴  
 

٣ ٧ ٧ ٢
 

 
۴ ٢ ٨ 

 
۵ ٢ ٣٢ 

 
۶ ٣ ٨١ 

 
٧ ناتيدر تمر   . ديکن دايمشتق تابع را پ١۴

٧ ۵  
 

٨ ٣
۵ ٧

 
 

٩  
 

١ ٢  
 

١١  
 

١٢
٢
 

 
١٣  

 

١۴ ٢
٢
 

 
 کنند.  یم  یدر کدام نقاط تلاق٢و ٣نمودار توابع  ديمشخص کن – ١۵
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   .ديکن دايپ را ريز یها تميمقدار لگار ،حساب   نيماش ازاستفاده  سپس و تميلگار هيپا رييتغ  با – ١۶
٣ -الف  ۵ 
  -ب 
 

 و ،تمام اعداد  یاست برا ديثابت کن – ١٧
 

١٨ ناتيدر تمر    .ديعبارت ها را ساده کن٢
١٨  

 
 

١٩  
 

٢ ٣  
 

٢١ ناتيدر تمر    .ديکن ديمشتق توابع داده شده را پ٢۵
٢١ ۴  

 

٢٢
۵

 
 

٢٣
١
١

 

 
٢۴ ٣  

 
٢۵  

 
   .ديکن دايرا پ ريتابع ز  یبا استفاده از مشتق ضمن – ٢۶

٢  
 

 یدو تابع در چه نقطه ا نينمودار ا ديباشد ، مشخص کن٢و ٣اگر  – ٢٧
   کنند.  یم  یتلاق

 
   .ديکن دايپ ريمعکوس تابع ز یبرا یفرمول – ٢٨

١
١
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  . ديکن دايرا پ ريز یمشتق ها

٢٩ ٢
٣

 
 
 

  ٣ ١ 

 
  . ديکن دايرا پباشد ، اگر  - ٣١

 
   .ديکن دايرا پباشد ، اگر  – ٣٢
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٢ ناتيپاسخ تمر ١ 
١ ناتيدر تمر     .ديعبارت ها را ساده کن۶

١ ٩ ٣ 

٩ ٣ ٩ ٩
١
٣

١
٣ ٩ ٩

١
٣

١
١
٣

 

 
٢ ۴ ۴  

۴ ۴ ۴ ۴ ١  
 

٣ ٧ ٧ ٢
 

٧ ٧ ٢
٢  

 
۴ ٢ ٨ 

٢ ٨ ٢ ٢
٣

٣ ٢ ٢ ٣ ١ ٣ 
 

۵ ٢ ٣٢ 

٢ ٣٢ ٢ ٢
۵

۵ ٢ ٢ ۵ ١  
 

۶ ٣ ٨١ 

٣ ٨١ ٣ ٣
۴

۴ ٣ ٣ ۴ ١ ۴ 
 

٧ ناتيدر تمر   . ديکن دايمشتق تابع را پ١۴
٧ ۵  

 

۵ ۵ ۵  
 

٨ ٣
۵ ٧

 
  ميدار یا رهيبا استفاده از مشتق زنج

٣ ٣
۵ ٧

۵ ۵ ٣ ٣
۵ ٧
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٩  
  ميبا استفاده ازقاعده مشتق ضرب دو تابع دار

 
 

١ ٢  

٢ ٢
 

١ ١

٢ ٢
١

٢ ٢
١
٢

 

 
١١  

  ميدار٩بر اساس فرمول شماره 
 

 
 پس 

١
١  

  

١٢
٢
 

 ميدار٩بر اساس فرمول شماره 
٢ ٢

 
 پس 

٢
٢ ٢

٢

٢ ٢ ٢
٢

 

 
١٣  

  . ميدار٩بر اسس فرمول 
 

 پس 

 

١  
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١۴ ٢
٢
 

  ميدار١و فرمول  یا رهيبا استفاده از قاعده زنج

٢ ٢
٢ ١

٢ ٢ ٢ ٢
٢ ١

 
 

 کنند.  یم  یدر کدام نقاط تلاق٢و ٣نمودار توابع  ديمشخص کن – ١۵
  . ميدار تميلگار هيپا رييتغ استفاده از    با

 
 پس 

٣ ٣
و ٢ ٢

 

  . ميهم قرار ده یدو تابع را مساو دي، با  یکردن نقطه تلاق دايپ یبرا

٣ ٢
 

 ميدانيباشد ، چون م١ ديبا یعنيباشد ، بر قرار است که  یبالا هنگام یتساو
   کنند.  یم  یتلاق١لذا نمودار ها در نقطه   است.١

 
   .ديکن دايپ را ريز یها تميمقدار لگار حساب  ، نيماش استفاده از سپس و تميلگار هيپا رييتغ  با – ١۶

٣ -الف  ۵ 

٣ ۵
۵
٣

١ ۴۶۴٩٧ 

  -ب 
١

 
 

 و ،تمام اعداد  یاست برا ديثابت کن – ١٧
 

 
١٨ ناتيدر تمر    .ديعبارت ها را ساده کن٢

١٨  
  ميدار٢طبق فرمول شماره 

ln ٢
١
٢

١
٢

١
٢

١
١
٢
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١٩  
  ميدار٢طبق فرمول شماره 

١  
 

٢ ٣  
  ميدار١طبق فرمول شماره 

٣ ٣  
 

٢١ ناتيدر تمر    .ديکن ديمشتق توابع داده شده را پ٢۵
٢١ ۴  

   .ميدار١طبق فرمول شماره 

 

۴ ۴  
 

٢٢
۵

 
   .ميدار١طبق فرمول شماره 

۵
۵ ۴ ۵ ۴ ۵

 
 

٢٣
١
١

 

١ ١

١
٢

٢

١
٢
 

 
٢۴ ٣  

   .ميدار١طبق فرمول شماره 
٢ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٢ ٣  

 
٢۵  
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   .ديکن دايرا پ ريتابع ز  یبا استفاده از مشتق ضمن – ٢۶
٢  

٢ ٢ ١
 

٢ ١ ١
٢  

١ ٢

٢ ١
٢ ٢

٣
 

 
 یدو تابع در چه نقطه ا نينمودار ا ديباشد ، مشخص کن٢و ٣اگر  – ٢٧
   کنند.  یم  یتلاق

 پاسخ 
  ديکنند ، پس با  یتلاقاگر نمودار ها در نقطه 

٣ ٢  
  اي و  باشد. 

۴ ٢ 
 پس 

۴ ٢ 
١
۴

٢ 

١اگر 
۴

 باشد ، پس ٢
٣
۴

٢
٢

٣
۴ 

 و 

٢
١
۴

٢
٢ ٢

١
۴ ٢

٣
۴ 

١پس نمودار ها در نقطه 
۴

٢ ٢
٣
   کنند.  یم  یتلاق۴
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   .ديکن دايپ ريمعکوس تابع ز یبرا یفرمول – ٢٨
١
١

 

١
١

 

١ ١ 
١
١

 

ln
١
١

 

١ ١
١

 

 
 

  . ديکن دايرا پ ريز یمشتق ها

٢٩ ٢
٣

 
 
 

  ٣ ١ 

 
  . ديکن دايرا پباشد ، اگر  - ٣١

 
 

 پس 
١

١
١

١ 

 پس 
١ ١  
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   .ديکن دايرا پباشد ، اگر  – ٣٢
 

 پس 
 

 پس 
١

 

١
 

١
 

 
   پس
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 و مشتق آنها  یمعکوس توابع مثلثات - ١١.٢
Inverse Trigonometric Functions and Their Derivatives  

را اما اگر دامنه تابع  است.    Periodic  یتناوب رايمعکوس ندارد ، زکه تابع  يدانيمم
مشتق آن مثبت است بجز  رايز است.  ی، آنوقت تابع بدست آمده مطلقا صعود ميکنمحدود به 

 . مينام  یم Arcsine  نيآرک سو لذا تابع محدود شده ، معکوس دارد که ما آنرا تابع و در 

١تابع    نيدامنه ا  ميبر  یتابع بکار م نيا یهم که برا ینماد  است.است و برد آن ١

را   یو دوم ديتلفظ کن نوسيآرک س اي نيرا آرک س  یاول١ ايو است از  عبارت
 . نوسيمعکوس س

  جهيدر نت
 

 
فقط و فقط اگر  

١ ١ و  
 

 
  محدود نشده  ينوسس     محدود شده  ينوسس   
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١اگر  ينبنا بر ا  نياست که بعدد باشد ، پس ١
٢

و 
٢

که  باشد   یم
 مثلا   است.آن هم 

١
٢

،
١
٢ ۶

٢

٢ ۴
 

سبز رنگ ، نمودار تابع  یمنحناست و رنگ ، نمودار تابع   یصورت  یدر شکل بالا منحن
   است.

 
  را هم بخاطر داشته باشد.  ريز یها یتساو

 
برای

٢ ٢
 

برای ١ ١  
 

  . يدرا بدست آور يرمقدار تابع ز – ١مثال 
 

۵
۶

 

۵   که  قتيحق نيابتدا با در نظر گرفتن ا–پاسخ 
۶

١
٢

  مياست ، پس دار

۵
۶

١
٢

 

،چون 
۶

١
٢

١پس 
٢ ۶

۵است و لذا 
۶ ۶

  است. 
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 فيتعر  یقيتمام اعداد حق یبرا  چه شود که گر  یاستنباط م نيچن١از  مثال   -  نکته
در  یتنها برا یتساو  امااست ،  شده

٢ ٢
 نيا راياست ، ز صادق

    اگر    مقدار کردن  دايهنگام پ ديبا نيا بنا بر  است.بازه برد تابع 
از  خارج

٢ ٢
   .ديبالا هم توجه کن یبه نمودار ها  کرد. دقت  است

   
  . ديرا ساده کنعبارت   - ٢مثال 

 پاسخ 
  يمکن  یرا رسم م يرز يهساده کردن عبارت داده شده مثلث قائم الزو یبرا  

 
 

در بازه  یبرا
٢ ٢

چون   است.است ، پس   .ميدار

داشت  مياست ، پس خواه
٢

 
  ميدر مورد مثلث بالا ، دار ثاغورثيف هياستفاده از قضبا 

١

١
 

 و لذا 
١

١
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  Derivative of arcsine نوسيمشتق معکوس س
 که  ميثابت کن ميخواه  یم

١ ١

١ ٢

 

 اثبات 
 که  ميدان  یم

١  
   .ميپس دار . ميريگ  یمشتق ماز دو طرف 

 

١ 
   .ميکن  یم ميتقسدو طرف را به 

١
 

  . ميدار یمثلثات یبا استفاده از همان
٢ ٢ ١ 

  ايو 
٢ ٢ ١ 

١ ٢  

١ ميگذار  یم یبجا   . ميپس دار٢

١

١ ٢

 

   .ميپس دار ميگذار  یم یو بجا١ ميگذار  یم یو بجا ميگرد  یبر م
 

١ ١

١ ٢

 

  ايو 
١

١ ٢

برای ١ ١ ١  
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   .ديکن دايرا پباشد ، ۴اگر  - ٣مثال 

   .ميدار یا رهيو قاعده زنج١با استفده از فرمول  - پاسخ 
١

١ ۴ ٢
۴ ٣ ۴ ٣

١ ٨

 

 
 

 

 
 
 

  کرد.  دايپ یبرا  یفرمول توان  ی، م ميکرد دايرا پکه مشتق  يقبه همان طر
 

١

١ ٢

٢  
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  The Arctangent Functionتابع معکوس تانژانت 
به بازه معکوس تابع تانژانت ، تابع تانژانت را  يفتعر یبرا

٢ ٢
معکوس تابع   .ميکن  یمحدود م

است تابع  نيدامنه ا . مينام  یم arctangent function  آرک تانژانت تابع محدود شده را 
و برد آن 

٢ ٢
   .ميبر  یمعکوس تانژانت بکار م یبرا١ ايو معمولا نماد 

 . ميدار جهيدر نت
 

فقط و فقط اگر  
 و هر  یبرا

 
 ينب    مانند است  یعددهر  یلذا برا

٢
و 

٢
 که تانژانت آن    یبطور 

 مثلا   است.

١
۴

٣
٣

 

  . ديملاحظه کن  را  رينمودار ز

 
 

  . يمرا دار يررابطه ز ينهمچن
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برای  

ها تمام برای  
 

١مقدار   -  ۴مثال 
٣

  . ديکن دايرا پ
 پاسخ 

 
١که  یبطور ميکن  یم ديپ یرا برامقدار 

٣
 یعنيباشد ، 

١
٣

 که  یاست  بطوراست ، پس باشد. چون 

  است. ١    پس  است.١طول  یدارا، وتر مثلث بالا   ثاقورثيف هيبر اساس قض
  جهيو در نت

١
٣

١  

 باشد ، پس اگر 
٢ ٢ ١ ٢ ١ 

٢بخش ٩و لذا طبق فرمول شماره    . ميدار٩
١ ١

٢

١
٢ ١

 

  ايو 
 

١
٢ ١

٣  

 
 

  . يمآور  یم يلرا در ذ یوارون توابع مثلثات یمشتق ها يهبق يتدر نها
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١

٢ ١
۴  

١

٢ ١
۵  

١

٢ ١
۶  

 
 

  . يدکن  یمشاهده م يلدر ذ یمعکوس توابع مثلثات  ینمودارها
 

 
 

  یمعکوس توابع مثلثات يهبق يفتعر
arccos فقط و فقط اگر برای ١ ١ و  

فقط و فقط اگ هر برای و  

فقط و فقط اگر برای ١ و
٢

يا
٣
٢

 

arccsc فقط و فقط اگر برای ١ و
٢

اي
٣
٢
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 ١١.٢ يناتتمر
١ يناتدر تمر   . ديکن دايعبارت ها را پ یمقدار عدد٧

١
٣

٢
 

 

٢
٢

٢
 

 

٣
١

٣
 

 

۴ ٣ 
 

۵ ٢  

 

۶
٢ ٣

٣
 

 

٧ ١
٣

٢
 

 
٨ ناتيدر تمر    .ديکن دايعبارت ها را پ یمقدار عدد١٢

٨
١
٢

 

 
٩ ١  
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١ ٢  

 

١١ ٣  

 

١٢
۶

 

 
١٣ناتيدر تمر  . ديکنعبارت ها را ساده ١۵

١٣  
 

١۴  
 

١۵ ٢  
 

١۶ ناتيدر تمر   . ديکن دايرا پمشتق ١٩
١۶ ٣  

 
١٧  

 

١٨ ١ ٢ 
 

١٩  
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 ١١.٢ يناتپاسخ تمر
 

١ يناتدر تمر   . ديکن دايعبارت ها را پ یمقدار عدد٧

١
٣

٢
 

چون 
٣

٣

٢
است ، و 

٢ ٣ ٢
است ، پس 

٣

٢ ٢
   است.

 

٢
٢

٢
 

چون 
۴

٢

٢
است و 

۴
است ، پس 

٢

٢ ۴
  است. 

 

٣
١

٣
 

چون 
۶

١

٣
است ، و 

٢ ۶ ٢
١است ، پس 

٣ ۶
 

  است. 
 

۴ ٣ 

چون 
۶

است ، و ٣
۶

٣است ، پس 
۶

   است.
 

۵ ٢  

۵چون 
۴

۵است ، و ٢
۴

٣
٢

٢است ، پس  ۵
۴

   است.
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۶
٢ ٣

٣
 

چون 
٣

٢ ٣

٣
است ، و 

٣
است ، پس 

٢ ٣

٣ ٣
   است.

 

٧ ١
٣

٢
 

۵چون 
۶

٣

٢
۵است ، و 

۶
١است ، پس 

٣

٢
۵
۶

   است.

 
٨ ناتيدر تمر    .ديکن دايعبارت ها را پ یمقدار عدد١٢

٨
١
٢

 

١
٢ ۶

١
٢

 

 
٩ ١  

١
۴

٢

٢
 

 

١ ٢  

٢
۴

١ 

 

١١ ٣  

٣
۵
۶

٢ 
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١٢
۶

 

۶

٣

٢ ٣
 

 
١٣ناتيدر تمر  . ديها را ساده کن عبارت١۵

١٣  

  
در بازه با توجه به شکل بالا و 

٢ ٢
   .ميدار

١ ٢ 
 

١۴  

 
در بازه با توجه به شکل بالا و 

٢ ٢
  . ميدار

 

٢ ١ 
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١۵ ٢  

 
   .ميدار،در بازه با توجه به شکل بالا و 

٢
٢

۴ ١
 

 
١۶ ناتيدر تمر   . ديکن دايرا پمشتق ١٩

١۶ ٣  
  ٢طبق فرمول شماره 

١

١ ٢

 

   .ميدار یا رهيو  با استفاده از قاعده زنج
١

١ ٣
٣

٣
٣

١ ٩ ٢

 

 
 

١٧  
 ٣طبق فرمول شماره 

١
٢ ١

 

  ميپس دار
١
٢

١

١
٢

١
٢ ١
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١٨ ١ ٢ 

 ۴طبق فرمول شماره 
١

٢ ١
 

  . ميپس دار

١

١ ٢
٢

١ ١ ٢ ٢ ٢ ١ ٢

 

 
 

١٩  
 ۵طبق فرمول شماره 

١

٢ ١
 

  . ميپس دار
١

٢ ١

١ ١

٢ ١
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  Hyperbolic Functions and Their Derivativesو مشتق آنها  يکبال يپرتوابع ه -  ١٢.٢ 
 يادکار برد ز  یتوابع در مهندس ينا . يمکن  یبطور خلاصه بحث م يکبال يپربخش در مورد توابع ه يندر ا

   دارد.
  . يدآ  یم يرتوابع در ز ينا يندو تا از مهم تر يفتعر

 
   The Hyperbolic Functions يکبال يپرتوابع ه

و  
 

 اکس  يکبال يپره ينوساکس و کس يکبال يپره ينوسس يمخوان  یدو تابع بالا را م
  تابع زوج است.  کيتابع فرد است و  کيکه  يدتوجه داشته باش

١ 
   .ميباشد ، پس داراست اگر ١باشد و است اگر ١چون 

 
برای و برای ١  
ها تمام برای ٢  

٢
٣  

٢
۴  

 
است ، و از شماره  یمطلقا صعودکه  ميريگ  یم جهينت٣و ٢شماره  یاز فرمول ها

است در  یصعود مطلقا واست در  یمطلقا نزولکه  ميريگ  یم جهينت۴و ١
   دارد. یصفر مقدار حد اقل درکه  یبطور

٢

٢

٢

٢
 

  . ديکن  یملاحظه م ليدو تابع را در ذ نينمودار ا
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٢ ٢
٢ ٢ ٢

۴

٢ ٢ ٢

۴
١ 

 پس 
٢ ٢ ١ ۵  

 
 

٢آور فرمول  ادي۵فرمول شماره  ٢    است.١
  هستند.   نوسيو کس نوسيس یآور مشتق ها اديهم ۴و ٣ یفرمول ها

  یهذلول یرودائره واحد است ، اما  یرو       نقطه
٢ ٢ ١ 

  . رياشکال ز قرار دارد. 
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شده  ليتشک یدر اشکال بالا مثلث ها با هم ارتباط دارند.  یگريد قيباز هم به طر یدائره واحد و هذلول
مساحت  یهر دو دارا یدائره و هذلول یرو

٢
   دارند.

 عدد ثابت بجز صفر باشد ، نمودار تابع  کياگر 
 

 
 

 کي گرفته شده است.   catena  ینيکلمه از کلمه لا ت نيا نامند.   یم Catenary  یريزنج یمنحنرا 
متصل شده باشد   يیبه جا آن یدو  انتها که Uniform Density  سان کيتراکم با  ريکشش نا پذ ريزنج
  ريشکل ز دهد.   یکمان م ايقوس  کي ليجاذبه باشد ، تشک یروين فقط وارد بر آن  یرويو ن
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



  حساب ديفرانسيل آرمان ٢.١٢ توابع هيپرباليک و مشتق انها انوشـيروان صراف 

358 
 

کمان  تر هستند.  ساخته شوند ، محکم یريزنج یاز سازه ها به شکل منحن یرسد که اگر بعض  یبه نظر م
  ساخته شده است. ١٢٧ بيبا ضر ريز
 

 
 
 

  شوند.   یم فيتعر ريبه صورت ز کيبال پريتوابع ه ريسا
 

١
 

١
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   شوند.  یم فيتعر ريبه صورت ز کيبال پريمشتق توابع ه
 

٢  

٢  
 

   .ديکن  یملاحظه م ليرا در ذ کيبال پرينمودار توابع ه
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  Hyperbolic Identities کيبال پريه یها یهمان
٢ ٢ ١ ٢ ٢ ١ 

 
 
 

١
 

 
توابع مثلا  با هم دارند ، اما اختلاف هم دارند.  یاديز یشباهت ها کيبال پريو ه یاگر چه توابع مثلثات

  یم فيتعر يیتوابع نما قيآنها از طر رايز . ستندين یتناوب کيبال پريهستند ، اما توابع ه یتناوب یمثلثات
  . ستندين یتناوب يیتوابع نما ميدان  یشوند و م

 
  The Inverse Hyperbolic Sine Function کيبال پريه نوسيمعکوس تابع س

است اگر دامنه آنها  نيالبته چنمعکوس داشته باشند ،  ديبا کيبال پريتوابع ه ديهمان طور که انتظار دار
   .ميندار اجيبه همه آنها احت ندهياما در آ محدود شده باشد. 

 یمطلقا صعود کيبال پريه نوسيس . ميکن  یصحبت م کيبال پريه نوسيفقط در مورد معکوس س نجايا
   است.دامنه و برد آن هم  است. 

 
١ فقط و فقط اگر ها و ها تمام برای  

 
 که  ميدان  ی، م کيبال پريه نوسيمعکوس تابع س یبرا یکردن فرمول دايپ یبرا

٢

٢ ١
٢

 

 باشد ، پس sinhپس اگر 
٢ ١
٢

 

٢ ٢ ١ 
٢ ٢ ١  

 نياستفاده فرمول درجه دوم و ا با   .ميسيبنواز  یرا به صورت تابعاست که  نيحالا هدف ما ا
    .مياست ، دارکه  قتيحق

٢ ۴ ٢ ۴

٢
٢ ١ ۶  

   .ايبدست آتا  ميريگ  یم یعيطب تميلگار۶از دو طرف رابطه شماره 

٢ ١  
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٢ ١  

٢ ١  

 خواهد بود. ريمطابق ز١ یبرا  ما پس فرمول
١ ٢ ١ ها تمام برای ٧  

  داشت.  مي، خواه ميريمشتق بگ٧اگر از فرمول 

١

١ ٢

٢ ٢ ١

٢ ١

١

٢ ١
٨  
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 ١٢.٢ ناتيتمر
١ ناتيدر تمر   . ديکن دايعبارت ها را پ یمقدار عدد۶

١  
 

٢  
 

٣ ١  
 

۴ ٣  
 

۵ ۴  
 

۶ ٢  

 
٧ ناتيدر تمر   . ديعبارت ها را ساده کن٨

٧  
 

٨  
 

٩ ناتيدر تمر    .ديرا نشان ده ها یتساو یدرست١

٩ ٢  
 

١  
 

١١ ناتيدر تمر   . ديکن دايمشتق توابع را پ١٣
١١  

 

١٢ ٢ ١ ٢ 
 

١٣ ٢  
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 ١٢.٢ ناتيپاسخ تمر
١ ناتيدر تمر   . ديکن دايعبارت ها را پ یمقدار عدد۶

١  

 
 

٢  

 
 

٣ ١  

 

 
۴ ٣  

 
 

۵ ۴  

 

 

۶ ٢  

 

 
٧ ناتيدر تمر   . ديعبارت ها را ساده کن٨

٧  
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٨  
 ٧ نيبر اساس تمر

 

 
٩ ناتيدر تمر    .ديرا نشان ده ها یتساو یدرست١

٩  

 
 

١  

٢
 

 
١١ ناتيدر تمر   . ديکن دايمشتق توابع را پ١٣

١١  
١

 

 

١٢ ٢ ١ ٢ 

 

 

 
١٣ ٢  
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  L’Hopital’s Rule يتالقانون لا پ - ١٣.٢
 

است و تلفظ  یدان فرانسو  ياضیر يکنام ،   L’Hopital،  يتالکنند هوپ  یمحترم تلفظ م ينمدرس ياگو
  يتاللا پشود   یم
 

 :يمکرد يانحد ها را ب يمتقس يهدر فصل اول قض

 

در   یمتعدد یاما مثال ها باشد. سمت راست وجود داشته باشند ، و  یکه حد ها یبه شرط
 که   نيدارد ، با وجود ا وجوددر نقطه   حد آنها در که هستند  توابع   ميموردتقس

   است. رينمونه حد ز نيمثال ساده ا  است.
١ 

  است.  ريهم مانند حد ز یگريمثال د

١ 
کردن حد  يداپ یبرا يگریشد ، جز حذف فاکتور ها ، روش د   یم يکبه صفرنزد که مخرج  یدر  موارد

شود ، مورد   یم يککه مخرج به صفر نزد یکردن حد ، هنگام يداپ یبرا  یبخش روش يندر ا . يمنداشت
   .يمده  یبحث قرار م

   .يمدار ياجاحت يرز يهکار به قض ينا یبرا
 

  The Cauchy’s Theorem یکاش يهقض
    یاگر برا  باشند. ريمشتق پذبده و در بازه  وستهيپدر بازه و  يدفرض کن

 
  يمداشته باش

 
 که  یوجود دارد ، بطوردر عدد مانند  کيپس 

١  

 
  

 
Indeterminate Form يننا مع ياشکل مبهم    

شکل مبهم  مييگو  یباشد ، پس ماگر 

 نيا نزدک شود ، تينها  یبه ب ايشود و  کينزداز سمت چپ به طور اگر  نيهم  دارد.
   .ميبر  یاصطلاح را بکار م
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  شکل مبهم دارند.  يرز یپس حد ها

١
و

١
٢

 

 
  L’Hopital’s  Rule Theorem   تاليلا پ قانون هيقض

   باشد. ايو  ايو   یقيعدد حق کي ديفرض کن
  یباشد برا، و   باشند ريمشتق پذدر بازه و ديفرض کن  -الف

 
 اگر 

و  

 باشد ، پس 

 

  از طرف چپ هم صادق است. به     شدن کينزد یموضوع برا نيهم
 

 یباشد براباشند ، و  ريمشتق پذدر بازه و ديفرض کن -  ب 
 اگر 

و  

 باشد ، پس 

 

  صادق است. به شدن  کينزد یموضوع برا نيهم
 
 

٣بالا در بخش  هياثبات دو قض    .ديملاحظه کن نينگيمقدار م هيقض یکار برد ها٣
 

  . ديکن دايرا پ ريحد ز- ١مثال 
۴
٣

 

 پاسخ 
 که  ديکن  یملاحظه م

۴ ٣  
  . ميبر  یرا بکار م تاليلا پاول قانون قسمت  پس ، 
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۴
٣

۴ ۴
٣ ٣

۴ ١
٣ ١

۴
٣

 

 
  . ديکن دايرا پ ريحد ز  -٢مثال 

١
 

 پاسخ 
 چون 

١  

  . ميبر  یرا بکار م تاليلا پپس قسمت اول قانون 

١
 

 
 . ديکن دايرا پ ريحد ز -  ٣مثال 

١
 

 پاسخ 
 چون 

 
 که  ميريگ  یم جهياست پس نت

١
 

  . ميبر  یرا بکار م تاليلا پاست ، پس قسمت دوم قانون 

١

١
١ ٢

١
٢

٢

١ ٢
١ 

چرا ديدان  یم
٢

١ ٢  است؟ ١
 پاسخ 

 . ميکن  یم ميتوان را در مخرج  دارد تقس نيتر  بزرگکه   یا صورت و مخرج کسر را برجمله 
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٢

١ ٢

٢

٢

١
٢

١

١

١
٢

١

١
١

١ 

 
  . ديکن دايرا پ ريحد ز -  ۴مثال 

٢
٢

 

 پاسخ 
 چون 

١ ٢ 
  . ميبر  یرا بکار م تالياست ، قانون لا پ

١
٢

١
٢

 

 اما 
١ ٢  

  . ميبر  یرا بکار م تاليمرتبه دوم قانون لا پ یپس برا
١

٢ ٢
١
٢

 

 لذا 
١

٣

١
٢

١
٢
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        The Indeterminate Form    شکل مبهم 
 مييگو  یباشد ، پس مو  ديفرض کن

به   اي شود و نزدکچپ به  از سمت اگر طور  نيهم  دارد.شکل مبهم 

   .ميبر  یم بکار اصطلاح را نيا∞
  
 

  The Second Version of L’Hopital’s Rule تاليقانون لا پ دوم  نسخه
   باشد. ايو  ايو   یقيعدد حق کي ديفرض کن

  یبراباشد ، و  ريمشتق پذدر بازه و ديفرض کن  -الف
 اگر 

و  

 پس 

 

  از سمت چپ هم صادق است. به شدن  کينزد یموضوع برا نيا
 
  یباشد براباشد و  ريمشتق پذدر بازه و ديفرض کن  -ب

 اگر 

و  

 پس 

 

   هم صادق است.به شدن  کينزد یموضوع برا نيا
  

  . ديکن دايرا پ ريحد ز -  ۵مثال 
١

١
٢

 

 پاسخ 
 چون 

١ ١
٢ 

 قسمت الف  تاليپس طبق قانون لا پ

 
 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



پيتال لا قانون انوشـيروان صراف آرمان ديفرانسيل حساب ٢.١٣    
 

370 
 

١

١
٢

١
٢

١
٢ ٢

٣

١
٢

٢ ٢
 

 
  . ديکن دايرا پ ريز - ۶مثال 

٢
 

 پاسخ 
 واضح است که 

٢ 
  . ميدار تاليپس بر اساس قسمت ب قانون لا پ

٢ ٢
 

 چون 
٢  

  . ميپس دار . ميبر  یرا بکار م تاليمرتبه دوم قانون لا پ  یپس برا

٢ ٢
 

  جهيدر نت

٢
 

 توان نشان داد که   یم قيطر نيبه هم

 
 مثبت  حيهر عدد صح یبرا

با هر تر از  عيسرشود ،   یم کينزد تينها  یبه بکه  یاظهار کرد هنگام نيتوان چن  یم
  شود.   یم کينزد تينها  ی، به ب  یتوان

 
  Other Indeterminate Forms شتريمبهم ب یشکل  ها

 شود ، مانند  ليتبد ايتوان بر شمر د که به اشکال مبهم   یم یمبهم متعدد یهاشکل 
 

  . ميکن  یمراجعه م تاليصورت به قانون لا پ نيا
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 . ديکن دايرا پ ريحد ز- ٧مثال 
 

 پاسخ 
 چون 

و  

آنرا  یعني کرد.  ليتبدتوان آنرا به شکل مبهم   یاست ، اما محد داده شده به شکل  نيا
  . ميسينو  یم ريبه صورت ز

 

١
 

 چون 

و
١

 
  . ميدار تاليبر اساس قانون لا پ

١

١

١
٢

 

 پس 
 

 
  . ديکن دايرا پ ريحد ز  -  ٨مثال 

 
 پاسخ 

٢بخش ٩بر اساس فرمول شماره    ميکه گفت١
 

  . ميپس دار
 

 است ، پس  وستهي، پ يیچون تابع نما
 

   .ميدار٧اگر حد سمت راست وجود داشته باشد ، طبق مثال 
 

  جهيو در نت
١ 
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   مهم توجه شود. -  ٩مثال 
 که  دينشان ده

 
 پاسخ 

 که  یبه طور ميکن  یم دايرا  پعدد  یعني. ميکن  یم دايسمت چپ را پ تميابتدا حد لگار

١
١

 

 پس 

١
١

١
١

١ ١

١
 

  رايز . تاليقانون لا پ یعبارت حالا آماده  است برا نيا

١
١ ١

 

  جهيدر نت

١ ١

١

١

١ ١
١
٢

١
٢

١

١ ١
١

١
١ 

 است و لذا ١پس 

١
١ ١  
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 ١٣.٢ ناتيتمر
  . ديکن دايرا پ ريز ی، حد ها تاليبا استفاده از قانون لا پ

١
١۶ ١۶

 
 

٢
١

 
 

٣
٨
۵

 

 
 

۴

١
١

١
 

 

۵
١

 

 
۶  

 

٧
١

 
 

٨
١

 
 

٩
۴
٢

 

 

١
١ ٢
١ ٣

 

 

 
 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



پيتال لا قانون انوشـيروان صراف آرمان ديفرانسيل حساب ٢.١٣    
 

374 
 

١١
١ ١

 

١٢
١

 

 

١٣
۵ ٣

 
 

١۴  
 
 

١۵
١

٢

١ ٢

 

 

١۶
١

١
٣ ٣ ٢

 

 
١٧  

 
١٨  

 

١٩
١

 

 

٢  
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 ١٣.٢ ناتيپاسخ تمر
 

  . ديکن دايرا پ ريز ی، حد ها تاليبا استفاده از قانون لا پ

١
١۶ ١۶

 
١۶ ١۶  

١۶ ١۶ ١۶ ١۵

١
١۶ ١۵ 

 
 

٢
١

 

١  

١
١

 

 
 

٣
٨
۵

 

٨ ۵  

٨
۵

٨ ۴

۵ ۵
٢

٨ ٨
۵ ۵

٨
۵

 

 

۴

١
١

١
 

١
١

١
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١
١

١

١ ١
٢

١
٢

١
١ 

 

۵
١

 

tan ١  

١

٢ ١
١ 

 
۶  

ln  

١
١

 

 

٧
١

 

١  

١
١

١
١ ١

١
١ ١

١ 

 

٨
١

 

١  

١
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٩
۴
٢

 

۴ ٢  

۴
٢

۴ ٢۴
٢ ٢٢

٢ 

 

١
١ ٢
١ ٣

 

  . ميبر  یرا دو مرتبه بکار م تاليقانون لا پ
١ ٢ ١ ٣  

١ ٢
١ ٣

٢ ٢
٣ ٣

۴ ٢
٩ ٣

۴
٩

 

 

١١
١ ١

 

١ ١  

١ ١

١

٢ ١

١

٢ ١

١
١ 

١٢
١

 

١  

١ ١
٢

٢
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١٣
۵ ٣

 

۵ ٣ ١ ١  

۵ ٣ ۵ ۵ ٣ ٣
١

۵ ٣ 

 
١۴  

١
 

١

١

١
٢

 

 
 

١۵
١

٢

١ ٢

 

١ ٢ ١
١ ٢ 

١

٢

١ ٢ ١

١

١ ٢

١ ٢

١

١
١ 

 

١۶
١

١
٣ ٣ ٢

 

١
ln ١

١
٣ ٣ ٢  

١

١
٣ ٣ ٢ ١

١ ١

٣ ٢ ٣ ١

١
٣ ١ ١ ١

١
٣ ١

١
۶
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١٧  

١
 

 ٧شماره  نيبر اساس تمر
 

١٨  
 

 
 
 

١٩
١

 

١ ١ ١

١

١

 

١ ١
 

١

١

١
١

١
١

١
٢

١
٢

١
 

 پس 
١

١ 
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٢  

 

٢
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  Partial Derivative یمشتق جزئ يا یا مشتق پاره - ٢. ١۴
پس ، مثلا  ميرا ثابت نگاه دارريمتغاز دو   یکياگر  . ريتابع باشد با دو متغ کي يدفرض کن

 داشتهمشتق در  کي. اگر آن تابع  يیبه تنهااست از  یاست ، تابعکه مقدار آن  یتابع
  . مينام  یمدر  یباشد ، آن مشتق را مشتق جزئ

  
  Definition فيتعر

نسبت به  یمشتق پاره ا  باشد.در دامنه باشد ، اگر  یريتابع دو متغ کياگر 
   شود.  یم فيتعر ريمطابق زدر 

 
   حد وجود داشته باشد. نيکه ا  یدر صورت

   شود.  یم فيتعر ريمطابق زدر نسبت به  یمشتق پاره ا

 
  حد وجود داشته باشد.  نيکه ا  یدر صورت

 
 ند  شده ا فيتعر ليو مطابق ذ نديآ یم بدست یا پاره یريگ مشتق قيطر از کهو توابع 

 
 و 

 
   شوند.  ینشان داده م   هم ريز یبا نماد هاومعمولا  شوند   یم دهينام یپاره ا یمشتق ها

 

 
  ميسينو  ی، پس م ميده نشان یتساو يلهرا به وس یاگر تابع

 

 
    .ستيمشکل تر ن یريمتغ کيتوابع  یکردن مشتق ها داياز پ یپاره ا یکردن مشتق ها دايپ
 
 

٢۴اگر  - ١مثال  ۶ را و  ريو مقاد ديکن دايرا پو باشد ، ٢
١در     .ديکن دايپ٢

 پاسخ 
   .ميدارنسبت به و مشتق گرفتن با ثابت نگاه داشتن 

٢۴ ١٢  
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 و لذا 
١ ٢ ۴٨ ٢۴ ٢۴ 

  . ميکن  یم دايپرا نسبت به و مشتق  ميدار  یرا ثابت نگاه محالا 
٢۴ ۶ ٢ 

 و لذا 
١ ٢ ٢۴ ۶ ١٨ 
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  . ديکن دايرا پو باشد ، ٢اگر  ٢مثال 
 پاسخ 

٢  

٢  

 
  هم صادق هستند.  یپاره ا یمشتق ها در مورد مشتق ها ميجمع ، ضرب و تقس

 
 

و  
و  
و  

٢
و

٢
 

 
 
   دارند. ینقاط دامنه شان ، مشتق پاره ا يههم در کل ياها و توابع گو یکه چند جمله ا ينا يجهنت
 

  يمداشته باشاگر   - ٣ مثال 
٣ ٣

٢ ٢
 

  . ديکن دايرا پو  
 پاسخ 
شده  فيها تعرها و تمام  یبراو است ، پس  ايتابع گو کيچون 

٢که  یاست به شرط   تمام نقاط بجز مبدا مختصات.  یبرا یعني  باشد.٢
٣ ٢ ٣ ٢ ٢ ٣ ٣ ٢

٢ ٢ ٢

۴ ۴ ٢ ٣ ۵

٢ ٢ ٢
 

۵ ۴ ٣ ٢ ۴

٢ ٢ ٢
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   مياگر داشته باش - ۴مثال 
٣ ٣

٢ ٢
برای

برای
 

 که  يدنشان ده
 

 پاسخ 
  ميها ، پس دارتمام  یاست براچون 

 
  ميها ، پس دارتمام  یاست برا يقطر ينبه هم

 
   هستند. صفردر  یپاره ا  یها که مشتق يدکن  یملاحظه م يردر نمودار ز

 
 رييآهنگ تغ اي زانيعبارت است از م یتصور کرد که مشتق پاره ا ينتوان چن  یم

 ديمثلا ، فرض کن  داشته شده است.نگاه  ثابتکه  یهنگامنسبت به در در 
لوح در هر نقطه  نيحرارت ا ديقرار دارد و فرض کنمحور   یرو یلوح فلز کي

 خط امتداد دردر  است  حرارت  راتييتغ آهنگ اي زانيمپس   باشد.
  ريشکل ز  گذرد.  یماز نقطه که  محور   یمواز 

است و اگر ، پس  ابدي شيکند ، حرارت هم افزا  یم دايپ شيافزاکه  یاگر هنگام
  است.کند ، پس  دايکند ، حرارت نقصان پ  یم دايپ شيافزاکه  یبر عکس هنگام

 در امتداددر  است حرارت راتيتغ آهنگ ی، مشتق پاره ا قيطر نيبه هم
   است. محور یو مواز گذرد  یمکه از   یخط
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   شوند.  یم يفتعر يرمطابق ز یپاره ا ی، مشتق ها يریتوابع سه متغ یبرا

 

 

 
 

   است. يررود مطابق ز  یمشتق ها بکار م ينا یکه برا يگرینماد د

 

 
 يماگر داشته باش - ۵مثال 

٢ ٣  
  . ديکن دايرا پ یپاره ا یمشتق ها

 پاسخ 
  . ميريگ  یمشتق مو نسبت به  ميدار  یرا ثابت نگاه مو ابتدا 

٢ ٢  
  . ميريگ  یمشتق مو نسبت به  ميدار  یرا ثابت نگاه م گريد ريدو متغ بيترت نيبه هم

٣ ٣  
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 و بالاخره 
٢ ٣  

 
 مرتبه بالاتر هم دارند. یهم مشتق ها یري، توابع چند متغ ميديد یريمتغ کيهمان طور که در مورد توابع 

 یدو مشتق پاره اممکن است و توابع  پس،  بشدو  یها رياز متغ یتابعاگر 
   کنند.  یم جاديا یچهار مشتق پاره او  یپاره ا یصورت مشتق ها نيدر ا  داشته باشند.

   

نماد با يا
٢

٢
 

نماد با يا
٢

 

نماد با يا
٢

 

نماد با يا
٢

٢
 

 
   شوند.  یم دهيناممرتبه دوم  یپاره ا یمشتق هاکه در بالا ذکر شد ،   يیهامشتق 
 نامند   یمختلط م یپاره ا یمشتق هارا و  ینماد ها
، ینماد ها    .مينام  یمرتبه اول م یپاره ا یرا مشتق ها،

 
   .ديکن دايدوم را پ مرتبه یپاره ا یها باشد ، تمام مشتق٢اگر  -   ۶مثال 

 پاسخ 
  . ميمرتبه اول دار یپاره ا یمشتق ها

٢ ٢ 
٢ ٢ 

   .ميريگ  یاول ، مشتق م مرتبه ی، از مشتق ها مرتبه دوم یپاره ا یبدست آوردن مشتق ها یبرا
۴ ٢ 

٢ ٢ ٢ ٣ ٢ 
٢ ٢ ٢ ٣ ٢ 
٢ ٢ ۴ ٢ ٢ ٢ 
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 ١۴.٢ يناتتمر
١ يناتتمر در ١   . يدکن يدارا پ توابع  یپاره ا یها  مشتق 

١
٢
٣

٣
٢ 

 
٢ ٢ ٣ ٢ ۴ 

 

٣
٣ ٣

٢ ٢
 

 

۴ ۴ ٢ ٩ ٢ 
 

۵ ١
٢
٣

٣

٢ 

 

۶ ٢
٣
 

 
٧ ٢ ۵ ٢ 

 

٨  

 
 

٩  
 

١
١

١ ٢
 

 
١١  ناتيدر تمر ١   . ديکن دايدر نقاط داده شده را پمرتبه اول  یمشتق پاره ا ٢

١١ ۴ ٢ ٢ ٢ ٣  
 

١٢ ٢ ۴ ١ ١  
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١٣ ناتيدر تمر    .ديکن دايپ راو  ١۵

١٣ ٣ ٢ ٢ ٢ ۵ ٢ 
 

١۴ ٢ ٢ 
 

١۵  
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 ١۴.٢ ناتيپاسخ تمر
 

١ يناتتمر در ١   . يدکن يداتوابع  را پ یپاره ا یها  مشتق 

١
٢
٣

٣
٢ 

١
٢  

 
٢ ٢ ٣ ٢ ۴ 

٢ ۶ ۴ ؛ ١٢ ٢ ٣ 
 

٣
٣ ٣

٢ ٢
 

٢ ٢
٣

٢ ٣ ٣ ٢

٢ ٢ ٢

۴ ٣ ٢ ٢ ٢ ٣

٢ ٢ ٢
 

٢ ٢ ٣ ٢ ٣ ٣ ٢

٢ ٢ ٢

۴ ٣ ٢ ٢ ٢ ٣

٢ ٢ ٢
 

 

۴ ۴ ٢ ٩ ٢ 

۴ ٢ ٩ ٢

٩

۴ ٢ ٩ ٢
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۵ ١
٢
٣

٣

٢ 

١

٢ ١
٢
٣

٣

٢

٣ ١
٢
٣

٢
٢

٣

١
٣  

١
٢
٣

٢

١
٣ ١

٢
٣

٣

٢

 

١
٢
٣

٣

٢

 

 

۶ ٢
٣
 

٣ ٢
٢

٢ ٢ ۶ ٢ ٢ ٢  

٣ ٢
٢

٢ ٢ ٣ ٢ ٢ ٢ ٢  

 
٧ ٢ ۵ ٢ 

٢ ۵ ٢ 
۵ ٢ ۴ 
٢  
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٨  

٢

٢ ٢

٢
 

٢ ٢

٢
 

٢

٢ ٢

٢
 

 
 

٩  

cos  

 

 
 

١
١

١ ٢
 

١

١ ١

١ ٢ ٢

١

١ ٢ ٢
٢

٢

١ ٢ ٢
١ ١

١ ٢

٢
 

١

١ ١

١ ٢ ٢

١

١ ٢ ٢
٢

٢

١ ٢ ٢
١ ١

١ ٢

٢
 

١

١ ١

١ ٢ ٢

١

١ ٢ ٢
٢

٢

١ ٢ ٢
١ ١

١ ٢

٢
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١١  ناتيدر تمر ١   . ديکن دايدر نقاط داده شده را پمرتبه اول  یمشتق پاره ا ٢

١١ ۴ ٢ ٢ ٢ ٣  

۴

۴ ٢ ٢

٢ ٣
۴ ٢

٢ ٢
٢

٣
٢

٨
۵

 

۴ ٢ ٢

٢ ٣
٣

۴ ٢
٢

٣
٢

٣
۵

 

 
١٢ ٢ ۴ ١ ١  

٢ ٢ ۴ ١ ١ ٢ ٢ ۴ ١ ١ ٢ ٣ 
۴ ٢ ۴ ١ ١ ۴ ٢ ۴ ١ ١ ۴ ٣ 

٢ ۴ ١ ١ ٢ ۴ ١ ١ ٣ 
 

١٣ ناتيدر تمر    .ديکن دايپ راو  ١۵

١٣ ٣ ٢ ٢ ٢ ۵ ٢ 

۶ ٢ ٢ ٢ ٢  

٢ ٢ ۵ ۴ ٢ ٢  
 

١۴ ٢ ٢ 

٢ ٢ ٢ ٢
٣
٢

 

٢ ٢ ٢ ٢
٣
٢

 

 
١۵  
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 فصل سوم 
 مشتق  یکار برد ها

      
گرفت کجا  يمخواه ياد . يمده  یمشتق جهت رسم نمودار توابع اختصاص م یفصل سوم را به کار برد ها

از  ياریو بس کند ، کجا حد اکثر ، کجا حد اقل دارد.   یکند ، کجا نزول م  یم يرصعودتابع مشتق پذ يک
  . يگرمطالب د

 
  Maximum and Minimum Values ينيممو م  يممماکس يرمقاد – ١.٣

  باشد.  يرشرکت نفت مطابق ز يکتابع سود  يدفرض کن
٣ ١ ١  

شاخص سود گالن ، و  ونيليشده در سال بر حسب م ديشاخص مقدار نفت تولدر فرمول بالا 
 یرويو ن زاتيتجه یها تيبخاطر محدود١دلار ، و دامنه محدود است به  ونيليدر سال بر حسب م

شود به مقدا ر   یبدست آورد ، که البته مربوط مسود را  نيشترياست ب لياست که شرکت ما یعيطب  کار.
   وجود دارد ؟ یمقدار حد اکثر نيچن ايحد اکثر باشد. آ١در محدوده که  یبه طور

 
   .ميکن فيرا  تعرو حد اقل  اکثر  مقدار حد است   لازمسئوال ، ابتدا  نيقبل از پاسخ به ا

 
  Definition of Maximum and Minimum Valuesحد اکثر و حد اقل  فيتعر

وجود داشته باشد به در   عدد مانند کياگر  مقدار حد اکثر دارد کيدر مجموعه تابع 
 مقدار حد اکثررا صورت  نيدر اها در  هيکل یباشد براکه   یطور

در عدد مانند  کياگر مقدار حد اقل دارد  کيدر تابع  قيطر نيبه هم . مينام  یم در
صورت  نيا درها  در  هيکل یباشد براکه  یوجود داشته باشد به طور

 ر حد اقل مقدا اي حد اکثر و مقدار اي کهاز  یمقدار  .مينام  یمدر اقل  مقدار حد را
 مينام  یم Extreme Value ميريمقدار اکست باشد ،

 

 
 

مقدار است ، واضح است که نمودار  یرونقطه مختصات چون 
 نيبنمودار  یرو نقطه نيبالا ترو فقط  فقط اگر است ،بازه  دراکثر  حد

اگر  است ،در بازه مقدار حد اقل ،  قيطر نيبه هم  باشد.و 
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دو حالت  هر  باشد.و  نيب نمودار ینقطه رو نيتر نييپافقط و فقط 
   .ديکن  یدر شکل بالا ملاحظه م

به  یبستگ نيا  نداشته باشد. ايداشته باشد و  ميمقدار اکسترمجموعه  کيتابع ممکن است در  کي
   دارد.در مجموعه 

دارد ، و مقدار حد اقل ١مقدار حد اکثر تابع ١باشد ، پس در بازه مثلا اگر 
 شکل  دارد.  صفر

در بازه باز     رايز  اکثر دارد و نه مقدار حد اقل.نه مقدار حد تابع ١اما در بازه باز 
 شکل ١و نه  رديگ  یمنه  ١

                             
 

  مياگر داشته باشاما 
برای ١

١
٢

برای ١
 

 
 شکل   مقدار حد اکثر ندارد.  مقدار حد اقل صفر دارد ، اماصورت  نيدر ا
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  Maximum and Minimum Theorem ممينيو م  مميماکس هيقض
در  ممينيم کي و مميماکس کيباشد ، پس  وستهيپبازه بسته و محدود  کيدر  اگر

   دارد.
 

بالا  هياست و لذا طبق قض وستهيپ١بخش آمد ، در بازه بسته  نيا یکه در ابتدا١شماره  تابع 
 یمقدار حد اکثر نيا١در کجائ  ديگو  یبه ما نم هياما قض  دارد.١در  یمقدار حد اکثر کي

 کردن دايپ یبرا یبعد هيقض  .ميکن دايپ را یمقدار حد اکثر نيچگونه ا ديگو  ینم یو حت  د.افت  یاتفاق م
   کند.  یبه ما کمک م یمقدار نيچن
 

 اگر مقدار  شده باشد. فيتعردر بازه  ميکن  یم فرض -  ؛  ممينيو م مميمکمل ماکس هيقض
 در  مياکستر

   است. دارد ، پس مشتق کيدر و  افتد  یاتفاق مدر بازه در عدد 
 

 اثبات 
وجود    افتد اگر  یاتفاق نمدر بازه در عدد  ميمقدار اکستر مياست نشان ده  یکاف

   است. ميکن  یم پس فرض  نباشد. صفر یمساو  یول باشد داشته
 چون   است.حالت اول که 

 

١بخش ١٧شماره  هياست ، پس طبق قض   ميکه گفت٣
 به  یها که به اندازه کافتمام  یاست برا پس باشد ،اگر 

   باشند. کينزد
 که  ميدان  یم

 
 باشد ، پس اگر  نيچن یبرا  است.

مثبت
مثبت

 

 پس  باشد ،اما اگر   ندارد.در  یمقدار حد اکثر جهياست و در نتپس 

منفی
مثبت

 

 پس اگر   ندارد. یمقدار حد اقلدر  جهيو در نت  است.است و لذا 
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 . مياستدلال دار نيهم همدر مورد   .ممينيدارد و نه م ممينه مقدار ماکسدر ، باشد  
  . ميکن  یثابت م نيقسمت را در تمر نيا

 
فقط  ديگو  یبه ما م ممينيو م مميمکمل ماکس هيقض شده باشد.  فيتعردر  ميکن یفرض م

 اگر در مانند  یدر اعداد ايدارد و  ميمقدار اکسترو  يیدر دو نقطه انتها
 

  نباشد.  ريمشتق پذدر  ايباشد و 
  اي، اگر  مينام  یمتابع  Critical Point  ینقطه بحران کيرا در دامنه عدد 

 وجود نداشته باشد.  ياباشد و 
دارد  ميمقدار اکستر يیفقط  در دو نقطه انتهادر  ديگو  یم ممينيو م مميمکمل ماکس هيپس قض

  . ینقطه بحران کيدر  ايو 
 

  ميکردن مقدار اکستر دايقاعده پ
 نيا نيبزرگ تر . ديحساب کنو  يیو نقاط انتهادر  یرا در تمام نقاط بحران ريمقاد 

  است. در  ممينيآنها مقدار م نيو کوچک تر مميمقدار ماکس ريمقاد
 
کردن  يداپ یبرا هستند.  يرشان مشتق پذ ، در تمام نقاط دامنه يمکن  یکه به آنها بر خورد م یتوابع يشترب

قابل استفاده است که  یروش بالا هنگام که در آن مشتق صفر است.  يدکن يداپ ی، فقط عدد ینقطه بحران
  . يمکن يدارا پ ینقطه بحران يمبتوان

 
در  ديو مشخص کن ديکن دايپ١تابع را در   مياکستر ريباشد ، مقاد٣ اگر - ١مثال 

  افتد.   یاتفاق م ريمقاد نيا١کدام عدد در 
 پاسخ 

 است.  وستهيپ١در  ريدارد ، ز مياکستر ريمقاد١در همان طور که قبلا گفته شد ، 
   است.است که در آنها    از یريمقد یاست ، پس نقاط بحران ريتابع مشتق پذ نيچون ا

١ ٣ ٢ 
١است ، اگر پس  ٣   باشد. ٢

١ ٣ ٢  
٣ ٢ ١ 

٢ ١
٣

 

١
٣

٣

٣
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١چون 
٣

و  يینقاط انتهادر  فقط تواند    یتابع م نيا مي، پس مقدار اکستر ستيندر دامنه ٣

١در  ايو ١
٣

  یحساب ممربوطه را در  ري، مقاد مياکستر ريمقاد نيکردن ا دايپ یبرا اتفاق افتد. ٣
   .ميکن

١  

١
٣

٣
١
٣

٣
١
٣

٣
٣

١
٣

٣
١
٩

٣
٢
٩

٣ 

افتد ، و   یاتفاق م کيکه در صفر و   کيعبارت است ازصفر و  ١در  ممينيمقدار م جهيدر نت

٢ مميمقدار ماکس
٩

١است که در ٣
٣

   افتد.  یاتفاق م٣

 
 

 شکل 
 

٢را در  مياکستر ريباشد ، مقاد٣اگر  ٢مثال   دي، و مشخص کن ديکن دايپ۴
  افتد.   یدر کجا اتفاق م ريمقاد نيا

 پاسخ 

١است فقط اگر که  ميدان  یم١مثال از 
٣

١ ايباشد و ٣
٣

پس   باشد.٣

٢ها در تمام  یاست برا ميدار ٢در  مياکستر ريمقاد جهيدر نت۴  ديبا۴
 بازه باشد.  يیدر نقاط انتها

٢ ۶ ، ۴ ۶  
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است و  ممينيمقدار م۶افتد ، و   یاتفاق م٢است و در  مميمقدار ماکس۶که  ميريگ  یم جهيپس نت
 شکل  افتد.   یاتفاق م۴در 

 شکل 

 
 
 

   مانند مثال بعد. نباشد.  يممربوط به مقدار اکستر  یداشته باشد ول یتابع نقطه بحران يکممکن است 
 

٢را در  مياکستر ريباشد ، مقاد٣اگر  - ٣ مثال   نيا دي، و مشخص کن ديکن دايپ١
   افتند.  یدر کدام اعداد اتفاق م ريمقاد

 پاسخ 
٣است و  ريتابع مشتق پذ چون  یاست فقط براپس    است. ٢
٢ ١وو ٨  بيهستند و به ترت مياکستر ريمقاد١و ٨و لذا ١

 ميمقدار اکستر یاست ول ینقطه بحرانکه  ديکن  یم ملاحظه افتند.   یم اتفاق١و ٢در 
 شکل   .ستين
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در آن نقطه   یداشته باشد ول ميمقدار اکستر یبحراننقطه  کيدر تابع  يکاست   ممکن ينهمچن

 ميمثلا اگر داشته باش  وجود نداشته باشد. یبحران
٢
  وجود ندارد.پس ٣

  رايز
٢
٣ ١

٣  
 یاست برااما چون  است.  یصفر نقطه بحران  پس  حد بالا وجود ندارد. ديکن  یملاحظه م

 شکل   دارد. ممينيمقدار مدر پس ها و تمام 
١که  يدکن  یملاحظه م ينهمچن ١در  مميمقدار ماکس نيا١ دو پس   است.١

١ در  مميمرتبه مقدار ماکس    .رديگ   یم١

 
 

شکل نرده   يلمستط ينزم يک  اطراف خواهد یم و دارد متر نرده  يلومصالح  دو ک  یشخص  - ۴مثال 
ا  يدرا پ يلمستط ينطول و عرض  ا  حد اکثر مساحت را داشته باشد. يلمستط ينکه ا یبطور کند یکش
  . يدکن

 پاسخ 
پس  مينرده دار لومتريچون دو ک است. و عرض طول  یشکل دارا يلمستط ينهر قطعه زم

  است.  ريمطابق ز ليمستط نيا طيمح
٢ ٢ ٢ برای ١ و ١  

   .ميسيبنوتابع  کيرا به صورت  ليمساحت مستط ميتوان  یلذا ماست و ١پس 
١ برای ١ 

١چون  . ميکن دايپ١در بازه  يممماکسمقدار  يدحالا با  مياست ، پس دار٢

١است فقط اگر 
٢

که  ميدان  یم ممينيو م مميمکمل ماکس هيقض اساس  بر  باشد.

١در  ايو فقط در ١در بازه  مميتواند مقدار ماکس  یم
٢

    اماداشته باشد.١در  اي و

١
٢

١
٢

١
١
٢

١
۴

١  
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١در  مميپس مقدار ماکس
٢

  تيو در نها  افتد.  یمتر اتفاق م لويک

١ ١
١
٢

١
٢

 

  ميدارپس 
١
٢

،
١
٢

 

١مربع به ابعاد  يکاطراف  يدحصار با  يعنی
٢

 متر احدث شود. لويک

١
٢

١
۴

مربع متر کيلو  

 شکل   

 
 
  

  Definition of Relative Maximum and Minimum یموضع ينيممو م يممماکس يفتعر
عدد  کيدارد اگر در   Relative Maximum Value  یموضع مميکس مقدار ما کيتابع  يک

 در بازه  مميمقدار ماکسکه  یوجود داشته باشد ، بطورمانند 
  باشد. 
  قيطر نيبه هم

عدد  کيدارد اگر در   Relative Minimum Value  یموضع  ممينيمقدار م کيتابع  يک
 در بازه      ممينيمقدار مکه  یوجود داشته باشد ، بطورمانند 
  باشد. 
  . مينام  یم یموضع ميمقدار اکسترباشد را  یموضع ممينيم ايو  مميماکس ايکه  یمقدار
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  تپه هستند.  نييمانند بالا و پا یموضع مياکستر ريمقاد
 

 
مطلق ، شکل  ممينيو م ممينشان داده شده است و هم ماکس یموضع ممينيو م مميبالا هم ماکس ريدر تصو

   دهد.  یفرق آنها را کاملا نشان م
  Absolute Maximumمطلق  مميماکس

  Absolute Minimumمطلق  ممينيم
 

داشته  یموضع مياکستردر شود که اگر   یاستنباط م نيچن یموضع ممينيو م مميماکس فياز تعر
   شده است.  فيتعردر بازه باشد ، پس 

 مياکستردر شود که اگر   یاستنباط م نيچن ممينيو م مميمکمل ماکس هيبالا و قض فياز تعر
  . ديمثال بعد را ملاحظه کن  است. ینقطه بحران کيداشته باشد ، ، پس  یموضع

 
٣اگر  - ۵مثال  ٣  ديو مشخص کن ديکن دايرا پ یموضع مياکستر ريمقاد , باشد٢

  افتند.   یدر کدام اعداد اتفاق م
 پاسخ 
 افتند  یاتفاق م یفقط در اعداد یموضع مياکستر ريوجود دارد ، پس مقادها تمام  یبراچون 

   کنند. قراررا بر  یتساو که
٣ ٢ ٣ ٣ ٢ ١ ٣ ١ ١  

 ١و ١ یاست براپس 
 ميکن  یم دايپ١بازه اطراف  کيدارد ، ١در  یموضع ميمقدار اکستر کي ميکه نشان ده نيا یبرا

  یبا کم  .ديرينظر بگ در٢بازه   مثلا   داشته باشد. یموضع ميمقدار اکستر١در که در آن 
،که  ديکن  یملاحظه م محاسبه ١و ٢  هيقض بر اساس  است.٢و ۴
 یموضع ممينيممقدار  کي١ و لذا است ،٢در بازه  ممينيم مقدار١ مکمل 

٢ قيطر نيبه هم  است. پس  ،است ٢و ١و ۴
  یموضع  مميماکس مقدار١ پس  است.٢ در بازه مميمقدار ماکس١

 شکل   است.
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در که  ستين یمعن نياست لزوما به اکه صرفا چون  ديتوجه داشته باش- توجه 
 شکل ٣ ميمثلا اگر داشته باش دارد.  یموضع ميمقدار اکستر

به شکل  یبازه ا چيدر ه ميمقدار اکستراست ، اما که  ميدان  یم
٣بخش  در   .ستين که ممکن است مشتق صفر باشد اما در آن نقطه  ميکن  یبحث م۶

 .مينداشته باش یموضع مياکستر
 

 
 

باشد ،  نشده فيتعر      به شکل  یتابع در بازه ا کيکه اگر  ميکن  یم ديتاک نيهمچن
  باشد.  داشته ميمقدار اکستردراگر  یحت  داشته باشد.در  یموضع ميتواند اکستر  ینمپس 

 
مقدار  کيدر صفر دارد ، اما  ممينيدر صفر مقدار مپس  مياگر داشته باشمثلا 

 . شکل  ستيشده ن فيتعردر بازه  ريز ندارد.  یموضع ممينيم
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 ١.٣ ناتيتمر
١ ناتيدر تمر   . ديکن دايتوابع را اگر وجود داشته باشند ، پ ینقاط بحران٨

١ ٢ ۴ ۶ 
 

٢ ٣ ۴ ۴ ٣ ١٢ ٢ ١ 
 

٣
١

 
 

۴
١

٢ ۴
 

 

۵ ٣
٢
۵ 

 
۶  

 
٧  

 
٨ ٢  

 
٩ ناتيدر تمر و  ديکن دايپبازه داده شده توابع را اگر وجود داشته باشند در  مياکستر ريتمام مقاد١۵

  افتند.   یدر کدام اعداد اتفاق م ديمشخص کن
٩ ٢ ٢  

 
١ ۴ ۴ ۴ ۴  

 

١١
١
٢

 

 

١٢ ١ ٢ ٢ ٣  
 

١٣ ١ ٢  
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١۴ ٣
٣

٢٧

٣

٨
 

 

١۵ tan
٢ ۶

 

 
١۶ ناتيتمردر  و  ديکن دايتوابع را اگر وجود داشته باشند پ یموضع مياکستر ريتمام مقاد٢

  افتند.   یدر کدام اعداد اتفاق م ديمشخص کن
١۶ ٣ ٣ ٢ 

 
١٧ ٣ ٣ ٢ ٩ ٢ 

 
١٨ ۵ ٢  

 
١٩ ٣  

 
٢  

 
  . ديثابت کنحالت  یرا برا ممينيو م مميمکمل ماکس هيقض – ٢١
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 ١.٣ ناتيپاسخ تمر
 

١ ناتيدر تمر   . ديکن دايتوابع را اگر وجود داشته باشند ، پ ینقاط بحران٨
١ ٢ ۴ ۶ 

٢ ۴ ٢ ٢ ٢  

   است.٢ یپس نقطه بحران
 

٢ ٣ ۴ ۴ ٣ ١٢ ٢ ١ 
١٢ ٣ ١٢ ٢ ٢۴ ١٢ ٢ ٢ ١٢ ٢ ١  

يا یاست براپس  ٢ يا      یو لذا نقاط بحران١
، ١ ، ٢  

  هستند. 

٣
١

 

١
١
٢

٢ ١
٢

 

٢ ١ ١ 
   هستند.١ یو لذا نقاط بحران١ یاست براپس 
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۴
١

٢ ۴
 

٢

٢ ۴
٢
 

   است. یو لذا نقطه بحران یاست براپس 
 

۵ ٣
٢
۵ 

۶
۵

٣
۵  

   صفر است. ینقطه بحران  در صفر وجود ندارد.اما   شود.  یوقت صفر نم چيهپس 
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که  ديکن  یاست و ملاحظه ماست و قرمز رنگ نمودار رنگ نمودار  یبالا نمودار آب ريدر تصو
   در صفر وجود ندارد.
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۶  
 

یاست براپس 
٢

  حيهر عدد صح یبرا

 ینقاط  بحران و لذا
٢

  حيهر عدد صح   یبرا هستند

 
٧  

١  
٢ یاست براپس  ٢      حيهر عدد صح یبرا١

٢ ینقاط بحران   حيهر عدد صح یهستند  برا١
 

٨ ٢  
١ 

  وجود ندارد.٢و ١ ميدار٢ یو برا١ ميدار٢ یبرا
   است.٢ ینقطه بحران
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٩ ناتيدر تمر    ديکن دايتوابع را اگر وجود داشته باشند در بازه داده شده پ مياکستر ريتمام مقاد١۵
  افتند.   یدر کدام اعداد اتفاق م ديو مشخص کن

٩ ٢ ٢  
٢ ١ 

٢ ١
١
٢

 

١پس 
٢

١ اي٢ ايتوانند در   یم مياکستر ريمقاد نيبنا بر ا  است.٢در  یتنها نقطه بحران 
٢

 

٢و چون  اتفاق افتند.  ١و ٢
٢

١
۴

در  ممينيمقدار ماست ، پس 

١عبارت است از ٢
٢

١
۴

٢ مميو مقدار ماکس    است.٢
 

١ ۴ ۴ ۴ ۴  
۴ ٣ ۴ ۴ ٣ ١  

۴در  یتنها نقطه بحران ۴در  مياکستر ريپس مقاد١عبارت است از ۴ ۴ 
۴ ايو ۴ اي١توانند در   یم ۴چون  اتفاق افتند.   ١و ٢٧٢ ٣ 

۴و  ۴در  ممينياست ، پس مقدار م٢۴ ١عبارت است از ۴ ٣ 
۴ مميو مقدار ماکس    است.٢٧٢

١١
١
٢

 

٢
۴ ٢

١
٢ ٢

 

   شده است. فيتعرتمام اعداد مثبت   یشود و برا  یوقت صفر نم چيهکه  ديکن  یملاحظه م
در دو  ايو  ینقطه بحرانتنها در  ميتواند مقدار اکستر  یمو چون   وجود ندارد. ینقطه بحران چيپس ه

   .ممينيدارد و نه م ممينه ماکسپس  کدام وجود ندارند ، چيداشته باشد و چون ه بازه ، يینقطه انتها
 

١٢ ١ ٢ ٢ ٣  

١ ٢

 

٢در  یتنها نقطه بحران ٢در  مياکستر ريصفر است. پس مقاد٣ توانند در   یم٣

٢چون   باشند.٣ ايو ٢ اي ٣و ١و ۵  است ، پس١
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٢ در ممينيم مقدار ٣ مميمقدار ماکس و١از  عبارت است٣  است.١
  
 

١٣ ١ ٢  
 چون 

١
٢

برای  

١
٢

برای  

١در  یپس تنها نقطه بحران وجود ندارد ،و   ميو لذا تنها مقدار اکستر صفر است.٢
١ یبرا که ديتوجه داشته باش  اتفاق افتد.    تواند در  یم   ميدار٢

 
١در  ممينيپس مقدار م    هم وجود ندارد. مميو مقدار ماکسعبارت است از ٢

 
 
 

١۴ ٣
٣

٢٧

٣

٨
 

١
٣

٢
٣ ٣ برای  

در  یتنها نقطه بحران وجود ندارد. و 
٣

٢٧

٣

٨
  ميپس مقدار اکستر  صفر است.

در 
٣

٢٧

٣

٨
تواند در   یم

٣

٢٧
 ايو  ايو 

٣

٨
 چون  اتفاق افتد.

٣

٢٧ ٣
١
٢

٣  
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 و 

٣

٨ ٢
١ 

در  ممينيپس مقدار م
٣

٢٧

٣

٨
شود   یم

٣

٨
  مميو مقدار ماکس١

شود   یم
٣

٢٧
١
٢

٣ 
 
 

١۵ tan
٢ ۶

 

١
٢

٢

٢
برای

٢ ۶
 

در  ینقطه بحران
٢ ۶

که  قتيحق نيوبا  توجه به ا   ندارد.
٢ ۶

ندارد ،  يینقطه انتها چيه

در است که  یمعن نيبه ا
٢ ۶

   ندارد. ميمقدار اکستر چيه
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١۶ ناتيدر تمر و  ديکن دايتوابع را اگر وجود داشته باشند پ یموضع مياکستر ريتمام مقاد٢
  افتند.   یدر کدام اعداد اتفاق م ديمشخص کن

١۶ ٣ ٣ ٢ 
٣ ٢ ۶ ٣ ٢  

 ٢و عبارتند از  یپس نقاط بحران
١در بازه  در آنها  مياکستر ريهستند که ممکن است مقاد یتنها امکانات١و و ١   اعداد١

١چون   د.افتاتفاق  ١و و ۴ در    مميمقدار ماکس پس٢
   است. یموضع  مميمقدار ماکس نيا بر بنا  است. آن بازه
١ در بازه  ميدر آنها مقدار اکستر  هستند که ممکن است  يیها نامزد تنها٣و ٢و ١اعداد ٣

١چون   د.افتاتفاق  ٢و ٢  ممينيمقدار م۴  پس  است ٣و ۴
٢  لذا    است. بازه آن در    است. یموضع ممينيمقدار م۴
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١٧ ٣ ٣ ٢ ٩ ٢ 
٣ ٢ ۶ ٩ ٣ ٢ ٢ ٣ ٣ ٣ ١  

۴در بازه   دارد. ینقاط بحران١و ٣در پس  تنها ٢و ٣و ۴اعداد ٢
۴چون     د.افتاتفاق  ميهستند که ممکن است در آنها مقدار اکستر  يیها ديکاند و ١٨

٢ ٣و ٢ ٢۵ ٣ پس  است    در  یموضع مميمقدار ماکس٢۵
   آن بازه است.

 ميآنها ممکن است مقدار اکستر  هستند که در  يیتنها نامزد ها٢و ١و اعداد ٢در بازه 
١  و٢چون   اتفاق افتد.  ممينيمقدار م٧  پس   است٢و ٧

١لذا   است. بازه  آن  در    است. یموضع  ممينيمقدار م٧
 

 
 

١٨ ۵ ٢  
۵ ۴ ٢ ۵ ۴ ۴ ۵ ٢ ٢ ٢ ٢  

٢ در بازه  دارد.٢و ٢در  ینقاط بحران یداراپس  ٢  اعداد٢ و ٢

چون   افتد.  اتفاق   در آنها مياست مقدار اکستر که ممکن هستند  يینامزد ها تنها  و٢

٢ ٢ ٨٨ ٢و ٢ ١۶  است ، پسو ٢

١۶ ٢لذا   است. بازه آن در مميمقدار ماکس٢ ١۶   یموضع  مميمقدار ماکس٢

    است.
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٢ است ، پس تابع فرد کيچون  ١۶    است. یموضع ممينيمقدار م٢

 
به  ، نديگو  یهم م یمحل ممي، ماکس یموضع  ممي، به ماکس ديکن  یهمان طور که در شکل بالا ملاحظه م

  یمحل ممينيم بيترت نيهم
  Local Maximum یمحل مميماکس

  Local Minimum یمحل ممينيم
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١٩ ٣  
 

در که  ديکن  یملاحظه م
٢

   باشد. یحيتواند هر عدد صح  یمنقاط بحران دارد.  
 چون 

٣ ۴ ٣
٢

 

 زوج   حيصحهر عدد  یاست برا
 پس

٢
۴  

     زوج حيصحاست بر هر عدد  یموضع ممينيمقدار م
 و چون 

٣ ٢ ٣
٢

 

     فرد حيصحاست بر هر عدد 
 پس 

٢
٢  

     فرد حيصحهر عدد  یاست برا یموضع مميمقدار ماکس
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٢  
 

 چون   دارد. ینقاط بحران حيدر  هر عدد صحپس 
١  

  یاست برا
١
٢

١
٢

 

 حيهر عدد صح یاست برا یموضع  ممينيممقدار  کي١پس زوج  حيو هر عدد صح
 زوج 
 چون  قيطر نيبه هم

١  
  یاست  برا

١
٢

١
٢

 

 حيهر عدد صح یاست برا یموضع مميمقدار ماکس کي١پس فرد  حيو هر عدد صح
 فرد 
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  . ديثابت کنحالت  یرا برا ممينيو م مميمکمل ماکس هيقض – ٢١
 چون   است.حالت دوم  که 

 

١بخش ١٧شماره  هياست ، پس طبق قض   ميکه گفت٣
 به  یها که به اندازه کافتمام  یاست برا پس باشد ،اگر 

   باشند. کينزد
 که  ميدان  یم

 
 باشد ، پس اگر  نيچن یبرا  است.

مثبت
منفی

 

 پس  باشد ،اما اگر   ندارد.در   یمقدار حد اقل جهياست و در نتپس 

منفی
منفی

 

 پس اگر   ندارد. یمقدار حد اقلدر  جهيو در نت  است.است و لذا 
 

  .ممينيدارد و نه م ممينه مقدار ماکسدر باشد  ، 
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  The Mean Value Theorem يانگينم مقدار يهقض – ٢.٣
تابع  يک يممقدار اکستر يدگو  یم يهقض ينا . يمرا بحث کرد ينيممو م يمممکمل ماکس يهقض٣.١در بخش 

  رول  بر وزن حول هيقض . اتفاق افتند یدر نقر بحران ايو  يیتواند در نقاط انتها  یمدر 
نقطه   کيحد اقل  شهيباشد ، پس همباشد و  وستهيپدر اگر  يدگو  یم

 وجود دارد. در  یبحران
 

  Rolle’s Theoremرول  يهقض
 کيباشد ، حد اقل و اگر  ريمشتق پذباشد و در  وستهيپدر اگر 

  است. که  یوجود دارد بطوردر عدد مانند 
 

  عدد   هر یبرا استثابت باشد ، پس مشتق آن صفر است ، و لذا اگر –اثبات 
،  ممينيو م مميماکس هيآن ، بر اساس قض ممينيو م مميماکس ريثابت نباشد ، پس مقاد  اگر در

 اما چون  متفاوت هستند. 
 

چون بر اساس  اتفاق افتد. در نقطه  کيدر  ديدو مقدار با نياز ا  یکياست ، پس حد اقل 
   است.است ، پس  ريمشتق پذدر ،  هيفرض قض

 Aشکل 

 
 

 
باشد ، پس  باشد و  وستهيپدر شود که اگر   یم يجهنت ينرول چن يهاز قض

  وجود ندارد. اياست و  اي که یوجود دارد بطوردر عدد مانند  کي
   است.در  ینقطه بحران کيدر هر دو حالت 
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رول حذف کرد ، مثلا اگر داشته  هيتوان از قض  یرا نمکه شرط  يدتوجه داشته باش
آن است که  یبه معن نيا وها در تمام  یاست برا١پس  ميباش

 ها در تمام  یاست برا
 

خط مماس  بيشنمودار  یرونقطه مثلا  يکشود که در   یاستنباط م ينرول چن  يهازقض
  یم وصلبه  راکه   یخط  نيهمچنخط سبز رنگ در شکل  صفر است. 

هر دو خط با هم  نيو اشکل  در نينقطه چ خط    ميدار چون است یکند ، افق
   هستند. یمواز

 
 ايباشد ؟ رول  يهوجود دارد که بر عکس قض یا يهقض ياآ يدآ  یم يشسوال پ ينحالا ا

که خط مماس  یوجود داشته باشد بطوردر نقطه مانند  کيلازم است  ايآ،  گريبه عبارت د
 ؟  کند  یوصل مرا به باشد که   یخط یموازدر بر نمودار  

 شکل 
 شکل 

 
 

باشند ، پس  سوال بالا را  یآنها با هم مساو بيکه شهستند  یموازباهم  یعمود هنگام ريچون دو خط غ
 که رابطه  یوجود دارد بطوردر مانند  یلزوما نقطه ا ايآ کرد.  یسيباز نو نيتوان چن  یم

 
 

  دهد.   یسوال پاسخ م نيبه ا نينگيمقدار م هيبر قرار باشد ؟ قض
 

 خط مماس 
 خط قاطع 

 
 
 

 
 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



قضيه ميانگين  انوشـيروان صراف  حساب ديفرانسيل آرمان ٣.٢ 

421 
 

  The Mean Value Theorem نيانگيمقدار م هيقض
در عدد مانند  کي، پس  ريمشتق پذ باشد و در   وستهيپدر اگر 

 که  یوجود دارد بطور

١  
 

  اثبات
  . ديآ  یبدست م ريفرمول ز قياز طرخط  کيکه معادله  ديدان  یم

١ ١  
  . ميسينو  یم ريرا مطابق ز Secant Line  معادله خط قاطع با توجه به شکل 

 

 روشن شد؟ و ١ ست؟يواضح ن
  . ميده  یادامه م

  . ميکن  یحل م یمعادله بالا را برا

 
 

  شود.  فيتعر ريز قيبه طر ميکن  یفرض متابع   کيحالا فرض 

،  

   از  یساده ا بيترک کي،  چون  ريپذمشتق است و در  وستهيپدر  حالا
  ميکردن در معادله بالا دار نيبا جانش  است.  یتابع خط کيو توابع ثابت و 

 
 اما   است.که  یوجود دارد بطوردر عدد  کيرول ،  هيپس بر اساس قض

 
 و لذا 

 
   .ميکن  یحل م یمعادله بالا را برا
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١ مياگر داشته باش – ١مثال 
٣

٣  که  یبطور ديکن دايپ٣در عدد  کي٢

٣
٣

 

  باشد. 
 پاسخ 
 چون 

٣
٣

١۵
٣

۵ 

 که  ميدان  یم  باشد.۵که  یبطور ميکن ديپ٣در عدد  کي ديپس با
٢ ٢ 

  را بر قرار کند.  ريرابطه ز ديباپس 
٢ ٢ ۵ 

 پس 
٢ ٣ ٣ 

 

 
را  يانگينمقدار م يهمرتبه قض ينبر اول یفرانسودان     ياضیر لاگرانژ   که هنگامی 

  مترادف بودند.  نيانگيو ممعدل کرد ، دو کلمه  يشنهادپ
١در بخش  که یانيم مقدار هيبا قض نيانگيمقدار م هيقض نيا    آمد ، اشتباه نشود.۶

 
باشد ، پس سرعت متوسط در زمان محور  یرو  یشئ کينشانگر مکان اگر 

 شود   یمبازه  یط نينگيم اي
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است با سرعت  یمساو، سرعت متوسط در طول بازه  نيانگيمقدار م هيبر اساس قضپس 
  دردر لحظه 
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 ٢.٣ ناتيتمر
١ ناتيدر تمر   یخط یموازنمودار که در آنها خط مماس بر در بازه تمام اعداد ۵

   .ديکن دايکنند ، پ  یرا به هم متصل مو است که نقاط 
١ ٢ ۶ ۴ 

 
٢ ٣ ۶ ٢  

 
٣ ٣ ۴ ٢ ١  

 
۴ ٣ ٣ ٢ ٣ ١ ٢ ٢  

 

۵ ١
١
٣ ١ ٨ 

 
 اعداد ثابت باشند و ،که   یدر صورت٢ مياگر داشته باش – ۶

 نيآنرا تضم نيانگيمقدار م هيکه قضعدد مانند  یهر بازه ا یکه برا يدنشان ده صفر نباشد. 
  است.  یانيکرده ، نقطه م

 
   ميداشته باش  یبرا  يدفرض کن – ٧

 
 که  ديثابت کن نيانگيمقدار م هيبا استفاده از قض  

 
 است.

  

٢٨   عدد نييکران  بالا و کران  پا٧شماره  ينتمر يجهبا استفاده از نت - ٨
٢
  . ديکن دايرا پ  ٣

 
١که عدد  ديحدس بزن٧شماره  نيتمر جهياز نتبا  استفاده - ٩   یقيچه قدر  از مقدار حق٧

    فاصله دارد.٣
 

١  
 طول هيثان٩ازترمزگرفتن     بعد ها  لياز اتومب  یکي، مشخص شد که  ليتصادف اتومب کيبعد از 

اگر حد اکثر مجاز  است .  متوقف شده  تا  اثر گذاشت  جاده یرو  فوت خط ترمز۴   و ديکش
مجاز داشته است؟  ريتوان ثابت کرد که راننده سرعت غ  یم ايبوده ، آ   درساعت ليما٣ سرعت 

 در ساعت ليما٣از  شيسرعت ب یعني
  هيفوت در ثان۴۴است با  یدر ساعت مساو  ليم٣    يیراهنما

 
 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



قضيه ميانگين  انوشـيروان صراف  حساب ديفرانسيل آرمان ٣.٢ 

425 
 

پاسخ  کي١در بازه ١ یتساو یکه برا ديرول نشان ده هيبا استفاده از قض – ١١
   وجود دارد.

  ٢.٣ ناتيپاسخ تمر
١ ناتيدر تمر   یخط یموازکه در آنها خط مماس بر نمودار در بازه تمام اعداد ۵

   .ديکن دايکنند ، پ  یرا به هم متصل مو است که نقاط 
١ ٢ ۶ ۴ 

٨
۴

٢ 

٢ ۶ 
  یعني باشد. ٢که  ی، بطور ميکن دايپ۴در بازه عدد  کي ديبا

٢ ۶ ٢ ٢  

 
 

٢ ٣ ۶ ٢  
۴
٢

٢ 

٣ ٢ ۶ 
  یعني  باشد.٢که  ی، بطور ميکن دايپ٢در بازه عدد  کي ديبا

٣ ٢ ۶ ٢ ٢ ۴
٣

 

٢باشد ، پس  ديبا٢چون 
٣

   است.٣
 

٣ ٣ ۴ ٢ ١  
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۵ ۴
١ ٢

٩
٣

٣ 

٣ ٢ 
٢را در بازه  ديبا   یعنيباشد ، ٣که  یبطور ميکن دايپ١

٣ ٢ ٣ ٢ ١  
٢چون     است.١باشد ، پس  ديبا١

 
 

۴ ٣ ٣ ٢ ٣ ١ ٢ ٢  

١
٢ ٢
٢ ٢

٣ ٢۵
۴

٧ 

٣ ٢ ۶ ٣ 
٢در بازه  ديبا   یعني  باشد.٧که  یبطور ، ميکن دايپعدد  کي٢

٣ ٢ ۶ ٣ ٧ ٣ ٢ ۶ ۴  

١معادله درجه دوم بالا  یها شهير
٢١

٣
٢ ديچون با  است.   باشد ، پس٢

١
٢١

٣
 

 است. 
 

۵ ١
١
٣ ١ ٨ 

٣ ٢
٨ ١

١
٧
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١
٣

٢
٣  

١در بازه عدد  کي ديبا ١که  ی، بطور ميکن دايپ٨
٧

  یعنيباشد 

١
٣

٢
٣

١
 

  ميپس دار  باشد.

٧
٣

٣
٢
 

 
 اعداد ثابت باشند و ،که   یدر صورت٢ مياگر داشته باش – ۶

 نيآنرا تضم نيانگيمقدار م هيکه قضعدد مانند  یهر بازه ا یکه برا يدنشان ده صفر نباشد. 
  است.  یانيکرده ، نقطه م

 پاسخ 
   را بر قرار کنند. ريز یتساو ديبااست ، پس ٢چون 

٢
٢ ٢

 
٢ ٢

 
 پس 

٢  

٢
 

   است.بازه  یانينقطه مپس 
 
   ميداشته باش  یبرا  يدفرض کن – ٧

 
 که  ديثابت کن نيانگيمقدار م هيبا استفاده از قض  

 
 است. 
 پاسخ 

 که  یوجود دارد ، بطوردر عدد مانند  يک،  يانگينمقدار م يهبر اساس قض

 
  ميپس دار  است.
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  . ميدارپس 
 

٢٨   عدد نييکران  بالا و کران  پا٧شماره  ينتمر يجهبا استفاده از نت - ٨
٢
  . ديکن دايرا پ  ٣

 پاسخ 

اگر 
٢
 باشد ، پس ٣

٢
٣

١
٣  

٢٧ یو برا  است.   ميدار٢٨
٢
٩

 

 ٧شماره  نيبر اساس تمر است. 

٢٨
٢
٣ ٢٧

٢
٣

٢
٩

٢٨ ٢٧
٢
٩

 

 پس 

٩
٢
٩

٢٨
٢
٣ ٩

٢
٩

٨٣
٩

 

 اما 

٢٨
٢
٣ ٩ 

    پس  است. 

٩ ٢٨
٢
٣

٨٣
٩

 

 
١که عدد  ديحدس بزن٧شماره  نيتمر جهيبا  استفاده از نت- ٩   یقيچه قدر  از مقدار حق٧

    فاصله دارد.٣
 پاسخ 

٢در بازه اگر   باشد. ميکن  یفرض م ٨٩   پس باشد ،٣
١

٢
١

٢ ٢ ٨٩

١
٣ ۴

٢٩۵ 
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٢با   است.  که  ديگو  یم٧شماره  نيتمر٣و ٨٩

٣ ١ ٧ ٣ ٢ ٨٩ ٢٩۵ ٣ ٢ ٨٩ ٣٢۴۵  

 
١  

 طول هيثان٩ازترمزگرفتن     بعد ها  لياز اتومب  یکي، مشخص شد که  ليتصادف اتومب کيبعد از 
اگر حد اکثر مجاز  است .  متوقف شده  تا  اثر گذاشت  جاده یرو  ترمزفوت خط ۴   و ديکش

مجاز داشته است؟  ريتوان ثابت کرد که راننده سرعت غ  یم ايبوده ، آ   درساعت ليما٣ سرعت 
 در ساعت  ليما٣از  شيسرعت ب یعني

  هيفوت در ثان۴۴است با  یدر ساعت مساو  ليم٣    يیراهنما
 پاسخ 

 پس   .ديلغز هيثاندر مدت  ليکه اتومب باشد یمسافت  ميکن  یفرض م
٩و   باشد ، ريپذ مشتق٩و در  وستهيپ٩در  مياگر فرض کن  است.۴

 ٩در مانند   یزمان کي یکه برا ميريگ  یم جهي، نت نيانگيمقدار م هيبر اساس قض
٩

٩
۴

٩
۴۴ 

در ساعت  ليم٣ ايو  هيفوت در ثان۴۴از  شيبعد از استفاده از ترمز ، سرعت ب یدر لحظه ا یعني
   است. داشته مجاز ريغ سرعت کرد ،شروع به لقزش  نکهيبعد از ا ليپس اتومب  است. بده
 

پاسخ  کي١در بازه ١ یتساو یکه برا ديرول نشان ده هيبا استفاده از قض – ١١
   وجود دارد.

 پاسخ 
 مشتق١در  و وستهيپ١در پس   باشد.١ ميکن  یفرض م

 هياست ، قض١است و ١چون   است. ريپذ
  که یبطور وجود دارد ،١ درعدد مانند  کيکه  ديگو  یرول م

١  
  ايو 

١  
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  يانگينمقدار م يهقض یکار برد ها - ٣.٣
Applications of the Mean Value Theorem 

 يجنتا ينمهم تر يهقض ينشود، ا  یبکار برده م يگرد يایقضا اغلب جهت اثبات يانگينمقدار م يهقضچون 
  یم يهقض يناول . يمبر  یکاملا متفاوت بکار م يهاثبات دو قض یبرا را  يهقض ينحالا  ا حسابان است. 

بازه داشته باشند ، پس تفاوت  آن توابع در  يکدر  یدر هر عدد يکسان یها يبش یاگر دو تابع دارا يدگو
   عدد ثابت است. يکآن بازه ، 

 
 ١.٣.٣ يهقض
  ميداشته باشدر ها      تمام یاگر  برا باشد.  وستهيپبازه  کيدر  يمکن  یفرض م  - الف

 
  مقدار ثابت است.  کيدر پس 

  ميداشته باشدر هر نقطه  یاگر برا باشند.  وستهيپدر بازه و  ميکن  یفرض م  - ب
 

که  یدارد ، بطور وجودعدد ثابت مانند  کي،  گريبه عبارت د عدد ثابت است.  کيپس 
  ميداشته باش  ها در تمام  یبرا

 
 

 اثبات 
 قسمت الف 

مقدار  هيبر اساس قض  باشد.باشند و در  یاريدو عدد اختو  يمکن  یم فرض 
 که  یوجود دارد ، بطوردر عدد مانند  کي نيانگيم

١  

   .ديآ  یدر م ريبه صورت ز١است ، پس فرمول  ميدار هيبر اساس فرض قض
 

 پس 
 

عدد ثابت  کيدر ثابت است و لذا در  یهر دو عدد یبرامقدار که  ميريگ  یم جهيپس نت
١پس ۵ ميمثلا اگر داشته باش است.  ٢و ۵  .آخر   یو ال۵

 
 اثبات قسمت ب 

  ميدار هيبر اساس فرض قض
 

 پس 
 

به  عدد ثابت است.  کي جهيدر نت کند.   یقسمت الف را بر قرار م طيشرا  پس 
 که  یوجود دارد بطورعدد ثابت مانند  کي،  گريعبارت د

 
 ها  در تمام  یاست برا
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وجود مانند  یاگر تابع و  شده باشد.  فيتعربازه مانند  کيکه در مانند  يمداشته باش یاگر تابع
 که  یداشته باشد ، بطور

 
است مشتق    چون   نامند.  یمتابع    Antiderivative  ضد مشتقرا باشد ، آنوقت 

 در 
٣ضد مشتق ٣بازه داده شده ،  کيپس در    است. ضد مشتق است و ٢

 
مشتق ها را با اضافه ضد  هي، بق ميداشته باش  ضد مشتق  کيبالا ، اگر  هيبر اساس قسمت ب قض

 یپس در هر بازه داده شده ، تنها ضد مشتق ها . ميکن دايپ ميتوان  یمبه  یکردن اعداد ثابت
٣ هستند به شکل  یتوابع یو تنها ضد مشتق ها٣هستند به شکل  یتوابع٢

 
 

  . ديکن دايرا پ ريتوابع ز یضد مشتق ها – ١مثال 
٢ -الف  ۴ 
 ٢ -ب 

 پاسخ 
١چون   –الف 

٣
٢است و ٢ضد مشتق ٣  است ، پس ۴ضد مشتق ٢

١
٣

٣ ٢ ٢  

٢ضد مشتق  کي ٢ یهااست و همه ضد مشتق ۴   هستند.  ريشکل ز یدارا۴
١
٣

٣ ٢ ٢  

 مانند  یهر عدد ثابت یبرا
 

شکل  یدارا٢ یاست پس همه ضد مشتق هاتابع ٢ یاز ضد مشتق ها  یکي - ب 
  هستند.  ريز

 
 مانند  یهر عدد ثابت یبرا
 

 ٢مانند مثال  نقطه مشخص وجود دارد.  کيضد مشتق با مقدار مشخص در  کيفقط  قتيدر حق
 

باشد و که مشتق آن  یباشد بطور یتابعاگر  – ٢مثال 
٢

را باشد ، تابع ١
  . ديمشخص کن

 پاسخ
٣ هيهستند بر اساس قضهر دو ضد مشتق sinو چون   ٣ عدد ثابت  کيقسمت ب ١
 عدد مناسب  کي یبراکه  یوجود دارد ، بطورمانند 
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 ديگو  یمناسب از فرض مساله که م کردن آن عدد دايپ یبرا
٢

، پس  ميکن  یاستفاده م١
  . ميدار

١
٢ ٢

١  

 است و لذا ٢پس 
٢  

  است. 
 

  Increasing and Decreasing Functions یو نزول یتوابع صعود
 کينمودار  ليو تحل هيو تجز  ميراکستريکردن مقاد داياست که در پ نيا نيانگيمقدار م هيقض جهينت نيدوم

   کند.  یم جاديتابع سهولت ا
و در و  یاگر برا است Increasing   یصعود بازه  کي ر د تابع  کي مييگو  یم

  ميداشته باش
و و  یبرا است اگر Strictly Increasing  یمطلقا صعود اي یصعود دايتابع اک کي 

  ميداشته باش 
  بالا است.  فيتعرمانند   Strictly Decreasing  ینزول دايو اک Decreasing  ینزول فيتعر

ازچپ به راست به طرف است ، اگر نمودار آن  یصعود داياکتابع در  کي،  یهندس شياز نظر نما
 شکل  داشته باشد.  بيبالا ش

 شکل  داشته باشد.  بيش نيياست ، اگر نمودار آن از چپ به راست به طرف پا یتابع مطلقا نزول کي
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 ٢.٣.٣ هيقض
  باشد.  ريمشتق پذ  یاز نقاط داخل کيباشد و در هر  وستهيپبازه  کيدر  ميکن  یفرض م

به علاوه   است. یصعوددر پس   یاز نقاط داخل کيباشد در هر اگر  –الف 
  نقطه در یتعداد معدود یباشد فقط برا است ، اگر یصعود داياکدر 

 
 علاوهبه   است.  ینزولدر پس   یاز نقاط داخل کيباشد در هر اگر  - ب 

  نقطه در یتعداد معدود یباشد فقط برا است ، اگر  ینزول داياکدر 
 

 اثبات 
 هيبر اساس فرض قضباشند و در  یانتخاباعداد و  ميکن  یفرض م – الف   

مورد   در نيانگيمقدار م هيقض ميتوان  یپس م  است. ريمشتق پذو در  وستهيپدر 
 که  یبطور ميکن دايپدر عدد  کيتا  ميبکار ببر

 
 است که  یمعن نيپس به ااست و چون   باشد.

 
  است.  یصعوددر و لذا پس  است. 

چون در بالا ثابت   .ستين یصعود داياکدر  ميکن  یاثبات جمله  آخر قسمت الف ، فرض م  یبرا
وجود دارد در و است که دو نقطه متفاوت  یمعن نياست ، به ا یصعودکه  ميکرد

که  یبطور , ثابت استدر  یعني نيا  است.و که  یبطور
  ميدار یبرا

 یبجز تعداد معدودها در تمام  یاست برا مييبگو ستين حيصح، گريبه عبارت د
 یصعوددر  داياکپس ،نقاط در  یبجز تعداد معدود،  باشدلذا اگر   نقاط.

  است. 
   قسمت الف است. هياثبات قسمت ب هم شب

 
٣اگر   - ٣مثال  ٣ ٢ ٣ و در  یدر کدام بازه مطلقا صعود ديباشد ، مشخص کن۴
   است. یبازه مطلقا نزول کدام

 پاسخ 
  ميها دارتمام  یبرا

٣ ٢ ۶ ٣ ٣ ١
٢

 
٣ هيمله آخر قسمت الف قضپس بر اساس ج١ یمثبت است بجز براپس  ٣ تابع ٢

 شکل   است. یصعود داياک در
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٢اگر  – ۴مثال  ٣ ٣ ٢ ١٢ مطلقا در کدام بازه  ديباشد ، مشخص کن٣
 است.  یاست و در کدام بازه مطلقا نزول یصعود
 پاسخ 

۶ ٢ ۶ ١٢ ۶ ٢ ١  
   .ميده  یم ليرا تشک ريجدول ز

 
٢ ١ ∞  

  بازه بازه ١بازه
١  ٢ ١  ٢  عبارت 

   ٢ 
   ١ 
   ٢ ١  

 
است در و ١و ٢است در که  ميريگ  یم جهياز جدول بالا نت
، ٢  است یصعود داياکپس ٢و ١  یاست برابه علاوه ١

٢است در  ینزول دايو اک١و ٢در  ١ 
 شکل 
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  اطياحت
٣ هيکه قض ديتوجه داشته باش ٣ بازه ها  یآنرا برا ميتوان   یصادق است. و لذا م فقط در مورد بازه ها ٢

١پس ١به  دي، توجه کن ديتاک  یبرا  .ميبکار ببر
تمام  یاست برا٢

 ها در دامنه 
و در هر  یبرا  راي. زاست  ینزول دايدر دامنه اش اک    مييبگو  ستين حياما صح

 بر  قرار است. شکل   ینا مساودر    هر
 و  یاز بازه ها  کيهر است در  ینزول داياکاما 
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  The Cauchy’s Theorem یکاش يهقض

    یاگر برا  باشند. ريمشتق پذبده و در بازه  وستهيپدر بازه و  يدفرض کن
 

  يمداشته باش
 

 که  یوجود دارد ، بطوردر عدد مانند  کيپس 

١  

 
 

 یکاش هيقض  اهل کاشان اشتباه نشود. زياست با هم وطنان عز  یدانشمند فرانسو کينام  Cauchy  یکاش
   هم معروف است. نيانگيمقدار م  یکل هيبنام قض ايو  نيانگيمقدار م هيقض افتهي ميتعم هيبنام قض

 اثبات 
   .ميآور  یتابع مخصوص به وجود م کي،  ميانجام داد  نيانگيمقدار م  هيقض جا هم مانندآنچه در اثبات نيا

،  
 ريمشتق پذدددر بازه   و وستهيپاست ، پس در بازه و از   یبيترکچون 
 که  یبطور وجود دارد ،در عدد  کي نيانگيمقدار م هيبر اساس قض نيبنا بر ا  است.

 
 گريمحاسبه د کي است. و لذا شود که   یحساب ساده معلوم م کيبا 

 کند که   یآشکار م
،  

 است ، پس چون 
٢  

  جهياست در نت یاست برا هيبر اساس فرض قض  است.

مقدار  هيباشد ، پس بر اساس قضاگر  راياست ، ز نيهمچن  است.
است با فرض   ريمغا نيو ادر  کي یاست براداشت  مي، خواه نيانگيم

  هيقض
 را بر ٢شماره  یدو طرف تساو ميتوان  یاست ، مو چون 

   .ميرا بدست آور ريتا رابطه ز ميکن ميتقس

 

  ايو 

 

شود به معادله   یم ليتبد١پس فرمول شماره ،  ميداشته باش یاگر برا
  رايز  .نيانگيمقدار م هيقض
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١
 

   ند. گذاشته ا نينگيمقدار م هيقض افتهي ميتعم هي، را قض یکاش هيخاطر نام قض نيبه هم
 
 

 
 

  L’Hopital’s  Rule Theorem   تاليلا پ قانون هيقض
   باشد. ايو  ايو   یقيعدد حق کي ديفرض کن

  یباشد برا، و   باشند ريمشتق پذدر بازه و ديفرض کن  -الف
 

 اگر 

و  

 باشد ، پس 

 

  از طرف چپ هم صادق است. به     شدن کينزد یموضوع برا نيهم
 

 یباشد براباشند ، و  ريمشتق پذدر بازه و ديفرض کن -  ب 
 اگر 

و  

 باشد ، پس 

 

  صادق است. به شدن  کينزد یموضوع برا نيهم
 

 
 

 اثبات قسمت الف 
   .ميکن  یم فيتعر ريمطابق زرا در و دو تابع 

برای
برای

 

 
برای
برای

 

 
 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 حساب ديفرانسيل آرمان ٣.٣ کاربردهای قضيه مقدار ميانگين انوشـيروان صراف

438 
 

 پس 
 

،  نيعلاوه بر ا  موضوع صادق است. نيهم هم یبرا  است. وستهيپدر که  یبطور
  یم قيتطبو با  بيبه  ترتدر  آنها  رايهستند ، ز ريمشتق پذدر و 

و در  وستهيپدر و باشد ، پس در   یهر عدداگر  جهيدر نت  کنند.
 یمعن نيبه ا“ یکاش هيقض“ نيانگيمقدار م هيقض افتهي ميتعم هياساس قض بر  هستند. ريمشتق پذ

 که  یبطور وجود دارددر عدد  کياست که 

 

 است که  یمعن نيبه اهستند در و چون 

 

 که  ميدان  یاست ، پس مچون 
 

 که  ميريگ  یم جهينتبا   ینيجانش هيپس با استفاده از قض

 

سمت چپ و حد  یحد ها  داشت. قسمت آلف در بر سمت راست در یها حد که یاثبات معادله ا بود نيا
   توان ثابت کرد.  یم قيطر نيبه هم دو طرف هم  یها
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 ٣.٣ ناتيتمر
١ ناتيدر تمر    .ديا کن ديپ را تابع داده شده یضد مشتق ها هيکل۵

١  
 
 

٢  
 

٣ ٢ 
 

۴ ۶ ۵  
 

۵  
 

۶ ناتيدر تمر   . ديکن دايداده شده را بر قرار کند ، پ طيرا که شرا یتابع٩
۶ ٢  

 

٧ ١ ٢  
 

٨ ٢ ۵ 
 

٩
٣

١ 

 
١ ناتيدر تمر  . ديکن داي، پ   داده شده را بر قرار کنند طيرا که شرا  یتوابع١٢

١   
 

١١ ١ ٢  
 
١٢ ٢ ۴  

 
 

١٣ ناتيدر تمر که در آنها تابع   يیو بازه ها یصعود دايکه در آنها تابع داده شده ، اک  يیبازه ها٢١
   .ديکن داياست ، پ ینزول داياک

١٣ ٢ ١ 
 

١۴ ٣ ٢ ١  
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١۵ ۴ ٢ ٣ ١ 

 
١۶ ۵ ٣ ٢ ١ 

 

١٧ ١۶ ٢ 
 

١٨
١

٣
 

 

١٩
١

٢ ١
 

 
٢  

 
٢١ ٢  

 
   باشند.در بازه و ضد مشتق  بيبه ترتو  ديفرض کن –  ٢٢

 
   است.در بازه ضد مشتق  کي ديثابت کن – الف 

 
   است.در بازه ضد مشتق  کيکه  ديثابت کن  -  ب 
 

 است؟ لزوما ضد مشتق  ايآ - ج 
 

٢٣ 
   است. یتابع مطلقا صعود کيکه  دينشان ده  باشد. ديفرض  کن  - الف

 
 و است در بازه که  ديبا استفاده از قسمت الف ، نشان ده  - ب 

   است.است در بازه 
 

ها در تمام  یاست براکه  دينشان ده – ٢۴
٢
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 ٣.٣ ناتيپاسخ تمر
 

١ ناتيدر تمر    .ديا کن ديپ را تابع داده شده یضد مشتق ها هيکل۵
١  

 
 
 

٢  
١
٢

٢  

 
٣ ٢ 

١
٣

٣  

 
۴ ۶ ۵  

٣ ٢ ۵  
 

۵  
 

 
۶ ناتيدر تمر   . ديکن دايداده شده را بر قرار کند ، پ طيرا که شرا یتابع٩

۶ ٢  
 پاسخ 

 پس  است. ٢باشد ، پس ٢ ميکن  یفرض م
 

  مياست ، پس دارچون عدد مناسب  کي یبرا
٢  

 پس 
٢  

 

٧ ١ ٢  
 پاسخ 

١ ميکن  یفرض م
٢

 پس پس  باشد.٢
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١
٢

٢  

١چون عدد مناسب  کي یبرا  پس   است.٢

٢ ١
١
٢

١
٢

 

 پس 
١
٢

٢ 

 و لذا 
١
٢

٢ ١
٢

٢ 

 
٨ ٢ ۵ 

 پاسخ 
١ ميکن  یفرض م

٣
 پس   است.٢پس   باشد.٣

١
٣

٣  

 است ، پس ۵چون عدد مناسب  کي یبرا

۵
١
٣

٣ ١
٣

٣  

۵پس   و لذا  
١
٣

٣ ۵ 

 

٩
٣

١ 

 پاسخ 
 پس   است.باشد ، پس  ميکن  یفرض م

 
چون عدد مناسب  کي یبرا

٣
  ميپس دار  است.١
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١
٣ ٣

٣

٢
 

 پس 

١
٣

٢
 

 و لذا 

١
٣

٢
 

 
١ ناتيدر تمر  . ديکن داي، پ   داده شده را بر قرار کنند طيرا که شرا  یتوابع١٣

١   
 پاسخ 

 هيپس بر اساس قضپس  باشد.  ميکن  یفرض م
٣ ٣   ميدار١

١ ١ 
 ١پس ١ ميکن  یحالا فرض م١عدد مناسب  کي یبرا

  هيپس بر اساس همان قض
٢ ١ ٢ 

 
 ٢عدد مناسب  کي یبرا

١١ ١ ٢  
 پاسخ 

١ ميدار١١شماره  نيبر اساس تمر پس ٢و ١اعداد ثابت  یبرا٢

،و ١ ميدار چون  است.١ ١ پس٢  و   است.١
٢ ١ ٢ ٢ 

 پس 
٢ 

 
١٢ ٢ ۴  

 پاسخ 
  است. باشد ، پس ميکن  یفرض م

٣ هياساس قض بر ٣   ميدار١
١ ١ 
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 پس ١ ميکن  یحالا فرض م١ ثابت عدد کي یبرا

١  
٣ هياساس قض بر ٣ ١ 

٢ ١ ٢ 
  ميدارپس  است ،٢ چون٢ثابت  اعددا کي یبرا

٢ ١ ١ ١  
 پس 

١ ٣ 
  مياست ، پس دار۴چون 

۴ ١ ٢  
٢پس    تياست و در نها۴

٣ ۴  
 
 

١٣ ناتيدر تمر که در آنها تابع   يیو بازه ها یصعود دايکه در آنها تابع داده شده ، اک  يیبازه ها٢١
   .ديکن داياست ، پ ینزول داياک

١٣ ٢ ١ 
 پاسخ 

٢ ١ 
١ یاست براپس 

٢
، یاست براو  ١

٢
 نيعلاوه بر ا

، یاست فقط برا ١
٢

١است در  ینزول داياکپس 
٢

 دايو اک

١ یاست برا یصعود
٢
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١۴ ٣ ٢ ١  
 پاسخ 

٣ ٢ ٢ ١ ٣
١
٣

٢
٢
٣

 

است در  یصعود داياکها ، پس تمام  یاست براکه  ديکن  یملاحظه م
 

 
 

١۵ ۴ ٢ ٣ ١ 
 پاسخ 

۴ ٣ ۶ ٢ ٢ ٢ ٢ ٣  

٣ یاست براپس 
٢

٣  یاست براو 
٢

 بعلاوه 

٣ یبرا ايو  یاست فقط برا
٢

٣است در  یمطلقا نزولپس 
٢

و مطلقا 

٣است در  یصعود
٢
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١۶ ۵ ٣ ٢ ١ 
 پاسخ 

۵ ۴ ٣ ٢ ٢ ٢ ١ ۵ ٢ ٢  

٢ یاست براپس 
۵

٢
۵

٢ یاست براو 
۵

 یو برا

، ٢
۵

٢ یاست فقط برا نيا بر علاوه
۵

٢ ايو 
۵

 

٢است در  یمطلقا صعودلذا 
۵

٢و در 
۵

است در  یو مطلقا نزول

٢
۵

٢
۵

 

 
 

١٧ ١۶ ٢ 
 پاسخ 

۴شامل حک دامنه  ديباش توجه داشته  نيهمچن  است.۴
١۶ ٢

پس   است.

 ۴ یبرا استو ۴    یاست ، برا
  یاست فقط برا نيعلاوه بر ا

 ۴است در  یو مطلقا نزول۴است در  یمطلقا صعودلذا ، 
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١٨
١

٣
 

 پاسخ 
١ نيهمچن  .ستيندر دامنه ٣که  ديتوجن داشته باش

٣
 یاست برا٢

   است. ینزول داياک٣و ٣در که  ميريگ  یم جهيپس نت٣
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١٩
١

٢ ١
 

 پاسخ 
٢

٢ ١
٢
 

  یاست براو  یاست ، براپس   است.
 است در  یمطلقا صعودپس  یاست فقط برا،  نيعلاوه بر ا

 است در  یو مطلقا نزول

 
 
 

٢  
 پاسخ 

 یبراکه  ديتوجه داشته باش
٢

 نيهمچن . ستيشده ن فيتعر،
٢  

 ها در دامنه تمام  یاست برا
 است در هر بازه به شکل  یمطلقا صعودپس 

٢ ٢
١  

  حيصح هر عدد یبرا
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٢١ ٢  
 پاسخ 

٢ ١  
١است اگر پس 

٢
١است اگر باشد و 

٢
   باشد.

  یاست براپس 

۶
٢

٧
۶

٢ ،  

  یاست براو 
٧
۶

٢
١١

۶
٢ ،  

 است در  ینزول داياکپس 

۶
٢

٧
۶

٢  

 
 است در  یصعود داياکو 

٧
۶

٢
١١

۶
٢  

  حيبر هر عدد صح
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   باشند.در بازه و ضد مشتق  بيبه ترتو  ديفرض کن –  ٢٢
 

   است.در بازه ضد مشتق  کي ديثابت کن – الف 
 پاسخ 
  مياست ، پس دارو چون 

 
 

   است.در بازه ضد مشتق  کيکه  ديثابت کن  -  ب 
 پاسخ 

  ميبر اساس قسمت الف دار
 

 
 

 است؟ لزوما ضد مشتق  ايآ - ج 
 پاسخ 

 باشد ، پس اگر  راياست ز  یپاسخ منف

١ ،  

١اگر 
٢

 است و و باشد ، پس ٢

١ و ،  
 و لذا 

 

 
 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 حساب ديفرانسيل آرمان ٣.٣ کاربردهای قضيه مقدار ميانگين انوشـيروان صراف

451 
 

٢٣ 
   است. یتابع مطلقا صعود کيکه  دينشان ده  باشد. ديفرض  کن  - الف

 پاسخ 
١پس   باشد.  ميکن  یفرض م cosها در تمام  یاست برا 

٢به شکل  ريمقاد یتعداد محدود یاست فقط براو   در ،
٣ هيبر اساس قض ٣  است در  یصعود داياکقسمت الف ٢

 داياکدر بودند ، پس  یارياعداد اختچون       است.پس 
  است.  یصعود

 
 و است در بازه که  ديبا استفاده از قسمت الف ، نشان ده  - ب 

 است.است در بازه 
    پاسخ

 باشد ، پس است ، اگر  یصعود داياکمساله ،  نيچون بر اساس قسمت الف هم
 

 است در پس 
 باشد ، پس اگر 

 
 است در مساله  نيپس بر اساس قسمت الف هم

 
 

ها در تمام  یاست براکه  دينشان ده – ٢۴
٢

 
 پاسخ 
٢پس   باشد. ميکن  یم فرض در  یاست برا١

٢
در  یبرابا 

٢
 

٣ هيقسمت الف قض بر اساس ٣  در است یصعود داياکتابع ٢
٢

 

در  یاست برااست ، پس چون 
٢

 لذا  و
 

  گريبه عبارت د اياست ، و 
 

ها در     تمام یاست ، برا
٢
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  The First and Second Derivative Testsمشتق مرتبه اول و دوم  یتست ها – ٣.۴
در  یموضع ميمقدار اکستر کياگر   باشد. ريپذمشتق در تابع مانند  يک يمکن  یفرض م

٣بخش  ممينيو م مميمکمل ماکس هيکه بر اساس قض  ميدان  یداشته باشد ، پس م  که ١
را از  یريمقد ميتوان  ی، م یموضع مياکستر ريکردن مکان مقاد دايپ یپس برا است.    

 نياز ا کيکدام  ميمشخص کن ميتا بتوان ميلازم دار  یراه  کياما   است.که  ميجستجو کن
مشتق  مورد را در یطيبخش ،شرا نيدر ا  شوند.  یسبب مرا  یموضع ميها واقعا ، مقدار اکستر

 نيا  است.در  یموضع ميمقدار اکستر کيکننده  نيکه تضم ميده  یمرتبه اول و دوم ارائه م یها
   هستند. ديهم مف یحل مسائل کاربرد کنند ، بلکه در  یدر مورد رسم نمودار توابع کمک م نه تنها طيشرا

 
  استوار است.  ريبر دو نگرش ز یموضع مياکستر ريما در مورد مقاد طيشرا

 
باشد ، پس  یو در طرف راست نزول یصعوددر طرف چپ   مانند  وستهيتابع پ کي اگر  - ١

 شکل   است.در  مميمقدار ماکس
باشد ، پس  یصعودباشد  و در سمت راست  ینزولدر سمت چپ ، اگر  قيطر نيبه هم

 شکل   است.در  ممينيمقدار م
 
 

 
 
 

٣ هيبر اساس قض - ٢  ٣ ٣بخش ٢   یاست ، اگر برا یصعوددر بازه  وستهيتابع پ کي٣
  ميداشته باش  یتمام نقاط داخل

  ميداشته باش  یتمام نقاط داخل یاست ، اگربرا ینزولدر بازه ،  بيترت نيبه هم
 

 رييتغدر   یاز مثبت به منف ميگو  یبعد ، م هيدر اثبات قض ليتسه یبرا - تست مشتق مرتبه اول 
 که  یوجود داشته باشد بطورعدد مانند  کياگر دهد ،   یعلامت م

 در ها تمام  یباشد براو ها در تمام  یبراباشد   
و  ديبگذار یبجابه مثبت در   یاز منف دهديعلامت م رييتغ فيتعر

   .بر عکس
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۴اگر  – ١مثال  ٣ ٩ ٢ ١٢   یاز مثبت به منفکجا   ديمشخص کن  باشد.٣
 دهد.    یعلامت م رييبه مثبت تغ  یدهد و کجا از منف  یعلامت م رييتغ

 پاسخ 

١٢ ٢ ١٨ ١٢ ١٢ ٢ ٣
٢

١ ١٢ ٢
١
٢

 

   .ميکن  یم ميرا تنظ ريدهد ، جدول ز  یعلامت م رييتغمشخص کردن کجا  یبرا
  ٢ ١

٢
∞ 

 عبارت   علامت  علامت علامت 
   ٢ 
   ١

٢
 

   
٢

١
٢

 

 
١دهد و در   یعلامت م رييتغ٢در   یاز مثبت به منفپس 

٢
  یعلامت م رييبه مثبت تغ  یمنفاز 

٢دهد. ١
٢

 
   

 
 

 
   انجام شده مطابقت دارد. یکه نمودار بالا با محاسبه ها ديکن  یملاحظه م
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  First Derivative Test Theoremتست مشتق مرتبه اول  –  هيقض
   باشد.در بازه باشد و  وستهيپدر بازه  ميکن  یفرض م

  مميمقدار ماکس کيدر علامت دهد ، پس  رييتغ  یمثبت به منفاز در اگر - الف 
   دارد. یموضع

 یموضع ممينيمقدار م کيدر علامت دهد ، پس  رييبه مثبت تغ  یاز منفدر اگر   - ب
   دارد.

 
 اثبات 

   .ميکن  یهستند ، فقط قسمت الف را ثابت م هيچون اثبات دو قسمت شب
که  یدارد بطور وجودعدد  کيدهد ، پس   یعلامت م رييتغ  یاز مثبت به منفدر چون 

در  هاتمام  یاست براو ها در تمام  یاست برا
٣ هيپس طبق قض ٣ ٣بخش ٢ در  و یمطلقا صعوددر تابع ٣

 کي جهيدارد و در نت مميمقدار ماکس کيدر لذا   است. یمطلقا نزول
   دارد.در  یموضع ميمقدار اکستر

 
۴ مياگر داشته باش ٢مثال  ٣ ٩ ٢ ١٢  مقدار کي٢در  که ديده نشان٣
١  در دارد و یموضع مميماکس

٢
   دارد. یموضع ممينيمقدار م کي

 پاسخ 
بر اساس  پس  .  دهد  یعلامت م رييتغ  یاز مثبت به منف٢در  که ميدان  یم١ بر اساس مثال

در  قيطر نيبه هم  دارد. یموضع مميماکس مقدار کي٢در تست مشتق مرتبه اول ،  هيقض
١
٢

١ در پس دهد ،  یم علامت رييبه مثبت تغ  یمنف از
٢

   دارد. یموضع   ممينيم  مقدار  کي
 

٣ هيتست مشتق مرتبه اول و قض هيقض ٣ ٣بخش ٢  کند.  یتابع به ما کمک م کيدرنمودار   هم با٣
   است. ريتابع مطابق  ز کيمراحل رسم نمودار  

   .ميکن  یم دايمشتق تابع را پ
٣ هيبر اساس قض  -الف ٣ در آن بازه ، پس  کيها در تمام  یباشد برااگر ٢

 یبازه نزول در آنبازه ، پس  کيدر  هاتمام  یباشد برااگر   است. یبازه صعود
   است.

 پسعلامت دهد ،  رييتغدر   یبه منفاز مثبت مشتق مرتبه اول ، اگر  تست هياساس قضبر  -  ب
دهد ، علامت  رييبه مثبت تغ  یمنفاز   در اگر  دارد. یموضع مميمقدار ماکس کي در

   دارد. یموضع ممينيمقدار م کيدر پس 
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١اگر   - ٣مثال 
۴

٣ را و نمودار  ديکن دايرا پ یموضع مياکستر ريمقاد باشد ،٣
   .ديکن رسم

 پاسخ 
٣
۴

٢ ٣
٣
۴

٢ ۴
٣
۴

٢ ٢  

 ميده  یم ليجدول تشک
 

٢ ٢ ∞      
  

 عبارت  علامت  علامت  علامت 
   ٢ 
   ٢ 
   ٢ ٢  

 
 ٢و ٢ یاست براکه  ميريگ  یم جهينت

٢است در  ینزول داياکو ٢و ٢است در   یصعود داياک نيهمچن ٢ 
پس بر  دهد.   یعلامت م رييبه مثبت تغ  یاز منف٢و در   یاز مثبت به منف٢در ،  نيعلاوه بر ا
٢تست مشتق مرتبه اول ،  هياساس قض  است و  یموضع مميمقدار ماکس کي۴

  ٢ ۴   است.  یموضع ممينيم مقدار کي 
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١ مياگر داشته باش – ۴مثال 
٢

٣
٢

 
 .ديرا رسم کننمودار 
 پاسخ 

٢ ١ ٣
٢

٢ ١
٢

٣  
٢ ١ ٣ ٣ ١  

۴ ١ ٢ ٣  
 
 

١ ٢ ٣  
 
     

    ١ 
    ٢ 
    ٣ 
    ١ ٢ ٣  

 
١ یدر بازه هاشود که   یم جهيبالا  نت از جدول   یبازه ها و در یصعود داياک٣و ٢

 ١ ٢و ١ ٣  رييمثبت تغ به  یاز منف٣و ١در  نيهمچن  است. ینزول داياک 
   دهد.  یعلامت م رييتغ  یبه منف مثبت از٢دهد و در   یعلامت م

 یموضع ممينيم ريمقاد٣و ١اول ،  مرتبه مشتق تست هيبر اساس قض جهيدر نت
٢هستند و   را نمودار کنند که  یم اطلاعات به ما کمک نيا  است. یموضع مميماکس کي١
   .ميرسم کن
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در  یموضع مياکستر مقدار کي که گرفت جهيتوان نت  یاول م مشتق مرتبه تست هياز قض اوقات یگاه

مثلا اگر   وجود نداشته باشد.اگر  یوجود دارد حت
٢
 باشد ، پس ٣

٢
٣

١
٣ برای  

در پس  یاست براو  یاست برا جهيدر نت
 تست مشتق هياست ، قض وستهيپدر چون   دهد.  یعلامت م رييبه مثبت تغ  یاز منف
  وجود ندارد.گرچه  است ، یموضع ممينيم مقدارکه  ديگو  یم مرتبه اول

  ريشکل ز
 

 
 

 مهم 
  

 تست مشتق مرتبه دوم  هيقض
   باشد. ميکن  یفرض م

   است. یموضع مميمقدار ماکس کيباشد ، پس اگر   - الف
   است. یموضع ممينيمقدار م کيباشد ، پس اگر  - ب 
 

در  یموضع ميدر مورد مقدار اکستر ميتوان  ینم  يیتست به تنها نيباشد ، پس با ااگر 
   .ميکن یريگ جهينت

 
 اثبات 

 قسمت الف 
  ميدار هيبر اساس فرض قض

 
 

١بخش ١٨شماره  هيپس بر اساس قضاست ، چون    یبرا که ميدار٣
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  ميداربازه  کيدر  هاتمام   

 
   است.که  یاست ، بطورباشد ، پس اگر 
   است.که  یاست ، بطورباشد ، پس اگر 

 جهيتست مشتق مرتبه اول نت هيپس بر اساس قض  کند.  یم رييتغ  یاز مثبت به منفدر یعني نيا
 را ثابت قسمت ب توان  یم قيطر نيهم به  دارد.در  یموضع مميمقدار ماکس کيکه  ميريگ  یم

   کرد.
 

 و یموضع مميمقدار ماکس کيدر امکان دارد باشد و هم اگر هم 
 مورد نيدر ا یا جهيتوان نت  ینم  نباشد. دو نيا از کدام چيه ايداشته باشد و  یموضع ممينيم مقدار کي اي

،اشکال   بدست آورد.   ريز در،
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٣تابع   -  ۵مثال  ٣ تست مشتق نرتبه دوم  هيبا استفاده از قض . ديريرا در نظر بگ٢
   .ديکن دايرا پ یموضع مياکستر ريمقاد

 پاسخ 
٣ ٢ ٣ ٣ ١ ١  

۶  
 ١و ١ یبرااست پس 

 چون 
١ ۶ و ١ ۶  

 است  یموضع مميمقدار ماکس کي١تست مشتق مرتبه دوم ،  هيپس بر اساس قض
١و     است. یموضع ممينيمقدار م کي۴

 
 

   .ديکن  ی، همان طور که در مثال  بعد ملاحظه م ستينقابل استفاده   شهيتست مشتق مرتبه دوم ، هم هيقض
 

٣ مياگر داشته باش ۶مثال  ۴ ۴ ٣ 
  . ديو نمودار آنرا رسم کن ديکن دايرا پ یموضع مياکستر ريمقاد

 پاسخ 
١٢ ٣ ١٢ ٢ ١٢ ٢ ١ ١  

٣۶ ٢ ٢۴  
 ١و  یاست برا جهيدر نت
١چون  ١که  ديگو  یمشتق مرتبه دوم م تست هيقض است ،١٢ مقدار  کي١

 در   یبرا مرتبه دوم را تست مشتق هيقض است ، پساما   است.    یموضع ممينيم
 است که ديکن  یملاحظه م بالا١اما از فرمول شماره   برد. بکار توان  ینم صفر

  ینمپس   است. ینزول داياک١در پس  صفر ، بجز١ها در تمام  یبرا
   .ميکن   یم را  رسم نمودار اطلاعات ، نيبا ا  داشته باشد. ميمقدار اکستر کيتواند در صفر 

 
٣در بخش     .ميده  یمورد مطالعه قرار م شتريو آنرا ب ميگرد  یبر م۶به تابع مثال ۶
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٣ ناتيتمر ۴ 
١ ناتيتمر در کند   یم رييبه مثبت تغ  یو از منف  یاز مثبت به منف   را که در آنها    ريمقاد۴
   .ديکن دايپ

١ ٢ ۶ ١١ 
 

٢ ٢ ۴ ۴ ٢ ٣ 
 

٣
٢ ١
٢ ١

 

 

۴
١
٢

 

 
۵ ناتيدر تمر  ، اگر وجود داشته یموضع مياکستر ريبا استفاده از تست مشتق مرتبه اول مقاد١١

   .ديکن دايپباشند ، را 
۵ ٣ ٢ ٣ ٧  

 
۶ ٣ ٣ ٢ ۴ 

 

٧ ۴ ٢ ١
 

 
٨

١۶ ٣
 

 

٩ ١ ٢ 
 

١
١
٢

 

 

١١
٢

١ ٢
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١٢ ناتيدر تمر  .ديکن دايپ را تابع یموضع مياکستر ريمقاد .مشتق مرتبه دوم  تست با استفاده از١۶
 ١٢ ۴ ٢ ٣ ١ 

 
١٣ ٣ ٣ ٢ ٢۴ ١ 

 

١۴ ٣ ۴ ۴ ٣ ٩
٢

٢ ١
٢

 

 

١۵ ٢ ١
١ 

 
١۶  

 
١٧ ناتيدر تمر  یموضع مياکستر ريمقاد دوم ، ايتست مشتق مرتبه اول  هيقضبا استفاده از ٢

   .ديو سپس نمودار آنرا رسم کن . ديتابع را ، اگر وجود داشته باشند ، پدا کن
١٧ ٢ ٨ ١٢  

 
١٨ ٣ ٣  

 
١٩ ۴ ۴  

 

٢ ٢ ١
٢
 

 
٢١ ناتيدر تمر با   باشد.که  ی، بطور ديکن دايپنقطه  کي٢٢

   ندارد. یموضع ميمقدار اکستر کيدر   که  دينشان دهاستفاده از مشتق 
٢١ ۵ 

 
٢٢ ۵ ٣ 
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٣ ناتيپاسخ تمر ۴ 
 

١ ناتيتمر در کند   یم رييبه مثبت تغ  یو از منف  یاز مثبت به منف   را که در آنها    ريمقاد۴
   .ديکن دايپ

١ ٢ ۶ ١١ 
٢ ۶ ٢ ٣  

   کند.  یم رييمثبت تغ به  یاز منف٣در پس 
 

٢ ٢ ۴ ۴ ٢ ٣ 
٨ ٣ ٨ ٨ ١ ١  

   کند.  یم رييتغ  یصفر از مثبت به منف کند و در    یم رييتغ مثبت به  یاز منف١و ١در پس 
 

٣
٢ ١
٢ ١

 

٢ ١ ٢ ١ ٢ ١ ٢ ١

٢ ١
٢

 

٢ ١ ١

٢ ١
٢

 

   به مثبت.  یاز منف١کند و در   یم رييتغ  یاز مثبت به منف١در پس 
 

۴
١
٢

 

١
٢

 

١ است اگرپس 
٢

١ اگرو  باشد ،
٢

پس   باشد.

٢در  کند  یم  رييتغ  یمنف از مثبت به 
٣

  حيعدد صح هر یبرا٢

۴در  کند  یم  رييمثبت تغ به  یمنف و از
٣

  حيصح هر عدد یبرا٢
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۵ ناتيدر تمر  ، اگر وجود داشته یموضع مياکستر ريبا استفاده از تست مشتق مرتبه اول مقاد١١
   .ديکن دايباشند ، را پ

۵ ٣ ٢ ٣ ٧  
۶ ٣ ٣ ١ ٢  

١در پس 
٢

١پس  کند ،  یم  رييتغ  یاز مثبت به منف
٢

٣١
۴

  است. یموضع  ميمقدار ماکس
 

۶ ٣ ٣ ٢ ۴ 
٣ ٢ ۶ ٣ ٢  

 پس   به مثبت.  یصفر از منفکند و در   یم  رييتغ  یاز مثبت به منف٢در پس 
٢ ٨ 

   است. یموضع ممينيمقدار م کي۴و  یموضع مميمقدار ماکس کي
 

٧ ۴ ٢ ١
 

٨
١
٢

٨ ٣ ١
٢

٢ ١ ۴ ٢ ٢ ١
٢

 

۴  چون ٢ ٢ ١در ها پس تمام  یاست برا١
٢

  یم  رييتغ  مثبت   به  یاز منف

١و لذا   کند.
٢

   است. یموضع ممينيمقدار م کي٣
 

٨
١۶ ٣

 

١۶ ٣ ٣ ٢

١۶ ٣ ٢

١۶ ٢ ٣

١۶ ٣ ٢
 

٢ ٢ ٢ ٢ ۴

١۶ ٣ ٢
 

٢  چون ٢ کند  نيم رييتغ   یاز مثبت به منف٢در ها ، پس  تمام یاست برا۴
٢و لذا  ١

١٢
      است.   یموضع مميماکسمقدار  کي
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٩ ١ ٢ 

١ ٢
٢

١ ٢

١ ٢ ٢

١ ٢

 

١ ٢ ١ ٢

١ ٢

 

١در پس 
٢

١کند و در   یم رييبه مثبت تغ  یاز منف٢
٢

   . یاز مثبت به منف٢

١پس 
٢

٢ ١
٢

١است و  یموضع ممينيمقدار م کي
٢

٢ ١
٢

مقدار  کي

   است. یموضع مميماکس
 

١
١
٢

 

١
٢

 

١است اگر پس 
٢

١است اگر باشد ، و 
٢

   باشد.

کند در   یم رييتغ  یاز مثبت به منفلذا 
۶

  حيهر عدد صح یبرا٢

۵کند در   یم رييبه مثبت تغ  یاز منفو 
۶

  حيهر عدد صح یبرا٢
  جهيدر نت

۶
٢

١
٢

٣
١٢

 

 و   است. یموضع مميمقدار ماکس کي
۵
۶

٢
١
٢

٣
۵
١٢

 

   است. یموضع ممينيمقدار م کي
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١١
٢

١ ٢
 

٢

١ ٢

٢ ١ ٢ ٢ ٢

١ ٢ ٢
 

٢

١ ٢ ٢

٢

١ ٢
 

 چون 
٢

١ ٢
١

٢
 

  مياست ، پس دار
٢

١ ٢
 

مقدار  کيکند ، و   یم رييبه مثبت تغ  یدر صفر از منفها ، لذا تمام  یاست برا
   است. یموضع ممينيم
 
 

١٢ ناتيدر تمر  .ديکن دايپ را تابع یموضع مياکستر ريمقاد .مشتق مرتبه دوم  تست با استفاده از١۶
 ١٢ ۴ ٢ ٣ ١ 

٨ ٣ 
٣است ، اگر پس 

٨
ها ، تمام   یاست برا٨چون   باشد.

  ديگو  یتست مشتق مرتبه دوم م هيپس قض
٣
٨

٧
١۶

 

   است. یموضع مميمقدار ماکس کي
 
١٣ ٣ ٣ ٢ ٢۴ ١ 

٣ ٢ ۶ ٢۴ ٣ ۴ ٢  
۶و چون ٢    ايو۴ یاست ، براپس  است ، ۶

۴که  یبطور ٢و ١٨   ديگو  یاست ، پس تست مشتق دوم م١٨
۴ ٢٩  

٢و  یموضع ممينيمقدار م کي      است. یموضع مميمقدار ماکس کي٢٩
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١۴ ٣ ۴ ۴ ٣ ٩
٢

٢ ١
٢

 

١٢ ٣ ١٢ ٢ ٩ ٣ ٢ ١ ٢ ٣  

١ یاست براپس 
٢

٣      اي و
٢

     ايو

٣۶چون  ٢ ٢۴  ٩که  یاست ، بطور٩
١و 

٢
٣و ١٢

٢
  ديگو  یاست ، پس تست مشتق مرتبه دوم م٣۶

١
٢

 

١است و   یموضع مميمقدار ماکس کي
٢

١
١۶

 و   است. یموضع ممينيمقدار م کي

٣
٢

١٢٧
١۶

 

   است. یموضع ممينيمقدار م کي
 

١۵ ٢ ١
١ 

٢
١
٢
 

٢است اگر پس  ١
٣ ايو ٢ ١

٢
١ ايو 

٢
 چون   باشد.٣

٢
٢
٣
 

 که  یاست ، بطور

١

٢
٣

٢
٢
١
٢

۶  

  ديگو  یپس تست مشتق مرتبه دوم م

١

٢
٣

١

٢
٢
٣

٢
٣

١ 

  است.  یموضع ممينيمقدار م کي
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١۶  
 

 یعنيباشد ، است اگر پس 
۴

 
  ميبعد دار

 زوج باشد ، پس اگر 

۴ ۴
٢  

  ديگو  یپس تست مشتق نرتبه دوم م

۴
٢ 

 فرد باشد ، پس اگر  قيطر نياست و به هم مميمقدار ماکس کي

۴ ۴
۵
۴

٢  

  ديگو  یپس تست مشتق مرتبه دوم م

۴
٢ 

   است. ممينيمقدار م کي
 

١٧ ناتيدر تمر  یموضع مياکستر ريمقاد دوم ، ايتست مشتق مرتبه اول  هيبا استفاده از قض٢
   .ديو سپس نمودار آنرا رسم کن . ديتابع را ، اگر وجود داشته باشند ، پدا کن

١٧ ٢ ٨ ١٢  
٢ ٨ 

ها ، پس تمام  یاست برا٢ نيهمچن۴ یاست براپس 
۴بر اساس تست مشتق مرتبه دوم     است. ممينيمقدار م کي۴
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١٨ ٣ ٣  
٣ ٢ ٣ ٣ ٢ ١  

 ميمقدار اکستر چيندارد و ه ینقطه بحران چيهها ، پس تمام  یاست براپس 
  وجود ندارد.  یموضع

 
١٩ ۴ ۴  

۴ ٣ ۴ ۴ ٣ ١ ۴ ١ ٢ ١  

٢چون   و ١ یاست براها و تمام  یاست برا١
١٢ ٢ 

١که  یبطور،  است ١است ، پس ١٢  یموضع ممينيمقدار م کي٣
   است.
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٢ ٢ ١
٢
 

٢ ٢ ١ ٢ ۴ ١ ١  
  نيهمچن١ اي١ اي یاست براپس 

١٢ ٢ ۴ 
١و ۴که  یاست ، بطور ١و ٨  است ، ٨

١است و  یموضع مميمقدار ماکس کي١پس   ممينيمقدار م کي١
  است.  یموضع

 
 

٢١ ناتيدر تمر با   باشد.که  ی، بطور ديکن دايپنقطه  کي٢٢
   ندارد. یموضع ميمقدار اکستر کيدر   که  دينشان دهاستفاده از مشتق 

٢١ ۵ 
۵ ۴ 

٢ ٣ 
  داياکباشد ، پس   اگر است اما  , استپس 

   وجود ندارد. یموضع مياکستر مقدار چيلذا ه است.  یصعود
 

٢٢ ۵ ٣ 
۵ ۴ ٣ ٢ ٢ ۵ ٢ ٣  

٢ ٣ ۶ ٢ ١ ٢ ٣  

٣در بازه  یاست برا  اما است ،پس 
۵

٣
۵

  و

 

٣است در  یمطلقا نزولکه  یبطور
۵

٣
۵

 در صفر یموضع ميمقدار اکست چيهلذا  و

   ندارد.
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  Applications of Extreme Values يماکستر يرمقاد یکار برد ها - ٣.۵
  . يمپرداز  یم یبخش را به حل مسائل کاربرد ينا

 بازه بسته ، کران  دار  يکدر  يماکستر يرمقاد
Extreme Values on a Closed, Bounded Interval  

٣که در بخش  ياوريدبخاطر ب بازه بسته و کرن دار  کيدر اگر  ميگفت ممينيو م مميماکس هيقض١
در دو نقطه  ريمقاد نيا ميگفت نيهمچن  دارد. ممينيم کيو  مميماکس کيباشد ، پس  وستهيپ

  یدر نقاط بحران ايافتد و   یاتفاق مو  يیانتها
  کنند.   یم حيرا تشربازه بسته و کرن دار  کيدر  یطرز حل مسائل کار  برد ريدو مثال  ززز

 
مربع شکل که هر ضلع آن ده  یصفحه فلز کي، بدون درب ، از  یجعبه فلز کي ميخواه  یم - ١مثال 

و  ميبر  یصفحه م نيهر گوشه ا ازاندازه  کي مربع شکل قطعات کار ، ابتدا  نيا یبرا . مياست بساز نچيا
حد اکثر حجم را داشته  یجعبه که دارا نيابعاد ا . ميکن  یبه طرف بالا تا مرا  یصفحه فلزسپس جوانب 

   .ديرا ملاحظه کن رياسکل  ز .ديکن دايباشد ، پ

 
 پاسخ 

هر ضلع چون    باشد. ،ميقطع کن یاز صفحه فلز ديکه با  يیطول هر ضلع مربع ها يمکن  یفرض م
 کياست و هر  نچياارتفاع جعبه بدست آمده  است. ۵است ، پس  نچيده ا یصفحه فلز

١جعبه از اضلاع قاعده   خواهد بود.  ريحجم جعبه به صورت ز یعني  است. نچيا٢

١ ٢
٢

۴ ٣ ۴ ٢ ١ برای ۵ 
 یکردن نقاط بحران دايپ یبرا  .ديکن دايپ۵حجم در  مميماکس . ديآ  یصورت در م نيپس ، مساله به ا

   .ميکن  یم دايرا پمشتق ۵در 
١٢ ٢ ٨ ١ ۴ ٣ ٢ ٢ ٢۵ ۴ ٣ ۵ ۵  

۵ یاست براپس 
٣

۵لذا۵و 
٣

   است.۵در  یتنها نقطه بحران  
  ميحال چون دار
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،
۵
٣

۵
٣

٢
٣

٢
٢

٢٧
، و ۵  

۵ یبراحجم ،  مميماکس ميريگ  یم جهينت
٣

 و   افتد.  یاتفاق م

١ ٢ ١ ٢
۵
٣

٢
٣

 

۵است با ارتفاع  یجعبه با حد اکثر حجم ، جعبه ا تيو در نها
٣

مربع شکل که هر ضلع آن و قاعده  نچيا
٢
٣

   است. نچيا
 

  Extreme Values on an Arbitrary Interval یاريبازه اخت کيدر  مياکستر ريمقاد
کران  ايبسته و اگر بازه  بسته و کران  دار کاربرد دارد.  یبازه ها یفقط برا ممينيو م مميماکس هيقض

اما ، همان طور که در بخش   ندارد.در  ممينيم ايو  مميلزوما ماکس وستهيدار نباشد ، پس تابع پ
٣ در  در آن  قسمتاست و  یصعودو در سمت چپ قسمت آن  در ، اگر  ميگفت۴

 شکل است.در  مميمقدار ماکساست ، پس  ینزولسمت راست 
که قسمت  است و در ان یاست نزولکه سمت چپ در آن قسمت ، اگر  قيطر نيبه هم  

 شکل   است.در  ممينيمقدار مباشد ، پس  یاست ، صعودسمت راست 
 

 
 
 
 

   رساند.  یم ريز هيرا به قض موضوع ما نيا
 

٣ هيقض ۵ ١ 
  باشد.  وستهياست ، پکه شامل در بازه  ميکن  یفرض م

و  ميداشته باش یاگر برادر هر نقطه مانند  یبرا ديفرض کن  - الف
 شکل   است.در  مميمقدار ماکس کيپس  ميداشته باش یبرا
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 یو برا ميداشته باش یاگر برادر هر نقطه مانند  یبرا ديفرض کن -  ب
 شکل   است.در     ممينيمقدار م کيپس  ميداشته باش

 

 
 

متر ۴۴ ديبا نيزم نيا طيمح  .ميبساز ريدو مطابق شکل زمسابقه  نيزم کي ميخواه  یم  -٢مثال 
اکثر  ، حد  یشکل ، قسمت رنگ ليکه مساحت قسمت مستط ی، بطور ديکن دايرا پ نيزم نيابعاد ا  باشد.

   باشد. داشته مساحت را

 
 پاسخ 

  Areaمساحت 
  Radiusشعاع 
  Baseقاعده 

   Circumference, Perimeter راموني، پ طيمح
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هدف ما   باشد. نيشکل زم ليطول قسمت مستط  و  باشد.دائره  مين شعاع دو ميکن  یفرض م
  آن   و عرض ليچون طول مستط  شکل حد اکثر باشد. ليقسمت مستط نياست که مساحت ا نيا

  ميپس دار  است.٢
٢  

٢ نيزم رامونيکه پ ديکن  یملاحظه م ۴۴ نيزم رامونيطبق فرض مساله پ  و  است.٢
  ميپس بر اساس فرض مساله دار  متر است.

٢ ٢ ۴۴  
٢٢ ١  

  نيهمچن

٢ ٢ ٢٢ ۴۴ ٢ ٢ برای
٢٢

 

   .ميريگ  یرا مابتدا مشتق ، مميکردن مقدار ماکس دايپ یبرا
۴۴ ۴ ۴ ١١  

، یاست برا نيبنا بر ا  است اگر  نياعلاوه بر ١١

١١
 

 است اگر باشد ، و 
١١ ٢٢

 

٣ هيپس بر اساس قض باشد.  ۵  اساس و بر  افتاد.  یاتفاق م١١ یبرا مميمقدار ماکس١

   .ميآور  یم بدست ريز قياز طرمقدار  بالا ،١فرمول شماره 

٢٢
١١

١١  

متر ١١  ها  رهيدا مين متر و شعاع١١ لي، اگر طول مستط رسدياکثر م ، مساحت به حد تيدر نها
   باشد.

 
٣ هيقض ۵ ٢ 

است و در   ميکن  یم باز فرض  و  باشد. وستهيپبنام  یدر بازه ا ميکن  یفرض م
   باشد.

 مميمقدار ماکسپس ، ميباش داشتهدر   ینقطه داخل هر یاگر  برا  - الف
   است.در 

    ممينيمقدار مپس ، ميباش داشتهدر   ینقطه داخل هر یاگر  برا-  ب  
 استدر 
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   اثبات
 مشتق چون   پس،  ميباش  داشته  در  ینقطه داخل  هر   یاگربرا – الف 

٣ هيپس  قض است  ،   ٣ ٣بخش ٢  اساس  بر  چون  است.  ینزولدر   ديگو   یم٣
است   و یبرا استاست ، پس  هيفرض قض 

  یبرا
٣ هيپس بر اساس قض ۵ هم  ب اثبات قسمت  است.در  مميماکس مقداربخش  نيهم١

         است. الف قسمت مانند
 

  ٣مثال 
 

 
 
 

  ديرا بخاطر بسپار ريبالا ، لغات ز ريدرک تصو یمعذرت برا با عرض
  Forest   جنگل

  Forest Rangerجنگل بان 
 Highwayاتو بان 

 Car لياتومب
 

 صورت مساله 
هم  لياتومب کي  است. ستادهيو خم ا چياتو بان صاف  و بدون پ کي   یليجنگل بان در جنگل و دو ما کي

ر ساعت راه برود و با د  ليسه ماتواند با سرعت   یاگر جنگل بان م  اتوبان قرار دارد. نييپا یليپنج ما
جنگل بان  دياز جاده با یدر طول جاده حرکت کند ، به طرف چه نقطه ادر ساعت    ليماسرعت چهار 

 برسد؟  ليراه برود تا در حد اقل زمان به اتومب
 پاسخ 
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 ، جنگل بان  ثاغورثيف هيپس طبق قض . ديکن  یباشد که در شکل ملاحظه م یفاصله ا ميکن  یفرض م

   ٢   کند.  یدر طول جاده حرکت م  ليما۵ نيهمچن  رود.  یدر جنگل راه م  ليما۴
   .ميدار را ريفرمول ز

زمان
مسافت
سرعت

 

 

جنگل در زمان
٢ ۴

٣
 

جاده در زمان
۵

۴
 

   .ميکن  یدو زمان را باهم جمع م

٢ ۴

٣
۵

۴
 

٢

٢ ٣ ٢ ۴

١
۴

٣ ٢ ۴

١
۴

 

 است ، اگر پس 

٣ ٢ ۴ ۴  
  ميباشد ، پس دار  ینا منف ديباچون   باشد.

٩ ٢ ۴ ١۶ ٢ 

٧ ٢ ٣۶ 
۶
٧

٧ 

 چون 

٣ ٢ ۴ ٣

٢ ۴

٩ ٢ ۴

٣ ٢ ۴ ٣ ٢

٩ ٢ ۴
٣
٢

 

 
 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



اکستريم مقادير های برد کار انوشـيروان صراف  حساب ديفرانسيل آرمان ۵.٣ 

477 
 

۴

٣ ٢ ۴
٣
٢

 

٣ هيقضپس بر اساس  یاست براکه  مينيب  یم ۵ بخش حد اقل مقدار  نيهم٢

۶که  دهد  یرخ م  یوقت
٧

۶ نقطه به طرف اگر جنگل بان،  لذا  باشد.٧
٧

 کند ، حرکت٧

٢ بايتقر  شد. خواهد  یحد اقل زمان ط    جاده. نييطرف پا به  ليما٣
 
٢خط مورب است مثلا  کي ینوشته شوند ، نماد اعشار یاگر اعداد به فارس – یآور ادي   یخوانده م٣

 “دهم   سه و     دو“شود 
٢مانند   است. یخط افق کي ینماد کسر هم در فارس

٣
 دو  اي“     و“  سوم    دو “شود   یکه خوانده م

 “بر سه  ميتقس
 “شود   یمنده  که خوامثلا   نقطه است. کي ینوشته شوند ، نماد اعشار نياگر اعداد به لات

 “ ميچهار و ن
 ، مانند  یخط افق کي ايخط مورب باشد و  کيتواند   یهم م نينماد کسر در لات

 

 “بر سه  ميدو تقس     “ ايو  “     دو سوم   “شوند   یهر دو نماد بالا خوانده م
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٣ ناتيتمر ۵ 
باشد و حاصل ضرب آنها ، هر اندازه که ممکن است ، ١٨که مجموع آنها  ديکن دايدو عدد مثبت پ – ١

  بزرگ باشد. 
قاعده مربع و حجم چهار  کيو  یعمود  جوانب یدارا شود ،   یجعبه که از طرف بالا باز م کي -  ٢

   .ديکن دايممکن داشته باشد ، ابعاد آن را پ یسطح جانب نيجعبه کمتر نياگر ا  متر مکعب است.
 ديفرض کن  آن. یالاضلاع در بالا یمثلث متساو کياست با  ليپنجره به شکل مستط کي ديکن  فرض – ٣

داشته  که امکان ورود حد اکثر نور ی، بطور ديکن دايپنجره را پ نيابعاد ا  فوت باشد.١٢پنجره  طيمح
   باشد.

متر در ساعت به طرف غرب  لويک١۵نفت کش که با سرعت  یکشت کيدر ساعت سه بعد از ظهر  – ۴
 بعد از ظهر در ساعت دو یحيتفر یکشت کيکه  کند  یعبور م ی، از نقطه ا در حل حرکت است انوسياق

در چه   کرد.  یم حرکت شمال طرف  به متر لويک٢۵با سرعت  یحيتفر یکشت نيا   .ديبه آنجا رس
  داشتند ؟ گريد کي با فاصلهحد اقل  یکشت دو نيا  یساعت

   شود.  یم ليتبدبه ماده  ريز قيبه طرماده   ائيميل و انفعال شفع کيدر  - ۵

 
 کيو   است.ماده  هيغلظت اول  است.در زمان غلظت ماده در فرمول بالا ، 

 .است مميحد ماکس فعل و انفعال درکه در آن  ديداکنيپ یرا طورمقدار   ثابت است.عدد مثبت 
 است. حد نيبالا تر و انفعال در سرعت  فعل  یعني
  

٢خط  یرا رو ینقاط - ۶ ١فاصله تا نقطه  نيکه کمتر ديکن دايپ۴    داشته باشند.٣
 
١که از نقطه   يیتمام مثلث ها نيب - ٧ مختصات قرار  یمحور ها یرو دو ضلع آنهاو  گذارند  یم١

   .ديکن دايطول اضلاع آنرا پ  مساحت دارد. نيکمتر  یکيدارند، 
 
  نيالساق یمثلث متساو کياطراف   ميو بخواه ميخار دار داشته باش ميمتر س  لويک سه اگر مقدار  - ٨

   .ديکن دايپ مثلث  را آن اضلاع طول ، رديبر بگ را در مساحت نيشتريکه ب یبطور ، ميحفاظ  بکش
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٣ نتيپاسخ تمر ۵ 
باشد و حاصل ضرب آنها ، هر اندازه که ممکن است ، ١٨که مجموع آنها  ديکن دايدو عدد مثبت پ – ١

  بزرگ باشد. 
 پاسخ 

  Productحاصل ضرب 
 ١٨و ١٨پس  دو عدد مثبت باشند. و  ميکن  یفرض م

١٨نماد حاصل ضرب آن دو عدد باشد ، پس اگر  ١٨ ٢ 
  . ميآور  یرا بدست ممشتق 

١٨ ٢  
بر ها ، پس تمام  یاست برا٢چون ٩ یاست براپس 

٣ هياساس قض ۵ عدد  تيو در نها  افتد.  یاتفاق م٩در  مميبخش ، مقدا ر ماکس نيهم٢
  گريد

١٨ ٩ ٩ 
  است. 

 
قاعده مربع و حجم چهار  کيو  یعمود  جوانب یدارا شود ،   یجعبه که از طرف بالا باز م کي -  ٢

   .ديکن دايممکن داشته باشد ، ابعاد آن را پ یسطح جانب نيجعبه کمتر نياگر ا  متر مکعب است.
 پاسخ 
  Sideضلع 

  Heightارتفاع 
 Baseقاعده 
  Volumeحجم 

  Surface Area یسطح جانب
را به حد  یسطح جانب  ديباحجم باشد. ارتفاع و ضلع قاعده ،  کيطول  ميکن  یفرض م

  . ديآ  یبدست م ريمکعب مطابق فرمول ز  نيا یجانب هيرو ايو  یکه سطح جانب ميدان  یم . مياقل برسان
۴ ٢ 

 پس  متر مکعب است. ۴جعبه  نيطبق فرض مساله حجم ا
۴ ٢  

۴ ميپس دار
 لذا   است. ٢

۴
۴
٢

٢ ١۶ ٢ 

١۶
٢

٢  

١۶است ، اگر پس 
٢ ٢ یعنيباشد ، ٢ ٣    باشد.٢ ايو ١۶
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٣٢چون 
٣ مذکور بالا ،  هيها ، پس بر اساس همان قضتمام  یاست برا٢

۴لذا   باشد.٢اگر  رسد یمه حد اقل  ب یسطح جانب

٢
٢ هر ضلع قاعده  تيدر نها١

   باشد. ديمتر با کيمتر و ارتفاع ٢
 
فرض   آن. یالاضلاع در بالا یمثلث متساو کياست با  ليپنجره به شکل مستط کي ديکن  فرض – ٣
 که امکان ورود حد اکثر نور ی، بطور ديکن دايپنجره را پ نيابعاد ا  فوت باشد.١٢پنجره  طيمح ديکن

   داشته باشد.
 پاسخ 

  Perimeter طيمح ی رامونيپ
  Area سطح  ايمساحت 

 
 اي رامونيپ ديفرض کن و  باشد.  ديکن  یهمان طور که در شکل ملاحظه مو  ميکن  یفرض م

١الضلاع است ، پس ارتفاع آن  یچون مثلث ، متساو  مساحت باشد.و  طيمح
٢

 پس  است. ٣

١
٢

١
٢

٣
١
۴

٣ ٢ 

١٢ مياست و طبق فرض مساله دار ٢ ۶و لذا ٣ ٣
٢

  جهياست و در نت

۶
٣
٢

١
۴

٣ ٢ ۶
١
۴

٣
٣
٢

٢ برای ۴ 

۶
١
٢

٣ ٣  

 است ، اگر پس 
۶

٣

٢
٣

١٢

۶ ٣
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١چون   باشد.
٢

٣ ،  هيها پس طبق همان قضتمام  یبرا است ٣

١٢است اگر  مميماکس

۶ ٣
 چون   باشد.

۶
٣
٢

١٢

۶ ٣

١٨ ۶ ٣

۶ ٣
 

 شود ، اگر   ی، حد اکثر نور وارد م تيو در نها

فوت  

 فوت

   باشد.
    
متر در ساعت به طرف غرب  لويک١۵نفت کش که با سرعت  یکشت کيدر ساعت سه بعد از ظهر  – ۴
 بعد از ظهر در ساعت دو یحيتفر یکشت کيکه  کند  یعبور م ی، از نقطه ا حرکت استحال  در  انوسياق

  کرد.  یم حرکت  شمال طرف به متردر ساعت لويک٢۵با سرعت  یحيتفر یکشت نيا   .ديبه آنجا رس
  داشتند ؟ گريد کي با حد اقل فاصله یکشت دو نيا  یدر چه ساعت

 پاسخ 

 
محور مختصات مطابق بالا رسم  کي بعد از ظهر باشد. ٣مربوط به ساعت  ميکن  یفرض م

در هر زمان  نفت کش در زمان صفر باشد.  یمبدا مختصات مکان کشت ميکن  یمو فرض  . ميکن  یم
ها محور  یرو یحيتفر یاست و مکان کشت١۵ها محور  ینفت کش رو یمکان کشت
٢۵    .ديآ  یبدست م ريآنها مطابق ز نيبپس فاصله   است.٢۵

١۵
٢

٢۵ ٢۵
٢

 

   .ميرا به حد اقل برسان دياست ، پس با٢ مياگر فرض کن
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٢ ٢٢۵ ٢ ۶٢۵ ١
٢
 

۴۵ ١٢۵ ١ ١٧ ١٢۵  
١٧است اگر پس   ايو ١٢۵

١٢۵
١٧

٢۵
٣۴

 

و لذا نام برده شده ،  هيها ، پس طبق قضتمام  یاست برا١٧چون   باشد.
٢۵است اگر  ممينيم

٣۴
از  بعد قبل از ساعت سه قهيدق۴۴شود به   یباشد ، که مربوط م

٢ ايظهر و     بعد از ظهر.١۶
 
   شود.  یم ليتبدبه ماده  ريز قيبه طرماده   ائيميفعل و انفعال ش کيدر  - ۵

 
 کيو   است.ماده  هيغلظت اول  است.در زمان غلظت ماده در فرمول بالا ، 

 .است مميماکسحد  فعل و انفعال درکه در آن  ديداکنيپ یرا طورمقدار   عدد مثبت ثابت است.
 است. حد نيبالا تر و انفعال در سرعت  فعل  یعني
 پاسخ  
است ، پس ٢باشد ، پس  ميکن  یفرض م  

  یعنيباشد ، ٢ است ، اگر
٢

 ٢چون 

است اگر  مميماکساست ، پس  
٢

   باشد.
 
٢خط  یرا رو ینقاط - ۶ ١فاصله تا نقطه  نيکه کمتر ديکن دايپ۴    .داشته باشند٣

 پاسخ 
٢چون  و  نيفاصله ب   .خط یرومانند  یهر نقطه ا ی،  برا است۴

١    .ديآ  یبدست م ريمطابق ز٣

١
٢

٢ ۴ ٣
٢

١
٢

٢ ٧
٢
 
  ميکن  یحالا فرض م

٢ ١
٢

٢ ٧
٢
 

٢ ١ ۴ ٢ ٧ ١ ٣ ١ ٣  
 و ٣ یاست براچون ٣ یاست براپس 

٣ هياساس قض برپس ، ٣ یاست برا ۵ اگر   دارد.٣ در را  ممينيمقدار مبخش  نيهم١
٢پس  , باشد٣ ٣ ۴ ٣لذا   است.٢ ٢ خط یرو ینقطه ا٢ ۴ 

١به  نقطه نيتر کيکه نزد    است.٣
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١که از نقطه   يیتمام مثلث ها نيب - ٧ مختصات قرار  یمحور ها یرو و دو ضلع آنها گذارند  یم١
   .ديکن دايآنرا پطول اضلاع   مساحت دارد. نيکمتر  یکيدارند، 
 پاسخ 

 
واضح است که طول پاره   باشد.طول پاره خط و طول پاره خط   ميکن  یم فرض
١و  است کيخط   پس   متشابه هستند.و  یمثلث ها است.   

١
١

 

پس 
١

   است. ريمطابق زمساحت مثلث  نيبنا بر ا

١
٢

٢

٢ ١
برای ١ 

٢ ٢ ١ ٢ ٢

۴ ١
٢

٢ ٢ ۴

۴ ١
٢
 

٢

٢ ١
٢

برای ١ 

 چون٢ یاست برا نيبنا بر ا
برای ١ ٢  

 و  
برای ٢ 

٣ هيپس  قض ۵ باشد ، ٢اگر   دارد.٢مقدار ش را در  نيمساحت کمتر یعني ديگو  یم١
٢پس 

٢ ١
   است. ريو طول وتر مطابق ز٢

٢
٢

٢
٢

٢ ٢  
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  نيالساق یمثلث متساو کياطراف   ميو بخواه ميخار دار داشته باش ميمتر س  لويک سه اگر مقدار  - ٨
   .ديکن دايپ مثلث  را آن اضلاع طول ، رديبر بگ را در مساحت نيشتريکه ب یبطور ، ميحفاظ  بکش

 پاسخ 

 
  ديبا  مساحت باشد.و  ارتفاع  یمساو یطول ساق هاطول قاعده ،  ميکن  یفرض م

 بر اساس فرض مساله  .  ميبرسان مميماکس ايرا به حد اکثر 
پيرامون ٣ ٢  

٣پس  است. 
٢

١
٢

   .ديآ  یبدست م ري، ارتفاع مطابق ز ثاقورثيف هيپس طبق قض  است.

٢ ١
۴

٢ ٣
٢

١
٢

٢
١
۴

٢ ١
٢

٩ ۶  

 پس 

مساحت
١
٢

١
٢

١
٢

٩ ۶
١
۴

٩ ۶ برای
٣
٢

 

١
۴

٩ ۶
٣

۴ ٩ ۶

٩ ٩

۴ ٩ ۶
 

٩است اگر پس   است ، اگر چون   باشد.١ ايو ٩
٣ هيپس طبق قض  باشد.١است ، اگر و  باشد١    ۵  مساحت ٢

٣و لذا   باشد.١است اگر  مميماکس
٢

١
٢

١ ١ 
   متر. لويک کيالضلاع باشد ، بالا طول هرضلع  یمتساو ديمثلث با قتيدر حق یعني
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  Concavity and Inflection Pointsو نقاط عطف آن  یتعقر منحن
  يدگیو نقاط خم یفرو رفتگ يا

 تابع به ما کمک کند ، مورد يکتواند در رسم نمودار   یکه مشتق مرتبه دوم م يگرید  یها حالا راه
   تعقر و نقاط عطف. يعنی . يمده  یقرار م  یبر رس

 
 concavity    یفرورفتگ ياتعقر

  نمودار قرار دارد.  یخط مماس بالااما در شکل  نمودار قرار دارد.  ريخط مماس زدر شکل 

 
  

  يفتعر
در نقطه خط مماس بر نمودار باشد ، و  ريمشتق پذدر  يمکن  یفرض م

 باشد.
 الف 

اطراف بازه باز مانند  کياست ، اگر  رو به بالادر  یتعقر منحن مييگو  یم 
خط  یبالا باشد ، پسو در که اگر  یباشد بطور وجود داشته

   Concave Upward  باشد.
اطراف بازه باز مانند  کي، اگر   است نييپارو به در  یتعقر منحن مييگو  یم

خط    ريز باشد ، پسو در که اگر  یباشد بطور وجود داشته
  Concave Downward  باشد.

 
 ب 

اگر به سمت بالا تعقر تعقر به سمت بالا دارد ، بازه باز  کيدر تابع مانند  کينمودار  مييگو  یم
 داشته باشد. 

 نيياگر به سمت پادارد ،   نييتعقر به سمت پابازه باز  کيدر تابع مانند  کينمودار  مييگو  یم
 داشته باشد.  تعقر

 
 نقطه مشخص  يکتا  يمبازه باز علاقمند هست يکدر  يينبه پا يابه تعقر به بالا و  يشترمعمولا ما ب

 شکل   شود.  یبه طرف بالا باز م یتوان گفت منحن  یطرف بالا متعقر به 
 شکل   شود.  یباز م  يينبه طرف پا یتوان گفت منحن  یم  يينتعقر به طرف پا

 تر است تا تعقر  يکنزد یبه فارس ينا کرد.  یمعن یتوان به فرو رفتگ  یتعقر را م
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٣ يهقض ۶ ١ 

   وجود داشته باشد.بازه باز  کيدر  ميکن  یفرض م
  تعقر به بالا دارد. در پس نمودار ،ها در تمام  یباشد برااگر  - الف 
 دارد.  نييتعقر به پادر پس نمودار ،ها در تمام  یباشد برااگر  - ب 
 

 الف اثبات 
در پس ،است در بازه  هيچون طبق فرض قض . ميکن  یانتخاب مدر عدد  يک

 نيانگيمقدار م هيقض ميتوان  یباشد ، مکه  یبطورعدد ثابت  کيبا   است. یصعود داياک
 که  یبطور ميکن دايپو  نيبعدد مانند   کي تا ميرا بکار ببر

١  
 هياست که در اثبات قض یتابع مانند تابع نيا  .ميکن  یم فيتعر ريبه صورت زتابع  يکحالا  باشد. 

   .ميبکار برد نيانگيم
، ٢  

   .ميکن  یم نيجانش٢را در فرمول ١حالا فرمول 
٣  

   است.   مثبت٣است ، پس سمت راست فرمول و  نيباست و  یصعود داياکچون 
است در نمودار  ريز داياکلذا با ها در تمام  یبرااست پس 

در نمودار  که است  یمعن نيا پس به بود ، یارياختدر چون   مماس. بجز در نقطه
   تعقر به بالا دارد.

   شود.  یالف ثابت م مانند قسمت هم قسمت ب
 

٣ هيقض از  استفادهمثلا با  ۶   دارد. طرف بالا بهتعقر ٢که نمودار  ديکن  یملاحظه م١
به طرف تعقر  جهيو در نت  ها.تمام  یاست برا٢ و لذا٢ رايز

  و    باشد٢ اگر  یبطور کل ودر   بالا دارد
  شکلدارد در  طرف بالا بهتعقر نمودار  مثبت باشد ،اگر  ،  نصورتيدرا

  شکلدارد در   نييطرف پا بهتعقر نمودار  باشد ،  یمنفاگر 
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٣ يدفرض کن-    ١   مثال ۴ ۴ به طرف بالا تعقر    که در آنها   يیبازه ها  باشد.٣
  . ديرا رسم کننمودار  سپس و ديکن دايدارد ، پ  نييپابه طرف تعقر که در آنها يیآنها دارد و
 پاسخ 

٣بخش ۶بر اساس مثال   که  ميدان  یم۴
١٢ ٣ ١٢ ٢ ١٢ ٢ ١  

٣۶ ٢ ٢۴ ٣۶
٢
٣

 

١ ينهمچن ١ 
 . ميکن  یمشخص مرا علامت  ريجدول ز جاديحالا با ا است.  یموضع  ينيممممقدار  يک

 
٢
٣

 

 عبارت  علامت  علامت علامت      
    
   ٢

٣
 

   ٢
٣

 

 
٣ هيو بر اساس قضبا توجه به علامت  ۶ در که نمودار  ديکن  یبخش ملاحظه م نيهم١

٢ و بازه 
٣

٢به بالا دارد و در بازه    یفرورفتگ ايتعقر   
٣

فرو  ايتعقر و 
 . ديکن  یملاحظه م نييدر پانمودار   دارد. نييبه پا یرفتگ

  است.  دنيقابل د ريغ و زيناچ اريبس یفرو رفتگالبته در 
 

   نقطه عطف است. ايو  یدگينقطه خم یبه معن يرنمودار زدر 
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 تابع مورد نظر.  یبرا يگریهم نمودار د ينا
 

 
 

 
۴ يدکنفرض  – ٢مثال  ٣ ۶ ٢ به  یفرو رفتگکه در آنها   يیبازه ها  باشد.٩

   .ديکن آنرا رسم و سپس نمودار  .ديکن دايپ دارد نييپا به طرف یکه فرو رفتگ  يیبازه ها و طرف بالا
 پاسخ 

١٢ ٢ ١٢ ٩ ١٢ ٢ ٣
۴

١٢
٣
٢

١
٢

 

٢۴ ١٢ ٢۴
١
٢
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٣ هيبر اساس قض ۶ ١در بخش ،  نيهم١
٢

و در  نييبه طرف پا یفرو رفتگ
١
٢

١ یکه نقاط بحران ميدان  یاول ، م از مشتق مرتبه  دارد. به طرف بالا یفرو رفتگ
٢

و 
٣
٢

١چون   هستند.
٢

٣ و٢۴
٢

دوم ،  مشتق مرتبه تست اساس پس بر٢۴

١که  ميريگ  یم جهينت
٢

۵
٢

٣است و  یموضع مميمقدار ماکس کي
٢

٢٧
٢

 کي
   .ميکن رسم را نمودار ميتوان  یحالا م  است. یموضع ممينيمقدار م

 
 

١نمودار در نقطه ٢در مثال 
٢

١١
٢

  .افتهي رييتغ به تعقر به طرف بالا نييبه طرف پااز تعقر 
  Inflection Points یدگينقاط خم ايرا نقاط عطف  دهد  یتعقر م رييآنها ، نمودار تغ که در ینقاط

    نامند.  یم
 
  

  يفتعر
وجود داشته بر نمودار در نقطه “  یاحتمالا عمود“ خط مماس  يک يمکن  یفرض م

است ، اگر نمودار  Inflection Point   یدگيخم نقطه اينقطه عطف  کيپس   باشد.
و در  بالا به تعقردر نمودار  که یوجود داشته باشد بطورعدد  کي

   باشد. داشته  ”برعکس اي“  نييتعقر به پا
 

 از توابع  یاريبس یگ ديکردن نقاط خم دايپ قيطر
   .ديکن داياست ، پرا که در آنها  ريمقاد – ١
علامت  رييتغدر  ايآ دي، مشخص کن ديکرد دايکه در مرحله اول پ رياز مقاد کيهر  یبرا – ٢
   دهد.  یم
   است. یگ دينقطه خمدهد ،   یعلامت م رييتغدر اگر  – ٣
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۴ ديفرض کن– ٣مثال  ۶ ٢ ٨ را نمودار  یگ ديخم اينقاط عطف   باشد.١
   .ديکن دايپ

 پاسخ 
۴ ٣ ١٢ ٨ 

١٢ ٢ ١٢ ١٢ ١ ١  
١ ١  

 عبارت  علامت  علامت علامت
   ١ 
   ١ 
   ١ ١  

 
١که  ديکن  یملاحظه م  رييتغ١و هم در ١هم در است و ١

١پس   دهد.  یم علامت ١ ١ ١ و١٣ ١ ١  یدگينقاط خم٣
   هستند.

 
 

برای ديفرض کن – ۴مثال  ٢        نمودار یدگينقاط خم  باشد.٢
   .ديو سپس  نمودار را رسم کن ديآن بحث کن یدگيودر باره خم ديکن دايرا پ

 پاسخ 
cos و  

، یبرا است    ،  رييتغ   ريمقاد نيدر هر سه اچون و
،دهد ، پس   یعلامت م  نيعلاوه بر ا  هستند. یدگينقاط خم اينقاط عطف و

         یها و در بازه نييبه طرف پا  یفرو رفتگو ٢    یها در بازهنمودار 
  ريز  شکل  طرف بالا دارد. به  یرفتگ فرو٢و 
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برایاز  يگرنمودار د يک ٢ ٢ 

 
 
 

کند ،   یها را قطع مدر اشکال بالا ، هر جا که تابع محور  ينوسکه نمودار تابع س يدتوجه داشته باش
است با تناوب  یاگر دامنه اش محدود نشده باشد ، تناوب نوسيچون تابع س نقطه عطف دارد.  کي

دهد که   ینشان م نيا دارد.  یدگينقطه خم کيها را قطع کند ، پس نمودارش  هر جا که محور ٢
   نقطه عطف داشته باشد. تينها  یتواند ب  یتابع م کينمودار 
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، در مورد  ديکن دايرا پنقاط عطف نمودار   باشد. ديفرض کن – ۵مثال 
  . دي، و سپس نمودار را رسم کن ديآن بحث کن یدگيخم

 پاسخ 
١  

 رييتغ    ينامانندً عپس  است. باشد ، پس اگر 
که  ديگو  ی، به ما م ميکرد نوسيدر مورد تابع س۴که بعد از مثال   یپس بحث دهد.   یعلامت م

تواند   یم یحيهر عدد صحاست.  نقطه عطف نمودار  کي
  ريبه شکل ز یدر هر بازه ا دارد نييبه طرف پا  یرفتگفرو که  ميريگ  یم جهينت نيهمچن  باشد.

٢ ٢ ١  
 

  . ريبه شکل ز یبه طرف بالا دارد در هر بازه ا یو فرو رفتگ
٢ ١ ٢ ٢  

 است ، فقط اگر که  ديدارد؟ توجه کن یموضع مياکستر ريمقاد ايآ
١  

٢ یعني باشد.    حيهر عدد صح یبرا١
٢که  نياست ، مگر ا نيعلاوه بر ا  هيپس بر اساس قض  باشد.١

٣ ٣ ٣بخش ٢ و لذا در   دار است در هر بازه بسته و کران یصعود داياککه  ميريگ  یم جهينت٣
   .ريشکل ز  ندارد. یموضع ميمقدار اکستر چيه نيهمچن  است. یصعود داياکبازه 

 

 
 کيدر نمودار   که ستين یمعن نياست ، لزوما به اچون  – توجه 

١٢پس ۴مثلا  نقطه عطف دارد.  پس   ها.تمام  یاست برا٢
 کيپس   دهد.  یعلامت نم رييهم تغ صفر مخصوصا در  دهد.  یعلامت نم ريياصلا تغ

  ناتيتمر پاسخ درآخر  نمودار است.که  نيوجود ا با , ستيعطف ن نقطه
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٣ ناتيتمر ۶ 
١ ناتيدر تمر  به تعقر ايکه نمودار تو  يیکه در آنها نمودار تابع تعقر به بالا و بازه ها  يیبازه ها٨

  . ديو سپس نمودار آنرا رسم ، کن ديکن دايدارد ، پ نييپا

١
٣
٢

٢  

 
٢ ٢ ٨ 

 
٣ ٣ ۶ ٢ ١٢ ۴ 

 
۴ ۴ ۴  

 

۵
١

 
 

۶ ١ 
 

٧ ٢  
 

٨  
٩ ناتيدر تمر و سپس نمودار  ديکن دايتمام نقاط عطف ، اگر وجود داشته باشد ، نمودار تابع را پ١۴

   .ديتابع را رسم کن

٩ ٢
٣
 

 
١ ٣ ٣ ٢ ٩ ٢ 

 
١١ ٣ ۴ ۴ ٣ 

 
١٢ ٩ ٣ ٣ 

 

١٣
٢
٣

٢
٣

٣
۵

۵
٣ 

١۴  
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٣  ناتيپاسخ تمر ۶ 
١ ناتيدر تمر  به تعقر ايکه نمودار تو  يیکه در آنها نمودار تابع تعقر به بالا و بازه ها  يیبازه ها٨

  . ديو سپس نمودار آنرا رسم ، کن ديکن دايدارد ، پ نييپا

١
٣
٢

٢  

٣ ١ ٣ 
١ نيو همچندر  دارد نييبه طرف پا  ینمودار فرورفتگپس 

٣
١
۶

 مميمقدار ماکس
  است. 

 
 

٢ ٣ ٨ 
٣ ٢ ۶  

  دارد.  نييطرف پا  به یفرو  رفتگبه طرف بالا و در  یفرو رفتگپس نمودار در 
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٣ ٣ ۶ ٢ ١٢ ۴ 

٣ ٢ ١٢ ١٢ ٣ ٢
٢
 

۶ ١٢ ۶ ٢  
   دارد. نييطرف پا تعقر به٢ تعقر به طرف بالا و در بازه٢در بازه  پس نمودار

 
 

۴ ۴ ۴  
۴ ٣ ۴ ۴ ١ ٢ ١  

١٢ ٢ 
١ نيهمچن  به طرف بالا دارد. یفرو رفتگنمودار در  پس  ممينيمقدار م٣

  است. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 حساب ديفرانسيل آرمان ٣.۶ تعقر منحنی و نقاط عطف آن انوشـيروان صراف

496 
 

۵
١

 

١
١
٢

٢
٣
 

  دارد. نييبه طرف پا  یفرو رفتگو در به طرف بالا  یفرو رفتگپس نمودار در 
١ نيهمچن ١و  یموضع مميمقدار ماکس٢   است.  یموضع ممينيمقدار م٢

 
 
 

۶ ١ 

   باشد.١است که   يیهاشامل تمام که دامنه  ديتوجه داشته باش

١
٢ ١

٣ ٢

٢ ١
 

۶ ١ ٣ ٢

١

۴ ١
٣ ۴

۴ ١
٣
٢

 

۴پس نمودار در 
٣

١به طرف بالا و در   یفرو رفتگ ۴
٣

   دارد. نييطرف پابه   یفرو رفتگ
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٧ ٢  

  . ميبعد از آن دار حاتيو توض۴با توجه به مثال شماره 
٢ ٢  

۴ ٢ ۴  
پس نمودار در 

٢
به طرف بالا و در   یفرو رفتگ حيهر عدد صح یبرا١

٢
هر  یبرا نيعلاوه بر ا دارد.  نييبه طرف پا  یفرو رفتگ حيصح هر عدد یبرا

 ميدار حيعدد صح
۴

و  مميمقدار ماکس١
۴

 ممينيمقدار م١
   است.
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٨  
 

٢ ٣ ٢ ١ ٢  

٢ ٢ ١  

٢ها در دامنه ، پس تمام  یاست برا١چون  ٢ تمام  یاست برا١
 درنمودار  پس   علامت دارند. کيو ، لذا دامنه  ها در 

٢
٢

٢
٢  

تعقر به طرف بالا و در 
٢

٢ ٣
٢

 حيهر عدد صح یدارد ، برا نييبه طرف پاتعقر ٢

٢ نيهمچن ٢و  مميمقدار ماکس کي١ ١  ممينيمقدار م کي١
  است. 
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٩ ناتيدر تمر و سپس نمودار  ديکن دايتمام نقاط عطف ، اگر وجود داشته باشد ، نمودار تابع را پ١۴
   .ديتابع را رسم کن

٩ ٢
٣
 

٣ ٢
٢

۶ ٢  
 است نقطه عطف اي یدگينقطه خم٢دهد ، پس   یعلامت م رييتغ٢در پس 

 
 
 

١ ٣ ٣ ٢ ٩ ٢ 
٣ ٢ ۶ ٩ ٣ ٣ ١  

۶ ۶ ۶ ١  
١دهد ، پس   یعلامت م رييتغ١در پس   نيهمچن  است. یدگينقطه خم کي٩

٣ ١و  یموضع ممينقطه ماکس کي٢۵    است. یموضع ممينيمقدار م  کي٧
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١١ ٣ ۴ ۴ ٣ 
١٢ ٣ ١٢ ٢ ١٢ ٢ ١  
٣۶ ٢ ٢۴ ١٢ ٣ ٢  

٢در صفر و پس 
٣

٢و پس   دهد.  یعلامت م رييتغ
٣

١۶
٢٧

  نقاط عطف هستند.

١ نيهمچن    است. ممينيمقدار م١

 
 

١٢ ٩ ٣ ٣ 
٩ ٨ ٩ ٢ ٩ ٢ ۶ ١  

٧٢ ٧ ١٨ ١٨ ۴ ۶ ١  

،در پس  ١

٢
٣

١

٢
 پس  دهد.  یعلامت م رييتغ٣

١

٢
٣

١١
٨

١

٢
٣

١١
٨
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١ نيهمچن نقاط عطف هستند.  ١و  یموضع ممينيمقدار م کي٢ مقدار  کي٢

   است. یموضع مميماکس
 نقطه عطف  یمخفف است به معن .I.Pدر نمودار بالا 

R. Max   است.  یموضع مميماکس یبه معن  
 R. Min است یموضع ممينيم یبه معن 

   

١٣
٢
٣

٢
٣

٣
۵

۵
٣ 

۴
٩

١
٣

٢
٣

١
٣

۴
٩

 

۴
٢٧

۴
٣

٢
٣

١
٣

٢
٣

۴
٣

٢
٩

 

٢در چون 
٩

 دهد ، پس نقطه   یعلامت م رييتغ  یمثبت به منف از 

٢
٩

٢
٩

٢
٩

۴
۵

٢
٩

٢
٣

 

 نيهمچن  نقطه عطف است. کي

۴
٩

٢
۵

۴
٩

٢
٣
 

   است. یموضع ممينقطه ماکس کي

 
 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 حساب ديفرانسيل آرمان ٣.۶ تعقر منحنی و نقاط عطف آن انوشـيروان صراف

502 

 
 

١۴  
٢ ٢ ٢  

هر  ینقطه عطف است برا کيپس   دهد.  یعلامت م رييتغ،در پس 
  حيعدد صح
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  Limit at Infinity نهايت یحد در ب - ٧.٣
  یعني ند.  بوده اعدد مانند  کيدر تابع  يک ی، حد ها يمبرخورد کرده اکه به آنها   يیتا کنون حد ها

 
  یم مثبت و بطور دلخواه  بزرگکه  ی، هنگام ميده  یقرار م   یرا مورد بررسحالا حد 

است و قدر مطلق   یمنفکه  یهنگام  نيهمچنشود.   یم کينزدبه که  یهنگام  یعني  ,شود
حد  نيدانستن چن شود.   یم کينزدبه که  یهنگام یعني, شود   یم رگآن بطور دلخواه  بز

   کند.  یاست ، به ما کمک مکه دور از محور در رسم آن قسمت از نمودار   يیها
شود ، به عنوان حد سمت چپ تصور   یم کينزدبه که  یهنگامتوان در مو رد حد   یم

 شکل  شود.   یم  کينزداز سمت چپ به  رايز  کرد.

 
کار ، توجه داشته باشد که  نيا یبرا  است. کينزدچقدر به    مييبگو که ميکن دايپ  یراه دياما با

  یم کينزدبه  که یهنگام طور نيهم  تر است. کينزدبزرگ تر باشد ، به هر قدر 
   رساند.  یم ريز فيرا به تعر ما موضوعات نيا  شود.

  
  فيتعر
است حد عدد مانند  کي  شده باشد. فيتعربازه  کيدر  ميکن  یفرض م -  الف

وجود داشته باشد ، عدد مانند  کيهر  یاگر براشود   یم کينزدبه که  یهنگام
  ميسينو  یصورت م نيدر ا ميباشد ، پس داشته باشکه اگر  یبطور

 
حد  کيدر  ايو  ، وجود دارد شود ،  یم کينزدبه که  یهنگامحد  مييگو  یم

   دارد.
حد عدد مانند  کي  شده باشد. فيتعربازه  کيدر  ميکن  یفرض  م - ب

عدد مانند  کيهر  یبرااگر شود   یم کينزدبه که  یاست هنگام
 نيدر ا ميباشد ، پس داشته باشکه اگر  یوجود داشته باشد ، بطور

  ميسينو  یصورت م
 

 کيدر  ايو  ، وجود دارد شود ،  یم کينزدبه که  یهنگامحد  مييگو  یم
   حد دارد.

 مجانبرا  یافق پس خط باشد ، ايو  اياگر  –ج 
 بالاشکل    .مينام  یم نمودار یافق
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   باشد.  یم ، ميکه قبلا داشتحد ها   یقبل  فيدرتعاربالا معادل  عدد  فيتعر درعدد 
 

  است. ١و  ١که  دينشان ده – ١مثال 
 پاسخ 

 دايپعدد  کي دياست ، با١ مينشان ده نکهيا یبرا است.  ميکن  یفرض م
 باشد ، پس که اگر  یبطور ميکن

١ ١
 

١ ميکن  یفرض م است. 
�

باشد ، ١ ميکن  یفرض م لذا  است. ١ ميباشد ، پس دار

 ١ ميريگ  یم جهيباشد ، نت نياگر چن

     پس   است.١ ميکن  یاست ، فرض م١که  نينشان دادن ا یبرا
 باشد ، پس و لذا اگر   است   

١ ١ ١
 

 شکل ١کند که   یثابت م نيا

 
 

که  یپس حد هنگام صادق هستند.  ميده رييتغو را به که  یحد هنگام  یاساس یايقضا
  . ميدار نيهمچن شود ، اگر وجود داشته باشد ، منحصر به فرد است.  کينزدبه  ايو به 

 
 

 
 

  هم صادق هستند.  یبالا برا یحد ها
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  . ميدارمثبت  حيهر عدد صح یکه برا ميريگ  یم  جهيحاصل ضرب نت یاز فرمول حد ها
 

١ ١
١  

 
   .يدآنرا اثبات کن يداست بتوان يدام اثبات فرمول بالا آسان است. 

   .يدکن يدارا پ يرز یحد ها – ٢مثال 
٢ ٢ ۵

٢ ٢ ۶ ١
٣ ١
۴ ٣

 

 پاسخ 
   .ميکن   یم ميتقس است  ، کسر نيا در توان نيتر بالا که٢ هم مخرج را بر هم صورت و

٢ ٢ ۵
٢ ٢ ۶ ١

٢

٢
٢

٢
۵
٢

٢ ٢

٢
۶

٢
١
٢

١ ٢ ۵
٢

٢ ۶ ١
٢

١
٢

١
٢

 

   .ميکن   یم ميتقس است  ، کسر نيا در توان نيتر بالا که٣ هم مخرج را بر هم صورت و
 

٣ ١
۴ ٣

٣
٣

١
٣

۴
٣

٣

٣

٣
٣

١
٣

۴
٣

١ ١
 

  که ديده نصح  باشد. ديفرض کن– ٣ مثال
٢ ٢  

   است.
 پاسخ 

   .ميکن  یم یسيباز نو داخل پرانتز را ابتدا عبارت

٢ ٢ ٢ ٢
٢ ٢

٢ ٢

٢ ٢ ٢

٢ ٢

٢

٢ ٢

٢

١
٢

٢
١
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 چون 
٢

١
٢

٢
١ ١ ١

 

 پس  , است
٢ ٢  

 
 

  يدفرض کن – ۴مثال 
٢ ١
٣ ١

 

  . ديرا رسم کنباشد. نمودار 
 پاسخ 

٢ ٣ ١ ٣ ٢ ١

٣ ١
٢

۵

٣ ١
٢
 

٣

٣ ١
٣
 

١ یاست در بازه ها ینزول داياک جهيدر نت
٣

١و 
٣

١و نمودار آن در بازه 
٣

 

١دارد و در بازه  نييبه طرف پا یفرو رفتگ
٣

کردن  دايپ یبرا  به طرف بالا دارد. یفرو رفتگ
  که شود  یمجانب ها ،  ملاحظه م

١
٣

١
٣

٢ ١
٣ ١

 

١
٣

١
٣

٢ ١
٣ ١

 

٢
٣

 

١لذا خط 
٣

٢است و  یمجانب عمود کي
٣

 را نمودار ميتوان  یحالا م  است. یافق مجانب کي
 شکل   .ميکن رسم
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 شود که   یم جهينت نيچن۴از مثال 

مجانب  کيپس  و   اگر   –الف 
   است. یعمود

مجانب  کيباشد ، پس خط و  اگر - ب 
  است. نمودار  یافق
 

  Infinite Limits at Infinity تينها یدر ب تينها یب یحد ها
  فيتعر  

عدد مانند  کي  یقيهر عدد حق یاگر برا  شده باشد. فيتعردر بازه  ميکن  یفرض م
   باشد.باش ، پس که اگر  یوجود داشته باشد بطور

  ميسينو  یو م استشود   یم کينزدبه که  یهنگامحد   مييگو یصورت م نيدر ا
 

 شکل  دارد. در   تينهايحد ب کي مييگو  یم ايو 
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  است. ٧که  يدنشان ده – ۵مثال 
 پاسخ 

را عدد مانند  یهر عدد یبرا است. ٧باشد ، پس ١واضح است که اگر 
 باشد ، پس اگر  پس   باشد. و ١که  ميکن  یانتخاب م یطور

٧  
  . ميدار تينها  ینهتت در ب  یب یحد ها فيپس طبق تعر است. 

٧  
  ميدار  مثبت  حيهر عدد صح یبرا مينشان ده ميتوان  یم قيطر نيبه هم

 
  . مي، دار کيبا حد اقل درجه  یچند جمله ا کيشود ، اگر   یم جهينت نيهمچن

يا  
 و 

يا  
 دارد.  یبستگتوان در  نيجمله بالا تر بيممکن است اتفاق افتد ، به ضر تينها  یکه کدام حد ب نيا

  مثلا 
٢ و ٢  

 اما 
٣ ٢ ١ ٣ ٢ ١  
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٣ ناتيتمر ٧ 
١ ناتيدر تمر  . ديکن دايحد داده شده را پ٨

١
٢

٣
 

 
٢

٣ ٢
 

 

٣
٢ ٢ ١

٢ ۴
 

 

۴
١
٢ ٢

١
٢

 

 
۵

٢ ١
 

 

۶
٢

۴ ٣ ٩
 

 

٧ ۴ ٢ ١  

 

٨
١

 
 

٩ ناتيدر تمر    .ديو سپس نمودار تابع را رسم کن ديکن داينمودار تابع را پ یمجانب افق١۴

٩
١

٢
 

 

١
٣

٢ ۴
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١١
٢ ٣

٩ ٢
 

 

١٢
٢
١

 

 

١٣
٣
۴

 

 

١۴
١

٢ ۴
 

 
  ديفرض  کن – ١۵

٢ ١
 

  . ديآنها را مشخص کن دارد.  یدو مجانب افقکه نمودار  دينشان ده باشد. 
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٣ ناتيپاسخ  تمر ٧ 
 

١ ناتيدر تمر  . ديکن دايحد داده شده را پ٨

١
٢

٣

٢

٣ ١
 

 

٢
٣ ٢ ٣ ٢

١
٣

١
٣

 

 

٣
٢ ٢ ١

٢ ۴

٢ ٢

٢ ٢
١
٢

٢

٢ ٢
۴
٢

٢
١

٢ 

 

۴
١
٢ ٢

١
٢

١
٢

١
٢

١
٢

٢
١
٢

١
٢

٢

١
٢  

١

١ ٢

١
٢  

 
 

۵
٢ ١

 

 چون 
١

٢ ١ ٢ ١

١

٢ ١
برای ١ 

 است و چون 
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١

٢ ١

١

٢ ١
 

  ديگو  یمحد ها در  یبرا یچيساند و هيقض  است.

٢ ١
 

 

۶
٢

۴ ٣ ٩

١

۴ ٩
٣

۴
 

 

٧ ۴ ٢ ١  

١ یبرا
٢

  ميدار

۴ ٢ ١ ۴ ٢ ١
۴ ٢ ١

۴ ٢ ١
 

١ ٣ ٢

۴ ٢ ١

١ ٣

١ ۴ ١
٢

 

 پس 

۴ ٢ ١
١ ٣

١ ۴ ١
٢
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  حل کرد.  ريز   مطابق  توان  یرا م نيتمر نيا نيهمچن

۴ ٢ ١ ۴
١
٢

 

١ ۴
١
٢

 

٨
١

 

حد ها در  یبرا ینيجانش هياست ، پس قضاست و ١چون 

 که  ديگو  یم١و ∞
١

 

 
٩ ناتيدر تمر    .ديو سپس نمودار تابع را رسم کن ديکن داينمودار تابع را پ یمجانب افق١۴

٩
١

٢
 

١
٢

١
٢

 

  است.  یمجانب افق کيپس 
١

٢
٢

برای ٢ 

  است.  ینزول٢و ٢ یدر بازه هاپس 
٢

٢
٣

 

به طرف  یفرو رفتگ٢به طرف بالا و در بازه  یفرو رفتگ٢در بازه پس نمودار 
   دارد. نييپا

٢

١
٢

و
٢

١
٢

 

  ريشکل ز است.  یمجانب عمود٢پس 
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١
٣

٢ ۴
 

 چون 
٣

٢ ۴
٣

٢ ۴
٣
٢

 

٣پس 
٢

   است. یمجانب افق کي

٣ ٢ ۴ ٣ ٢

٢ ۴
٢

١٢

٢ ۴
٢

٣

٢
٢

برای ٢  

 است.   ینزول٢و ٢ یدر بازه هاپس 
۶

٢
٣
 

   دارد. نييتعقر به طرف پا٢تعقر به بالا و در بازه ٢در بازه پس نمودار 

٢

٣
٢ ۴

و
٢

٣
٢ ۴

 

  است.  یمجانب عمود٢پس خط 
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١١
٢ ٣

٩ ٢

٢ ٣
٣ ٣

٢
٣

برای ٣ 

 پس 
٢ 

   است. یمجانب افق کي٢و لذا 
٢ ٣ ٢ ١

٣
٢

۶

٣
٢

برای ٣ 

٣و ٣ یدر بازه هاپس     است. یصعود٣و ٣
١٢

٣
٣

برای ٣ 

٣    یها در بازهپس نمودار  و ٣ تعقر به ٣بازه تعقر به بالا و در ٣
   دارد. نييپا

٣

٢
٣

و
٣

٢
٣

 

   است. یمجانب عمود کي٣پس 

 
 

١٢
٢
١

 

٢
١

٢
١

١ 

  است.  یمجانب افق کي١پس 
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١ ١ ٢ ١

١
٢

٣

١
٢

برای ١ 

١ یدر بازه هاپس  و    است. ینزول١
۶

١
٣
 

به طرف  یفرو رفتگ١به طرف بالا و در بازه  یفرو رفتگ١در بازه پس نمودار 
   دارد. نييپا

١

٢
١

و
١

٢
١

 

   است. یمجانب عمود کي١پس 

 
 

١٣
٣
۴

 

٣ که یاست بطور  يیهاشامل تمام دامنه 
۴

آنها  یکه برا  يیهاتمام  یعني  باشد.

شامل دامنه   پس   علامت باشند. کي یدارا۴و ٣ ايو  باشد ،٣
   است.۴و ٣

٣
۴

٣
۴

١ 

   است. یافق مجانب کي١پس 

١
٢

٣
۴

١
٢ ۴ ٣ ١

۴
٢
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١

٢ ۴
٢

٣
۴

١
٢

 

   است. ینزول۴و ٣   یها در بازهپس 

١

۴
٣

٣
۴

١
٢ ١

۴ ۴
٢

٣
۴

٣
٢ ۴ ٣ ١

۴
٢

 

١

۴
٣

٣
۴

١
٢

١
١

۴ ۴
٣
۴

١

 

١

۴
٣

٣
۴

١
٢

١
١

۴ ٣
 

۴ ١٣

۴ ٣ ۴
٣

٣
۴

١
٢

 

∞تعقر به طرف بالا و در بازه ۴در بازه پس نمودار     دارد. نييتعقر به طرف پا٣

۴

٣
۴

 

   است. یمجانب عمود کي۴پس 
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١۴
١

٢ ۴
 

 پاسخ 
١

٢ ۴
١

٢ ۴
 

   است. یمجانب افق کيپس 
٢

٢ ۴
٢
 

 ٢و ٢ یو در بازه ها یصعود٢و ٢ یهادر بازه پس 
   است. ینزول

٢ ٢ ۴
٢

٢ ٢ ٢ ۴ ٢

٢ ۴
۴

 

٢ ٣ ٢ ۴

٢ ۴
٣

 

٢تعقر به طرف بالا و در بازه ٢و ٢ یدر بازه هاپس نمودار  ٢ 
   دارد. نييتعقر به طرف پا

٢

١
٢ ۴ ٢

١
٢ ۴

 

 و 

٢

١
٢ ۴ ٢

١
٢ ۴

 

   هستند. یعمود یمجانب ها٢و ٢پس 
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  ديفرض  کن – ١۵

٢ ١
 

  . ديآنها را مشخص کن دارد.  یدو مجانب افقکه نمودار  دينشان ده باشد. 
 پاسخ 

 باشد ، پس اگر 
٢

٢ ١
١

١ ١
٢

 

   است. یمجانب افق کي١است ، پس ١است ، پس 
 باشد ، پس اگر 

٢

٢ ١
 

  است.  یمجانب افق کي١پس  است. ١پس  است. 
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  Graphingرسم نمودار - ٨.٣
به ما در مورد  يادی، دانش ما در مورد مشتق ها ، تا حد ز يديدد فصل ينتا سر اهمان طور که در سر 

در  يمرا که تا کنون به آنها بر خورد کرده ا  يیبخش ، روش ها يندر ا کند.   یرسم نمودار توابع کمک م
  . يمکن  یخلاصه م يرجدول ز

 
 امتحان           يتخاص
      کند.   یم  یتلاقدر    محور با

       کند.   یم  یتلاقدر با محور 
       است.  نهيقر نسبت به محور نمودار 
        است.  نهينسبت به مبدا قرنمودار 
 کند.   یم رييتغ  یاز مثبت به منفو   دارد . در   یموضع يمممقدار ماکس يک

 است. است و  اي      
 کند.   یم رييبه مثبت تغ  یاز منفو  دارد. در  یموضع ممينيمقدار م کي

   است.است و  اي      
   یها بجز تعداد کمتمام  یاست برا بازه باز  کياست در  یصعود داياک
  یها بجز تعداد کمتمام  یاست برا  بازه باز  کياست در  ینزول داياک

 ها در تمام  یاست برا تعقر به بالا دارد. در بازه باز نمودار
 ها در تمام  یاست برا دارد.   نييتعقر به پادر بازه باز نمودار
 و معمولا   دهد.  یعلامت م رييتغدر  نقطه عطف نمودار  کينقطه 
  اي  دارد.  یمجانب عمود کي

  اي  دارد.    یمجانب افق کي
 

  . ديرا رسم کن ريتابع ز نمودار  – ١مثال 
٢

١ ٢
 

 پاسخ 
  یتلاقاما، نمودار با محور  است. نمودار با محور   یمحل تلاق٢است  ، پس ٢چون 

است ، پس نمودار که  قتيحق نيا ها. تمام یاست برا رايندارد ز
   .ميدر مورد مشتق ها دار  است.  نهيقربه محور  نسبت

۴

١ ٢ ٢
 

۴ ١ ٢
٢

۴ ٢ ١ ٢ ٢

١ ٢ ۴

۴ ٣ ٢ ١

١ ٢ ٣
 

در بازه پس  یاست براو  یاست براچون 
 مميمقدار ماکس٢  است. یمطلقا نزولبازه  و در است یصعود مطلقا

   .ميده  یرا نشان  م علامت ريدر جدول ز  است.
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١
٣

٣
١
٣

٣ ∞ 

 عبارت  علامت  علامت علامت
   

٣ ١ 

   
٣ ١ 

   ۴ ٢ ١

١ ٢ ٣
 

 

١ یدر بازه هانمودار شود که   یم جهياز جدول بالا نت
٣

٢و ٣
٣

تعقر به ٣

١بالا  و در بازه 
٣

٣ ١
٣

  تيو در نها    دارد. نييتعقر به پا٣

٢
١ ٢

٢
١ ٢

 

  رينمودار ز  است. یمجانب افقمحور  یتان

 
 
 
 
 

 

 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



  حساب ديفرانسيل آرمان ٣.٨  رسم نمودار انوشـيروان صراف

522 
 

  . ديدر کن هيرا سادو تابع  نيفصل مشترک ا و  ديکنرا رسم و نمودار  – ٢مثال 
٢

١ ٢
٢ 

 پاسخ 
کردن  دايپ یبرا شما کاملا اشنا باشد.  یبرا ديهم بانمودار  . دياشنا شد١در مثال با نمودار 

  . ميکن  یرا حل م ريدو تابع ، معادله ز نيفصل مشترک ا
٢

١ ٢
٢ 

۴ ٢ ٢  
٢ ٢ ٢ ١  

١در و  یلذا نمودار ها١ ايو ١پس  ١و ١   یقطع مرا  گريکدي١
   دار است. هيساقسمت مشترک ،   کنند.

 
  Ellipse and Hyperbola یلول ها و هذ یضيب

   .ديرا رسم کن رينمودار ز – ٣مثال 
٢

۴

٢

٩
١ 

 پاسخ 
نمودار است اگر فقط و فقط  یرونقطه  کيبه توان دو هستند ، و هم چون هم 

و هم نسبت به محور نمودار هم نسبت به محور  یعني  نمودار باشند. یروو 
،  نهياز قر ، با استفاده مياست رسم کنمحور  یکه بالاپس اگر آن قسمت از نمودار   است. نهيقر

 باشد ، پس محور  یبالا اي یرواما ، اگر   توان نمودار را کامل کرد.  یم
  داشت.   مي. خواهميکن  یحل م یبالا را براپس معادله  است. 
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٣ ١
٢

۴
١  

٢تابع  نيا دامنه  است. افتهي ليبالا تقل١شماره  رسم نمودار تابع در به پس مساله  بود است و٢
  یسه مبا محور   یتلاق محل و٢ و٢ عبارتند ازمحور  با  یمحل تلاق  است.٣آن 

   هستند. ريز مطابق ها هم مشتق  باشد.
٣

۴ ١
٢

۴

 

٢

٢

١٢ ١
٢

۴
٣ ٢

١
٢

۴

١۶ ١
٢

۴

٣

۴ ١
٢

۴

٣
٢

 

 نمودار در نيهمچن  است. ینزول٢و در بازه  یصعود٢در بازه که  ميريگ  یم جهينت
٢بازه   ريمطابق ز نمودار معادله را ميتوان  یاطلاعات م نيبا ا  دارد. نييبه طرف پا یرفتگ فرو٢

   .ميرسم کن

 
 

  رينمودار معادله به شکل  ز
٢

٢

٢

٢
١  

 اگر   است.شکل آن مطابق شکل  باشداگر   شود.  یم دهينام Ellipse   یضيب
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 ديآ  یدائره در مبه شکل  یضيب باشداگر   در بالا است.٣باشد شکل آن مطابق نمودار مثال 
 شکل   مرکز مبدا مختصات.  وشعاع  با

       
 

  . ديرا رسم کن رينمودار رابطه ز - ۴مثال 
٣

۴

٢

٩
١ 

 پاسخ 

   که ديدان  یمسلما م
٣

۴

٢

٩
و ١

٣

۴

٢

٩
معادله و  کي ايرابطه و  کي، بلکه  ستنديتابع ن١

  .هستند یتساو کي اي
 

 
  . ميدار یبرا است.  نهيقرو  یرابطه هم نسبت به محور ها نينمودار ا٣مانند مثال 

٣
٢

۴
١ ٢  

نمودار   یمحل تلاق است. ٢و ٢عبارت است از ٢در فرمول شماره دامنه تابع 
  ميدار نيهمچن ندارد.   یتلاقو نمودار با محور ٢و ٢عبارتند از با محور 

٣

۴
٢

۴
١
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٢

٢

١٢
٢

۴
١ ٣ ٢

٢

۴
١

١۶
٢

۴
١

٣

۴
٢

۴
١

٣
٢

 

دارد و در بازه  نييونمودار تعقر به پا ینزول٢در بازه  که  ميريگ  یم جهينت
 که  ميکن  یملاحظه م٢از فرمول شماره  دارد.   نيينمودار تعقر به پا و یصعود٢

٣
٢

۴
١  

٣به  .شود   یبزرگ تر مکه  یهنگام قتيدر حق
٢

  یعنيشود ،   یم کينزد

٣
٢

۴
١

٣
٢

 

  . ميکن  یاطلاعات ، نمودار را رسم م نيبا ا
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 نمودار 
٢

٢

٢

٢
١ يا

٢

٢

٢

٢
١ 

 
و نمودار معادله  سمت راست شکل نمودار معادله سمت چپ شکل  شود.   یم  دهينام یلول هذ کي

 

1
2

2

2

2

��

a

x

b

y
 

 به خطوط  یلول هذ یرونقاط 

 
  یم یلول هذ یهامجانب خطوط را  نيا شود.   یبزرگ م تينها  یبکه  یشوند ، هنگام  یم کينزد

  نامند. 
  Asymptoteمجانب 
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٣ ناتيتمر ٨ 
١ ناتيدر تمر  نيو در مورد خواص نام برده شده در جدول هم دينمودار تابع داده شده را رسم کن۵

  . ديده حيبخش توض
١ ٣ ٣ ٢ 

 
٢ ۴ ٨ ٣ ٣۶ ٢ ٣ 

 

٣
۴

 
 

۴
١ ١

٢
 

 

۵
١
١

 

 
   .ديدار کن هيمشترک به دو تابع را سا یها بخشو  توابع را رسم  ۶ نيدر تمر

۶ ٢  
 
 

٧ ناتيدر تمر    .دينينمودار معادله داده شده را رسم ک١١

٧
٢

٩

٢

۴
١ 

 
٨ ٢ ٢ ٩ 

 
٩ ٢۵ ٢ ٢ ٢۵ 

 

١
٢

٩

٢

۴
١ 

 

١١
٢

۴

٢

٩
١ 
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٣ ناتيپاسخ تمر ٨ 
١ ناتيدر تمر  نيو در مورد خواص نام برده شده در جدول هم دينمودار تابع داده شده را رسم کن۵

  . ديده حيبخش توض
١ ٣ ٣ ٢ 

٣ ٢ ٣ ٣ ٢ ١ ۶  
 ٢؛  و   نييپا تعقر به در   ؛بالا تعقر به در؛در  یصعود

 نقطه عطف 

 
 
 

٢ ۴ ٨ ٣ ٣۶ ٢ ٣ 
۴ ٣ ٢۴ ٢ ٧٢ ؛ ١٢ ٢ ۴٨ ٢٧ 

؛ یموضع ممينيمقدار م و در  ینزول ؛ در بازه یصعودبازه  در٣
   بالا. تعقر بهبازه 
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٣
۴

 

١
۴
٢

٨
٣
 

٢ یموضع مميمقدار ماکس ٢ یموضع ممينيمقدار م  است.۴  در بازه  است.۴
 در  است. ینزول٢و ٢ یبازه ها در  است. یصعود٢و ٢ یها

نسبت   است. یمجانب عمود  دارد. نييپا تعقر بهبالا و در  تعقر بهبازه 
   است. نهيقربه مبدا 

 
 

۴
١ ١

٢
 

٢
٣

٢ ٣
۴

 

٢ یموضع مميمقدار ماکس ١
۴

 یاست و در بازه ها یصعود٢در بازه   است.

 یها بالا و در بازه به یرفتگ فرو٣ در بازه  است. ینزول٢و 

٣؛  نقطه عطف نييپا به یتفتگ فرو٣و  ٢
٩

و  یمجانب عمود  است.
   است. یمجانب افق
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۵
١
١

 

٢

١
٢

۴

١
٣
 

به بالا و در  یفرو رفتگ١در بازه   است. یصعود١و ١ یدر بازه ها
   است.١ یو مجانب افق١ یمجانب عمود  .نييپا به یفرو رفتگ١بازه 

 
   

   .ديدار کن هيمشترک به دو تابع را سا یها و بخش توابع را رسم   ۶نيدر تمر
۶ ٢  

 که  یبطورکنند   یرا قطع م گريکدينمودار ها در 
٢ يا ٢ يا و ١  

 ٢و ١چون   است. ميدار١ یبرا باشد. 
   دارد. به بالا یرفتگ فرو١در نمودار   هستند. یصعود١است ، پس هر آاو تابع در 
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٧ ناتيدر تمر    .دينينمودار معادله داده شده را رسم ک١١

٧
٢

٩

٢

۴
١ 

 
 

٨ ٢ ٢ ٩ 

 
 

٩ ٢۵ ٢ ٢ ٢۵ 
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١
٢

٩

٢

۴
١ 

 
 

١١
٢

۴

٢

٩
١ 
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  یدوره ا یتست ها – ٩.٣
حرف را نا  ياکلمه  ينتر کوچک . يدو سپس پاسخ ده  يدشود صورت مساله را بدقت بخوان  یم يهتوص

  . يدنگذار يدهد
 

 اول  یتست سر
١۶ساختمان بلند با سرعت  يکهندوانه از  يک – ١ سرعت   شود.  یرها م هيثانفوت در ٢

   .ديکن دايششم پ هيمتوسط هندوانه را در ثان
 

٩٧ ثانيه در فوت ۴٨ ثانيه در فوت ٩۶ ثانيه در فوت ١٩٢ ثانيه در  فوت
 
  . يدکن يدارا پ يرحد ز– ٢

۴
٢ ١۴ ۴٩ 

١٢١ ندارد وجود ١١ ١١ 
 
 . ديکن دايپ را ريحد ز - ٣

٣ ١٢ ٢ ۵
۵

 

ندارد وجود ١ ۵ 
 
  . ديکن دايوجود داشته باشد ، پاگر را ،  ريز حد نمودار – ۴
 

 
 

 
 

ندارد وجود ٢ ٢ 
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   .ديکن دايرا پ ريحد ز – ۵

٣
 

٣ ۴ ۴  
 
١ ديفرض کن – ۶   . ديکن دايرا پ١حد      باشد. ۴٩

١ ٧ ٢ ۶۴۵٨ ۴٩ 
 
  باشد.  ۴و ميرا داشته باش ريز یتابع دو ضابطه ا ديکنفرض  – ٧

٢ ۴ برای
٣ ، برای

 

  . ديکن دايرا اگر وجود داشته باشند پ ريز یحد ها
 

۴
٣

ندارد وجود

١٢
١٢
١٢

 

۴
٣
٣

٣
۴

ندارد وجود
 

  
  ها ، بر قرار است. تمام  یبرا ريتوان نشان داد که نا معادله ز  یم - ٨

١
 

 
  . ديکن دياگر وجود داشته باشد ، پ،    را ريبه اظهارت بالا حد ز با توجه

 
١

 

 
ندارد وجود ٧ ١  

 
   .ديکن دايپ داشته باشد ، ،  اگر وجود را ريحد ز – ٩

cos ٣
 

٣ ١  
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١  
   .ديکن دايرا پ ريحد ز

 

١ ندارد  وجود
 

  . ديکن دايرا پ ريحد ز  -١١
١  

١  
 

   .ديکن دايرا پنمودار  یمجانب عمود - ١٢

٢
،  

 
 

   .ديجور کن يیرا با نمودار آن از نظر رفتار انتها ريتابع ز -  ١٣
٢ ٣ ۵ ٢ ١

٩
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   .ديکن دايرا ، اگر وجود داشته باشد ، پ ريحد تابع ز – ١۴
۴  

۴ ١  
 

   .ديريرا در نظر بگ ريز یتابع دو ضابطه ا  -١۵
۴
٢

برای

١
٢

، برای

 

  . ديکن دايپ ريز طيرا در شرا حد تابع بالا
 
 

 

۴
٢

١

٢
∞

 

٢
ندارد وجود
١

∞
٢

١

 

 
 

   .ديکن دايپ , است  وستهيپ ريآنها تابع ز که در  يیها بازه - ١۶

٩ ٨
۴

 

٨
٩

٨
٩

٨
٩

٨
٩

 

 
  . ديرا مشخص کن یوستگينوع نا پ  .ديکن دياست پ وستهينا پ ريرا که تابع ز ینقاط  -١٧

۴
٢ ١۴ ۴٨

 

۶ ٨ پيوستگی نا بنهايت دو هر ۶ پيوستگی نا  بنهايت
۶ ٨ پيوستگی نا بنهايت دو هر ٨ پيوستگی نا بنهايت  

 
 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 حساب ديفرانسيل آرمان ٣.٩ تست های دوره ای  انوشـيروان صراف

537 
 

   .ديرا مشخص کن یوستگينقاط نا پ هيکل – ١٨

 
 

۴ هيچ ٢ ٢ ۴ 
 
 

 
 اول  یتست سر  پاسخ

در صورت غامض بودن  شود.   یبسنده م حيجواب  صح به اگر پاسخ کاملا واضح و آشکار باشد ،  تنها 
  شود.   یداده م حي، توض

١  
١۶هندوانه  با سرعت گفته شده است که  رايز  ري، پس فرمول به صورت ز هيثانفوت در ٢

   است.
١۶ ٢ فوت

ثانيه
 

  است.  ريصفر ، سرعت هندوانه به صورت ز هيدر ثان
١۶ فوت٢

ثانيه
ثانيه در  فوت

 است.  ريششم ، سرعت هندوانه به صورت ز هيدر ثان

١۶ ۶
٢

فوت
ثانيه ۶

١۶ ۶ ۶ فوت
ثانيه ۶

١۶ ۶ فوت
ثانيه ١

٩۶ ثانيه در  فوت

 
٢  
٣  
۴  
۵  
۶  
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٧  
٨  

 م،يکن  یاستفاده م یچيساندو هياز قض  است.١که  ميده  ینشان م

١
١

١ 

١
١

١  

١ ١  

   است.١پس 
٩  

   است.٣ ميده  ینشان م
   .ميکن  یاستفاده م یچيساندو هياز قض

١ ٣ ١  
١ ٣ ١

 

١ ١
 

   است.٣پس 
١  

   است. ميده  ینشان م
   .ميکن  یاستفاده م یچيساندو هياز قض

١ ١ 
١ ١

 

١ ١
 

  است. پس 
١١  

   است.١ ميده  ینشان م
١ ١  
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١ ١  
 پس 

١ ١  
 

١٢  
١

 
   ني،  ا باشد ايباشد و  اي ديطرفه با کي، حد  ميداشته باش یعمود  مجانب کي که  نيا یبرا

  . ميکن  یرا حل م ريز یپس تساو افتد که مخرج کسر بالا صفر باشد.   یاتفاق م یهنگام

٢
،

٣
٢

۵
٢

 

  ميداشته باش  ديبا یعني

٢
٢ ١

٢
 

٢ یپس مجانب عمود      ١
٢ ٢

  است. 

١٣  
١۴  

مرتبه بکار  نيرا چند تاليقانون لا پ،  کار نيا یبرا  است.۴که  ميده  ینشان م
   .ميبر  یم

۴
۴

١
 

۴
۴

١
۴ ٣

۴ ٣

۴ ٣ ۴
٣

١
۴

٣ ٢
 

۴ ٣ ٢ ۴ ٣ ٢

۴ ٣
٢

١
۴ ٣

٢
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۴ ٣ ٢ ۴ ٣ ٢  

۴ ٣ ٢
١

۴ ٣ ٢
١

 

۴ ٣ ٢ ۴ ٣ ٢  

١۵  
١۶  
١٧  
١٨  

 دوم  یتست سر
  . ديکن دايتابع را پ حد -١

٢

٢
 

١ ٢
١
٢

 

 
که مشتق مرتبه دوم صفر  یبطور ديکن دايرا پنقطه  باشد.  ديفرض کن -٢

   باشد.
٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ۴ ۴ ۴  

 
١اگر  – ٣  . ديکن دايرا پباشد ، ٢

١
١ ۴

٢
١ ۴

٢ ٢ ٢ ٢ ١ ٢  

 
٢در نقطه خط مماس بر نمودار   بيش – ۴  کدام است؟ ٢

١ ٢ ٣ ۴  
 
  “ باشد حيجواب صح کياز  شيممکن است ب“  است؟ حيصح رياز جملات  ز کيکدام  – ۵

   است. وستهيپوجود داشته باشد ، پس اگر   –الف 
  است.  ريمشتق پذدر باشد ، پس  وستهيپدر گر  ا – ب 
 وجود دارد. باشد ، پس  وستهيپدر اگر  –ج 
   است. وستهيپدر باشد ، پس  ريمشتق پذدر  اگر – د 
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  ميداشته باش ديباشند ، و فرض کن ريدر  تمام نقاط مشتق پذو  ديفرض کن – ۶
٢ ٢ ٢ ١ ، ١ ٣ ٢ ٢ 

  . ديکن دايرا پ٢مقدار 
۶ ٣ ٣ ۶ 

 
 بر قرار است. رينا معادله ز، ريتمام مقاد یبرا ديفرض کن – ٧

١  
  .ديکن دايرا پ ريمقدار حد  ز  
  

 

١ ٢ ٣ اينها از کدام  هيچ
  

  باشد.  وستهيدر تمام نقاط ، پ ريز یتابع دو ضابطه اکه  ی، بطور ديکن دايپ یبرا یريمقاد – ٨
٢ ۴

٢
برای ٢

٢ ٨ برای ٢
 

٢ و ۴ ٢ و ٣ و ٨ ۴ و ٨  
 
٣نمودار  یرو ینقطه ا – ٩ ٢ ۴ که خط مماس بر آن نقطه ،  ی، بطور ديکن  دايپ۵

٢٢خط  یمواز    باشد.٧
۵ ١ ١٢ ٢ ٢۵ ٣ ۴۴  

 
١  

١ ديفرض کن
٩

٢ ١
٣

   .ديکن دايرا پ١در معادله خط مماس بر نمودار  باشد. 

۶ ۶ ٣ ٣ ۶ ۶  
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 که در آن   یباز یبازه ها ايبازه و  . ديکن  یملاحظه م ريرا در زنمودار تابع  – ١١
  . ديکن دايپ است ،

 
 

٣ ١ ١ ٣  
  

٢مشتق مرتبه دوم تابع  – ١٢    .ديکن دايرا پ٢

٢ ٢ ٣ ٢ ٢
٣
٢

٢
١

٢
 

 

١ ديفرض کن – ١٣
۵    .ديکن دايرا پ  باشد.٢

١
۵ ٢ ١

٢
۵ ٢  

١
۵ ٢ ١

٢
۵

١
٢  

١
۵ ٢ ۵ ١

۴

٢
٢  

١
۵ ٢ ١

٢
۵

١
٢  

 
  . ديکن دايرا پ ريمقدار حد ز – ١۴

٣ ٢ ١

۴ ۴ ٢ ٢ ١
 

٣ ٣
٢
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 دوم  یتست سر  پاسخ
١  

 پس ١ : یآور ادي
٢

٢ ٢
١  

  تاليروش دوم با استفاده ازقانون  لا پ
 است ، پس ٢و ٢که  ميدان  یم

٢

٢
٢

٢
 

 
٢  

 
 

٢  
 ديشود ، پس با  یوقت صفر نم چيهکه  ميدان  یم  است.چه وقت  ميبدان ميخواه  یم

  خواهد بود.  ريمطابق زلذا نقطه مورد نظر ما  باشد.  ديبا٢ یعني  باشد.٢
٢ ٢ ٢  

 
٣  

١: یآور ادي ١
١    .ميدار یا رهياست ، پس با استفده از قاعده زنج٢

١ ٢ ١

١ ٢ ٢
٢

٢
١ ۴

 

 
۴  

  ميدار  یبا استفاده از مشتق ضمن

 

١  

١ ١  

١
١

 

٢خط مماس بر نمودار در نقطه  بيپس ش  شود.   یم٢
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٢ ١
١ ٢

١

٢ ٢
 

 
۵ ،  

و نمودار آنرا  ريتابع ز  شکاف باشد. کيممکن است در نمودار تابع  رايز ستين حيصح : حيتوض
  . ديملاحظه کن

٣ ٢ برای ٢
۵ برای ٢

٢ ۶ برای ٢
 

 

 
 
 

   وجود داشته باشد. یخط مماس عمود ايگوشه و   کيممکن است  راي، ز ستين حيهم صحپاسخ 
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۶  
  ميدار یا رهيبا استفاده از قاعده زنج

 
 پس 

٢ 2�x 
 

٢ ٢ = ١ ٢ 
٣ ٢ ۶ 

 
٧  

١ : یآور ادي    یچيساندو هياستفاده از قضپس با ١و ١
١ 

 
٨  

 چون    اولا هستند. گريد کي ريکه هر دو قسمت تابع ، نظ ميحاصل کن نانياطم ديفقط با : حيتوض

٢

٢ ۴
٢ ٢

٢ ٢
٢ ٢

٢ ۴ 

٢ ميباش داشته٢ یکه برا ميانتخاب کن یطور را ديپس با ٨    باشد.۴
٢ ٢ ٨ ۴ ٢ ۴ ٢  

٢ ۶ ٣ ٢  
٣ ، ٢ 

 
٩  

٣نمودار  یرو ینقطه ا ديبا : حيتوض ٢ ۴  مماس بر نمودار که خط یبطور ميکن دايپ۵
٢٢خط  یمواز آن نقطه تابع در نيا  باشد.٢٢ یمساو خط نيا بيش  ديبا پس  باشد.٧
  

۶ ۴ 
   است.٢٢چه وقت  که ميکن دايپ ديبا

٢٢ ۶ ۴ ٢٢  
۶ ١٨ ٣  

٣پس نقطه دلخواه     است.۴۴
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١  
   : حيتوض

١
٩

٢ ١
٢ ٣

٩
٢ ١

٢
٢

٢
٣

٢ ١
٢

 

١
٢
٣

٢ ١ ١
٢

۶ 

۶پس   ميچون دار   است.١خط مماس در  بيش  

١
١
٩

٢ ١ ١
٣

٣ 

١پس معادله خط مماس در نقطه   شود   یم٣
٣ ۶ ١ ۶ ٣  

 
١١  
١٢  

  ميبا استفاده از قاعده ضرب دار : حيتوض

٢ ٢
٢

٢ ٢ ٢ ٢  

١ ٢
٢

٢
٢ ٢ ٣ ٢ ٢  

 
١٣  

  ميدار تميبا استفاده از مشتق لگار : حيتوض

١
۵ ٢  

١
٢

۵ ١ ٢  

١ ١
٢

۵
١

٢  

١
۵ ٢ ١

٢
۵

١
٢  

 
 
 
 

١۴  
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  : حيتوض

٣ ٢ ١

۴ ۴ ٢ ٢ ١

٣ ٢ ١

۴ ۴ ٢ ٢ ١

١
٢

١
۴

٣ ١
٢

۴ ٢
٢

١
۴

 

٣

۴

٣
٢

 

 
 سوم  یتست سر

١ یدر سوال ها    .ديکن دايتابع را پ  تابع داده شده است. کي۵

١ ۴ ١ ١
٣
 

١٢ ١
٢

١
٢

١ ٨ ١
٢

١ ١۶  

٣ ١
٢

۴ ١ ١
٢

١۶ ٧  
 

٢
٢

٣ ١
 

٧

٣ ١
٢

۶ ۵

٣ ١
٢

٩

٣ ١
٢

 

٧

٣ ١
٢

٧ ۶

٣ ١
٢
 

 

٣ ٣ ٢  

١

٢ ٣ ٢

١

٣ ٢

٣ ٢
٣
٢

٣
 

١
٣ ٢

٢
٣

٣ ٢
٣
٢  
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۴
٢

۵ ١
٣
 

١
٣

۵ ١
۴

٣ ٣ ۵ ١
۴ ۶

۵ ١
۴

 

١
٣

۵ ١
۴

٣
٣

۵ ١
۴

 

 

۵ ٣
٢
٣ ۴

١
٢ ٢ 

٢
١
٣ ٢

١
٢ ٣

١
٣ ٢

١
٢

٩
۵

۵
٣ ٨

٣
٢  

٢
١
٣

٢
١
٢

٢ ٢
١

٣ ٢
١

٢  

 
۶ یدر سوال ها  ديکن  یملاحظه م ريز جدول در که یريمقد یدارا و ريمشتق پذ توابع١٣

   باشند.  یم
 

     
۴ ۵ ٢ ١  
١ ٣ ٢ ٣ ٣ 
٣ ١ ٢ ۵ ٢ 
١  ۴ ١  ٣ 

 
 است با  یمساو٣ پس باشد ،٢اگر  - ۶

٢ ٢ ٧ ٨ ١  
 
  با است  یمساو٢ پس باشد ،اگر  – ٧

٢ ٧ ۶ ١ ١٣  
 
 است با  یمساو١پس  باشد ،١  اگر – ٨

١
٢

١
٣

١
٩

١
٩

١
٣
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 با  است یمساو٣ باشد ، پساگر  – ٩
١
۴

١

٢ ١
٢

٢

١
١  

 
 ١ 

 است با  یمساو١باشد ، پس اگر

١٣
٢۵

١
۴

١٣
٢۵

١٣
١۶

٢٢
٢۵

 

 
 است با  یمساو١باشد ، پس اگر  – ١١

١٢ ۶ ۴ ۶ ١٢  
 

   است با یمساو١باشد ، پس ٣اگر  – ١٢
٢ ۶ ٨ ١٢ ۵۴ 

 
  با است یمساو٣ پس ، باشد١ اگر – ١٣

٢
١

٢۵
١
۴

١
٢

٢  

 
١۴ یها در سوال  مطلوب است ٢١

١۴ ٢
١

٢
 

١ ١
٢

٣
٢

۴ ١
۴

 

١ ١
۴

۴ ١
 

 

١۵ ٢ ٢ ١ 

١
۴ ١

١

٢ ٢ ٢ ١
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١

٢ ٢ ١
٣
٢

اينها از کدام  هيچ

 
١۶

١ ٢

 

١ ٢ ٢

١ ٢
٣
٢

١
١ ٢

١

١ ٢

 

١ ٢ ٢

١ ٢
١
٢

اينها از کدام  هيچ

 

١٧
١

 

١
١

١
١

١
 

٢
١

 

 
١٨ ١

٢
 

۴
۴ ٢

١

٢ ۴ ٢

٢

۴ ٢

 

١
٢ ٢

٢
٢ ۴

 

 
١٩  

١ ٢
 

١ ١
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٢  

١
٢

٢

۴
٢

١

٢ ٢
٢

 

 

٢١ ٢ ١  

١
٢ ١

١

٢ ١

٢ ٢ ١

٢ ١
 

٢ ٢ ١
٢ ١

اينها از کدام  هيچ

 
 سوم  یپاسخ تست سر

١ ۵ ٩ ١٣ ١٧ ٢١  
٢ ۶ ١ ١۴ ١٨  
٣ ٧ ١١ ١۵ ١٩  
۴ ٨ ١٢ ١۶ ٢  

 
 سوم  یتست سر یحيپاسخ تشر

 با استفاده از قانون ضرب مشتق – ١

۴ ١ ٣ ١
٢

١ ١
٣

۴ 

١
٢

١٢ ٣ ۴ ۴  

١
٢

١ ١۶  
 
  مشتق ميبا استفاده ازقانون تقس – ٢

٣ ١ ١ ٢ ٣

٣ ١
٢

٧

٣ ١
٢
 

 
 از قنون توان مشتق  با استفاده – ٣

١
٢

٣ ٢
١

٢ ٢
١

٣ ٢
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  یا رهيزنج و قاعده مشتق توان قنون از با استفاده – ۴

٢ ٣ ۵ ١
۴

۵ ۶ ۵ ١
۴

۵ ٣ ۵ ١
۴

 
 
۵ –  

٣
٢
٣

١
٣ ۴

١
٢

١
٢ ٢

١
٣ ٢

٠١
٢  

 
۶ –  

٢ ٣ ٣ ٢ ٣ ۴ ٢ ١ ٢ 
 
٧ – 

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ۵ ٢ ١ ٣ ٧  
 
٨-  

١
١ ١

١

١
٢

١ ١
١

٣
٢

٣
١
٣

 

 
٩ –  

٣
١
٢

٣
١

٢ ٣
١
٢

١
١

٢ ۴
٢

١
 

 
١  

٢

۵ ١ ٢ ۴

۵
٢

١٣
٢۵

 

 
١١ – 

١ ١ ١ ٣ ١ ۴ ٣ ١٢ 
 

١٢ –  
٣ ٣ ٣ ٢ ١ ١

٣
٣ ١

٢
٢ ٣ ۶ 
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١٣ – 
١ 

٣
١

٣

١
١ ٣

١
١

١
٢

 

 
١۴ – 

٢
١

٢
٢

١
٢

١
٢

١
٢  

١
٢

١
۴

٣
٢

١ ١
۴

 

 
١۵ –  

٢ ٢ ١ ٢ ٢ ١
١
٢ 

١
٢

٢ ٢ ١
١

٢ ٢ ٢  

١

٢ ٢ ١

١
 

 
١۶ –  

١ ٢ ١ ١ ٢

٢ ١ ٢

١ ٢

١ ٢ ٢

١ ٢

١ ٢

١

١ ٢
٣
٢

 

   . ستين حيکدام از پاسخ ها صح چيپس ه
 

١٧ –  
١ ١  

١
١

١
١

١
١
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١٨ –  

١

٢

٢ ٢

١
٢

٢

۴
١

١

٢
٢

۴
١

٢
٢ ۴

 

 
١٩ –  

١
 

٢
 

 
 

٢  

٢

۴
٢
 

 
٢١ – 

١

٢ ١

٢ ١  

٢ ١ ٢ ١

٢ ١
 

١ ٢ ١ ١
٢

٢ ١
١
٢

١
٢ ١

٢ ١
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٢ ١

٢ ١

٢ ٢ ١

٢ ١
 

٢ ١
٢

٢ ٢ ١

٢ ١
 

٢ ١
٢

٢ ١

٢ ١

٢ ٢ ١
٣

٢ ٢ ١
٢ ١

 

 
 چهارم  یتست سر

١- 
 صادق است؟ در در مورد  رياز جملات ز کيکدام   .ديکن  یمشاهده م ليرا در ذنمودار 

 
   است. وستهيپ -الف 
  است.  ريمشتق پذ -ب 
  است.  یصعود -ج 

الف فقط ج فقط ج و الف ج و ب ج و ب و  الف
 

 زانيانگرمينمااگر  شود.   یم ختهير کنواختيآب با سرعت   شکل یمخزن مخروط کيدر  - ٢
 عمق آب باشد ، پس  رييتغ

است ثابت است صعودی و خطی تابع است نزولی و خطی  تابع
است صعودی و خطی غير تابع است نزولی و خطی غير  تابع
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٣ یدر سوال ها  مطلوب است ٩

٣ ٢ ١
 

٢
١ ٢ ١ ٢ ١

٢
١

 

٢
١ ١ ١

 
 

۴
١

٢ ٢
 

٢ ٢
١

۴ ٢
۴ ٢ ٢  

٢

٢ ٢

٢٢  

 
۵ ٢  

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢  
٢ ٢ خ٢  

 
۶ ٢  

٢ ٢  

٢
٢ ٢  

 
٧ ٣  

٣ ٢
٣ ٢ ٣ ٢ ٣  

٣ ١ کدام  هيچ
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٨
١ ٢

١ ٢
 

۴

١ ٢ ٢

۴

١ ٢ ٢

۴ ٣

١ ٢ ٢
 

٢
١ ٢

۴
١ ٢

 

 

٩ ١ ١ ٢ 

١

٢ ١ ٢

٢

١ ٢

١

١ ٢

 

٢

١ ٢

١

١
 

 
١ یسوال ها یرا برا رينمودار ز دائره  مين کينمودار شامل دو پاره خط و  نيا  .ديبکار ببر١٢

   است.
 

 
 

١ برای  
١ ٢ ۴ ١ و ۴ ٢ و ۶ 

 
   وجود ندارد.؟ یبرا - ١١

١ ٢ ١ و ٢ ٢ و ۶ ١ و ٢ و ۶  
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١٢ ۵  ؟
١
٢

١

٣
١ ٢ ٣ 

 
۵در بازه  – ١٣ خط  یموازچند نقطه وجود دارد که خط مماس با نمودار ۵

   قاطع باشد ؟
هيچ ١ ٢ ٣ سه از  بيش

 
   .ديبزن نيرا تخم٢، مقدار  ريبا استفاده از جدول ز – ١۴

 
2.00 1.98 1.96 1.94 1.92  
4.00 4.10 4.40 5.00 6.00  

 
 

 

٢اگر   – ١۵ ۴و ١ ٢ است ، مقدار ١که   یباشد ، پس وقت٣
٢

چقدر ٢
 است؟ 

١ ١ ٣
١
٢

 

 
۴اگر  – ١۶ ۴ ٣ ۴ ٢ که مشتق تابع را صفر  ريباشد ، پس مجموعه مقاد١

  کنند، کدامند؟  یم
١ ٢ ١ ٢ ١ ٢ ١ ٢  

 
 …است با  یمساو۴باشد ، پس ١۶اگر  – ١٧

٣٢ ١۶ ۴ ٢
١
٢

 

 
 …است با  یمساو٣باشد ، پس ٣اگر  – ١٨

١
٣

١ ٣ ١ کدام هيچ  

 

 
 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 حساب ديفرانسيل آرمان ٣.٩ تست های دوره ای  انوشـيروان صراف

559 
 

٢نمودار  ینقطه رو کياگر – ١٩ ٢  مشتق مرتبه۵پس در نقطه  کند ، حرکت٢۵

 یعنيدوم 
٢

 …است با  یمساو٢
١
۵

۵
١
۵

ندارد وجود  

 
٢  

اعداد ثابت ، پس باشد و اگر 
٢

 …است با  یمساو٢
٢ ٢  

٢ ٢ ٢ ٢  
 

 چهارم یپاسخ تست سر
١ ۶ ١١ ١۶  
٢ ٧ ١٢ ١٧  
٣ ٨ ١٣ ١٨  
۴ ٩ ١۴ ١٩  
۵ ١ ١۵ ٢  

 
 

 چهارم یتست سر يحیتشر پاسخ
 
است پس      ؛ است وستهيو پ ريمشتق پذوجود دارد ،  چون  – ١

   است. یصعود
 
رسد پاسخ   یرود ، پس به نظر م  یشود ، سطح آب آهسته تر بالا م  یپر م فيکه ق یچون هنگام – ٢

که آب در آن موجود است  فيباشد ، به علاوه ، چون در هر لحظه آن قسمت از ق حيصح ايو 
عمق  رييتغ زانيپس م  عمق آب دارد.به مکعب  یمخروط دارد و لذا حجم آن بستگ کي، خود شکل 

   است. حيصحلذا پاسخ  . ستين  یمشتق ، خط یعنيآب 
 
٣ –  

١ ٢ ١ ٢ ١ ٢  

١ ١ ٢ ٢
١
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٢

١ ٢ ٢
١

 

٢
١ ١

 

 
۴ –  

١
٢

٢
١
٢

٢ ٢ ٢  

٢ ٢ ٢

٢
٢ ٢  

 
۵ –  

٢ ٢ ٢  

٢ ٢ ٢  

٢ ٢ ٢  

٢ ٢ ٢ ٢ ٢   
 
۶ –  

٢ ٢  

٢  

٢
١
٢

١
٢

١ ٢
٢

 

 
  رايز . ستين حيداده شده صح یکدام از پاسخ ها چيه – ٧

٣ ٣ ٣  

٣ ٣ ٢  
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٣ ٣
١ ٢ ٣ ٣ ٢  

 
٨ –  

١ ٢

١ ٢
 

٢ ١ ١ ٢ ٢ ١ ١ ٢

١ ٢ ٢
 

٢ ١ ١ ٢ ١ ٢ ٢ ١

١ ٢ ٢
 

٢ ١ ٢ ٢ ٢ ١

١ ٢ ٢
 

٢ ٢ ١ ٢ ١ ٢

١ ٢ ٢

٢ ٢ ١ ١ ٢

١ ٢ ٢

۴

١ ٢ ٢
 

 
٩ –  

١ ٢ ١ ٢ 

١

١ ٢

١
٢

١ ٢
١
٢ ١ ٢  

١

١ ٢

١ ٢

٢ ١ ٢

١

١ ٢

٢

٢ ١ ٢
 

١ ٢

١

١ ٢

١

١ ٢
 

 

 
 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 حساب ديفرانسيل آرمان ٣.٩ تست های دوره ای  انوشـيروان صراف

562 
 

١  
 گوشه است.  رايوجود ندارد ، ز١که  ديتوجه دار  است.۴در  یتنها خط مماس افق

 
  است.  یعمود۶گوشه است و خط مماس در ٢و ١نمودار در    -١ ١
 

،.  ديرا ملاحظه کنمثلث  – ١٢ ،شعاع ١     خط بيو ش٣و ٢

۵درنقطه  دائره  ميو خط مماس بر شعاع ن٣عبارت است از  ، عمود ٣

۵ گريبه عبارت د  است. ١

٣
   است.

 
به   .ديکن  یمشاهده  م اهيبا رنگ سبز و خط قاطع به رنگ س ليدر ذنمودار  -١٣  

   خط قاطع باشند. ینمودار وجود دارد که خط مماس در آن نقاط ، مواز یرسد سه نقطه رو  ینظر م

 
 
 

١۴ –  
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١۵-  
۴ ٣ ۶ ٢

٢
٢ ٢ ٣ ،

٢

٢

۴ ٣
٢

۴ ١ ٣
٢ ١

١
٢

 

 
١۶ –  

۴ ٣ ١٢ ٢ ٨ ۴ ١ ٢  
١پس اگر اعداد     شود.  ی، حاصل ، صفر م ميرا در معادله بالا قرار ده٢

 
١٧ –  

٨
١

٢ ۴
٣

٢
۴
٣
٢

۴
۴
٨

١
٢

 

 
١٨ – 

٣ ٣
٢

٣
٣
٩

١
٣

 

 
١٩ – 

٢ ٢
٢

 

   .ميدار۵در نقطه 
۵

٢۵
١
۵

 

 
٢  

٢ ٢  
٢ ٢  
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صـراف انوشـيروان                                         فارسی به انگليسی رياضی نامه واژه

Abolish محو کردن
About اطراف- در هر دو طرف 
Abscissa طول
Absolute Value قدر مطلق
Accumulated Value مقدار افزوده شده- مقدار ذخيره شده - مقدار جمع شده 
Accuracy دقت- صحت 
Add اضافه کردن- جمع کردن 
addend عدد مضاعف- عدد افزوده شده 
Additive Identity عدد خنثی در جمع
Additive Inverse مخالف - قرينه 
Admit پذيرفتن- قبول کردن 
Algebraic Expression عبارت جبری
Algebraically به زبان جبری
Algorithm هر شيوه علمی برای حل مسائل-الگوريتم 
Align تنظيم کردن يا شدن
Along در امتداد يا در طول 
Alternate يک درميانی- تناوب 
Altitude بلندی- فراز - ارتفاع 
Analyze تجزيه و تحليل کردن
Angle Measure اندازه زاويه
Approach نزديک شدن
Approximate تخمين زدن 
Arbitrary اختياری
Arch طاق
Architecture معماری
Area مساحت
Arithmetic Sequence دنباله حسابی
Arrangement قرار دادن- ارايش 
Array آرايش منظم شماره ها در رديف يا ستون است -  آرايه 
Assert تآييد کردن- تصريح کردن 
Assign تخصيص دادن
Assign اختصاص دادن- تعين کردن 
Assign تعيين کردن تخصيص دادن
Associative Property خاصيت شرکت پذيری
Astronomy ستاره شناسی
Asymptote تانژانت منحنی در بينهايت- خط مجانب 
At Least حد اقل
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صـراف انوشـيروان                                         فارسی به انگليسی رياضی نامه واژه

At Most حد اکثر
Average ميانگين- معدل 
Axes محورها
Axis محور
Bar Graph نمودار ميله ای
Base قاعده
Base پايه
Basic ساده- اصلی - پايه 
Basic بنيادی
Behavior رفتار کردن- عمل کردن 
Between ما بين
Binomial دو جمله ای
Binomial Coefficient ضريب دو جمله ای
Bisection Method روش نصف کردن بازه
Boundary Line خط مرزی
Bounded کران دار
Bounded Above از طرف بالا کران دار
Bounded Below از طرف پائين کران دار
Braces } {آکولاد ها 
Brackets ] [کروشه ها 
Break Even بی  سود و زيان شدن 
Calculate حساب کردن- محاسبه 
Calculus حسابان
Calculus حسابان- رياضيات جامع 
Cancel حذف کردن
Carbon Dating تعيين قدمت اجسام کربن دار
Cartesian Coordinate System محورهای مختصات
Center مرکز
Central Angle زاويه مرکزی
Circuit مدار
Circumference )دايره(محيط 
Closed Interval بازه بسته
Coefficient ضريب
Coincide منطبق بودن
Coincide منطبق بودن
Coincident منطبق
Column ستون
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صـراف انوشـيروان                                         فارسی به انگليسی رياضی نامه واژه

Combination ترکيب
Combine تلفيق کردن- توأم کردن - با هم پيوستن 
Combine يکی کردن- تلفيق کردن - ادغام کردن 
Combine تلفيق کردن
Combined  مرکب- ترکيبی
Comet ستاره دنباله دار
Common مشترک
Common مشترک
Common Ratio خارج قسمت مشترک- نسبت مشترک 
Commutative Property خاصيت جابجائی
Complement مکمل- متمم 
Complex Fraction کسر مرکب 
Complex Numbers اعداد مرکب
Complex Rational Expression عبارت گويای مرکب
Complicated بغرنج- پيچيده 
Component سلزنده- جز - بخش - مؤلفه 
Component مؤلفه
Composed with ترکيب شده با
Composite Function تابع ترکيبی- تابع مرکب 
Compound بهره پول و بهره متعلق به بهره آن را حساب کردن- مرکب 
Compound Interest ربح مرکب
Compression تراکم- فشردگی 
Compute حساب کردن- محاسبه کردن 
Conic Sections مقاطع مخروطی
Conjugate مزدوج
Connection پيوند- رابطه 
Consecutive پشت سر هم- متوالی 
Consistent سازگار- بی تنلقض 
Constant مقدار ثابت- عدد ثابت 
Constant Term جمله ثابت
Construct ساختن
Contain دارا بودن- شامل بودن 
Continuity پيوستگی
Continuous پيوسته
Contradiction تناقض
Convergent همگرا
Coordinate مختصات

Page 3 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



صـراف انوشـيروان                                         فارسی به انگليسی رياضی نامه واژه

Coordinate Plane صفحه مختصات
Correspondence مطابقت
Corresponding متناظر- هم نظير 
Cross Product طرفين وسطين کردن
Cube مکعب
Cube مکعب
Cube Root ريشه سوم
Cubed توان سوم
Curve منحنی
Cylinder استوانه
Dashed Line خط چين
Deal with پرداختن به
Decay کاهش - )مواد راديو اکتيو(فرو کاست 
Decimal Places ارقام اعشاری 
Decompose تجزيه کردن
Decrease نزول کردن- کم شدن 
Deduce نتيجه گرفتن- استنتاج کردن 
Define معنی کردن- تعريف کردن 
Define مشخص کردن
Degree درجه
Denominator مخرج
Dependent وابسته
Dependent Variable متغير وابسته
Derivative مشتق
Derive استنباط کردن - اشتقاق يافتن - استنتاج کردن 
Descending Order به ترتيب نزولی
Design طراحی
Designate مشخص کردن
Determinant ديترمينانت- مبين 
Determine حکم دادن- تعيين کردن 
Develop بسط دادن
Diagonal  اريب- مورب -  قطر
Diagram نمودار
Diameter قطر
Die طاس تخته نرد
Differentiability ديفرانسيلی
Differentiable قابل مشتق گيری- مشتق پذير 
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صـراف انوشـيروان                                         فارسی به انگليسی رياضی نامه واژه

Discontinuous گسسته- نا پيوسته 
Discriminant مجزا کننده- مشخص کننده 
Discriminate مجزا کردن- مشخص کردن 
Disjoint مجزا
Distance مسافت- فاصله 
Distinct متمايز- مجزا - متفاوت 
Distributive Property خاصيت توزيعی
Divergent واگرا
Diverse گوناگون- متنوع  
Divide تقسيم کردن
Divide and Conquer جدائی انداز و تسخير کن
Dividend بخشی- مقسوم  
Divisor بخشياب- مقسوم عليه 
Domain دامنه
Double مضاعف
Downward به طرف پائين
Due موعد پرداخت- سر رسيد 
Element عنصر- عضو 
Eliminate حذف کردن
Elimination حذف
Ellipse بيضی
Empty Set مجموعه تهی
End Behavior وضع انتهائی
Endpoint نقطه انتهائی
Engage پرداختن به
Equality تساوی
Equally Likely Outcomes پيش آمد های با شانس مساوی- پيش آمد های هم شانس 
Equation تساوی- معادله 
Equator خط استوا
Equilateral Triangle مثلث متساوی الاضلاع
Equivalent متشابه- هم ارز - معادل 
Equivalent Equations معادله های معادل- معادله های هم ارز 
Establish محقق کردن- ثابت کردن 
Evaluate مقدار عددی پيدا کردن- ارزيابی کردن 
Even زوج
Event اتفاق
Exclude در نظر نگرفتن
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صـراف انوشـيروان                                         فارسی به انگليسی رياضی نامه واژه

Exclusive محض- تنها - صرف 
Expand پسط دادن
Expand گستردن- بسط دادن 
Explicitly بطور صريح بيان کردن
Exponent توان
Exponential Equation معادله مجهول القوه
Exponential Expression توان- عبارت توان دار 
Exponential Function تابع مجهول القوه
Exponential Probability احتمال مجهول القوه
Extraneous نا مربوط
Factor عامل
Factor فاکتور گرفتن- عامل مشترک - فاکتور - عامل 
Factorization فاکور گيری
Fair بی عيب- سالم  
False غلط
Figure تصوير- شکل 
Finance امور مالی- مالی 
Finite Sum جمع تعداد محدودی
Fit جور کردن
Flatten صاف شدن- پهن شدن 
Foci کانون ها
Focus کانون
Formula فرمول
Fraction کسر
Function تابع
Fundamental اساسی
Future Value ارزش آينده 
Gear چرخ دنده
General Term جمله عمومی
Geometric هندسی
Geometric Sequence دنباله هندسی
Globe کره زمين
Golden Ratio عدد طلائی- نسبت طلائی 
Graph نمايش هندسی- نمودار 
Greater Than بزرگ تر از
Greatest Lower Bound بزرگ ترين کران پائين
Group دسته بندی کردن- گروه بندی کردن - گروه 
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صـراف انوشـيروان                                         فارسی به انگليسی رياضی نامه واژه

Growth رويش- رشد 
Half-life )يک ماده راديو اکتيو(نيمه عمر 
Half-Planes نيم صفحه ها
Head سر 
Height ارتفاع
Hemisphere نيم کره
Horizontal افقی
Horizontal Shift جابجائی افقی
Hyperbola هذ لولی 
Identical کاملا همانند
Identity خنثی - اين همانی 
Image باز تاب- انعکاس - تصوير 
Imaginary Unit واحد موهومی- واحد تصوری 
Implicitly بطور ضمنی بيان کردن
Improper ناسره- غير حقيقی - نا جور 
In Term of بر حسب 
Include به حساب آوردن
Included به حساب آمده- شامل شده - گنجانده شده 
Inclusive به حساب امده- شامل 
Inconsistent متناقص
Increase صعود کردن- زياد شدن 
Independent Variable متغير مستقل
Index شاخص- نما  
Individual شخصی
Individual Retirement Account حساب باز نشستگی شخصی
Inequality نا مساوی- نا معادله 
Infinite بی نهايت
Input ورودی
Instantaneous Velocity سرعت لحظه ای
Integers اعداد صحيح
Intensity مقدار- ميزان - شدت 
Intercept تقاطع- ميان بر - قطع کردن 
Interest سود- بهره 
Interest Compounded Monthly بهره مرکب ماهانه
Interest Compounded Quarterly بهره مرکب سه ماهه
Interest Compounded Semiannually  بهره مرکب شـش ماهه
Interest Compounded Yearly بهره مرکب سالانه
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صـراف انوشـيروان                                         فارسی به انگليسی رياضی نامه واژه

Intermediate Value مقدار ميانی
Interpret توضيح دادن- تفسير کردن 
Interpretation تفسير
Intersection اشتراک
Intersection of Sets اشتراک مجموعه ها
Intervals  فاصله- ميانين - بازه ها
Introduction مقدمه
Inverse Function تابع معکوس
Invest سرمايه گذاری کردن
Irrational Numbers اعداد گنگ
Is Equal to مساوی است با
Is not Equal to مساوی نيست با
Isosceles Triangle مثلث متساوی الساقين
Joint مشترک
Launch پرتاب کردن
LCD کوچک ترين مخرج مشترک
Least کوچک ترين
Least Upper Bound کوچک ترين کران بالا
Left-Hand Limit حد سمت چپ
Lemma گزاره ای که درست فرض ميشود- اصل موضوع 
Length طول
Less Than کوچک تر از
Like Radicals راديکال های متشابه
Like Terms جمله های متشابه
Likelihood احتمال- امکان 
Limit حد
Line Segment پاره خط
Linear  خطی
Linear Equations  معادله های خطی
Linear Equations in one Variable معادله های خطی يک مجهولی
Linear Programming برنامه ريزی خطی
Local Maxima ما گزيمم محلی
Local Minima مينيمم محلی
Locate نشان دادن- تعيين کردن - مشخص کردن 
Location مکان هندسی 
Logarithmic Function تابع لگاريتمی
Long Period دوره طولانی- پروسه طولانی 
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صـراف انوشـيروان                                         فارسی به انگليسی رياضی نامه واژه

Lower Bound پائين کران
Lowest Term  کسر(ساده ترين شکل(
Major اصلی
Marginal Cost هزينه نهائی
Marginal Revenue درامد نهائی
Matrices متريس ها جمع متريکس
Matrix متريکس
Midpoint نقطه ميانی
Minor فرعی
Model مدل-  انگاره 
Model انگاره- نمونه - الگو 
Monomial يک جمله ای
Multiple مضرب
Multiple ضريب
Multiplicative Identity عدد خنثی در ضرب
Multiplicative Inverse عدد وارونه در ضرب
Multiply ضرب کردن
Mutually Exclusive Events اتفاق های ناسازگار
Natural Numbers اعداد طبيعی
Negation انکار- نفی 
Negative منفی
Negative Square Root ريشه دوم منفی
No Less Than نه کمتر از
No More Than نه بيشتر از
None Empty نا تهی
Nonlinear غير خطی
Nonzero بجز صفر- غير از صفر 
Normal Line )در نقطه مماس(خط قائم بر منحنی 
Notation نماد
nth Root ريشه انم
Number Line محور اعداد
Oblique مورب
Observation مشاهده علمی
Odd )مانند عدد فرد(فرد 
One-Sided يک طرفه
One-to-one Function تابع يک به يک
Open Interval بازه باز
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صـراف انوشـيروان                                         فارسی به انگليسی رياضی نامه واژه

Operations  تقسيم- ضرب - تفريق - جمع (انجام عمليات(
Operations  عمليات
Opposite مخالف - قرينه 
Orbit دور زدن-  چرخيدن 
Orbit در مدار چرخيدن- دور زدن - مدار 
Order ترتيب
Ordered Pair دو گانه مرتب
Ordered Triple سه تائی مرتب
Ordinate عرض
Origin مبدأ
Outcome بازده- پيامد - نتيجه 
Output خروجی
Overlap ری هم افتادن- تداخل کردن 
Pair جفت- زوج 
Pane جام- شيشه 
Parabola سهمی
Parallel موازی
Parentheses  پرانتز ها) (
Pattern طرح- نمونه - الگو 
Payment Period دوره يرداخت
Pendulum پاندول
Perfect Square مربع کامل
Perimeter محيط- پيرامون 
Perimeter محيط 
Period دوره تناوب- دوره 
Permutation جايگشت
Phenomena پديده ها
Phenomena پديده ها
Phenomenon پديده
Phenomenon پديده
Piecewise-defined function تابع چند ضابطه ای
Plane صفحه
Planet سياره
Plot نشان دادن ی تعيين کردن 
Point of Intersection نقطه تقاطع 
Point of Tangency نقطه مماس
Polynomial چند جمله ای 

Page 10 ���������	
���	���	��www.riazisara.ir



صـراف انوشـيروان                                         فارسی به انگليسی رياضی نامه واژه

Portion قسمت
Positive مثبت
Positive Square Root ريشه دوم مثبت
Power توان در توان
Precise دقيق
Prime Polynomial )غير قابل فاکتور گيری(چند جمله ای اول 
Principal  سرمايه
Principal Square Root ريشه دوم مثبت
Probability احتمال
Probability Model مدل احتمال
Problem مسآله
Procedure اصلوب- روش 
Process مرحله- جريان - عمل 
Projectile پرتابی- پرتاب کردنی 
Proper محض- سره - حقيقی 
Properties خواص
Property خصوصيت- خاصيت 
Property خاصيت- خصوصيت 
Punch نيشگون گرفتن- بين دو انگشت قرار دادن 
Quadrant ربع دايره- ربع صفحه 
Quadratic Equation معادله درجه دو
Quadrilateral چهار ضلعی
Quantity کميت 
Quotient خارج قسمت
Quotient بهره- خارج قسمت 
Radical راد يکال
Radicand عدد زير راد يکال
Radius )دايره(شعاع 
Random تصادفی
Range برد
Rate سرعت متوسط- حد متوسط - ميزان - نرخ 
Rate مقدار- نرخ - ميزان - نسبت 
Ratio نسبت 
Ratio خارج قسمت- نسبت 
Rational Exponent  توان گويا- توان کسری
Rational Numbers اعداد گويا
Rationalize گويا کردن
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Rationalizing the Denominator گويا کردن مخرج کسر
Real Numbers اعداد حقيقی
Reasonable منطقی
Reciprocal معکوس- وارونه 
Rectangle مستطيل
Rectangular Coordinate System محورهای مختصات
Recursive باز گشتی
Reduce ساده کردن
Reference مراجعه- رجوع - ارجاع 
Reflection انعکاس
Reflector منعکس کننده
Region منطقه- بخش 
Regression رگراسيون- انعکاس 
Regular Pattern الگوی منظم
Related مربوطه
Relation رابطه
Remainder باقيمانده
Remarkable قابل توجه
Represent بجای چيزی بکار رفتن- مجسم کردن -  نشان دادن 
Resistance مقاومت
Resistor مقاوم
Restricted کنترل شده- محدود شده 
Reverse ضد- وارونه - معکوس - عکس 
Review مرور کردن- دوره کردن 
Right-Hand Limit حد سمت راست
Rise صعود کردن- بالا رفتن 
Roll Die طاس ريختن
Root ريشه
Root ريشه
Roster Form )برای مشخص کردن مجموعه(فهرست وار 
Rotate بر محور خود چرخيدن
Row رديف
Rule قاعده
Sample Space فضای نمونه
Sandwich ساندويچ
Satellite ماهواره
Satisfy شرائط يا الزامات چيزی را برآوردن
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Scatter پراکنده
Scatter Diagram نمودار پراکندگی
Scientific Notation نماد علمی- عدد نويسی علمی 
Secant سکانت- خط قاطع 
Second Degree Equation معادله درجه دوم
Section قسمت- بخش 
Sector قطاع دايره
Sequence دنباله
Set مجموعه
Set Builder Notation )برای مشخص کردن مجموعه(توصيف مجموعه 
Sharp Corner نقطه مماس
Shift جا بجا شدن- تغير مکان دادن 
Side ضلع
Similar متشابه
Simple Interest ربح ساده
Simplify ساده کردن
Situation موقعيت
Slant يک وری- کج - اريب 
Slope شتاب- شيب 
Slope-Intercept Form برخوردگاه-شکل شيب- تقاطع -شکل شيب
Smooth Curve منحنی صاف- منحنی يک دست 
Solid سه بعدی- جامد 
Solid Line خط کامل
Solution جواب- راه حل - حل 
Solution Region منطقه جواب
Solve حل کردن
Space فضا
Special مخصوص
Special Products حاصل ضرب های مخصوص- اتحاد های مهم 
Specified معلوم- معين - مشخص 
Specify مشخص کردن
Sphere کره
Square مربع
Square مربع
Square Root جذر- ريشه دوم 
Square Root Function تابع ريشه دوم- تابع جذری 
Squeeze چلاندن- فشردن 
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صـراف انوشـيروان                                         فارسی به انگليسی رياضی نامه واژه

Statement  بيان کردن- اظهار - بيان
Steepness سراشيبی- سرازيری 
Step Function تابع پلکانی
Straight Angle زاويه نيم صفحه که مساوی صد و هشتاد درجه است
Stretch کشيده شدن- کش آمدن 
Sub Set زير مجموعه
Subscripted زير نويس دار
Substitution جای گزين کردن- جانشينی 
Subtract کسر کردن- تفريق کردن 
Successive متوالی- پشت سر هم - بعدی - پيا پی 
Sum افزانه- جمع 
Support نگهداشتن
Surface Area   رويه جانبی – سطح جانبی
Survey مطالعه- بررسی 
Swing حرکت تاب- حرکت پاندولی - نوسان 
Symbol نماد
Symmetric قرينه- متقارن - هم اندازه 
Symmetry تقارن
System دستگاه
Tail دم
Tangent Line خط مماس
Technique تکنيک- روش 
Term جمله- کلمه - اصطلاح 
Test Point نقطه آزمايش
The Same Number همان عدد- يک عدد 
Theorem قضيه
Three Dimensional سه بعدی
Tilt سرازيری- کجی - کج کردن - کج شدن 
Time مدت- وقت - زمان 
Time Value of Money ارزش زمانی پول
Toss شير يا خط کردن
Toss بالا انداختن مانند شير يا خط کردن
Toss a Coin شير يا خط کردن
Transformation تغير- تبديل 
Trapezoid ذوزنقه
Trigonometric Identities همانی های مثلثاتی
Trinomial سه جمله ای
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صـراف انوشـيروان                                         فارسی به انگليسی رياضی نامه واژه

True صحيح
Turning Point نقطه عطف
Two Dimensional دو بعدی
Unbounded لا يتناهی- نا محدود 
Undefined نا معين
Uninhibited Decay فرو کاست نا محدود
Uninhibited Growth رشد نا محدود
Union اجتماع
Union of Sets اجتماع مجموعه ها
Unique يگانه- منحصربه فرد يکتا 
Uniqueness منحصر به فرد بودن
Unit واحد
Universal جامع
Upper Bound بالا کران
Upward به طرف بالا
Utility ابزار- وسيله 
Value قدر -کميت - مقدار 
Variable متغير
Variation واريانس- تغيير - وردش 
Vault گنبد
Velocity سرعت
Verify درستی چيزی را ثابت کردن
Vertex منحنی صاف- منحنی يک دست 
Vertical قائم- عمودی 
Vertical عمودی
Vertical Shift جابجائی عمودی
Voltage ولتاژ
Volume حجم
Weight وزن
Whole تمام
Whole Numbers اعداد حسابی
Width عرض
With Respect to نسبت به
x-intercept محل بر خورد نمودار با محور اکس
y-intercept محل برخوردنمودار با محور وای
Zero Factor Property خاصيت عامل صفر
Zero of a Polynomial صفر يک چند جمله ای
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